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RESUMO

DESENVOLVIMENTO DE UM ELEMENTO FINITO PARA VIGAS COM
SECAO TRANSVERSAL VARIAVEL

AUTORA: Carline Degregori Muenchen
ORIENTADOR: Tiago dos Santos

O método de elementos finitos (MEF) consiste em uma discretizagdo de estruturas con-
tinuas em elementos conectados entre si através de nés. Tal método é muito utilizado
na industria aeronautica para andlise de componentes estruturais, incluido aqueles que
possuem secao transversal ndo constante, como longarinas de asas, por exemplo. Entre-
tanto, o0 modelo utilizado para andlise de tais estruturas ndo é exato e pode gerar erros
nas solugdes de problemas. Por isso, neste trabalho é desenvolvido um elemento finito de
viga tridimensional com secao transversal variavel, com o objetivo de realizar simulagdes
de estruturas de vigas afiladas. Quando comparado a elementos tradicionais, com sec¢ao
transversal constante, espera-se que a utilizagao do elemento finito desenvolvido reduza o
tamanho da malha, mantendo um erro adequado. A reducdo do tamanho da malha, com
um menor numero de elementos e graus de liberdade, levara a uma reduc¢ao no tempo de
simulagao e no peso computacional do programa. Apo6s a formulagédo e implementagao
do elemento finito em questao, sdo realizadas comparacdes com solucdes de referéncia
para verificar os resultados numéricos obtidos. Em seguida, a ferramenta é utilizada para
simular uma aplicagao real envolvendo estruturas aeronauticas, entdo os resultados numé-
ricos sdo comparados a dados experimentais e simulagdes feitas utilizando um programa
comercial.

Palavras-chave: Elementos Finitos. Secao Transversal Variavel. Estruturas Aeroespa-
ciais. Viga Tridimensional



ABSTRACT

DEVELOPMENT OF FINITE ELEMENT FOR BEAMS WITH VARIABLE
CROSS SECTION

AUTHOR: Carline Degregori Muenchen
ADVISOR: Tiago dos Santos

The Finite Element Method (FEM) consists of a discretization of continuum structures th-
rough the use of elements and nodes. Such method is greatly used in the aeronautic
industry with the goal of analyzing structural components, including tapered structures, that
may be found in both aircraft and aerospace strutures. However, the models currently at
use to analyze those components are not exact and can lead to errors in the problem’s
solution. With that in mind, in this paper a tridimensional beam finite element is develo-
ped, aiming to simulate tapered beam structures. When compared to traditional elements,
with constant cross sections, it is expected that finite element developed will reduce the
mesh size, maintaining an adequate error. The reduction in mesh size, with a smaller num-
ber of elements and degrees of freedom, will result in a reduction in simulation time and
computational weight. After the formulation and implementation of the finite element de-
veloped, comparisons are made with reference solutions, in order to verify the numerical
results obtained. Then, the tool is used to simulate a real application involving aeronautical
structures, the results are then compared with experimental data and simulations using a
commercial software.

Keywords: Finite Element. Variable Cross Sections. Aerospatial Structures. Tridimenti-
onal Beams
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1 INTRODUGAO

Segundo Onate (2009), o método dos elementos finitos consiste de um procedi-
mento numérico para determinar a solucao de equacdes diferenciais ou integrais que des-
crevem problemas fisicos, podendo ser utilizado em andlise de tensdes, transferéncia de
calor e eletromagnetismo, entre outros.

A nocao de que, ao utilizar um namero finito de componentes para substituir um
sélido continuo, € possivel se obter modelos adequados com resultados que ndo seriam
possiveis de se obter utilizando o modelo continuo ja existe ha centenas de anos. Tal
processo, chamado de discretizagao, antes da criacdo do MEF, foi abordado diversas vezes
por matematicos em técnicas como o método de diferencgas finitas Richardson (1910) e de
residuos ponderados Galerkin (1915).

Entretanto, o avango para o Método de Elementos Finitos foi alavancado na década
de 1940. A Figura 1.1 mostra que parte dos artigos publicados nessa época sao provenien-
tes da técnica matematica de residuos ponderados e de métodos variacionais ja existentes.
Um destes artigos, produzido por Courant (1943), foi responsavel por introduzir fungées de
interpolacdo como um método de discretizacdo de regides em sub-regides triangulares
(LOGAN, 2012). Tal desenvolvimento vem de artigos como o de Rayleigh (1870), que foi
responsavel pelo desenvolvimento das fungdes de interpolagéo e de métodos variacionais.
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Figura 1.1 — Histérico do MEF

| ENGENHARIA MATEMATICA |
Funcdes de Diferencas
Interpolacdo Finitas
Rayleigh (1870) Richardson (1910)
Métodos Residuos
Variacionais Ponderados
Rayleigh (1870) / Galerkin (1915)
\ y
Substituica
Hpsiuicao Funcdes de Interpolagéo
Estrutural Conti i
Analoaa ontinuas por partes
Hrenikoll (1941) Courant (1943)
McHenry (1943) Argyris (1955)
[ Zienkiewics (1964)
Diferencas
Elementos de Finitas

Rigidez " |Variacionais
Turner et al. (1956) /” Varga (1965)

Metodo dos Elementos Finitos Atual

Fonte: Adaptado de Zienkiewics, Taylor e Zhu (2005).

Por outro lado, com as técnicas de Substituicdo Estrutural Anadloga, McHenry (1943)
e Hrennikoff (1941) foram os primeiros a utilizar malhas com elementos unidimensionais
afim de solucionar problemas de tensées em solidos continuos. Alguns anos mais tarde,
Argyris (1954) apresentou a ideia de analises estruturais utilizando matrizes e principios de
energia. Entretanto, foi com Turner et al. (1956) que um grande salto no desenvolvimento
do MEF ocorreu. No artigo, foi obtida a matriz de rigidez para elementos de barra, de viga
e para elementos bidimensionais (triangulares e retangulares), utilizando um método que
viria a se tornar o método de rigidez direto. Ja o termo "elementos finitos", foi utilizado pela
primeira vez por Clough (1960). Na década de 1960, Martin (1961), Gallagher, Padlog e
Bijlaard (1962) e Melosh (1963) expandiram o método para o espago tridimensional.

O MEF moderno evoluiu, conforme a Figura 1.1, a partir dos conceitos de Turner
et al. (1956) e de métodos de diferengas finitas variacionais, com artigos de Varga (1962)
e Richardson (1910). Tal evolugdo possibilitou a aplicagdo do método em problemas néao
estruturais, como transferéncia de calor, com Zienkiewics e Cheung (1965) e escoamento
de fluidos, no trabalho de Martin (1968).

Na Figura 1.2, tem-se um exemplo de uma placa perfurada. Para a analise a partir
do método de elementos finitos, € preciso discretizar esse componente continuo em ele-
mentos e nds, para entdo determinar as solugdes das equacdes diferenciais. Este conjunto
de elementos e nds € entdo chamado de malha.
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Figura 1.2 — Placa perfurada sob carregamento e sua respectiva malha.
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Elementos Finitos

Fonte: Adaptado de Fish e Belytschko (2007).

Quando sao consideradas estruturas tridimensionais, o procedimento é o mesmo,
podendo ser utilizados elementos especificos para barra, viga ou placa, a fim de se reduzir
o custo computacional da analise.

Nestas estruturas tridimensionais, é usual o projeto do componente baseado em um
Unico ponto da estrutura: o que esta sob maior tensédo. Desta forma, o restante do compo-
nente, que esta submetido a niveis menores de tenséo, acaba sendo superdimensionado,
agregando peso desnecessario a estrutura, além de utilizar mais materiais, acarretando
um maior custo ao projeto. A utilizacdo de componentes com sec¢ao transversal variavel
surge como uma solugdo para este cenario, tornando possivel a redugéo de massa e custo
do projeto.

Entretanto, elementos finitos de vigas tradicionais possuem secdes transversais
constantes, como mostrado na Figura 1.3a. Dessa forma, para uma melhor representagao
da geometria, é necessario um maior niumero de elementos. Na Figura 1.3b, € mostrada
uma discretizacdo utilizando elementos com secdes variaveis. E notério que tais elemen-
tos possibilitam uma melhor representacdo geométrica. Consequentemente, elementos
com segoes transversais variaveis fornecerao melhores resultados quando utilizados para
simular estruturas de vigas afiladas (MOHRI; MEFTAH; DAMIL, 2014).

Formulacdes de elementos de vigas com sec¢des transversais variaveis podem ser
encontradas nos trabalhos de Benerjee (1986) e Ozgumus e Kaya (2007), que utilizaram as
teorias de viga de Euler-Bernoulli e Timoshenko, respectivamente, para a analise de vigas
afiladas. De forma a realizar a aproximagao da variacédo da area transversal, Chan (1990)
discretizou tanto o deslocamento, quanto as informacdes referentes a sec¢ao transversal
(area e momento de inércia), com base em fungdes polinomiais.

Este trabalho possui como objetivo a implementacdo de um elemento finito de viga
tridimensional com segao transversal variavel, que possui rigidez em relagao a cargas axi-
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Figura 1.3 — Modelo utilizado para vigas afiladas.

(a) Modelo prismatico. (b) Modelo Afilado.

Fonte: Adaptado de Shin, Jang e Kim (2015).

ais, de flexdo e torcdo. A variacdo das propriedades de area do elemento, como area,
momentos de inércia e momento polar de inércia, € aproximada utilizando fungdes de in-
terpolacao lineares. O trabalho apresenta a formulagao das contribuiges estruturais (axial,
flexao, torcao) de forma separada, sendo que o elemento tridimensional é obtido pela su-
perposicao de efeitos. A formulacido € implementada utilizando o programa MATLAB, a
partir de uma rotina para vigas de sec¢des constantes ja existente. As fases de pré e
pbs-processamento sdo realizadas utilizando o programa GiD. Para fins de verificagcao e
validacao, os resultados numéricos sdo comparados com solucdes de referéncia e dados
experimentais, considerando uma aplicacao real envolvendo estruturas aeronauticas.

1.1 OBJETIVOS E JUSTIFICATIVA

O objetivo do presente trabalho é apresentar o desenvolvimento de um elemento
de viga tridimensional com sec¢ao transversal variavel, a ser aplicado na analise de estru-
turas de vigas afiladas. Para que o objetivo principal seja alcangado, sdo estabelecidos os
seguintes objetivos especificos:

* Realizar revisao bibliogréafica a respeito do MEF aplicado a vigas;

» Desenvolver a formulagéo para elemento de viga tridimensional,

Implementar a formulagdo desenvolvida em MATLAB;

Implementar as etapas de pré e pds-processamento no GiD;

* Verificar os resultados numéricos em comparacgao a solucdes de referéncia;
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 Aplicar a ferramenta desenvolvida em um problema real, comparando com dados
experimentais e simulagdes feitas utilizando o Abaqus.



2 FUNDAMENTOS DE MECANICA DOS SOLIDOS

Neste capitulo serdo descritos brevemente os fundamentos de mecénica dos sé-
lidos que servem de base a formulacdo do elemento finito de viga tridimensional, com
rigidez axial, cargas de flexao e torgéao.

2.1 CONCEITO DE TENSAO

Segundo Popov (1990), a tenséo consiste das forgas vetoriais internas que mantém
as forgas externas aplicadas sobre um solido sob equilibrio, como visualiza-se na Figura
2.1, onde as forcas P, e P, sao forcas externas, enquanto AP representa os esforcos
internos e AP,, AP, e AP, sdo as componentes do esforco interno. Ja na Figura 2.2, é
possivel visualizar todas as componentes de tensao agindo sobre o cubo infinitesimal do
solido.

Figura 2.1 — Sélido seccionado com forgas internas.

Fonte: Retirado de Popov (1990).
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Figura 2.2 — Estado de tensdes agindo sobre um cubo infinitesimal de um sdélido.

YA iﬂr

Fonte: Adaptado de Popov (1990).

De forma matematica, a tensdo pode ser definida como a intensidade da forga por
unidade de area, conforme a Equacgao (2.1).

o AP
77 A0 AA
APy

o 2.1

Tay Al,lago AA (2.1)
AP
Tez = 150 AA

onde a tensao o, referente ao esforco interno perpendicular a secdo do sélido € conhe-
cida como tensao normal, podendo ser de tragdo ou compressao, conforme a direcdo do
vetor. J& as tensbes 7., e 7,. s80 paralelas a se¢do soélido e constituem as tenses de
cisalhamento.

Ao se isolar um cubo infinitesimal de um sélido (Figura 2.2), é possivel visualizar seu
estado de tensdo. Tal estado de tensGes pode ser representado pelo tensor de tensdes
(POPQV, 1990):

Or Tay Taz
|:0'] = Tyx O'y Tyz
Tex Tay Oy
Analisando o equilibrio de momentos sobre o estado de tensdes, € possivel provar
que o tensor € simétrico, portanto 7,; = 7;;. Reduzindo a analise tridimensional para
bidimensional (no plano xy), obtém-se 0 chamado estado plano de tensdes, denotado pela
matriz abaixo.
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Oy T
o -
T O'y
E interessante obter as equagdes diferenciais de equilibrio para o volume infinite-
simal considerado anteriormente. A Figura 2.3 mostra tal volume novamente, desta vez

considerando incrementos de tensao, devido ao fato de que existe uma variagdo de tenséao
de um ponto a outro do volume, conforme um campo de tensdes.

Figura 2.3 — Tensdes agindo sobre o volume infinitesimal.

Fonte: Retirado de Chandrupatla e Belegundu (2002).

Considerando o equilibrio de forgas nas diregdes z,ye zcomo > P, =0,> P, =0
e > P. =0, obtém-se a Equacéo (2.2).

0oy, OTyy = 0Ty
+

ox dy 0z tfe=0
OTpy  Ooy 0Ty,

= 2.2
ox + dy 0z iy =0 2.2)
OT,2 N 0y, 0o, b =0

ox oy 0z
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2.2 CONCEITOS DE DESLOCAMENTO E DEFORMACAO

O campo de deslocamento, considerando um espaco cartesiano tridimensional, é
dado poru = [u v wr. Onde u, v e w representam o deslocamento de um ponto nos
eixos x, y € z, respectivamente. Considerando deformacdes infinitesimais, define-se o ve-
tor de deformacbes €. Onde as deformacdes denotadas por ¢ representam deformacgdes
normais e as denotadas por v, as deformacgdes cisalhantes. Segundo Chandrupatla e Be-
legundu (2002), a relagao geral dada entre os vetores de deslocamento e de deformagéo,
para pequenas deformacdes, é dada pela Equacao (2.3).

ou

Ex Em
ov
y Oy
ow
8 _
e=| | =1,% (2.3)
v | dw
Vyz 9z T oy
ou ow
ou v
[Yov] Loy T os

2.2.1 Lei de Hooke Generalizada

Para materiais elasticos lineares e isotropicos, a relacao entre tensao e deformacao
€ regida pela Lei de Hooke generalizada. Segundo Popov (1990), a Lei de Hooke diz que
existe uma relagao linear entre tensdo e compressao, dada pelas Equacgoes (2.4) e (2.5)
(HIBBELER, 2018).

E = 010' (24)
] 1 —v —v
onde C = ol 1 —v (2.5)
—v —-v 1

Da mesma forma, a Lei de Hooke é aplicavel para o cisalhamento, conforme as
Equagées (2.6) e (2.7) (HIBBELER, 2018).

v = Caor (2.6)

onde Cy = —

o O =

O = O

= o O
—
[\
~
~
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2.3 CINEMATICA PARA TORCAO

Segundo Popov (1990), para obter as equacdes cinematicas, € necessario assumir
duas situagoes:

1. Uma sec¢ao plana do material, perpendicular ao eixo central de um sélido, permanece
plana apos a aplicagao de torques;

2. Tensdes de cisalhamento variam de forma linear do eixo central, atingindo seu valor
maximo na periferia;

3. Sendo o material linear elastico, a Lei de Hooke se aplica e sabe-se, entdo, que a
deformacédo e a tenséo de cisalhamento sao proporcionais.

Na Figura 2.4, tem-se a sec¢ao transversal circular de uma barra sob torgao. Nota-se
o item 2 das restricdes acima, sendo 7,,,, 0 valor da tensdo na periferia da se¢ao.

Figura 2.4 — Sec¢éao transversal de uma barra sob torcao.

Variacdo de Tensdo da
Cisalhante

Fonte: Adaptado de Popov (1990).

O torque interno que surge para resistir ao torque aplicado ao solido pode ser ex-
pressado em termos da distribuicdo de tensao e deve ser igual ao torque externo aplicado
T, conforme a Equacéo (2.8).

0
/ D raedA=T (2.8)
A C

onde p € a posigao radial, c é o raio da segéo transversal, sendo 27,,,, a tens&o no ponto
analisado.

Esta tensdao multiplicada pela area d A resulta na forga interna naquele ponto, ja a
forga multiplicada pelo brago de alavanca p, resulta no torque interno, sendo igualado ao



24

torque externo 7. Como 7,,., € ¢ Sa0 constantes na sec¢ao transversal, a Equacao (2.8) se
torna:

M/deA:T (2.9)
c Ja

Sendo fA p*dA = I,, chamado de momento polar de inércia da segéo transver-
sal. Para uma secao circular e para uma tubular, tem-se os momentos polares de inércia,
respectivamente:

d4
="

2.10

et wbt ( )
Iy=— — —
2 2

onde d é o didametro da secao circular e b, € o didametro menor do tubo. A Equacao (2.9)
se torna entdo:

Tmax IO — T
C
T (2.11)
Tmaa: IO

Sendo a ultima equagéo conhecida como a férmula da torcdo (POPOV, 1990). Ou-
tro conceito importante é o Angulo de Torgao, visualizado na Figura 2.5.

Figura 2.5 — Deformacao de uma barra devido a um torque.

Fonte: Adaptado de Popov (1990).

Na Figura 2.5, é visualizado um plano CD dentro do sélido que, ao ser aplicado um
torque externo, se deforma um angulo d¢ e se torna o plano CD’. Também tem-se que V,a.
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€ a deformacgao maxima devido a tensao cisalhante. O angulo ¢ pode ser descrito de duas
formas, mostradas na equacéao (2.12) (POPOV, 1990).

arcDD' = ~,,0.dw

(2.12)
arcDD’ = d¢c
Resultando em:
’Yma:cdx = deC
do (2.13)
’Ymax — ac

Conforme o terceiro item dos requisitos dispostos no inicio da se¢ao, a deformagao
Ymaz € Proporcional a tensdo de cisalhamento 7,,.., conforme 7,,.: = Vma:G, ONde G
€ 0 modulo de elasticidade transversal. Utilizando a Equacéo (2.11), encontra-se uma
expressao para a deformagéo.

Tc
Ymaz = [()_G
Substituindo a Equacédo (2.14) na Equacao (2.13), tem-se a equacéao diferencial
para o angulo de torgao:

(2.14)

dg _

(2.15)

T
dz I()G

2.4 CINEMATICA PARA VIGAS

Para o desenvolvimento das equacgdes para viga, é preciso entender conceitos da
cinematica. Aqui sera utilizado o modelo de Euler-Bernoulli para obtencao das equacgoes.
A principal suposicao deste modelo € o de que as se¢des normais ao eixo neutro da viga
continuam normais apés a deformacéao, como pode ser visto na Figura 2.6.
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Figura 2.6 — Deformacao de viga no modelo de Euler-Bernoulli.

Viga Deformada

)

Fonte: Adaptado de Fish e Belytschko (2007).

Na figura, tem-se a deformagéao de uma viga sob uma carga distribuida positiva no
eixo x. O angulo 1 representa o deslocamento do eixo neutro, u € o deslocamento axial na
direcdo x e v, 0 deslocamento axial na diregao y. Tomando = e y como a distancia do eixo
neutro para um ponto de interesse, pode-se determinar o deslocamento como a Equacao
(2.16).

u(z,y) = —ysen(y(x)) (2.16)

O campo de deslocamentos para a viga é dado pela Equagéo (2.16) e por u =
u(z,y). Considerando pequenas deformagdes, pode-se considerar que seniy ~ 1, logo:

ou
= — 2.17
b =5 (217)
Igualando as Equacdes (2.16) e (2.17), obtém-se a Equacéo (2.18).
ou
= _qy— 2.18
u(@,y) = —yo- (2.18)

Conforme a Equacao (2.3), e tendo a suposi¢cdao que a deformagéao ao longo do
eixo da viga varia de forma linear ao longo da espessura da mesma. Determina-se a
deformacao axial como:

0%u
Y a2
Para materiais elasticos, aplica-se a Lei de Hooke, onde tensdo é proporcional a

£y = (2.19)
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deformacao através do modulo de elasticidade E, tem-se a Equacao (2.20).

0%u

%= LYo

(2.20)

Com o esforgo interno relacionado a flexao da viga, surge um momento fletor m em
torno do eixo z e a forga cortante s (Figura 2.7).

Figura 2.7 — Esforgos internos devida a flexao.

A y

m= —J{jr JVdA
A0

Fonte: Retirado de Fish e Belytschko (2007).

Sabendo que momento é o produto entre a forgca e o braco de alavanca, tem-se:

m = —/ yo,dA (2.21)
A
Substituindo a Equacéo (2.20) na Equacgao (2.21), obtém-se a Equacgao (2.22).

2
m = / Byt dA (2.22)
A 81'2

Considerando que E e a deformagao v nao variam na area transversal da viga,
obtém-se a Equagéo (2.23).

2
m = E% / y?dA (2.23)
= Ja

onde [, y*dA = I, que é o momento de inércia de 4rea, e a curvatura é dada pelo para-
92 .
metro k = 5%, Assim:

m = Elx (2.24)
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2.4.1 Cinematica para Viga com Rigidez Axial

Para a formulacédo do elemento de vigas com rigidez axial, é preciso realizar algu-
mas alteragdes na cinematica de vigas vista anteriormente. No campo de deslocamentos,
deve ser adicionado um deslocamento longitudinal u, ao deslocamento devido a flexao
existente, conforme Equacao (2.25).

u(z,y) = uo(z) — ?/j—z (2.25)
v(z,y) = v(z)

Da mesma forma que para a viga plana, a deformagéao é dada pela derivada do
deslocamento, assim:

dug d?v
= — — Y——r 2.2
c dz ydx2 (2.26)
Da mesmo forma, a tensédo é dada pela Lei de Hooke.
gl p & (2.27)
Op = B— — LYy—— .
dx yde

2.5 PRINCIPIO DOS TRABALHOS VIRTUAIS

Para ser possivel analisar 0 equacionamento para elementos de barra e viga e
realizar as modificagdes necessarias, é possivel partir, em ambos os casos, do Principio
dos Trabalhos Virtuais (PTV). Tal principio depende da conservacgao de energia.

A Lei de Conservagao de Energia dita que energia ndo pode ser criada nem des-
truida, somente transformada (POPQOV, 1990). Para a termodinamica, esta lei implica no
conceito de trabalho: trabalho realizado por um corpo significa uma troca de energia reali-
zada pelo mesmo. Traduzindo este conceito para ser utilizado no PTV, pode-se afirmar que
as forgas aplicadas sobre um soélido realizam um trabalho (W.) que se iguala a energia de
deformacao elastica (U) armazenada no solido (POPOV, 1990). Segue a Equagéao (2.28).

W,=U (2.28)

Considerando que W; caracteriza o trabalho realizado pelos esforgos internos do
solido, sabe-se que o trabalho total em um corpo deve ser nulo, devido ao principio de
conservacao de energia:

W, +W, =0 (2.29)
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Substituindo (2.28) em (2.29), define-se a energia de deformacao elastica do sélido
como:

U=-w, (2.30)

Sendo que o sinal negativo indica que as deformacdes sao opostas aos esforcos
internos (POPQV, 1990).

Retornando ao PTV, pode-se definir o trabalho virtual pelo trabalho realizado por
forcas agindo sob um ponto, causando um deslocamento virtual (SADD, 2005). Para um
solido em equilibrio, reescreve-se a Equacgao (2.29) em termos virtuais.

SW = 0W, + 6W; =0 (2.31)

onde § denota que o parametro é virtual.

Considerando um corpo de dominio w, sob forgas de superficie t e forgas de corpo
by, sofrendo um deslocamento virtual du, define-se o trabalho virtual externo conforme a
Equacao (2.32) (SADD, 2005).

oW, = t-oudA + / by - dudV (2.32)

dw w

O trabalho virtual interno, também chamado de energia virtual de deformagéo do
s6lido é dado pela Equacao (2.33).

SW; = — / o - dedV (2.33)

Sendo o a tensdo e de a deformagéao virtual. Assim, a formulacao fraca para o
principio dos trabalhos virtuais € definida conforme a Equacao (2.34).

/ b-oudV + / t-oudA = / o - oedV (2.34)
w dw w



3 FORMULAGAO PARA ELEMENTO DE VIGA TRIDIMENSIONAL

Neste capitulo sera desenvolvida a formulagao para o elemento finito de viga tridi-
mensional com secao transversal varidvel. Cada efeito estrutural serd formulado separa-
damente: primeiramente serdo analisadas cargas axiais, em seguida tor¢ao e, por ultimo,
flexdo. O elemento completo é obtido pela superposi¢ao de efeitos. As teorias estruturais
que dao origem a formulacao de elementos finitos consideram modelo de barras, tor¢éo de
eixos e flexdo de vigas longas, considerando pequenas deformacdes e materiais elasticos
lineares.

Na Figura 3.1, tem-se a visualizacdo de um elemento de viga tridimensional com
0s 6 graus de liberdade por n6. Para melhor visualizacao, a figura é separada em vistas:
na Figura 3.1a, tem-se a vista do plano xy, com os graus de liberdade com relagdo ao
deslocamento em x, em y, e a rotagdo em torno do eixo z. Na Figura 3.1b, tem-se a
vista do plano yz, sendo possivel visualizar, além dos graus de liberdade anteriores, os
deslocamentos em z e as rotagées em torno de z. Por ultimo, tem-se na Figura 3.1c o
plano xz, onde é possivel visualizar a rotagdo em torno de y. Dessa forma, tem-se os seis
graus de liberdade em cada n6 do elemento de viga tridimensional.

Figura 3.1 — Elemento de viga tridimensional.

A
V3 T vy
ou f V1 2 -'f A -
) I I ‘f ~, 022 X Oz - //'
~ - Oxa W
1 2 1
P =
u, uz
W
(a) Vista do plano zy. (b) Vista do plano yz.
z
A
BOy1 Wy Byz Wa
I’/ ™, * '/‘ ~ x
— -/ o
! 2
— —
u, Uz

(c) Vista do plano zx.

Fonte: Adaptado de Fish e Belytschko (2007).
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As cargas que serao consideradas neste capitulo podem ser visualizadas na Figura
3.2. Na figura, tem-se as forcas em vermelho, sendo P uma for¢a pontual e w, uma forca
distribuida, os momentos em azul, sendo M um momento pontual € my um momento
distribuido, e as tor¢cdes em verde, sendo 7" uma torgdo pontual e m; um momento torsor
distribuido.

Figura 3.2 — Cargas aplicadas.

el

M
o]
'."H 'i .
D e e

= S S S S S Mg 3 S 3 3
M.

Fonte: Elaborado pelo autor.

3.1 RIGIDEZ AXIAL

Nesta secdo sera obtida a formulacao referente ao elemento somente com rigidez
axial, ou seja, sao consideradas as cargas aplicadas nesta direcdo, podendo ser forcas
pontuais ou distribuidas, nao sendo considerados esforgos além de tracao e compressao.
Para a obtengao da formulagao, tem-se as seguintes consideragoes:

P ou
A " o

Onde P corresponde a uma carga aplicada, A a area em que ela esta sendo apli-
cada, e E € o mbdulo de elasticidade da barra. O PTV pode ser reescrito para o elemento
de barra (Equacao (3.2)).

o, = Fe, (3.1)

Oy =

Lodu  Ou ! !

onde P é uma forga externa pontual e w é uma forga externa distribuida aplicada na barra.

Para realizar esta integracado, é necessario discretizar o dominio que esta sendo
trabalhado. Para isto, utilizado um dominio paramétrico de referéncia, com limites [—1, 1],
representado por £. Partindo do dominio real x, com limites [a, b] e, sabendo que quando
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r=a,§{ =—1equandox = b, £ = 1, encontra-se arelagdo entre z e £, conforme Equacgao
(3.3)
a+b b—a

Derivando a Equacéo (3.3), tem-se a definicdo de J ou Jacobiano (Equagdes (3.4)
e (3.5)).

dr = Jd¢ (3.4)
_ b—a

2
Assim, tanto a variacao do deslocamento u quanto da area A, parametro correspon-

J

(3.5)

dente ao afilamento da sec¢éo transversal, podem ser aproximadas com fungdes lineares
no dominio paramétrico. Esta aproximacao deve ser realizada em cada elemento, ou seja,
no dominio local de elementos, conforme visto na Figura 3.3.

Figura 3.3 — Dominio global e local dos elementos.

o
> 8
w @

-2
-2

Fonte: Retirado de Fish e Belytschko (2007).

Nota-se que 0 né local 2 do elemento 1 e 0 nd local 1 do elemento 2 consistem
do mesmo no 2 global. As fungdes de interpolagéo serdo consideradas no dominio local
primeiramente. Para o deslocamento, tem-se a aproximagao da Equacao (3.6).

u(§) = Do+ Di§ (3.6)

onde o sobrescrito refere-se ao elemento que estd sendo analisado. Reescrevendo a
Equacéao (3.6) na forma matricial, obtém-se a Equacao (3.7).

Dy
D,

u(§) = |1 ¢
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A Equacéao (3.7) pode ser novamente reescrita conforme a Equacao (3.8).

ut(§) = &dyo (3.8)

Para o deslocamento, tem-se as seguintes condi¢ées de contorno para determina-
cao das constantes da Equagéao (3.6).

onde uf refere-se ao deslocamento do n6 1 no dominio local, do elemento que esta sendo
analisado, da mesma forma, u$ refere-se ao deslocamento do né 2 local. Utilizando estas
condicbes de contorno, obtém-se duas equagoes:

DO—Dlzui D0+D1:U;

Reescrevendo este sistema de equacbes para a forma matricial, obtém-se a Equa-

cao (3.9).
[1 _1] [DO] B [u;}] 29
-1 1| |Dy us

A Equacéo (3.9) ainda pode ser reescrita conforme a Equagéo (3.10).

Hdy = u® (3.10)

Assim, tem-se a matriz das constantes definida na Equacao (3.11).

do = H 'ue (3.11)

Substituindo (3.11) em (3.8), obtem-se a Equagéo (3.12).

u(§) = EH uf (3.12)
A Equacéao (3.12) pode ser reescrita em sua forma matricial conforme (3.13)
/2 —1/2| |u§
&)= |1 3.13
us(e) = 1 ¢ [_1/2 1/2] H (3.13)

Assim, define-se a matriz de interpolagéao IN° na Equacgéao (3.14).

Ne=¢H™! (3.14)
Tem-se entdo os valores da matriz de interpolacédo nos nés locais:

1 1
R
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As funcdes de interpolacdo podem ser visualizadas na Figura 3.4, para o dominio
global e local, respectivamente.

Figura 3.4 — Funcdes de interpolacéo.

AN

N, (x) N5 (x) N5 (x)

Fonte: Retirado de Fish e Belytschko (2007).

Ao analisar os valores da matriz de interpolagdo nos nés locais, nota-se que elas
sempre sao unitarias no né que esta sendo analisado e nula nos demais, sempre tratando
de um dominio local.

Tem-se também a definicdo de B® como a derivada de IN“, a ser utilizada para a
aproximacao da deformacéao (Equacéo (3.15)).

. dN°€
B =" = [—1/2 1/2] (3.15)

Para a aproximacdo da area da secgéo transversal o procedimento € o mesmo,

obtendo-se a mesma matriz de interpolagéao anterior, conforme Equagéao (3.16).

A°(¢) = N°A® (3.16)

Voltando para a formulacao fraca do principio dos trabalhos virtuais para barra, é
preciso passar a Equacéo (3.2) para o dominio paramétrico, a fim de utilizar as aproxima-
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cOes feitas acima. Tem-se a Equacéo (3.17).

b1 déue | due .
/J2 G¢ A e = /5uw0Jd§+[(5u P, (3.17)

Realizando as substituicdes necessarias, obtém-se a Equacéo (3.18).

2F°

1 e 1 1
/ B B*N°A¢dtu® — % / N Nedgwg + [NeTP] (3.18)
-1 -1 —1

O lado direito da Equacao (3.18) ndo € alterado pela presencga da area variavel, o
lado esquerdo, por outro lado, é bastante afetado. Assim, o lado esquerdo sera analisado
a parte. Tem-se que a matriz de rigidez é definida conforme as Equagdes (3.19) e (3.20).

2FE¢ (1
/ B¢ B*N©A°d¢u® = Ku® (3.19)
-1
2k (1
7 / B¢ B°N°A®d¢ = K (3.20)
-1

A multiplicacao entre as matrizes B¢", B¢ e N* resulta em uma célula tridimensi-
onal. Para evitar este resultado, a matriz K serd separada entre o nés locais (Equagdes
(3.21) e (3.22)).

2E€

K= {/ B¢ B°N7ATdE + / B¢" B°N;AZd¢ (3.21)
2F°

le
A integracéo é entdo realizada para K7 e para K§ (Equagdes 3.23 e 3.24).

K=

[KEAS + KSAS) (3.22)

11 —1] f1-c¢ (1 1]
K{ = - —=d¢ = 3.23
LI I | /_1 = -1 1 (3.23)

11 1] frise 1 1]
K = = —_2de = 3.24
4 1_/1 <= -1 1| (3.24)
Assim, obtém e matriz de rigidez para elemento com rigidez axial (Equacgdes (3.25)

e (3.26)).
2FE° 1 1 -1
K=— A AS 3.25
4le 1 [_1 + 2 1 1 ]] ( )
(Af+A5) |1 -1
K 2

e 1 (3.26)
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Tem-se portanto a formulagao para rigidez axial, presente na Equagéao (3.27).

1 —1) |ug| ]2 1] |wsl
—1 1| |ug| 6|1 2| |we2

Onde wy representa uma carga distribuida no primeiro n6 e w$, no segundo né. Tal resul-

E°(A] + A9)
2(¢

Py

3.27
P (3.27)

tando é coerente com a realidade, considerando que foi realizada uma aproximagao linear
para a area, resultando numa média entre as areas do né 1 e 2 do elemento.

3.2 RIGIDEZ A TORCAO

A fim de se obter a formulagao fraca para rigidez a torcao, serao utilizados conceitos
da cinematica abordados no capitulo de fundamentacdo de mecanica dos sélidos. A ob-
tencao da formulagéo fraca € analoga a utilizada anteriormente. O PTV pode ser reescrito
da seguinte forma:

l l
/ 8(5—¢Joaa—¢dx= / Sptoda + [Spmy)], (3.28)
o Ox Ox 0

onde t, representa uma torgao distribuida na barra e m;, um momento torsor aplicado nas
extremidades na barra, 6 representa a deformagao virtual, I, representa 0 momento polar
de inércia e GG representa o0 médulo de elasticidade transversal.

Este problema sera discretizado conforme o problema anterior, utilizando as fun-
¢Oes de interpolagédo N ja determinadas. A modificacao necessaria neste ponto relaciona-
se a proposta de se considerar uma secao transversal variavel, ou seja, a propriedade de
area neste caso ndo deve ser considerada constante e deve ser discretizada em conjunto
com a deformagédo. Tem-se que a discretizagao é da seguinte forma:

@°(€§) = Nig1 + N3go = N°¢° (3.29)

onde N° é uma matriz de um linha e duas colunas, cada coluna representa um né local
do elemento sendo analisado, e ®° é o vetor de deformagdes, com um componente para
cada no local do elemento. Da mesma forma:

IE(€) = N°J (3.30)

Na Equagédo (3.28), também tem-se a derivada da deformacao, assim, precisa-se
da derivada da fungéo de interpolagéo:

de*
dé

— B°¢° (3.31)
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onde B} = dggl para cada n6 do elemento em questao.

Voltando para a Equacgao (3.28), primeiro é necessario passa-la do dominio real
para o parameétrico &:

' 1 d6¢€ e ed¢e _ ! e e 1
/_1ﬁ ac G°I; dé Jdé—/_ldgl') toJdE + [0¢ mt],l (3.32)

Substituindo os parametros discretizados, tem-se:

26 [ e [t 1
lGe / BBE(N'I;) s = 5 / N7 Netede + [NETmt} (3.33)
1 -1 -1

Percebe-se que a equacgéo é muito parecida com aquela do caso de tensao e com-
pressao, mudando apenas alguns parametros. O lado esquerdo da Equacéo 3.33, por
apresentar a modificagao da variagao de I, sera analisada em mais detalhe. Sabe-se que
a matriz de rigidez K é definida por:

2Ge (!
K= r / BT B°(N°IS)d¢ (3.34)
1

Tal equacéo pode ser expressada da mesma forma que a Equacéo (3.22). Nao
sendo necessario repetir 0 procedimento aqui, tem-se a matriz de rigidez K na Equagéao
(3.35).

K = (3.35)

Ge(I§, +1I5,) | 1 —1
2l¢ -1 1

Assim, apresenta-se a formulacao para elemento com rigidez a tor¢do na Equacgao

(3.36).
Ge(I5, +15,) | 1 —1| |¢5 :l_e 2 1}t 4 mi, (3.36)
o2 - 1| s 6|1 2| (| |mg |

2(¢

3.3 RIGIDEZ A FLEXAO

O procedimento para a obtencdo da formulacdo para a rigidez a flexdo é muito
parecido com o procedimento utilizado anteriormente. Tem-se a formulagao fraca do PTV
para o elemento de viga na Equacao (3.37).

Lo2sv . v ! , [osv T Losv
ElL>—dz = P M = 37
/0 72 P dx /0 ovVwodr + [5V ]0 + |: B }0 + /O o mydx (3.37)
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Onde év é o deslocamento virtual vertical da viga, I, € o momento de inércia da viga, w
€ uma forca distribuida, P é uma forca pontual, M é um momento pontual e my é um
momento distribuido aplicado sobre a viga.

Deve-se realizar a aproximagao da variagao do deslocamento v e do parametro re-
lativo a secao transversal, neste caso, tem-se a rigidez a flexdao em torno do eixo y € em
torno do eixo z. Primeiramente, sera abordada a formulagéo para flexdo em torno do eixo
z, onde o parametro de area que deve ser variada é o momento de inércia /.. Ambos
serdo realizados utilizando funcdes de interpolagao, entretanto, enquanto o deslocamento
sera aproximado para um polinémio de terceira ordem, o0 momento de inércia sera aproxi-
mado da mesma maneira que a area foi aproximada para o elemento de barra, pois nao
€ conhecida a derivada de I,, um parametro importante para a utilizacdo de fungdes de
aproximacao de maior ordem.

ComoTesté sendo analisada a flexdo em torno do eixo z. O vetor de deslocamentos
ev= [v 0} . O vetor € aproximado para a Equacao (3.38).

v(§) = Dy + Di& + Do&* + Ds&* (3.38)

A forma matricial é dada por pela Equacao (3.39), onde 6 € definido como o angulo
resultante da deflexdo da viga.

Uf DO
¢ D
H=ltece el (3.39)
(% DQ
0 Ds

Considerando as seguintes condigdes de contorno:

VE(—1) =0 (1) =uf 0°(—1) =65 6°(1) = 65

Encontra-se a matriz H, presente na Equacéo (3.40).

Ve 1 -1 1 -1 [Dy
o 0 2/1° —4/1c 6/I°| |D
T / /l° 6/ | (3.40)
v 1 1 1 1| |Dy
05 0 2/l° 4/1° 6/I°| | Dy

Sabe-se que N¢ = £H. Com relagdo ao momento de inércia, encontra-se a
mesma relagdo determinada para barra: I5(¢) = N€I?.
Retornando a Equacao (3.37), pode-se reescreve-la no dominio paramétrico.

d2ov 1 L dsv dsv 1
/_1 de? J3 d§2d§ / 6vwon§—|—/ d_§m0d§+[5 ' [d_ij} y (3.41)
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Realizando as substituicdes necessarias, obtém-se a Equacao (3.42).

SE° L T le'wo ! T L aNeT
— [ BB°N°Itvede = N¢"d
13 /1 SV 2 /1 <+ mo /1 73

T 1
ON M]
-1

+ [NETF] 11 * l% o0&

Novamente, somente o lado esquerdo da equacéo € afetado pela segéo transversal
afilada, logo, esta parte da equacao sera analisada separadamente. Tem-se a matriz de
rigidez para o elemento de viga na Equagéao (3.43).

8LE*
13

1
/ B¢"B¢N°Isd¢ =K (3.43)
—1

Separando a Equacéao (3.43) para os nos 1 e 2 locais, obtém-se a Equacéo (3.44).

_ 8E° !
= = [ / B® BeN{IE dé + / B® B°NgI¢ d¢
l -1 (3.44)
8¢ . .
- [3° [KlIz1+K2Izz]
Realiza-se a integracdo para K; e K, (equacgdes (3.45) e (3.46)).
(12 61c —12  6l° |
1 | 6lc 4l —6l¢ 2° Ly—
K,=— / —fdg
16 |—12 —61¢ 12 —6l¢| J_1 2
:6l 21¢  —6lc 4l : (3.45)
12 6l —12 6l°
1 |6le 4 —6lc 2°
16 [—12 —6l° 12 —6l°
| 6lc 200 —6l° 4l
(12 6 —12 6l° |
1 | 616 4l —6l¢ 2° |
K= L | St
16 [—-12 —61¢ 12 —6l¢| J_; 2
:6l 21 —6lc 4] : (3.46)
12 6l —12 6l°
1 |6le 4e —6lc 20
16 | =12 —6l° 12 —6l°
| 6lc 200 —6l° 4l
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Assim, tem-se a matriz de rigidez completa para o elemento de viga (Equacgao
(3.47)).

12 6° -12 6l
Ee(I, +1,) | 61c 4lc —6lc 2
21 ~12 —6l° 12 —6l°
6l° 20° —6lI° 4l°

K= (3.47)

Dessa maneira, a formulagédo para o elemento de viga é determinada na Equacao

(3.48).
12 61c —12 6lc | [o¢ 1 ~1 Fy
Ee(1, I, 6l¢ 4l —61¢ 2l° 05 ¢ ] 1°/6 0 M*?
( 1 ;I_ 2) 1 Wo / +my, + 1
20 —12 —6l° 12 —6l°| |vg 2 1 1 Fs,
6l¢ 21¢ —6lc 4l° 05 —1¢/6 0 Ms
(3.48)

Para o elemento com rigidez a flexdo em torno do eixo y, 0 procedimento € analogo,
as modificacbes necessarias sao nos eixos utilizando: no lugar de utilizar deslocamento
nos eixos x e y, serdo utilizados os deslocamento nos eixos z e x, e no lugar de utilizar as
rotagcdes em torno do eixo z, sera utilizada a rotacdo em torno do eixo z. Assim, o vetor de
deslocamentos se torna v = [um uz]T. Assim, a matriz para rigidez a flexao em torno do
eixo y é:

12 —6lc —12 —6l

Ee(I, + 1,,) |—6lc 4l 6lc 21°
20 -12  6lc 12 6l°
—6lc 20¢  6lc  4l°

Kfiezo,, = (3.49)

3.4 SUPERPOSICAO DE EFEITOS

Para obter o elemento de viga tridimensional, considerando as formulagbes obtidas
anteriormente, é possivel aplicar o principio da superposi¢ao de efeitos. Segundo Philpot
(2013), o principio da superposigao diz que o efeito combinado de vérias cargas simulta-
neas em um objeto pode ser obtido através da soma dos efeitos causados por cada carga
separadamente. Assim, sdo somados as seguintes cargas: axial, flexao em dois planos e
torcdo. Dessa forma, tem-se que a matriz de rigidez do elemento € dada por:
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Ka;rial 0 0 0
0 K erao
o flevaowy 0 0
0 0 Kflexaozz 0
O O 0 Ktarsao

Sabe-se que K., € dada pela Equacéo (3.26) e que K;,-s., € dada pela Equacao
(3.35). Conforme o sistema de referencia em questéo, Ky..q0,, € dada pela Equagéo
(3.47), sendo que o momento de inércia I, deve ser descrito como I.. Ja para a flexdao em
xz, a matriz € dada pela Equacéo (3.49).



4 IMPLEMENTACAO E VERIFICACAO

Como ja mencionado, a implementacdo a ser desenvolvida nesse trabalho tem
como ponto de partida uma rotina previamente desenvolvida por Santos (2010), para ele-
mentos de viga tridimensionais com seg¢des transversais constantes. Desta maneira, o pre-
sente capitulo destaca as principais alteragdes realizadas nas rotinas de processamento
(MATLAB), pré e pbés-processamento (GiD).

Apoés a implementacao, sao realizadas andlises de verificagdo, onde os resultados
numéricos obtidos usando a ferramenta implementada sdo comparados a solugdes de re-
feréncia.

4.1 UTILIZANDO O GID

Segundo GiD (2019), o GiD € uma interface gréafica de pré e pés-processamento. O
pré-processamento pode ser utilizado para definicbes de geometria, material, condicdes e
outros parametros definidos pelo usuario, também sendo possivel gerar uma malha para
utilizagéo de andlises de elementos finitos, volumes finitos e diferencgas finitas. O programa
€ completamente personalizado para as necessidade do usuario, sendo definidos os para-
metros de interesse para a analise que sera realizada.

O GiD é utilizado nesta implementacgao para o pré-processamento: definicao da ge-
ometria da estrutura, dos materiais, das condicdes de contorno, das cargas aplicada e para
geragao da malha. O GiD exporta um arquivo com estes dados que € entdo utilizado no
codigo do MATLAB, que sera apresentado na se¢ao abaixo, tal cédigo encontra a solugao
do problema via elementos finitos e exporta um arquivo de dados da solugéo. Este ultimo
arquivo é entdo aberto na aba de pés-processamento do GiD, para melhor visualizagao
dos resultados, como deflexao e esforgos internos.

O programa original mostrado em Santos (2010) possui as informagdes necessarias
ja implementadas no GiD, entretanto, algumas delas precisaram ser modificadas para ser
possivel obter as informacgdes para uso no MATLAB. Na Figura 4.1 tem-se as condigcbes
no GiD que nao foram modificadas para o programa final.
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Figura 4.1 — Condigbes no GiD que nao foram modificadas.

Conditions n Conditions

Materials n Conditions

Fonte: Elaborado pelo autor.

Na Figura 4.1, tem-se a definicdo de condigbes de contorno, cargas pontuais e
distribuidas e de materiais. Estas condicées permanecem dessa maneira a principio, com
excecao dos materiais, pois pode ser necessario inserir algum material para solugao de
um problema especifico. Nas Figuras 4.2 e 4.3 sdo mostradas as condi¢gdes que foram
alteradas.
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Figura 4.2 — Problem type utilizado no GiD.

Problem data "M Froblem data [ x |

Fonte: Elaborado pelo autor.

Na Figura 4.2 tem-se a condi¢gdo do Problem Type no programa original na es-
querda, e no modificado na direita. Foi mantida a opcao para escolher se a estrutura €
constituida de barras ou vigas e adicionada uma segunda opgao, para o tipo de secao
transversal utilizada. Essa adi¢ao é realizada devido ao fato de ser necessario calcular as
propriedades da se¢ao transversal em diversos pontos do comprimento da viga, dessa ma-
neira, € necessario saber o formato da secao transversal para realizar os calculos. Foram
consideras quatro formatos de secao inicialmente, sendo possivel adicionar um formato
especifico se necessério.
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Figura 4.3 — Geometria utilizado no GiD

Conditions =¥ Conditions u

Fonte: Elaborado pelo autor.

Na Figura 4.3 tem-se e definicdo de geometria utilizada no programa original na
esquerda, e no modificado na direita. No programa original as propriedades da segéo ja
sdo informadas pelo usuario, por isso ndo é necessario informar o formato da secédo. No
programa modificado, essas propriedades sdo calculadas automaticamente, dessa forma,
o usuario deve informar os dados do perfil, conforme o formato da secao, sendo que os
dados finalizados com 1 séo referentes a secao transversal no inicio do componente, e
os finalizados com 2, a secéao transversal final do componente. Na secdo da geometria
modificada pede-se os dados necessarios para todos os tipo de se¢ao transversal imple-
mentados, porém s6 devem ser preenchidos a da secdo em questdo, o restante pode
ser deixado como nulo. Além disso, € necessario que o usuario informe o ponto, no eixo
x, de inicio do componente, para que o programa identifique, em estruturas complexas,
onde cada componente comega. Também foram adicionadas quatro entradas de angulos,
em radianos, para que sejam considerados componentes que, além de serem afilados,
também possuam inclinagdo. Na Figura 4.4 é possivel visualizar os dados de geometria
necessarios como entrada do programa.
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Figura 4.4 — Geometria de entrada.

Inclinacéo Lt rinclinagdo Ht
T

Inclinagdo Lb

Linclinaggo Hb

Altural Altura2

Espessura base

Fonte: Elaborado pelo autor.

Nenhuma modificagao foi realizada no pds-processamento, pois ele ndo interfere
na obtencao da solugao.

4.2 UTILIZANDO O MATLAB

O MATLAB é utilizado para realizar a simulagdo numérica utilizando o MEF. A mo-
dificacédo, conforme visto nos capitulos anteriores, é realizada na matriz de rigidez do ele-
mento, portanto, somente a funcéo que calcula tal matriz é alterada. A alteragao ocorre de
forma muito parecida para as rotinas de viga e de barra, devido ao fato que, para viga € uti-
lizada uma sobreposicao de efeitos, sendo um destes a deformacéo axial, que é utilizada
para barras. Dessa forma, aqui serdo apresentadas as modificagdes realizadas na rotina
de vigas.

No Quadro 4.1, tem-se o codigo para a determinacado da matriz de rigidez do ele-
mento no cédigo original.

Percebe-se que as propriedades da secao transversal ja sdo dadas pelo usuario,
ndo sendo necessario calcular a &rea nem os momentos de inércia. Para o caso tratado
aqui, é preciso saber estas propriedades exatas em cada n6 da malha, o que seria ex-
tremamente trabalhoso para o usuario inserir manualmente. Dessa maneira, foi escolhido
que o usuario deve inserir o formato do perfil, juntamente com suas dimensdes, para que
o programa calcule as propriedades automaticamente.

Para que isto ocorra, foi inserido uma nova variavel tipo_sec, que possui valor de 1
a 4, dependendo do tipo de secao escolhida pelo usuario do GiD, por exemplo, o nimero 1
corresponde a uma secao retangular. Para simplificar o entendimento, sera explicado aqui



Quadro 4.1 — Cédigo original.

19

20
21
22

23

24
25
26
27
28
29
30

A = geometry(e,1);

ly = geometry(e,2);

Iz = geometry(e,4);

J = geometry(e,6);

| = sqrt((x2-x1)"2 + (y2-y1)"2 + (z2-z1)"2);
E=materials(e,1);G=materials(e,2);

for i=1:2
StifEAxial=([-1/2 1/2]*[-1/2 1/2])*peso+StifEAxial;

end

StifEAxial=StifEAxial*2*A*E/I;

fori=1:2
StifETorc=([-1/2 1/2]*[-1/2 1/2])*peso+StifETorc;

end

StifETorc=StifETorc*2*J*G/I;

for i=1:2
StifEFy=([3/2*ep(i) 1/4*I-3/4**ep(i) -3/2*ep(i) ...
-1/4*1-3/4**ep(i)]*[3/2%ep(i) 1/4*I-3/4*I*ep(i) ...
-3/2*ep(i) -1/4*1-3/4*I*ep(i)])*peso+StifEFy;

end

StifEFy=StifEFy*8*ly*E/I"3;

for i=1:2
StifEFz=([3/2*ep(i) -1/4*1+3/4*I*ep(i) -3/2*ep(i) ...
1/4*1+3/4*1*ep(i)] *[3/2*ep(i) -1/4*1+3/4*1*ep(i) ...
-3/2*ep(i) 1/4*1+3/4*I*ep(i)])*peso+StifEFz;

end

StifEFz=StifEFz*8*1z*E/I"3;

StifE
StifE
StifE
StifE

Va,Va)=StifEAxial;
Vi, Vt)=StifETorc;
Viy,Viy)=StifEFy;
Vfz,Vfz)=StifEFz;

—~ e~~~

Fonte:

Retirado de Santos (2010).
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a implementacdo para uma seg¢ao retangular, sabendo que as demais sao feitas da mesma
forma.

Primeiramente, sdo obtidas as informag¢des da matriz de geometria, onde todos
os dados mostrados na secao anterior sdo importados para a rotina. Em seguida, usa-
se um condicional para calculos especificos do formato da secdo. Dentro do condicional
deste formato, é necessario determinar o angulo de afilamento para a altura e largura da
viga. Se os angulos de inclinagao sao nulos, pode-se utilizar o seguinte método para essa
obtencado: a reducao da altura, por exemplo, de um n6 ao outro, pode ser dada por 2wy,
onde wy, é dada pela Equacéo (4.1).

wy, = (22 — xi) tan 6, (4.1)

onde x2 é a posi¢ao final do elemento, z: é a posigao inicial da viga, informada pelo usuario,
e 6, é o angulo de afilamento. Dessa forma, pode-se encontrar a altura e largura da
viga em qualquer ponto de seu comprimento. Para vigas que possuem inclinagdo, sao
considerados dois angulos para a largura e dois para a altura do componente, dessa forma,
sdo calculados quatro w, conforme mostrado para a altura na Equagéo (4.2).

wp, = (22 — xi) tan(Ingy) wp, = (22 — xi) tan(Ingy) (4.2)

Onde Ingy; e Ing, sao angulos de inclinagdo informados pelo usuario. O objetivo aqui
€ obter valores para area A, momento de inércia em y, I,, e em z, I, e momento polar
de inércia I, cada uma dessas propriedades possuira dois vetores, um para valores do
primeiro né do elemento e outro para valores no no final.

Por exemplo, a area tera um vetor A; e outro A, cada um com e elementos, ou
seja, se a malha possui 4 elementos, A; e A, também possuirdo 4 elementos cada. Assim,
dentro do condicional do tipo de segao, sdo alocadas variaveis auxiliares hy;, b1, € Ay,
que possuem valores na primeira iteracao, ou seja, do primeiro né do primeiro elemento,
ja determinados pelos dados inseridos pelo usuario, da seguinte forma:

bl.’t(l) = b’LJ
Alm(l) - hzbza

Sendo que h; e b; sdo, respectivamente, altura e largura da viga no primeiro né,
informados pelo usuario. A partir destas variaveis auxiliares, sdo dados os valores de h, b
e A no primeiro n6 de qualquer elemento.
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As demais propriedades no primeiro n6é de qualquer elemento 7z, Iy e I, sao cal-
culadas a partir de h; e b;. O préximo passo consiste de calcular os valores de h, be A no
né final de qualquer elemento da malha. Isso é feito utilizando a Equagéo (4.1), conforme
a Equacao (4.3).

ha(e) = hi(e) — 2wy
ba(e) = byi(e) — 2wy, (4.3)
Ay(e) = ha(e)ba(e)

Estas equagdes sdo referentes ao caso do componente que ndo possui inclinagao,
para componentes inclinados, € utilizada a Equacao (4.4).

ha(e) = hi(e) — wn, + wp,
ba(e) = by(e) — wp, + wy, (4.4)
AQ(G) = hg(e)bg(e)

As demais propriedades da secao transversal sdo calculadas da mesma forma para
o nd atual. O ultimo passo consiste de alocar os valores desta iteracdo nas variaveis
auxiliares. Isto deve ocorrer, pois é preciso que o valor de A; do segundo elemento seja
0 mesmo que o valor de A, do primeiro elemento, e da mesma para os demais elementos
da malha. A alocagé&o ocorre da seguinte forma:

hiz(e + 1) = ha(e);
bl:v(e -+ 1) = bg(e),
Alz(e + ].) = AQ(@),

Dessa forma, na iteracao seguinte, ja sdo conhecidos os valores das variaveis au-
xiliares e, consequentemente, de A, h e b no primeiro né do elemento. Ao final deste
processo, é feita a média aritmética das propriedades, escolhendo-se os valores dos nés
apropriados, conforme visto abaixo.

Al(e) + AQ(@)
2

A=
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Este processo ocorre da mesma forma para todos os tipos de secao transversal,
com a unica mudanca sendo a forma como as propriedades sao calculadas, que depende
do formato em questéo.

4.3 VERIFICAGAO

E necessario realizar exemplos de verificagao para garantir que o cédigo implemen-
tado esta funcionando de forma correta. Serao realizados trés exemplos: o primeiro tem o
objetivo de testar o codigo implementado para avaliar a resposta axial. Em seguida, sao
avaliados os efeitos de flexao e torcao.

4.3.1 Resposta Axial

Para que seja verificado o cédigo implementado para deformacao axial em barras,
serd realizado o exemplo 2.1 do Onate (2009). O exemplo em questao é visualizado na
Figura 4.5 e consiste de uma barra afilada.

Figura 4.5 — Exemplo 2.1 de Onate (2009).

Area: A

Fonte: Retirado de Onate (2009).

O exemplo ndo informa valores para as propriedades das sec¢des transversais, as-
sim, é escolhido o raio da extremidade engastada como ro = 5 mm, € 0 = raio da extremi-
dade livre como r, = 3 mm. Considera-se as seguintes constantes:

P =10000N FE = 30000MPa [ = 2000mm

onde P representa a carga aplicada na extremidade livre da barra, £ € o modulo de elasti-
cidade do material utilizado e [ é comprimento total da barra. Tem-se que a solugdo exata
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do problema, considerando uma variacao linear das propriedades da segéao transversal:

4Pl
)= ———
U( ) WEdeO
onde d, é o didmetro da secao transversal da extremidade engastada e d, é o diametro

(4.5)

da extremidade livre. Dessa forma, com os valores citados anteriormente, tem-se que
u(l) = 13.977 mm. Serdo realizadas algumas analises com este exemplo, com o objetivo
de validar o codigo com relacao a solugcado e também com relagdo ao seu desempenho
em comparagao da utilizacdo de uma aproximacgao para sélido prismatico. A aproximagao
para um solido prismatico é feita conforme é mostrado na Figura 4.6.

Figura 4.6 — Aproximacgao para sélido prismatico.

1 element 2 elements

J—wy = == = @
0 n —QL
¢ — 2 1 — 3

. [ ——=

3 elements

Fonte: Adaptado de Onate (2009).

Primeiramente, sera feita uma analise de convergéncia de malha, variando o nu-
mero de elementos utilizados e observando o deslocamento do né na extremidade livre
para ser possivel visualizar o erro percentual entre as solugées. O exemplo é colocado
no GiD para obter o arquivo de pré-processamento, que € entdo utilizado no cédigo atua-
lizado no MATLAB, este resulta em um arquivo de solugcdes, onde pode ser encontrado o
deslocamento do ultimo né da malha. Foram analisadas malhas com 1, 2, 3, 5, 8, 12 e 20
elementos.

No Grafico 4.1 tem-se a convergéncia de malha para o sélido afilado e para o sélido
prismatico em comparagao com a solugao exata para o sélido real, com variagdo de area
linear.
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Gréfico 4.1 — Andlise de convergéncia de malha.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Percebe-se que o sélido afilado converge para a solucao exata, ja o sélido prisma-
tico ndo converge com exatidao para a solugcéao exata, convergindo de maneira lenta para
um valor com erro de cerca de 3%. Também é vélido observar que realizar a simulacao
para o solido prismatico é muito mais trabalhoso que o sélido afilado, sendo necessario in-
serir manualmente o raio nos nés da malha, enquanto o sélido afilado realiza este processo
automaticamente.

Para melhor compreenséo da diferenga entre utilizar o modelo prismatico e o afilado
para o célculo da area em cada ponto da malha, tem-se a Tabela 4.1, onde podem ser
visualizadas as areas utilizadas em uma malha de 8 elementos. Sabe-se que, para os
raios inicial e final ditos anteriormente, a area inicial da viga é de 78.54 mm, enquanto a
area final € de 28.893 mm.

A primeira coluna da Tabela 4.1 refere-se ao elemento da malha que esta sendo
analisado, as colunas seguintes sdo referentes a area utilizada pelo programa para o cal-
culo, a segunda coluna utiliza 0 modelo afilado e a terceira 0 modelo prismatico. Com o
modelo afilado, é utilizada a média aritmética entre as areas do primeiro e do segundo
né do elemento, enquanto que, no modelo prismatico, é utilizada a area do primeiro n6

do elemento. Dessa maneira, a area utilizada na extremidade fixa da viga € mais pre-
cisa quando é utilizado o modelo prisméatico, entretanto, para a extremidade livre, onde é
medido o deslocamento, a area é mais precisa utilizando o modelo afilado.
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Tabela 4.1 — Comparagéao dos modelos de célculo de area.

Elemento | Area Afilada (mm?) | Area Prismatica (mm?)
1 74.772 78.54
2 67.426 71.004
3 60.46 63.848
4 53.875 57.072
5 47.669 50.677
6 41.843 44.661
7 36.697 39.025
8 31.331 33.769

Fonte: Elaborado pelo autor.

A segunda andlise é referente ao angulo de afilamento do sélido. O angulo foi

variado entre 0.001 e 0.004 radianos, para cada um deles foi calculada a solucédo exata

considerando uma variagao de area linear, que entédo foi comparada com a solugao obtida

pelo cédigo para um sélido afilado e para um sélido prismatico. A analise € mostrada no

Gréafico 4.2.

Gréfico 4.2 — Andlise de variagéo do angulo de afilamento.
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No Gréfico 4.2 é possivel notar que, para ambos os sélidos, o erro aumenta consi-

deravelmente com o aumento do angulo. Este fato ja era esperado, pois, para um mesmo

namero de elementos, ao aumentar o angulo de afilamento, a diferenca entre a area de

um elemento e de outro também aumenta, fazendo com que o deslocamento do no livre

se torne cada vez mais diferente do deslocamento esperado.

E notavel a diferenca entre o erro apresentado pelo elemento prismatico e o afilado:
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enguanto o modelo que utiliza elemento afilado apresenta um erro de cerca de 4.5% para
um angulo elevado, o sélido prismatico, com o mesmo numero de elementos apresenta
um erro de 23%. Isso ocorre pois o sélido prismatico utiliza a area do primeiro n6 de cada
elemento como a area de todo elemento, enquanto para o sélido prismatico, é realizada
uma média aritmética entre as areas do primeiro e do segundo né. Dessa maneira, o sélido
afilado consegue se aproximar de forma mais correta da solugdo exata no ultimo né, em
comparagao com o sélido prismatico.

Essas discussdes serdo melhor aprofundadas no capitulo seguinte. Entretanto, é
possivel obter como conclusao destas andlises o fato do codigo para deformacéao axial,
implementado com modificagdes, estar funcionando de maneira adequada, apresentado
resultados coerentes com a realidade e melhoras na obtencédo da solucédo exata e na ve-
locidade de convergéncia, em comparagao com uma aproximagao que precisa ser imple-
mentada de forma manual.

4.3.2 Resposta a Flexao

Para validar o codigo modificado para flexdo em vigas, sera realizado o exercicio
9.7-8 de Gere e Goodno (2009), ilustrado na Figura 4.7.

Figura 4.7 — Exercicio 9.7-8 de Gere e Goodno (2009).
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Fonte: Retirado de Gere e Goodno (2009).

Serao utilizados os seguintes valores para constantes:

P =5000N FE = 210000MPa [ = 1000mm

A solucao exata do problema é determinada para cada combinacao entre diametros
inicial e final da viga, dessa forma, as solugdes nao serao dispostas aqui. No Grafico 4.3,
tem-se a analise de convergéncia de malha para o problema (Grafico 4.3a) assim como a
andlise da variagdo do angulo de afilamento com erro (Grafico 4.3b).
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Gréfico 4.3 — Graficos para o problema de flexao em vigas.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

E notavel que a solugdo do problema utilizando o cédigo implementado para vigas
afiladas converge de forma muito rapida para um resultado com erro praticamente nulo,
enquanto o método prismatico, além de ser muito mais trabalhoso, converge lentamente
para um resultado com erro alto, de cerca de 5%.

Para o Grafico 4.3b, tanto a analise para viga afilada quanto para prismatica foram
realizadas utilizando uma malha de cinco elementos. Como visto no Grafico 4.3a, para a
malha 5 elementos, a viga afilada apresenta um erro de aproximadamente 0.05%, enquanto
a viga prismatica apresenta erro de 19.7%. Desta maneira, o Gréafico 4.3b apresenta va-
lores de erros muito maiores para 0 modelo prismatico em comparagdo com o modelo
afilado. Outro ponto interessante da analise é que, para angulos de afilamento muito pe-
quenos, abaixo de 0.01 radianos, o modelo comega a apresentar erros maiores, tanto para
vigas afiladas quanto prismaticas, sendo mais apropriado, neste caso, aproximar para um
viga reta.

4.3.3 Resposta a Torcao

A validacdo do cdodigo utilizado para torcao foi realizada da mesma forma que as
demais validagdes. O exemplo resolvido para este caso consiste de uma adaptacéo do
problema 5 — 76 de Hibbeler (2018), mostrado na Figura 4.8.
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Figura 4.8 — Exercicio 5-76 de Hibbeler (2018).

Fonte: Retirado de Hibbeler (2018).

A adaptacao utilizada se refere a variagdo da area da secao transversal: no exemplo
€ considerada uma variacao linear. Foram utilizados os seguintes dados:

T =100N/mm G = 90000MPa L = 1000mm

Para a analise de convergéncia de malha, foram utilizados os seguintes didmetros:
dp = 80 mm no engaste, e d4 = 40 mm na extremidade livre da viga. A solugdo exata foi
determinada resolvendo a integral presente na Equacéo 4.6.

LT
(;5:/0 J(m)de (4.6)

Onde ¢ € o angulo de deflexdo devido a torg¢éo, e J € o momento polar de inércia,

que varia ao longo da viga juntamente com sua area transversal. Para que este angulo
pudesse ser visualizado no simulacao, foi adicionada uma viga na extremidade livre da
viga sob torcao, conforme a Figura 4.9.
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Figura 4.9 — Problema da torgao utilizando o GiD.

(a) Modelagem do problema de torgao no GiD.

(b) Modelo deformado.

Fonte: Elaborado pelo autor.

No Grafico 4.4, é possivel visualizar a convergéncia de malha para o problema
(Gréfico 4.4a) e também a analise de variagcao do angulo de afilamento (Grafico 4.4b).

Grafico 4.4 — Graficos para o problema de tor¢do em vigas.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

E notavel que ambos os graficos sdo parecidos com os demais obtidos neste ca-
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pitulo. No Grafico 4.4a, pode-se perceber que a solugdo converge de forma rapida, sem
grandes erros, para a solugao exata para a viga afilada, enquanto que, para o método
prismatico, a convergéncia € mais lenta, ainda possuindo certo erro mesmo com numero
elevado de elementos. No Grafico 4.4b, foi utilizada uma quantidade maior de elementos
em comparacdo com as analises anteriores (8 elementos), a fim de se adequar a am-
bos os métodos. Neste grafico nota-se que o erro aumenta com o aumento do angulo de
afilamento, conforme esperado, para ambos os métodos, sendo mais visivel para a viga
prismatica.

Nota-se também que o erro para malhas com um menor numero de elementos é
muito maior neste caso do que nos anteriores, isso ocorre devido a propriedade da se¢ao
transversal que esta sendo utilizada. A propriedade que esta sendo variada, em todos
0S casos, € o diametro, porém, no caso da resposta axial, a propriedade utilizada € area,
assim, tem-se que a variacao da area € o quadrado da variagdao do diametro. Por outro
lado, na resposta a tor¢ao, a propriedade (1) varia na quarta poténcia com o diametro,
causando um erro acumulado maior.



5 RESULTADOS E DISCUSSAO

Nos capitulos anteriores foram realizadas as modifica¢cdes nas formulagdes origi-
nais, a implementacao destas modificacoes e a verificacdo do cédigo modificado. O pro-
ximo passo consiste de aplicar o cdédigo em uma situagdo mais complexa, comparando
com resultados obtidos em programas comerciais. Primeiramente, sera feita uma apresen-
tacdo do problema que sera utilizado, da configuragdo da estrutura, das cargas aplicadas
e dos materiais utilizados. Em seguida seréo realizadas simulagdes utilizando o cédigo
modificado e o programa comercial Abaqus. Apdés isso, sera discorrido brevemente acerca
de um ensaio estatico realizado pela equipe Carancho. Por fim, sera realizada uma com-
paracao entre todos os resultados obtidos, sendo analisado o desempenho do cédigo em
comparag¢ao com o Abaqgus e com 0 ensaio estatico.

5.1 APRESENTAGAO DO PROBLEMA

O problema que sera abordado para a aplicagao do cédigo consiste em uma analise
estrutural da longarina principal utilizada pela equipe Carancho Aerodesign, da UFSM, na
categoria Regular do ano de 2019. Na Figura 5.1, tem-se uma vista isométrica da aeronave
que utiliza a longarina que sera analisada.

Figura 5.1 — Vista isométrica da aeronave 2019 do Carancho na categoria Regular.

Fonte: Carancho (2019).

Ja na Figura 5.2, tem-se o desenho cotado da longarina principal, onde pode-se
visualizar as dimensodes da secao transversal ao longo da longarina.



60

Figura 5.2 — Desenho cotado da longarina em questéao.

Fonte: Carancho (2019).

As simulagbes que serdo realizadas considerardao somente meia-asa, assim, sera
considerado que o ponto exatamente no meio da longarina esta engastado, a fim de que
seja possivel visualizar a deflexdo da extremidade livre. O ensaio experimental que sera
utilizado para comparagédo também utiliza o ponto central da aeronave como um engaste.
Assim, percebe-se que a longarina pode ser dividida em quatro partes: a primeira consiste
da parte reta da longarina que possui 500 mm, considerando somente meia-asa; a parte
seguinte possui 200 mm, sendo que tanto as mesas, quanto as almas desta parte possuem
afilamento, enquanto somente as mesas possuem inclinagao; a terceira parte possui 330
mm, possuindo afilamento nas mesas e nas almas, mas inclinacdo somente nas mesas;
por ultimo, a quarta parte possui 270 mm, possuindo afilamento e inclina¢cdo nas mesas e
nas almas. A longarina em questao possui uma sec¢ao transversal tubular quadrada.

Nesta analise serdo consideradas as seguintes cargas: sustentacdo, momento de
arfagem e cargas do trem de pouso. O arrasto ndo sera considerado devido a aproxima-
cOes feitas anteriormente pela equipe Carancho. Visto que o propésito deste capitulo nao
inclui a analise das cargas, aqui serdo apresentados primeiramente seus valores e distri-
buicGes originais, em seguida as cargas serdao apresentadas novamente, ja processada
para que a analise seja simplificada, ou seja, as distribuicées serao simplificadas para car-
gas pontuais. Ja para as cargas do trem de pouso, os valores dados inicialmente estao
agindo sobre as rodas dos trens principais, logo, serdo apresentados também os valores
das cargas transmitidas pelo componente para a longarina. Os célculos para obteng¢ao dos
segundos valores foram realizados no ano de 2019 pela equipe Carancho.

No Grafico 5.1a, tem-se a distribuicdo de sustentacdo ao longo da asa, enquanto
que no Gréfico 5.1b, tem-se a distribuicdo de momento de arfagem, também ao longo da
asa.
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Gréfico 5.1 — Distribuicbes de cargas na asa.
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Fonte: Carancho (2019).
Na Tabela 5.1, tem-se as cargas agindo no trem de pouso principal, que esta posi-

cionado a 0.4 m da nervura central da aeronave. Frisando que estas cargas sao referentes
ao ponto mais critico do envelope de voo da aeronave, conforme informado pela equipe.

Tabela 5.1 — Cargas agindo no trem de pouso principal.

Carga | Valor (N)
R, -357.16
R, -89.29

As cargas sao entdo processadas, transformando cargas distribuidas em pontuais,
assim como realizando uma divisao das cargas agindo em cada longarina. Na Tabela 5.2,
tem-se as cargas agindo na longarina principal, considerando meia-asa, assim como a
posicdo em que estdo agindo, onde a origem do sistema esta na nervura central da asa.

Tabela 5.2 — Cargas pontuais aplicadas na longarina.

Carga | Valor (N) | Posicao (m)
L -128.5570 0.5530
Fy -85.5540 0.8618
R, -52.8215 0.4000
R, | -461.4350 0.4000

Outro ponto importante sdo os materiais, a equipe Carancho utiliza para construgéao
da maior parte dos componentes, madeira Balsa, sendo realizadas laminagées com teci-
dos de fibra de vidro ou de carbono, conforme necessidade. Na longarina deste ano em
particular, a equipe utiliza balsa em todas as partes da longarina, com exce¢ao da parte
central, de 1 m de comprimento, onde € utilizada balsa laminada com fibra de vidro.

As propriedades utilizadas serdo simplificadas consideravelmente, pois a equipe
nao possui todos os valores necessarios para realizar uma analise considerando materiais
ortotropicos. Assim, as propriedades utilizadas sdo apresentadas na Tabela 5.3.
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Tabela 5.3 — Propriedades dos materiais utilizados.

Balsa Balsa Laminada | Unidade
E | 3797.0219 9450 MPa
G | 1404172 250 MPa
v 0.1200 0.1200 -

5.2 SIMULAGAO NO MATLAB

A simulacao sera realizada primeiramente utilizando o cédigo implementado, em
seguida sera realizada utilizando um programa comercial, o Abaqus. E esperado que
ambos os métodos sejam capazes de determinar a solu¢do correta, sendo que o programa
comercial deve obter uma resposta mais precisa.

Primeiramente, a longarina € modelada, considerando meia-asa, utilizando o GiD,
conforme a Figura 5.3. Dessa forma, é considerado que o ponto central da asa esta en-
gastado, para que a deflexdo na extremidade livre possa ser visualizada. Sao inseridas as
informacdes de geometria necessarias, incluindo os angulos de inclinagao especificos de
cada parte da longarina.

Figura 5.3 — Modelo da longarina do GiD.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Sao inseridos os materiais conforme mencionado anteriormente, € utilizada balsa
para todas as partes afiladas da longarina e balsa laminada com fibra de vidro na parte
reta. As cargas foram inseridas diretamente na malha, movendo nés especificos para que
a posicao da carga seja correta. Foram simuladas 5 malhas diferentes, comegando com 7
elementos até 50 elementos.

Apbés a finalizagao da simulagéo, tem-se que a deflexdo maxima obtida é de cerca
de 2.48 cm. Na Figura 5.4, tem-se imagens do pds-processamento no GiD, na vista supe-
rior (plano yx), e vista frontal (plano zz).
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Figura 5.4 — Pés-processamento do GiD.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

5.3 SIMULACAO DO ABAQUS

A simulacdo no Abaqus foi realizada de forma parecida. A longarina foi modelada
como um elemento de viga de Euler-Bernoulli, sendo inseridas as geometrias e os materi-
ais da mesma forma que a simulag¢ao anterior. Durante a definicdo de Section, é escolhida
a opgao During Analisys, onde entdo € possivel escolher a secao como afilada, selecio-
nando Tapered, assim é possivel simular a viga afilada da mesma forma que foi realizada
a simulagdo no MATLAB. O modelo da longarina € mostrado na Figura 5.5, podendo ser
visualizadas as cargas e a condi¢ao de contorno.
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Figura 5.5 — Modelo da longarina no Abaqus.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Foram simuladas as mesmas malhas citadas anteriormente, com um maximo de 50
elementos. O valor obtido para o deslocamento na extremidade livre, apds a convergéncia,
€ de cerca de 2.68 cm. Na Figura 5.6, tem-se trés vistas da longarina ndo-deformada, em
uma linha continua, e deformada, em linhas pontilhadas.
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Figura 5.6 — Pés-processamento do Abaqus.

(c) Vista isométrica.

Fonte: Elaborado pelo autor.

5.4 ENSAIO ESTATICO

No ano de 2019, ap6s a utilizagao da aeronave na competicao Aerodesign, a equipe
Carancho realizou um ensaio estético destrutivo na aeronave da categoria Regular, a fim
de validar o projeto estrutural da mesma.

Nesse ensaio foi considerada uma distribuicdo de cargas agindo sobre a longarina
principal, que ent&o foi simplificada para algumas cargas pontuais. As cargas pontuais fo-
ram simuladas utilizando garrafas e areia e anexadas conforme a Figura 5.7. E importante
citar que a distribuicdo utilizada considera a mesma situacao critica que gerou as cargas
utilizadas nas simula¢des computacionais.
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Figura 5.7 — Ensaio Estatico realizado pela equipe Carancho.

Fonte: Carancho (2019).

Neste ensaio, foi obtida uma deflexdo de cerca de 4 cm na longarina principal. A
equipe realizou também um ensaio considerando um fator de carga de 2.1, sendo que
0 ensaio ja mencionado considerava um fator de carga de 1.77. Neste foi visualizada
uma deflexdo méaxima de 6.4 centimetros, sendo visualizada também uma rachadura na
longarina secundaria, configurando uma falha estrutural. Tal ensaio mostrou que o projeto
estrutural foi adequado, gerando uma estrutura segura, mas nao superdimensionada.

5.5 COMPARAGCAO DOS RESULTADOS

Apos realizar diversas simulagdes utilizando o codigo implementado neste trabalho
e um programa comercial, & possivel comparar as solugdes obtidas apos a convergéncia
da malha para as simula¢des. Devido a complexidade do problema, viga afilada com incli-
nacoes diferentes em partes do componente, a obtencdo de uma solucao exata utilizando
métodos analiticos é consideravelmente complicada, sendo que seria necessario utilizar
simplificagbes que invalidariam o resultado. Dessa forma, sera realizada primeiramente a
comparacao entre 0os dois métodos numéricos, para entdo compara-los com o resultado
obtido no ensaio estatico.

A comparacao entre as convergéncias de malha utilizando o MATLAB, o GiD e o
resultado experimental pode ser visualizada no Grafico 5.2.
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Gréfico 5.2 — Comparacao ente métodos.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

No Grafico 5.2, tem-se a convergéncia de malha para a simulagdo no MATLAB em
azul, a convergéncia de malha para a simulagcdo no Abaqus em laranja e, em cinza, o
valor obtido durante o ensaio estatico. E possivel visualizar no grafico que a variagao no
deslocamento obtido nas simulacbes € quase nula em relagdo ao tamanho da malha, ou
seja, uma malha com 7 elementos, 0 minimo possivel, ja é suficiente para a obtencéo de
resultados adequados para a simulagéao.

Pode-se visualizar também no Gréfico 5.2, que foi encontrada uma deflexdo ma-
xima de 2.48 cm utilizando o codigo implementando, e uma deflexdo méaxima de 2.68 cm
utilizando o programa comercial Abaqus, apds a convergéncia da malha. Assim, é possivel
perceber que ha uma diferenca de cerca de 7.528% entre os dois valores. Essa diferenca
esta relacionada ao fato que, no cédigo implementado, foi utilizada uma area média entre
as areas dos nos de cada elemento. Dessa forma, o célculo nunca é realizado utilizando
a area exata do ultimo né da malha, o que causa um pequeno erro na solucao apds a
convergéncia.

Entretanto, o erro ainda é razoavelmente baixo, assim, pode-se considerar que o
codigo implementado funciona da forma esperada, obtendo solucao validas para utilizagao
em projeto estrutural.

Ja no ensaio citado anteriormente, foi obtida uma deflexdo de cerca de 4 cm na
longarina principal. Assim, tem-se um erro de 38.09% em relagdo a analise utilizando o
MATLAB, e 33.05% em relagdo a simulagdo no Abaqus. Para analisar este erro, deve ser
considerado que o modelo simulado da longarina possui algumas diferengas em relacao a
aeronave real.

A primeira a ser citada é relacionada ao uso dos materiais: como comentado an-
teriormente, a longarina foi projetada com a sua parte central confeccionada de balsa la-
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minada com fibra de vidro, enquanto as partes restante utilizam somente madeira balsa.
Entretanto, para que reduzir o peso da estrutura, foi utilizada balsa laminada somente nas
mesas da parte central da longarina, o que reduz sua resisténcia, como a simulagao dessa
configuracdo de materiais é complexa, ela nao foi considerada na andlise, e deve gerar um
erro entre as respostas obtidas.

Outro ponto é referente as propriedades dos materiais: o Carancho realiza testes
em materiais para obtencdo de propriedades, entretanto, muitos destes testes ndo apre-
sentam resultados confiaveis ou nao representam todos os materiais que a equipe utiliza.
Dessa forma, as propriedades utilizadas nas simulagdes sédo estimadas e simplificadas,
pois ndo foram consideradas as caracteristicas ortotropicas dos materiais.

Por ultimo, é importante citar que a construgcao da aeronave é feita de forma manual,
desde o processo de laminacdo dos materiais até a montagem dos componentes, o0 que
resulta em estruturas n&o ideais.

Considerando todos estes pontos, a deflexdo obtida pelas simulagbes € razoavel-
mente préxima da deflexao, podendo-se presumir que 0 modelo simulado representa a ae-
ronave real de forma suficiente para que os resultados possam ser utilizados para garantir
a seguranga da estrutura da aeronave. Além disso, o erro entre o codigo implementado e o
programa comercial é relativamente pequeno, o que comprova que o cédigo implementado
€ valido e apresenta solugcdes proximas da realidade.



6 CONCLUSAO

O presente trabalho desenvolveu a formulacdo e implementagdo de um elemento
finito tridimensional com secao transversal variavel. A implementacdo computacional partiu
de rotinas pré-existentes, para vigas de sec¢des constantes. A etapa de processamento foi
realizadas no programa MATLAB, enquanto as etapas de pré e pds-processamento foram
desenvolvidas no programa GiD.

Apés a implementacao computacional, foram realizados alguns exemplos para vali-
dacao do cédigo. Para isso, trés resultados foram obtidos: utilizando o c6digo modificado
para componentes afilados; utilizando o cddigo antigo com uma aproximagao prismatica do
componente; e, por ultimo, a solugdo exata, obtida de forma analitica. A partir dessa com-
paracao, foi possivel constatar que o cédigo implementado funciona de forma satisfatéria,
obtendo resultados mais préximos da solugéo exata em relagdo a aproximagao prismatica
e também convergindo para a solug¢do de forma mais rapida.

Por ultimo, o codigo foi utilizado para estudar uma aplicagéo real: a longarina prin-
cipal da aeronave projetada pela equipe Carancho no ano de 2019. Tal longarina possui
uma configuracdo mais complexa que os demais exemplos realizados, tornando possivel
validar o cddigo para este tipo de problema. A solugéo obtida pelo cédigo foi entdo com-
parada com a obtida através de um programa comercial, o Abaqus, apresentando uma
diferenca de cerca de 7.528% entre as solucdes. Tal diferenca estd em um nivel aceitavel,
considerando que o codigo utiliza uma média entre as areas do primeiro e do ultimo n6 de
cada elemento, ou seja, € esperado um certo erro na deflexao final.

Além disso, a deflexdo foi comparada com um ensaio estatico realizado pela equipe
Carancho no ano de 2019. Tanto a deflexdo obtida no ensaio quanto a obtida pela simula-
cdo estdo na ordem de centimetros, entretanto, existe uma diferenca de cerca 38% entre
as duas. Considerando que a aeronave construida pela equipe ndo é exatamente igual
a aeronave ideal simulada, este erro € aceitavel, e pode-se considerar que a simulagao
representa a aeronave real de forma adequada.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

ARGYRIS, J. H. Energy theorems and structural analysis. Aircraft Engineering, 1954.

BENERJEE, J. R. Exact Bernoulli-Euler Static Stiffness Matrix for a Range of Tapered
Beam-Columns. International Journal for Numerical Methods in Engineering, 1986.

CHAN, S. L. Buckling analysis of structures composed of tapered members. Journal of
Structural Engineering, 1990.

CHANDRUPATLA, T. R.; BELEGUNDU, A. D. Introduction to Finite Elements in Engine-
ering. New Jersey, US: Prentice Hall, 2002.

CLOUGH, R. W. The finite element method in plane stress analysis. 2nd Conference on
Electronic Computation, 1960.

COURANT, R. Variational methods for the solution of problems of equilibrium and vibrations.
Bulletin of the American Mathematical Society, 1943.

FISH, J.; BELYTSCHKO, T. A First Course in Finite Elements. Chichester, UK: John Wiley
and Sons, 2007.

GALERKIN, B. G. Series solution of some problems in elastic equilibrium of rods and plates.
Vestn. Inzh. Tech., 1915.

GALLAGHER, R. H.; PADLOG, J.; BIJLAARD, P. P. Stress analysis of heated complex
shapes. Journal of the American Rocket Society, 1962.

GERE, J. M.; GOODNO, B. J. Mechanics of Materials. USA: Cengage Learning, 2009.
GID. GiD Reference Manual. [S.I.], 2019. 210 p.
HIBBELER, R. C. Mechanics of Materials. UK: Pearson Education, 2018.

HRENNIKOFF, A. Solution of problems in elasticity by the frame work method. Journal of
Applied Mechanics, 1941.

LOGAN, D. L. A First Course in the Finite Element Method. Stanford, US: Cengage
Learning, 2012.

MARTIN, H. C. Plane elasticity problems and the direct stiffness method. The Trend in
Engineering, 1961.

. Finite element analysis of fluid flows. Proceedings of the Second Conference on
Matrix Methods in Structural Mechanics, 1968.

MCHENRY, D. A lattice analogy for the solution of plane stress problems. Journal of Insti-
tution of Civil Engineers, 1943.

MELOSH, R. J. Structural analysis of solids. Journal of the Structural Division, 1963.

MOHRI, F.; MEFTAH, S. A.; DAMIL, N. A large torsion beam finite element model for tapered
thin-walled open cross sections beams. Journal of Engineering Structures, 2014.



71

OZGUMUS, O. O.; KAYA, M. . Flapwise bending vibration analysis of a rotating double-
tapered timoshenko beam. Journal of Applied Mechanics, 2007.

ONATE, E. Structural Analysis with the Finite Element Method. Barcelona, Espanha:
Springer, 2009.

PHILPOT, T. A. Mechanics of Materials: an integrated learning system. US: John Wiley
and Sons, 2013.

POPOQV, E. P. Engineering Mechanics of Solids. New Jersey, US: Prentice Hall, 1990.
RAYLEIGH, L. On the theory of resonance. Trans. Roy. Soc., 1870.

RICHARDSON, L. F. The approximate arithmetical solution by finite differences of physical
problems. Trans. Roy. Soc., 1910.

SADD, M. H. Elasticity: Theory, Applications, and Numerics. Oxford, UK: Butterworth-
Heinemann, 2005.

SANTOS, T. D. Analise Estatica de Estruturas Reticuladas pelo Método dos Elemen-
tos Finitos Usando MATLAB e GID. 2010. Monografia (Trabalho de Conclusédo de Curso)
— Curso de Engenharia Mecanica da Universidade de Caxias do Sul, Caxias do Sul, 2010.

SAOUMA, V. E. Matrix Structural Analysis with an Introduction to Finite Elements.
Colorado, US: [s.n.], 1999.

SHIN, D.; JANG, S. C. ans G.-W.; KIM, Y. Y. Finite element beam analysis of tapered thin-
walled box beams. Journal of Thin-Walled Structures, 2015.

TURNER, M. J. et al. Stiffness and deflection analysis of complex structures. Journal of
Aeronautical Sciences, 1956.

VARGA, R. Matrix Iterative Analysis. Englewood Cliffs, N.J.: Prentice-Hall, 1962.

ZIENKIEWICS, O. C.; CHEUNG, Y. K. Finite elements in the solution of field problems. The
Engineer, 1965.

ZIENKIEWICS, O. C.; TAYLOR, R. L.; ZHU, J. Z. The Finite Element Method: Its Basis
and Fundamentals. Oxford, UK: Elsevier Butterworth-Heinemann, 2005.



APENDICE A — ROTACAO DO SISTEMA DE COORDENADAS

Neste capitulo, sera discorrido acerca da rotacao de coordenadas para barras, pri-
meiramente, e para vigas em seguida.

A.1 — ROTACAO DO SISTEMA DE COORDENADAS PARA BARRAS

O formulacao anterior para elemento de barra considera um elemento unidimensio-
nal, sendo que a barra esta sofrendo somente deformacéo axial. Para ser possivel analisar
barras num contexto bidimensional, € necessario obter-se uma relacao para rotagées do
sistema de coordenadas.

Em uma estrutura composta de mais de uma barra, frequentemente ocorre que
algumas barras ndo sdo posicionadas alinhadas ao eixo de coordenadas global, sendo
preciso realizar uma rotagc&o do eixo de coordenadas local do elemento para o eixo global
da estrutura. A relacao para realizacao desta rotagéo é dada por uma matriz de transforma-
¢ao, aqui denotada por L. Primeiramente, sera obtida a matriz L em termos bidimensionais
para entao ser expandida para termos tridimensionais.

Na Figura A.1, pode-se observar um elemento de barra bidimensional em um sis-
tema de coordenadas local (z/, ') a um angulo ®¢ com o sistema de coordenadas global

(z,9)

Figura A.1 — Elemento de barra bidimensional.
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Fonte: Adaptado de Fish e Belytschko (2007).

A relagéo entre os deslocamentos locais (u/,v’) e globais (u,v) pode ser descrita
segundo a Equacgao (A.1), considerando o né 1 (FISH; BELYTSCHKO, 2007).
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uy = uy cos ® + vysend

(A.1)

vy = —uy cos D + vy send

Na forma matricial, tem-se a Equagéo (A.2).

uv=L-u (A.2)

Onde u’ corresponde ao vetor de deslocamento nas coordenadas locais, u, ao vetor
de deslocamentos nas coordenadas globais, e L, a matriz de rotacdo do coordenadas.
Considerando os n6s 1 e 2, temos a matriz L conforme a Equacéo A.3.

cos® sind 0 0
L —sin® cosd 0 .O (A3)
0 0 cos® sind
0 0 —sin® cos®

Geralmente o que se deseja obter sdo os deslocamentos globais, sabendo os des-
locamentos locais. Para isso, a Equacao (A.2) se torna:

u=L".w (A.4)

Sabe-se que a mesma relagéo vale para o vetor de for¢as nodais, conforme Equa-
céo (A.5).

P=L-P

(A.5)
P=L".P

Também sabe-se que a relacdo entre as forgas nodais e os deslocamentos nodais
e dada pela matriz de rigidez do elemento, conforme discutido previamente. Assim, subs-
tituindo P’ por K’u’ na Equacéao (A.5), obtém-se:

P=L" P u

(A.6)
P=L".-P.L-u

Sabendo que P = Ku, obtém-se a relacao para rotacdo da matriz de rigidez nos
coordenadas locais para coordenadas globais, conforme a Equagéo (A.7).

K=L" KL (A.7)
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Considerando um elemento de barra tridimensional, as Equacdes (A.2), (A.4) e (A.7)
permanecem adequadas. Entretanto, a matriz L deve ser alterada, adicionando-se dois
angulos, conforme Figura A.2.

Figura A.2 — Elemento de barra tridimensional

Fonte: Adaptado de Sadd (2005).

Sabe-se que a relagdo entre o vetor de deslocamento axial nos eixos locais e glo-
bais pode ser descrita da mesma forma que no caso bidimensional, conforme a Equacao
(A.8).

U=wu-cosV+uv-cosl'"+w-cosp (A.8)

Para simplificagao, é feita a seguinte afirmacao:

cosV =1,
cosI' = L, (A.9)
cosB =1L,

Considerando as Equacdes (A.8) e (A.9), na forma matricial para os dois nés locais,
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tem-se a Equacéo (A.10).

Uy
U1
w1

: (A.10)

U2

uy|  |Le Ly L. 0 0 0
o 0 0 L, L, L,

/
Uy

V2

W2

Dessa maneira, tem-se a matriz de rotagao tridimensional L:

L, L, L, 0 0 0
L= v (A.11)
0 0 0 L, L, L.

A.2 — ROTACAO DO SISTEMA DE COORDENADAS PARA VIGAS

Para realizar a rotacao do sistema de coordenadas local para o sistema global de
uma viga tridimensional, € necessario também considerar onde estao 0s eixos principais
de inércia da secao transversal. Se tais eixos ndo estdo alinhados com o sistema de
coordenadas local, € preciso realizar primeiramente a rotacao para que estes eixos de
alinhem, para entao realizar a transformacao local para global (SAOUMA, 1999).

Na Figura A.3, tem-se os sistemas de coordenadas em questio: 0s eixos principais
de inércia (2", 4", "), o sistema de coordenada local (z/, v/, z’) e o sistema global (z, y, ).
A rotacgao € iniciada pelos eixos principais, que devem passar para o sistema local e finali-
zar com o sistema global.

Figura A.3 — Sistemas de coordenadas para um elemento de viga tridimensional

Fonte: Adaptado de Saouma (1999).
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Primeiramente, considerando que os eixos z” e &’ sdo coincidentes, para obter o
sistema local a partir dos eixos principais de inércia, é realizada uma rotagdo n em torno
de do eixo z”, x’, conforme a Figura A.4.

Figura A.4 — Rotagcéo n em torno de do eixo z”, «’

Y"
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Fonte: Adaptado de Saouma (1999).

A matriz que representa esta rotagdo pode ser descrita como (SAOUMA, 1999):

1 0 0
R,= |0 cosnp sinny (A.12)
0 —sinn cosn
ApoOs esta rotagao, tem-se que os eixos principais de inércia sao coincidentes com
o sistema de coordenadas local. Para realizar a rotacao deste para o sistema de coorde-
nadas globais, é preciso realizar duas rotagdes. Na Figura A.5, tem os sistemas local e
global apés a rotagao ja realizada, para melhor visualizagao.
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Figura A.5 — Sistemas de coordenadas local e global

_______

Fonte: Adaptado de Saouma (1999).

Agora, é realizada uma rotagdo A\ em torno y, a fim de que os 2z’ e z se tornem
coincidentes, o sistema de coordenadas apds esta rotagdo serd denominado (zy, yx, 2))-
Tal rotacdo é mostrada na Figura A.6.

Figura A.6 — Segunda rotacao

(a) Rotagao A em torno y (b) Sistema apés a segunda rotagao
: r "
) y
A
<D j
Z',Z)\
X,
Fonte: Adaptados de Saouma (1999).
Esté rotacdo pode ser descrita conforme a matriz R, (SAOUMA, 1999):
cosA 0 sinA
Ry, = 0 1 0 (A.13)

—sinA 0 cosA

A terceira rotagao u é realizada em torno do eixo 2", z,, a fim de que os =, e z’ se
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tornem coincidentes, assim como os eixos y, € y'. A Figura A.7 ilustra a rotagao final.

Figura A.7 — rotagéo . é realizada em torno do eixo 2", z)

b4

Fonte: Adaptado de Saouma (1999).

A matriz abaixo descreve a ultima rotacao realizada (SAOUMA, 1999).

cosp sinp 0
R,= |—sinpy cosp O (A.14)
0 0 1

Apdés a ultima rotacao, os sistemas local e global coincidentes. Dessa maneira, para
se obter a matriz de rotacdo de coordenada L, que parte dos eixos principais de inércia da
secao transversal para o sistema de coordenadas global, € necessario multiplicar as matriz
R,, Ry e R, conforme a Equagéo (A.15).

L= [R,J [RA} [RM} (A.15)
A matriz L se torna ento:
Lz LY Lz
_ —Lx Ly cosn—Lgzsinn —Ly Lzcosn—Lx sing
L= o .szL Lxzcosn - .szL (A.16)
X sinn—Lyzcosn - . vy Lzsinn—Lx cosn
Ty Lxzsinn Ty

Onde as constantes sdo definidas como segue:
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T —
e V(@ —2)? + (y; —v)? + (2 — zi)?
Ji— Y (A17)
e Vi@ — @)+ (y; — i) + (2 — 2)?
I zj — 2
;=

Viwg—a:)? + (y; — vi)? + (2 — 2)?

Lxz =V Lx*>+ L5
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