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RESUMO

ESTIMACAO DA TRAJETORIA OTIMA DE UM LANCADOR MOVIDO A
FOGUETE DE PROPELENTE SOLIDO

AUTOR: Roger Mateus Sehnem
ORIENTADOR: André Luis da Silva
COORIENTADOR: Pedro Paglione

Neste trabalho a trajetéria 6tima de insergao orbital de um Veiculo Langador de Satélites
(VLS) propelido a foguete é calculada, considerando descontinuidades causadas pela troca
de estagios, através da teoria de controle 6timo. Primeiramente a dinamica de translagéo
de cada estagio do VLS é obtida. Em seguida, a teoria de controle 6timo é desenvolvida,
para problemas com descontinuidades e definidos por varias dinamicas, utilizando o cal-
culo variacional. Essa teoria transforma o problema de encontrar uma funcao de controle
u(t), que minimiza um indice de desempenho, em um Problema de Valor de Contorno
em Multiplos Pontos (PVCMP). Para dindmicas nao lineares, como é o caso, a solugao
deste problema geralmente sé pode ser obtida através de métodos numéricos. Devido a
natureza do problema, dois métodos numeéricos precisaram ser utilizados, o método da
colocagao, ja implementado na plataforma MATLAB, e o Método dos Multiplos Tiros, o pri-
meiro é utilizado devido a sua maior regido de convergéncia e o segundo devido a sua
facil paralelizagéo, que diminui consideravelmente o tempo necessério para uma solugao.
O problema é entao resolvido com o auxilio do método da continuagédo, que consiste de
deformar gradativamente a solugéo de um problema mais simples no problema final e mais
complexo desejado. Todos os métodos e algoritmos utilizados s&o apresentados e, por fim,
a trajetoria étima encontrada é apresentada e discutida.

Palavras-chave: Controle Otimo. Otimizagdo de Trajetéria. Dinamica. Veiculo Langador
de Satélites. Problema de Valor de Contorno em Multiplos Pontos.



ABSTRACT

OPTIMAL TRAJECTORY ESTIMATION OF A SOLID PROPELLANT
ROCKET-POWERED LAUNCHER

AUTHOR: Roger Mateus Sehnem
ADVISOR: André Luis da Silva
CO-ADVISOR: Pedro Paglione

In this work the optimal trajectory of orbital insertion of a Rocket-Powered Launcher is cal-
culated, considering the discontinuities caused by the stage shifts, via the optimal control
theory. First the translational dynamics of each stage is obtained. Then, the optimal con-
trol theory is developed, for problems with discontinuities and defined by various dynamics,
using the calculus of variations. This theory transforms the problem of finding a control
function w(t), which minimizes a performance index, in a Multipoint Boundary Value Pro-
blem. For nonlinear dynamics, as is the case, the solution of this problem can usually only
be obtained through numerical methods. Due to the nature of the problem, two numeri-
cal methods had to be used, the Collocation Method, already implemented in the MATLAB
platform, and the Multiple Shooting Method, the first is used due to its larger converge re-
gion and the second due to its ease of parallelization, which considerably reduces the time
needed to a solution. The problem is then solved with the aid of the Continuation Method,
which consists of gradually deforming the solution of a known simpler problem into the final
and more complex problem desired. All the methods and algorithms used are presented
and finally the optimal trajectory found is presented and discussed.

Keywords: Optimal Control. Trajectory Optimization. Dynamics. Rocket-Powered Laun-
cher. Multipoint Boundary Value Problem.
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1 INTRODUGAO

1.1 MOTIVACAO

O calculo de trajetérias 6timas de um veiculo langador de satélite pode cumprir
muitos objetivos, primeiramente, do ponto de vista de projeto de sistemas, o célculo da
trajetéria 6tima da ao projetista os limites superiores do sistema projetado, fazendo uma
ferramenta Gtil para avaliacdo de um determinado projeto, a trajetéria 6tima é, ainda, uma
boa candidata a servir de referéncia para o sistema de controle do VLS, garantindo a érbita
a ser inserida e proporcionando economia de combustivel e, mais importante, maximizando
da carga paga que pode ser inserida em uma dada 6rbita.

Segundo, do ponto de vista académico, o calculo da trajetéria 6tima para um VLS é
apenas um problema dentro da gama de problemas possiveis na area de controle étimo,
resolver problemas de controle étimo para outros sistemas ¢é util para que se possa avaliar,
de uma forma mais precisa, possiveis técnicas e arquiteturas de controle do sistema, uma
vez que se pode entao discernir entre o que € uma limitagao da planta e o que é uma limi-
tacdo do controle em si, para sistemas simples essas limitagbes podem, por vezes, serem
faceis de se encontrar, mas este certamente ndo é o caso de sistemas mais complexos e
nao lineares. Resolver problemas de controle étimo €, por isso, de grande interesse para
um projetista de controle.

1.2 OBJETIVOS

Os objetivos deste trabalho s&o os seguintes:
1. Modelar um veiculo langador de satélites assumindo uma dindmica de ponto massa;

2. Simplificar o modelo completo para o modelo que sera utilizado para resolver o pro-
blema de controle 6timo, de modo que se saiba com precisao quais os efeitos exclui-
dos do modelo;

3. Deduzir as Equacdes de Controle Otimo que seréo utilizadas, de modo que se tenha
um claro entendimento do que se busca resolver;

4. Montar o problema de controle 6timo e calcular as condi¢gées para uma trajetéria
6tima, gerando o Problema de Valor de Contorno em Multiplos Pontos;

5. Escrever e descrever o algoritmo utilizado para se resolver o problema resultante;
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6. Descrever os métodos numéricos, utilizados pelo algoritmo, para se resolver o pro-
blema;

7. Apresentar os resultados e discussoes pertinentes.



2 MODELAGEM DINAMICA

Um modelo dindmico € uma representacao matematica que descreve a evolugao
temporal de quantidades de interesse de um sistema. Muitos sistemas fisicos, complexos
ou nao, podem ser satisfatoriamente descritos por um sistema de equacdes diferenciais,
consequéncia do fato de que muitas das Leis fisicas que governam o comportamento des-
tes sistemas sao relacdes diferenciais. Esse é o caso do movimento de um carro, da
tensdo em um circuito com componentes indutivos ou capacitivos, do movimento de uma
aeronave e também do movimento de um veiculo lancador.

Durante a modelagem de um sistema, deve-se atentar para a precisédo e validade
do mesmo. E importante notar que o conhecimento humano em si é limitado e imper-
feito, 0 que garante que todo modelo, por mais complexo que seja, possua também suas
limitagbes e imperfeigcdes. Ainda assim, o conhecimento humano é bastante amplo, tor-
nando possivel a caracterizagdo precisa de inUmeros sistemas, essa precisao, porém, tem
um custo e, geralmente, um modelo mais preciso é também mais complexo, deste modo,
quando deseja-se analisar o comportamento de um dado sistema, o analista deve ponderar
sua modelagem entre complexidade e precisao.

A descricao do movimento de uma particula é feita através da Segunda Lei de New-
ton, valida somente em sistemas inerciais, que, na pratica, ndo existem (TEWARI, 2007).
Contudo, é possivel utilizar as Leis de Newton em um sistema inercial aproximado e obter
uma descricao, também aproximada, do movimento. Por exemplo, para descrever 0 movi-
mento de um carro na superficie da terra pode-se considerar que o chao € inercial, pois as
aceleragdes induzidas ao carro devido ao movimento de rotacao da terra sdo despreziveis
para esse sistema.

Assim, de modo a descrever o movimento do veiculo langador de satélites em sua
trajetoria de insergdo orbital, considera-se como inercial o sistema de referéncia Celeste’,
deste modo, o movimento de translacao da terra, sol, galaxia, etc sdo desconsiderados.

A derivacao do modelo dindmico é feita nas proximas segodes, primeiramente o vei-
culo utilizado € apresentado, entdo os sistemas de referéncia utilizados sao definidos e
suas matrizes de rotagdo deduzidas, apds, as equagdes de movimento sdo derivadas,
considerando as forgcas significativas que atuam no sistema. Essas forcas, por sua vez,
sao caracterizadas por seus respectivos modelos, que sao apresentados na sequéncia.

10 sistema de referéncia Celeste é definido posteriormente, na secdo "Sistemas de Referéncia".
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2.1 VEICULO LANCADOR DE SATELITES

O veiculo lancador de satélites utilizado neste trabalho é apresentado com deta-
lhes em Silva (1994). Trata-se de um veiculo composto de trés estagios com motores de
propelente sélido e um motor de apogeu.

Em uma operacao normal o satélite é preso ao motor de apogeu. Estes, por sua
vez, sao protegidos por uma coifa durante o voo atmosférico que, apds este, € liberada.

O veiculo real é controlado pelo desvio da dire¢do do vetor empuxo de cada estagio.
Isto ndo é considerado no modelo que sera deduzido, por uma questao de simplificagao,
que ficara bastante clara ao decorrer do texto, € considerado, no modelo, que o vetor
empuxo é fixo em relagdo ao veiculo.

Considerar o vetor empuxo fixo ao veiculo pode parecer uma aproximacao pouco
precisa, mas este ndo € o caso. Para o célculo da trajetéria € comum assumir que 0s
angulos aerodinamicos sdo pequenos? e, para propiciar isto, 0 vetor empuxo precisa estar
sempre muito proximo da linha central do foguete. Deste modo, pode-se simplesmente
considerar que o vetor tracao é fixo em relacéo ao veiculo e que este, de modo a propiciar
o controle da tragdo, € apontado para onde se deseja que aponte a tragao.

2.2 SISTEMAS DE REFERENCIA

As Forgas, necessarias para descricdo do movimento, sdo mais facilmente obtidas
e interpretadas nos sistemas de referéncia que as originam. Por exemplo, as forgas aerodi-
namicas surgem da interagdo do corpo com o ar €, portanto, sdo mais facilmente descritas
em um sistema do corpo ou em um do ar. Além disso, movimentos sdo mais facilmente
interpretados e descritos em sistemas adequados e significativos.

Os sistemas de referéncia utilizados neste trabalho sdo de mao direita, extraidos da
primeira parte de Silva (1994) e estdo descritos nas subsecdes a seguir.

2.2.1 Sistema Celeste

O Sistema Celeste, representado na Figura 2.1 e denotado pelo subindice C, é
definido como tendo o eixo S¢ X apontando para o equindcio vernal e o plano formado

pelos eixos Sc X e ScYe é o plano do equador.
Deste modo, o Sistema Celeste é fixo em relagéo a estrelas distantes, ou seja, nao
rotaciona com a terra, sendo considerado neste trabalho como o sistema inercial.

2|sso ficara mais claro na subsecéo 2.5.2.
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Figura 2.1 — Sistema de Referéncia Celeste

.t
o

Fonte: Proprio Autor.

2.2.2 Sistema de Navegacao

O sistema navegacgao, representado na Figura 2.2 e denotado pelo subindice N,
€ aquele que possui 0 eixo Xy perpendicular ao horizonte do local de langamento no
instante do langamento. Portanto o eixo Xy passa pelo ponto de langcamento P;, que
possui longitude celeste de A\, e latitude é-, no instante de langamento. O eixo Yy, por
sua vez, se encontra no plano XY, possuindo deslocamento angular de d, do eixo Y.

Figura 2.2 — Sistema de Referéncia de Navegacao

Zc
ZN A
Yn
"""""" Yo
Sc 5
s\\ P
Ay \\\ ‘‘‘‘ ¥
DRI AN
A /0cy!
<
i
Xc

Fonte: Proprio Autor.

O Sistema de Navegacgao, contudo, passa pelo ponto P, apenas no instante do
lancamento, ap6s o langcamento a base de lancamento se afasta do ponto P; devido a
rotacao da terra, pois esse sistema nao rotaciona com ela, ou seja, assim como o Sistema
Celeste o Sistema de Navegacao é um sistema inercial.
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Por mais que o Sistema de Navegacao nao tenha sua origem no ponto de langa-
mento durante a operacao do foguete, ele possui no inicio do langcamento, representando
assim, por sua semelhangca com um sistema fixo no ponto de langamento, um sistema
intuitivo para se analisar a cinematica do foguete.

2.2.3 Sistema LHLV

O Sistema Localmente Horizontal Localmente Vertical (LHLV) utilizado no trabalho
€ representado na Figura 2.3.

Figura 2.3 — Sistema de Referéncia LHLV

ZN

"'--.O’_rl?l.l‘a

Fonte: Proprio Autor.

Este sistema tem a origem fixa ao centro de massa do foguete, possui o eixo oz
passando pelo centro da terra, ou seja, é localmente vertical e, quando em 6rbita, os eixos
ox e oy estdo no plano orbital.

O Sistema LHLV possui, em um instante de tempo ¢, elevagdo de 90° — ¢ € um
azimute de navegacéao de ¢, como apresentado na Figura 2.4, ampliacdo da Figura 2.3.
Ressalta-se que, na Figura 2.4, a linha tracejada representa a proje¢ao do vetor » no plano
XnYy

E importante ressaltar que o a azimute de navegacdo ndo é medido em relagdo
norte, como € o caso do azimute, comumente utilizado em astronomia.

Neste sistema, como sera visto, as forgas gravitacionais sao mais facilmente des-
critas, ainda, é mais simples definir condicdes para uma 6rbita neste sistema, uma vez que
um de seus planos é o proprio plano orbital.
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Figura 2.4 — Detalhe do Sistema de Referéncia LHLV

Fonte: Proprio Autor.

2.2.4 Sistema do Corpo

O Sistema do corpo tem origem no centro de massa do veiculo e possui 0 eixo
xp apontando para o nariz do mesmo, enquanto que o eixo ¥, aponta para um ponto fixo
qualquer a direita do veiculo. O eixo z,, quando projetado no plano zy, é definido como
tendo um deslocamento angular de ¢ do eixo z, enquanto que o eixo x;, quando projetado
no plano y,x, apresenta um deslocamento angular de 7 /2 — 3. Este sistema de referéncia
€ apresentado na Figura 2.5, onde a sua atitude com relagcao ao Sistema LHLV fica mais
clara.

Figura 2.5 — Sistema de Referéncia do Corpo

Up

\/

Zp

Fonte: Proprio Autor.

O Sistema do Corpo é de grande importancia pois nele as forgas aerodinamicas,
presentes na fase inicial de langamento, sdo mais facilmente descritas. Ainda, como ja co-
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mentado, a prépria tracao do veiculo é controlada através do seu controle de apontamento,
e assim os angulos 3 e ¢ sado os proprios angulos de controle.

2.3 MATRIZES DE ROTACAO

A secgao 2.2 apresentou os Sistemas de Referéncia utilizados, como dito, € mais
simples deduzir as for¢as aplicadas no corpo se estas sao interpretadas nos sistemas ade-
quados. Contudo, como sera visto na se¢ao 2.4, para deduzir as equagdes de movimento
€ necessario que se possa representar, por exemplo, um vetor V', escrito no sistema do
corpo, no sistema LHLV, ou seja V ;5. Onde vetor V € o mesmo, apenas representado
em diferentes sistemas.

De forma geral, como apresentado em detalhes em Tewari (2007), € possivel trans-
formar um vetor V' 4, escrito no sistema A, para um vetor V g, escrito no sistema B, através
da transformacgéao de coordenadas

Vg =CusVa (2.1)

A matriz C4 g, chamada de matriz de rotagéo, é responsavel por levar o vetor do
sistema A para o sistema B e, de acordo com Tewari (2007), € ortogonal, ou seja

ct=cCT, (2.2)

onde C'~! é a matriz inversa de C' e C* é a transposta.
A importante propriedade da Equagéo (2.2) permite que o caminho inverso do to-
mando na Equacgéo (2.1) seja feito de forma simples, ou seja

Vi=C5Ve=ClpVp (2.3)

Na notacéo utilizada, a matriz CIZ’B, da Equacao (2.3), pode ser vista como a matriz
que leva do sistema B para o sistema A, ou seja

Chp = Cpa. (2.4)

Uma forma poderosa de se obter matrizes de rotacdo é através de rotacoes ele-
mentares, uma rotacdo elementar nada mais € que uma rotacao positiva & em torno de
um dos eixos do sistema inicial. Assim, de acordo com Tewari (2007), as trés rotacdes
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elementares sao

1 0 0
Ci(®) =0 cos(®) sin(®) ], (2.5)
0 —sin(®) cos(P)
cos(®) 0 —sin(P)
G@ = 0o 1 0 , (2.6)
sin(®) 0  cos(®P)
cos(®)  sin(P) 0
C5(®) = | —sin(®) cos(®) 0 (2.7)
0 0 1

Voltando a Equacao (2.1), se o sistema B estiver rotacionado de & ao redor do eixo
x4, como na Figura 2.6, Cy g = C1 (D).

Figura 2.6 — Representacao de uma rotagao elementar em torno de x4

TA, B
A

ZB

\/

YA YB

Fonte: Proprio Autor.

Representar sistemas de referéncia através de rotacoes elementares sucessivas
dos sistemas iniciais e intermediarios resulta em representagdes intuitivas e de facil com-
preensdo, e por esse motivo sdo largamente empregadas, sendo um classico exemplo a
sequéncia de rotacdo 321, comumente utilizada no ramo aeronautico.

As préximas subsecdes apresentam as matrizes de rotacao utilizadas na Secéo 2.4,
todas construidas utilizando rotacoes elementares sucessivas e as definicbes da Secao
2.2.
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2.3.1 Sistema LHLV para o Sistema do Corpo

Como mostrado na Figura 2.5, de modo a levar o Sistema LHLV para o Sistema do
Corpo b, é necessario realizar uma rotacdo em x de ¢, gerando um sistema intermediario
que, por sua vez, deve ser rotacionado® em z;, de /2 — 3. Deste modo, a matriz de rotagdo
€ construida da forma

- sin(8)  cos(B)cos(¢) cos(f)sin(¢)
Crpy=Cj (5 — ﬂ) Ci(p) = | —cos(B) sin(B)cos(¢) sin(B)sin(¢) | - (2.8)
0 — sin(¢) cos()

2.3.2 Sistema de Navegacao para o Sistema LHLV

A Figura 2.4 mostra como levar o Sistema de Navegagao N para o Sistema LHLYV,
para tal é necessaério realizar uma rotagdo em Yy de —¢, seguida de uma rotagdo em z de
o. A matriz de rotagcéo é construida da forma

cos(o)cos(e) sin(o)  cos(o)sin(e)
Cn,p = C3(0)Ca(—€) = | —cos(e)sin(a) cos(o) —sin(o)sin(e) | . (2.9)

— sin(e) 0 cos(€)

2.3.3 Sistema Celeste para o Sistema de Navegacao

A Figura 2.2 mostra como levar o Sistema Celeste C para o Sistema de Navegacao,
primeiramente realiza-se uma rotacdo em Z. de \¢,, longitude celestial, e em seguida
realiza-se uma rotacdo em Yy de —d¢,, a latitude de navegagao. A matriz que representa
essa rotacao é da forma

cos(d¢,) cos(Ag,)  cos(dey ) sin(Ae,)  sin(dg,)
Con = Ca(—=0¢,)Cs(Aey) = —sin(A¢g,) cos(Acy) 0

—cos(Ag,) sin(de,) —sin(dg,) sin(Ag,) cos(de,)
(2.10)

3Note que o eixo z, € 0 mesmo eixo z;, do sistema intermedidrio, pois este permanece inalterado apés
rotacao.
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2.4 EQUACOES DE MOVIMENTO

Um veiculo langador, ao longo de toda sua trajetoria de insercao orbital, € submetido
a diversas forgas e torques, os efeitos aerodinamicos se manifestam nas superficies com
forcas e torques e, como a massa dos objetos ndo € concentrada, hé de se aplicar algum
torque para que os mesmos sejam rotacionados.

Contudo, quando o objetivo é analisar a trajetéria de um veiculo lancador, pode-se
considerar, como uma primeira aproximacao, que os torques sao insignificantes. De fato,
€ comum que veiculos lancadores em operagao tentem minimizar as cargas laterais, uma
vez que 0S mesmos sdo, por projeto?, bastante sensiveis as mesmas. Essa aproximagéo
equivale a aproximar o veiculo como um ponto com massa, e € feita por diminuir significa-
tivamente a quantidade de estados necessarios para a completa descricao do problema,
fazendo com que sua solucéo e interpretacao sejam mais simples.

Considerando a aproximagao ponto massa, as equagdes de movimento podem ser
divididas entre cinematica e dindmica de translagdo. A primeira considera a descrigao da
posicdo dada uma velocidade e a segunda considera a descri¢cao da velocidade dada uma
forga. As proximas subsec¢des estdo divididas desta forma.

2.4.1 Cinematica de Translacao

A posigao do sistema LHLV com relagcdo ao sistema de Navegacao, escrito no sis-
tema LHLV é
r(t)
R=1|0 |. (2.11)

Observando a sequéncia de rotagbes necessarias para formar a matriz Cy 1, a
velocidade angular do sistema LHLV em relagéo a N, escrita no sistema LHLV é dada por

0 0 —sin(o(t))é(t)
Q=Cnr |—€t)| +| 0 | = [—cos(a(t))e(t)] - (2.12)
0 o(t) o(t)

Na Equacgéo (2.12), como a primeira rotagdo é tomada com respeito ao eixo Yy,
a velocidade ¢ se encontra no sistema de Navegacao e é reescrita no sistema LHLV pela
matriz C'y, .. A velocidade o, diferentemente, € tomada com respeito ao eixo z e, portanto,
ja se encontra no sistema LHLV.

Utilizando a relagéo para derivada total de um vetor em um sistema referéncia rota-

“Fazer com que o veiculo seja resistente a cargas laterais faria com que o mesmo tivesse um acréscimo
de massa.



24

tivo, discutida em Tewari (2007), e dada por

20w, 2.19)

onde w € a velocidade angular entre os dois sistemas e a derivada parcial significa aqui
a derivada tomada com respeito ao sistema girante, pode-se encontrar a velocidade V' do
sistema LHLV em relagéo ao sistema de Navegacao, escrito no sistema LHLV, por

73;
V=R+QxR=| rs¢ |, (2.14)

cos(o)ré

onde o argumento das fungdes foi omitido pela clareza.
Definindo a velocidade no sistema LHLV como V = [u v w|’, substituindo na Equa-
cao (2.14) e resolvendo para r, ¢ e € obtém-se a cinematica como

(2.15)

2.4.2 Dinamica de Translacao

A dindmica de translacao descreve a velocidade de um corpo pelas forcas aplicadas
ao mesmo, essa descricao é feita através de uma relagao diferencial bastante conhecida,
a Segunda Lei de Newton, dada por

(2.16)

onde p é a quantidade de movimento linear em um referencial inercial, dado por p = mwv,
e v € a velocidade do centro de massa com respeito ao referencial inercial. Expandindo a
quantidade de movimento linear e realizando a diferenciagdo obtém-se

F = 1iw + om. (2.17)

E usual, sob a hipétese de que o termo 7 é pequeno e desprezivel, desconside-
rar o primeiro termo do lado direito da Equacéo (2.17). Contudo, no caso de um motor
foguete, essa hipdtese nao se aplica, uma vez que a taxa de variagdo massica € bastante
significativa®.

5A secdo 2.6 apresenta o modelo propulsivo e suas taxas de variacdo méssica.
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A forga propulsiva resultante F'- € aguela medida com o motor em uma bancada de
testes, sendo dada pela forca propulsiva real F'p e por rhv como

FT:Fp—m’U, (218)
que, substituida na Equacao (2.17), gera
F...=vm, (2.19)

onde F,., € a resultante de todas as for¢as aplicadas no sistema, incluindo a forga propul-
siva resultante F'; e F'p a forga propulsiva real.

Assim, para aplicar a Segunda Lei de Newton, na forma da Equacgéo (2.19), resta
apenas encontrar o somatério de Forgas F',.. e a aceleracdo v. A ultima, de forma analoga
a sec¢ao anterior, é

v=V+QxV. (2.20)

Na Equacéo (2.20) a aceleragcédo v é a total, aquela vista por um observador no
Sistema de Navegacao, por outro lado, a aceleracao Vé aquela vista por um observador
no Sistema LHLV. Substituindo a Equacao (2.12) e a definicdo da velocidade V na Equacao
(2.20), obtém-se

U — wcos(0)é —va
U= U+ wsin(o)é + uo : (2.21)

W+ €(ucos(o) —vsin(o))

A forca F',., é dado pelo somatério da forca aerodinamica, gravitacional e propul-
siva, considera-se, deste modo, que o sistema apenas € perturbado por estas for¢as, uma
aproximagao razoavel para o célculo da trajetéria. A forca aerodindmica no sistema do
corpo Fy;, é

—Fy
Fap=|-Fy,|, (2.22)
_FN

onde F4 é a forga axial, similar a forca de arrasto, e Iy, e Iy, sdo forgas radias, similares
a forga de sustentagao.

Reescrevendo a forga aerodinamica no sistema LHLYV, utilizando a matriz de rotacao
da Equacéo (2.8), obtém-se

Fy, cos(B) — Fasin(f)
Fup=Cl,Fap=| Fy.sin(¢) — Fy, cos(¢)sin(3) — Fa cos(B) cos() | - (2.23)
—Fy, cos(¢) — F4 cos(3) sin(¢) — Fl, sin(¢) sin(/3)

A forga gravitacional F', ;, age, no sistema LHLV, sempre no sentido do eixo x, uma
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vez que esse passa pelo centro da Terra. Assim,

F,o=10 |. (2.24)

Por fim, a for¢a de tragéo F'r;, no sistema do corpo, é considerada alinhada com o
eixo x;, e apontando no sentido positivo do mesmo, ou seja

Shhe

Fr,= , (2.25)

e}

onde T; é a forca de tracao do i-ésimo estagio. Esta é facilmente reescrita no sistema LHLV
utilizando, novamente, a matriz de rotagdo da Equagéo (2.8), assim

7, sin(B)
Fr=Cl,Fr,=|T,cos(B)cos(d)| - (2.26)
T, cos(8) sing)

Desta forma é possivel controlar o apontamento da tragao através dos angulos S e
¢, 0 que deixa mais claro o motivo da escolha destes como sendo os controles do veiculo.
A forga resultante, deste modo, €

Fres = FA,L + Fg,L + FT,L~ (227)

Substituindo as Equacgdes (2.27), (2.21) e (2.15) na Equacéo (2.19), e resolvendo
para V obtém-se a dinamica do veiculo lancador

—rsin(B)(Fa — T;) + Fy,rcos(3) + m (gr + v* + w?)

—rcos(B)(Fa — T;) cos(p) + F,rsin(B) cos(¢) — Fy,rsin(¢)+
V=— muv + mw? tan(o) . (2.28)

—rcos(B)(Fa — T;) sin(¢) + Fy,rsin(f) sin(¢) + Fn,r cos(¢)+

muw — mow tan(o)

Na Equagéo (2.28), a massa m é, na verdade, uma funcédo do tempo, ou seja, m(t).
Como a taxa de variagdo massica é aproximada como sendo constante®, ou seja, 1 = k;,
é Util incluir isto na dindmica’ (ao invés de utilizar m(t), uma fungéo explicita do tempo).

6Mais na secao 2.6.
70 motivo é garantir que a Hamiltoniana néo seja funcéo explicita do tempo, o que garante uma interes-
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Dessa forma a dinamica pode ser reescrita como

o-[-f)

onde k; € a taxa de variagdo méssica do k-ésimo estégio.

As equacdes (2.15) e (2.29) representam, juntas, as equacdes do movimento do
veiculo langador. Contudo, é importante observar que a Equagéo (2.29) parece mais sim-
ples do que de fato é pois, como sera visto na segdo 2.5, as forgas aerodinamicas F'a, F,
e Fy, séo fungbes de alguns estados.

As equacdes (2.15) e (2.29) podem ser significativamente simplificadas impondo
algumas condig¢des, primeiramente, se o lancamento for realizado no plano orbital e o
veiculo se mantiver neste plano w = ¢ = ¢ = 0, ainda, supondo que nao haja forca
aerodinadmica no sentido perpendicular ao plano orbital®, Fy, = 0. Substituindo esses
valores e agrupando as equagdes da cinematica e dindmica, obtém-se

— . — B u
. v
o T
¢ 0

. ol = Tsin(ﬁ)(Ti—FA)-‘rF]\ZJL: cos(ﬁ)+m(grr+v2> . (230)
D 7 cos(B)(Fa—T;)+Fn,rsin(8)+muv
- mr

w

Na Equacéo (2.30) o terceiro e o sexto estado apresentam taxas de variagbes nula e
podem ser desconsiderados, dessa forma, as Equacdes do Movimento do veiculo langador
foram simplificadas para um espaco bidimensional e séo

u

v

rsin(ﬂ)(TifFA)JrFNyrcos(5)+m(grr+v2) . (231)

mr
7 cos(8)(Fa—T;)+Fn,rsin(8)+muv
mr

ki

8
|

S. ST ~TRRE S TR
|

sante propriedade abordada no capitulo 3.
8Essa simplificagéo e suas implicagbes sdo discutidas na segéo 2.5.
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2.5 MODELO AERODINAMICO

As forcas aerodinamicas Iy e Fy dependem, dentre outros, da pressao dinamica
q, dada por

1
1= 50V, (2.32)

dos coeficientes aerodinamicos C'y (M) e Cn(M), que séo fungdes do nimero de Mach
M, e dos coeficientes aerodinamicos o, € 5,. Na Equacédo (2.32) V, é a velocidade do
foguete em relacdo ao ar e p € a densidade atmosférica.

O terceiro estagio apresenta, em um voo de insercao tipico, forcas aerodinamicas
aproximadamente nulas, uma vez que a densidade atmosférica € muito pequena em altas
altitudes, onde este tem, tipicamente, sua trajetéria. Assim, para simplificar o problema, o
terceiro estagio tem suas forcas aerodinamicas consideradas nulas. Ressalta-se que esta
escolha se justifica pelo fato de que o voo de insergéo real leva pouco tempo, entretanto,
caso o objetivo do modelo dinamico fosse, por exemplo, avaliar o decaimento orbital, que
ocorre em um periodo tempo comparativamente maior, essa aproximagao nao seria va-
lida, uma vez que estas pequenas forgas aerodinamicas agiriam por um periodo de tempo
significativo.

As proximas subsecoes tratam da velocidade relativa V,., com seus angulos aerodi-
namicos «, € 3, e das forcas aerodindmicas F'4 e F), com seus respectivos coeficientes
aerodinamicos C4 (M) e Cn(M).

2.5.1 Velocidade Relativa

Antes de calcular a velocidade do foguete em relagao ao ar, € necessario calcular a
velocidade do ar em si. Assumir que o veiculo lancador transita por uma atmosfera estética,
ou seja, sem ventos e outras possiveis perturbagdes, e que acompanha a rotacéo da Terra
€ equivalente a assumir que, no Sistema Celeste, a velocidade angular atmosférica é da
forma

Qutme =101, (2.33)

We

onde w, € a velocidade angular de rotagao da terra. Esta pode ser reescrita no Sistema de
Navegacao N como

we sin(d¢y )
Qatm,N = C’C',NS)atm,N = 0 . (234)

we €08(dcy)



29

A velocidade atmosférica V ,;,,, € simplesmente a velocidade tangencial de um ponto,
de posicao R, que rotaciona junto com o planeta, ou seja, € dada por

Vaim = Qatm X R. (235)

A Equacao (2.11) da a posicdao R, do sistema LHLV com relagdo ao Sistema de
Navegacéo, escrito no sistema LHLV, esta pode ser reescrita no Sistema de Navegacgao
através da seguinte rotacao

1 cos(€) cos(o)
Ry = C]TWLRL = rsin(o) ) (2.36)

r cos(o) sin(e)

Substituindo os resultados das Equacdes (2.34) e (2.36) na Equacéo (2.35) obtém-
se a velocidade atmosférica no veiculo, escrito no Sistema de Navegagao, como

—rw, cos(d¢y, ) sin(o)
Vamn = Qatmy X Ry = |rw, cos(dg, + €) cos(o) | - (2.37)

(
rwe sin(d¢, ) sin(o)
Reescrevendo a velocidade V ,;,,, v no sistema LHLV, obtém-se

0
Vaimir = CnLV atmn = 7w, cos(d¢c, + €) . (2.38)

rwe sin(d¢, + €) sin(o)

Finalmente a velocidade do veiculo com relacado a atmosfera, V., pode ser calcu-

lada por
u

V.=V Vi = v — 1w, cos(d¢, + €) . (2.39)

w — Tw, sin(d¢, + €) sin(o)

Para uma trajetéria de insercao plana e para um lancamento que ocorre no plano
que vira a ser o orbital, a latitude celeste d¢, é a prépria inclinagao orbital. E geralmente
proveitoso realizar langamentos em locais de baixa latitude e, de fato, esse é o caso da
base de lancamento de Alcéntara, utilizado neste trabalho. Desse modo pode-se assumir
que sin(d¢, ) ~ 0, junto das simplificagbes da segao anterior, a saber, w = ¢ = 0, podendo-
se simplificar a Equacéo (2.39) como

u
V.=V - Vamr= |v—rw.cos(dc,) | - (2.40)
0
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Como visto, a Equagéo (2.32), da pressao dinamica, € fungdo do médulo da veloci-
dade relativa V,., esta pode ser facilmente calculada e é

V. = Vu? + (v — 1w, cos(d¢g, ) )2 (2.41)

Os angulos aerodinamicos sdo medidas de quanto a velocidade relativa V', esta
desalinhada do veiculo (TEWARI, 2007). Contudo, os angulos aerodindmicos definidos
aqui fogem o padrdo de convencéao utilizado, isso se da para seguir a referéncia Silva
(1994). Assim, o angulo «,, é definido como o angulo entre a projecao da velocidade
relativa no plano® zy e o eixo x, do sistema do corpo, e é dado pela relacao

I (2.42)
aq = arctan | 7 |, )

Tz

onde V,, e V. sao as componentes x e y da velocidade relativa.
Da mesma forma, o angulo 3, é o angulo entre a projecao da velocidade relativa no
plano xz e o eixo z, do sistema do corpo, e é dado pela relagao

B, = arctan (“&) ) (2.43)

Tx

Assim, para obter os angulos aerodinamicos, basta obter a velocidade relativa no
sistema do corpo, esta é obtida através da matriz de rotagdo C7

cos() cos(¢) (v — rw, cos(de,)) + usin(f)
Voo =CrpV, o = |sin(B) cos(¢)(v — rwe cos(d¢,)) — ucos(f) | - (2.44)

sin(¢) (rw, cos(d¢,) — v)

Substituindo as componentes de V., da Equacéo (2.44), na equagéao (2.42), obtém-

se
B sin(f) cos(¢) (v — rwe cos(d¢,)) — ucos(f)
O = arctan (Cos(ﬁ) cos(@) (v — rwe cos(dc,)) + usin(ﬁ)) ’ (2.45)
e na equacao (2.43)
B sin(¢) (rwe cos(d¢c,) — v)
fa = arctan (cos(ﬁ) cos(9) (v — rw, cos(dc,)) + sin(ﬁ)) ’ (2.46)

Aplicando as simplificagcdes realizadas na sec¢ao anterior, no caso ¢ = 0, as Equa-
coes (2.42) e (2.46), obtém-se

(2.47)

o areten (sm(@)(v — 1w, cos(dcy)) — ucosw)) |

cos(B)(v — rwe cos(d¢c,)) + usin(3)

%A referéncia Tewari (2007), utiliza, ao invés, para o angulo o, 0 plano zz
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Ba = 0. (2.48)

E relevante ressaltar que /3,, na Equacéo (2.48), s6 é nulo devido a hipétese sin(d¢,) ~
0, aplicada na Equacgéao (2.39). Ou seja, mesmo com as simplificacées e condigdes para
trajetéria bidimensional, 3, ndo é nulo se sin(d¢,) nédo for nulo. Dessa forma, assumir que
sin(d¢,) ~ 0 implica em uma velocidade relativa nula no sentido perpendicular ao plano da
drbita, que, por sua vez, implica em uma forga normal aerodindmica nula'® neste sentido,
ou seja Fy, = 0.

2.5.2 Forca Aerodinamica Axial

O modelo da forga aerodindmica axial F'4 € adaptada de Silva (1994), e é da forma
Fp = qSresiCai(M), (2.49)

onde ¢ € a pressdo dindmica da Equagéo (2.32), S,.r,; € a area de referéncia do i-€simo
estagio e C4;(M) é o coeficiente da forca aerodindmica axial do i-ésimo estagio.

A Equacao (2.49) € uma forma simplificada, que nao considera o angulo de ataque
a,, €ssa simplificacao é justificada pois angulo de ataque costuma ser mantido pequeno
pelo sistema de controle do foguete. Isto é feito para evitar carregamentos laterais, para os
quais a estrutura do foguete costuma ser mais fragil (SILVA, 1994).

A area de referéncia ¢ € tomada como sendo a area da sec¢ao transversal circular do
estagio ¢, uma constante no estagio. O coeficiente da forca aerodinamica axial C's ;(M),
diferentemente, é funcdo do numero de Mach.

Observa-se também que a forca aerodinamica axial depende somente da area de
secao transversal, aparentemente desconsiderando o arrasto de superficie. Contudo, este
nao 0 caso, pois cada estagio possui seu proprio coeficiente de arrasto, que leva em con-
sideracao os arrastos de superficie, ndo sendo necessario que o0 modelo dependa direta-
mente da area molhada, como € comum.

2.5.2.1 Coeficiente Aerodindmico Axial

O coeficiente aerodinamico foi extraido de Silva (1994), a Tabela 2.1 apresenta o
coeficiente aerodin@mico axial do primeiro e segundo estagio para cada numero de Mach.

0Como ficara claro na subsecéo 2.5.3, uma vez que o angulo é nulo a forca normal também o é.
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Tabela 2.1 — Coeficiente aerodindmico axial.

M Cai Cap
0,00 1,90 0,95
0,50 1,90 0,95
0,70 2,04 0,95
0,90 3,07 0,95
1,10 4,77 0,95
1,50 4,55 0,95
2,00 3,79 0,95
2,50 3,24 0,82
3,00 2,69 0,74
3,50 245 0,69
4,00 2,20 0,63
450 2,20 0,60
5,00 2,20 0,60

Como se deseja uma funcédo analitica para o coeficiente aerodindmico de cada
estagio, os pontos foram inseridos em uma matriz no MATLAB e interpolados, através da
funcao interp1 com o método pchip’, para 501 pontos. O Grafico 2.1 apresenta os pontos
(M,Cy41), da Tabela 2.1, em circulos vermelhos e os pontos interpolados em preto.

Para encontrar a fungao analitica utilizou-se a fun¢ao FindFit, do Mathematica, com
as opgbes Method — NMinimize e Maxlterations — 20000. A fungado FindFit encontra
os coeficientes ¢; de uma fungdo modelo qualquer, no caso C4(M), da Equagéo (2.50),
através de métodos Nelder-Mead (Wolfram Alpha, 2020).

1 1
Ca(M) = —
A( ) Co + C1 (ecg—ch +1 604—C5M + 1) (2 50)
1 1 '
+CG 667—68M + 1 B 609—010]\/[ _|_ 1
Os coeficientes ¢; encontrados, para+ = 1,2, ..., 10, sdo aqueles que minimizam a

distancia entre os pontos fornecidos, em preto no Grafico 2.1, e a fungéo.
A funcao (2.51) apresenta a fungao encontrada e o Grafico 2.2 apresenta a fungéo
e 0s pontos.

1 1
Ca1(M) = 2,1469 — 0, 129858 ( )

12,4986 M —4,27165 +1 €32,6071—6,37516 M +1

(2.51)

1 1
—3,34923 <61370486M_12,0308 +1  el6902M—343658 | 1)
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Gréfico 2.1 — Pontos da Tabela 2.1 e pontos interpolados, para o primeiro estagio.
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Fonte: Proprio Autor.

No Grafico 2.2, os pontos de entrada, utilizados na FindFit, aparecem em pontos
pretos enquanto que a fungédo C4 1 (M), da Equagéo (2.51), aparece na cor vermelha.

O mesmo processo foi efetuado para o coeficiente aerodinamico axial do segundo
estagio C'4 »(M), o Gréfico 2.3 apresenta os pontos (M, C42), da Tabela 2.1, em circulos
vermelhos e os pontos interpolados em preto.

A fungcdo modelo utilizada €, novamente, a da Equacao (2.50). A fungao (2.52)
apresenta a funcao encontrada e o Grafico 2.4 apresenta a funcéo e os pontos.

1 1
Ca2(M) = 0,946429 — 0, 335705 ( )

6,94463—1,88501M | |  12,2643—6,08152M | |

(2.52)

1 1
—0,506117 (60,821881M5,09511 +1  e»20104M—11,1885 1)

No Gréfico 2.4, os pontos de entrada, utilizados na FindFit, aparecem em pontos
pretos enquanto que a funcéo C4 »(M ), da Equagdo (2.52), aparece na cor vermelha.

Como visto nos Gréficos 2.2 e 2.4 as fungdes analiticas encontradas C4 (M) e
Ca2(M) mostram boa concordancia com os respectivos pontos interpolados.



Gréfico 2.2 — Fungdo C4 (M), da Equagéo (2.51), e pontos de entrada.
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Fonte: Proprio Autor.

Grafico 2.3 — Pontos da Tabela 2.1 e pontos interpolados, para o segundo estagio.
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Grafico 2.4 — Fungdo C4 2(M), da Equagéo (2.52), e pontos de entrada.
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2.5.3 Forca Aerodinamica Normal

O modelo da forga aerodinamica normal Fy € adaptada de Silva (1994), e é da
forma
FN = quef,iCN,i(M)aau (253)

onde Cy (M) é o coeficiente da for¢ca aerodindmica normal do i-ésimo estagio e «, € 0
angulo de ataque.

Novamente o coeficiente da forca aerodindmica axial C4 ;()M) é fungdo do nimero
de Mach .

2.5.3.1 Coeficiente Aerodindmico Normal

Assim como o coeficiente aerodindmico axial o coeficiente aerodindmico normal foi
extraido de Silva (1994). A Tabela 2.2 apresenta os coeficientes para o primeiro e segundo
estagio.

Tabela 2.2 — Coeficiente aerodinamico normal.

M Cna Cna2

0 26,7000 3,1500
0,5000 26,7000 3,1500
0,7000 26,1800 3,1700
0,9000 28,6000 3,0100
1,1000 26,6400 4,2500
1,5000 27,4000 4,8600
2,0000 26,5900 4,7800
2,5000 25,0400 4,6800
3,0000 24,3800 4,7100
3,5000 22,9200 4,7400
4,0000 21,4500 4,6400
4,5000 21,4500 4,5300
5,0000 21,4500 4,5300

E necessario, como anteriormente, realizar uma interpolacdo dos pontos da Tabela
2.2, isso foi feito da mesma forma que para o caso dos coeficientes axiais. A funcdo modelo
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utilizada é
MO 4+ o M7 + cs M8 + ¢y, M3 + cs M* + cg M
CN<M) = ¢p + 1 2 3 4 5 6 +
e+l 2.54
Co 1 1 ( | )
ecro—cu1M +1 + 12 ec13—c1aM +1 o ec1s—c1e M +1 ’
e a funcdo encontrada, para o primeiro estagio, apds o uso do FindFit é
c M) — 1 1
NJ( ) = 21,4083 — 3,21668 3:488M+0,716071 1 |  £4,07053M —8,80879 +1 +

—715,63M8 + 1134,45M7 + 295, 775M6 — 1385, 45M° + 831, 049M* — 160, 278 M3
1683360 15,1732 | | ™

3,04637
65,41168M718,8202 + 1 !

(2.55)

O Gréfico 2.5 apresenta os pontos (M, Cy 1), da Tabela 2.2, em circulos vermelhos,
0s pontos interpolados em preto e a funcéo (2.55) azul. Nele pode-se observar que entre,
aproximadamente, Mach 0 e 0,5 hd uma pequena diferenca entre a fungao encontrada e
os pontos interpolados. Contudo, como a diferenca € bastante pequena, espera-se que
isto ndo agregue erros significativos no resultado final.

Grafico 2.5 — Fungdo Cy 1 (M), da Equagéo (2.55), pontos interpolados e pontos (A, C ).
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Para o segundo estagio a funcao modelo utilizada € a (2.54), e, apdés o0 uso do
FindFit, a funcdo encontrada é

1 1
Cna2(M) = 3,33503 — 0, 196837 ( )
(&

30,087AM—17,5606 4 |  23,362M+14,8896 | |

5,49298 M8 — 34,3906 M + 75,9354M° — 65, 8781 M° + 18,0432M* — 0, 195489 M3
3,TT482M—2,59018 | | +
1,13384
30,9662—30,4709M |

(2.56)

O Gréfico 2.6 apresenta os pontos (M, Cy 2), da Tabela 2.2, em circulos vermelhos,
os pontos interpolados em preto e a func¢ao (2.56) azul.

Gréfico 2.6 — Fungao Cy (M), da Equacéao (2.56), pontos interpolados e pontos (M, C2).

5

4.8

4.6

4.4

4.2

4

Cnpe

3.8

3.6

3.4

Fonte: Proprio Autor.

Como visto nos Gréficos 2.5 e 2.6 as fungdes analiticas encontradas Cx (M) e
Cn2(M) mostram razoavel concordancia com os respectivos pontos interpolados, sendo
visualmente menos precisas que as do coeficiente aerodindmico axial, ainda assim, a di-
vergéncia entre os pontos interpolados e as fungcbes encontradas é pequena.
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2.6 MODELO PROPULSIVO

O modelo propulsivo utilizado neste trabalho é bastante simples, considera-se que
tanto a taxa de variagdo massica i quanto a velocidade de exaustdo dos gases no va-
cuo Cy sao constantes. A Tabela 2.3, extraida de Silva (1994), apresenta a massa de
propelente Mp, a constante C'y, e o tempo de queima ¢ de cada estagio.

Tabela 2.3 — Massa de propelente, tempo de queima e forga propulsiva de cada estagio.

Estagio Mp (kg) tg (s) Cv (m-s71)

1° 28888 63 2550
2° 7184 62 2716
3° 4452 58 2696

A forga de tracao do i-ésimo estagio é dada, de acordo com Silva (1994), por
T; = Cyrv — AgPa(h), (2.57)

onde As é a area de saida da tubeira e P4(h) é a pressdo atmosférica na altitude .
Como o segundo termo do lado direito da Equacao (2.57) costuma ser pequeno
somente o primeiro é considerado, assim

T, = Cyrin. (2.58)

Como visto na subsecao 2.4.2, a taxa de variacdo massica € dada por uma cons-
tante k;, esta pode ser calculada por
Mp,
fy = =2 (2.59)
tQ,
onde o subindice : novamente indica o estagio.

2.7 MODELO PARA VELOCIDADE DO SOM

Como visto na segao 2.5, os coeficientes aerodindmicos sao fungdes do niumero de
Mach. O numero de Mach é simplesmente uma relagdo entre a velocidade em relagao ao
ar V,. e a velocidade do som Vj, assim, utilizando o resultado da Equacao (2.41),

M= (2.60)

A velocidade do som depende de alguns parametros termodinamicos, que, por sua
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vez, dependem direta ou indiretamente da altitude h, assim, é mais simples escrever a
velocidade do som como fungao direta da altitude, Silva (1994) apresenta tal funcdo como
uma simples relagao polinomial, da forma

6
Vi(h) =Y Al (2.61)
=0

onde h é dado em km.

E importante notar que a Equacéo (2.61) é similar aquelas dos coeficientes aero-
dindmicos, ou seja, além de ser apenas uma aproximagao também nao necessariamente
possui sentido fisico, uma vez que as constantes sdo encontradas através de um processo
de otimizag&o ou de um ajuste polinomial.

Na Equacao (2.61) as constantes A; séo:

Ap=340m - s~

Ay = —7,59813873 km™' -m - s7h;

Ay =4,41739218 - 107 km ™2 -m - s71;
Ay =—1,12391220- 102 km ™2 -m - s~}
Ay =1,70917283 - 10 * km™ -m - s,
As = —1,59888891 - 10 ¢ km ™ -m - s
Ag = 6,51961005- 102 km ¢ .- m - s L

O Gréfico 2.7 mostra como a Velocidade do som varia com a altitude segundo a
Equacao (2.61).

A Equagédo (2.61) e o Gréfico 2.7 s6 séo validos até 90 km, contudo este mesmo
modelo é utilizado para todas as altitudes, isso se justifica pelo fato de que a velocidade
do som é utilizada para calcular o nimero de Mach, que, por sua vez, é utilizado para
determinar os coeficientes aerodinamicos. Estes, por sua vez, sdo utilizados para calcular
as forcas aerodinamicas, que dependem da densidade atmosférica, assim, como a densi-
dade atmosférica é praticamente nula acima de 90 km, utilizar este modelo para todas as
altitudes propicia uma grande simplificagdo ao problema'’.

"Poderia-se utilizar um modelo descontinuo para a velocidade do som, isso, contudo, exigiria que se
inserisse uma nova fase no ponto em que a altitude passa pelos 90 km, o que tornaria o problema significa-
tivamente mais complexo.
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Gréfico 2.7 — Modelo para a velocidade do som da Equacao (2.61).
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Fonte: Proprio Autor.

2.8 MODELO ATMOSFERICO

Como visto na secao 2.5, a pressao dinamica é funcao da densidade atmosférica
p, este, por sua vez, é funcdo da altitude ~. O modelo atmosférico descreve a variagéo de
p com a altitude h, é adaptado de Silva (1994) e apresentado na Equagéo (2.62)

¢(h) = ki exp(—(ksh + ksh® + ksh® + keh™));

(2.62)
p(h) = poexp(—(k1 + kah — ¢(h))),

onde h é dado em km.
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Na Equacgao (2.62) as constantes k; e py sao:

po=1,225kg-m™3;

ky = 1,02280550;

ko = 1,21226930 - 107" km ™!
ks = —3,48643241 - 1072 km™;
ks = 3,50991865 - 1072 km~2;
ks = —8,33000533 - 107° km~3;
ke = 1,15219733 - 107 km 2.

O Grafico 2.8 mostra como a densidade varia com a altitude.
Gréfico 2.8 — Modelo para a atmosfera da Equacao (2.62).
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2.9 MODELO GRAVITACIONAL

O modelo gravitacional utilizado considera que a terra € uma esfera com sua massa
distribuida de forma homogénea. Assim a aceleragao gravitacional é

1 (2.63)
T

onde . é 0 parametro gravitacional padrédo, dado por
= GM, =3,986012 x 10", (2.64)

onde G é a constante gravitacional e M, é a massa da terra.

Este é um modelo gravitacional bastante simplificado e desconsidera fatores que
podem ser relevantes, como o achatamento dos polos e a ndo homogeneidade da distri-
buicdo de massa da terra. A simplicidade da equacéo (2.63) é, contudo, muito Gtil para o
desenvolvimento da equacgdes de controle 6timo e € por isso adotada.

2.10 MASSAS DOS ESTAGIOS

Todos os dados de massa foram extraidos do VLS apresentado em Silva (1994),
onde a massa estrutural do primeiro estagio € de 5922 kg, a massa estrutural do segundo
estagio é de 1664 kg e a massa do terceiro estagio € de 1219 kg.

A massa da carga paga em si ndo é diretamente considerada, considera-se que o
terceiro estagio carrega 5714 kg onde esta incluso a carga paga e a massa de propelente.
Assim, a massa nao gasta para que o veiculo atinja a condi¢édo final € a massa da carga
paga.

Uma vez que deseja-se colocar a maior carga paga em Orbita, todo peso econo-
mizado em combustivel no terceiro estagio pode ser convertido em peso de carga paga.
Definir a massa do terceiro estagio como feito acima faz com que isso seja feito de maneira
automatica e permite que o processo de otimizagcao encontre a massa de propelente do
terceiro estagio e a massa de carga paga simultaneamente.



3 CONTROLE OTIMO

O controle de sistemas dindmicos € parte essencial de uma vasta gama de produtos
de engenharia, estando presente em carros, avides, espagonaves € nos mais diversos
sistemas de producao industrial.

Seja a planta de interesse dada por

ds:f(m(t)vu(t)at)v (3.1)

o problema de controlar a planta (3.1) é o de encontrar o controle u(t) que faz com que os
estados z(t) apresentem um comportamento desejado.

A expressdo comportamento desejado é bastante abrangente, no controle classico
esse comportamento costuma ser aquele que faz com que algum estado da planta siga
uma determinada referéncia, considerando ou nédo caracteristicas de regime transitério e
permanente. Em controle étimo, porém, o comportamento desejado é aquele que minimiza
um indice de desempenho que depende dos estados, controles e do tempo. O problema de
controle 6timo é, portanto, encontrar a fungéo u(t) que minimiza um indice de desempenho
J(x(t),u(t),t).

Note que o indice de desempenho €, na verdade, um funcional. Funcionais sao
analogos a fungdes, enquanto que uma fungdo é uma regra que relaciona um conjunto
de numeros reais A a elementos de um outro conjunto B de nimeros reais, um funcional
relaciona funcées de um conjunto C' do espacgo de fungdes a elementos do conjunto B.
Extremar funcionais € um problema que pertence ao ramo da matematica conhecido como
calculo variacional, uma generalizagdo do calculo de fungdes.

A Equacéo (3.1) apresenta apenas uma funcao f, que define a taxa de variagédo
continua dos estados ao longo de todo o intervalo de tempo. Diz-se que esta Equacgao
€ de uma fase. Contudo, como visto anteriormente, o problema resolvido neste trabalho
trata de um veiculo langador que além de ser definido por diversas fungbes f apresenta
descontinuidades nos estados (a descontinuidade da massa na troca de estagios). Diz-se
que este problema é de multiplas fases.

Varias referéncias apresentam a formulacdo completa para o problema de controle
6timo de uma fase, em Kirk (2004) a deducao das condigdes necessarias e suficientes é
apresentada com uma maior atencao ao calculo variacional. Em Bryson e Ho (1975) e
Lewis, Vrabie e Syrmos (2012) a formulagdo também é apresentada, porém, com menos
énfase no calculo variacional. Ainda, o ultimo, apresenta uma deducao bastante clara e
direta para o problema de uma fase, porém, ndo apresenta a formulacdo do problema
de multiplas fases, que é encontrada apenas em Bryson e Ho (1975). Assim, de modo
a fornecer uma formulacao clara, objetiva e inteligivel, a abordagem utilizada em Lewis,
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Vrabie e Syrmos (2012) sera seguida em ambas formulagdes.
O presente capitulo esta divido em duas sec¢des, a primeira apresenta a formulagcao
das condi¢des necessarias e suficientes para o problema de uma fase, ou seja, quando a
planta é dada pela equacgao
& = fO(x(t),u(t), 1), (3.2)

com ¢ = 1. Nessa secdo as principais ferramentas e ideias necessarias para a formu-
lacdo sao apresentadas e o problema de controle 6timo € transformado em um PVCDP
(Problema de Valor de Contorno em Dois Pontos).

Na segunda secao o problema é estendido para o caso de N fases, assim a Equa-
cao (3.2) possuii = 1,2,--- | N, e o problema é transformado em um PVCMP (Problema
de Valor de Contorno em Multiplos Pontos). Isso se faz necessario devido ao fato de que
um veiculo langador de satélites € dividido em estagios, com cada estagio possuindo ca-
racteristicas Unicas, como diferentes forcas de tracao e taxas de consumo de combustivel.
Ainda, o desprendimento dos estagios € modelado como um ejecao instantanea de massa,
ou seja, uma variagao descontinua em um estado. Todas essas caracteristicas sao natu-
ralmente modeladas dividindo cada estagio em uma fase do PVCMP.

3.1 PROBLEMA DE CONTROLE OTIMO DE UMA FASE

Considerando o problema de uma fase, a planta de interesse, como anteriormente
definido, é

z = f(.’l:(t),’ll,(t),t), (3.3)

onde z(t) = [x1(t), --+, z,(t)]F e u(t) = [us(t), ---, u,(t)]’. Deseja-se encontrar os
controles u*(t) que minimizam o seguinte indice de desempenho

J(x(t),u(t),t) = o(x(T),T) +/ L(z(t),u(t),t)dt, (3.4)

onde T corresponde ao tempo final e ¢(x(7"),T") € uma funcdo escalar que depende do
estado e tempo finais. Ainda, u*(t) deve ser escolhido de modo que a restricdo do estado
final ¢ seja satisfeita. Esta ultima tem a seguinte forma

Y(x(T),T) =0, (3.5)

com(z(T),T) = [g1(z(T),T), g2(x(T), T), -+, go(x(T), T)]" onde g; € uma fungao dos
estados e tempo.

Assim, o objetivo € minimizar o indice de desempenho, de modo que os estados
respeitem as restricdes dinamicas (3.3) e de estado final (3.5). Ver a dindmica como uma
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restricdo permite criar um indice de desempenho aumentado J,, onde as restricbes sao
adicionadas ao indice de desempenho com multiplicadores de Lagrange, deste modo, de
acordo com a teoria de Lagrange, o minimo de J, € o minimo de J que respeita as condi-
¢cOes das Equacdes (3.3) e (3.5).

O indice de desempenho aumentado €&, portanto

Ja((t),u(t), A(t),v,t) = ¢(=(T),T) +v'9(2(T),T)+

| [0+ X @) () ult).0) - )] .

to

(3.6)

onde A(t) = [Mi(t), Xa(t), -+, \M(®)]" ev = [11, 1o, -, 1|7, nota-se que A(t) é uma
funcao vetorial dependente do tempo, isso se da pois a restricdo dinamica precisa ser
satisfeita em todos os instantes de tempo.

E atil definir a fungdo Hamiltoniana como

substituindo a Equacéo (3.7) em (3.6), obtém-se
Ja(@(t),u(t), A(t),v,1) = ¢(x(T),T) + v P(z(T),T)+

/ [H(z(t),u(t),A(t),t) — AT (t)&)] dt.

to

(3.8)

O extremo de uma fungao é ponto onde incrementos infinitesimais em suas varia-
veis reais causam um incremento nulo na funcdo, sendo uma condi¢cdo necessaria (mas
nao suficiente) para um ponto de minimo, de forma analoga, o extremo de um funcional
€ o ponto onde incrementos infinitesimais em suas variaveis funcionais causam uma in-
cremento nulo no funcional, sendo, da mesma forma, uma condicdo necessdria para um
ponto de minimo.

O incremento de um funcional J € definido como

AJ = J(z(t) + 6z(t)) — J(z(t)), (3.9)

onde éx(t) € uma fungéo préoxima a z(t). O incremento AJ tem a seguinte aproximagao

linear (NAIDU, 2002)
5 @)
ox(t)

deste modo, para um dz suficientemente pequeno, 6.J = AJ e, para um extremo, é neces-

5z (t), (3.10)

sario apenas que 6J = 0.
Assim, podem-se encontrar condicdes necessarias para um minimo da Equacao
(3.8) encontrando seu variacional §.J, e o igualando a zero. Entretanto, deve-se tomar certo
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cuidado ao considerar incrementos de funcionais, enquanto que em fungdes a variagao
infinitesimal € um pequeno numero real somado a variavel real, em funcionais a variacao
infinitesimal € uma pequena fungdo somada a variavel funcional (também funcéo), o que
traz implicagdes que ficarao claras no decorrer do texto.

De modo a proporcionar uma maior legibilidade, para a derivacéo do variacional e,
por consequéncia, das condi¢cdes necessarias de otimalidade, as fun¢des e funcionais nao
estardo acompanhados de seus argumentos, assim, por exemplo, a funcdo Hamiltoniana
H(z(t),u(t),\(t),t) sera, simplesmente, H. Deste modo, o primeiro variacional fica

= (¢n +9IV)" dly + (¢ +9TV) dt|y + $7 | dv + (H — A7) dt|, —

T
(H—X'z) dt|, + / [H;F(Sx — X6k + H du + (Hy — )" 5)\} dt,

to

(3.11)

onde f, é o gradiente de f(x) com respeito a z, ou seja, f, = Jf(z)/0x. Na Equagdo
(3.11) a regra de Leibniz foi utilizada, esta, para um funcional J(z(t)) = ftfh(x(t),t)dt, é

da forma

5.J(z) = h(x(t), t)dt|r — h(@(t), t)dt], + / ' KT (2(t), t)ozdt, (3.12)

to

Pode-se simplificar a Equacgao (3.11) integrando por partes o termo —A\”d3 da se-

T
—/ Mézdt = — ( )\T&z / /\T5mdt)
to

= —\'oz|r + Aozl —I—/ A szdt.

to

guinte forma
(3.13)

O resultado da Equacéo (3.13) pode ser ainda simplificado. O variacional )z avali-
ado em 7', pode ser reescrito como uma resultante dos diferencias do tempo 7' e do estado
no tempo 7', como segue':

ox|r = dx|r — zdt|r, (3.14)

de forma andloga, a relagédo para o variacional no tempo t, também é valida.
Substituindo o resultado da Equacao (3.14) em (3.13), obtém-se

T T
— / Mozdt = —Ndx|p + X xdt|p + AN dx|,, — AN &dt|,, + / M oxdt. (3.15)
to

Substituindo o resultado da Equacéo (3.15) em (3.11) e reagrupando para os diferenciais,

"Para uma explicacdo mais aprofundada recomenda-se a referéncia Bryson e Ho (1975, pg. 72)



48

obtém-se

5]{1 - (¢m +'¢£V — A)T dx|T + (¢t +1/)?V + H — )\T.’I: + ATm) dt|T -+
', dv — (H — XN'& + X&) di|, + N dz|,,+ (3.16)

T AT
/ {(H,;I—)\) ox + HI bu + (Hy — )" 6| dt.
to

Para os problemas estudados nesse trabalho tanto o tempo inicial ¢, quanto o es-
tado inicial z|;, sdo conhecidos, suas variagdes sdo, portanto, nulas. Ainda, as variagbes
em dv e )\ apenas reafirmam a necessidade de se satisfazer as restricdes de estado final
e dinamicas, respectivamente. Assim, simplificando a Equacgéao (3.16), obtém-se

0o = (90 + 3w —N)" daly+ (6 +9]v + H) dtl, +

/T {(Hx +)}>T5x + H{éu] dt.
to

Novamente, para um extremo de J, é necessario que variagdes independentes

(3.17)

quaisquer em seus argumentos resultem em uma variagdo nula do funcional. Para isso,
de forma geral?, os termos que multiplicam os variacionais da Equagéao (3.17) devem ser
sempre nulos. As condi¢des para um extremo s&o, portanto

(¢ +%2v = A) |7 = 0;
(¢¢ +ojv+H)|r = 0;
A= —H,, telty,T);
H, =0, tE€l[ty,T].

(3.18)

A Equacao (8.18) apresenta apenas condicdes para um extremo de J,, ou seja,
essas sao apenas condi¢cdes necessarias para um minimo (ou maximo). Nela, as duas pri-
meiras equacgdes sao conhecidas como condicoes de transversalidade, a terceira como
equacao dos coestados e a quarta como condicao de estacionariedade.

Condicbes necessarias adicionais para um minimo podem ser encontradas consi-
derando a segunda variagcao de J,, ou seja, a aproximagao de segunda ordem de A/J,
onde é necessario impor que §%.J, > 0, resultando no principio do minimo de Pontrya-
gin. A obtengéo desse resultado ndo é demonstrada neste trabalho, mas, em suma, €
necessario que, ao longo de toda trajetéria, o controle minimize a Hamiltoniana (BRYSON;

HO, 1975), ou seja, além de ser necessario que H, = 0 é necessario que

Huy > 0. (3.19)

2Para os problemas tratados no trabalho, dz|r e dt|r sdo independentes, mas este ndo é sempre o caso,
para um maior aprofundamento nestas discussées recomenda-se a referéncia Lewis, Vrabie e Syrmos (2012,

pg. 214).
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Voltando a Equacao 3.18, é interessante relembrar que a condi¢cao de estacionarie-
dade H, €, em geral, funcao dos estados, coestados, controles e tempo, assim, é desejavel
encontrar uma relagdo para os controles da forma u(z(t), A(¢),t). Infelizmente isso nem
sempre € possivel e, em geral, o problema de encontrar o zero em questédo deve ser resol-
vido por um método numérico que, além de tudo, precisa encontrar o zero que satisfaca a
Equacao (3.19).

Uma importante propriedade pode ser encontrada diferenciando a Hamiltoniana, da
Equacao (3.7), com relagao ao tempo

H=H,+ H &+ Hl'u+ HEA, (3.20)
Como HY = f e & = f pode-se reescrever a Equagéo (3.20) como

H=H,+H'a+ (HF + \)f, (3.21)

por fim, utilizando as condi¢des da Equacao (3.18), ou seja, utilizando as condigdes para
uma trajetéria 6tima
H = H,. (3.22)

Se a dindmica f e a fungéo L nao forem fungbes do tempo, ou seja, se o problema
for o de um sistema invariante no tempo, a Hamiltoniana nao é funcao explicita do tempo
e a Equacéo (3.22) fica

I =0. (3.23)

A dindmica da planta, junto das condi¢cdes necessarias das Equacgdes (3.18) e (3.19)
formam, como anteriormente comentado, um PVCDP. Para resolve-lo pode-se criar um sis-
tema aumentado com a dindmica da planta e dos coestados (terceira Equagéo em (3.18)),

assim '
X = H - [ fa®)um.n - (3.24)
A —Hy(2(t),u(t), A(t),t)

Para o sistema aumentado da Equagéao (3.24) a primeira Equagédo em (3.18) for-
nece valores que os coestados A devem possuir no tempo final 7', nela os multiplicadores
de Lagrange v devem ser escolhidos de modo que a Equacao (3.5) seja satisfeita. Esta
afirmacgéo pode causar estranhamento, uma vez que a Equacao (3.5) ndo depende de v,
ela deve ser interpretada da seguinte forma: fosse o problema resolvido com multiplica-
dores v quaisquer, a Equacéao (3.18) nao seria satisfeita uma vez que os estados finais
seriam, também, quaisquer. Essas condigcbes de contorno, quando em conjunto das n
condigdes iniciais, apesar de definidas em tempos distintos, definem todos os estados do
sistema aumentado. Ainda, a segunda Equacao em (3.18) fornece o valor da Hamiltoniana
no tempo final, essa condi¢do permite que o tempo final seja livre, ou seja, uma variavel
escolhida de forma a minimizar o indice de desempenho.
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Deve-se observar que como u(z(t), A(t), t) ndo é fungéo Unica dos estados e tempo,
o controle obtido é, em geral, de malha aberta. Contudo, existem situagcdes onde pode-
se escrever os coestados como fungcao dos estados, resultando em um controle étimo
em malha fechada, esse € o caso do regulador linear quadratico (LQR, do inglés, Linear
Quadratic Regulator), onde o sistema considerado € linear e o indice de desempenho é
quadratico nos controles e estados®.

As condi¢des encontradas nesta se¢ao tratam apenas do problema em que os es-
tados e controles ndo possuem restricdes, pois assim também é o problema resolvido no
trabalho, contudo, em aplicacdes praticas reais, restricbes nos estados e controles sao
necessarias, essas podem ser encontradas com detalhes em Bryson e Ho (1975).

3.2 PROBLEMA DE CONTROLE OTIMO DE MULTIPLAS FASES

A presente deducao segue as ideias apresentadas em Bryson e Ho (1975), contudo,
utilizando o formalismo e a linha de raciocinio apresentada em Lewis, Vrabie e Syrmos
(2012) e utilizada ao longo deste trabalho. Seja um sistema de N fases caracterizado pelo
conjunto de equacgdes

&= fOx(t),u(t),t), (3.25)

onde z(t) = [z1(t), -+, 2,()]T e u(t) = [ui(t), -, um(t)]?. Afuncéo fO(z(t),u(t),t)
da equacéo (3.25) é valida no intervalo de tempo

onde t; é o tempo da i-ésima interface e com ¢ = 1,2,--- | N. Seja z(¢;-) o estado no
instante anterior ao tempo ¢; e z(¢;+) 0 estado no instante posterior ao tempo ¢;, deseja-se
encontrar os controles u*(¢) que minimizam o seguinte indice de desempenho

J(@(t),u(t), t) = (@ (to-), &(to+), -+, 2(tn-),2(ty+), Lo, -+ ,tn)+
i/ti— L(i)(m@)vu(t),t)dt, (3.27)

i=1 t(¢71)+

onde ¢ é uma fungdo escalar dos estados e tempos de interface. Novamente, u*(t) deve
ser escolhido de modo que a restricdo de estado na j-ésima interface ¥) seja satisfeita.

3Mais a respeito em Lewis, Vrabie e Syrmos (2012)
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Tendo estas a seguinte forma

f1($(t0—),x(t0+),"' ,iL'(th),(L'(tNJr),to,"' ,tN)
B0 — fa(z(to-), z(to+), - - ,m(.th),m(tNﬁ,to,--- JEN) 0 (3.28)
fp(x<t0*)’x(t0+)7"' 7x(tN*)7z(tN+)vth"' 7tN)

comj=0,1,--- N efungdes f quaisquer.

De modo analogo a secao anterior, adiciona-se ao indice de desempenho, com
multiplicadores de Lagrange A(t) = [A1(t), Aa(t), -+, \(D)]T evV) = [y, 1o, -, )7,
as restricdes dindmicas e de interfaces. Assim, obtém-se o J,, indice de desempenho
aumentado, da forma

Jo= b+ ZW)T + Z / (LD + AT(fO — &)] dt, (3.29)
b+
onde, como anteriormente, os argumentos das fungdes foram omitidos.
E conveniente definir as fungdes Hamiltonianas como

HO = LO L \T 0, (3.30)

que, quando substituidas na Equacao (3.29), ficam

J, = Z )" gp0) +Z / [H® - \T%] dt. (3.31)
Jj= b+
Novamente, podem-se encontrar condi¢des necessdrias para um minimo garan-

tindo que variagdes infinitesimais quaisquer nas fungdes do funcional gerem variagao nula
no mesmo. A primeira variagao é, portanto

Mz

6da =" [

t + ¢z(ti,)d37|tr + ¢z(ti+)dm‘ti+] +
0

.
|

WE

(i 0T )T
[ DOt + ), pOdal, -+l pVdal,, + 0 dv]
0

.
|

(3.32)

hE

[(H(i) _ /\Td.':) dt|tr N (H(i) o /\Tj;) dt|t(i_1>+] +
1

~.
Il

Mz

- T T . T
/ [Hm@ oz — N'6& + HO" du + (H@ - a,-) 5,\] dt

1 (i—1)+

7

Integrar o termo —AT0z da Equacgéo (3.32) por partes simplifica a mesma, permi-
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tindo remover a variagdo em dx, assim

N

f: / - N sadt =Y [(—,\Tax)

t(i—1)+ i=1

t ti7 . T
T / X dzdt| . (3.33)

bt
=y Li-n+

Similarmente ao caso de uma fase, pode-se utilizar o resultado da Equagao (3.14)
para simplificar o primeiro termo no resultado da Equacao (3.33), dessa forma, para este
termo, obtém-se

- (3.34)
= { (AT (dz — &dt)] |, — [-AT (da — ddt)] |t(H>+} ,

=1

substituindo o resultado da Equacgéo (3.34) em (3.33) e, apéds, substituindo na Equagao
(3.32), obtém-se

N
0Jo =Y [¢ndt

=0

t + ¢m(tr)dm|ti, + ¢z(ti+)dx|ti+] +
ORGC DENIN( DR 0T
S|l vt + 4w Odal 9, pOdal,, ) dv| +

N
Z (HD = X" + A"¢) dt], — (HD — A"& + \"%) dt|t(i_1)+} + (3.35)

(]

—Xldz|, + /\Tda:\t(i_l)+] +
=1
N opti- T . T

1 [(HS) + ,’\) oz + HO su + (Hf) - :1:) 5,\] dt.
i=1 Y1)+

Como no problema anterior, para encontrar as condicdes necessarias para um mi-
nimo de J,, basta reagrupar os termos da Equacéao (3.35) em seus variacionais. Para
isso, existem alguns detalhes a serem observados: o terceiro somatério pode ser reescrito
como "I [(H?) dt|,  — (HY)dt|, ] se as duas novas hamiltonianas forem defini-
das como H® = HN+1 = 0; 0 quarto somatério pode ser reescrito como Zf\il —/\Tdm|ti, +
St ATdz|, . sem nenhuma perda; por fim, os estados z(ty-) e z(ty+) ndo existem. Uti-
lizando esses resultados, cancelando as variagbes em dv e JA que, como anteriormente,
apenas reafirmam as condicdes de equalidade, a Equacéao (3.35) pode ser simplificada
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para

N
5= |

0

DTG

i+ HY t—

— H#D \t+] dt+

<.
I

M =

N-1
)T i )T i
|:¢x(t _ 1/);()tr)l/() - ’\T} dx’ti— + Z |:¢-73(t¢+) + 1/)5:()151_”1/() AT dx’ti++
=0

O N\T o
/ { HY + A) oz + HY 5’4 dt.
t —1)+

1

-
Il

M

(3.36)

De forma a gerar 4.J, nulo para quaisquer variacionais, os termos que multiplicam
0s mesmos devem ser nulos, gerando as seguintes condigdes necessarias

+1/)t y(l +H(i)‘ti_ —H(Hl)’tﬁ =0; i=0,---,N;
M- = o e +1/)S();)u(i)|tr; i=1,---,N;

N = —0au )l — 98 s =0, N =13 (3.37)
A= —Ha(f); 1=1,---,N;
H) =0, i=1,---,N;

ainda, a condicao necessaéria (3.19) e as outras propriedades exploradas na sec¢ao anterior
também se aplicam para este caso.

As condicdes das Equacdes (3.37) e (3.19) junto da dinamica da planta (3.25) for-
mam um PVCMP. Novamente, para resolvé-lo, pode-se criar um sistema aumentado com
a dindmica da planta e dos coestados, assim

: i (4)
x-[f] -] soeowon T 5.38)
AT [ @, u A0,

Para o sistema aumentado da Equacao (3.38) a segunda e terceira Equacdes em
(3.37) fornecem condic¢des para os coestados A nos instante anterior e posterior as inter-
face, ainda, os multiplicadores de Lagrange v") devem ser escolhidos de modo a satisfa-
zer a Equagéao (3.28). A primeira Equagao em (3.37) fornece o valor da Hamiltoniana nos
tempos de interface, permitindo que os mesmos sejam livres para minimizar o indice de
desempenho.



4 METODOS PARA SOLUCAO NUMERICA DE PROBLEMAS DE VALOR DE CON-
TORNO EM MULTIPLOS PONTOS

Como visto, o calculo variacional, aplicado ao problema de minimizar um indice de
desempenho enquanto sujeito as restricdes dinamicas e finais, produz os problemas de
valor de contorno (PVC) das Equagdes (3.24) e (3.38), e tem a seguinte forma

hj(-’”(to—)ax(to+>a"‘ Z(ty-),x(tn+),p)

parat = 1,2,..., N, com N sendo o niumero de fases, p um vetor de parametros desco-
nhecidos da formap = [py, ..., p. %, 2(t) = [21(t), ..., 2,(t)]T. Com o nimero de estados
sendo n, 0 numero de fases igual a N e o numero de parametros desconhecidos igual a r,
g possui, para PVCs oriundos de problemas de controle étimo, dimensédo j = n/N + r.

O vetor de pardmetros desconhecidos p é composto pela concatenacao das primei-
ras trés linhas da Equacao (3.38) para o caso de multiplas fases e da concatenacao das
primeiras duas linhas da Equacéo (3.18) para o caso de uma fase.

Ressalta-se ainda que os métodos para solugdo numérica de PVCs tém x como
um vetor genérico, diferente do que é tratado aqui, onde o vetor x é, na verdade, o vetor
aumentado X, visto nos capitulos anteriores. Além disso, a fungdo u(t) aparece de forma
explicita nas Equacdes (3.24) e (3.38), enquanto que na Equacao (4.1) ele aparece de
forma implicita, ou seja, como fungédo do estado aumentado, ou seja, dos estados e co-
estados da planta.

O problema da Equacéo (4.1), em geral, ndo possui solugdo analitica e deve ser
resolvido por um método numérico. Muitos sdo os métodos numéricos que podem ser uti-
lizados para se resolver um PVCMP, contudo, apenas dois foram utilizados neste trabalho:
o método da colocagdo e o método dos multiplos tiros.

O primeiro foi utilizado pois ja acompanha a plataforma MATLAB, tornando a im-
plementagcdo do PVCMP bastante simplificada. Além disso, este método, da forma que foi
implementado, possui uma 6tima regido de convergéncia, maior que o método dos multi-
plos tiros, facilitando o processo de encontrar uma solucgéao inicial. Contudo, 0 método da
colocagéo foi implementado de modo que n&ao permite paralelizagdo, aumentando o tempo
necessario para encontrar uma solugao.

O segundo foi utilizado principalmente pela facilidade da paralelizagao e foi imple-
mentado tendo como principal referéncia Keskin (2019). A paralelizagao consiste em dividir
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o problema em varias partes e o resolver, paralelamente, em varios nucleos. Assim o meé-
todo dos mudltiplos tiros consegue ser mais rapido, por mais que o método da colocacao
seja mais eficiente e encontre uma solugdo com um menor numero de calculos.

Ainda, como discutido, € necesséario encontrar o controle u que satisfaz tanto a
condicao de estacionariedade (quinta Equacao em (3.37)) quanto a Equacéao (3.19). Para
isso utilizou-se uma abordagem mista que consiste de, primeiramente, encontrar o controle
u que satisfaz a condigcdo de estacionariedade e, apés, verificar se esse zero satisfaz a
condicao da Equacao (3.19).

O presente capitulo esta dividido em cinco sec¢des, a primeira apresenta uma visao
geral do método da colocacédo implementado nas fungdes bvp4c e bvp5c do Matlab; a
segunda apresenta a formulagdo do método dos multiplos tiros generalizada para o caso
de multiplas fases; a terceira apresenta o0 método da continuacao; a quarta apresenta os
métodos utilizados no trabalho para a solugdo de equagdes néo lineares; e, por fim, a
quinta apresenta o método misto para zeros restritos, utilizado para resolver o problema de
encontrar zeros sob restrigcdes de inequalidade.

41 METODO DA COLOCACAO

O método da colocagdo é um método numérico da familia dos métodos residuais
(HOFFMAN; FRANKEL, 2001) utilizado para resolver problemas do tipo (4.1). Ele consiste
de aproximar a solugéo do PVC por uma fungédo S(t), geralmente polinomial, que possui ¢
coeficientes a serem determinados. Como mostrado a seguir, pode-se calcular estes coe-
ficientes impondo que o residual seja nulo em ¢ pontos, incluindo os valores de contorno,
e resolvendo o sistema de equacdes ndo lineares resultante.

Considerando o PVC mais simples, com i = 1 em (4.1), o residual r(¢) avalia quao
distante a solugao aproximada S(t) esta da solugédo exata e é da forma

r(t) = 8S(t) — f(t.8(t)). (4.2)

Quando r(t) = 0, Vt € [to, t1], a solugdo S(t) é exata, buscar esta solugao, contudo,
ndo é muito frutifero. Uma aproximagédo pode ser obtida impondo que r(t;) = 0 com
t; € [to,t1], se a solugdo aproximada possui c coeficientes a serem determinados, j =
1,2,...,c. Essa abordagem permite transformar o PVC em um sistema de equagdes nao
lineares que pode ser resolvido para os c coeficientes.

E importante notar que resolver o sistema dessa forma oferece solucdes exatas
apenas nos pontos de colocagéo ¢;, em todo o restante do dominio a solugéo é apenas
aproximada. Assim, para aumentar a precisdo do método, o caminho mais direto € au-
mentar o nimero de coeficientes a serem determinados o que, para uma S(t) polinomial,
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implica aumentar a ordem do polindbmio e, consequentemente, a dificuldade do problema.

Outra forma, menos direta, de aumentar a precisao da solucao encontrada consiste
em discretizar o dominio da fungdo em elementos menores, onde a solugdo pode ser
aproximada por um polinémio de menor ordem. De acordo com Gladwell, Shampine e
Thompson (2003) essa € a abordagem do algoritmo implementado na funcéao bvp4c. Mais
precisamente, o polindmio utilizado "coloca”, ou satisfaz, as ODEs no ponto inicial, médio e
final de cada elemento, sendo, portanto, um polinbmio de terceira ordem. Observa-se que
o problema ainda é transformado em um sistema de equacdes nao lineares onde, além
de requerer que r(t;) = r(t;41/2) = r(t;41) = 0 é requerido também que as conexdes de
elementos adjacentes possuam 0s mesmos valores.

O algoritmo utilizado pelo bvp5c é similar, as diferencas sendo apenas a ordem
do polinémio e a forma como o residual é calculado, o algoritmo é mais detalhadamente
abordado em Gladwell, Shampine e Thompson (2003) e em Kierzenka e Shampine (2001).

4.2 METODO DOS MULTIPLOS TIROS

O método dos multiplos tiros € uma extensdo ao método do tiro, utilizado para a
resolugdo de problemas do tipo 4.1. Portanto, primeiramente, o método do tiro simples
sera apresentado e, na sequéncia, sera generalizado para o método dos multiplos tiros.

Seja o problema 4.1, para : = 1 e sem parametros p desconhecidos. De posse dos
estados iniciais, z(t), é possivel obter todos os estados subsequentes z(t), incluindo o
estado final z(¢1), através da resolugdo do problema de valor inicial (PVI) resultante que,
por sua vez, pode ser resolvido utilizando algum dos métodos Runge Kutta.

A solugdo deste PVI pode, portanto, ser vista como uma fungdo E(x) que, para
z(ty), produz z(t,), ou seja, E(z(ty)) = x(t,). Com isso, o0 método do tiro consiste de
encontrar o zero da fungao do valor de contorno F', da forma

F(z)=E(z) —z(t). (4.3)

Esta abordagem é bastante intuitiva e, infelizmente, pouco funcional. Em geral
a fungdo F(z), para PVCs obtidos através da solugdo do problema de controle 6timo,
€ extremamente sensivel a mudancas nas condigcdes iniciais referentes aos coestados,
fazendo com que a solugdo do problema 4.3 ndo seja simples. Ainda, € comum que a
integragdo do PVI rapidamente exploda quando o z inicial estimado é distante do z(¢),
0 que, para PVCs resultantes de problemas de controle étimo, apresenta um problema
ainda maior, como 0s coestados ndo possuem sentido fisico € bastante dificil fazer uma
estimativa inicial para « que leve o problema a convergir.

Uma maneira bastante direta de impedir que a integracao do PVI exploda é diminuir
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o intervalo de integracdo, desta forma, por mais que o z inicial estimado esteja distante da
solucao do problema 4.3, em geral ndo ha tempo suficiente para que a solucao cresca a
ponto de causar problemas numéricos. Essa € a abordagem do método dos multiplos tiros,
dividir o PVC em vérios PVIs interconectados e resolve-los simultaneamente.
Seja o problema 4.1 inicial, com cada intervalo [¢;_1) t;] dividido em M subintervalos
iguais, ou seja
Lic1-1) <t <13, (4.4)

para:=1,2,...,.Nej=1,2,..., M.
No inicio do (i, j)-ésimo intervalo define-se o PVI

& = fO)(t,z,p);

(4.5)
(i) (tag) = 865

onde s(; ;) € um vetor de condigbes iniciais desconhecido. Como fica claro pela Figura 4.1,
a variavel independente se repete na interface das fases, ou seja, Vi < N, t;_1a) = £(5,0),
e somente o PVI (i — 1, M) é considerado nesses casos.

Sejax(t. ;) asolugédo no tempo final t(; ;) do PVIdefinido no subintervalo [t(; j_1) t(; ;)]
e seja s(t(; ;) a solugdo no tempo inicial do PVI definido no subintervalo [t(; ;) ti +1)], @
funcéo e(x(t( ), s(t(,;)) € definida como

z(ta2) —s(ta2)

c(@(ti)) s(tay)) = z(t.5) — 8(t6) ; (4.6)

[z (tv,n-1)) — $(Ev-1))

deste modo, para que a solugao seja continua, ¢ = 0.

A Figura 4.1 apresenta o desenvolvimento de um estado de x no tempo, as fungdes
de continuidade ¢, da Equacéo (4.6), de contorno g, da Equacao (4.1), e a divisdo temporal,
esclarecendo-a.

Como visto na Figura 4.1, dentro do intervalo [t;_1 t;] a fungdo f(“)) & continua,
fazendo com que o estado x, da Figura, seja continuo, de modo que PVIs adjacentes
devem respeitar a funcao de continuidade c. Esta deve ser satisfeita nas bordas de cada
subintervalo, exceto naquelas que sao bordas do intervalo, ou seja, quando i = j = 1 ou
quando 5 = M. Nesses locais quem deve ser satisfeito é o vetor g, da Equacao (4.1), onde
z(ti—1-) =x(ta—1,a) € T(t—ny+) = s(ta—1,m))-

A funcao do valor de contorno F', para o método dos multiplos tiros é entao

F(s,p) = H : (4.7)

c



58

Figura 4.1 — Representagcao Grafica das fungcdes de continuidade e borda para o método
dos multiplos tiros

X
c(x(to,1),s(to1))
c(x(t1,2),8(t1,2))
C(X(to’z), S(tO,Q)) C(X(tl,l); S(tl m
tU:O tO,l t0,2 \/ t0’3 t;}/ t172 t173 t
g(x(top),s(too)) 1,0

g(x(t13))

Fonte: Proprio Autor.

e, como anteriormente, para uma solugao, basta encontrar o zero de F'(s,p).

O método dos multiplos tiros consiste entdo de resolver os N M PVls da Equagéao
(4.5) a0 mesmo tempo em que se encontra as n/N M condi¢des inciais e os r parametros
desconhecidos que sao zeros da Equacao (4.7). Em geral, a maior parte do esforco com-
putacional do método dos mudltiplos tiros vem da solugdo das PVls, felizmente, em cada
passo da solugao do problema (4.7), as PVlIs sdo independentes, o que torna possivel
resolvé-las simultaneamente, tornando o método facilmente paralelizavel.

4.3 METODO DA CONTINUAGCAO

Uma das grandes dificuldades encontradas na solucdo de problemas de valor de
contorno em multiplos pontos oriundos de problemas de controle 6timo € a estimativa ou
chute inicial da solu¢do. Duas sao as principais fontes de dificuldade: a solugao costuma
ser bastante sensivel aos coestados e, segundo, os coestados nao possuem relagdo com
variaveis fisicas, de modo que estimativas cabiveis baseadas em experiencia (como €&
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possivel para os estados) nao sao viaveis.

Uma das formas mais simples e diretas de abordar esse problema é o método da
continuagao, que consiste, de acordo com Keskin (2019), de transformar gradualmente a
solugdo de um problema conhecido no problema desejado. Em Keskin (2019), o método
€ descrito para solugdo de sistemas de equacdes nado lineares, mas, como sera visto,
pode ser empregado de varias formas na solugdo de problemas de valor de contorno e de
controle étimo.

Seja um problema de controle étimo de uma fase de solugédo conhecida S.(z*(t), A* (%)),
onde z*(t) e A*(t) s@o os estados e coestados 6timos, com dindmica e indice de desem-
penho da forma

(4.8)

e seja um problema de controle 6timo de uma fase de solugéo desconhecida S (z*(t), A*(t)),
com dinamica e indice de desempenho da forma

(4.9)

Definindo os parametros de continuagéo D e I, contidos no intervalo [0, 1], pode-se
construir uma nova fungao dinamica f e indice de desempenho J a partir das Equacoes
(4.8) e (4.9) da forma

f(m(t)>u(t)7t) = Dfd(x(t)7u(t)>t) + (1 - D)fc(x(t)au(t)’t);

(4.10)
T(@(t),u(t),t) = [z (t),ult),t) + (1 — D) J.(z(t),u(t), t).

Deste modo, na Equagéo (4.10), quando ambos D e I sao nulos, o problema se re-
duz a Equacgao (4.8), com solugéo S... Por outro lado, quando ambos 7 e D sao a unidade,
a Equacao (4.10) se reduz a Equacéo (4.9), com solugdo S,;. A abordagem do método
da continuagao é simples, resolve-se o problema da Equacgao (4.10) com parametros de
continuacao inicialmente préximos de zero, utilizando como condicao inicial a solugéo S..
Entédo, a nova solugéo é utilizada como condicéo inicial para o0 mesmo problema, porém
com os parametros de continuagcao acrecidos de AA, com AA pequeno o suficiente para
que o problema convirja.

Variar os parametros de continuacao de 0 para 1 varia o problema conhecido para
o problema desconhecido, e se para um A A pequeno os problemas sao similares, € espe-
rado que as solugdes também sejam, tornando essa uma 6tima abordagem para encontrar
solugdes iniciais efetivas.

Ressalta-se que método da continuacdo nao precisa ser feito somente nas fungdes
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dindmicas e no indice de desempenho, pode também ser feito nas fungdes de fase V¥,
proporcionando uma liberdade maior a solugao do problema.

4.4 METODOS PARA SOLUCAO DE EQUACOES NAO LINEARES

Os métodos numéricos para a solucao de equacgdes nao lineares utilizados neste
trabalho sdo de extrema relevancia para a factibilidade do mesmo. Como discutido no
Capitulo 3, o controle 6timo é aquele que satisfaz a quinta Equagéao em (3.37), a saber

Ho(z(t), u(t), A(t),t) = 0. (4.11)

Em alguns casos a Equacao nao linear (4.11) pode ser resolvida para u, mas esse
nao é o caso no trabalho, isso ficara mais claro no Capitulo 5. Para casos onde a Equacao
(4.11) ndo pode ser resolvida analiticamente o controle precisa ser encontrado através de
um método numérico.

Paraumtempo t, z, A e t sdo dados e é preciso encontrar u que satisfagca a Equagao
(4.11). Isso implica que toda vez que se fizer necessario avaliar a Equacao dinamica (3.38),
sera também necessario utilizar um método numérico para encontrar um zero. Como esta
equacgao é avaliada milhares de vezes para se resolver o PVCMP, é primordial que o mé-
todo numérico seja 0 mais rapido possivel, pois, como cada acréscimo de tempo se soma,
o tempo total necessério para se resolver o PVCMP é extremamente dependente do tempo
necessario para se resolver a Equacao (4.11).

O Matlab possui a funcao fsolve para encontrar zeros de funcdes, essa, contudo,
nao se mostrou suficientemente eficiente. Desse modo fez-se uma breve pesquisa a res-
peito de métodos numéricos adequados para este problema e, dos inUmeros encontrados
e testados, dois foram implementados devido a sua capacidade de convergéncia em pou-
cas iteracoes e baixo tempo de execucdo. Métodos de mais alta ordem foram testados e,
apesar de apresentar convergéncia em menos iteragées, se mostraram mais lentos devido
a necessidade de avaliar derivadas de mais altas ordens.

A primeira subsegédo apresenta, de forma breve, o Novo Método da Secante en-
quanto que a segunda apresenta o Método Iterativo de Dois Passos. Na pratica ambos
0s métodos lterativo de Dois Passos e o Novo método da secante sdo similares, sendo
melhores ou piores dependendo da fungcédo que se deseja buscar o zero.
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4.4.1 Novo Método da Secante

O novo método da secante é apresentado em Thukral (2018) com grande profun-
didade de detalhes e comparagdes com outros métodos similares. Para uma dada aproxi-
magao z,, da raiz de uma fungdo f(z) a aproximagao melhorada z,,, 1 €, pelo Novo Método
da Secante, como segue

Tptl = Tp — 2f($")fl‘($N)(:Bn - CBn—l)
T T S P2 () (i — 1) — [ (@) (fo(@n) — fal@n))

(4.12)

E valido notar que este método, de modo a produzir uma nova aproximagao 1
requer apenas uma nova avaliagéo da fungdo em f(z,) e uma nova avaliagao da derivada
da fungéo f.(z,), enquanto que a fungdo avaliada no passo anterior f(x,_1) bem como
a derivada da fungéo avaliada no passo anterior f.(z,_1) podem ser obtidas da iteragéo
anterior, ndo requerendo novas avaliagdes e tornando o método bastante eficiente.

Para a inicializacédo, ou seja, para calcular o passo x; de posse do z,, € sugerido
utilizar o método de Newton, que, para este caso, é

f(xo)
fm(%)

(4.13)

Tr1 = Ty —

4.4.2 Meétodo lterativo de Dois Passos

O Método lterativo de Dois Passos é apresentado em Shah e Shah (2014) com
grande profundidade de detalhes e comparacdo com outros métodos. Para uma dada
aproximagao z,, da raiz da fungéo f(x) o primeiro passo y, € dado pela relagao

F (@) folwn) £ P2 ) f2(00) = (1= 52) F3(0) faal)

onde m é um valor qualquer contanto que m > 1. O segundo passo z,, .1 € a hova aproxi-

Yn = Tp — (4.14)

magao da raiz de f(z) e é definido como

Tny1 = Yn — ff(gj)) .

(4.15)

E relevante observar que esse método néo se utiliza da informacdo de passos an-
teriores, mas se utiliza de informag6es da segunda derivada. O beneficio de utilizar se-
gundas derivadas é obter um método que converge com menos iteracdes, contudo, em
contrapartida, avaliar segundas derivadas pode se tornar custoso a ponto de ndo compen-
sar a mais rapida convergéncia.
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45 METODO MISTO PARA ZEROS RESTRITOS

Seja o zero x, € [F, D] da funcédo f(x) : R — R, tal que f(x.) = 0 e seja =, =
z. quando g(z.) < 0 com g(z) : R — R. O procedimento adotado pelo Método Misto
para Zeros Restritos (MMZR) é gerar, sistematicamente, condi¢ées iniciais z; para um dos
métodos numéricos secundarios (MNS)' encontrar um z., verificar se 0 mesmo satisfaz a
condigdo de inequalidade ¢(z) e, caso ndo satisfaca, criar outro x; no intuito de buscar um
x. diferente, até que se encontre ..

Figura 4.2 — Representacao Grafica do Método Misto para Zeros Restritos

]_0 T T
9(x)
8| xEQ — f(x) 'E
6 L
4 [ |
2+ (3) 1’51 |
> 0 %9) Wi 13723) mél)

_1 | | | | | | | | | | | | | | |
0—14—12—10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14

X

Fonte: Proprio Autor.

E util utilizar um exemplo para demonstrar com mais detalhes o funcionamento do

MMZR, a Figura 4.2 apresenta um caso especifico, nele £ = —15e D = 15. Dado um

El) o MMZR utiliza um MNS para encontrar 2, o x, mais préximo. Como

fica claro pela Figura 4.2 g(xél)) > 0 e, portanto, um outro zero deve ser buscado.

()

)

chute inicial x
Se existem z;”’ chutes iniciais, ordenados de forma crescente, pode-se dividir a
regido [E, D] em j + 1 sub-regides:

« Regido inicial: [E, %(1)]?

O

'3 )

* Regides intermediarias: [z

"Das subsegdes 4.4.1 ou 4.4.2
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j+1)

e inserir o0 préximo ponto inicial xgj em alguma dessas sub-regides. Para garantir que

todo o espago [E, D] seja vasculhado, o ponto inicial a:EZ) € colocado no meio da maior
(2)

sub-regido, no caso, a inicial. O método entéo se repete, x,~ é utilizado como estimativa

inicial para o MNS e, dessa forma, o ponto z? é encontrado e a condigao g(x) verificada
nesse ponto.

Como g(acg)) > 0 0 método prossegue e a nova maior sub-regido € encontrada,
nesse caso [x@),xgl) 53)

)

]2 e 0 ponto z;” é inserido no meio dessa sub-regido. O método
segue dessa forma até que . seja encontrado.

Devido a natureza dos MNS nao ha garantias de que o ponto x. encontrado seja
0 mais préximo do ponto x;, isso, contudo, ndo gera problemas pois 0s pontos inciais
sao escolhidos de forma independente. Na verdade, escolher o x; como estando sempre
no meio do maior intervalo é, por si s6, um método numérico que garante® que z, seja
encontrado, pois varre todos os pontos no intervalo. Sendo assim, os MNS tem a fungao
de aumentar a ordem de convergéncia.

Novamente, devido a natureza dos MNS, n&o ha garantias que o z. encontrado em
uma dada iteragéo esteja dentro do intervalo [E, D]. Contudo, qualquer ponto fora desse
intervalo é simplesmente ignorado.

Ainda, pontos iniciais proximos podem gerar x. iguais, 0 que nao gera problemas.
Mais do que isso, 0 MMZR, nesse caso, naturalmente escolhe o préximo ponto inicial no
que antes era a segunda maior sub-regiao, garantindo maior robustez ao método.

2Note que na Figura 4.2 os x; estdo ordenados por ordem de aparicdo e ndo por ordem crescente
3Para uma sequéncia infinita de iteracdes



5 FORMULAGCAO DO PROBLEMA DE TRAJETORIA OTIMA

Com a dinamica do Veiculo Lancador de Satélites (VLS) definida no capitulo 2 e as
condicoes para uma trajetéria étima genérica definidas no capitulo 3, podem-se calcular
as condicbes necessarias para uma insercao orbital étima, objetivo do trabalho.

O presente capitulo esta dividido em se¢des e comega, na seg¢ao 5.1, apresen-
tando o indice de desempenho, definindo matematicamente o que d6timo significa para o
problema, a seguir as restricbes sdo apresentadas na secao 5.2 e, por fim, as equacgodes
de controle 6timo sao calculadas na secao 5.3.

5.1 INDICE DE DESEMPENHO

Definir um indice de desempenho adequado € da maior importancia quando se
trata de problemas de controle 6timo, como todo o problema se baseia em minimizar o
indice de desempenho, o projetista deve, antes de mais nada, ser capaz de quantificar
as necessidades de projeto no indice de desempenho, isto nem sempre é tarefa facil.
Felizmente existem algumas referéncias que tratam do assunto, a principal sendo Kirk
(2004).

O projetista da trajetoria de insercéo orbital pode, em alguns casos, querer que sua
trajetoria minimize o consumo de propelente, garantindo assim um langamento menos cus-
toso, ou, para missdes onde o tempo de insercao é relevante, pode-se desejar minimiza-lo,
ou, talvez, realizar a inser¢do em um periodo de tempo definido; talvez, em outra possivel
missao, seja interessante maximizar a carga que pode ser inserida em Orbita, ou ainda,
como é mais usual, cumprir todos esses requisitos da melhor forma possivel.

Curiosamente, para um dado VLS equipado com foguetes de propelente sélido,
todos estes objetivos sdo equivalentes, a excegao de realizar a insercao em um periodo
de tempo definido. Como o VLS utiliza propelente sélido, ndo ha controle sobre a forga
de tracdo e pode-se controlar somente a direcdo da mesma, o que implica que a taxa
de variagdo massica é constante, como visto no capitulo 2. Deste modo, a unica forma
de utilizar menos combustivel é realizar a insergao orbital em um tempo menor, que é
justamente o problema de tempo minimo.

Maximizar a carga paga €&, por sua vez, equivalente a minimizar o consumo de
combustivel, uma vez que todo decréscimo na massa de propelente necessaria € um igual
acréscimo na carga paga, mantendo a massa de langamento, e por consequéncia o pro-
blema, inalterada.

O objetivo deste trabalho € maximizar a carga paga, mas, devido a supradiscutida
equivaléncia e devido ao fato de que minimizar o tempo de inser¢do resulta em um pro-
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blema mais simples, o indice de desempenho € escrito como o0 necessario para realizar a
minimizacao do tempo de insercéo orbital. Assim,

LW =1; (5.1)

¢ = 0. (5.2)

As Equacbes (5.1) e (5.2), quando substituidas na Equacéo (3.27), do indice de
desempenho, geram o tempo de insergao, isso fica mais evidente ao realizar a substituicao
e integrar o segundo termo

N t._ N
J:0+Z/ Ldt =Y t;—ta_y) =ty — to. (5.3)
i=1 Ytu-1)+ i=1

Assim, fica claro que impor L(¥ = 1 resulta em um indice de desempenho que
quantifica o tempo total.

5.2 RESTRICOES

Por uma questdo de clareza e facilidade de leitura, esta seg¢do apresenta todas
as restricbes consideradas ao se realizar a minimizacdo do indice de desempenho da
Equacao (5.3).

5.2.1 Restricao Dinamica

A restricao dindmica foi apresentada no capitulo 2, Equacgéao (2.31), sendo, para o
1-€simo estagio,

u

<.

v
r

rsin(ﬁ)(Ti—FA)-i—FNyrcos(ﬁ)+m(g7-r+v2> (54)

mr
rcos(B)(Fa—T;)+Fn,rsin(8)+muv

mnr

ki

S. S 209

como existem trés estagios no veiculo langador, : = 1, 2, 3.
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5.2.2 Restricao do Estado Inicial

A restricao de estado inicial nada mais € que o valor que os estados x devem pos-
suir para que o langamento seja realizado da base de alcantara. Como o langamento é
realizado no plano orbital e o Sistema de Navegacao é definido como estando inicialmente
com o eixo x perpendicular ao local de langamento, langar da base de alcantara é equiva-
lente a definir a latitude celeste como ¢, = —2, 3°.

Como o VLS se encontra, no instante do langamento t,, parado na superficie da
terra r(ty) = 6378145 m, o raio médio da terra (SILVA, 1994), e ainda a velocidade vertical
u(ty) = 0 m - s~%, uma vez que o veiculo esta parado. Novamente, devido a definigdo do
Sistema de Navegagao, o(t;) = 0. A massa inicial € m(t,) = 50591 kg, como visto.

Por fim, como o Sistema de Navegacao € centrado na Terra e fixo no espaco, a
velocidade v(ty) é a velocidade tangencial de rotagdo da terra na base de alcantara, ou
seja v(ty) = 463,8318 m - s .

Deste modo pode-se escrever a restricdo de estado inicial 1(®) como

[ 7 (ty) — 6378145 |
o (to)

p© = u(to) : (5.5)
v(ty) — 463, 8318
| m(te) — 50591 |

5.2.3 Restricao do Estado Final

Como se deseja uma érbita de 692,855 km de altitude a posicao r final deve ser
r(ty) = 7,071 - 10° m, como a 6rbita deve ser circular u(ty) = 0 e, de acordo com Tewari
(2007)

o(ty) = ﬁ (5.6)

Deste modo, para o r(ty) dado, v(ty) = 6,6550 - 10° m - s7*. A massa final m(ty)
e o angulo o(tx) sdo livres, ou seja, a orbita é circular sempre que a velocidade v(ty) € a
posicao r(ty) forem satisfeitas, independente de m(ty) e o(ty).

Assim, pode-se escrever a restricao de estado final 9®) como

r(ty) — 7,071 - 10°
P = u(ty) . (5.7)

v(tn) =[5t
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5.2.4 Restricao de Descontinuidade

A troca de estagios € assumida como sendo instantanea, ou seja, assim que a
massa de propelente do :-ésimo estagio chega ao fim, h4 uma separacao de estagio ins-
tantanea. Isso implica que existe, no tempo ¢;, um salto de M., a i-ésima massa estrutural,
na massa do VLS, ou seja

m(ti+) = m(ti-) — Ms,. (5.8)

O salto na massa ocorre no instante em que a massa de propelente acaba, ou seja,

quando
m(t;-) = M,,, (5.9)

onde M,, é a massa do VLS apés o fim da queima do i-ésimo estégio.

Como se deseja modelar apenas saltos na massa, todos os estados, exceto a
massa, permanecem iguais apés a troca de estagios, assim, utilizando as Equacdes (5.8)
e (5.9), pode-se escrever a i-ésima restricdo de descontinuidade como

r(ti-) —r(ti+)
o(ti-) —o(ti+)
0 u(ti-) — uti+)
Y= v(t) — v(t) ’ 519
m(ti—) - Mai
_m(tr) — Mg, — m(tﬁ)_

com:=1,2.
E importante notar que, na Equacao (5.10), é necessario definir a massa antes e
apos a descontinuidade, como feito nas duas ultimas linhas do vetor (.

5.3 EQUACOES DE CONTROLE OTIMO

De posse do indice de desempenho e das restricdes, pode-se prosseguir e encon-
trar as condi¢cdes necessarias para uma trajetéria 6tima. Para isso € necessario obter a
Hamiltoniana, sejam os coestados

T
A= )\r >\a >\u )\v )\m ) (511)
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a Hamiltoniana pode ser calculada utilizando o L, da Equagéo (5.1), e a dinamica f, da
Equacéao (5.4), na Equacao (3.30)

Sle

H =1 + [A A A A A :| TSin(ﬂ)(Ti—FA)+FNyTCOS(B)+m(gTr+U2>
rcos(ﬁ)(FA—TiT-lz‘FNyTSin(ﬂ)‘f‘muv

mr 5.12
H =1+ M\u+ Ao + Aursm(ﬂ)m — Fa) + F,rcos(8) + m (g +0%)
. mr
)\vrcos(ﬁ)(FA —T;) + Fy,rsin(B) + muv A

mr

Na Equagéao (5.12) as forgas aerodinamicas, apesar de ndo serem escritas como,
sdo fungdes dos estados e/ou controles das quais sdo dependentes, assim a forga aerodi-
néamica axial é da forma F'4(r, u, v) e a forga aerodindmica normal & da forma F, (7, u, v, 3),
o0 mesmo vale para a forga gravitacional, que é g,.(r).

Nas préximas subsecoes, por motivos de brevidade, as fungdes Fa(r,u,v), Fy,(r,u, v, 3)
e ¢g.(r) tem suas derivadas apenas escritas de forma simbdlica, elas foram obtidas utili-
zando o Mathematica. Para isso poderia-se escreve-las em suas formas completas, ou
seja, de forma que s6 dependam dos estados e controles.

Para a forca I'4, por exemplo, seria necessario, para o primeiro estagio, substituir
a Equacao (2.41), da velocidade relativa e a funcdo da Equacéo (2.62), do modelo at-
mosférico, na Equagéao (2.32), da pressao dinamica, obtendo-se assim a forma completa
da presséao dindmica. Essa pressao dinamica seria, junto da Equacao (2.51), do coefici-
ente aerodinamico axial, substituida na Equacao (2.49), da forca aerodinamica axial, esta
funcéo entéo poderia ter suas derivadas avaliadas de forma direta.

Pode-se, alternativamente, escrever essas funcdes como funcdes de fungdes e re-
alizar as derivagdes uma a uma. Seja o exemplo da fungcéao F4, escreve-se a mesma como

FA - Q(Ta u, /U)Sref,iCA,i(ra u, U)a (51 3)

e realiza-se a derivacao com respeito aos estados necessarios r, u € v, no caso. Assim sao
obtidas derivadas parciais da Equacao (5.13) que dependem das derivadas parciais das
fungdes ¢(r,u,v) e Cy,(r,u,v), estas podem ter suas derivadas encontradas da mesma
forma, ou seja, escrevendo-as como fung¢des de fungdes e realizando as derivadas, e assim
por diante, conforme necessario.

A segunda alternativa foi a utilizada neste trabalho pois facilita a obtencao das deri-
vadas e da escrita dos codigos em MATLAB, evitando a reescrita e o recalculo, tornando o
codigo mais facil de revisar e ainda fazendo com que erros sejam mais facilmente encon-
trados.
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5.3.1 Dinamica dos Coestados

A dindmica dos coestados é obtida aplicando a Hamiltoniana da Equacao (5.12) na
quarta Equacao em (3.37), assim

-FA,T()\u sin(8)+Ay cos(B)) B (Au cos(B)=Av Sin(ﬁ))FNy,r v(/\(,f)\vqu)\uv)-

m m - Augr,r + 2
0
x _ TEA o (Ausin(B)+Ay cos(8))+Fn,, u(Avrsin(8)—Aur cos(B)) —Armr+Aymo . (51 4)

TE4 »(Ausin(B)+Ay cos(8))+Fny v (/\ngin(,B)f)\ur cos(B))—m(As —Apu+2Ayv)

—Fa (A sin(B)+Ay cos(8))+(Au cos(B)T—rL§U sin(8)) Fiv, +7T; (Au sin(B8)+Ay cos(B))
m2

Na Equacgéo (5.14) a fungéo genérica f(-) com subindice a tem sua derivada na
notacéo f, ) = 0f./0(-). Como anteriormente, ressalta-se que, por exemplo, a fungéo
Fx,.. tem seus argumentos omitidos, ou seja, Fy, (7, u, v, ().

Ressalta-se que a fungdo F depende de [ de forma indireta. Na verdade ela
depende diretamente de «,, que é funcao dos estados e do controle (3, fazendo com que
aforma Fly, . (r, u,v, 3) seja justificada.

5.3.2 Condicao de Estacionariedade

Como visto, os estados = e os coestados A precisam ser resolvidos, para uma
trajetéria 6tima, com as condi¢cdes H, = 0, da ultima Equacéao de (3.37), e Hy,, > 0, da
Equacao (3.19).

Utilizando a Hamiltoniana da Equacéo (5.12), obtém-se, para a primeira condigéo

Hy =0 = Fy(Aysin(B) — Ay cos(8)) — Fu, (Aysin(B) + A, cos(B))+

(5.15)
(Fn, 5+ Ti)(Aycos(B) — Ay sin(f)).

Como comentado em capitulos anteriores, a funcao (5.15) ndo pode ser resolvida
para $ e, portanto, precisa ter seu zero encontrado numericamente em cada passo de
tempo.

A segunda condigéo fica

Hyy = Fa(Ausin(B) + A, cos(f)) + Fiv, (A sin(5) — Ay cos(85)) - (5.16)
’ .

(2FN, 3 + T3)(Ausin(B) + A, cos(3)) > 0.

onde Fly, , = 0 e por isso esta omitido.
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5.3.3 Condicoes de Transversalidade

As trés primeiras Equacdes em (3.37), como visto, também precisam ser satisfeitas
para que uma trajetéria seja 6tima, como visto, ha descontinuidades no estado m, da
massa, isso implica descontinuidades no seu coestado associado, como ser4 visto.

Comecgando com a primeira Equacgéo de (3.37)

)T G
gbti t1+¢§l) V()

.+ H(i)|t,7 — g+

i, =0 i=0,---,N. (5.17)
A fungéo do estado final ¢ € nula, como dado pela Equagéao (5.2), ainda, observando-se
as equagdes ¥, nas Equagées (5.5), (5.10) e (5.7), percebe-se que as mesmas nao sio
funcdes do tempo ¢, fazendo com que os dois primeiros termos da Equagéao (5.17) sejam
nulos. Dessa forma, a condicdo da Equagéao (5.17) se reduz a

H® — g+

. s (5.18)

ou seja, a Hamiltoniana possui 0 mesmo valor no instante anterior e posterior a ¢;, ndo
possuindo descontinuidades, ainda, por definicao’

HM], —=0. (5.19)

Para avaliar as Equacgdes restantes de (3.37) é necessario primeiramente dividir o
problema, uma vez que condi¢des intermediarias sao diferentes das iniciais e finais.

5.3.3.1 Condigées Intermediarias

As condigbes intermediarias sdo obtidas avaliando a segunda e terceira Equacgao
em (3.37), que sao, parao casode ¢ =0

AT
AT

e i .
ti— = w:&c()tr)y( )|tr; =12

AR (5.20)
by = _¢$(ti+)y ' |t¢+; 1=05

Assim, como se pode observar, é preciso definir os multiplicadores de Lagrange
v parai = 1,2. Como visto no Capitulo 3, os multiplicadores de Lagrange possuem a
mesma dimensao que as fungdes associadas, assim

I P i L 7 VOV ON I (5.21)

Substituindo as condig¢des intermediarias, da Equacgéo (5.10), e a Equagéo (5.21)

"Ver Capitulo 3.
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na primeira Equacao de (5.20) e realizando a derivada parcial obtém-se

] el
1000007 g v
0100007, o

Mi=loo1o000]||6l=] » | (5.22)

000100/ i)

0000 1 1T W4

mg

O mesmo pode ser feito para a segunda Equacgéo de (5.20)

_ I 7Ol
100000 0 e
Vo i
010000/ 5 Vs
Vy i
Ay, =1001000 ol =1n" (5.23)
Uy i
000100 © e
Vma 3
000001 0 @
I o Lomd

Comparando as Equacdes (5.22) e (5.23) € possivel observar que todos os coesta-
dos, exceto o0 associado a massa, 0 \,,, S40 0s mesmos antes e depois do tempo ;.

E relevante fazer a seguinte observagédo: de modo geral, os multiplicadores de La-
grange v devem ser escolhidos de modo a satisfazer as condigbes 1/, mas, como visto nas
Equacdes (5.22) e (5.23), isso equivale a inferir que

A ()] [At)]
Ao (ti-) Ao (ti+)
Aulti=) | = [Aultis) | (5.24)
A (ti*) Av (tﬁ)

[ A (ti-) Vr(ifbad

com Vfﬁld = 1/,(72 + Mg%
Utilizar a igualdade (5.24) simplifica o problema, uma vez que agora nao é neces-

sario encontrar a maioria dos parametros v(*).

5.3.3.2 Condigao Inicial

A condicao inicial é obtida avaliando a terceira Equagao em (38.37), que é, para o
casodep=0e1=0
_ )"
Mige = =¥, ¥l (5.25)
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Como anteriormente, é necessario definir os multiplicadores de Lagrange v¥) como

(5.26)

T
VO = [L,© O 0 © ,/;79)] 7

que, quando substituido junto da Equacgéao (5.5) na Equacao (5.25), gera, apos as deriva-
das

Ay, =10 = -, (5.27)

Na Equacao (5.27) é preciso que os multiplicadores de Lagrange v(¥) sejam escolhi-
dos de modo a satisfazer a restricao inicial 1/J(°)T. Ou seja, os multiplicadores de Lagrange
A iniciais devem ser escolhidos de modo a satisfazer a restricao inicial @b(o)T.

5.3.3.3 Condigao Final

A condicao final é obtida avaliando a segunda Equacao em (3.37), que é, para o
casodep=0e1=3
T -
)‘T’t3_ :1/’(3) )V(d)’t3_-

z(ty—

(5.28)

Como anteriormente, é necessario definir os multiplicadores de Lagrange v*) como

(5.29)

T
v = [L,©® B yff’)] ’

que, quando substituido junto da Equacgéao (5.7) na Equacao (5.28), gera, apos as deriva-
das

10 2; ng‘;;;/g + 1/53)
00 o | [ 0
Mg =1o01 o | v e (5.30)
00 1 | v
00 0 | I 0 |
Na Equacéo (5.30) é preciso que os multiplicadores de Lagrange v. sejam

escolhidos de modo a satisfazer a restrigao final " . Assim, os multiplicadores de La-
grange A\, e \,, finais sdo nulos, enquanto que os outros devem ser escolhidos de forma a
satisfazer a restrigdo final ®".



6 TOPICOS DA IMPLEMENTACAO NUMERICA

A implementacao dos métodos numéricos, descritos no Capitulo 4, bem como do
problema, descrito no Capitulo 5, foi feita em MATLAB. Esta plataforma possui iniUmeros
métodos numéricos ja implementados, bem como fung¢des para criacao de graficos e figu-
ras, diminuindo o tempo e aumentando a facilidade de implementagao.

A Secédo 6.1 apresenta a arquitetura do programa e de suas fungdes enquanto
que a Sec¢do 6.2 apresenta as solugdo conhecida inicial e os parametros de continuacao
utilizados para a resolugcéo do problema.

6.1 ARQUITETURA DO PROGRAMA EM MATLAB

A Figura 6.1 apresenta o fluxograma do programa principal, nela pode-se observar
que o programa foi escrito de modo a tirar vantagem do método da continuagéo, apresen-
tado na secéo 4.3.

Os parametros p séo, para o caso do problema apresentado no Capitulo 5, apre-
sentados na Tabela 6.1

Tabela 6.1 — Variaveis representadas por cada paramétros p.

Parametro Variavel

p(1) i1
p(2) ta
p(3) t3
p(4) Vg
p(5) Ving

A Figura (6.1) precisa ser discutida com mais profundidade, as fung¢des dos blo-
cos Cria T, Criagdo da estimativa inicial da solugdo do PVCMP, Resolve com mbvpMs,
Incrementa pardmetro com passo, Construgdo do tempo t e Calculo de H(t) e u(t) estao
explicadas no anexo B, nas subsecées B.0.1, B.0.2, B.0.3, B.0.4, B.0.5 e B.0.6, respectiva-
mente. Por outro lado as fungdes bvp4c e bvp5c pertencem ao MATLAB e séo explicadas
na prépria documentacao da plataforma.

Ressalta-se que o programa implementado apresenta varias propriedades nao ide-
ais, sendo a principal a definicdo de parametros via mudancga no cédigo, ao invés de se
utilizar a funcao input com um parametro pré-definido padrao, esta funcéo obtém os pa-
rametros via entrada do usuario. Isso se da pela facilidade de implementacao da primeira
frente a segunda abordagem. Um exemplo dessa nao idealidade é a variavel algoritmo,
que define o algoritmo a ser utilizado.
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Figura 6.1 — Fluxograma do programa principal.
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Fonte: Proprio Autor.

As variaveis param e ValF, que serdo melhor explicadas no anexo B, subsecao
B.0.4, representam o parametro a ser incrementado e o valor final do mesmo, respecti-
vamente, enquanto que a variavel erro_num representa o erro numérico presente apds a
solucao e lim representa o erro numérico maximo permitido.

Por fim, todos os algoritmos para a resolugéo do problema, a saber, bvp4c, bvp5c
e mbvpMs necessitam de duas fungbes auxiliares, chamadas de orbitaode e orbitabce, e
de uma estrutura que representa a estimativa inicial da solugdo, chamada de solinit. As
funcdes orbitaode e orbitabc sao explicadas no anexo B, subsec¢des B.0.7 e B.0.8, respec-
tivamente, enquanto que a estrutura solinit é explicada dentro da subsecao B.0.2.
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6.2 CONDICOES INICIAIS E PARAMETROS DE CONTINUAGAO

Como discutido na secao 4.3 é necessario, antes de mais nada, obter uma solucéao
conhecida. Essa solugao é obtida utilizando o bvp5c, que, como discutido, possui melhor
convergéncia que o método dos multiplos tiros, apds a obtengédo dessa solugao conhe-
cida pode-se deforma-la, com o método dos multiplos tiros e através dos parametros de
continuagao, para a solugdo desejada, apresentada no Capitulo 5. Assim, utilizando in-
crementos nos parametros de continuagao suficientemente pequenos, é possivel utilizar o
método dos multiplos tiros, que, com sua implementacao em paralelo, € mais eficiente.

Para encontrar uma solugao inicial valida é importante buscar condi¢cdes de con-
torno e/ou indice de desempenho que levem a uma solugao suave, uma vez que estas
costumam ser mais facilmente resolvidas pelo bvp5c. Para tanto considera-se o0 mesmo
problema do Capitulo 5, porém com a restri¢ao inicial dada por

T(to) — 8, o X 106
O'(t(])
PO = u(to) , (6.1)

v(to) — \/ 8,55106

mlto) — 2,52955 x 10°

a restrigao final dada por
T(tg) -9 x 106
P = u(ts) (6.2)

v(ts) =/ 5xios

e as restrigdes intermediarias dadas pela Equagio (5.10), com M, =1 x 10% e Mg, = 10.

A dindmica da planta é a mesma da Equacéo (5.4), porém com as taxas k; = 10 e
as forgas propulsivas T; = 505910.

Na Equacao (6.1) a massa inicial € muito maior que a massa do problema original.
Essa escolha é justificada pelo fato de que o sistema, com uma massa inicial tdo maior,
responde de forma mais lenta a mudancas na orientagao da tracéo, de modo que a solugao
do problema seja mais suave.

Justificativa similar € dada para a escolha das taxas massicas k;, que sdo expressi-
vamente menores que as do problema original. A escolha de taxas massicas menores faz
com que a massa varie mais lentamente, propiciando uma solugdo mais suave.

Ainda, observando-se as Equagbes (6.1) e (6.2), nota-se que a condi¢do inicial
representa a condicdo para uma O6rbita circular de r = 8,5 x 10® km, enquanto que a
condigéo final representa a condigdo para uma oérbita circular de » = 9 x 10% km, deste
modo, a solugéo conhecida inicial sera apenas uma transferéncia orbital. As altas altitudes
sdo justificadas pelo fato de que ha, nestas, pouca interférencia atmosférica, tornando a
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solucao do problema mais suave. Enquanto que a proposta de se resolver o problema de
transferéncia orbital em si é justificada pelo fato de que sua solu¢ao costuma ser suave.

Como visto, a Equacéao (5.15) precisa ser resolvida em cada passo de tempo para
que se obtenha uma trajetéria que extreme o indice de desempenho, contudo, para as altas
altitudes das condicdes finais e iniciais ' as for¢as aerodindmicas sdo bastante pequenas.
Se as forcas aerodinamicas forem nulas a Equacéo (5.15), junto da restricdo (5.16), pode
ser resolvida para 3 como

£ = arctan (::\\Z> ) (6.3)

essa aproximagao para o controle é bastante precisa para altas altitudes, diminui conside-
ravelmente o tempo de execugao do algoritmo e ainda garante uma melhor convergéncia
para a funcao bvp5c.

Para encontrar a primeira solugdo B € necessario estimar uma aproximacgao desta,
utilizando A como estimativa inicial de B e utilizando o controle simplificado da Equacao
(6.3), a solugdo B é encontrada pelo bvp5c. Utilizando esta solugdo como estimativa inicial
para 0 mesmo problema, porém com o controle dado diretamente pela solucdo da Equa-
cao (5.15) e (5.16) obtém-se, através bvp5c, a solugao inicial conhecida C'. As solugdes
A, B e C sao apresentada nos Gréficos 6.1, 6.2 e 6.3. Uma prova de que os efeitos ae-
rodindmicos podem ser desconsiderados para o caso de uma Orbita sem voo atmosférico,
como utilizado na Equacéo (6.3), é o fato de que a solugao utilizando o controle completo
e utilizando o controle simplificado € visualmente indistinguivel.

Para a solugédo A, a estimativa dos parametros iniciais € p(1) = 100, p(2) = 200,
p(3) =620 e p(4) = p(5) = 0.

O gréfico 6.1 apresenta os estados r e ¢ junto de seus coestados A\, e \,, 6.2
apresenta os estados u e v junto de seus coestados A\, € \, € 6.3 apresenta o estado m
junto de seu coestado \,,.

O Grafico 6.4 apresenta o controle e a Hamiltoniana para a solugao obtida com o
controle simplificado, a solugdo B, e para a solucao obtida com o controle completo, a
solucao C.

Observando-se os Graficos 6.1, 6.2 e 6.3 para a solugdo C', pode-se notar que as
condigbes iniciais e finais sdo satisfeitas, esses valores sdo apresentados na Tabela 6.2,
onde C} sdo as condi¢des iniciais, da Equacao 6.1, C; sdo as condic¢des iniciais encontra-
das, C'r séo as condiges finais, da Equagéo 6.2, e Cy sdo as condi¢des finais encontra-
das. Conferindo o Grafico 6.4 pode-se notar que a Hamiltoniana se encontra com valores
extremamente proximos a zero, 0 que garante que a solugao encontrada extremiza o in-
dice de desempenho. Na verdade, a Hamiltoniana sé nao é mais préxima de zero devido
a erros numeéricos, o que fica claro quando se compara a solugao B, obtida com o bvpbc,
e a solucao C, obtida com o método dos multiplos tiros. O erro da solugdo B € da ordem

'E, como sera visto, em qualquer instante.
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Gréfico 6.1 — Estados r e o e coestados A, e \,.
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Fonte: Proprio Autor.

de 10~® enquanto que o erro da solugdo C é da ordem de 10~3, poderia-se, caso fosse
desejado, diminuir o erro limite no algoritmo do método dos mdltiplos tiros, isso diminuiria
ainda mais a Hamiltoniana, porém, aumentaria em muito o tempo de excecugao.

Tabela 6.2 — Condicoes Iniciais e Finais.

v m
Cr 8,5x10° 0 6,8479 x 10®  2,529557 x 10°
C; 8,5x 10° 0 6,8479 x 10°  2,52955 x 10°
Cr 9% 106 0 6.6550 x 103

C;  9x10% 43,3702 —1.3642 x 107** 6,6550 x 10®  2,4313 x 10°

r

o o=

Como visto, essa solucao sera deformada até a solucao desejada, apresentada no
Capitulo 5, através de parametros de continuagdo. Como a solugéo desejada apresenta o
raio inicial r(ty) diferente do da solugéo final, € necessario um parametro de continuagéo
I,,, similarmente é necessario um parametro de continuagéo para a velocidade inicial I,,,,
para a massa inicial /,,,, para a tragdo do primeiro, segundo e terceiro estagio, I, Ir,
e Ir,, respectivamente, para as massas da troca de estagio Iy, € Iu,,, para a massa
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Gréfico 6.2 — Estados u e v e coestados A\, e \,.
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estrutural dos estagios Ig, e Ig,, para as taxas massicas do primeiro, segundo e terceiro
estagios, I,, I1,, Ix,, respectivamente, para o raio final 7., e para a velocidade final I, .

Seria impraticavel apresentar todas solugdes intermediarias geradas por cada pa-
rametro de continuacao I, mas € interessante observar algumas solugdes intermediarias,
visto que isso esclarece bastante o porqué de se utilizar o método da continuacao. Os Gra-
ficos 6.5, 6.6 e 6.7 apresentam as solugdes intermedidrias encontradas para levar a massa
inicial de 252955 kg para 102955 kg. O Gréfico 6.7 deixa claro a ordem das solugdes, que
€ do gréfico verde para o azul, do azul para o vermelho e do vermelho para o amarelo.

O Gréafico 6.5 mostra como, para uma massa inicial de 252955 kg, o raio r(¢) chega
proximo a superficie da terra em um instante. Neste caso, a trajetoria 6tima, para chegar
em uma 6rbita de maior altitude, passa primeiramente por uma fase de perda de altitude,
de modo a ganhar velocidade v, como pode ser observado no Grafico 6.6.

Observa-se ainda que, conforme a massa inicial diminui, as trajetérias levam, como
se pode intuir, menos tempo. Em contrapartida, conforme a massa inicial diminui também
se reduz a massa de propelente? disponivel, o que implica em um menor tempo para a

2Lembrando da formulac&o, a dindmica do veiculo apenas considera que a massa do mesmo é consumida
(presumivelmente em combustivel) a uma taxa constante, até que se atinja uma determinada massa, onde,
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Gréfico 6.3 — Estado m e coestado A,,.
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realizacao da trajetdria, assim, por mais que a trajetéria se realize em um menor intervalo
de tempo, a massa final, no Grafico 6.6, diminui conforme a massa inicial é reduzida.

O Gréfico 6.8 mostra o controle étimo e a Hamiltoniana em cada uma das trajetérias,
nota-se que, em todas, a Hamiltoniana é praticamente nula, garantindo assim uma trajet6-
ria que extremiza o indice de desempenho. Neste Grafico a estratégia de controle muda
gradativamente, observa-se que, apesar da semelhancga entre os dois primeiros (verde e
azul), o segundo e o terceiro apresentam uma diferenga mais significativa na forma, mos-
trando uma das possiveis fontes de problemas ao se utilizar o método da continuagéo.

Nos Graficos 6.5 a 6.8 a massa inicial difere, de um para o outro, de uma mesma
constante. Ainda assim, como comentado, ha uma diferenga significativa entra a segunda
e terceira solugdes, essa rapida mudanca entre as trajetérias 6timas frente a uma vari-
acao outrora pequena de um parametro de continuacao apresenta a maior fonte de nao
convergéncia do algoritmo, muitas vezes essa variagdo no parametro de continuagao gera
uma trajetéria étima tao diferente da anterior que a estimativa inicial nao € suficientemente
préxima, deste modo o algoritmo do método dos multiplos tiros converge para um minimo
local, onde o erro ndo € proximo a zero, nao sendo capaz de resolver o problema. Contudo,
em situagdes de ndo convergéncia, é geralmente suficiente reiniciar o algoritmo com um
passo menor no parametro de continuagao.

entao, ocorre a troca do estagio.
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Grafico 6.5 — Estados r e o e coestados )\, e A\, em varias solugdes intermediarias.
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Grafico 6.6 — Estados u e v e coestados )\, € A\, em varias solugdes intermediarias.
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Graéfico 6.7 — Estado m e coestado )\, em varias solugdes intermediarias.
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Gréfico 6.8 — Controle e Hamiltoniana em vérias solu¢des intermediarias.

200 107
ol
100 |
= 2 Pagyw
= oo 5
_4 -
~100 |
_6 -
—200 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 1,000 2,000 3,000 0 1,000 2,000 3,000

t [s] t[s]

Fonte: Proprio Autor.

82



7 RESULTADOS NUMERICOS

Como visto no Capitulo 6, apds obtida a solugao inicial basta, por meio dos para-
metros de continuagéo, deforma-la até a solucao desejada, apresentada no Capitulo 5. A
solucao para o problema é apresentada nos Graficos 7.1, 7.2 e 7.3.

Grafico 7.1 — Estados r e o e coestados A, e A\, 6timos.

.108 1074
7.2 0 0 0 \
70 R .
£ 68| 1 & —4f .
~
6.6 | : —6| |
6.4 & | \ \ = -8 ! | !
0 100 200 300 400 0 100 200 300 400
t[s] t[s]
8 1
6 . 0.5 A
4 120 :
2| -1 .
0 | | | _1 | | |
0 100 200 300 400 0 100 200 300 400

t[s] t[s]
Fonte: Proprio Autor.

Observando-se o Grafico 7.1, nota-se que o raio r(t) inicia na altitude da superficie
da Terra e tem o seu ponto final no ponto mais elevado, que € também a altitude orbital
desejada. A velocidade u(t) revela caracteristicas mais interessantes a respeito da trajet6-
ria 6tima, nota-se, primeiramente, que a velocidade radial «(¢) comega e termina em zero,
como esperado, ainda, nota-se que aos 63 s ha uma descontinuidade na taxa de variagao
de u(t), isso se da devido a troca de estagio, que ocorre justamente neste instante. Esse
instante também provoca uma resposta interessante na velocidade tangencial v(t), nos se-
gundos iniciais esta tende a se manter préxima a velocidade tangencial da terra mas logo
apds a descontinuidade, aos 63 s, ha um pequeno pico na velocidade v.

A velocidade radial e tangencial apresentam comportamentos esperados, primeira-
mente ha um aumento mais significativo na velocidade radial, uma vez que isso propicia
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ao VLS sair da atmosfera, onde h4 maiores forgas aerodindmicas, em um menor tempo.
Uma vez que o VLS se encontra com a maxima velocidade radial, ha uma maior acelera-
¢ao na direcao tangencial, uma vez que é necessario que se atinja uma grande velocidade
tangencial final para que as condi¢des da érbita circular desejada sejam satisfeitas. Essas
estratégias sao geralmente utilizadas no lancamento de VLSs e os resultados apresenta-
dos parecem concordar com isto.

Grafico 7.2 — Estados u e v e coestados A\, e \, 6timos.
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Fonte: Proprio Autor.

Os Graficos 7.1, 7.2 e 7.3 apresentam também as fungdes A(t), dos coestados.
Como visto, estas ndao apresentam qualquer sentido fisico relevante, mas sdo necessarias
para calcular o controle étimo, apresentado no Gréfico 7.4. Contudo, ainda é interessante
observar os coestados, como esperado, no Grafico 7.1, o coestado A, () é nulo, isso se da
devido a sua condigao final ser, também, nula e ao fato de a dindmica deste coestado ser
nula, na pratica isso significa apenas que o estado o é ignoravel.

Os demais coestados sdo mais interessantes, no Grafico 7.2 ha, nos instantes ini-
ciais, uma forte variagcdo no coestado \,, isso provavelmente se da pelos efeitos aerodi-
namicos bastantes pronunciados neste periodo, essa caracteristica particular mostra outra
dificuldade na solugéo de prolemas de controle étimo através da formulagao classica: é ge-
ralmente impossivel saber, a priori, qualquer estimativa razoavel para os coestados, pois
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além de nao apresentarem sentido fisico, também podem possuir formas bastante comple-
Xas e ricas.

O coestado )\, no Gréfico 7.3, €, como esperado, diferente dos demais, pois apre-
senta descontinuidades que ocorrem todas nos instantes correspondentes as trocas de
estagios, acompanhando assim as descontinuidades do estado m, ao qual esta associado.
Também é interessante observar o estado m no Grafico 7.3, os dois primeiros estagios ja
eram conhecidos, ou seja, ja se conheciam as massas em que as descontinuidades acon-
teceriam e também ja se conheciam os tempos destas descontinuidades, o que ndo se
conhecia era a massa final, que é de 2913, 97 kg. Essa massa, subtraida da massa estru-
tural do terceiro estagio, € a maxima carga paga que pode-se inserir na orbita definida com
este VLS, como explicado no Capitulo 5, resolver o problema para insercao em érbita em
tempo minimo é, também, resolver o problema para maxima carga paga.

Gréfico 7.3 — Estado m e coestado J,,, 6timos.
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Fonte: Proprio Autor.

O controle é apresentado no Gréfico 7.4, junto com a Hamiltoniana. Pode-se obser-
var que o controle €, de certo modo, razoavel. Nos instantes iniciais, 0 mesmo se encontra
perto dos 90°, de modo que a maior parte da energia € direcionada na dire¢ao radial,
fazendo com que a velocidade u(t), no Grafico 7.2, aumente mais rapidamente. Ainda,
nota-se que o controle tem sua taxa de desverticalizacao (em relagdo a Terra) diminuida
no instante da troca do primeiro estagio, esse efeito ndo é observado na troca do segundo
estagio, o mesmo efeito também se observa nos estados u(t) e v(t), isso parece indicar
que o efeito se da por alguma relagdo com as forgas aerodinamicas.

Esse efeito é bastante interessante e parece se conectar, novamente, com a reali-
dade, uma vez que a forga propulsiva e a massa do VLS diminuem, na troca do primeiro
para o segundo estagio, o efeito das forgas aerodindmicas se torna mais significativo e,
dessa forma, a estratégia étima de controle passa a dar maior prioridade para tirar o vei-
culo da influéncia destas forgas, levando o veiculo para uma altitude maior mais rapida-



86

Grafico 7.4 — Controle S e Hamiltoniana 6timos.
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Fonte: Proprio Autor.

mente, essa estratégia fica clara ao se observar o Grafico 7.4, onde neste ponto, como
comentado, hda um decréscimo na taxa de desverticalizacdo do VLS.

Outra caracteristica interessante e talvez contraintuitiva do controle € de que o vei-
culo, praticamente em toda a segunda metade da trajetéria, tem parte de sua tragéo apon-
tando contra a direcéo radial, ou seja, de modo a ativamente diminuir a velocidade u(t).
Essa caracteristica € dita "talvez contraintuitiva” pois poderia-se esperar que, em uma
trajetéria 6tima, a forgca de tragéo fosse melhor empregada para garantir um ganho de ve-
locidade tangencial mais rapido, enquanto que a velocidade u(t) poderia ser levada a zero
de forma natural, através da forga gravitacional. Pode ser que este seja o0 caso para um
veiculo com controle de tragdo, mas, para um veiculo a propelente sélido e sem controle
de tracdo, manter a tracdo ativa por mais tempo é equivalente a gastar necessariamente
mais combustivel, de modo que compense utilizar parte dessa for¢a de tracao para realizar
algo que poderia ser supostamente realizado de forma menos dispendiosa. Ainda, caso
a trajetéria fosse avaliada em fase de projeto, poderia-se, no intuito de mitigar a atuacao
como retro foguete, otimizar a distribuicao de propelente de cada estagio.

Por fim, observa-se, no Gréfico 7.4, que a Hamiltoniana é praticamente nula durante
a trajetéria, garantindo assim que a trajetéria extremize o indice de desempenho, levando
apenas 325.95 s para completar a insercao orbital.



8 CONCLUSAO

Este trabalho resolve o problema de insergao orbital 6tima através de um veiculo
lancador de satélites de trés estagios com propelente solido. Varias sdo as hipoteses
simplificadoras aplicadas, a modelagem dinamica do VLS é feita utilizando trés graus de
liberdade, ou seja, desconsiderando a dinamica de rotagéo. Ainda, foi utilizado um modelo
aerodinamico que considera efeitos de arrasto e sustentagdo que dependem do numero
de Mach, caracteristica importante, uma vez que boa parte do voo atmosférico se d4 em
elevados numeros de Mach, onde os modelos classicos perdem validade.

Os modelos de tragdo sao bastantes simplistas, assume-se que a tragéo é, em
todos os estagios, constante, e a uUnica forma de controle é através do direcionamento
da tubeira, que, para o modelo, € o0 mesmo que direcionar o veiculo inteiro, como con-
sequéncia da tragcao constante, a taxa de consumo de combustivel é, também, constante.
Os demais modelos sdo também bastantes simplistas, considerando apenas as maiores
influencias significativas.

Apesar da dindmica ser modelada com trés graus de liberdade, o problema de con-
trole 6timo é resolvido considerando somente dois graus de liberdade, assumindo que a
trajetéria, do langcamento a 6rbita, ocorre no plano orbital. Essa hip6tese €, na verdade,
bastante restritiva, idealmente poderia-se simplesmente pensar em resolver o problema
com os trés graus de liberdade, essa abordagem, contudo, parece um pouco problematica
uma vez que resolver o problema simplificado se mostrou demasiadamente custoso com-
putacionalmente. O alto custo computacional € possivelmente explicado, em partes, pela
implementagao pouco eficiente feita pelo autor na plataforma MATLAB, mas é necessario
considerar que este tipo de problema, problemas de valor de contorno em multiplos pon-
tos, sdo reconhecidamente dificeis de se resolver numericamente, ainda mais os PVCMPs
gerados pela solugao de problemas de controle 6timo (NAIDU, 2002; BRYSON; HO, 1975;
LEWIS; VRABIE; SYRMOS, 2012).

O problema implementado desconsidera completamente restrigbes extremamente
importantes como maxima pressao dindmica e maxima forga aerodindmica lateral. Se
fossem incluidas, tais restrigées dificultariam a solugao do problema numérico e foram, por
isso, desconsideradas. Ainda assim, esta omissao representa uma forte simplificacéo, que
deve ser lembrada ao se analisar as trajetorias 6timas.

E importante notar que a solugdo encontrada considera descontinuidades na massa
do foguete, algo que costuma ser ignorado. Como visto, essas descontinuidades no estado
da massa geram descontinuidades no seu coestado associado, e produzem derivadas des-
continuas nos estados referentes as velocidades do veiculo. Incluir estas descontinuidades
transforma o que seria um problema de valor de contorno em dois pontos em um problema
de valor de contorno em multiplos pontos, aumentando significativamente as restricdes de
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contorno que devem ser satisfeitas e adicionando ainda dois multiplicadores de Lagrange
que precisam ser encontrados para a solugao do problema.

Mesmo com todas as simplificagcbes, o problema resolvido ainda é relevante. Obvi-
amente, neste trabalho académico, entender, implementar e resolver o problema é, por si
s6, motivo suficiente, mas, para além de fins puramente académicos, é sempre relevante
saber quais os limites de um sistema, e por mais que estes limites sejam apenas simplifica-
¢Oes de uma realidade muito mais complexa, eles ainda séo significativos e podem trazer
informacdes importantes aos projetistas do veiculo e da misséo.

Por fim, os algoritmos utilizados para a solu¢ao deste problema foram implementa-
dos de modo a permitir que a solugao de qualquer problema de controle 6timo possa ser
feita com o minimo de modificagdes possiveis.

8.1 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Como visto, muitas foram as simplificag6es feitas ao longo do trabalho, sugere-
se que estas sejam melhor avaliadas, principalmente no que se refere as restricbes de
pressao dinamica e de forga lateral.

Uma simples modificagao no problema é sugerida, poderiam-se incluir intervalos
de tracdo nula apds a queima do combustivel de cada estagio. Como visto, o problema
atual considera que o final de cada estagio é sucedido, no instante seguinte, pela queima
do préximo estagio. Se fosse permitido um intervalo de tragao nula, poderia-se, possivel-
mente, encontrar trajetérias ainda mais eficientes, que consideram assim periodos 6timos
de espera para ignicao do proximo estagio. Se utilizar tracdo exatamente nula fosse proibi-
tivo poderia-se, alternativamente, utilizar uma tragcdo muito pequena neste intervalo, deste
modo, ao custo de um erro também muito pequeno, todas as equagdes de controle e dina-
micas ainda seriam vélidas.

Outro ponto importante a ser considerado em trabalhos futuros seria o de controlar
o veiculo na trajetéria calculada, considerando perturbagdes como, por exemplo, rajadas
de vento. Ao fim da trajetéria perturbada, poder-se-ia calcular o indice de desempenho
(que para o caso seria apenas considerar o tempo total de trajetéria) e avaliar quais os
efeitos destas perturbagbes no indice de desempenho. Se os modelos das perturbagdes
fossem suficientemente simples, seria possivel ainda avaliar quao menos 6timas sao as
trajetérias controladas. Isso seria bastante interessante para avaliar possiveis estratégias
de controle a serem utilizadas.

Outro ponto importante seria avaliar a viabilidade de se utilizar um algoritmo direto
para o célculo da trajetéria 6tima, uma vez que resolver o problema de controle étimo
quando na forma de um PVCMP é tdo computacionalmente custosa. Se um algoritmo
mais eficiente fosse utilizado, abririam-se possibilidades de avaliar a utilizagdo do mesmo
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em problemas de otimizagédo estrutural do estagios, ou mesmo do controle, através de
técnicas como controle preditivo.
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APENDICE A — CODIGOS EM MATLAB

Todos os codigos utilizados encontram-se no Github, no link: <https:/github.com/
sehnemroger/optimal_ascent_trajectory>.
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APENDICE B — TOPICOS DA IMPLEMENTACAO, UM APROFUDAMENTO

Neste anexo a descricdao de algumas fungdes € aprofundada, na expectativa de
esclarecer as mesmas. Este anexo pode ser considerado como uma extensdo a Secao
6.1.

B.0.1 — Funcao Cria v

Antes de criar o vetor' 7 é relevante esclarecer sua fungéo e forma. Como visto nos
Capitulos 3 e 5 o sistema apresenta descontinuidades nos tempos ¢;, 1 < < N — 1, que
sdo modeladas com as funcdes ¥(). Contudo, de forma geral, o tempo ¢; ndo possui um
valor pré-definido e precisa ser tal que a condicdo da Equacéo (5.18) seja satisfeita.

Como t; é desconhecido pode-se realizar a substituicdo, em cada intervalo [t;_; ],
por uma variavel de integragédo 7; conhecida que é escalada por um parametro desconhe-
cido. Definindo 7; como .

— Ui—1

) t
Ti=1—1+

E— B.1
L (B.1)

onde t; passa a ser o parametro desconhecido, a Equagéo (B.1) gera,paral <i: < N —1,

0§7’1§1§T2§22—1§TZ§ZN—QSTN_lgN—l (BZ)

Resolvendo a Equacao (B.1) para t e realizando a derivada com respeito a 7; obtém-

se "
o 1 (B.3)
Novamente, resolvendo a Equagéao (B.1) para ¢ e substituindo na Equagéao (3.25),
tem-se
FO (@, u,t(r)), (B4)
que tem sua derivada em relagao ao tempo normalizado 7; dado por
df df dt
- == B.5
dTZ’ dt dTi ( )

Dessa forma pode-se trabalhar com a fungao f no tempo ¢ e integra-la no intervalo
conhecido 7;, que € bastante conveniente.

A criacao do vetor T é bastante simples, o Unico detalhe que deve-se observar é a
exigéncia das fungdes bvp4c, bvp5c e bvpMs, que requerem que as mudangas de fases?

"Note que o vetor 7 é vetor apenas no &mbito da programacéo.
2Que acontecem no tempo ¢; ou no tempo normalizado i.
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sejam indicadas por uma repeticdo no valor do vetor, assim, se ha uma mudancga de fase
em 7 = 1, o vetor deve ser
7=[0--11---4]. (B.6)

Assim, o vetor 7, representado por fau no cédigo, é criado pelo seguinte trecho de
codigo

taul=linspace(0,1,int/3);
tau2=1linspace(1l,2,int/3);
tau3=linspace(2,3,int/3);
tau=[taul tau2 tau3];

onde int € o niumero de divisdbes que o vetor tau deve possuir e linspace(a,b,c) é uma
fungdo que cria um vetor com c divisdes iguais no intervalo [a b].

B.0.2 — Funcao Criacao da estimativa inicial da solucao do PVCMP

A funcao Criagdo da estimativa inicial da solugdo do PVCMP basicamente utiliza a
funcao bvpinit, do MATLAB, no codigo ela é da forma

iniciol=@(tau,k) inicio(tau,k,Foguete);

solinit=bvpinit(tau,iniciol,parametros);

A primeira linha de codigo apenas chama a fungéo inicio com sua terceira varia-
vel, a estrutura Foguete, fixa, de modo que a fungéao inicio1 sé dependa de tau e k, como
requerido pela funcdo bvpinit. A estrutura solinit, saida da fungéo bvpinit, possui os cam-
pos: parameters, x € y, que correspondem, respectivamente, aos parametros p, a variavel
independente T e a variavel dependente® .

O primeiro argumento da funcao bvpinit é o vetor tau, da subsecédo B.0.1, o segundo
é uma fungéo s(7) que aproxima a solugéo, chamada de inicio1, enquanto que o terceiro
argumento € a estimativa inicial do vetor de parametros p, a fung¢ao inicio, por sua vez,
apenas calcula os estados supondo que os mesmos variam de forma linear entre o estado
z(ty) ex(ty).

B.0.3 — Funcao Resolve com mbvpMs

A funcao Resolve com mbvpMs basicamente consiste de chamar a fungcao mbvpMs,
para isso € necessario fornecer principalmente as fungdes orbitaode, orbitabc. A Figura B.1

3A nomenclatura utilizada pela funcéo bvpinit é diferente da utilizada até ent&o.
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representa a arquitetura geral e simplificada do programa mbvpMs, utilizado para resolver
PVCMPs.

Figura B.1 — Fluxograma do programa mbvpMs.

/Sollmt % encontra | | ooy | cria s,y :

¥

odel5s - Cria X; H S T fsolve | [fmincon

X(t)  Cria Sol FIM

Fonte: Proprio Autor.

E relevante ressaltar que a fungdo mbvpMs &, na realidade, bastante mais complexa
do que o apresentado na Figura B.1, essa complexidade, contudo, ndao se da pela comple-
xidade do método numérico em si, mas sim de detalhes necessarios para compatibilidade
com as funcbes bvp4c e bvp5c e outros detalhes que permitem um controle mais preciso
da solucdo. Como se pode notar, esses detalhes foram ocultados da Figura B.1 de forma
a propiciar um melhor entendimento do algoritmo da fungdo mbvpMs.

A funcao mbvpMs comeca por encontrar os pontos de interface na variavel indepen-
dente t, isso € bastante simples uma vez que a variavel independente ¢ possui, por padrao,
as interfaces indicadas por uma repeticdo no seu valor.

Uma vez que os pontos de interface t; foram encontrados, criam-se as condi¢cdes
iniciais X; = z(t,) onde t;_y <t, <tjondej=12---,N+len=12,---,a com
N sendo o nimero de interfaces e a 0 niUmero de subdivisdes no intervalo [¢;_; j;| e séo
uma escolha do usuario, podendo ser no minimo 1 e quanto maior 0 a menores sao 0s
intervalos [t,_; t,], sendo assim menos provavel que a fungdo ode15s se depare com um
PVI que explode, como explicado no Capitulo 4.

Com as condigdes iniciais criadas cria-se entao o vetor S;,;;, que € construido pela
concatenacgao das condi¢des iniciais X; e da posterior concatenacao das estimativas inici-
ais para os parametros param.

Apos a criagdo da estimativa inicial da solugéao, o programa mbvpMs segue para a
solucdo do problema, aqui ha duas possibilidades, utilizar o fsolve ou o fmincon. Como
visto no Capitulo 4, o método dos multiplos tiros consiste de transformar um PVCMP no
problema de resolver varios PVIs e, ao mesmo tempo, encontrar o zero de uma fungao
F(S), assim é necessario enviar a fungéo escolhida a fungao F'(S) e, no caso da esco-
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lha do fmincon, a fungéo de restrigdes de igualdade*. A fungdo F(S), chamada no pro-
grama de Fs, é apresentada, junto de sua funcao de igualdade auxiliar Fscon, na subsecao
B.0.3.1.

A funcéo fsolve tenta encontrar o vetor S que faz a fungdo F(S) = 0, diferente-
mente, a fungdo fmincon tenta encontrar o vetor S que minimiza a fungdo F'(S) sujeito a
restricdes de igualdade e/ou inequalidade. Assim, as duas func¢des retornam o vetor S, da
Figura B.1.

As condicdes iniciais X; sdo, em um processo inverso ao anterior, extraidas do vetor
S, e entdo, posteriormente, integradas nos seus respectivos intervalos para criar a solugao
X (t) completa. Feito isso, os parametros param sao extraidos de S e a estrutura Sol, de
forma idéntica a Solinit, é criada, finalizando assim o programa.

B.0.3.1 — Fungéo Fs e Fscon

A funcgéo Fs, como visto, € apenas a fungao da Equagéao (4.7) com os parametros
p concatenados ao vetor s, sua funcao é bastante clara mas a mesma apresenta alguns
detalhes de implementacao essenciais, a Figura B.2 apresenta o algoritmo da Funcéao Fs.

Figura B.2 — Fluxograma da fungao Fs.

function
F=Fs(S)
S — param 7
resolve A
T i-ésimo |- Xs m co
PVI loop?
X, v
Remove
res —{ orbitabc [ X e X;
retorna F em trse
F
interncond=X;-X¢

Fonte: Proprio Autor.

A fungao Fs inicia separando as condigdes iniciais X; e os parametros param do

4Por mais que a formulacdo do método dos multiplos tiros ndo possua restricio de igualdade, pode-se
facilmente criar uma que seja compativel com o problema, isso ajuda na velocidade de convergéncia e na
garantia de que minimos locais nao serao solugao.
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vetor S e, apds, passa para o loop que resolve todos os i PVIls. Como todos os X; séo
conhecidos antes do loop e todos os PVIs sdo independentes pode-se resolve-los parale-
lamente ou serialmente.

A paralelizagdo de fungbes (ou partes da mesma, como no caso) pode apresentar
melhorias significativas no tempo de execucgao total do programa, esse é o caso da fungao
Fs, que paralelizada e rodando em um computador de 4 nulcleos apresenta tempo de
execugdo aproximadamente 3x menor quando comparado com a execugao serial, por isso
preferiu-se utilizar esta técnica.

Os PVIs sao resolvidos através da funcédo ode15s, do MATLAB, que exige que seja
fornecida uma fungdo com o conjunto de equacdes diferenciais para o qual se deseja
resolver o PVI, essa fungédo € chamada de orbitaode e é apresentada na subsec¢éo B.0.7.

A Unica parte da solucdo dos PVIs que é relevante para o problema é a final e,
assim, somente esta é salva em cada passo do loop. Apés o final do mesmo o programa
prossegue e remove as condi¢des iniciais e finais nos tempos de interface, denotados
como t 45 Na Figura B.2, essas condi¢cdes removidas dos vetores X; e X; sgo salvas nas
matrizes X, e X4, a matriz X, é da forma

X, = |:1'(t0+) coex(tr) e x(t(N,1)+)] ) (B.7)

onde t; indica o tempo de interface e N o numero de fases. A matriz X, &, similarmente,
da forma

X, = [z(h—) () - m(tN—)}- (B.8)

Os vetores X; e X sdo utilizados® para calcular o vetor interncond da Figura B.2,
enquanto que as matrizes X, e X, sdo utilizadas para calcular as condi¢cdes de contorno
res através da fungao orbitabc®, apresentada na subsecéo B.0.8.

Finalmente o vetor F' é montado concatenando-se os vetores interncond e res,
sendo esse o retorno da funcao Fs.

B.0.4 — Funcao Incrementa parametro com passo

A funcao Incrementa pardmetro com passo tem a funcao de atualizar os parametros
de continuagao’, necessarios para a solugdo do problema, e é bastante simples, ela incre-
menta um parametro param com um passo passo se o valor final desejado do parametro

SAp6s a remogéo dos valores da interface esses vetores naturalmente se encontram deslocados de um
t, em relagdo ao outro, como necessario.

8A funcdo orbitaode, por questbes de compatibilidade, segue o mesmo padrdo da funcéo utilizada pela
funcéo bvp4c, do MATLAB, portanto pode-se encontrar mais a respeito de sua forma geral nas referéncias
da mesma.

’Os parametros de continuagéo sdo apresentados como I e D na Se¢éo 4.3.
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valF for maior que o valor atual, ou seja, se valF > paraam, e decrementa se for menor,
ou seja, se valF < param.

B.0.5 - Funcao Construcao do tempo t

Como visto na subsecéo B.0.1, o problema é resolvido em uma variavel indepen-
dente escalada, assim, ap0s a solugdo, € necessario transformar essa variavel escalada
para a variavel do tempo ¢, de modo que se possa interpretar a solugdo de forma mais
intuitiva e comoda, para isso é necessario novamente isolar a variavel t na Equacgéo (B.1),
assim

t=(ri—i+1)(t; —ti_1) +ti1. (B.9)

B.0.6 — Funcao Célculo de H (t) e u(t)

Como visto as funcbes bvp4c, bvp5c e mbvpMs retornam apenas os estados do
sistema aumentado X (), desta forma é necessario que o controle u(t) e a Hamiltoniana
H (t) sejam recalculados. O controle pode ser calculado pela fungéo controle, da subsegéo
B.0.7.1. A Hamiltoniana é mais facilmente calculada pela sua definicdo, da Equacao (3.30),
dessa forma s6 é necessario obter f(), pela funcéo orbitaode, X, por X (t) e L, pela sua
definigéo.

B.0.7 — Funcao orbitaode

A funcao orbitaode implementa a dindmica aumentada da Equacéao (3.38), para o
caso esta é constituida da dindmica dos estados, da Equacao (5.4), e da dinamica dos
coestados, da Equacgao (5.14).

A funcao orbitaode tem o seguinte formato

function dXdtau=orbitaode(tau,X, region,parametros, Foguete)

end

Os quatro primeiros argumentos sao a variavel independente, os estados, a regiao
e 0s parametros, como é o padrao do bvp4c, o quinto parametro é a estrutura que contém
dados adicionais necessario nos calculos, no programa principal essa fungdo é chamada
com uma funcéo auxiliar da forma

orbitaodel=@(t,X, region,parametros) orbitaode(t,X, region,

parametros, Foguete) ;
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desta forma o os programas que a utilizam reconhecem uma fungao com quatro variaveis,
como requerido.

A funcao comeca por converter a variavel independente, chamada no programa de
tau, para a variavel independente f, que € basicamente a implementag¢ao da Equacéao (B.9),
feito no trecho de codigo

if region ==

t=tauxparametros(1l);

dt_dtau=parametros(1l);

else

t=(tau—region+1l)*(parametros(region)—parametros(region—1))+
parametros(region—1);

dt_dtau=parametros(region)—parametros(region—1);

end

que funciona devido ao vetor parametros ter os primeiros trés valores referentes aos tem-
pos de interface 1, t, e t5. E importante atentar que a variavel region identifica a regido ,
na Equacao (B.9) e que o termo dt_dtau é o da Equacao (B.3).

A funcao segue para o calculo do controle U, feito pela funcao controle, apresentada
na subsecao B.0.7.1. Este controle € utilizado junto dos estados X, de entrada, para cal-
cular a dindmica da planta dXdt, na fungdao Din2D_opt, apresentada na subsecao B.0.7.2.

O passo final € o calculo da dinamica dos coestados dldt que, como visto na Equa-
cao (5.14), depende de grandezas aerodinamicas e de suas derivadas, essas sao calcula-
das pela fungao aerodin, apresentada na subsecao B.0.7.3.

Com a dinamica dos coestados calculada o vetor dXdtau € entao construido pela
concatenacgao dos vetores da dXat e dldt, multiplicados por dt_dtau.

B.0.7.1 — Funcéo controle

A funcao controle calcula o controle através do método misto dos zeros restritos,
implementado na funcéo step2bCond, sendo assim bastante curta e simples. Consistindo
da chamada da funcao fun, que implementa a condi¢cao de estacionariedade da Equacao
(5.15), da funcao gradfun, que implementa a derivada com relacéo a g da Equacgéao (5.15),
da funcao grad2fun, que implementa a derivada com relacdo a 8 da funcdo anterior, e da
fungéo cond, que implementa as restricbes para o zero que se busca.

Todas estas fungdes séo bastante simples e podem ser facilmente implementadas,
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assim, por motivos de brevidade, ndo serdo discutidas no texto.

B.0.7.2 — Fung&o Din2D_opt

A funcao Din2D_opt comeca calculando as forcas aerodinamicas através da fungao
aerodin, apos a forca de tracao e taxa massica correspondente ao estagio atual é escolhida
através do seguinte trecho de codigo

switch region

case 1
ki=Foguete.Otimo.k1;
T=Foguete.0timo.T1;
case 2
ki=Foguete.Otimo.k2;
T=Foguete.0timo.T2;
case 3
ki=Foguete.Otimo.k3;
T=Foguete.0timo.T3;
end

No cédigo T1 é a forca de tragdo do primeiro estagio, ou seja, 11, a taxa massica k1
segue a mesma logica.

Seguindo, a atragao gravitacional € calculada pelo modelo da sec¢ao 2.9, e final-
mente a Equacéo (5.4) € calculada, retornando assim a taxa de variacao dos estados e
finalizando a funcéo.

B.0.7.3 — Fung&o aerodin

A fungéo aerodin implementa o modelo aerodinamico e suas derivadas com relagéo
aos estados, tem o seguinte formato

function [FA,FN,FAr,FAu,FAv,FNr,FNu, FNv,FNbeta,HessFA,HessFN]=
aerodin(t,X,U, region, Foguete)

end

Como mencionado anteriormente, as derivadas das forgcas aerodindmicas depen-
dem das derivadas do modelo atmosférico, da velocidade do som e dos coeficientes aero-
dindmicos, que sédo obtidas com o auxilio do Mathematica e transferidas para o MATLAB.
Assim a fung¢ao aerodin ndo apresenta peculiaridades que meregam alguma atencéo, suas
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saidas séo facilmente interpretéveis, a variavel FAu, por exemplo, é a derivada da forga
F'4, com respeito ao estado u, enquanto que a variavel HessFA € a matriz Hessiana, das
segundas derivadas com respeito a r, u € v.

B.0.8 — Funcao orbitabc

A funcéao orbitabc implementa as condigdes de contorno e tem o seguinte formato

function res=orbitabc(Xe,Xd, parametros, Foguete)
end

onde res é o residual das condi¢des de contorno, que deve ser zero para uma solugao, Xe é
a matriz da Equacao (B.7), Xd é a matriz da Equacao (B.8), parametros sao os parametros
adicionais a serem encontrados e Foguete é a estrutura com informagdes adicionais do
problema.

A fungé@o comeca por extrair as variaveis do vetor parametros, que sao as da Tabela
6.1, os estados iniciais e finais e as condi¢des dos estados iniciais e finais, assim

tfl=parametros(l); tf2=parametros(2); tf3=parametros(3);
dumblagrl=parametros(4); dumblagr2=parametros(5);

% Estados iniciais

ri=Xe(1l,1); sigmai=Xe(2,1); ui=Xe(3,1); vi=Xe(4,1); mi=Xe(5,1);

% Estados finais

r=Xd(1,3); sigma=Xd(2,3); u=Xd(3,3); v=Xd(4,3); m=Xd(5,3);

% Coestados finais

1r=Xd(6,3); ls=Xd(7,3); lu=Xd(8,3); lv=Xd(9,3); lm=Xd(10,3);

% CondicOes iniciais dos estados

rO0=Foguete.0timo.r0; sigma®=Foguete.Otimo.sigma®; uO=Foguete.
Otimo.u0®; vO=Foguete.Otimo.v@; mO=Foguete.0timo.mO;

% Condicoes finais dos estados

rf=Foguete.Otimo.rf; sigmaf=Foguete.Otimo.sigmaf; uf=Foguete.

Otimo.uf; vf=Foguete.Otimo.vf; mue=Foguete.mue;

Como a condicao para determinar um tempo de interface € que a hamiltoniana
antes da interface seja igual a hamiltoniana ap6s a interface € necessario calcular estas
hamiltonianas, isso é feito no seguinte trecho

%Hamiltoniana
Xpld=orbitaode(1l,Xd(:,1),1,parametros, Foguete);
Xp2e=orbitaode(1l,Xe(:,2),2,parametros, Foguete);
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Xp2d=orbitaode(2,Xd(:,2),2,parametros,Foguete);
Xp3e=orbitaode(2,Xe(:,3),3,parametros,Foguete);
Xp3d=orbitaode(3,Xd(:,3),3,parametros, Foguete);
L=1;

Hld=L+Xd (6 ) '*xXpld(1:5)/tf1;
H2e=L+Xe(6:end,2) '*«Xp2e(1l:5)/(tf2—tfl);
H2d=L+Xd(6:end,2) '*«Xp2d(1:5)/(tf2—tfl);
H3e=L+Xe(6:end,3) '*Xp3e(1:5)/(tf3—-tf2);
H3d=L+Xd (6 ) "*Xp3d(1:5)/(tf3-tf2);

:end, 1

:end, 3

onde, por exemplo, Xp2d é o vetor X (t,+) e Xp2e é o vetor X (t,-), 0s outros Xp seguem
a mesma légica. A Hamiltoniana é calculada, das linhas 8 até 12, pela sua definicao, ali
os vetores X, por estarem na variavel independente 7, sdo transformados para a variavel
t pela divisao.

Resta entao extrair os valores da massa consumida até o fim do primeiro e segundo
estagio e do salto na massa na troca de cada estagio e construir o vetor dos residuais, ou
seja, das condigcdes de contorno, isso € feito no seguinte trecho

% massa gasta até a troca do primeiro—segundo estdgio
ml2=Foguete.O0timo.ml2;

% segundo—terceiro

m23=Foguete.0timo.m23;

% Salto na massa primeiro—segundo
s1l2=Foguete.0timo.s12;

% segundo—terceiro
s23=Foguete.0timo.s23;

res = [ri—r0
sigmai—sigma0
ui—u0
vi—vo
mi—mo
%% condicoes primeiro—segundo estagio
Xd(1:4,1)—Xe(1:4,2) % estados fisicos continuos, exceto a massa
Xd(6:9,1)—Xe(6:9,2) % Continuidade dos coestados
Xe(10,2)—dumblagrl
Xd(5,1)—(mG-m12)
d(5,1)—s12—Xe(5,2)
%% condicoes segundo—terceiro estagio

x

Xd(1l:4,2)—Xe(1:4,3) % estados fisicos continuos, exceto a massa
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Xd(6:9,2)—Xe(6:9,3) % Continuidade dos coestados
Xe(10,3)—dumblagr2
Xd(5,2)—(m@—m12—s12—m23)
Xd(5,2)—s23—Xe(5,3)

r—rf

1s

u

v—sqrt(mue/r)

im

Hld—H2e

H2d—H3e

H3d];

Das linhas 10 a 14 a condig&o de contorno inicial dos estados é avaliada, nas linhas
16, 19, 20, 22, 25 e 26 a restricdo de descontinuidade, da Equacao (5.10) é diretamente
aplicada, diminuindo assim o numero de multiplicadores de Lagrange adicionais que pre-
cisam ser encontrados. Nas linhas 17, 18, 23 e 24 a condi¢ao dos coestados, da Equacgao
(5.24), é avaliada.

Por fim, a restricdo de estado final, da Equacéo (5.7), é diretamente avaliada nas
linhas 27, 29 e 30, novamente diminuido o nimero de multiplicadores de Lagrange adi-
cionais que precisam ser encontrados, as condigoes finais dos coestados restantes, da
Equagéo (5.30), é avaliada nas linhas 28 e 31. As condi¢des de continuidade da Hamilto-
niana sdo avaliadas das linhas 32 a 34, finalizando assim o calculo do residual.

E importante notar que avaliar diretamente as condicdes 1 permite reduzir o niimero
de multiplicadores de Lagrange v que precisam ser avaliados, essa abordagem simplifica
bastante o problema numérico sem causar perda de generalidade.
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