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RESUMO

FORMULACAO DE UM ELEMENTO FINITO DE VIGA TRIDIMENSIONAL
PARA DINAMICA DE CORPOS FLEXIVEIS

AUTOR: Jonas Miiller Gongalves
ORIENTADOR: Tiago dos Santos

Nas ultimas décadas, ha uma forte tendéncia na construcdo de modelos de simulagéao
envolvendo analises multi-fisicas. Por exemplo, em projetos aeronauticos, modelos envol-
vendo de forma acoplada as areas de dinamica de voo, mecanica estrutural, aerodinamica
e controle tém sido desenvolvidos em ambientes computacionais. Especificamente so-
bre andlises de falhas estruturais, tais modelos multi-fisicos virtuais possibilitam estimar,
sem a construcdo de um protétipo, carregamentos dinamicos resultando a partir de con-
dicdes de voo simuladas. Nessa perspectiva, o presente trabalho objetiva apresentar a
formulacéo de um elemento de viga tridimensional no contexto da dinamica de corpos fle-
xiveis. Na abordagem empregada, sdo considerados grandes deslocamentos e rotagoes
(associados a movimentos de corpo rigido) e pequenas deformagdes. Segundo tais hipo-
teses, sao desenvolvidas as equagoes de movimento de um soélido partindo do Principio de
D’Alembert. Em seguida, considerando um elemento de viga tridimensional, sdo desenvol-
vidas as equacdes associadas a cada elemento. Visando a redugéo de ordem do problema
usando transformag¢do modal, bem como para verificar a implementagdo das matrizes de
massa e de rigidez, sao realizadas analises de vibragoes livres de problemas canénicos.
As frequéncias naturais obtidas numericamente sdo comparadas as solugdes de referéncia
por meio de analises de convergéncia. Em seguida, sdo realizadas analises de vibragcdes
livres de um planador. Da mesma forma, apds a convergéncia de malha (considerando o
20°modo de vibragao), sdo apresentados os modos de vibragao e as respectivas frequén-
cias naturais.

Palavras-chave: Dindmica. Corpo Flexivel. Grandes Deslocamentos. Grandes Rotagoes.
Elementos Finitos.



ABSTRACT

FINITE ELEMENT FORMULATION OF THREE-DIMENSIONAL BEAM
ELEMENT FOR FLEXIBLE BODY DYNAMICS

AUTHOR: Jonas Miiller Goncalves
ADVISOR: Tiago dos Santos

In the last decades, many efforts have been done to build models to simulate multiphysics
analisys. For instance, in aeronautical projects, computational models coupling flight dy-
namics, structural mechanics, aerodynamics and control have been developed. When it
comes to structural failure analysis, multiphysics models can be useful to estimate dyna-
mic loads resulting from simulated flight conditions, without a physical prototype. In this
perspective, the present work aims at formulating a three-dimensional beam element in the
context of flexible body dynamics. The approach addresses large displacements and rota-
tions (associated with rigid body motion) and small strains. Following these assumptions,
the equations of motion are obtained using the D’Alembert Principle. Then, considering a
three-dimensional beam element, the equations corresponding to each element are deve-
loped. In order to reduce the problem order using modal transformation, as well as to verify
the implementation of mass and stiffness matrices, free vibration analyzes of canonical pro-
blems are performed. Numerically obtained natural frequencies are compared to reference
solutions by means of convergence analyzes. Then, free vibration analyzes are performed
for a glider. Likewise, after mesh convergence (considering the 20" vibration mode), both
the vibration modes and corresponding natural frequencies are outlined.

Keywords: Dynamics. Flexible Body. Large Displacements. Large Rotations. Vibrations.
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1 INTRODUCAO

A motivacédo e o contexto do trabalho sao apresentados neste capitulo. Seguinte,
uma revisao bibliografica é realizada de modo a definir os trabalhos que norteiam o desen-
volvimento do trabalho. Finalmente, os objetivos sdo elencados, dentro da ambientacao
identificada pela contextualizacao e pelo referencial bibliografico.

1.1 MOTIVACAO E CONTEXTUALIZACAO

Nas ultimas décadas, ha uma forte tendéncia na construgcdo de modelos de simu-
lacdo envolvendo analises multifisicas. Por exemplo, em projetos aeronauticos, modelos
envolvendo de forma acoplada as areas de dindmica de voo, mecénica estrutural, aerodi-
namica e controle tém sido desenvolvidos em ambientes computacionais. Especificamente
sobre analises de falhas estruturais, tais modelos multifisicos virtuais possibilitam estimar,
sem a construcao de um protétipo, carregamentos dinamicos obtidos a partir de condicdes
de voo simuladas. O conhecimento do histérico de carregamentos atuando na estrutura de
uma aeronave, dada a devida caracterizagao, permite estimar a degradacao e danos es-
truturais produzidos por fadiga. Esse conhecimento, mesmo que em um ambiente virtual,
consiste em um primeiro passo para projeto de sistemas embarcados para 0 monitora-
mento da integridade estrutural de aeronaves reais, como ilustra a Figura 1.1.

Figura 1.1 — Diagrama da abordagem desacoplada.

Modelo Modelo
— Dinamico Térmico
( Histérico de ) [ Condicdes de Voo |
Carregamentos —
A A Modelo de Andlise de
odel Fadiga Tensdes
Estrutural
irtua
‘ .
Fadiga Temperatura Tensoes H ‘ Integridade

Estrutural

Fonte: Elaboragao do autor.

Tradicionalmente, a simulacdo de modelos aeronauticos assume a aeronave como
um corpo rigido (ABBASI, 2010). Isto é, o histérico de condi¢des de voo e carregamentos
sao estimados considerando uma aeronave rigida e servem como dados de entrada a ana-



13

lise estrutural que é feita separadamente, como mostrado na Figura 1.1. Essa premissa é
aceitavel enquanto ha uma separacao suficiente entre os modos de vibragdo de corpo ri-
gido e corpo flexivel (Da SILVA; PAGLIONE; YONEYAMA, 2010). Entretanto, devido a uma
combinacgao de fatores, ocorre um aumento na flexibilidade do corpo. Dessa forma, as es-
truturas aeronauticas resultantes sdo consideravelmente mais deformaveis, principalmente
quando sujeitas a cargas além do envelope de voo. Desse modo, é importante incluir as
variacoes flexiveis em andlises dindmicas ao invés de considerar um corpo rigido.

Devido ao carater multifisico das analises recentes e agregado a flexibilidade da es-
trutura, novas andlises sao realizadas para descrever o comportamento da estrutura, como
indica o Hexaedro de Friedmann na Figura 1.2. A metade superior do hexaedro representa
a aeroservoelasticidade, que inclui a resposta da aeronave devido a atuacédo do controle
sobre a aeronave aeroelastica. A metade inferior do hexaedro representa a aerotermoe-
lasticidade, onde os efeitos térmicos sao adicionados a aeroelasticidade classica, ou seja,
a interacao entre aerodinamica, inércia e elasticidade. Dessa forma, a aerodinamica, as
cargas de inércia, cargas elasticas, controle e cargas térmicas nao sao mais tratadas como
areas distintas, porém, como areas acopladas (KALTHOF, 2014). As cargas aerodinami-
cas estao sujeitas as participacdes do controle da aeronave, bem como a inércia do corpo
em movimento e efeitos de temperatura, devido a velocidade do corpo. Uma modificacao
nas cargas aerodindmicas induz uma modificacdo na estrutura, bem como uma atuagéo
diferenciada do controle da aeronave e uma possivel variagao na temperatura estrutural e
todos esses efeitos induzem novamente uma mudanca no ambito aerodinamico.

Figura 1.2 — Hexaedro de Friedmann.

Controle

Elasticidad Inércia
Q . " .
Aerodinamica
D

Efeitos Térmicos

Fonte: Adaptado de Friedmann (1999).

Em uma missao hipotética, uma estimativa das condi¢cdes de voo e dos carrega-
mentos iniciais € feita de modo a identificar a condigéo inicial do problema. Um modelo
aerodinamico (CFD) é capaz de realizar o voo virtual da aeronave para estimar as cargas
de voo. Dessa forma, as pressdes aerodinamicas podem ser aplicadas ao modelo estrutu-
ral da aeronave (MEF) durante o intervalo de tempo de voo. O acoplamento entre ambos
os modelos permite identificar vibracoes aeroelasticas, deflexdes estruturais ou tor¢cdes da
estrutura oriundas da aerodindmica, como indica o diagrama da Figura 1.3.
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Figura 1.3 — Diagrama de analise de uma aeronave hipotética, agregando modelo estrutural
e aerodinamico.

Condicao
Inicial

Modelo

Estrutural
Virtual

Modelo
Condiges de Voo Cargas Aerodinamico
Aerodinamicas .
Virtual

Deformacdes

Modelo da
Dinamica de
Voo

Fonte: Elaboragao do autor.

No que tange a manutencgao das estruturas, verifica-se um aumento na utilizagao de
sistemas de predicao e controle de falha, baseando-se no conceito de Damage Tolerant,
ou tolerancia a dano, onde inspecdes sao realizadas constantemente para atestar a se-
gurancga operacional (STEPHENS et al., 2001). Deve-se provar, entretanto, que trincas ou
danos nao se propagarao de modo a comprometer a integridade estrutural, determinando
os intervalos de manutencgao ou reposicao. Sabe-se que durante o periodo de operacao da
aeronave, diversas cargas ciclicas sao aplicadas sobre a estrutura, levando a processos
de fadiga a partir de condi¢cdes dinamicas atuantes no corpo (DOWLING, 2012).

Nessa perspectiva, € necessario um método efetivo para a predi¢cdo da vida util
de componentes estruturais, seja na aeronautica ou nas demais areas. Para que o0 mo-
delo possa replicar o comportamento da estrutura, é necessario conhecer deslocamentos,
deformacodes, esforcos internos e tensdes em pontos especificos durante a operacao da
aeronave em condigfes dinamicas de voo. Além disso, a aeronave pode possuir geome-
trias complexas, histérico e distribuicdo complexa de carregamentos, devido a natureza das
operacgoes as quais esta sujeita, como manobras, rajadas e turbuléncia. Dessa forma, no
que tange a estrutura, € possivel utilizar o Método dos Elementos Finitos (MEF) para repre-
sentar esses efeitos e replicar o comportamento da estrutura fisica em um meio digital. O
MEF é amplamente utilizado em aplicagdes de engenharia, especialmente em problemas
referentes ao comportamento dos corpos deformaveis. O MEF surge como uma alterna-
tiva para a solugcao de problemas complexos, para os quais nao € possivel obter solu¢des
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analiticas. Assim, o MEF permite a obtencdo de solugdes numeéricas aproximadas a par-
tir da discretizacao espacial e construcdao de um espaco de solugcéo para as variaveis de
interesse (FISH; BELYTSCHKO, 2007).

1.2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Shabana e Wehage (1983) propuseram uma abordagem para a analise dinamica
de multicorpos envolvendo grandes deslocamentos e rotagdes, e pequenas deformagdes:
Fixed-Frame of Reference Formulation (FFRF). Esse método tem sido amplamente apli-
cado em andlises de aeronaves flexiveis desde entdo, empregando dois sistemas de coor-
denadas distintos, um fixo a um referencial inercial e outro fixado no corpo em questao.

Neto et al. (2016) utilizam o FFRF para formular a dindmica de voo de uma ae-
ronave flexivel e fazem uso da equacgéo de Lagrange para a derivagao das equacdes do
movimento. Além disso, o Método dos Elementos Finitos € utilizado no ambito estrutural e
a superposicao modal para reducéo da ordem do problema.

Dibold, Gerstmayr e Irschik (2009) realizam uma comparagao integrativa entre duas
formulagbes para modelagem de multicorpos: O Fixed-Frame of Reference Formulation e
Absolute Nodal Coordinates Formulation (ANCF), aplicando as duas formulagdes em pro-
blemas estaticos e dindmicos, sob hipétese de pequenas ou grandes deformagbes. Para
isso, uma viga engastada sujeita a uma carga pontual é analisada para o caso estatico,
um péndulo sob agéo da gravidade e uma manivela deslizante séo verificados para o caso
dinamico. Verifica-se que ambos os métodos sdo equivalentes na predicdo do comporta-
mento das estruturas, onde a escolha se da em relagédo ao problema a ser analisado.

Por sua vez, Witteveen e Pichler (2019) indicam que a derivacao do FFRF pode levar
a um sistema complexo de equag¢des do movimento, e uma possivel solugéo é negligenciar
determinados termos. A partir da investigacao da significancia dos termos de inércia para
o resultado final a partir da utilizacao da hipétese de pequenas deformacdes, verifica-se
gue essa é uma simplificagdo aceitavel dentro de determinados cenarios.

Orzechowski, Matikainen e Mikkola (2017) realizam uma analise da influéncia dos
termos de inércia sob a resposta de andlises de multicorpos. Dessa forma, verifica-se que
os termos de Coriolis, de forcas centripetas e giroscopicas geralmente ndo sdo descritos
com detalhamento suficiente. Na descricdo das forgas inerciais, sdo utilizadas duas me-
todologias distintas, a mecéanica Lagrangeana e o principio dos trabalhos virtuais. Além
disso, a comparacao entre a opc¢ao de utilizar angulos de Euler na formulagao ou parame-
tros de Euler é realizada. Os autores alegam que o FFRF é eficiente no quesito computa-
cional, desde que implementado em concordancia com técnicas de redugao de ordem do
modelo e o correto manuseio dos termos de inércia do sistema.

No que tange a discretizagao estrutural, Schiavo, Vigano e Ferretti (2006) utilizam o
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MEF para discretizar espacialmente vigas esbeltas em um sistema de multicorpos. Para a
derivacao das equacdes do movimento, utilizam o FFRF e o principio dos trabalhos virtuais,
pontuando que a mecanica Lagrangeana permite obter as mesmas equagdes porém com
um nivel de dificuldade superior. Ainda, de modo a corroborar a modelagem, utilizam
uma analise de vibracodes livres de vigas candnicas, de modo a identificar as frequéncias
naturais do modelo.

Nguyen e Tuzcu (2009) apresentam um modelo equivalente de aeronave composto
por vigas. O modelo permite trés tipos de movimento elastico das superficies de susten-
tacdo: flexdo na diregéao vertical, flexdo na direcdo da corda e tor¢cdo. Ainda, utilizam o
FFRF de modo a descrever o movimento da aeronave e realizam uma averiguagao das
frequéncias naturais e dos modos de vibragdo da aeronave aeroelastica.

Kalthof (2014), por sua vez, desenvolve uma ferramenta para predicao de cargas
em uma fase de projeto conceitual de aeronaves flexiveis. Para isso, utiliza uma aborda-
gem de multicorpos sem variagdes na massa e inércia durante as deformagdes. Utiliza
a superposicdo modal de modo a gerar um modelo compacto, onde o sistema é definido
pela amplitude dos modos de vibragdo ou coordenadas generalizadas. Durante a analise,
verifica-se que para estruturas simples, os modos de tor¢ao e flexao estao geralmente de-
sacoplados. Entretanto, para estruturas complexas ocorre um acoplamento entre os modos
que, apesar de possuirem maior dificuldade em serem determinados, podem representar
melhor o comportamento da estrutura se considerados na analise modal. A justificativa
para a utilizacdo da andlise modal reside na capacidade de reduzir o tempo computacional
necessario para as simulagcdes e ainda manter a acuracia.

Na perspectiva descrita, este trabalho utiliza o0 método FFRF para descrever a me-
todologia do elemento finito de viga tridimensional para aplicacdes em dinamica de corpos
flexiveis, bem como descrever as equagdes que compdem o sistema que descreve 0 mo-
vimento de corpos flexiveis.

1.3 OBJETIVOS

O objetivo principal do trabalho € apresentar a formulacéo de elementos finitos de
vigas tridimensionais para a aplicagdo em dinamica de corpos flexiveis envolvendo grandes
deslocamentos, grandes rotacdes e pequenas deformacoes.

Para alcancar o objetivo principal, sdo elencados os seguintes objetivos especificos:

» Formular as equacdes de movimento usando o principio de D’Alembert;

» Apresentar a formulacao do elemento, envolvendo aproximagao da geometria, campo
de deslocamentos, deformagdes e cargas;
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Apresentar as equacdes do elemento de forma a permitir a aplicagao em multicorpos;

Desenvolver as equagdes de movimento usando a aproximagao por elementos finitos
de vigas;

Apresentar de forma fechada os termos integrais que compdem matrizes de massa
e rigidez, e vetores de forcas generalizadas;

Verificar as matrizes de massa e rigidez por meio de andlises de vibragdes livres de
exemplos candnicos de vigas;

Realizar andlises de vibragdes livres de um planador.



2 CINEMATICA DO MOVIMENTO

Para descrever o comportamento linear de corpos elasticos na dindmica de multi-
corpos, utiliza-se a formulacao baseada no Fixed-Frame of Reference Formulation (FFRF).
O FFRF parte da superposicdo do movimento do corpo rigido utilizando uma pequena de-
formacéo elastica e estabelece pelo menos um sistema de coordenadas fixo e outro mével
(SHABANA, 2014).

De modo a descrever o movimento dos multicorpos, sao definidos dois sistemas
de coordenadas distintos. Inicialmente, é estabelecido um Sistema de Referéncia Inercial
(SRI), geralmente fixo na Terra, identificado pelos eixos X;, Y; € Z; onde sao realizadas as
simulagdes da dinamica de voo. Seguinte, o Sistema de Referéncia do Corpo (SRC) é iden-
tificado, denotado por X,, Y, e Z;, fixado no centro de gravidade do corpo indeformado.
A Figura 2.1 ilustra os dois sistemas utilizados e os vetores de interesse. A metodolo-
gia apresentada e as analises realizadas consideram grandes deslocamentos totais dos
corpos porém pequenas deformacgdes, além disso, inicialmente a metodologia considera
somente um corpo, porém a abordagem pode ser estendida para diversos corpos desde
que impostos os vinculos entre eles.

Figura 2.1 — Sistemas de referéncia utilizados.
Configuragao
.. Deformada

Configuragéao
Indeformada

Y;

Fonte: Elaboracao do autor.

A posicao do centro de gravidade (CQG) é definida como R, u, é a posicao inicial de
um ponto P qualquer, uy € o vetor que descreve os deslocamentos devidos a flexibilidade
do corpo e u € o vetor posi¢cdo do ponto, definido por u = wuy + uys. Assume-se que uy
seja pequeno comparado as dimensdes do corpo, em concordancia com a hipétese de
pequenas deformacdes. Dessa forma, define-se a posi¢cao do ponto P de acordo com a
Equacéao (2.1), escrita no SRI:
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r=R+uy+uy (2.1)

De modo a realizar a conversao de vetores descritos em um determinado sistema
para outro, utilizam-se matrizes de rotacao de coordenadas. A Figura 2.2 ilustra a rotacao
do SRC para o SRI, em uma analogia a um sistema de caixas. Para vetores ou matrizes
no SRC, a notacdo adotada consiste de uma barra sobrescrita sob a variavel, da forma
u. Para vetores e matrizes no SRI, ndo sdo adotados sobrescritos. De forma semelhante,
todos vetores e matrizes possuem notacao em negrito, enquanto variaveis escalares nao
possuem.

Figura 2.2 — Rotagdo SRC-SRI.

X, Yo

Zb Yi

Fonte: Elaboracao do autor.

A matriz de rotacdo, que gira um vetor descrito de acordo com um sistema local
(fixo ao solido) ao sistema inercial, € dada por (COOK, 2013):

A=Ci(6)Cs(0)Cs (1) 22)
sendo )
1 0 0
Ci(¢)=]0 cos¢ sing (2.3)

| 0 —sin¢g cos¢

[ cosf® 0 —sind
C,(0) = 0 1 0 (2.4)

sinf 0 cosf

cosy siny 0
Cs; ()= | —siny cosy 0 (2.5)
0 0 1

onde ¢, 0 e ¢ sdo os angulos de Euler (rotagao, arfagem e guinada, respectivamente), que
sao definidos como um conjunto de angulos, que possibilitam a rotacao de um sistema de
eixos tridimensional para outro distinto, utilizando somente trés parametros, ou rotacdes
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elementares, definidas pelas matrizes C,, C; e C5. A matriz A é conhecida como a
rotacdo 321, onde as rotacdes ocorrem na sequéncia v — 6 — ¢ (COOK, 2013), como
indica a Figura 2.3.

Figura 2.3 — As 3 rotagdes elementares para obter o SRI a partir do SRC.

Fonte: Elaboragao do autor.

Segundo Shabana (2014), a partir da ortogonalidade de A é possivel descrever um
conjunto de propriedades de interesse:

ATA=1T. (2.6)
Tomando a derivada em relagéo ao tempo da Equagéo (2.6):
. : . . T
ATA=—ATA— ATA = — (ATA) 2.7)

conclui-se que a matriz A” A (ou AT A) é antissimétrica. Assim, define-se:

0 -7 ¢
ATA=W=| 7 0 —p (2.8)
-q p 0
tal que (sabendo que AT = A~1):
A=AW (2.9)

Sabendo que W é uma matriz antissimétrica, a seguinte propriedade é valida:

Wu=wxu=-Uw (2.10)

onde U é a matriz antissimétrica associada ao vetor u, definida por:

0 —ug 1o
U=| a3 0 —u |- (2.11)
—Us U 0

Ainda, w é o vetor de velocidades angulares, onde p é a velocidade de rolamento,
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Figura 2.4 — Representacao das velocidades angulares.

Fonte: Elaboracao do autor.

g € a velocidade de arfagem e 7 é a velocidade de guinada em relagcdao ao SRC, como
mostrado na Figura 2.4:
fiuT:[p il f} (2.12)

Sabendo que A é a matriz de rotacao que gira um vetor descrito de acordo com
SRC ao SR, é possivel reescrever a Eq. (2.1) como (SHABANA, 2014):

r=R+A(ug+uy) (2.13)

A partir das manipulagdes apresentadas no Apéndice A, demonstra-se o formato
final do vetor de velocidade:
7 =R— AUw + Aty (2.14)

onde U é a matriz antissimétrica associada ao vetor u, w é o vetor de velocidades angula-
res em relagdo ao SRC e u; € um vetor que descreve deslocamentos devidos a flexibilidade
do corpo.

Analogamente a r, é possivel obter o vetor de deslocamentos virtuais:

ér = SR — AUw + Aduy (2.15)

Derivando a Eq. (2.14) em relacao ao tempo, obtém-se o vetor de aceleragdes,
como demonstrado no Apéndice A e apresentado a seguir.

i = R— AU + Aiiy + AWWa + 2AWii, (2.16)

onde W é a matriz antissimétrica associada a w.



3 EQUACOES DO MOVIMENTO: PRINCIPIO DE D’ALEMBERT

O Principio de D’Alembert € uma reformulagao da 22 Lei do Movimento de Newton,
tornando um problema dindmico em uma descrigdo de equilibrio de for¢cas. O principio
introduz uma nova forga, chamada forga de inércia, definida como o negativo da massa
vezes aceleracdo. Se essa carga for adicionada as forgas impressas, entdo o corpo se
encontra em equilibrio e o principio dos trabalhos virtuais é satisfeito (LANCZOS, 1949).
Assim, define-se:

OW; = Wy — 0U, (3.1)

onde oW, e 0W.,,; sdo os trabalhos virtuais devido a forgas de inércia e forgas externas, res-
pectivamente, e 60U € a energia de deformacao elastica virtual, respectivamente definidos
como:

oW, = / pr - or dv (3.2)
Q
5Wezt:/b-5rdv+/ t-orda (3.3)
Q o9
oU = / o :dedv (3.4)
Q

onde dv e da séo os diferenciais de volume e area, respectivamente, p € a massa especifica
do sélido, 7 € o vetor de aceleragdes, dr € o vetor deslocamento virtual cinematicamente
admissivel, b é o vetor de forcas de corpo, t é o vetor de forcas de superficie, o € 0
tensor de tensdes, de € o tensor de deformagdes virtuais e (:) representa o produto entre
tensores.

3.1 TRABALHO VIRTUAL INERCIAL

Utilizando o deslocamento virtual, Equacéao (2.15), e a aceleracéo, Equacao (2.16),
é possivel obter, a partir da Equagao (3.2), o trabalho virtual inercial, sabendo que U” =
—U e usando a propriedade ¢ - (Au) = (A”t) - u, onde t é uma matriz qualquer:

5Wi—/p(R—AU'ﬁJ—i—A'&f—l—AWWﬁ—FZAWﬁf)-5Rdv—i—...

Q
/UTATp (R—AU&+A@+AWW&+2AW@) 5w dv + ...
Q

/ p (R — AU + Ay + AWWa + 2Avifaf> - (Aday) dv (3.5)
Q
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3.2 TRABALHO VIRTUAL EXTERNO

De forma semelhante ao trabalho virtual inercial, utilizando o deslocamento virtual,
Equacao (2.15), o trabalho virtual das forgas externas é dado por (onde b = pg é a forca
gravitacional):

Wear = / pg - (IR — AUdw + Aduy) dv +/ t- (IR — AUdw + Aduy) da (3.6)
Q [%9]

3.3 ENERGIA DE DEFORMAGAO

Assumindo a hipoétese de pequenas deformacgdes, calculamos o tensor de deforma-
coes infinitesimais (POPQV, 1990):
e =V, i, (3.7)

onde V() denota a parte simétrica do gradiente de (-). Além disso, supondo que os
materiais apresentem um comportamento elastico linear, € possivel calcular o tensor de
tensoes:

oc=C:e¢ (3.8)

onde C é um tensor de quarta ordem contendo as constantes elasticas do material. Com
base na Equagéo (3.7), dada a linearidade do operador V (), o tensor de deformagdes
infinitesimais € escrito em termos do deslocamento virtual dus:

Se = V5, (3.9)

Agora, empregando as Equagdes (2.15), (3.7), (3.8) e (3.9) na Equagéao (3.4),
define-se:
5U:/55:C:sdv
Q

oU = / (Vséﬂf) - C: (vs’ﬁ,f) dv (310)
Q
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3.4 MANIPULACAO DO PRINCIPIO DE D’ALEMBERT
Reescrevendo as Equagdes (3.5) e (3.6), respectivamente, como:

SW; = Q- SR+ Q¥ - 6w + oW/ (3.11)
W = QE, - SR+ QY - 6w + W/, (3.12)

ext ext
onde Q' - R é o trabalho inercial da translagdo de corpo rigido, Q¥ - dw € o trabalho
inercial da rotagéo de corpo rigido e (5Wif é o trabalho inercial elastico. Ainda, Q, - R é

ext

o trabalho externo da translagéo de corpo rigido, Q¥,, - dw é o trabalho externo da rotagéo

f

de corpo rigido e 6W.,, é o trabalho externo elastico.

€

Relembrando do Principio de D’Alembert, reorganizando os termos da Equacéao
(3.1) e utilizando as definicbes das Equacdes (3.11) e (3.12):

(QF —QE) - R+ (Q¥ — Q") - 6w + (6W] — sWL,) +6U =0 (3.13)

Dada a arbitrariedade dos termos virtuais 0 R, 6w e duy, para que a equagao ante-
rior seja satisfeita, € suficiente satisfazer as seguintes igualdades:

(QF-QL,) JR=0 (3.14)
(QF — Q) 6w =0 (3.15)
(W — Wi, +6U =0 (3.16)

onde, considerando as Equagoes (3.5), (3.6) e (3.10):

QF :/p(R—AUdJ+Aaf+AWWu+2AWuf) dv (3.17)
Q

Qitz/pgdv+/ t da (3.18)
Q o0

Q;v:/UATp (R—AU@+A@+AWW@+2AW@> dv (3.19)
Q

L, = / pUATgdv— | UA"tda (3.20)
Q onN

7

sW = /Qp (R — AU + Aty + AWWu + 2Aﬁfﬁf) C(Adag) dv (3.21)

owl, = | pgAdu;dv+ [ tAdu;da (3.22)
Q d o0 d

SU = / (Voty) : C: (Vyay) dv (3.23)
Q
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Entdo, com as manipulagdes descritas no Apéndice B, verifica-se:

QF — / p(ATR - Uio+ ity + WWa +2Wiy) do (3.24)
Q
ot = / pATg dv + / tda (3.25)
Q o0
Qv = / Pl x (ATR — Ui +ii; + WWa + zvifaf> du (3.26)
Q
L = / pu x (A'g) dv —|—/ u x tda (3.27)
Q o0
sw/ :/p<ATR—U@+&f+WWa+2Waf) Sy do (3.28)
Q
Swi, = / pATgdu; dv + / t-duyda (3.29)
Q 0N

Considerando a hip6tese de pequenos deslocamentos, a seguinte aproximagao
sera adotada: u =~ uy. Além disso, considerando que o sistema do corpo esta locali-
zado no centro de massa (WITTEVEEN; PICHLER, 2019), é possivel definir [, pttodv = 0
e fQ pU, dv = 0. Dessa forma, as Equacdes (3.24)-(3.29) sdo aproximadas por (ver Apén-
dice C):

Qf:/ﬂpdvATR—f—/Qpﬂf dv—l—QW/Qpﬁf dv (3.30)
fxt—/pdvATg—/ tda (3.31)
Q 0

Q;v__/pUOUOdm+/pU0afdv_v’v/,oUOUOdm+...

@ @ 2 . (3.32)

2/pﬁ0Wﬁf dv
Q

)Y =— | Uptda (3.33)

ext
(o))



5Wif:/p5af- <ATR> dv—/péaf- (Uyw) dv+/p5af-&f dv+ ...
Q Q Q

/p(Sﬁf . <WW’&0) dv+2/,051_1,f' (Wﬁf) dv

Q Q

5W€fmt = / péﬁf . (ATg) dv —|—/ (5’&]6 . t_dCL
Q o0
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(3.34)

(3.35)



4 MODELAGEM DE ELEMENTOS FINITOS PARA VIGAS FLEXIVEIS

Neste capitulo, a formulagao do Principio de D’Alembert é transportada para o do-
minio do elemento. Nessa perspectiva, € realizada a discretizacdo espacial do corpo no
dominio do elemento. Na sequéncia, o campo de deslocamentos é aproximado e as fun-
¢cOes de interpolagao de deslocamentos sdo apresentadas. Os esforgos atuantes sobre a
estrutura séo identificados na sequéncia, bem como as matrizes resultantes de massa e
rigidez. Por fim, a reducdo de ordem do problema ¢é realizada a partir da superposicao
modal.

4.1 DISCRETIZACAO ESPACIAL

Considera-se que o dominio seja subdividido em n. elementos finitos de vigas, com
subdominio ¢, tal que:

ngﬂeéé(-)dvmg/e(-)dve/m()da%eizel/mﬁ(-)da (4.1)

O dominio dos elementos 2 em relagdo ao dominio do continuo da viga €2 pode
ser verificado na Figura 4.1, onde os quadrados representam os elementos e os circulos
representam os nés que interligam os elementos.

Figura 4.1 — Comparagéo entre os dominios continuo e discreto.

Fonte: Elaboragao do autor.

Define-se o Sistema de Referéncia do Elemento (SRE), descrito por X., Y. e Z,,
inerente aos n. elementos que compdem o corpo. O eixo X, passa pelo centroide da
secao do elemento, enquanto Y, é perpendicular a X, e Z. completa o sistema ortogonal
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de 3 eixos. O SRE ¢é apresentado na Figura 4.2 e sua relagdo com o SRC.

Figura 4.2 — Sistema de referéncia do elemento.

Zy
A

299

Z19-.

Fonte: Elaboracao do autor.

Além disso, para realizar rotagées do dominio do elemento, € utilizada a matriz de
rotacdo do SRE para o SRC (FISH; BELYTSCHKO, 2007):

Ae = C_zy C—Iy 0 (42)
C:C. CyC:
C:cy C:ty Oxy

sendo

Ty — I Yo — U1 Zo — 721
G, =2 o= o222 o, = Jeric (4.3)

onde o comprimento do elemento é:

I° = \/(551 —5) 4+ (1 — ) + (21 — &) (4.4)

sendo (71,71, 21) € (T2, U2, Z2) respectivamente as coordenadas dos nés 1 e 2 do elemento
no sistema de coordenadas do corpo.
O vetor posi¢cao € dado por:

wg = Ac(tger + Te) (4.5)

T
onde ., = [ Uge11 Ugerl2 Uoel3 ] € o vetor posicao do primeiro né do elemento e x. =
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T
[ x oy z ] € 2. sdo dados no dominio do elemento e e A. é a matriz de rotacao

do sistema de coordenadas do elemento para o sistema do corpo. A definicdo do vetor
posicao do elemento pode ser identificada na Figura 4.3.

Figura 4.3 — Descricédo do vetor posi¢ao do elemento.

Fonte: Elaboracao do autor.

4.2 APROXIMAGAO DO CAMPO DE DESLOCAMENTO

Para construcdo da formulagdo no dominio do elemento, considera-se uma viga
tridimensional. Nessa perspectiva, cada elemento de viga possui 6 graus de liberdade
por no, 3 de rotacdo e 3 de translacdo, relativos aos respectivos eixos do sistema de
coordenadas. A Figura 4.4 ilustra os 12 graus de liberdade do elemento tri-dimensional de
viga de Euler-Bernoulli, onde ¢, 6, e 6. representam os graus de liberdade de rotagéo e
u, v € w 0S graus de liberdade de translacdo, ambos respectivos aos eixos X, Y, e Z, do
sistema de coordenadas do elemento. Por fim, o indice 1 e 2 indica o respectivo né do grau
de liberdade.

Para contabilizar o campo de deslocamentos, considera-se uma viga tridimensional
reta com rigidez a flexdo, cargas axiais e tor¢cdo. Por simplicidade, as se¢des sdo con-
sideradas simétricas e constantes. Considerando um sistema de coordenadas alinhado
com a direcéo longitudinal da viga e os eixos de simetria da sec¢éo (z,y, z), 0 campo de
deslocamentos devido a flexao e a cargas axiais sera (teoria de Euler-Bernoulli):

_ o 0w
e “ y@m z@x
Urp = v (4.6)
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Figura 4.4 — Graus de liberdade do elemento de viga.

Fonte: Elaboragao do autor.

onde u (z,t) é o deslocamento de barra, v (z,t) e w (z,t) sdo as deflexdes da viga (deslo-
camentos da linha neutra) nas direcbes Y. e Z..

Por outro lado, desconsiderando efeitos de empenamento da secao transversal, o
campo de deslocamento devido a torgédo sera:

0
Up, = | —0,2 (4.7)
Oy

onde 0, (x,t) é a rotagao (pequena) em torno do eixo X, (seguindo a regra da méo direita).
Gragas a linearidade do problema (material elastico, pequenos deslocamentos e pequenas
rotacdes), o vetor de deslocamento total é obtido pela superposicao:

RI ——N—
7 ] DY ’t
e oz oz Ox oz v (z,t)
Uy = v—0,z =10 1 0 —z w (1) (4.8)
a$ = Dya’ (4.9)

onde D; é um operador derivada parcial e o vetor @° (x,t) é obtido a partir de fungées de
interpolacédo e contém os graus de liberdade para um dado ponto da viga.

4.2.1 Funcoes de Interpolacao

O vetor u° (z,t) contendo os graus de liberdade para um dado ponto da viga é
obtido a partir de funcdes de interpolagédo e dos respectivos graus de liberdade dos nés do
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elemento:
a (z,t) = N°G; (4.10)

onde

~e\T e e e e e e e e e e e e
(@) = [ us o wp ooy 6 6 wg g ws o6 6 05 (4.11)

contém os graus de liberdade do elemento, identificados anteriormente na Figura 4.4 e N¢
€ a matriz contendo as fung¢des de interpolacao:

Ny O 0 0 0 0 Ng O 0 0 0 0
~ 0 Ny O 0 0 Ng.i 0 Ng O 0 0 Ny
0 0 Nyt 0 Ng1 O 0 0 Ny2 0 Ny O

0 0 0 Nog1 O 0 0 0 0 Ngo O 0
(4.12)
Assume-se o dominio paramétrico de coordenada &, identificado na Figura 4.5.

Figura 4.5 — Mapeamento do dominio do elemento para o dominio paramétrico.

Fonte: Elaboracao do autor.

Assim, a relacao entre a coordenada fisica 0 < z < [¢ e a do dominio paramétrico
do elemento -1< ¢ < 1 € dada por:

x:g(l—i-f) ou le%x—l (4.13)
tal que ,
dx:gdé, %Q:l%% e %: (;) d;é) (4.14)
Dessa forma, as fungdes de interpolacédo sao dadas por:
Ny = Ny,1 = 12;5, Ny2 = Ny, o = 1%5 (4.15)
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No=Na=3(1-0PQ+0), No=No= (14620 (416
Now = —Nop = = (1= 7 (148), Nop=-Nop= (146 (1) (447

As fungbes de interpolagao cubicas sdo utilizadas de modo a contabilizar os efeitos
de flexdo do elemento. Na Figura 4.6 é possivel identificar as funcdes relativas a deflexao
e a torgao.

Figura 4.6 — Funcdes de interpolacédo de Hermite.

Nvl Nu2

Nga

¢=-1 c=1 E=-1 =1

Fonte: Elaboragao do autor.

As fungdes apresentadas sdo chamadas de fungbes de Hermite C', uma vez que
possuem a 12 derivada necessariamente continua, ou seja, a deflexdo v(z) e a torgéo
0 = v'(z) devem ser continuas, sobre o corpo todo e, em particular, entre os elementos de
viga. Isso pode ser exemplificado a partir da Figura 4.7, onde a primeira consiste em uma
viga sendo defletida utilizando deflexdo cubica, mantendo a continuidade C!, enquanto a
segunda apresenta deflexao linear, mantendo continuidade somente em C?, indicando um
vao entre os elementos do material e interpenetracao entre os nés (FELIPPA, 2004).

Ainda, para contabilizacao de efeitos longitudinais e angulo de torcao, sao utilizadas
as fungdes lineares, representadas na Figura 4.9, onde estas possuem continuidade C°,
nos elementos e entre 0s mesmos.
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Figura 4.7 — Deflexdo de uma viga discretizada com 4 elementos, de forma exagerada e
nao exata.

3 o ¢
(a) Elementos com deflexao cubica de Her- (b) Elementos com deflex&o linear.
mite.

Fonte: Elaboragao do autor.

Figura 4.8 — Fungdes de interpolacao lineares.

NU1 N, u2

up =1 uy =1

| |
¢=-1 ¢=1 &=-1 E=1
Figura 4.9 — Funcdes de interpolacao lineares.

Fonte: Elaboracao do autor.

Assim, usando as Equagdes (4.9) e (4.10), o deslocamento flexivel u§ € obtido:

af = DIN‘G; = 5.4 (4.18)

onde S. = D;N*:
So=| 8 8| (4.19)
Si=1 o0 Ny 0 —2Np, 1 0 Ny, (4.20)

0 0 Nyt yNo,1 Np,1 0 |
e
S;=1 o0 Nyo 0 —2Ny_» 0 No.o (4.21)
0 0 Nug YNp,2 Na, 2 0

A Equacéo (4.18) também é valida para o deslocamento virtual ju; escrito em
termos de dqg;. Para o modelo da viga em questéo, as unicas deformagdes néo nulas sdo
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(no sistema de coordenadas do elemento):

ou 0% 0w

- Yy — 4.22
co ox y8x2 : ox? ( )
z 00
=_-_F 4.2
“ey 2 Ox (4.23)
© 00
Y OUy
=y 4.24
c 2 Ox ( )
Usando a notacao de Voigt, tem-se o vetor de deformagdes no dominio do elemento:
~T
€ = Ex 2623} 25xy (425)
ou
or) _*0) 0 u(e,)
N or 7 a2 Ox? v (x,t)
€= a() 4.26
0 0 0 Vo || e (4.26)
€ = Dya’ (4.27)

Usando a Equacgao (4.10):
s — D,N°G’ = B¢’ (4.28)

A Equacao (4.28) também é vdlida para a deformacao virtual )¢, escrita em termos
de 5q~f

4.3 EQUACOES DO MOVIMENTO DO ELEMENTO

Tendo em vista as Equacdes (3.23), (3.30)-(3.35) usando as Equacdes (4.1), (4.18),
(4.28), as Equacbes (3.14)-(3.16) sao reescritas para cada elemento como:

(@) — (QF))] - 6R = (4.29)
[(QF) — Q)] - 6w = (4.30)
(@) = QL)+ (Quy] - 05 = (4.31)
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onde, separando as integrais de volume tal que |,.(:)dv = [ (Vdadz = k& j -)dad§
Q 0 Ja 2 J-1J4
tém-se (para maiores detalhes sobre a deducéo, ver Apéndice D):

_ - le 1 B . B
@y = [ paokracs [ [ 8 doasi; + (@2 (4.32)
¢ -1JA
QL))" = / pdug+ A, | tda (4.33)
€ o0e
sendo
_ . le 1 B .
Q) =2WA.S / / pSe dadéqs (4.34)
—-1JA

_ I, [* . . I, [* . . _
Q) = _AeE/ / pUUy dadé AT v + Aeg/ / pUoS. dad€q} + (Q,)° (4.35)
-1JA -1JA
Qv =A. | Uptda (4.36)
a0e

com

_ . e 1 o )
(Qg)e = —WAe§ / / onUQ dad&AZﬁJ 4+ ...
-1JA

e ] o | (4.37)
24,5 / / o0, ATW A, §, daded
-1JA
~ IS 1 ~ . 1€ 1 o )
(Q{)e:§/ /pSZdad/SAZR—g/ /psondadgAeTw+...
o ot (4.38)
— / / pSLS. dadéqs + Q]
2 -1JA
N et - U
@y =5 [ [ oS8T awcalg+ [ STid (4.39)
71 e
na qual
~ e 1! N . _ .
Q) = -5 / / pSTATW AU, dad¢ AT+
. (4.40)

1 . _ )
1° / / pSTATWA.S, dadéq;
-1JA

< e e 1 - B B
(Qu)" = 5/_1/ABe CB. dad&qs (4.41)
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onde, foram usadas as transformagdes para 0 SRC, R = ATR, R= ATRe g = ATg.
Tendo em mente as Equagdes (4.32)-(4.41), dada a arbitrariedade de R, dw € 045,
as Equagoes (4.29)-(4.31) podem ser escritas na seguinte forma matricial:

mee 0 mG | [ R 00 0 R Q%) — (@)
0 m, m, ||@ |+[00 0 w | =| (@) —(Q)
e S € e :6 ~6 ~€ ~f © e c
Myp My, Mgy a5 0 0 kf q5 (Qm) —<Q5>
(4.42)
onde
’ﬁ’LRR:/ de (443)
Qe
e [t
mpr = Ac / / pSe dadf (4.44)
2J1Ja
e [t -
My = —Ae5 / / pUUy dadé AT (4.45)
-1JA
e [t -~
ﬁzwf:Ae—/ /pUOSe dad§ (4.46)
2J)1Ja
e [t
mp = 3 / / pST dad¢ AT (4.47)
-1JA
e [t -
M =5 / / pSTUT dad¢ AT (4.48)
-1JA
e [t
My = 3 / / pSTS, dad¢ (4.49)
-1JA
- et
ki = —/ /BZCBe dad¢ (4.50)
2J1Ja

O sistema de equacdes apresentado se encontra no SRE. Para escrever as Equa-
cOes (4.42) de acordo com o SRC e posteriormente realizar a montagem das matrizes
globais, € necessario girar os graus de liberdade do elemento g} ao sistema do corpo, tal
que:

4 =T.q5 — §; =T ¢ (4.51)

onde T, é a matriz de rotagdo do SRE para o SRC:

A. 0 0 O
0 A, 0 0
T, = (4.52)
0 0 A, O
0 0 0 A

4
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Usando a transformagao dada pela Equacao (4.51), o sistema de Equacgdes (4.42) se torna:

mie 0 mi | [ R 00 0 R Q%) — (@)
0 m, mS, ||@ |+[00 O w | =| (Q4) —(Q)
Mip M, M, aj 0 0 k% q5 <Q£zt) —(Q))°
(4.53)
sendo
m; = mey T, (4.54)
ms, =, T (4.55)
m$, = T.m5, (4.57)
mG, = TomG T, (4.58)
kG, = T.k$ T, (4.59)
<Q_£$t) :Te (Qé;t) (460)
(@) =T.(Q!) (4.61)

Posicionando cada termo da Equacéo (4.53), de acordo com a conectividade, &
possivel obter o sistema global a partir da contribuicdo de cada elemento finito. Escrevendo
o sistema global na forma compacta:

Mg+ Kq=Q (4.62)
onde -
R

g=| w (4.63)
ay

thR 0 me
M = 0  Myw Myy (4.64)

Mfp My, Myy

00 O
K=|00 o0 (4.65)
0 0 ki

onde g, contém todos os graus de liberdade da malha de elementos finitos e Q contém
as contribuicbes das forcas externas e de Coriolis, dadas as devidas transformacoes e
montagem.
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E importante acrescentar que, apesar da modelagem ter sido realizada para um
Unico corpo, o sistema € facilmente adaptavel para o caso de multicorpos, utilizando ape-
nas o acréscimo da matriz de restricdes na equacao. Nota-se que nas equagdes obtidas,
nao foi considerado o amortecimento na formulagao.

4.3.1 Esforcos Externos e Internos

De modo a descrever os termos relativos as cargas do elemento, pressdes externas
sao aplicadas em cada lado do elemento de viga tridimensional e integradas de modo a
obter as cargas distribuidas (forca/comprimento), onde o produto pelo respectivo compri-
mento de atuacao da forga origina a carga no eixo em questao. A Figura 4.10 ilustra as
pressdes t,, t, e t, aplicadas no elemento de viga.

Figura 4.10 — Pressdes atuando sobre a viga.

Fonte: Elaboracao do autor.

No que tange a secéo transversal da viga, como consequéncia de cargas externas,
os esforgos internos surgem de modo a compensar o estimulo externo. O efeito resultante
pode ser descrito como a superposi¢cao de um grupo de tensdes, indicados na Figura 4.11,
onde sdo descritas as tensdes de flexdo, normal, tor¢cdo e cisalhamento, nos respectivos
eixos de referéncia. A integragao dos esforgos internos origina as forgas aplicadas nos nos
dos elementos.



39

Figura 4.11 — Superposicao das tensdes na se¢ao da viga.

Flexao Flexao
Z, | Y,
Cisalhamento Cisalhamento
Ze Ye Ye
Z ‘L‘

Fonte: Elaboracao do autor.

Normal

Assim, de acordo com as Figuras 4.10 e 4.11, o termo referente as cargas externas
da Equacéo (4.33) é descrito como a superposicao das cargas distribuidas atuando no
elemento e das cargas nodais, da forma:

no 1 né 2 F. distrib.
— ——
) B E 7
/ tda = o |t fa | TP (4.66)
0% re fe e
z1 22 P,
ou, de forma compacta:
/ tda = If° + [°Ip° (4.67)
o00Qe
onde
H:[I 010 (4.68)
o ~ ~ ~ B 5 5 ~ ~ - 5 N 5 T
Fo=l Fa Fo Faoigy mg ws fo fo foo ot mg g | (469)

€ o vetor com as cargas nodais do elemento e

T
PE= |5 5o 00 0 i gt ﬁgooo] (4.70)

€ vetor contendo os valores das cargas distribuidas.
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O termo da Equagéo (4.36):

né 1 no 1 noé 2 no 2 F. distrib.
—_—— —— —
O AR I N
Uotda = UOel f;l + mzl —|'er2 fyeQ + m;z +§ <U061 + U062> ]52
Qe < !
b mg o Mo e
(4.71)
ou, de forma compacta:
i [
Upt da = Ug. f© + =Upp® (4.72)
o9e 2
onde
[Ooe = [ ﬁOel I ﬁOeQ I (4.73)
Por fim, o termo de cargas externas referente a Equagéo (4.39):
né 1 né 2 F. distrib.
— —
o i 21 i 2 o j2
/me STtda = ST (¢ =-1) o |+ ST (=1) 2 | +3 /1 Scde| o | (4.74)
a 2 e

4.4 MATRIZES DE MASSA E RIGIDEZ

A matriz de massa do elemento finito flexivel de viga tridimensional é obtida a partir
da solucao da integral da Equacgao (4.49):

le ! ~T Ne ~e
rhffzg/l/psgse dadé = [m“ m”] (4.75)

Meo1 Moo

sujeita ao dominio paramétrico e restrita a secoes simétricas ou um sistema de coordena-
das alinhado com as dire¢des principais da se¢ao transversal. A resposta foi subdividida
em quatro blocos, onde 111, M2, Mo € Moy SA0 dados por:

[ LApl, 0 0 0 0 0
0 %L 1+ 2 Apl, 0 0 0 sigp (211 + 11A12)
P 0 Sl 1 B Apl, 0 —gp(211, + 11AL2) 0
‘ 0 0 0 ipJl. 0 0
0 0 —5150 (211, + 11A2) 0 =ple (141, 4+ Al2) 0
0 5ip (211 + 11AL) 0 0 0 Lol (14L, + AR)

(4.76)
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§Aple 0 0 0 0 0
0 —%L + 2 Apl, 0 0 0 Ssp (421, — 13A12)
A= | 0 SOl 9 Apl, 0 gop(—421, + 13A8) 0
0 0 0 spJle 0 0
0 0 oop (421, —13A12) 0 —g5ple (141, + 3AL2) 0
|0 ggp(—42L +13A12) 0 0 0 —gggPle (141, + 3ALZ] |
(4.77)
[ 1apl, 0 0 0 0 0 |
0 =%+ Al 0 0 0 Lp (421, + 13A82)
oo 0 —%lh 1 9 Apl, 0 op(421, — 13A12) 0
e 0 0 Lol 0 0
0 0 P (421, +13A12) 0 —gple (141, + 3AI2) 0
| 0 (421 — 13A) 0 0 0 — pgple (141, + 3A2) |
(4.78
[ L Apl, 0 0 0 0 0 T
0 G+ Al 0 0 0 —p (211 + 11AR)
S 0 Ohop BAgl, 0 Shp (21, + 1142) 0
0 0 0 LpJl, 0 0
0 0 Ap(U,+ 11AZ) 0 Lpl, (141, + A?) 0
0 —5ip (211 + 11A2) 0 0 0 Ll (141, + A12)
' (4.79)

onde A é a area da sec¢ao transversal do elemento, p € a densidade do material, [. é 0
comprimento do elemento, I, e I, sdo os momentos de inércia e J € o momento polar.
Nota-se que devido a descricdo cinematica utilizada para o elemento, a matriz de massa
captura a inércia de rotacdo da secéao transversal da viga, identificada pelos momentos
de inércia I, e I.. No entanto, como sdo consideradas vigas longas, esse efeito ndo é
significativo.

De forma semelhante, a matriz de rigidez é obtida a partir da solugdo da integral da
Equacgéao (4.50):

7 le ! ad ~ ’;e ke
k= E/I/BQTCEB@ dad¢ = | ~°M TP (4.80)

e21 k€22

onde ’;3611, ’;3612, ’;3621 e I:;e22 sao dados por:

42 ¢ 0o 0 0 0 ]
0 2= 0 0 0 O
B 0 0 1211§1y 0 _6]?211, 0
kein = 0 0 0 e 0 0 (4.81)
0 0 _6}%@ 0 4in 0
[0 o 0
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-4£ 0 0 0 0 0
0 -2 0 0 0 ok
P 0 0 _ 12l€1y 0 — 61;32@ 0 .52
N I 0 0 -¢ 0 0 '
0 0 oBn, o 2L
2 le
| 0 OB 0 0 0 2L
45 0 0 0 0 ]
0 _12512 O O _6212
P 0 0 _ 125@ 0 61l5’21y 0 4.8
“ 1o 0 0 -¢ 0 0 '
0 0 __6EI, Oe 2FE1, 0
12 le
|0 OBk 0 N
420 0 0 0 0
0 12[E3']z 0 0 0 _6%]2
P 0 0 12lb371y 0 61;32@ 0 4.8
7 lo o 0o ¢ o 0 '
0 0 6EI, 6 AEI, 0
2 I
Lo 0 0 0

onde E é o mddulo de elasticidade e G € o mddulo de cisalhamento do material do ele-
mento.

4.5 TRANSFORMAGAO MODAL

Na transferéncia modal assume-se que o corpo vibre livremente em relagao ao sis-
tema de coordenadas de referéncia, para essa situacao, a equacao do movimento assume
o formato da Equacéo (4.85). Nota-se que durante a mudanca de coordenadas, utiliza-se
somente o caso flexivel e os demais efeitos ndo sao considerados(SHABANA, 2014) (ver
Equagéo (4.42)). Ainda, o vetor gy possui dimensdo equivalente ao nimero de graus de
liberdade do problema, o que pode ser exigente computacionalmente, por vezes imprati-
cavel. Entao, o problema é solucionado em termos de um vetor modal ¢* que possui um
namero menor de variaveis do que gy, onde o numero de modos de vibragéo selecionados
para descrever o movimento define a dimensao do vetor.

mfféf+l_cfqu =0 (485)
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onde g; € o vetor aceleragdo e q; é o vetor deslocamento flexivel, m;; e k;; sdo as
matrizes de massa e rigidez, respectivamente.
Assumindo a solugao para a Equacao (4.85) como (SHABANA, 2014):

qr = B! (4.86)

onde ® representa as amplitudes do movimento vibratério, w é a frequéncia de oscilagéo
em um determinado tempo ¢ e j é definido como a unidade do eixo imaginario. Tomando
a derivada segunda em relacdo ao tempo e substituindo juntamente com o resultado da
Equacéo (4.86) na Equacao (4.85):

—wszf'i + kff‘i) =0 (4.87)
Eiff(i) = Wmef(i) (488)

Entao, é possivel obter o problema de autovalores e autovetores, da forma:
det(Eff — Wmef)(i) =0 (4.89)

onde o problema ¢é solucionado para n; autovalores w? e os respectivos autovetores ®,,
onde ny € o numero de coordenadas nodais elasticas do corpo deformavel. Os modos de
vibragéo que compdem ® sdo ortogonais em relagdo as matrizes de massa e rigidez.

O modelo de ordem reduzida pode ser obtido ao solucionar o problema para n,,
modos de vibragéo, onde n,, < ny. Entdo, a transformagio das coordenadas nodais
fisicas para as coordenadas modais elasticas é dada pela combinagao linear dos modos
de vibracao naturais da estrutura, ou seja (KELLY, 2012):

qr(t) = ®1by + Boby + ... + ®0, = © G (1) (4.90)

onde ¢* é o vetor de coordenadas modais, ® é a matriz de transformagao modal, composta
pelos modos de vibracao de baixa frequéncia, ou seja, os n,, autovetores, como define a
Equacao (4.91). Os n,, modos de vibracdo devem ser selecionados de modo a propiciar
uma boa aproximagao para os deslocamentos.

in:[q%l 3, ... B, (4.91)



5 RESULTADOS NUMERICOS

Visando a redugao de ordem do problema dinamico utilizando a transformagéao mo-
dal, neste capitulo sdo realizadas analises de vibracdes livres usando o elemento de viga
formulado. Nesse sentido, sdo analisados problemas simples para verificagdo das ma-
trizes de rigidez e de massa por meio da comparagéao das frequéncias naturais com as
respectivas solugdes analiticas. S&o avaliados, de forma independente, os graus de liber-
dade axial, de tor¢cédo e de flexdo. A partir das analises numéricas, realizadas com auxilio
do software Matlab, sdo também mostrados os modos de vibragdo para alguns casos de
referéncia. Em seguida, visando uma aplicacdo aeronautica, sao realizadas analises de
vibragdes livres de um planador que esta sendo desenvolvido na universidade. Apds a
convergéncia de malha, considerando o 20° modo de vibragao, sao apresentados os re-
sultados em termos de frequéncias naturais e modos de vibragdo para o caso em estudo
utilizando uma simulacao no software Abaqus para vias de comparacao.

5.1 ANALISES DE VERIFICACAO

O primeiro caso de referéncia consiste em uma viga engastada em uma extremi-
dade, logo, 6 graus de liberdade s&o restritos no respectivo n6 do engaste (u,v,w,0;,0,,0.
- ver Figura 4.4), enquanto a outra extremidade nao possui restricoes de contorno genera-
lizadas. No segundo caso, a mesma restricdo de engaste é aplicada a outra extremidade
da viga, consistindo em uma viga bi-engastada.

A Figura 5.1a descreve as vigas de andlise preliminar, bem como os parametros
envolvidos do material e as dimensdées da mesma. A Figura 5.1b demonstra a secao
transversal utilizada na viga e os parametros de interesse, onde o raio da se¢ao transversal
€ 100 vezes menor que o comprimento da viga, garantindo a hipétese de vigas longas. Os
valores utilizados nas simulagdes sdo explicitados na Tabela 5.1.
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Figura 5.1 — Descricao dos problemas da analise preliminar.

J 1m g l€ 0.01 m>|
N ‘
— | (E)
N
N \Ea G7 P Y. L’X ~
N € N
J N (B-E)
N
N § AL, I, J
(a) Casos implementados. (b) Secao
transversal
das vigas.
Fonte: Elaboragao do autor.
Tabela 5.1 — Caracteristicas das vigas implementadas.
Parametro Valor
Area 7.85 x 1075 m?
Mom. Inércia Y 5x 1071% m*
Mom. Inércia Z 5x 1071 m*
Mom. Polar 10 x 10710 m*
Médulo de Young 7% 107° Pa
Médulo de Cisalhamento 26 x 107° Pa
Densidade 2800 kg/m*

Fonte: Elaboracao do autor.

Ainda, para ambos os casos, outros graus de liberdade sdo restringidos de acordo
com a movimentacdo esperada. Para o movimento puramente axial, todos os nds entre
as extremidades séo restritos em 5 graus de liberdade, com excecdo de u. A rotagao
pura consiste na restricado dos 3 graus de liberdade de deslocamento e 2 de rotagdo, com
movimentacao somente em 6,.. Para ambos os casos de flexao, u e #, sao restritos. Além
disso, para flexdo em torno do eixo Z. € permitida a movimentagdo em v e 6., e para flexao
em torno do eixo Y. € permitida a movimentagdo em w e 0,. A Figura 5.2 indica os graus
de liberdade nao restritos em cada caso, de forma semelhante para viga bi-engastada,
porém, com ambas as extremidades restritas em seis graus de liberdade.
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Figura 5.2 — Graus de liberdade néao restritos para os casos em analise.

Y Y

-

S

Axial

Torgéo pura

Fonte: Elaboracao do autor.

O resultado esperado para as vigas é obtido a partir das solugcbes analiticas para
obtencgao das frequéncias naturais da estrutura. Para cada caso e movimento, ha o equa-
cionamento especifico, apresentados na Tabela 5.2 (RAO, 2011), onde f,, representa a
frequéncia natural em Hz, n é o nimero do modo de vibragdo e ¢ = /%/, ¢ a velocidade
de propagagéao de onda elastica.

Tabela 5.2 — Solugdes analiticas para as frequéncias naturais: barra, torgao, flexao para os
casos engastados e bi-engastados.

Puramente
_ ) Flexao Y & Flexao Z
Axial & Rotacao Pura
F _(2n—1)7c £ B EI
Engaste (E) " AL "onL? )\ pA
n=123. B, = 1.875,4.694,7.854,10.995, ...
nme g2 |EI
_ fo=5—r o= 550 =1
Bi-Engaste (B-E) 2nL 2rL? | pA
n=1,23..

B, = 4.730,7.853,10.995, 14.137, ...

Fonte: Adaptado de Rao (2011).

De forma semelhante, as formas modais possuem uma solugéo analitica para cada
caso. A Tabela 5.3 apresenta o equacionamento analitico para obtencédo das formas mo-
dais de vibragao, onde x é a coordenada no eixo longitudinal da viga.



47

Tabela 5.3 — Solugdes analiticas para os modos de vibragao: barra, tor¢ao, flexao para os
casos engastados e bi-engastados.

Puramente
Axial & Rotacao Pura

Flexao Y & Flexao Z

W, = sin B,x — sinh B, xr—

Engaste (E) 0, = sin W oy, (cos Bpx — cosh Bpx)
sin B L + sinh 3, L

n=123,.. an:COSBnL+coshﬁnL
W,, = sinh B,x — sin B,x+

. nmx

Bi-Engaste (B-E) 0, = sin < oy (cosh By — cos Bpx)
sinh B, L — sin 3, L

n=123,.. Gn = cos 3, L — cosh (5, L

Fonte: Adaptado de Rao (2011).

Para verificar o desempenho do elemento, sdo realizadas andlises de convergéncia
de malha comparando as primeiras frequéncias naturais com as solucdes de referéncia
para cada caso. A Figura 5.11 apresenta as analises de convergéncia, onde é avaliada a
razao f”fnﬂ em fungdo do numero de elementos da malha.

Nota-se que a partir de 5 elementos ndo ha uma influéncia significativa do refino de
malha para o0 4° modo de vibragdo nos casos de viga engastada ou bi-engastada sujeita
a flexdo. Entretanto, para os casos de deslocamento axial, a convergéncia do 4° modo de
vibracao se da com aproximadamente 20 elementos. Além disso, os modos de vibragao
de menor frequéncia atingem a convergéncia mais rapidamente. Esse é um comporta-
mento bem conhecido na literatura, onde as frequéncias naturais associadas a modos de
vibracao de maior ordem apresentam maiores erros numeéricos, ainda que muito proxima,
a frequéncia natural numérica é maior que a frequéncia natural analitica pois € necessaria
uma flexibilidade maior (HUGHES, 2012). Nao obstante, a convergéncia para a flexao em
torno do eixo Z. e para a rotagao pura se da de forma similar ao caso de flexao em torno

do eixo Y, e deslocamento axial, respectivamente.



Figura 5.3 — Andlises de convergéncia.
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(a) Convergéncia de malha da viga engastada para
0 caso axial.
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(c) Convergéncia de malha da viga bi-engastada
para o caso axial.

Fonte: Elaboracao do autor.
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(b) Convergéncia de malha da viga engastada para
o caso de flexo.
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(d) Convergéncia de malha da viga bi-engastada
para o caso de flexao.

Entao, para uma malha com 20 elementos, cuja convergéncia € verificada, tém-se

0s modos de vibragdo da viga engastada sujeita a flexdo em torno do eixo Y., demons-
trados na Figura 5.5a e os modos de vibragdo da viga bi-engastada, também sujeita a
flexdo em torno do eixo Y., indicados na Figura 5.5b. Os eixos X e Y das figuras séo nor-

malizados em relagdo ao comprimento da viga e o médulo da maxima amplitude obtida,

respectivamente. Com base nos resultados, observa-se que os modos de vibracao obtidos

possuem as formas esperadas para uma viga engastada e bi-engastada, de acordo com
os respectivos casos (RAO, 2011). De forma semelhante a convergéncia de malha, os

modos de vibragao de flexao em torno de Z. e rotagéo pura sdo semelhantes a flexao em

torno de Y, e deslocamento axial, respectivamente.
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Figura 5.4 — Quatro primeiros modos de vibracao das vigas de referéncia para o caso de

flexao em torno do eixo Y..

—e— 12 Modo —&—2° Modo 32 Modo —¢—4° Modo - - - -Analitica
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(a) Modos de vibragao da viga engastada com
20 elementos.

—e— 12 Modo —&—2° Modo 32 Modo —¢—4° Modo - - - -Analitica
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Amplitude
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(b) Modos de vibragéo da viga bi-engastada com
20 elementos.

Figura 5.5 — Quatro primeiros modos de vibragcao das vigas de referéncia para o caso axial

de deslocamento na diregao X..
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Fonte: Elaboracao do autor.
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(b) Modos de vibragédo da viga bi-engastada com
20 elementos.

Na Tabela 5.4, apresentam-se as comparagdes entre a frequéncia numérica e anali-
tica para os 2 casos de viga, variando os respectivos movimentos e os modos de vibragao.
Nota-se que, com o aumento do modo de vibragdo, aumenta a discrepancia do método
devido a flexibilidade da estrutura, ocorrendo a maior disparidade para a viga bi-engastada
sujeita ao deslocamento axial ou rotagdo pura, uma vez que a solugao € similar, quando
apresenta um erro agregado de 1.65% para o 4° modo de vibragcao. Nota-se, entretanto,
um comportamento anémalo para os casos de flexdo, onde a solucdo ja se encontra muito
préxima do resultado analitico para um namero menor de elementos de viga. Nesse caso,
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a solugao se torna menor que a solucao de referéncia devido a aproximacoes realizadas,
como por exemplo, os valores referentes a [3,, utilizados no equacionamento analitico.

Tabela 5.4 — Comparacao entre as frequéncias naturais analiticas e numéricas ffﬂ

Puramente Rotacao
Axial Pura

Flexao Y Flexao Z

() @BE) () @BE () (BE (E) (B-E)

12 Modo 1.0003 1.0010 1.0003 1.0010 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
2° Modo 1.0023 1.0041 1.0023 1.0041 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999
32Modo 1.0064 1.0093 1.0064 1.0093 0.9998 0.9997 0.9998 0.9997
4°Modo 1.0126 1.0165 1.0126 1.0165 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996

Fonte: Elaboracao do autor.

5.2 ANALISE DO PLANADOR

Como aplicacao da rotina, a partir da confirmagao para casos canénicos, utiliza-
se um planador ultraleve amador, com asa equivalente em viga, estrutura da fuselagem
trelicada e cauda convencional. De modo a realizar a simulacdo de modos de vibragao,
foram fixadas as translagdes dos nés indicados na Figura 5.7, visando a manutengéao do
centro de massa em seu respectivo local. A Figura 5.6 demonstra o modelo CAD da
aeronave.

Dessa forma, sdo constituidos ambos modelos CAE e CAD do planador. O Apén-
dice G contém outras informagdes a respeito da geometria do planador, bem como a des-
cricdo da localizacdo do centro de massa da aeronave.
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Figura 5.6 — Modelo CAD do planador.

Fonte: Elaboracao do autor.

Figura 5.7 — Modelo CAE do planador.

Fonte: Elaboracao do autor.

A aeronave possui vigas com quatro diferentes secdes. A primeira consiste em
uma viga "I", utilizada na estrutura da asa, a empenagem horizontal possui se¢ao circular
macica, bem como a empenagem vertical e por fim, a fuselagem é tubular. A Tabela 5.5
apresenta as quatro secoes e os valores de area, A, momento de inércia em torno do
eixo Y;, I,, momento de inércia em torno do eixo Z,, I. e momento polar de inércia, J.
O planador é constituido inteiramente de aluminio 6061-T6, cujo modulo de elasticidade é
E = 70 GPa, o mddulo de cisalhamento é G = 26 GPa e a densidade € p = 2800 kg/m?3.
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Tabela 5.5 — Par@metros geométricos das se¢des transversais da aeronave.

T ¢ @ O

Estrutura Asa Emp. Horizontal Emp. Vertical Fuselagem
Area [m?] A="764e—4 A=198¢—4 A=506e—4 A=6.7Te—5
Mom. Inércia Y [m*] [, =22le—7  [,=31e-9 [, =204e-8 I, =27e—9
Mom. Inércia Z [m?*] I, = 1.54e—06 I, = 3.1e—9 I, =204e—8 I, =2.7Te—9
Mom. Polar [m?] J = 2.3e—9 J = 6.2e—9 J =4.09¢e—8 J =5.4e—9

Fonte: Elaboracao do autor.

De modo semelhante a andlise preliminar, a convergéncia de malha é importante
para verificar o nimero de elementos necessarios para realizagcao das analises posteriores.
Assim, de acordo com a Figura 5.8, a discretizagao do planador em 400 elementos permite
a obtencao de uma resposta suficientemente precisa, com pouca variacdo ao aumento do
namero de elementos. Nesse momento, foi considerado o 20° modo de vibragdo para
analise de convergéncia. No entanto, para a adequada aplicagao da reducao de ordem
usando transformagdo modal em problemas dindmicos, é preciso realizar investigacoes
futuras considerando a solugéo de problemas especifico. Tal andlise é necessaria para
evidenciar quantos modos de vibracao sdo necessarios para representar o comportamento
flexivel da estrutura.

Figura 5.8 — Convergéncia de malha do 20° modo de vibragédo do planador.
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Fonte: Elaboracao do autor.
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Logo, para as analises do modo de vibragdo do planador, uma malha com 417 ele-
mentos foi construida, uma vez que serdo analisados até o 20° modo de vibracao, cuja
convergéncia reside na faixa de 400 elementos. Para o menor niUmero possivel de ele-
mentos na malha (98 elementos), a simulagao foi finalizada em 140 milissegundos. Para
0 maior numero de elementos na analise (884 elementos), a simulagdo durou aproxima-
damente 93 segundos. A malha convergida (417 elementos) possui um tempo de 8.56
segundos para obtencao das matrizes de interesse.

A Figura 5.9 apresenta os quatro primeiros modos de vibragdo da aeronave, onde
nota-se o efeito de flexdo em torno do eixo X,, sejam os modos anti simétricos ou simé-
tricos em relacao a fuselagem. Os quatro primeiros modos, de baixa frequéncia, estao
totalmente desacoplados das demais deformacdes além da flexao relatada. No 12 modo, a
frequéncia natural € igual a 0.84 Hz e apresenta a flexdao somente na asa, enquanto que o
2° modo possui uma frequéncia natural de 1.1 Hz e apresenta flexdao na asa e na empena-
gem horizontal, de forma semelhante ao 4° modo de vibragao, cuja frequéncia € 1.47 Hz.
Por sua vez, o 32 modo é similar ao 19, porém com frequéncia natural de 1.15.

Figura 5.9 — Andlises de convergéncia (1% ao 4° modo) .

(a) 1° Modo de vibragéo do planador. (b) 22 Modo de vibragao do planador.

(c) 32 Modo de vibragao do planador. (d) 42 Modo de vibragao do planador.

Fonte: Elaboragao de autor.

A Figura 5.10 demonstra o 5%, 8%, 16° e 20° modos de vibracdo. O 5° modo de
vibragdo expressa um desacoplamento entre as deformagdes da asa e fuselagem, apre-
sentando o efeito de flexdo acoplado a rotagédo em torno de X, somente nas empenagens
horizontal e vertical, com frequéncia natural de 3.82 Hz. Semelhante a este, o 8% modo
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apresenta flexdo em torno do eixo 7, resultando em uma frequéncia natural de 6.76 Hz.
Por sua vez, o 16° modo apresenta o efeito de tor¢do pura atuando sobre a asa do pla-
nador, com uma frequéncia natural de 14.9 Hz. O modo esta inteiramente desacoplado
das demais deformacgdes, ndao apresentando outros efeitos. Por fim, o 20° modo de vi-
bracdo possui frequéncia natural de 26.9 Hz, novamente, representando a flexdo da asa
como efeito predominante, apesar do modo néo estar desacoplado, uma vez que é possivel
identificar efeitos de rotagcao na asa, flexdo na fuselagem e empenagem horizontal.

Figura 5.10 — Analises de convergéncia (5%, 82, 16° e 20° modos).

(a) 52 Modo de vibragéo do planador. (b) 82 Modo de vibragéo do planador.

(c) 162 Modo de vibracao do planador. (d) 20° Modo de vibragao do planador.

Fonte: Elaboracao do autor.

Um caso caracteristico, € o 19° modo de vibragdo, onde ocorre um acoplamento
entre os modos de deformacao. Ha a presenca de deformacgao na fuselagem, nas asas, na
empenagem vertical e na empenagem horizontal. Esse efeito € de interesse uma vez que
€ um modo significativo para a descricdo do movimento por superposicao modal. A Figura
5.11a apresenta a vista do plano formado pelos eixos X, — Y}, onde verifica-se o efeito de
flexdo em torno de Z, e rotacdo em torno de X, e Y, na asa e empenagem horizontal. A
Figura 5.11b demonstra a vista do plano X, — Z,, onde o efeito de flexdo € demonstrado
na estrutura da fuselagem, especificamente no tubo de cauda, além da flexdo nas asas
e empenagem horizontal. Por fim, a Figura 5.11c demonstra o formato de vibragdo de
flexdo atuando sobre a asa e empenagem horizontal. Os demais modos de vibracao e as
respectivas frequéncias naturais podem ser verificados no Apéndice F.
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Figura 5.11 — 192 Modo de vibragéo do planador.

<

o4

(a) Plano X} — V3. (b) Plano X — Zp,.

(c) Plano Y, — Zp,.

Fonte: Elaboracao do autor.

Em comparagcdo com uma simulacdo realizada em software comercial, utilizando
uma mallha de 416 elementos finitos de viga B33 (3 dimensdes e interpolacdo cubica),
nota-se a proximidade dos resultados. Entretanto, devido a aproximacao para a torgao das
secoes utilizada, a tor¢ao de segbes abertas nao é descrita de forma precisa. Uma vez que
foi utilizada uma viga | na estrutura da asa, a solugao apresenta divergéncias a partir do 8
modo de vibragdo no que tange o formato dos modos esperados. Os 4 primeiros modos
de vibragao sao apresentados na Figura 5.12.
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Figura 5.12 — Modos de vibragcao do Abaqus (1°, 2°, 3% e 4°modos).

(c) 32 Modo de vibragao do planador. (d) 42 Modo de vibragédo do planador.

Fonte: Elaboracao do autor.

Utilizando uma secéao circular na estrutura da asa, todavia, os resultados foram
congruentes para ambas as andlises, tanto no dmbito da implementacédo do trabalho e
na comparacao com o Abaqus. Uma possivel generalizagdo do método € a inclusédo de
secdes generalizadas na formulagdo, de modo a utilizar, por exemplo, se¢des abertas sem
prejuizo na resposta.



6 CONCLUSAO

Nesse trabalho foi desenvolvida a formulagdo de um elemento de viga tridimen-
sional para analises dindmicas de corpos flexiveis envolvendo grandes deslocamentos e
rotacdes, e pequenas deformagdes. Foram desenvolvidas as equag¢des de movimento uti-
lizando o principio de D’Alembert. A partir da discretizagdo em elementos finitos, foram
apresentadas as equacdes e matrizes associadas a cada elemento finito.

O elemento finito de viga elaborado foi verificado a partir das vibragoes livres de
exemplos simples de vigas engastadas, cuja solugao analitica é conhecida. Ainda, a apli-
cacgao da rotina foi realizada ao identificar as frequéncias naturais de oscilacao e os modos
de vibracdo de um planador amador, cuja estrutura € composta primordialmente por vigas.

No que tange a preciséo, foi verificada uma discrepancia natural do método, ao
buscar a solugao de modos de vibragao de frequéncia maior, onde a menor flexibilidade
da estrutura prejudica resultados precisos, o que pode ser contornado a partir do aumento
do numero de elementos na malha. Além disso, a aplicagdo do método é priorizada para
secbes circulares fehcadas, de modo a nao haver prejuizo na resposta dos modos de
vibragao.

Para trabalhos futuros, sugere-se:

 Aintegracao da rotina de elementos finitos com o formato de andlise modal, visando
a redugao no sistema para eficiéncia computacional.

A implementacdo computacional do sistema de equagdes de multicorpos, a partir
das integrais apresentadas.

» Realizar um comparativo com solugées que utilizem puramente fungdes de interpo-
lacdo como Rayleigh-Ritz, de modo a contabilizar as vantagens e desvantagens no
método.

* A vinculagao da rotina com um método aerodinamico e um método de dinamica de
Voo, visando a simulagao dinamica aeroelastica.

« Formular um elemento finito de viga para grandes deformagdes visando a aplicagao
em aeronaves muito flexiveis;

» Considerar o efeito da flexibilidade na inércia da aeronave;

 Estender a formulagcao para vigas com se¢des arbitrarias, abertas e fechadas.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

ABBASI, H. Simulation of Flexible Aircraft. 2010. 81 p. Dissertacao (Master of Applied
Science) — University of Toronto, Toronto, 2010.

COOK, M. V. Flight Dynamics Principles: A Linear Systems Approach to Aircraft Sta-
bility and Control. 3. ed. [S.l.]: Elsevier, 2013.

Da SILVA, A. L.; PAGLIONE, P.; YONEYAMA, T. Conceptual flexible aircraft model for mo-
deling analysis and control studies. 2010.

DIBOLD, M.; GERSTMAYR, J.; IRSCHIK, H. A detailed comparison of the absolute nodal
coordinate and the floating frame of reference formulation in deformable multibody systems.
Journal of Computational and Nonlinear Dynamics, v. 4, n. 021006, 2009.

DOWLING, N. E. Mechanical Behavior of Materials. 4. ed. England: Pearson Education,
2012.

FELIPPA, C. A. Introduction to Finite Element Methods. 2004. 791 f. — University of
Colorado, 2004. Notas de Aula.

FISH, J.; BELYTSCHKO, T. A First Course in Finite Elements. 1. ed. [S.l.]: John Wiley
Sons, 2007.

FRIEDMANN, P. P. Renaissance of aeroelasticity and its future. Journal of Aircraft, v. 36,
n. 1, p. 105—-125, 1999.

HUGHES, T. J. R. The Finite Element Method: Linear Static and Dynamic Finite Ele-
ment Analysis. 1. ed. New York: Dover Publications, 2012.

KALTHOF, R. Multibody Dynamics Modeling of Flexible Aircraft Flight Dynamics.
2014. 130 p. Dissertacao (Master of Science) — Delft University of Technology, Delft, 2014.

KELLY, S. G. Mechanical Vibrations - Theory and Applications. 1. ed. Stamford, USA:
Cengage Learning, 2012.

LANCZQOS, C. The Variational Principles of Mechanics. 4. ed. Toronto: University of
Toronto Press, 1949.

NETO, A. B. G. et al. Formulation of the flight dynamics of flexible aircraft using general
body axes. AIAA Journal, v. 54, n. 11, 2016.

NGUYEN, N.; TUZCU, I. Flight dynamics of flexible aircraft with aeroelastic and inertial
force interactions. AIAA Atmospheric Flight Mechanics Conference, 2009.

ORZECHOWSKI, G.; MATIKAINEN, M. K.; MIKKOLA, A. M. Inertia forces and shape inte-
grals in the floating frame of reference formulation. Nonlinear Dynamics, v. 88, p. 1953—
1968, 2017.

POPOQV, E. P. Engineering Mechanics of Solid. 1. ed. New Jersey: Prentice-Hall, 1990.

RAO, S. S. Mechanical Vibrations. 5. ed. [S.l.]: Pearson, 2011. 1084 p.



59

SCHIAVO, F.; VIGANO, L.; FERRETTI, G. Object-oriented modelling of flexible beams. Mul-
tibody System Dynamics, v. 15, p. 263-286, 2006.

SHABANA, A. A. Dynamics of Multibody Systems. 4. ed. Chicago: Cambridge University
Press, 2014.

SHABANA, A. A.; WEHAGE, R. A. A coordinate reduction technique for dynamic analysis of
spatial substructures with large angular rotations. Journal of Structural Mechanics, v. 11,
n. 3, 1983.

STEPHENS, R. |. et al. Metal Fatigue in Engineering. 2. ed. [S.l.]: John Wiley Sons,
2001.

WITTEVEEN, W.; PICHLER, F. On the relevance of inertia related terms in the equations
of motion of a flexible body in the floating frame of reference formulation. Multibody Syst
Dyn, v. 46, p. 77-105, 2019.



APENDICE A — DERIVACAO DA VELOCIDADE E ACELERAGAO

Neste apéndice sao apresentadas as manipulagdes realizadas de modo a obter as
equacoes finais para a velocidade e aceleracao do corpo.
Derivando a Equacao (2.13) em relagcdo ao tempo, € obtido o vetor de velocidade
(sabendo que u, = 0):
7 =R+ Au + Aty (A.1)

Usando as Equagdes (2.9) e (2.10) na Equagéao (A.1), obtém-se:
= R— AUw + Aii; (A.2)
Derivando a Equacéo (A.2) em relagdo ao tempo:
i=R— AUw — AUw — AUW + Auy + Aiig (A.3)
usando a Equacéo (2.9),
i=R—- AWUw — AU® — AU + AWy + Ay (A.4)

em seguida, empregando a propriedade Wi = -Uw (ver Equagéo (2.10)), sabendo que
uo = 0, resulta em:

i =R— AU + Aii; — AWUw + 2AW i, (A.5)

ou
i=R-— AUW + Ait; + AWWa + 2AW i, (A.6)



APENDICE B — MANIPULAGAO DO PRINCIPIO DE D’ALEMBERT

Neste apéndice, sdo apresentadas as manipulacoes realizadas nas equagdes do
Principio de D’Alembert, de modo a obter o formato final de interesse das mesmas.

A partir dos resultados das Equacdes (3.17)-(3.23), sabendo que U” = —U e
usando a propriedade ¢ - (Au) = (A”t) - u:

Pré-multiplicando as Equacdes (3.17) e a Equacéo (3.18) por A”, é possivel reescrevé-
las de acordo com o sistema local:

Qf:/p(ATR—U&+&f+WWa+2Wﬁf> dv (B-1)

Q

gpt:/pAngv_i_/ fda (B.2)
[¢) o0

onde t = ATt séo vetores escritos no sistema do corpo.
E possivel reescrever as Equagdes (3.19) e (3.20) como (usando a propriedade
Ut = u x t, ver Equacéo (2.10)):

Qv — / pix (ATR ~Uio + by + WWa + 2Wisy ) do (B.3)
Q

_Z}xt — / pu X (ATg) dv +/ u X tda (B.4)
Q [2)9]

Além disso, as Equacgdes (3.21) e (3.22) também podem ser reescritas, tal que:

Wi = /Qp (ATR —Uip + ity + WWa + 2Wﬁf> - dupdv (B.5)

7

5Wefzt = /QpATgéufdv —+ /BQE 5ﬁfda (B6)



APENDICE C — MANIPULAGAO DOS PEQUENOS DESLOCAMENTOS

Neste apéndice, sdo incluidas as caracteristicas de pequenos deslocamentos, bem
como a realizacao de outras manipulacdes das equacoes.

A partir do resultado das Equacdes (3.24)-(3.27), assumindo a hipétese de peque-
nos deslocamentos (u ~ u,), tém-se:

QF = | p(ATR - Uyiv + ity + WWig + 2Wiy ) dv (C.1)
i o f f
R = / pATgdv + / tda (C.2)
Q o
Q;" = / pUy X (ATR — [70’11) + ’ij —+ WW’I]O + 2W’l]f> dv (C3)
Q
QY = / pty x (A g) dv +/ ug X tda (C.4)
Q o0
swi = / P (ATR — Uyib + ity + WWag + 2Wﬁf) S pdv (C.5)
Q
Wi, = / pATgdusdv + / t-dusda (C.6)
Q o0

Retirando das integrais os termos do movimento de corpo rigido, obtém-se a partir
das Equagdes (C.1) e (C.2):

Qf:/pdvATR—/ondvi_b—l—/p’&fdv—l—WW/pﬂodv—i—ZW/pﬁfdv (C.7)
Q Q Q Q )

DL, = / pdvATg — / tda (C.8)
Q o0

Sabendo que o sistema do corpo estéa localizado no centro de massa, temos fQ pugdv =
Oe fQ pUydv = 0 (WITTEVEEN; PICHLER, 2019). Logo, as Equagdes (C.7) e (C.8) se
tornam:

QZR:/pdvATR+/pﬁfdv+2W/pﬁfdv (C.9)
0 0 Q

R = / pdvATg — / tda (C.10)
Q oN
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Agora, manipulando as Equacdes (C.3) e (C.4):

Q;U:/pl_j'odvATR—/pUOUodvib+/pl70ﬁfdv+/pUOWWuodv—l—...

0 Q Q )

' (C.11)

2 / Uy W do
Q

Y = / pUydvATg —l—/d ug X tda (C.12)
Q /0

Q;“”:—/pUOUOdvﬁJ—i—/p(_foﬁfdv—ﬁ//pﬁoﬁodv@+2/pUOWﬁfdv (C.13)
Q Q Q Q

. =— | Ustda (C.14)
0N

onde [,pUsdv = 0, e a propriedade UWWia, = —-WU,Uyw foi utilizada (ORZE-
CHOWSKI; MATIKAINEN; MIKKOLA, 2017).
No que segue, as Equagdes (C.5) e (C.6) sao desenvolvidas:

5mf:/p5uf- (a"R) dv—/p5uf~ (Tyid) dv+/p5uf-afdv+...
Q Q Q
/pdﬁf . <WW’(10> dv + 2/ pOU - (Wﬁf) dv
Q Q
(C.15)

5We’;t = / poUf - (ATg) dv —|—/ duy - tda (C.16)
Q a0



APENDICE D — MANIPULAGCAO NO DOMINIO DO ELEMENTO

Neste apéndice, as equagdes sdo manipuladas no formato de interesse no dominio
do elemento.

A partir do resultado das Equacgdes (3.23), (3.30)-(3.35) e usando as Equacdes
(4.1), (4.18) e (4.28):

Q) = / pdvATR + A, | pS.dvd; +2WA, | pS.dvg (D.1)
e Qe Qe

(QF ) = / pdvATg + A, tda (D.2)
e 89&

De forma semelhante, para os termos referentes a w:

(QY) = —A, ; pﬁoUOdUAeTﬁi + A, A pﬁogedv&; — WAE i pﬁoffodvAqu + ...

24, / pU, ATW A,.S.dvi;
Q
(D.3)

QL) =A. | Uptda (D.4)
one

Para os termos referentes a contribuicao elastica f:
(W) = (5g5)" / pSTdvAT ATR — (5g5)" / pST AT A Uydv A i + ...
Qe Qe
(6g5)" / pSTAT A, S.dvd; + (5G5)" / pSTATWW A, iigdv + ... (D.5)
Qe Qe

~e\T = x = e
2 (5qf) /Q pSeTAeTWAeSedvqf

(6WL)e = (6G5)" / pSTdvATATg + (5G5)" / ST AT A tda (D.6)
Qe a0e
E ainda:
(6U)° = (3G5)" | BTCBdvg’ (D.7)

Qe

Relembrando que nas Equagbes (4.29)-(4.31) os termos sao iguais a zero e uma

vez que (4g5)" é um termo comum a todos os componentes de (WHe, (6W1,)e e (5U)°

ext
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entao, o termo que multiplica ((5(1})T deve serigual a 0. Assim, as Equagdes se tornam:
Q) = / EpdvATR+ A, 5 pS.dvd; +2W A, ) pS.dvit; (D.8)
QL) = /‘pdvATg +A. [ tda (D.9)

o0Ne

(QV) = —A. | pUUdvATio + A, | pUpS.dvis — WA, [ pUUsdvATw + ...
Qe

Qe Qe

24, / pU,ATW A8, dvi;
Q

(D.10)
QU =A. | Uptda (D.11)
o0Ne
(Of) = / pSTavATATR — [ pSTUydv AT + / pST S i + ...
Qe Qe Qe
3 .. i L (D.12)
/ pSTATWW A, dydv + 2 / pSLATW A.S.dvg;
Q)¢ = / pSTdvAT ATg + / STtda (D.13)
e aﬂe
(Qu)°= | BI'CBdvg; (D.14)

Qe
Definindo os termos de velocidade quadratica ((QF)¢, (Q¥)¢, (Q/)°) e separando
asintegrais [, (-)dv= [, [,(-)dade =5 [* [, () dade:
R \e T € ' Q ~e AR
Q") = pdvA" R+ AeE pSedadiqs + Q, (D.15)
e ~1Ja

(QF )¢ :/ pdvATg + A, tda (D.16)
Qe oQe

e ainda, o termo referente a aceleragao de Coriolis:

. e 1 B )
(Qf)eZQWA% / /A pS.dade (D.17)
-1
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Para o termo relativo a w:

_ et . . e 1t . . _
Q) = -Acy / / pUUodadé Al + Ao / / pUoScdadiqs +Q,  (D.18)
—1JA -1JA

QU =A. | Uotda (D.19)
one

onde

= € 1 ~  _~ . € 1 ~ - ~ .
Q) = _WAG% / / pUgUpdadé AT w + 2Ael§ / / pU AT W A, S dadéqs
-1JA -1JA

(D.20)
Para o termo relativo a f:
~ IS 1 ~ . [€ 1 L B
(@) =5 / / pS!dad¢ ATATR — — / / pSTUdade AT+
2J1Ja 2.J1Ja
o o ) i (D.21)
5| [ p8r8.dadci + Gl
2 ) 1Ja
- le ! N .
QL) = ) / / pSTdadc AT AT g + / STtda (D.22)
-1J4 Qe

onde

- le 1 - - - . e ! - - - .,
Q) =-3 /_ 1 /A pSLAIW AUydadg Al + 2 /_ 1 /A pSTATW A,S.dade
(D.23)

Por fim, o termo referente a energia de deformacao eléstica se torna:

e le 1 - -, B
(Qu) =3 / 1 /A BICB“dad¢gs (D.24)



APENDICE E - SOLUCOES DAS INTEGRAIS

Neste apéndice, sdo apresentadas as solugbes das integrais que compdem o sis-
tema de corpos flexiveis elaborado.
A integral das Equacdes (4.44) e (4.47) € dada por:

LApl, 0 0

0 %Aple 0

0 0 %A,ole

0 0 0

0 0 — 5 Apl?
S A 0 {5Apl2 0
l—/ /psjdadg: : 1342 (EA)
2 —1JA §Aple 0 0

0 LApl, 0

0 0 T Apl.

0 0 0

0 0 L Apl?

0 —Apl? 0 |

1 —J %le %le
IS -~
- / / Uy dadg = pl, | 1, —L(A2 4 31,) 0 4
-1JA
3l 0 — (A2 +3L,)
_a%el2ﬂgel3 Upe11Upe12 U0e11U0e13
Aple aOellaOeH _(ZeﬂOell + /&(2)611 + 7:63613) 7:40612'&0513 (E2)

~ ~ ~ ~ ~ ~92 ~2
Upe11U0e13 Upe12U0e13 _(leu()ell + Uferr + U()eu)



A integral da Equacgéao (4.46) é definida como:

68

! &
5/ /onSe dad£ =
—1J4
0 0 0o L 0 0 0 0 0 L 0 0
Apl. | 0 0 -2l 0 L2 0 0 0 — gl 0 —£E 0 |+
0 —L+2. 0 0 0 A2 0 LI 0 0 0 —Lr
. 0 —lgets  Upetz 0 —glelioers —Fleligers
§Aple Uge13 0 —Ugerr 0 %leilOell 0
_&0512 &Oell 0 0 0 %lea0611
0 _ﬂ/Oel?) a0812 0 %leﬂ()elZ %lea()eli}
Upe13 0 —tger1 0 —gletligeny 0 (E-3)
—Uger2  Ugell 0 0 0 —gletioe1t
A integral da Equacéo (4.48) resulta em:
e[t T
5/ /pSeTUO dadé =
—1J4
0 0 0 0 —Upe13 Upe12
0 0 ife — =l Uge13 0 —Uge11 1
1, - -
0 aL T sole 0 —Upe12 Uge11 0
-1z 0 0 0 0 0
O _%lg O %ZGI&OGIQ _leaOell 0
0 0 — 12 1.1 0 —3l.1
Aple 30"e + %A,Ole 6le0el3 i 6~6 Oell
0 0 0 0 —1Upe13 Upe12
0 0 —ife - %le Uge13 0 —Uge11
I, - -
0 a. ol 0 —Upe12 Uge11 0
1J
—33 0 0 0 0 0
0 %lg 0 %leﬂOeH %lea()ell 0
| 0 0 %le i L _%leaoel?y 0 élea()ell i
(E.4)

A respeito dos termos de forga quadratica, a integral da Equagao (4.37) resulta
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em(lembrando que - AZWAG):

et - L.
L / / oUW S, dadt —
2 -1JA

0

e w0 0 0 0 o0 00
spAL | Sl —Fple 0 T 0 Elp 3@l —fple 0 T 0 % |+
We 0 —=Zpi. -Z Lip o . 0 —Lple —Z= —LiZp 0
—(GUge12 + Tlger3) Plge2 Dlge1s 0 —%ﬁleﬂ()el:s éﬁle%en
%PAle GUoe11 —(PUger1 + Tlige13) qUoe13 0 —é(ﬂeﬂr)em %le(ﬁa()ell + Tlge13)
TUge11 Tlge12 —(Pliger1 + Gliger2) O #le(Pligerr + Gliger2) §7letioera
—(qTge12 + Tlge13) Dlge12 DUge13 0 +pleliers —aPletigers
qUoet —(Pliger1 + Tlge13) qloe13 0 §qletioers —§le(Pligers + Fligers)
TUge11 TUge12 —(Pligerr + qliger2) 0 *éle(ﬁﬂoal + Gliger2) *%He%elz

(E.5)



E os termos da Equacao (4.40) sao (lembrando que W = AQTWAE):

e ! A~
— / / pSIWU, dadé =
2 —-1JA

0 FAIZG  FAIZF
—ql, —5AlZp 0

—FL, 0 —E A
0 sl —illg
0 0 I Ap
1 A3
o e e |
3 € 3 e
ql. —55AlZp 0
7, 0 —LI2Ap
0 i —lLLg
0 0 —5512Ap
|0 GALD 0 |
—(qUoer2 + Tlge13) qUge11 TUge11
Ploe12 —(Pliger1 + Toers) TUge12
PlUoe1s qUoe13 —(Plige11 + Gliger2)
0 0 0
—4lePligers — & le(ligers tle(Plgers + Gliger2)
lpAle tlePlioer —¢le(Pligers + Fligers) EleTliger
2 —(qUoer2 + Tlge13) qUge11 TUge11
PUge12 —(Pliger1 + Toers) TUpe12
PlUoe1s qUoe13 —(Pliger1 + Gliger2)
0 0 0
%leﬁ%elz %legﬁOeB _%le (Pliger1 + Gliger2)
— ¢ lePliger tle(Ploerr + Tgers) — ¢ leTlige1a
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/ /pS WS, dad¢ =

75 75 1 1 _3x 3 1 1
0" 204 0 sodle  —357le 0 20" 20 0 30dle 307 le
l: _ 26 > 14l 117 5 3= _ 95 14l 3=
207 0 70 2 AL 5100cP 0 207 0 70/ 24l 420pl 0
_ T 135 17l _ 3~ 9 ~ 17y
204 35P 0 2 AL 0 210]71 204 7P 0 2 A, 0 4201’716
0 _1Lg _ 17l _ 57l 0 0 14l 17l 0 5 7l _54ql
2 AL 2 AL 60 A 2 AL 2 Al 60 A 60 A
1~ s 5 Ty 2 1z _ L _ 5Tl 1725
204 3101e 0 60 A 0 —1hle  55dle 100! 0 6 A 0 Tole P
1 Mg s 5l 1 s 1 _ sal
Apl 20" 0 siclel —wox TosPle 0 307 le 0 moble 5% ToleP 0
¢ _35 35 _15 _1x _ 1z T 1z
0 207 204 0 a0dle 307 le 0 207" 204 0 zoqle o7 le
3= _95 _ 14l 13 5 T _ 265 _1lgl 115
20" 0 70P 2. asoDle 0 20" 0 70P 27AL 510Dl 0
_35 95 _ 17l 75 26 5 _ 17l
204 70P 0 2 Al 0 42opl —209 70P 0 2 Al 0 210101e
0 _ 14l _ 17l 0 5 Ty _ 54l 0 14l 17y 0 _ 5Tl 5 ql:
YAl 2L 50 A 60 A 2 AL 2 AL 60 A 50 A
15 13 _ 5Tl 3 72 _1lx 11 5 5 Ty 2
s0dle  BgleD 0 60 A 0 Togle P s5dle 375 Ple 0 60 A 0 — 100l
1z 13 54l _ 3 512 1z _5dl 1 ~2
357 le 0 BoleD  5oa ToDle 0 507 le 0 210pl 54 sl 0

(E.7)

Por fim, a seguinte integral ndo é utilizada no trabalho. Entretanto, caso o centro
de massa nao seja coincidente ao sistema de referéncia do corpo, € possivel manipular as
equagodes apresentadas, com a inclusdo da seguinte integral:

e [ ~
—/ / pUy dadé = Apl,
2J1Ja

0 —Ugers  Ugel2
+ Aple | Tpers 0 Uge11 (E.8)

o o o
|

O wim O
—
a

_ﬂ/OelQ a()ell 0



APENDICE F — MODOS DE VIBRAGAO DO PLANADOR

Neste apéndice, sao apresentados os modos de vibragdo do planador (até o 20°
modo), bem como as respectivas frequéncias naturais e os efeitos correspondentes na
estrutura.

Figura F.1 — Modos de vibragao do planador.

(a) 12 Modo de vibragéo (0.8467 Hz): (b) 2° Modo de vibragéo (1.1060 Hz):

(e) 52 Modo de vibragao (3.8200 Hz): (f) 62 Modo de vibragao (5.3925 Hz):



Figura F.1 — Modos de vibracao do planador.

(9) 7° Modo de vibragao (6.4974 Hz): (h) 82 Modo de vibracao (6.7643 Hz):

(m) 132 Modo de vibragao (10.9439 Hz): (n) 14° Modo de vibragao (12.1198 Hz):
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Figura F.1 — Modos de vibracao do planador.

(o) 152 Modo de vibracao (13.2861 Hz): (p) 16° Modo de vibragéo (14.9006 Hz):

(r) 182 Modo de vibragao (18.2134 Hz):

(s) 192 Modo de vibragao (24.1539 Hz): (t) 20° Modo de vibragéo (26.9926 Hz):

Fonte: Elaboracao do autor.
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APENDICE G - CARACTERISTICAS GEOMETRICAS DO PLANADOR

Neste apéndice sdo apresentadas as vistas lateral e superior do planador, bem
como as dimensdes principais de interesse da aeronave.

Figura G.1 — Vista do planador: Plano 7, — X,.

o x
Fonte: Elaboracao do autor.

Figura G.2 — Vista do planador: Plano X, — Y.

- or g

21m

ﬁ,y

Fonte: Elaboracao do autor.



