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RESUMO

EFEITOS DE INTERACOES DE TERCEIROS VIZINHOS SOBRE A
CRITICALIDADE DO MODELO DE ISING QUANTICO NA REDE
QUADRADA FRUSTRADA

AUTOR: Matheus Roos de Oliveira
ORIENTADOR: Mateus Schmidt

No presente trabalho, investigamos as transicées de fase do modelo de Ising com intera-
cbes entre primeiros (J;), segundos (J;) e terceiros (J3) vizinhos na rede quadrada com
campo magnético transverso. Neste estudo, adotamos interagdes antiferromagnéticas en-
tre primeiros e segundos vizinhos e consideramos os casos com J; ferromagnético e an-
tiferromagnético. A descricao das transigdes de fase classicas e quanticas do modelo foi
realizada adotando a teoria de campo médio com clusters em uma aproximagao com 4
sitios. Como resultado, identificamos que interagdes entre terceiros vizinhos intensas o
suficiente levam ao desaparecimento da tricriticalidade na fronteira entre as fases supe-
rantiferromagnética (SAF) e paramagnética (PM). Em particular, a tricriticalidade é mais
sensivel a presenca de interagdes ferromagnéticas, desaparecendo para |J;| < 0.3]Ji|
na auséncia de campo transverso. Na presenca de interagcdes entre terceiros vizinhos
antiferromagnéticas, encontramos transicées de primeira ordem entre a fase degenerada
staggered dimer e a fase PM. Além disso, encontramos uma mudanga na natureza das
transicoes de fase SAF-PM introduzida por flutuagdes quanticas. Este fen6meno, cha-
mado de quantum annealed criticality (QAC), consiste em transigdes de fase classicas de
primeira ordem que passam a ser de segunda ordem na presenca de um campo transverso
forte o suficiente. Nossos resultados permitem estabelecer um espectro de parametros J,
e J; para os quais € possivel encontrar o fendmeno QAC. A andlise da criticalidade do
modelo permite concluir que uma interacéo J; forte o suficiente elimina o fenémeno QAC.
Portanto, nossos resultados sugerem que tentativas de realizar experimentalmente o fené-
meno QAC em um sistema com estrutura de rede quadrada devem evitar interagdes fortes
entre terceiros vizinhos, especialmente se estas interacdes forem ferromagnéticas.

Palavras-chave: Modelo de Ising quantico. Quantum annealed criticality. Frustragao



ABSTRACT

EFFECTS OF THIRD-NEIGHBOUR INTERACTIONS ON THE
CRITICALITY OF THE QUANTUM ISING MODEL ON THE
FRUSTRATED SQUARE LATTICE

AUTHOR: Matheus Roos de Oliveira
ADVISOR: Mateus Schmidt

In the present work, we investigate the phase transitions of the Ising model with interactions
between first (J;), second (.J;) and third (J3) neighbours in the square lattice with trans-
verse magnetic field. In this study, we adopt antiferromagnetic interactions between first
and second neighbours and consider third-neighbours interactions to be both ferromagne-
tic and antiferromagnetic. The description of the classical and quantum phase transitions
of the model is carried out by adopting the cluster mean-field approximation with four si-
tes. As a result, we identified that strong enough third-neighbor interactions lead to the
disappearance of tricriticality at the boundary between the superantiferromagnetic (SAF)
and paramagnetic (PM) phases. In particular, tricriticality is more sensitive to the presence
of ferromagnetic interactions, disappearing for |.J3| < 0.3]J;| in the absence of transverse
field. In the presence of antiferromagnetic Js;, we find first-order transitions between the
degenerate staggered dimer phase and the PM phase. Furthermore, we find a change in
the nature of the SAF-PM phase transitions introduced by quantum fluctuations. This phe-
nomenon, called quantum annealed criticality (QAC), consists of classical first-order phase
transitions that become second-order phase transitions in the presence of a strong enough
transverse field. Our results allow establishing a range of parameters J, and J; for which it
is possible to find QAC. The analysis of the model criticality allows concluding that a strong
enough J5 interaction eliminates the QAC phenomenon. Therefore, our results suggest that
attempts to realize QAC in a square lattice system should avoid strong interactions between
third neighbors, mainly if these interactions are ferromagnetic.

Keywords: Quantum Ising model. Quantum annealed criticality. Frustration
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1 INTRODUGAO

Desde tempos imemoriais, a humanidade busca compreender a natureza e qual
€ 0 seu lugar no mundo. Inumeros estudiosos debrugaram-se sobre questionamentos
subjacentes a esta busca, construindo assim gradativamente o conhecimento humano.
A fisica € uma das areas de conhecimento mais novas, quando comparada a filosofia,
por exemplo. Mesmo assim, ela foi capaz de produzir resultados formidaveis, tendo a
matematica como sua grande aliada neste sucesso.

Ao longo da evolugao da fisica, determinados assuntos estavam em pauta em dife-
rentes periodos. No inicio do século XX, ocorreu o desenvolvimento da mecénica quéntica,
desencadeado pelo desejo em compreender os mecanismos por tras de diversos resulta-
dos experimentais que estavam em desacordo com a fisica classica. Na mesma época,
grandes esforgos foram direcionados ao estudo das propriedades magnéticas dos mate-
riais, que vinham despertando grande interesse da comunidade cientifica. Em particular,
grande atencdo foi dedicada ao estudo das transicdes de fases magnéticas. Para me-
lhor entender a riqueza fenomenolégica encontrada em materiais magnéticos, tornou-se
necessaria a construgcdo de uma teoria microscépica das transicoes de fase (SALINAS,
2005).

As transicbes de fase sdo um aspecto central na fenomenologia de materiais mag-
néticos, pois apds uma transigéo de fase teremos uma mudanga qualitativa nas proprieda-
des magnéticas do sistema. Nas vizinhancas de uma transicao de fase, diversas quanti-
dades termodinamicas apresentam uma divergéncia assintotica, caracterizadas por expo-
entes criticos (SALINAS, 2005). Estes expoentes permitem classificar diferentes sistemas
de muitos corpos interagentes em classes de universalidade. A existéncia de classes de
universalidade decorre do fato de que proximo de uma transicdo de fase, os detalhes mi-
croscopicos do sistema sdo em geral, irrelevantes. Outro aspecto relevante diz respeito a
natureza das transi¢cdes de fase. De acordo com a classificagdo de Ehrenfest (CALLEN,
1998), transicdes de primeira ordem (também chamadas de descontinuas) exibem uma
descontinuidade nas primeiras derivadas da energia livre (como a entropia e o parametro
de ordem). Além disso, transicdes de segunda ordem (também chamadas de continuas),
exibem as primeiras derivadas da energia livre continuas, enquanto as derivadas de se-
gunda ordem (como o calor especifico) sao descontinuas.

Para investigar as transi¢cdes de fase de sistemas microscépicos, é desejavel que
o modelo utilizado seja simples e permita incorporar as interagcdes de curto alcance em
uma rede (SALINAS, 2005). Isso se faz necessario, pois diversos sistemas fisico-quimicos
podem ser descritos através de uma rede de moléculas com interagcdes entre as molécu-
las mais préximas (primeiros vizinhos). Em 1920, buscando descrever o ferromagnetismo,
Wilhelm Lenz sugeriu um modelo que satisfaz estas condi¢ées (BRUSH, 1967), sendo re-
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solvido exatamente em uma dimensao por Ernst Ising em 1925. Este modelo, amplamente
conhecido na literatura como modelo de Ising, incorpora a interacdo entre variaveis bina-
rias (o0 = +1) e ndo apresenta ordem ferromagnética em temperatura finita para o caso
unidimensional. Em 1944, um grande resultado matematico foi obtido por Lars Onsager
ao resolver o modelo de Ising em duas dimensdes no que é considerado um dos resul-
tados mais importantes para a teoria moderna das transigdes de fase. Onsager obteve a
expressao analitica exata para a fungéao de particdo de uma rede quadrada com spins de
Ising nos vértices e interagcdes apenas entre primeiros vizinhos. No caso bidimensional, o
modelo apresenta uma transi¢do entre as fases ferromagnética e paramagnética em uma
temperatura finita, permitindo a descrigdo do ferromagnetismo.

Nas ultimas seis décadas, extensos estudos foram desenvolvidos para investigar
as propriedades termodinamicas de sistemas classicos de muitos corpos com interacoes
competitivas (SUZUKI; INOUE; CHAKRABART]I, 2013). Diversas novas propriedades pro-
venientes das varias fases termodindmicas de sistemas competitivos e frustrados foram
investigados, especialmente nas ultimas trés décadas. O modelo de Ising € o mais expres-
sivamente utilizado nestes estudos. A justificativa experimental desta construcao se baseia
no fato de que muitos materiais apresentam, em um regime de temperatura muito baixa,
uma reducao nos graus de liberdade magnético de seus atomos, de tal forma que o spin de
um atomo escolhera um eixo preferencial (VOJTA, 2003). Desde entédo, o modelo de Ising
vem exercendo um papel fundamental no estudo ndo sé de sistemas da matéria conden-
sada (KAIRYS et al., 2020; EJIMA et al., 2016; BABUJIAN; KAROWSKI; TSVELIK, 2016),
mas também de outras areas da ciéncia, como na biologia (SAHIMI; STAUFFER, 1993). As
variaveis de spin do modelo de Ising podem ser interpretadas de diversas maneiras. Isso
€ possivel pela capacidade do modelo em captar aspectos essenciais do comportamento
critico a partir da simplicidade do comportamento de variaveis binarias.

No entanto, a solugdo exata para sistemas que considerem interagcées entre vizi-
nhos mais distantes constitui um problema desafiador. Por exemplo, a rede quadrada com
interacdes entre primeiros (J;) € segundos (.J;) vizinhos, que é uma extensao natural do
modelo resolvido por Onsager, ndo possui solu¢ao analitica conhecida. Diante disso, di-
versas abordagens aproximativas foram empregadas no estudo do modelo, tais como as
simulagdes de Monte Carlo (MC), a técnica de campo médio com clusters, matriz de trans-
feréncia (JIN et al., 2013), teoria de campo efetivo (BOBAK et al., 2015; ANJOS; VIANA;
SOUSA, 2008), método variacional com clusters (MORAN-LOPEZ; AGUILERA-GRANJA;
SANCHEZ, 1993), dentre outras.

Contudo, apesar de inumeros estudos da rede quadrada do modelo de Ising J;-
Jo, a tricriticalidade deste modelo foi motivo de debate por décadas. O principal objeto
de debate consiste na estimativa da coordenada de acoplamento (¢ = .J,/.J;) do ponto
tricritico (¢*). Um dos principais motivos deste debate esta associado a uma transigao
de primeira ordem falsa, que n&o havia sido identificada nas primeiras simulagdes de MC
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realizadas para o modelo (JIN; SEN; SANDVIK, 2012). Devido a capacidade computacional
limitada em décadas passadas, simulacées com um numero mais elevado de sitios nao
podiam ser realizadas, o que impedia a andlise de escala necessaria para identificar a
real natureza das transicées de fase do modelo. Esta controvérsia foi resolvida no inicio
da década passada por Jin, Sen e Sandvik (2012), ao realizar simulacées de MC em
sistemas grandes. Estes resultados de MC combinados com argumentos de universalidade
permitiram obter a estimativa do ponto tricritico como sendo' ¢g* = 0.67 + 0.01.

As flutuacdes quanticas (observadas em baixas temperaturas) possuem uma natu-
reza distinta da sua contraparte térmica. No entanto, transicdes ordem-desordem podem
ser introduzidas pelos dois tipos de flutuagdes. Recentemente, um grande interesse tem
sido dirigido para os efeitos quanticos sobre fases magnéticas (VOJTA, 2003). Tais efeitos
podem ser introduzidos no modelo de Ising através da incorporacdo de um campo mag-
nético transverso. Este campo magnético consiste em um parametro de controle externo
que permite ajustar o nivel de flutuagdes quanticas no sistema. De fato, o estudo do mo-
delo de Ising com campo transverso vém sendo realizado desde 1960 (SUZUKI; INOUE;
CHAKRABARTI, 2013), revelando um grande numero de fenbmenos interessantes.

As transicdes de fase de primeira ordem em sistemas com flutuagdes quanticas
e temperatura proxima de zero vem despertando grande interesse recentemente (BE-
LITZ; KIRKPATRICK; VOJTA, 1999; KIRKPATRICK; BELITZ, 2012). Alguns destes sis-
temas apresentam transi¢coes de primeira ordem em temperatura finita, mas a medida que
a temperatura é reduzida, as flutuagdes quanticas reduzem as suas contrapartes classi-
cas e conduzem para uma transicao de segunda ordem. Este fen6meno é denominado
de quantum annealed criticality (QAC) e sua descricao fundamental foi realizada no con-
texto de ferroelétricos por Chandra et al. (2020). A motivagao desta descrigdao tem origem
na observacao deste fendbmeno em materiais compressiveis, magnéticos e ferroelétricos.
Desta forma, investigacdes que permitam compreender os mecanismos subjacentes ao
fenébmeno QAC sao particularmente importantes (CHANDRA et al., 2020).

Em estudos recentes, o modelo de Ising .J;-.J, com campo transverso em uma rede
quadrada foi investigado através da teoria de campo médio com clusters (KELLERMANN;
SCHMIDT; ZIMMER, 2019). Neste trabalho, Kellermann, Schmidt e Zimmer (2019) encon-
traram alguns resultados interessantes, tais como o fenébmeno quantum annealed criticality
(QAC) e um acumulo de entropia préximo do ponto critico quantico. Em particular, os au-
tores encontraram que o aumento do campo transverso pode transformar transi¢cdes de
primeira ordem (induzida por flutuagbes térmicas) em transicées de segunda ordem em
baixa temperatura (induzidas por flutuagdes quénticas). Este resultado foi confirmado por
célculos recentes de uma abordagem variacional com clusters (DOMINGUEZ; LOPETE-
GUI; MULET, 2021). Dessa forma, o estudo do efeito de flutuagdes quanticas no modelo

"Adotamos neste trabalho o uso do ponto como separador decimal, em detrimento ao uso convencional
da virgula. Os motivos desta mudanga estdo no apéndice A.
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de Ising na rede quadrada frustrada tem papel importante na compreenséao das transi¢coes
de fase quanticas, especialmente no que diz respeito ao fenébmeno QAC. Uma questao
relevante € como outras interagées no modelo J;-J, podem afetar este fenémeno.

Apesar do modelo de Ising na rede quadrada ser um modelo bastante conhecido, ha
poucos trabalhos na literatura que incluam a interacao entre terceiros vizinhos (.J;) (LAN-
DAU; BINDER, 1985; LIU et al., 2016; HU; CHARBONNEAU, 2021; SUBERT; MULDER,
2022). Estudos recentes de Monte Carlo sugerem que a presencga de interagdes entre ter-
ceiros vizinhos antiferromagnéticas leva ao deslocamento do ponto tricritico para valores
maiores de J,/.J;. Além disso, uma fase ordenada adicional, chamada de staggered dimer
pode ser encontrada em baixas temperaturas na presenga de intera¢des J; antiferromag-
néticas moderadas (LIU et al., 2016). Sendo assim, uma questao pertinente, diz respeito
ao efeito da interacéo J; sobre o fendmeno QAC nesta rede. Contudo, desconhecemos
trabalhos com a aplicagcdo de um campo transverso, ou seja, que investigue os efeitos
quanticos sobre o modelo de Ising J;-.J>-J5. Portanto, investigaremos no presente traba-
Iho o efeito de um campo transverso sobre as transi¢cdes de fase no modelo de Ising com
interacdes até terceiros vizinhos. Nosso objetivo geral € investigar o efeito de flutuacdes
quanticas sobre a natureza das transiges de fase quando a interagao J; esta presente.

Para realizar este estudo, adotaremos o método de campo médio com clusters.
Esta técnica tem sido aplicada no estudo de diversos modelos de spins interagentes na
presenca de frustragao e flutuagdes quanticas (YAMAMOTO; MARMORINI; DANSHITA,
2015; YAMAMOTO et al., 2020; YAMAMOTO et al., 2019; LIU et al., 2019), permitindo a
obtencao de diagramas de fases e quantidades termodinamicas com boa precisao, tanto
em comparagcao com dados experimentais quanto com outras técnicas. Além disso, a
técnica possibilita a descricdo da natureza das transi¢cdes de fase com base no comporta-
mento da energia livre, ou seja, de maneira direta. Outro aspecto determinante na escolha
desta metodologia para o presente estudo € a sua capacidade de localizar com boa pre-
cisdo o ponto tricritico no modelo de Ising J;-J> na rede quadrada. Em particular, (JIN et
al., 2013) obtiveram ¢* ~ 0.66 utilizando um cluster de quatro sitios nesta aproximacéo.
Portanto, a técnica fornece um ponto de partida para a inclusdo de interagdes J;. Além
disso, este formalismo permite a inclusédo de flutuagdes quanticas através da diagonaliza-
¢ao exata, tornando viavel a sua aplicacao para o modelo de Ising com campo transverso
(KELLERMANN; SCHMIDT; ZIMMER, 2019). Desta forma, a teoria de campo médio com
clusters consiste em uma metodologia que permite incorporar efeitos de frustragéo, flutua-
¢Oes quanticas e térmicas com baixo custo computacional associado.

Dividimos o trabalho da seguinte forma: no capitulo 2, apresentamos a metodolo-
gia utilizada em nosso trabalho. Na secédo 2.1, definimos o modelo e estabelecemos as
fases que serdo estudadas. Na secao seguinte, discutimos as transi¢coes de fases classi-
cas e quanticas. Encerramos o capitulo apresentando o método aproximativo de campo
médio com clusters, o qual foi utilizado nesta investigacdo. No capitulo 3, apresentamos
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os resultados obtidos. Nesse capitulo, iniciamos explorando o caso classico (sem campo
transverso) na presenca de interagdes entre terceiros vizinhos e discutindo diagramas do
estado fundamental e na presenca de flutuagdes térmicas. Passamos entdo para o caso
quantico (com campo transverso) na auséncia de flutuagdes térmicas na secao 3.2. Na
secdo 3.3, apresentamos diagramas classicos na presenca de flutuacbes quanticas e o
fenébmeno QAC. No capitulo 4, encerramos apresentando a conclus&o do trabalho.



2 TEORIA

O objetivo deste trabalho é investigar as transigées de fase no modelo de Ising com
interagOes até terceiros vizinhos em uma rede quadrada bidimensional e os fenémenos in-
duzidos por flutuagdes quanticas, introduzidas através de um campo magnético transverso.

Neste capitulo, discutiremos a abordagem utilizada no estudo das transi¢cdes de
fase para o modelo em questdo. Comegamos apresentando em detalhes as trés fases or-
denadas que foram encontradas em nossa investigacao, finalizamos a se¢ao fazendo uma
breve revisdo dos calculos em mecanica estatistica. Na sequéncia, falamos sobre as tran-
sicdes de fases classica e quantica. Na secao 2.3 estabelecemos a abordagem utilizada
no presente investigacdo: a teoria de campo médio com cluster'. Finalizamos a segéo
discutindo alguns detalhes exclusivos da fase staggered dimer (SD) e a implementacao
numérica do método.

2.1 MODELO E FASES MAGNETICAS

Em um sistema termodinamico, um conjunto de parametros definem a fase em que
o sistema se encontra. Um exemplo de parametro relevante em sistemas magnéticos sao
as interacdes entre os momenta magnéticos intrinsecos do sistema. Neste contexto, ha um
nuamero grande de tipos de interagdes, mas as que permitem descrever de forma mais sim-
ples os comportamentos ferromagnético e antiferromagnético sédo as interacoes de troca
entre pares de spins. Estas interagcées podem, portanto, ser ferromagnética (favorecendo
spins alinhados) e antiferromagnética (favorecendo spins anti-alinhados). Estas interagdes
podem acoplar pares de primeiros vizinhos, mas também podem ocorrer entre pares de
vizinhos mais distantes, como segundos e terceiros vizinhos (LIU et al., 2016).

Se considerarmos que, em uma rede quadrada, todas as interagdes antiferromag-
néticas entre primeiros vizinhos sdo satisfeitas, entdo os segundos vizinhos estéo alinha-
dos ferromagneticamente, como pode ser observado na Fig. 2.1. Ou seja, a presenca
de interagOes antiferromagnéticas entre segundos vizinhos introduz uma situagcao confli-
tante, em que néo é possivel satisfazer todas as interagées simultaneamente. Sistemas
em que esse tipo de situagcado conflitante ocorre sdo chamados de sistemas frustrados.
Portanto, podemos definir frustragdo como a incapacidade do sistema em satisfazer todas
as interagdes simultaneamente. A frustragdo pode ser desencadeada por caracteristicas
geométricas, mas também pode ser introduzida pela competicao entre interacées. No pre-
sente estudo, trabalharemos com o segundo caso. A frustracdo tem como consequéncia a
introducao de determinados fendémenos, como a reducao da temperatura de ordenamento,

'Campo médio com cluster é a tradugdo do termo original em inglés "cluster mean field".
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a presenca de entropia finita no estado fundamental, dentre outros (KANO; NAYA, 1953).

Figura 2.1 — Configurac6es de spins para a fase antiferromagnética (AF), com a descrigao
simplificada das interagGes entre segundos e terceiros vizinhos
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Fonte: Elaborado pelo autor.

O modelo que utilizaremos para investigar as transi¢cdes de fases classicas e quan-
ticas de um sistema de spins interagentes € o modelo de Ising com campo transverso. A
hamiltoniana para o modelo de Ising pode ser expressa através da seguinte equagéao:

N
Hising = Z Jijafaj ) (2.1)

2y
Nesta notagéo, J;; € o termo de acoplamento entre os spins, com J;, J, e J3 re-
presentando a interagao entre primeiros, segundos e terceiros vizinhos, respectivamente.
Adotamos J;; > 0 como correspondente a interagdo antiferromagnética, enquanto J;; < 0
a ferromagnética. O somatorio se estende até o N-ésimo sitio da rede, o € a componente
z do spin correspondente ao i-ésimo sitio, representada através do formalismo das ma-
trizes de Pauli, conforme Eq. (B.1) do apéndice B, que contém os detalhes referentes a

algebra linear. O campo magnético transverso entra no modelo através do termo

N
M =—h) ol , (2.2)
=1

onde h é o termo de acoplamento do campo magnético externo, a soma se estende até o
N-ésimo sitio da rede e o7 corresponde a componente x do spin. A soma das Eq. (2.1) e
Eq. (2.2) define 0 modelo de Ising com campo transverso

H=> Jyoio; —h> ol . (2.3)
ij i

A seguir, vamos discutir os resultados na auséncia de campo magnético, ou seja,
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para h = 0. A Fig. 2.1 mostra as duas possiveis configuracdes de spins em uma rede qua-
drada para a fase denominada como antiferromagnética (AF). As linhas sélidas, tracejadas
e pontilhadas representam de forma simplificada, as interagdes entre primeiros, segundos
e terceiros vizinhos, respectivamente. Os circulos indicam os sitios da rede. Em cada sitio
h& um spin de Ising, cujos valores podem ser +1, representados pelos circulos sélidos
(0; > 0 e vazados (o; < 0). Esta convencao sera utilizada nas demais figuras desta se-
¢ao, que mostram as possiveis configuragdes de spin para as diferentes fases ordenadas.
Além disso, delimitamos J; e J, como antiferromagnética em todos os cenarios. Também
restringimos a interagdo de terceiros vizinhos a |.J3| < 0.5, podendo ser antiferromagnética
ou ferromagnética.

Nesta figura, todas as interagdes J; antiferromagnéticas sao satisfeitas, mas é pos-
sivel observar que nenhuma interagdo J, e J; antiferromagnética é satisfeita. No painel
(a), exibimos uma das duas configuracées para a fase AF. Esta fase é duplamente de-
generada, isso quer dizer que existem duas configuracdes (painel (a) e (b) da Fig. 2.1)
possiveis com a mesma energia. O painel (b) é obtido através de uma inversao global de
spins do painel (a2). Uma outra forma de enxergar esta inversédo global neste caso, € notar
que se transladarmos a rede do painel (a) por um espagamento de rede (tanto na direcéo
horizontal como na vertical), teremos a configuracao apresentada no painel (b). Esta rede
€ "invariante" por qualquer rotacao de 1/4 de periodo, ou seja, se rodarmos a figura (a) 90,
uma ou mais vezes, teremos a mesma configuragao. A energia por sitio, no estado funda-
mental (na auséncia de flutuagbes térmica) e na auséncia de campo transverso (flutuagdes
quanticas), para a fase AF pode ser obtida mediante a Eq. (2.1). Ao computar todas as
interac6es de um Unico sitio com seus vizinhos, cada interacao entre spins anti-alinhados
contribuird com um fator —.J;;/2 para a energia interna por sitio. Enquanto que a interagéo
entre spins alinhados contribuird com um fator +.J;;/2. Somando todas as contribuigdes,
obtemos a energia interna por sitio para a fase AF:

Upp =21 +2J5+2J5 . (24)

Uma outra fase que pode ser encontrada neste modelo é a superantiferromagnética

(SAF). Nesta fase, todas as interagdes antiferromagnéticas entre segundos vizinhos J; sédo

satisfeitas, como podemos ver na Fig. 2.2. A energia por spin no estado fundamental para
esta fase €

Usap = —2J5 +2J5 . (2.5)

Nesta fase, as interagdes entre primeiros vizinhos sédo parcialmente satisfeita e
apresenta degenerescéncia quatro. Podemos visualizar estas possibilidades na Fig. 2.2.
O painel (a) exibe uma configuracao de listras horizontais. Se rodarmos a figura do painel
(a) por 90 graus, teremos o painel (c). Se, no painel (a) realizarmos uma translagdo na
direcdo horizontal, por qualquer um ou mais espagcamentos de rede, teremos a mesma
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configuragéo, ou seja, esta fase é invariante por translagdes horizontais. No entanto, se

transladarmos na direcao vertical por um espacamento de rede, teremos um outro estado,
mostrado no painel (b). O raciocinio € analogo aos painéis (c) e (d), com a diferenca de
estarem relacionados por uma translagao horizontal.

Figura 2.2 — Configuragdes de spins para a fase superantiferromagnética (SAF).
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A ultima fase ordenada que sera abordada neste estudo € a SD. Esta fase é oito

vezes degenerada, quatro destas possibilidades podem ser observadas na Fig. 2.3. O

painel (a) exibe uma destas configuracdes. Se rodarmos por 90 graus a rede do painel
(a) em torno do sitio marcado por um circulo tracejado, obtemos uma outra configuracao.

Como fizemos apenas uma rotagao, a energia total sera a mesma (esta configuragao é

mostrada no painel (b)). Por mais uma rotacao de 90 graus, obtemos a configuragdo do

painel (c), e de forma analoga, a do painel (d).

E possivel notar nestes quatro painéis, que dos quatro primeiros vizinhos de um

sitio, trés deles sempre estarao anti-alinhados, enquanto que o outro estara alinhado. Isto
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Figura 2.3 — Configuracoes de spins para a fase staggered dimer (SD).
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também é manifestado na energia do estado fundamental por spin :

1 1
Usp = —3J1= + Ji~
SD J12 + J12 2.6)

=],

Por simplicidade, mostramos explicitamente apenas o calculo dos primeiros vizi-
nhos, pois a soma de todas as interagdes J, e J3 resulta em uma contribuicdo nula para a
energia. Ou seja, a energia do estado fundamental desta fase independe dos valores de
Jo e de J3, dependendo apenas da intensidade da interacao entre os primeiros vizinhos.

Mas estas ndo sao as unicas possibilidades disponiveis para a fase SD; se fizermos
uma inversao global nas configuragdes da Fig. 2.3 obteremos as configuragdes exibidas
na Fig. 2.4.

O painel (a) da Fig. 2.4 é obtido por uma translacao vertical do painel (a) da Fig. 2.3.
Porém, se transladarmos a Fig. 2.4 (a) na dire¢ao horizontal, a configuragao encontrada
serd a da Fig. 2.4 (c). Este processo sera analogo para todas as translagées da Fig. 2.3,
ou seja, para um painel, a translagdo em uma direcao correspondera a um outro painel da
Fig. 2.4, enquanto que a transla¢ao noutra dire¢do correspondera a uma configuragao que
pode ser encontrada em um dos painéis da mesma Fig. 2.3.
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Figura 2.4 — Configuracdes de spins para a fase SD por uma inversao global de spins da
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Fonte: Elaborado pelo autor.

E importante frisar que estas ndo sdo as Unicas fases que podem ser encontradas
no modelo de Ising J;-.J5-J3. Quando a interacdo J; € dominante e antiferromagnética,
surge uma outra fase antiferromagnética (LIU et al., 2016). Porém, esta fase ndo sera
abordada neste estudo, pois vamos dirigir nossa atengéo para os efeitos de .J; fraco sobre
as transicdes de fase do modelo.

O primeiro passo para obter as propriedades termodindmicas de um sistema € cal-
cular a fungao de particao

Z=Tre P | (2.7)

com H sendo a matriz hamiltoniana de dimensao 2V x 2, onde N é o nimero de sitios,
com autovalores \; e autovetores associados |v;) correspondentes as i-ésimas configura-
cOes acessiveis ao sistema. A partir da funcao de particdo, podemos fazer a conexao com
a termodinamica através da energia livre

f=— lim kBTTan , (2.8)

N—0
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com kg sendo a constante de Boltzmann? e T' a temperatura. Entéo, desde que o limite
da Eqg. (2.8) exista, podemos obter as quantidades termodinamicas desejadas. Entédo
munidos da fungcédo de particdo, podemos obter o valor médio de um observavel fisico
qualquer O, calculando

(O) = %Tr Oe P | (2.9)

No entanto, o campo transverso introduz termos fora da diagonal principal da ha-
miltoniana, portanto devemos diagonalizar a hamiltoniana antes de obter qualquer valor
médio.

2.2 TRANSICOES DE FASE

As transicoes de fase desempenham um papel essencial na natureza, como exem-
plos cotidianos temos o caso da fervura ou o congelamento da dgua a T = 273.15K a pres-
sao de latm. Mas também ha casos mais complicados, como a transicdo de um metal para
um estado supercondutor ao baixar a temperatura préxima do zero absoluto. Acredita-se
inclusive, que o proprio universo passou por diversas transicdes de fase (VOJTA, 2003).

As transicdes de fase ocorrem mediante a variagdo de um parametro de controle.
Estas transigbes possuem como caracteristica comum a mudancga qualitativa das propri-
edades de um sistema. Podemos ter transicées induzidas pelo aumento da temperatura,
levando ao desaparecimento de um estado ordenado. Mas uma atengao especial tém sido
dirigida para transi¢cdes que ocorrem préximas do zero absoluto, sendo acessadas através
de parametros ndo térmicos, como a pressao, 0 campo magnético externo ou a composi-
cao quimica. Neste caso, a ordem é destruida apenas por flutuagées quéanticas (VOJTA,
2003).

A primeira vista, podem parecer que tais transicdes de fase sejam relevantes ape-
nas do ponto de vista tedrico, em virtude da realizacdo experimental. Contudo, diversos
experimentos recentes vém apontando o contrario, pois a presenga destes pontos criti-
cos quanticos (PCQ) estdao sendo cruciais para resolver diversos problemas que até re-
centemente estavam em aberto. Como, por exemplo, os isolantes magnéticos de terras
raras (BITKO; ROSENBAUM; AEPPLI, 1996) e os supercondutores de alta temperatura
(SACHDEV, 2000). Apesar destes pontos criticos ocorrerem em temperatura zero, esta
criticalidade tém associada a si uma regido com assinaturas de criticalidade quantica em
temperatura finita, portanto, acessivel experimentalmente.

Na Fig. 2.5 apresentamos uma visualizagcdo esquematica de uma regiao com cri-
ticalidade quéntica, associada a um ponto critico quantico. Com 7" sendo a temperatura
do sistema e h representando a intensidade do campo transverso aplicado, portanto, a

2Por simplicidade, vamos assumir a constante de Boltzmann como igual a um.
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intensidade das flutuagdes de natureza quantica. A linha solida denota uma transicao de
fase classica (movida por flutuacdes térmicas). As linhas tracejadas delimitam a regiao
onde podem ser encontradas assinaturas de criticalidade quantica, o gradiente de cor in-
dica uma presenga mais forte dessas assinaturas quanto mais préximas do ponto critico
quantico (PCQ).

Figura 2.5 — Regiao de criticalidade quéntica.
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Fonte: Elaborado pelo autor inspirada em (VOJTA, 2003).

As transicOes de fase sdo tradicionalmente classificadas em duas classes: primeira
e segunda ordem. Nas transi¢cdes de primeira ordem (transicdes descontinuas), os dois
estados coexistem na temperatura de transicdo, como a agua em sua forma liquida e sélida
(gelo). Ja nas transicées de segunda ordem (transicao continua) ndo temos a coexistén-
cia das fases na transicdo. Este tipo de transi¢cao ocorre, por exemplo, com o ferro (Fe)
a 1043 K (ARAJS; COLVIN, 1964), no qual o momentum magnético do material anula-se.
Esta transigéo ocorre em um ponto onde as flutuagdes térmicas destroem o ordenamento
regular dos momenta magnéticos (VOJTA, 2003). Esta classificagao foi proposta por Eh-
renfest (JAEGER, 1998), ela leva em conta a descontinuidade da derivada da energia livre
em relagdo a alguma variavel termodinamica, como a temperatura. Mais precisamente, o
termo primeira ordem refere-se a transi¢ées em que a primeira derivada da energia livre
€ descontinua, ja na transicdo de segunda ordem, esta derivada € continua em todos os
pontos, mas a sua préxima derivada € descontinua.

Podemos entender graficamente esta classificacdo a partir da visualizagao esque-
matica da Fig. 2.6. No eixo vertical temos a energia livre de Helmholtz f, e no eixo horizon-
tal a temperatura 7. No painel da esquerda mostramos uma tipica transigao de primeira
ordem entre uma fase ordenada (linha tracejada) e uma fase desordenada (linha sélida).
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N6s podemos identificar visualmente o cruzamento das energias livres, conforme indicado,
no painel da esquerda. Ja no lado direito temos uma transicao de segunda ordem, que se
caracteriza visualmente por ndo ter um cruzamento entre as energias livres.

Figura 2.6 — Classificagdo das transicoes de fase.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

A derivada da energia livre em relagdo a temperatura, do grafico da esquerda, nao
é continua em todos os pontos, pois ha um comportamento abrupto exatamente no ponto
onde ha o cruzamento das energias livres. Este comportamento ocorre, devido ao sistema
sempre escolher a fase onde a energia livre € a menor. Desta forma, a esquerda do ponto
de cruzamento a fase ordenada € dominante. Porém, com o incremento da temperatura, a
fase desordenada passa a ser a dominante imediatamente apds o ponto de cruzamento. Ja
na figura do lado direito, em que ¢é ilustrado o comportamento da energia livre em uma tran-
sicdo de segunda ordem, a derivada da energia livre em relagcao a temperatura é continua
em todos os pontos. Neste caso nao ha nenhum comportamento abrupto, pelo contrério,
as duas curvas para as energias livres sao continuas e suaves em todos os pontos.

As transi¢cdes de segunda ordem podem ser caracterizadas através dos chamados
parametros de ordem. Um parametro de ordem é uma variavel termodinamica (como a
magnetizacédo), que é zero numa fase (a paramagnética), enquanto na outra (ferromag-
nética) ela é ndo-nula. A escolha de tais parametros é frequentemente 6bvia para uma
transicao ferromagnética, onde o parametro de ordem é a magnetizacdo total (VOJTA,
2003), mas existem casos nao triviais que ainda geram debates (MOTT, 1990).

Na Fig. 2.7 apresentamos uma visualizagdo de como se comporta o parametro
de ordem (magnetizagdo) em uma transicdo ordem-desordem (SAF-PM), na auséncia de
campo transverso, para 0 caso em que a transicdo € de primeira ordem (figura da es-
querda, com J,/J; = 0.6) e de segunda ordem (figura da direita, com J,/J; = 0.8). Os
termos J;, Jo e J; fazem referéncia ao termo de acoplamento no modelo de Ising para a
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rede quadrada entre primeiros, segundos e terceiros vizinhos, respectivamente. No eixo
vertical temos o valor da magnetizagdo m, que neste caso é zero para uma fase ordenada
e ndo-nula para uma fase desordenada. Em ambos os casos foi utilizado J3/.J; = 0.1.
Quando um sistema magnético encontra-se num regime de temperatura muito baixa, ele
podera estar numa fase ordenada, no qual o parametro de ordem € um valor m # 0. Mas
com o incremento da temperatura, ou seja, com a inclusédo de flutuagdes térmicas, o sis-
tema passa por uma transi¢ao de fase levando-o para uma fase desordenada. O parametro
de ordem em uma transicdo de fase de primeira ordem tera uma descontinuidade. Ja na
transicdo de segunda ordem nao havera descontinuidade, como podemos identificar visu-
almente nos dois painéis da figura.

Figura 2.7 — Comportamento do parametro de ordem para transi¢cdes de primeira e de
segunda ordem.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

2.3 TEORIA DE CAMPO MEDIO COM CLUSTERS

O modelo de Ising para a rede quadrada apresenta solu¢do analitica apenas para
o caso em que J; # 0, Jo = J3 = 0 e na auséncia de um campo externo (BRUSH, 1967).
Portanto, para investigar os casos onde sdo consideradas interacées mais distantes do que
as de primeiros vizinhos e/ou, com a agao de um campo externo, devemos recorrer a uma
abordagem aproximativa. Existem boas estratégias disponiveis, tais como as simulagdes
de Monte Carlo e o método de campo médio (JIN et al., 2013).
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As simulacées de Monte Carlo (MC) sao utilizadas ha décadas em diversos ra-
mos da ciéncia, fornecendo resultados satisfatorios para estimar a temperatura de transi-
cao. No entanto, é muito laborioso identificar com precisdo a natureza das transi¢coes de
fase utilizando esta técnica, principalmente quando préximas do ponto tricritico (JIN et al.,
2013). Também é importante ressaltar o alto custo computacional envolvido para localizar
as transicdes com a precisao desejada. Além disso, a inclusdo de flutuagdes quanticas em
simulacdes requer o uso de métodos de Monte Carlo quantico, que podem apresentar o
problema do sinal negativo quando o modelo apresenta frustragcdo (HENELIUS; SANDVIK,
2000).

Por outro lado, a abordagem de campo médio possui um custo computacional muito
menor que a técnica de MC. Aliado a isso, a determinacao da natureza da transigao de
fase nesta abordagem € bem menos trabalhosa. Isso ocorre em virtude da possibilidade
de trabalharmos diretamente com a energia livre (PLASCAK, 2018), uma vez que, dife-
rentemente das simula¢des de MC, esta técnica pode ser derivada a partir de principios
variacionais (JIN et al., 2013). Porém, ha a desvantagem dela superestimar a temperatura
de ordenamento, o que ocorre devido ao método subestimar efeitos de flutuagdes térmicas.
Uma maneira de contornar isso é considerar uma aproximag¢ao de campo médio com clus-
ters, como representado na Fig. 2.8. Um cluster consiste em uma sub-rede, composta por
alguns sitios, organizados de tal forma que imite a rede principal, ou em outras palavras,
que consiga reproduzir um padrao de repeticdo adequado ao problema. Este rearranjo
possibilitara captar melhor as flutuagdes térmicas do sistema, tornando assim os valores
da temperatura de ordenamento mais precisos. Apesar dos resultados para a temperatura
de ordenamento permanecerem sendo superestimados, 0 mesmo n&o ocorre para 0s va-
lores das interagOes de troca J;; na estimativa das transi¢coes do estado fundamental em
sistemas Ising. Além disso, a técnica fornece uma 6tima estimativa para a coordenada do
acoplamento J;; do ponto tricritico no modelo de Ising frustrado na rede quadrada (JIN et
al., 2013).

A escolha do formato e do numero de sitios n, que compdem um cluster € a priori
livre. Porém, é adequado escolher clusters que permitam obter o ordenamento magnético
das fases que serdo estudadas. Portanto, para o nosso caso de uma rede quadrada,
utilizaremos um cluster quadrado, de dimenséao 2 x 2.

E importante notar, que este problema também poderia ser tratado com um clus-
ter de 16 sitios. Neste caso, os resultados obtidos seriam mais precisos, em termos da
temperatura de ordenamento (JIN et al., 2013). No entanto, o custo computacional do pro-
blema cresce exponencialmente com o tamanho do cluster adotado. Portanto, adotamos
um cluster de quatro sitios, que apresenta um custo computacional mais baixo e ainda
assim, preserva caracteristicas qualitativas importantes do diagrama de fases do modelo
J1-Jo (KELLERMANN; SCHMIDT; ZIMMER, 2019). A seguir, discutimos a implementagao
da teoria de campo médio com cluster no modelo de Ising J;-J>-J3 com campo transverso.
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Na teoria de campo médio com clusters, o sistema é dividido em clusters idénticos.
As interagbes dentro dos clusters séo tratadas exatamente e as interacdes entre clusters
sao tratadas através da aproximagao de campo médio convencional. Portanto, aplicaremos
esta abordagem na hamiltoniana da Eq. (2.1). Esta aproximac¢ao nao afeta diretamente o
formato da hamiltoniana #’ (que depende do campo externo), alterando apenas a quanti-
dade de termos envolvidos no somatério da Eq. (2.2), que antes se estendia até o N-ésimo
sitio da rede e passa agora a se estender até o numero de sitios n, do cluster. Nesta téc-
nica, dividimos o termo de interagdo em duas partes,

HIsing i %intra + Hinter . (21 0)

Na primeira parte, H;..-«, COMputamos apenas as interagbes dentro de um unico
cluster principal (intracluster) via diagonalizagdo exata. Ja4 na segunda parte, H,;,ser, CON-
sideramos as interagdes entre o cluster principal e os clusters vizinhos a ele (intercluster)
através da aproximagao de campo médio

o; ~ o;mj +mo; —mym; o, (2.11)
onde m; € o valor médio da magnetizagdo do j-ésimo sitio. Calculada através da equagdo

1
mj ={0;) = ETr sz-e_BH : (2.12)

Conforme discutido acima, adotaremos o cluster de quatro sitios, apresentado na
Fig. 2.8. Neste caso, podemos relacionar as magnetizagbes locais de um dado cluster
com as magnetizagdes locais de clusters na vizinhanga. Dessa forma, podemos reduzir o
problema de muitos corpos a um problema de um unico cluster. A hamiltoniana intracluster
de um unico cluster pode ser escrita na forma:

OME (52) = JlZJiZO'; + Jo Z oio; . (2.13)

Gy {igy
Nesta notagdo, (ij) denota a soma sobre pares de primeiros vizinhos e {{ij)) denota
uma soma sobre pares de segundos vizinhos, ambas realizadas sobre os quatro sitios do
cluster. Podemos explicitar a equagéo Eq. (2.13), tal que:

intra A

HOME (52) = J, (0705 + 0i0% + 020% + 020%) + Jy (0307 + 0i0%) . (2.14)

Antes de discutirmos o termo intercluster, vamos descrever a Fig. 2.8, que mostra
uma rede dividida em clusters. A configuracdo de spins é a mesma da fase AF, presente
na Fig. 2.1 (a). Os circulos pretos indicam spins no estado o7 = +1, enquanto os circulos
vazados indicam spins o7 = —1. Os numeros dentro dos circulos representam a numera-
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¢ao do sitio relativo ao seu cluster. Por uma questao de simplicidade, nao exibimos todas
as interacdes na figura. As interacdes .J; e .J3 sdo exibidas somente para o sitio 1, uma
vez que o numero de interagcdes para os demais sitios € idéntico. Podemos notar que para
um unico cluster, ha apenas quatro interagdes .J; intracluster (linha sélida mais densa) e
duas interacdes .J, intracluster (linha sélida mais delgada). No entanto, nenhuma intera-
¢ao entre terceiros vizinhos Js intracluster € incorporada. Estas estdo presentes apenas
no termo intercluster.

Figura 2.8 — llustragéo do modelo e método.

Fonte: Elaborado pelo autor.

A hamiltoniana H;,: pOr sua vez, tera para cada sitio do cluster central: duas
interagOes J; (linha tracejada), trés interacdes J; (linha tracejada-pontilhada) e quatro inte-
racdes J; (linha pontilhada). Neste termo, o efeito dos spins dos sitios dos cluster vizinhos
sera incorporado através das magnetizagdes locais. Na pratica, calculamos apenas a mag-
netizagdo de um unico sitio do cluster vizinho, e os demais sitios estardo determinados pela
simetria. Isso s6 é possivel pela escolha adequada do cluster.

Ao dividir o sistema em clusters de quatro sitios, podemos escrever o termo com
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interacdes entre clusters como:

Hinter (07,m3) = Ji |07 (05 + 05) + 03 (07 + 05)

(2.15)
com os termos entre paréntesis representando os spins dos clusters vizinhos. O fator 1/2
€ adicionado devido ao fato de que estas interacées sdo compartilhadas com os clusters
vizinhos. Aplicando a aproximagédo de campo médio da Eq. (2.11), obtemos:

mymb + myms mims + mam)

+ 05 (m] + my) —

HEMF (6 ) = Jy [af (1l + ) —

2 2
! / / /
s , Mgy + mMyms3 , , Mgy + Myiny
+o3 (m4+m1) - 9 + o (m3+m2) - 9
li ! ! ! ’
mim mom moimsg mimmy
+ 35 [ofm; - L4 oimh — 5 24 oimly — —22 + o;m) — 12 ]
! / / !
mim mMam M3Me mMym
+4J3[afmiTl+a§m;TQ+U§mg 23+Uim4* 24
(2.16)
onde m’ denota a magnetizacao do cluster vizinho. Agrupando os termos em comum,
3
encontramos:
CMF

(07, m;) = Jy [(0] + 03) (my +my) + (05 + 03) (M} +m)y)
(mq + my) (mh +mb) + (mg + m3) (M) + mg)]
2

inter

/ / !/ /
mimy, + MoMa + MoMs + MMy |*
Z, 07 2o 2o 2o 4 3 2 1
+ 3J5 l01m4+02m3+03m2+04m1— 5

mamy + momiy + maml + mamy
2

+ 4J5 [ofm'l + oimy + oimy + ofmy —
(2.17)
Para os casos das fases AF e SAF, podemos relacionar diretamente as magnetiza-
¢oes locais dos clusters vizinhos, de forma que m = m;. Portanto,

CMF
inter

(0z,m;) = J1[(0] + 0F) (ma + m3) + (05 + 03) (my + my) — (Mmq + my) (Mg + mg)]
+ 3Jy [o7my + oimg + gima + ojmy — (mymy + mams)]
m? +m3 +m3 + mj
2

+4Js [oimy + 05mg + o3mg + ojmy —
(2.18)

Como todos os sitios do cluster sao topologicamente equivalentes, podemos re-
lacionar as magnetizagdes locais de sitios distintos. Para a fase AF, podemos escrever

my = —M9o = —Mgzg =My , (219)
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que ao aplicarmos na hamiltoniana acima, obtemos a hamiltoniana intercluster para a fase
AF em termos da magnetizacao do sitio 1:

CMF z _ z z z z

inter-Ap (07, m1) = (=2J1 + 3Jy + 4J3) (0] — 05 — 03 + 0] —2my)my . (2.20)

Este resultado pode ser comparados visualmente com a Fig. 2.8, que apresenta
duas interagdes antiferromagnéticas J; para cada sitio o7, trés interacdes ferromagnéticas
Jo e quatro interagdes ferromagnéticas Js.

Ja para o caso da fase SAF (listras verticais), as magnetizacdes locais se compor-
tam de tal forma que podemos estabelecer a seguinte relagéo:

mi = —Moy = M3 = —My. (2.21)
Aplicando esta relagdo na hamiltoniana da Eq. (2.18), chegamos na equacao
Homthsap(o7,my) = (=3Jy + 4J3) (0] — 05 + 05 —0f — 2my)my . (2.22)

Estas hamiltonianas possuem uma dependéncia explicita com a média das magne-
tizagdes, que por sua vez dependera da temperatura. Sendo assim, estas hamiltonianas
possuem uma dependéncia implicita com a temperatura.

2.3.1 Particularidades da fase SD

A fase SD possui algumas peculiaridades que afetam a relagdo das magnetizagbes
entre clusters distintos. Nesta subsec¢éo, vamos elucidar estes detalhes. Um dos aspectos
relevantes com relacéo a fase SD € que a escolha do padrao de magnetizagdo que sera
adotado para a auto-consisténcia, nem sempre € tao imediata como nos casos das fases
AF e SAF. Na fase SD temos duas escolhas distintas para as magnetizacdes do cluster,
que irdo captar de forma diferente os efeitos desempenhados pela frustragdo. Podemos
observar isso na Fig. 2.9, que mostra dois padrdes de ordenamento intracluster para a
fase SD, mas que captam efeitos de frustracdo de forma distinta.

A Fig. 2.9 segue a mesma convencéao da Fig. 2.8, com a diferenca de que aqui o
sobrescrito prime denota o sitio de um cluster vizinho, que possui posi¢ao analoga ao sitio
do cluster central, porém com o sinal da magnetizagao trocado, ou seja, m;, = —m/}. Em
ambos 0s casos, o0s clusters serdo idénticos no sentido vertical da figura, enquanto que os
clusters vizinhos no sentido horizontal diferem apenas pela inversao global.

Com relacao a escolha das solugdes para a fase SD, é importante notar que no
painel (a), as interagbes antiferromagnéticas entre primeiros vizinhos dentro do cluster sao
completamente satisfeitas. No painel (b), por outro lado, intera¢des frustradas entre pri-
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Figura 2.9 — Possibilidades na escolha de um cluster para a fase SD.
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-
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Fonte: Elaborado pelo autor.

meiros vizinhos dentro do cluster sdo incorporadas. Neste ponto, é relevante lembrar que
a energia do estado fundamental da fase SD depende unicamente da interacdo J; e esta
€ uma fase que incorpora efeitos de frustracdo. Portanto, € razoavel considerar relevante
o papel de interagdes J; frustradas nesta fase. Sendo assim, consideramos que optar
por um padrdo de magnetizacdées analogo ao retratado no painel (b) € o mais adequado,
uma vez que as interagoes intracluster sao incorporadas através da diagonalizacdo exata,
enquanto as interacdes entre clusters sdo aproximadas nesta abordagem.

Dessa forma, trabalharemos com a fase SD adotando o padrao de magnetizacdes
locais exibido no painel (b), pois assim os efeitos da frustracdo nao virdo apenas via campo
médio, que € uma aproximacao, mas também da diagonalizagdo exata. Com isso, podere-
mos captar melhor os efeitos da frustragdao sobre o modelo.

Um outro ponto ao qual destacamos é que, na fase SD a intensidade da interacao J;
ndo altera a temperatura de ordenamento na presente aproximacao. Veremos isso de duas
formas. A primeira € calculando a hamiltoniana intercluster (que analisamos a seguir), a
segunda sera através dos diagramas de fases do proximo capitulo. Considerando a Fig.
2.9 (b) e a hamiltoniana H,;,;. da Eq.(2.17), obtemos:

H%VéfSD = Ji[o} (05 + 03) + 05 (07, + 0}) + 03 (04 + 07) + 0] (03 + 03)] /2

(
+ Jo |07 (0F + 205) + 05 (05 + 20%) + 05 (05 + 205) + 0] (05 +207)] /2
+2J3 [0 (0] + 01/) + 05 (05 + 03) + 05 (05 + 05) + 0 (05 + 03] /2

(2.23)
onde os termos entre paréntesis contém spins de clusters vizinhos. E importante notar
que ha dois tipos de clusters vizinhos: os que terdo spins com um comportamento de
magnetizagdes locais idéntico ao do cluster central e os que terdo magnetizagdes locais em
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sentido oposto ao de sitios equivalentes ao do cluster central (denotado por o). Aplicando

a aproximagdo de campo médio e considerando que m;, = —m;, temos que
rHCMF (z ~)—J[Z(,— /)+ z(/_ /)+ z(l_ /)+ z(/_ /)]
inter;SD\05 , i) =J1 |01 (Mg — My Og My — MYy O3 My — My Oy \My — M3

my (mf —my) + ma(my —my) + mg(my —mi) +ma(my —my)
2

z / z i VA / z /
— Jo (o07my + o5my + o3my + o;m))

+ i

mymyy + momiy + mgmé + mam)
2

+ Ja

(2.24)

As magnetizagdes locais na equagao acima podem ser relacionadas diretamente as mag-
netizagdes locais dos sitios do cluster central, ou seja, m; = m/. Isso nos permite escrever

Hintersp (07, mi) =J1[(0F = 05) (ms — my) + (05 — 03) (ma —ma)]

+ Jl(ml - m4)(m2 — m3) . (225)

— Jo (0fmy + o5ms + oyme + oymy) + Jo(mimy + mams)

Neste ponto, podemos considerar a relagdo entre as magnetizacées do cluster central.
Para a fase SD, podemos notar que m; = ms = —ms3 = —my, conforme a Fig. 2.9 (b).
Aplicando esta relacdo as equagdes acima, obtemos

HZ%\ZSSD(UZ‘-Z, my) =(=2J1 + Jo)(0] + 05 — 05 — 0f — 2my)my . (2.26)

Como podemos ver, nem a hamiltoniana para a fase SD intracluster, nem a inter-
cluster possuem dependéncia explicita com a magnitude da interacdo .J;. Também po-
demos observar isto na Fig. 2.9 (b), onde temos duas interagdes ferromagnéticas .J; na
vertical e outras duas interagbes antiferromagnéticas na horizontal, resultando numa con-
tribuicdo identicamente nula para a hamiltoniana.

2.3.2 Implementagao do problema numérico

Apés a inclusdo da aproximacao de campo médio com clusters, o problema de
muitos corpos passa a ser um problema efetivo de um unico cluster, que pode ser expresso
em termos da hamiltoniana

ntra 7 inter

HOMEF _ 9 OMF (52y | 9 CMF (52 ) hzg%‘ , (2.27)
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O termo intracluster é representado por HSME' | dado pela equagdo (2.14), que por sua
vez, independe das flutuagdes térmicas e da fase em questdo. Ja o termo referente ao
campo transverso, passa de uma somatéria que antes se estendia até o N-ésimo sitio
da rede, passando a estender-se até o sitio 4 do cluster central apenas. E o termo que
incorpora interagdes interclusters é representado por HS ¥ (07, m, ), dado pela Eq. (2.17),

discutida acima para cada uma das fases ordenadas. Além disso, este termo possui uma
dependéncia com a magnetizacao local m;, calculada através da seguinte equagao:

_BHCMF
_ Troje

m = ——
1 Tr e_BHCMF

(2.28)

Como podemos notar, a magnetizacao local depende da hamiltoniana de campo médio.
Portanto, para resolver o problema em questéo, precisamos adotar um procedimento auto-
consistente.

O método de campo médio com clusters demanda a aplicacdo de um algoritmo
que permita implementar uma auto-consisténcia. Neste caso, implementamos 0 método
iterativo, de tal forma que supomos uma solucdo m/ para a magnetizagéo local, que é
utilizada para obter a hamiltoniana de campo médio com clusters. Com os autovalores
de energia obtidos a partir desta suposi¢ao acerca da magnetizagao local, calculamos um
novo valor para m; utilizando a equacédo acima. O erro é, entdo, calculado pelo valor
absoluto da diferenca entre a magnetizacao local proposta e a obtida, ou seja,

Erro = |my —mf| . (2.29)

Caso o erro exceda a tolerancia estipulada, repetimos o procedimento, atualizando a so-
lug@o tentativa através da magnetizacéo local calculada, ou seja, fazemos m}| = m;. Os
detalhes do algoritmo da auto-consisténcia encontram-se no apéndice D.

Uma questdo importante a ser levada em conta, é que, através do método CMF é
possivel obter a energia livre de maneira direta. Em particular, a energia livre por cluster é
dada por

f=—kpTl (Tre*f”*c”) . (2.30)

Portanto, esta metodologia permite comparar a energia livre das diferentes fases, o que
possibilita a obten¢do dos diagramas de fases de maneira direta. Além disso, qualquer
quantidade termodinamica de interesse pode ser obtida a partir da energia livre, como foi
discutido anteriormente.

Para o0 nosso caso de um cluster de quatro sitios, o parametro de ordem para a fase

AF pode ser obtido por
miy — Mo — M3 + My

4

marp =

(2.31)
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Ja para a fase SAF o parametro de ordem é

P + o —
migap = T T (2.32)

Para a fase SD, o parametro de ordem € dado por

_|_ J— P
mgp = A T2 4m3 e (2.33)

As hamiltonianas H;,... da Eq. (2.14) e H;nerr da Eq. (2.17), compbem uma ma-
triz hamiltoniana que é diagonal. Porém, o termo referente ao campo transverso, torna
a matriz hamiltoniana n&o-diagonal. Portanto, faz-se necessario diagonalizar essa matriz
antes de calcular qualquer quantidade termodinamica. Os detalhes algébricos acerca da
diagonalizagao da matriz hamiltoniana encontram-se no apéndice B, enquanto que a parte
computacional pode ser consultada no apéndice E.



3 RESULTADOS

A seguir, apresentamos os resultados obtidos através da aplicagdo da teoria de
campo médio com clusters ao modelo de Ising com interacdes até terceiros vizinhos,
descrito pela Eq. (2.27). Nossos resultados foram obtidos adotando interagdes antifer-
romagnéticas entre primeiros e segundos vizinhos (J; > 0 e J, = 0 ). Nos exploramos
dois cenarios com relacao as interacoes de terceiros vizinhos, permitindo que estas se-
jam antiferromagnéticas (J; > 0) e ferromagnéticas (J3; < 0). Nossa analise foi limitada
a intensidades fracas da interacao entre terceiros vizinhos, uma vez que, em geral, estas
interacOes sao mais fracas que as interagdes entre vizinhos mais proximos. Portanto, nos
limitamos a analisar’ —0.5 < J;/J; < 0.5. Na apresentagéo dos resultados, a interago
entre primeiros vizinhos € utilizada como escala de energia. Adotando este conjunto de
interagcdes, podemos encontrar no estado fundamental trés fases magnéticas ordenadas
distintas: antiferromagnética (AF), superantiferromagnética (SAF) e staggered dimer (SD),
conforme discutimos no capitulo anterior. llustramos essas fases na figura abaixo.

Figura 3.1 — Diagrama de fases na auséncia de campo transverso para o estado

fundamental.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Na Fig. 3.1 apresentamos o diagrama do acoplamento entre terceiros vizinhos pelo
acoplamento entre segundos vizinhos no estado fundamental (7" = 0) e na auséncia de

" Adotamos neste trabalho o uso do ponto como separador decimal.
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campo transverso (h = 0). E importante notar que no eixo vertical é explorado tanto
o caso de J; antiferromagnético (regido superior), como o caso ferromagnético (regiao
inferior). A obtencao deste diagrama é feita comparando a energia do estado fundamental
das fases ordenadas, fornecidas pelas equacgdes (2.4), Eq. (2.5) e Eq. (2.6). Portanto,
o diagrama mostra as fases com menor energia para diferentes valores de J,/J; e J;/J;.
Este diagrama sera fundamental para fazermos a conexao com os diagramas de fases com
flutuagOes térmicas, uma vez que este diagrama sugere que a fase SD surja apenas para
o0 caso da interagdo J3 antiferromagnética e com uma faixa especifica de valores J,/.J;.
Além disso, quanto mais intensa for a interacao .J; antiferromagnética, maior sera a regiao
do diagrama ocupada pela fase SD, ou seja, mais favorecida sera a fase em detrimento
das demais. Em contrapartida, para a interacao entre terceiros vizinhos ferromagnética,
sO serdo encontradas as fases ordenadas AF e SAF, e a fronteira entre estas fases néo
é alterada pela interagdo entre terceiros vizinhos, ocorrendo sempre para Jy/J; = 0.5.
Também ¢ ilustrada neste diagrama de forma simplificada, a configuragdo de spins para
cada fase.

Vamos iniciar a discusséo, apresentando os resultados para o caso classico, ou
seja, na auséncia de campo transverso, na se¢ao 3.1. Na seg¢ao 3.2, discutiremos o efeito
do campo transverso sobre as transicoes no estado fundamental, ou seja, em 7' = 0.
Finalmente, na secdo 3.3, apresentamos nossos resultados na presenca de flutuagoes
quanticas e classicas.

3.1 TRANSICOES DE FASES CLASSICAS

Quando um sistema apresenta transicdes de fases induzidas apenas por flutua-
¢Oes térmicas, sem a presencga de qualquer outro parametro de controle externo, como um
campo magnético, pressao ou composicao quimica, dizemos que se trata de uma transicao
de fase classica. No caso do modelo de Ising, consideramos transi¢cdes de fase classicas
aquelas em que nao ha campo transverso atuando sobre o sistema. A seguir, apresen-
tamos os resultados obtidos para as transicdes de fases classicas do modelo J;-.J>-J3 de
Ising na rede quadrada. Os diagramas de fases obtidos para este caso estédo reunidos nos
painéis da Fig. 3.2. No eixo vertical temos os valores da temperatura, no eixo horizontal
o termo de acoplamento entre segundos vizinhos .J,/.J;, ambos normalizados pelo termo
escolhido como escala de energia, J;. Nos painéis superiores temos o caso J3/J; > 0
(nulo ou antiferromagnético) e nos inferiores J3/.J; < 0 (ferromagnético).

As linhas so6lidas denotam transi¢cdes de fase de segunda ordem, enquanto as li-
nhas tracejadas representam transi¢cdes de primeira ordem. Essa convencgao sera adotada
ao longo de todo o trabalho. O circulo preto indica o ponto tricritico, cuja coordenada do
acoplamento é denotada por ¢g* = J»/.J;, que marca a mudanga da natureza da transigao



Figura 3.2 — Diagramas de fases classicos.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

de fase de primeira ordem para segunda ordem. Neste diagrama sao apresentadas as fa-
ses ordenadas: antiferromagnética (AF), superantiferromagnética (SAF) e staggered dimer
(SD). Além da fase paramagnética (PM).

Na Fig. 3.2 (a), apresentamos, para fins de comparagédo, o diagrama de fases
na auséncia de interacdes entre terceiros vizinhos. Este diagrama, obtido na presente
aproximagao, é bem estabelecido na literatura, tendo sido obtido por diferentes autores
(JIN et al., 2013; SCHMIDT; ZIMMER; MAGALHAES, 2015; KELLERMANN; SCHMIDT;
ZIMMER, 2019; BALCERZAK et al., 2018). Podemos notar que a transicao entre as fases
AF e PM é sempre de segunda ordem. A transicao entre as duas fases ordenadas AF e
SAF é sempre de primeira ordem. E nesta regido onde ha maior frustragéo do sistema,
Jo/J1 = 0.5. J& a transigdo entre as fases SAF e PM sdo de primeira ordem no regime
0.5 < Jo/J; < g*, enquanto que para valores de J,/.J; = ¢g* as transigdes passam a ser de
segunda ordem. O valor encontrado para a coordenada de acoplamento do ponto tricritico
foi de g* ~ 0.66, que € um valor muito préximo do encontrado através das simulagdes
de Monte Carlo, que fornece ¢g* = 0.67 (JIN et al., 2013). E possivel observar também
que a frustracdo tem como efeito a redugéo da temperatura de ordenamento, tanto para a
fase AF como para a fase SAF. Este fendbmeno torna-se evidente quando observamos que
a temperatura de ordenamento é reduzida conforme J,/.J; se aproxima de 0.5. A seguir,
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utilizamos este diagrama de fases para comparar com os demais casos, visando investigar
o papel que as interagbes de terceiros vizinhos tém sobre as transigdes de fase.

Nos painéis (b) e (c) apresentamos os resultados para o caso em que a interacao
de terceiros vizinhos € antiferromagnética, ou seja, J3 > 0. A natureza desta interagao
leva ao surgimento da fase staggered dimer (SD). Neste caso, a interacdo entre terceiros
vizinhos intensifica a frustracdo no modelo. Um dos efeitos de frustragcao introduzidos por
Js; é a reducao da temperatura de ordenamento magnética para as fases AF e SAF, mas o
mesmo nao ocorre para a fase SD. A intensidade da interacdo J; ndo afeta a temperatura
de ordenamento para a fase SD, como havia sido predito pelo resultado encontrado na Eq.
(2.26), mas o intervalo de valores de .J,/.J; onde a fase SD ocorre aumenta com Js.

Também é importante frisar que os valores criticos de J,/.J; que delimitam as fron-
teiras AF-SD e SD-SAF, coincidem com os valores sugeridos no diagrama do estado fun-
damental da Fig. 3.1. No diagrama do estado fundamental, podemos notar que para
Js3/J; = 0.1, a fase SD podera ser encontrada no intervalo 0.4 < J,/J; < 0.6, sendo a
mesma faixa de valores encontradas no painel (b) da Fig. 3.2. O resultado € analogo para
o painel (c). Devemos enfatizar que este € um resultado importante, pois a teoria de campo
médio com clusters permite reproduzir corretamente o estado fundamental do modelo, o
que nao ocorre com todas as técnicas. Por exemplo, a teoria de campo efetivo falha na
descricdo do diagrama de fases do estado fundamental quando aplicada ao modelo de
Ising .J;-.J» com campo transverso (BOBAK et al., 2018). Portanto, a teoria de campo mé-
dio com clusters fornece um bom ponto de partida para introduzir flutuagdes térmicas no
modelo J;-J3-J5.

Nossos resultados permitem concluir que a interagao antiferromagnética entre ter-
ceiros vizinhos favorece o aparecimento da fase SD e dificulta os ordenamentos AF e SAF.
Além disso, a regiao em que as transicoes de primeira ordem sdo encontradas no diagrama
T/Jy x Jy/Jy aumenta com J3/J;. Também notamos que a coordenada de acoplamento
(¢* = Jy/Jp) do ponto tricritico é deslocado para valores maiores conforme J; aumenta.
Este deslocamento do ponto tricritico concorda com resultados recentes obtidos através
do método de Monte Carlo (LIU et al., 2016). Outro aspecto interessante no diagrama € o
aparecimento de um ponto triplo, ou seja, um ponto em que as fases SD, SAF e PM coe-
xistem. Este ponto triplo é encontrado somente para J; > 0. E importante ressaltar que
este ponto triplo ocorre em temperatura finita em nossos resultados, enquanto resultados
de Monte Carlo para o0 modelo, sugerem que este ponto triplo poderia ocorrer em 7' = 0
(LANDAU; BINDER, 1985). E importante notar que este ponto triplo somente ocorre de-
vido as transigbes SD-PM serem descontinuas, o que também estd em concordancia com
resultados de Monte Carlo para o modelo (LIU et al., 2016).

Nos painéis (d) a (f) apresentamos os resultados para interagao entre terceiros vi-
zinhos ferromagnética. E possivel notar que esta interagdo favorece os ordenamentos AF
e SAF ao aumentar a temperatura de transicdo. Além disso, o ponto tricritico € deslo-
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cado para a esquerda do diagrama. Em outras palavras, a regiao com transicées PM-SAF
descontinuas é reduzida conforme a interacao ferromagnética entre terceiros vizinhos au-
menta de intensidade. Para uma intensidade suficientemente grande desta interagéo, a
transicao PM-SAF passam a ser exclusivamente continuas e, portanto, nao ha ponto tricri-
tico no diagrama de fases. Isso pode ser observado para J;/J; = —0.2, conforme ilustrado
na Fig. 3.2 (f). Conforme sugerido pelo diagrama do estado fundamental, a fase SD nao
€ encontrada nos diagramas de fases com .J; ferromagnético. Em resumo, a analise dos
diferentes diagramas mostra que um deslocamento de ¢* para valores maiores € obtido
quando .J; antiferromagnético aumenta, enquanto o processo inverso ocorre para um Js
ferromagnético.

Encerrando a discussdo dos resultados classicos, apresentamos o grafico da Fig.
3.3, que mostra o salto dos parametros de ordem nas transicdes ordem-desordem como
funcao do acoplamento entre segundos vizinhos. Por exemplo, Amgp representa o valor
do parametro de ordem da fase SD no cruzamento das energias livres SD e PM.

Figura 3.3 — Saltos do parametro de ordem nas fases SD e SAF .

1 I I I I

0.8

0.6

Amgarp

04 \ AN \\ v
J3/Jy = —01% 0.0: 0.1 0.2\
0.2 F \\ \ \\ \\ -

AmSD

O ] | 1l | 1 |
0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

Jo/ 1

Fonte: Elaborado pelo autor.

Apresentamos nossos resultados para quatro valores da interacdo entre terceiros
vizinhos: J3/J; = —0.1,0.0,0.1 e 0.2. Como a hamiltoniana da fase SD, na aproximagao
de campo médio com clusters de 4 sitios, independe da intensidade da interacédo entre
terceiros vizinhos, o salto do parametro de ordem desta fase também néo depende desta
interacdo, como podemos visualizar com a sobreposi¢cao das linhas (sélidas) correspon-
dentes aos valores J3/.J; = 0.1, que comega no valor J,/J; ~ 0.4 e termina no valor



40

Jo/J1 =~ 0.6 (linha sélida mais densa sobreposta a linha mais delgada). Na outra linha sé-
lida, temos J;3/J; = 0.2, iniciando em J5/.J; ~ 0.3 e terminando em J,/.J; ~ 0.7. Podemos
notar que a descontinuidade no parametro de ordem da fase SD permanece sempre acima
de 0.6 para os valores de J3/.J; considerados. Contudo, a descontinuidade no parametro
de ordem da fase SAF ¢ significativamente reduzida pelo aumento de .J,/.J;, indo para zero
no ponto tricritico. Essa descontinuidade mais intensa associada a fronteira SD-PM pode
ser relacionada ao carater forte da transicdo de primeira ordem nesta fronteira, conforme
reportado nos estudos de Monte Carlo do modelo (LIU et al., 2016; LANDAU; BINDER,
1985).

Para melhor esclarecer como foram obtidas as curvas da Fig. 3.3, ndés mostra-
mos na Fig. 3.4 o procedimento para obté-las no caso de uma fase ordenada (SAF) com
Jo/Jy = 0.6 e J3/J; = 0.1. O primeiro passo é obter a temperatura 7; na qual ha o cru-
zamento entre as energias da fase ordenada (SAF) e da fase PM, como representado na
figura da esquerda. Logo apds, nds plotamos a magnetizacdo em funcao da temperatura,
e entdo localizamos o valor da magnetizacao Amgar = Am = mg — 0, no qual mg é a
magnetizagao correspondente ao valor temperatura 7 (encontrada no processo anterior).
Dessa forma, Amgar fornecera o salto da magnetizagao através da diferengca da magne-
tizacdo mg na fase SAF pela magnetizacdo na fase PM, ou seja, quando o parametro de
ordem é nulo.

Figura 3.4 — Esquematizacao do procedimento na obtengéo dos saltos da magnetizacéao
nas transicoes de primeira ordem.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

E importante notar que nossos resultados obtidos através da teoria de campo médio
com clusters para os diagramas de fases classicos reproduzem, em grande medida, as
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caracteristicas encontradas nos diagramas de fases classicos obtidos através do método
de Monte Carlo (LIU et al., 2016; LANDAU; BINDER, 1985). Isso sugere que a presente
metodologia fornece um bom ponto de partida para explorar efeitos quanticos sobre o
modelo, o0 que sera implementado na proxima segao.

3.2 TRANSICOES DE FASE QUANTICAS

Nesta secao, apresentamos na Fig. 3.5 os diagramas de fases para o estado fun-
damental do modelo Ising com um campo magnético transverso aplicado. O eixo vertical
apresenta valores distintos do campo magnético transverso h/.J; e o eixo horizontal apre-
senta diferentes valores do termo de acoplamento entre segundos vizinhos. Nos painéis
superiores temos o0 caso da interacdo ferromagnética entre terceiros vizinhos (além do
caso J3 = (), enquanto que nos painéis inferiores temos o0 caso em que esta interacao é
antiferromagnética.

Figura 3.5 — Diagramas de fases quanticos para o estado fundamental.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Na Fig. 3.5 (a), apresentamos os resultados para o caso em que ha apenas inte-
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ragcOes entre primeiros e segundos vizinhos, ou seja, J; = 0. Este diagrama servira de
comparacao para investigarmos o papel das interagdes entre terceiros vizinhos no modelo
de Ising com campo transverso. O ponto tricritico foi encontrado para g7, = 0.56, que
corrobora o valor encontrado por Kellermann, Schmidt e Zimmer (2019). E interessante
notar que a coordenada do acoplamento do ponto tricritico quantico apresenta valor menor
que o obtido para o ponto tricritico classico. Isso significa que espectro de J,/.J; em que
ocorrem transicées de segunda ordem entre as fases SAF e PM é maior no caso quantico
em comparagao ao caso classico. Resultados analogos foram obtidos através de métodos
de expansdo em série (OITMAA, 2020) e um método variacional quantico (DOMINGUEZ;
LOPETEGUI; MULET, 2021). Portanto, os resultados obtidos através da teoria de campo
médio com clusters para o modelo de Ising J;-J, apresenta boa concordancia com os
obtidos na literatura.

Nos painéis (b) e (c) temos o caso da interagéo entre terceiros vizinhos ferromagné-
tico. A estrutura do diagrama de fases € analoga a do caso classico. Contudo, é importante
notar que a fase paramagnética tem um carater distinto daquela induzida por flutuacoes
térmicas. No estado fundamental, a fase paramagnética induzida pelo campo magnético
transverso apresenta uma magnetizacao na diregcdo do campo magnético externo. Por-
tanto, esta fase paramagnética nao apresenta um carater puramente desordenado, como
na fase induzida por flutuagdes térmicas. Outro aspecto a ser observado é o deslocamento
da coordenada do ponto ftricritico quantico para valores menores tanto do acoplamento
Jo/J; como do campo h/.J;, conforme a intensidade da interagéo ferromagnética entre ter-
ceiros vizinhos aumenta. Em especial, para J;/J; = —0.10 verificamos o desaparecimento
do ponto tricritico, obtendo uma fronteira entre as fases SAF e PM caracterizada por tran-
sicdes de segunda ordem. Com isso, todas as transigcbes ordem-desordem para valores
menores (mais intensos ferromagneticamente) ou iguais a J3/J; = —0.10, passam a ser
de segunda ordem. E possivel notar novamente o favorecimento das fases AF e SAF pela
interac@o entre terceiros vizinhos. No caso quéntico, esse favorecimento é manifestado
pelo aumento do campo necessario para introduzir a fase paramagnética conforme J3/.J;
aumenta.

Nos painéis (d), (e) e (f) da Fig. 3.5, apresentamos nossos resultados para o caso
em que a interacao entre terceiros vizinhos € antiferromagnética. Assim como no diagrama
de fases classico para o estado fundamental da Fig. 3.1, temos o surgimento da fase SD
para J; antiferromagnética, com a fase ocorrendo para o0 mesmo intervalo encontrado no
diagrama do estado fundamental da Fig. 3.1. Neste caso, a coordenada do ponto tricritico
é deslocado para valores maiores de J,/.J;.

Contudo, também notamos que a fase SD pode ser encontrada para valores maio-
res de J,/.J; conforme J;/.J; aumenta, de forma andloga ao obtido para o caso classico.
Desta forma, apesar de g7, aumentar, a regiao com transi¢oes de primeira ordem na fron-
teira PM-SAF é reduzida quando J3/.J; aumenta. Com isso, para o valor em particular de
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Js3/J; = 0.2, ndo ha ponto tricritico, pois a regido da fase SD cresce concomitantemente
mais rapido do que o deslocamento do ponto tricritico, fazendo com que as transicoes
SAF-PM sejam apenas de segunda ordem. A interagdo antiferromagnética entre terceiros
vizinhos nao favorece as fases ordenadas, reduzindo a intensidade do campo magnético
necessaria para a obtencao da fase paramagnética. Nossos resultados também indicam
que flutuagdes quanticas nao alteram a natureza das transi¢des entre as fases SD e PM,
que permanecem sendo de primeira ordem para todos os valores de J,/.J; e J;/.J; investi-
gados.

Os resultados obtidos para o estado fundamental na presenca de flutuagdes quan-
ticas indicam que a natureza das transi¢des de fase na fronteira SAF-PM sao sensiveis ao
tipo de flutuacao (térmica ou quéantica) que as induz. Na proxima seg¢ao, investigamos de-
talhadamente as transicoes de fase quando ambos os tipos de flutuacdes estdo presentes.

3.3 EFEITOS QUANTICOS SOBRE TRANSICOES DE FASES CLASSICAS

Nesta secéao, discutimos o papel de flutuagbes quanticas introduzidas por campo
transverso nas transicées de fase em temperatura finita. Esta secéo € dividida em duas
subsecgbes. Na primeira, apresentamos os diagramas de fases com flutuagdes térmicas e
quanticas para diferentes valores de campo e de interacao J;. Na secdo seguinte, anali-
samos a dependéncia do ponto tricritico com a interacao entre terceiros vizinhos J; para
0s casos classico e quantico, finalizando a se¢cao com a discussao do fendmeno Quantum
Annealed Criticality (QAC).

3.3.1 Diagramas de fases

Para analisarmos o papel das flutuacoes térmicas e quanticas no modelo de Ising
com interagdes até terceiros vizinhos, organizamos os diagramas de fases da seguinte
maneira: selecionamos um valor de J; e exploramos o caso com interagdes ferromagnéti-
cas entre terceiros vizinhos (J; < 0, exibido nos painéis superiores) e antiferromagnéticas
(J3 > 0, exibido nos painéis inferiores). Em todos os cenarios, J, > 0 e J; > 0. Ainten-
sidade do campo magnético externo é fixa para cada painel. Em cada uma das figuras,
0s painéis a esquerda apresentam o diagrama de fases para o valor do acoplamento do
campo externo h = 1, os painéis centrais foram obtidos com h = 2 e por fim, os pai-
néis a direita apresentam os resultados adotando » = 3. Ou seja, o valor do campo e
das flutuagdes quanticas é intensificado ao longo dos painéis da esquerda para a direita.
No eixo vertical temos a temperatura normalizada 7'/.J; e no eixo horizontal o termo de
acoplamento entre segundos vizinhos (J5/.J;).
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Figura 3.6 — Diagramas de fases com flutuagdes térmicas e quanticas, com J3/J; = —0.05
(painéis superiores) e J3/J; = 0.05 (painéis inferiores). O padrédo de linhas adotado para
identificar as transicoes de fase segue o que foi adotado nas secdes anteriores.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Na Fig. 3.6, apresentamos os resultados para a interagdo entre terceiros vizinhos
J3/J1 = £0.05. Podemos observar que, tanto nos painéis inferiores como nos superiores,
h& uma redugéo da temperatura de ordenamento conforme o campo magnético aumenta.
Ou seja, a aplicacao de um campo magnético transverso nao favorece fases ordenadas.
Outra questao importante é que, ao aumentar a intensidade do campo, observamos o favo-
recimento de transigdes de segunda ordem. Isto pode ser notado através da comparagao
dos painéis (a) e (b), onde no primeiro painel tinhamos transicées de primeira e de se-
gunda ordem, e ao aumentar a intensidade do campo, passamos a ter apenas transigoes
de segunda ordem. Este comportamento ocorre tanto para interagdes ferromagnéticas
entre terceiros vizinhos ((a) e (b)) como antiferromagnéticas ((d) e (e)).

O ponto mais importante a se destacar € o aparecimento de dois pontos criticos
quanticos em 7" = 0 para h/J; = 2 e 3. Isso decorre do surgimento de uma fase pa-
ramagnética na auséncia de flutuagdes térmicas. Em outras palavras, nao encontramos
transicoes diretas entre as fases AF e SAF, que passam a ser separadas por uma fase
paramagnética, inclusive no estado fundamental. Também é possivel observar o desa-
parecimento da fase SD com um campo transverso mais intenso, conforme ilustrado nos
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painéis (d) e (e).

O segundo grupo de diagramas de fases que apresentamos foi obtido adotando
J3/J; = —0.10 (painéis superiores) e J3/J; = 0.10 (painéis inferiores), conforme ilustrado
na Fig. 3.7. No painel (a), notamos um aumento da temperatura de ordenamento em
relagdo ao painel (a) da Fig. 3.6. Ou seja, mantendo os demais parametros idénticos, o
aumento da intensidade da interacao ferromagnética entre terceiros vizinhos favorece o
ordenamento magnético. O oposto é observado quando analisamos o caso em que a in-
teracao de terceiros vizinhos é antiferromagnética. Uma tendéncia analoga foi observada
nos resultados obtidos na auséncia de campo transverso, conforme discutido na se¢ao
3.1. Também podemos comparar a localizagdo do ponto tricritico com o caso classico.
Observamos que a coordenada do acoplamento do ponto tricritico desloca-se para valores
menores de Jy/J;. Isso ocorre para ambos 0s casos, ou seja, tanto para J; ferromag-
nético quanto J; antiferromagnético. Estas observagdes indicam que a inclusdo de um
campo transverso fraco nao altera as propriedades qualitativas do sistema na auséncia de
flutuagbes quanticas.

Figura 3.7 — Diagramas de fases com flutuagdes térmicas e quanticas, com
J3/Jp = —0.10 (painéis superiores) e J3/J; = 0.10 (painéis inferiores).
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Prosseguindo na nossa analise, € possivel notar na Fig. 3.7 (b) uma diminuicao
do gap entre as fases AF e SAF, quando comparado ao obtido para J3/J; = —0.05. Em
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outras palavras, ha um deslocamento do ponto critico quantico para valores maiores de
J>/J1 na fronteira entre as fases AF e PM, ao passo que este ponto é deslocado para
valores menores de J,/J; na fronteira entre as fases SAF e PM. Isso também pode ser
observado pela caracteristica desta interagdo entre terceiros vizinhos favorecer as fases
ordenadas AF e SAF, o que reduz a regido onde a fase paramagnética é encontrada em
baixas temperaturas. O mesmo comportamento € observado no painel (c). No entanto,
€ possivel notar na sequéncia dos painéis superiores, que a interagdo com um campo
magnético externo mais intenso reduz a temperatura de ordenamento, favorecendo a fase
PM em detrimento das demais fases ordenadas, como ocorre para Js/J; = £0.05.

Na Fig. 3.7 (d), notamos o surgimento da fase SD para .J; antiferromagnética pré-
ximo do intervalo de valores 0.4 < J»/J; < 0.6, tal como sugerido pelo diagrama do estado
fundamental classico obtido na Fig. 3.1 e pelo diagrama do estado fundamental quantico
da Fig. 3.5 (e). Podemos comparar este painel com o painel (b) da Fig. 3.2, que apresenta
o diagrama de fases para o mesmo valor de J;, mas sem flutuagdo quantica. Notamos
que a temperatura de ordenamento da fase SD também é reduzida ao incluir flutuagoes
quanticas. Olhando para os painéis (e) e (f), notamos que o aumento de J3 leva a redugao
da temperatura de ordenamento das fases AF e SAF, o que é intensificado pelo campo
transverso.

Na Fig. 3.8, apresentamos os diagramas de fases obtidos para J;/J; = +0.20.
No painel (a), notamos que a transicdo SAF-PM de primeira ordem ocorre em uma regiao
muito pequena do diagrama de fases, fazendo com que o ponto tricritico ocorra muito
préximo de J,/J; = 0.5. Este fendmeno é produzido pelo efeito combinado da interagéo
ferromagnética entre terceiros vizinhos e flutuagdes quanticas introduzidas pelo campo
transverso. No painel (b), é possivel notar que o aumento da intensidade da interacdo J;
leva ao desaparecimento da fase paramagnéticaem 7' = 0 para h/.J; = 2. Ou seja, mesmo
na presenca de flutuagbes quanticas intensas, a interagdo .J; ferromagnética favorece o
estabelecimento das fases AF a SAF em baixas temperaturas. Contudo, para um campo
transverso intenso o suficiente, o gap entre as fases AF e SAF é reestabelecido, conforme
mostra o painel (c).

Nas Figuras 3.8 (d) e (e), observamos um diagrama analogo ao obtido para valo-
res menores de J3 antiferromagnético. Contudo, no painel (f), obtemos apenas uma fase
paramagnética, como consequéncia das fortes flutuagcées quanticas e da frustracao intro-
duzida pela interagdo J;. E importante dizer que estes diagramas sdo consistentes com
0s obtidos na seg¢&o anterior para o estado fundamental.
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Figura 3.8 — Diagramas de fases com flutuag6es térmicas e quanticas, com
Js/J; = —0.20 (painéis superiores) e J3/J; = 0.20 (painéis inferiores).
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Fonte: Elaborado pelo autor.

3.3.2 Quantum Annealed Criticality

Na Fig. 3.9, apresentamos uma visualizacdo esquematica dos principais resulta-
dos obtidos para as transi¢coes de fases classicas e quanticas do modelo .J;-.J;-.J3 na rede
quadrada com spins de Ising. Nesta ilustragcdo, focamos na regiéo .J,/J; > 0.5, na qual
a natureza das transicoes de fase é afetada por flutuacées quanticas e pela interacao Js.
Podemos identificar quatro regides relevantes neste plano .J,/.J; por J3/.J;, que apresenta
a localizagao de diferentes pontos tricriticos classicos (h = 0) e quanticos (17" = 0), repre-
sentados por quadrados e circulos, respectivamente. Com relagao as transicoes entre as
fases SAF e PM, hé trés regides relevantes: uma regido em que somente ha transi¢cdes
de primeira ordem (PO), uma regiao somente com transi¢coes de segunda ordem (SO) e
uma regiao em que podemos encontrar transi¢des classicas de primeira ordem e um ponto
critico quantico.

Nesta terceira regido (indicada pela cor azul), para h = 0, as transi¢des produzidas
por flutuagdes térmicas sao de primeira ordem, mas flutua¢des quanticas podem levar ao
aparecimento de transicdes de segunda ordem e, consequentemente, de um ponto critico
quantico em 7' = 0. Este fenbmeno é chamado de quantum annealed criticality (QAC)
(CHANDRA et al., 2020). Nossos resultados permitem notar que o tamanho do espectro
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Figura 3.9 — Deslocamento do ponto tricritico para os casos quantico (circulos) e classico
(quadrados). As linhas tracejadas sao guias para os olhos.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

de J,/J; para o qual QAC é observada nao é significativamente afetado pela interagdo Js.
Contudo, a fase SD ocupa uma parte do diagrama de fases quando J; > 0. A regido em
que a fase SD é encontrada em T' = 0 é representada pela cor vermelha. Como podemos
notar, a regiao com o fendémeno QAC acaba sendo reduzida devido a competicao entre as
fases SD e SAF. Na fronteira entre as fases SD e PM, nao observamos transicées continuas
e, portanto, ndo encontramos o fendbmeno QAC. Portanto, nossos resultados indicam que
o fendmeno QAC sera observado somente para valores de interacdo entre segundos e
terceiros vizinhos correspondentes a regido azul da Fig. 3.9.

Para ilustrar o fendmeno QAC, obtivemos diagramas da temperatura pelo campo
transverso para alguns valores de interacao que correspondem a regido azul da Fig. 3.9.
Em particular, exploramos os casos J3/J; = 0.1 com J,/J; = 0.7 e J3/J; = —0.1 com
Jo/Ji = 0.55. Estes diagramas séo apresentados nos painéis (a) e (b) da Fig. 3.10,
respectivamente.

Em ambos os casos, transicdes de primeira ordem entre as fases SAF e PM ocor-
rem para campo magnético nulo ou fraco. Contudo, para um campo transverso intenso o
suficiente, um ponto tricritico é observado no diagrama de fases. Em outras palavras, a
natureza das transi¢cées de fase mudam de um carater descontinuo para um carater con-
tinuo devido ao aumento da intensidade do campo transverso. Esta mudanc¢a na natureza
das transicdes de fase é chamada de QAC. E importante notar que, embora as transicdes
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Figura 3.10 — Diagramas de fases da temperatura pelo campo transverso para a interagao
entre terceiros vizinhos antiferromagnética (a) e ferromagnética (b).
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Fonte: Elaborado pelo autor.

de fases classicas sejam de primeira ordem quando h = 0, isso ndo impede o sistema de
exibir um ponto critico quantico. Diagramas analogos podem ser obtidos para valores de
Jo € J3 correspondentes a regido azul da Fig. 3.9.



4 CONCLUSAO

Neste trabalho, estudamos o modelo de Ising na rede quadrada com interagdes
entre primeiros (J;, antiferromagnética), segundos (.J;, antiferromagnética) e terceiros (Js,
antiferromagnética e ferromagnética) vizinhos com campo transverso através da teoria de
campo médio com clusters. Exploramos os casos classico (apenas flutuagdes térmicas)
e quantico (com flutuagdes térmicas e quanticas) do modelo, analisando as transicoes de
fase em diferentes cenarios. Nestes cenarios, consideramos a influéncia de interagdes
ferromagnéticas e antiferromagnéticas entre terceiros vizinhos e a aplicacdo de um campo
magnético transverso incorporando flutuagées quanticas ao sistema.

Dentre os resultados obtidos, encontramos transicdes de primeira ordem entre as
fases staggered dimer (SD) e paramagnética (PM). Este mesmo comportamento foi en-
contrado por Landau e Binder (1985) através do método de Monte Carlo (MC). Portanto,
este resultado para o limite classico do modelo de Ising J;-.J5-.J3 esta em concordancia
com a literatura. Além disso, nossa abordagem sugere a existéncia de um ponto triplo a
temperatura finita na fronteira entre as fases SD, PM e superantiferromagnética (SAF). No
entanto, Landau e Binder (1985) sugerem a existéncia desse ponto triplo em 7" = 0.

No caso classico, o diagrama para o estado fundamental indica que a fase SD
ocorre apenas para 0 caso em que a interagao entre terceiros vizinhos é antiferromagné-
tica. Em particular, a técnica empregada é capaz de reproduzir o estado fundamental em
concordancia com os resultados de Landau e Binder (1985) e Liu et al. (2016). Ainda no
caso classico, foi possivel observar a influéncia da interagcao entre terceiros vizinhos na
localizagao do ponto tricritico ¢g* na fronteira entre as fases SAF e PM. Em especial, na au-
séncia da interacao .J3, ou em outras palavras, para o caso limite do modelo de Ising J;-J5,
encontramos ¢g* = 0.66. Este valor esta muito proximo do encontrado por Jin et al. (2013)
através de simulagdes de MC. Nossos resultados mostram que este valor € modificado
pela interacdo entre terceiros vizinhos. Em particular, quanto mais intensa a interagéao .J3
ferromagnética, mais ¢g* se aproxima de valores menores. Ao passo que no caso da in-
teracao J; antiferromagnético, esta favorece valores maiores de g*. Essa tendéncia de
aumento de ¢* conforme J; aumenta esta em acordo com os resultados de Monte Carlo
obtidos por Liu et al. (2016). Também podemos notar que a interacdo J; ferromagnética
favorece fases ordenadas, enquanto que a interagao .J; antiferromagnética favorece a fase
PM. Outro resultado relevante para o caso classico diz respeito ao salto da magnetizagéo
nas transicoes SAF-PM e SD-PM. Em geral, obtivemos que o salto do parametro de ordem
da fase SD mantém um alto valor, enquanto o parametro de ordem da fase SAF apresenta
um salto na transi¢éo que diminui conforme .J,/.J; se aproxima do valor associado ao ponto
tricritico.

No caso quéntico, notamos um deslocamento da coordenada do ponto ftricritico
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para valores menores de J,/.JJ; em relagado ao diagrama classico. Em outras palavras, a
transicdo de fase de segunda ordem é favorecida por um campo magnético transverso
mais intenso. Além disso, a fase PM é favorecida com o aumento da intensidade das
flutuagbes quanticas, como podemos ver pela reducao da temperatura de ordenamento
encontrada nos diagramas de fases. Em particular, temos o surgimento de dois pontos
criticos quanticos para um campo transverso intenso o suficiente.

Os diversos resultados para o0 modelo de Ising quantico na rede quadrada J;-J>-J3,
obtidos através do método de campo médio com clusters, foram sintetizados na Fig. 3.9
que mostra as coordenadas Js/.J; e Jo/.J; dos pontos tricriticos nos casos classico e quan-
tico. O comportamento da tricriticalidade nos casos classico e quantico permite identificar
uma faixa de valores de J3/.J; e J,/.J; em que o fendmeno QAC é encontrado. Nesta faixa,
€ possivel observar a presenca de transicoes de fase de primeira ordem para campos fra-
cos e temperatura alta e transigdes de segunda ordem em temperaturas proximas de zero
na presenca de campos mais intensos. Em outras palavras, nossos resultados indicam que
flutuacdes de natureza quéntica podem induzir uma mudancga na natureza da transicao de
fase para uma rede quadrada no modelo de Ising com interagdes até terceiros vizinhos.
Contudo, interagdes J; muito fortes levam ao desaparecimento do fenébmeno QAC.

Como perspectivas futuras, pretendemos explorar este modelo com interagdes J3/.J; >
0.5, contexto em que uma outra fase magnética degenerada (ndo explorada no presente
estudo) pode ser encontrada (LANDAU; BINDER, 1985). Também seria interessante in-
vestigar o papel das interacdes entre planos neste modelo de Ising em uma rede quadrada
com campo transverso. Por fim, seria interessante estudar o sistema do presente traba-
lho, sob a 6tica de outros métodos aproximativos, como a rede de Bethe (ALBARRACIN;
ROSALES; SERRA, 2018) e a teoria de campo efetivo (ANJOS; VIANA; SOUSA, 2008).
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APENDICE A — CONVENCOES

Neste apéndice esclarecemos as escolhas acerca de algumas convengdes (algu-
mas usuais e outros ndo tao usuais) utilizadas neste trabalho. Sao elas:

Ponto como separador decimal: No Brasil, 0 separador decimal é escrito com o
uso da virgula, ou seja, 1/2 = 0, 5. J& no sistema americano, o separador decimal é escrito
com o uso ponto, de forma que 1/2 = 0.5. O padréo seria seguir a primeira forma, porém
isso geraria alguns empecilhos. Por exemplo, todos os artigos académicos citados neste
trabalho estdo em inglés, seguindo o padrao americano, portanto teriamos que converter
todos os valores dos artigos ao falar sobre eles. Este padrao vigente nos artigos, faz com
que culturalmente nos referimos aos valores como 0.5 e ndo como 0, 5, por exemplo. O
outro motivo seria estético, com os graficos e equagdes tendo uma melhor apresentagao
visual. Resumindo, esta € uma mudanga que ndo impacta negativamente no trabalho,
bastando apenas esclarecer a convengéo utilizada.

Unidades naturais: Alguns calculos podem ficar demasiadamente entediantes se
ficarmos levando todas as constantes juntas durante o célculo. Para contornar isso, utiliza-
mos as unidades naturais, na qual,

h=kp=c=1.

E importante frisar que este procedimento ndo conduz a resultados equivocados,
uma vez que ao final dos calculos é possivel recuperar tais constantes.



APENDICE B — ALGEBRA LINEAR

O caso quéantico exige um tratamento ligeiramente mais delicado do que o cor-
respondente classico, pois teremos que manipular matrizes e calcular produtos tensoriais
envolvendo as matrizes de Pauli', representadas pelas equagbes abaixo:

U’”z(o 1) , azz<1 0) e 00=]I=<1 O) . (B.1)
10 0 —1 0 1

Neste caso, as matrizes de Pauli representam as variaveis de spin para o modelo
de Ising com spinigual a +1/2. Dessa forma, a interacé@o entre pares de spins sera dada
por um produto tensorial, como esquematizado nas equacdes a seqguir:

0105 =0"Qc"R/NIXI
0105 =0"QIR®c" @I . (B.2)
010, =0 QRIRI®o”

Ressaltamos que este procedimento é analogo para as demais interagdes. Os produtos
tensoriais da Eq. (B.2) formam uma matriz diagonal de dimenséo 16 x 16.

Ja a interacao do spin com um campo magnético externo I', adicionara elementos
fora da diagonal principal da matriz hamiltoniana. Estes termos, para o caso de um cluster
2 x 2, virdo através do seguinte produto:

4
I of =I'(0" RIQIRI

+IRCRIRT . (B.3)
+IQI®" QI
HIQIQL®o®)

Pode ser ligeiramente complicado implementar computacionalmente estes produtos
tensoriais. Contudo, podemos utilizar um resultado que simplificara nosso trabalho, que
se encontra em (ARFKEN; WEBER, 2007). Estes resultados corresponderam aqui as
Egs.(B.4) e (B.5). Como segue,

Cmnxnm = Ame ® ann
Cop = AijBi

com
a=m(i—1)+k e B=n(—-1)+1 . (B.5)

"Neste trabalho nao vamos trabalhar com matrizes complexas.
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Para calcular médias através do mecanismo da Eq. (2.9), necessitamos que a
matriz hamiltoniana esteja diagonalizada. Mas a matriz ¢* torna a matriz ndo diagonal.
Entretanto, ela é diagonalizavel, pois se uma matriz A,,.,, é simétrica, com autovalores
A1, Ao, ..., Ay, CUjOS autovetores podem ser acomodados numa matriz P, entdo a matriz A
podera ser diagonalizada através do seguinte procedimento:

At

v O

A= P'AP = PTAP = _ : (B.6)
0 A,

Onde A’ corresponde a matriz A diagonalizada. E através deste procedimento que
iremos diagonalizar numericamente a matriz hamiltoniana. Os detalhes computacionais
pertinentes a este procedimento sdo discutidos no apéndice E.

Como a hamiltoniana é uma matriz, para calcular a fungao de particdo mediante a
Eqg. (2.7), devemos utilizar a decomposicao espectral da hamiltoniana (MAZIERO, 2018),
como segue abaixo:

Z=Tre" "= Z e P (B.7)

=1
Com \; correspondendo ao autovalores da matriz hamiltoniana e |v;) os autovetores asso-
ciados.



APENDICE C - VERIFICACOES

Para os diagramas de fases no caso quantico n o estado fundamental (na auséncia
de flutuacdes térmicas) da Fig. 3.5, precisamos definir um zero numérico, em outras pa-
lavras, trabalhar com 7' = 10~°. Se implementarmos diretamente esse valor, obteriamos
uma divergéncia na fungao de particdo. Portanto, devemos utilizar um recurso algébrico
que visa contornar essa divergéncia, que € a utilizacdo de um shift na hamiltoniana. Fazer
um shift na hamiltoniana consiste em soma-la a uma constante o, de mesma dimensiona-
lidade. Neste apéndice, gostariamos de verificar como um shift na hamiltoniana afeta as
médias e a energia livre. Tomamos como exemplo a hamiltoniana para o caso classico, ou
seja, do tipo matriz coluna, apenas por comodidade, os resultados para o caso quantico
sao totalmente equivalentes.

C.1 — INVARIANCIA DA MEDIA POR UM SHIFT NA HAMILTONIANA

Queremos verificar se um shift na hamiltoniana afeta calculos da média. Comeca-
mos definindo uma hamiltoniana ‘H com um shift «:

H=H+a . (C.1)

Pelas propriedades da hamiltoniana, ' também é uma hamiltoniana. Considere-
mos o valor médio do observavel, descrito por uma hamiltoniana H, como

%

e
<J>:ZJ - = S (C.2)

Denotamos o valor médio de um observavel de uma hamiltoniana com shift, através
da equacéao

efﬁ,Hfi - Zz 0'675(?'[14’0‘)

@) = N0 S=ce (C.3)

Fatorando a soma da Eq.(C.3),

g PHig=ha
(o)) = 2
o Zz 6_»39‘[2'@_501 ’

tendo em vista que « ndo depende da soma, entdo colocamos ele para fora do somatério.
Mas como este termo aparece tanto no denominador, como no numerador, simplificamos,
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obtendo
2,0

(o) = W

A partir da Eq.(C.2) podemos escrever a equagao acima como

(o) = <o)

Concluindo entdo que shifts na hamiltoniana ndo afetam o célculo da média de um
observavel fisico.

C.2 - DESLOCAMENTO DA ENERGIA LIVRE POR UM SHIFT NA HAMILTONIANA

Nesta etapa, gostariamos de verificar se a energia livre é afetada por um shift na
hamiltoniana. Consideremos a funcao de particao

Z =Y e (C.5)

e de forma analoga, definimos a funcao de particdo com shift na hamiltoniana:

7= e (C.6)

%

Escrevendo a energia livre como
f=—-kgTlhZz (C.7)
e a energia livre com shift na hamiltoniana como
f'=—-kgTlnZz . (C.8)
Utilizando a Eq.(C.1) na Eq. (C.6), escrevemos

fl=—kpTn) e PHte) (C.9)

Como «a nao é afetado pelo somatorio, reescrevemos a equagao acima, obtendo

6*504 Z 6*57'11

7

f' = —kgTln (C.10)
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Da propriedade In(AB) = In(A) + In(B), escrevemos

= —kgT <1n e P4 mZe—ﬂHi) : (C.11)

Que pode ser escrita como

ff=a- kBTan e PHi (C.12)

Da definicao de energia livre da Eq. (C.7), obtemos
ff=f+a . (C.13)

Concluimos entao que um shift o em uma hamiltoniana H tem como efeito um
deslocamento da energia livre f por uma constante a. Isto ndo é um empecilho, uma vez
que a energia nao possui significado fisico, ela é arbitraria, o que possui significado fisico
¢ a diferenga entre as energias.

Adotamos neste estudo como shift, 0 menor autovalor da matriz hamiltoniana, con-
tornando assim qualquer divergéncia causada por T ~ 0.



APENDICE D — ALGORITMO

Como discutido no capitulo 2, nés utilizamos como abordagem aproximativa a téc-
nica de campo médio com clusters. Nesta técnica temos uma equacao auto-consistente a
ser resolvida através do método iterativo. Esta parte da técnica foi tratada computacional-
mente, e os detalhes acerca do algoritmo utilizado, encontram-se neste apéndice. Abaixo
apresentamos o fluxograma do algoritmo da auto-consisténcia.

Figura D.1 — Fluxograma do algoritmo da auto-consisténcia.

e

A4

TngueSSatOl
T7 h') J27 J3

A4

m = % Zzns ae_ﬁHi(Uamguess) <
K

A4

error = |Mguess — M

|

mguess <——m

B

Fonte: Elaborado pelo autor.

A caixa quadrada (na cor vermelha) representa o inicio/fim do programa. A caixa
retangular (na cor roxa) representa uma entrada. As caixas quadradas (na cor amarela)
fazem mencao a algum processo (célculo). Por fim, a caixa em losango (na cor verde)
indica uma decisdo (uma condicional como if-else)
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Este fluxograma pode ser traduzido no pseudo-codigo a seguir:

1. Alimentamos o algoritmo com as entradas iniciais. O chute da magnetizacéo' Mguess-
Estabelecemos a tolerancia tol deseja, que a depender do problema em questao
podera oscilar de 10~% até valores como 10! (este foi o caso dos resultados para
os saltos da magnetizacdo da Fig. 3.3). Porém, na maior parte do tempo este valor
foi tol = 1078, E ent&o, rodamos com os inputs da temperatura 7', da intensidade do
campo magnético h, dos termos de acoplamento .J; e J3 entre segundos e terceiros
vizinhos, respectivamente. O termo de escala foi considerado como .J; = 1.

2. Calculamos a funcéao de particao Z e a magnetizacao m. A hamiltoniana H depende
do chute da magnetizagéo m,,.ss- A soma percorre todas as 2"+ configuragdes, onde
ns € 0 numero de sitios do cluster.

3. Calculamos a diferenga (erro) entre o chute inicial e o valor calculado no processo
anterior, atribuindo o respectivo valor para a variavel error.

4. Se o erro exceder a tolerancia, ou em outras palavras, o erro foi maior que a toleran-
cia, atualizamos o chute, m,,.s; recebe m, que foi calculado no passo 2. Repetimos
o procedimento do passo 2 até que o erro esteja seja menor que a tolerancia.

No caso classico, o chute da magnetizacao correspondia ao primeiro elemento do
array m, que armazenava as variaveis de spins do cluster central. Cada fase tinha um
array associado pelo seu parametro de ordem, conforme as equagodes (2.31), Eq. (2.32)
e Eq. (2.33), para as fases AF, SAF e SD, respectivamente. A construcdo desse array se
deu de tal forma que o primeiro elemento fosse sempre positivo. Dessa forma, o chute
inicial mg,..; era sempre feito igual a um para uma fase ordenada e igual a zero para a
fase PM.

Na pratica, calculavamos apenas a magnetizacao do primeiro sitio, e os demais
sitios fixos fixados pela simetria. Em outras palavras, ao determinar a fase, por exemplo,
AF, estabeleciamos o chute inicial o = 1.0, e ento escreviamos o vetor m,y,.ss em termos
dessa variavel . Realizdvamos o célculo da magnetizag¢do para o sitio 1, percorrendo os
16 estados acessiveis. E entdo, caso fosse necessario, substituiamos a variavel o pela
magnetizac¢éo calculada e atualizavamos o vetor mg,..s com base no calculo da magne-
tizacdo do primeiro sitio. Conforme € mostrado na Fig. D.2 para o caso classico, onde
H (i) € um array unidimensional que armazena as 16 configuragdes da hamiltoniana. O
array S(i,j) € uma matriz de dimensédo 16 x 4, que armazena a base de spins para os
quatro sitios do cluster, conforme exibido de forma simplifica na Eq. (D.1). A i-ésima linha
corresponde a configuragcao n., a j-ésima coluna corresponde ao sitio n.

Tguess do inglés, chute (suposic&o).
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Figura D.2 — Fixacao da simetria nas suposi¢ées da magnetizacao no processo iterativo.

/ phase = "AF” /

mguess = [G, _O-, _O-, 0’] <€

16 .
m:% S S(i,1)eAH®) —% o=m /
=1

Fonte: Elaborado pelo autor.

1 1 1 1
1 1 1 -1
1 1 -1 1
1 1 -1 -1
S(ne,ng) = 1 -1 1 1]. (D.1)
1 -1 1 -1
1 -1 -1 1
1 -1 -1 -1




APENDICE E - BIBLIOTECA LAPACK

Neste trabalho, fizemos uso da biblioteca LAPACK ©1992-2013©2000-2013 ©2006-
2013 . LAPACK é uma biblioteca desenvolvida para a linguagem FORTRAN, direcionada
para calculos de algebra linear e distribuida gratuitamente. A razao de utilizar essa biblio-
teca foi a praticidade de ter étimas rotinas prontas. Destas, utilizamos a rotina dsyev para
diagonalizar a matriz hamiltoniana. Para isso, calculamos seus autovalores e autovetores
correspondentes, conforme abordamos na Eq. (B.6).

Como ha pouco material relacionado com a instalagdo e utilizacdo de bibliotecas
FORTRAN, discutiremos brevemente a instalacao da biblioteca LAPACK e o uso da sub-
rotina dsyev.

E.1 — INSTALAGCAO DA BIBLIOTECA

Nesta se¢do, mostramos como instalar corretamente a biblioteca LAPACK e BLAS
(temos que instalar esta biblioteca também) e como compila-las, quando utilizadas em um
programa FORTRAN.

1. Primeiramente, atualizamos o sistema
Listing E.1: Atualizagdes dos pacotes em distribui¢gdes Linux Ubuntu.
1 $ sudo apt update && sudo apt upgrade -y

Fonte: Adaptado da internet.

2. Entdo para instalar a biblioteca, digitamos no terminal:

Listing E.2: Instalagcdo dos pacotes blas e lapack.

1 $ sudo apt install libblas-dev liblapack-dev

Fonte: Site Askubuntu.

Agora com a biblioteca devidamente instalada, toda vez que formos utilizar alguma
sub-rotina desta biblioteca, basta chama-la no cédigo como se estivéssemos chamando
uma sub-rotina qualquer. J& no terminal, para compilarmos um programa FORTRAN que
faca uso dessa biblioteca, devemos adicionar as seguintes flags na compilagéo:


https://askubuntu.com/questions/623578/installing-blas-and-lapack-packages
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Listing E.3: Compilacao de um programa que utiliza a biblioteca blas e lapack.

$ gfortran name_file.f90 -1lblas -1llapack

Fonte: Documentacéao da biblioteca.

E.2 — A SUB-ROTINA DSYEV

Podemos utilizar a sub-rotina dsyev para diagonalizar matrizes simétricas apenas.

As variaveis desta sub-rotina sio:

dsyev(JOBZ, UPLO, N, A, LDA, W, WORK, LWORK, INFO)

Onde:

JOBZ ¢ do tipo CHARACTER(LEN=1)

'N’: Computa apenas os autovalores;

'V’: Computa os autovalores e autovetores.

UPLO é CHARACTER(LEN=1)

— 'U’: Sera armazenada a parte triangular superior da matriz A;

'L: Serd armazenada a parte triangular inferior da matriz A.

N é INTEGER

— E o tamanho da matriz N x N de uma matriz Ay -

» A é a matriz de dupla preci¢cao, DIMENSION(LDA, N)

Na entrada, a matriz A deve ser simétrica.

Se UPLO ="’U’, a parte triangular superior N x N inicial de A contém a parte
triangular superior da matriz A.

Se UPLO =L, a parte superior N x N inicial N parte triangular inferior de A
contera a parte triangular inferior da matriz A.

Na saida, se JOBZ ="V’, entdo se INFO = 0, A contém os autovetores ortonor-
mais da matriz A.

Se JOBZ ="N’, entdo na saida do triangulo inferior (se UPLO='L) ou superior
triangulo (se UPLO='U’) de A, incluindo a diagonal, € destruido.

» LDA é INTEGER
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¢ A dimenséo principal da matriz A. LDA >= max(1,N).
« W é um vetor unidimensional de dupla precisao , DIMENSION(N)

e Se INFO = 0, os autovalores serdo apresentados em ordem crescente.
+ WORK é um array de dupla precisdo, DIMENSION(MAX(1,LWORK))

— Na saida, se INFO = 0, WORK(1) retorna o LWORK ideal.
* LWORK é INTEGER

e O comprimento da matriz WORK. LWORK >= max(1,3*N-1).

e Para eficiéncia ideal, LWORK >= (NB+2)*N, onde NB é o tamanho do bloco para
DSYTRD retornado por ILAENV.

e Se LWORK = -1, uma consulta de espaco de trabalho € assumida; a rotina
calcula apenas o tamanho ideal do array WORK, retorna esse valor como a
primeira entrada do array WORK, e nenhuma mensagem de erro relacionada
ao LWORK é emitida pelo XERBLA.

* INFO é INTEGER

= 0: saida bem sucedida.
< 0: se INFO = -i, 0 i-ésimo argumento tinha um valor ilegal.

> 0: se INFO =i, o algoritmo nao convergiu; i elementos fora da diagonal de
uma forma tridiagonal intermediaria ndo convergiram para zero.

Para mais informagodes, consulte a documentacéo.

E.3 — DIAGONALIZAGAO DE UMA MATRIZ

Agora vamos utilizar a sub-rotina dsyev para diagonalizar uma matriz simétrica 3 x 3,
como segue abaixo:

3 -2 4
A=1-2 6 2 (E.1)
4 2 3

Primeiro, calculamos os autovalores e autovetores desta matriz através do pro-
grama "testeDiagonalization" em FORTRAN 90 com algumas funcionalidades de FOR-
TRAN 2003.


https://netlib.org/lapack/explore-html/d2/d8a/group__double_s_yeigen_ga007d33bcdcc697e17c6d15432f159b73.html

Listing E.4: Codigo para calcular os autovalores e autovetores de uma matriz.

1 program testeDiagonalization

2

3

4

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

implicit none

integer , parameter :: dim = 3, db = 8
real (KIND=db), dimension(dim,dim) :: A
11! Para diagonalizar !!!!!

character (len=1) :: JOBZ, UPLO

integer :: N, LDA, INFO, lwork

integer , parameter :: LWMAX = 1000

real (KIND=db), dimension(dim) :: W

real (kind=db), dimension (LWMAX) :: WORK

A = reshape([3.,-2.,4.,-2.,6.,2.,4.,2.,3.], [dim,dim])

!Consulte o espago de trabalho ideal.
JOBZ = ’V’; UPLO = ’U’
N = dim; LDA = dim; lwork = -1

call dsyev(JOBZ, UPLO, N, A, LDA, W, WORK, LWORK, INFO)

LWORK = MIN(LWMAX, INT(WORK(1)))

!Resolvendo o problema de autovalores.
call dsyev(JOBZ, UPLO, N, A, LDA, W, WORK, LWORK, INFO)

!Checando a convergéncia.

if ( info > 0 ) then
write (*,%) ’0 algoritmo falhou em encontrar os autovalores’
stop

end if

'Print autovalores.

call print_matrix(’eigenvalues’, 1, n, w, 1)

IPrint autovetores.

call print_matrix(’Eigenvectors’, n, n, A, LDA)

end program testeDiagonalization

subroutine print_matrix(desc, m, n, a, LDA)

implicit none

integer , parameter :: db = 8

character (len=*x), intent(in) :: desc

integer, intent(in) :: m,n, lda

real (kind=db), dimension(LDA,*), intent(in) :: A
integer :: i,]j

write (*,*) desc
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47

48

49

50

51

1

1
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do i =1, m
write (*,20) (A(i,j), j=1,n)
end do
20 format (3(F6.2))

end subroutine

Fonte: Adaptado da documentagéo presente no site da Intel.

E entdo, para compilar devemos incluir no terminal as flags Iblas e llapack:

Listing E.5: Compilagao do cédigo que calcula os autovalore de uma matriz.
$ gfortran nameProgramFortran.f90 -1lblas -1llapack

Fonte: Propria do autor.

Este programa nos trard como resultado os autovalores e autovetores da matriz A,
como segue abaixo:

Listing E.6: Print dos autovalores e autovetores de uma matriz.

eigenvalues

-2.00 7.00 T7.00

Eigenvectors (stored columnwise)
0.67 -0.66 0.35

0.33 0.69 0.65

-0.67 -0.31 0.68

Fonte: Propria do autor.

Agora de posse dos autovalores e autovetores, podemos diagonalizar a matriz A
através do seguinte script:

Listing E.7: Cédigo para diagonalizar uma matriz.

program matrixDiagonal
implicit none
integer , parameter :: dim = 3, db = 8
real (KIND=db), dimension(dim,dim) :: A, P, A_diagonal
I'1!1!l Para diagonalizar !!!!!
character (len=1) :: JOBZ, UPLO
integer :: N, LDA, INFO, lwork
integer , parameter :: LWMAX = 1000
real (KIND=db), dimension(dim) :: W
real (kind=db), dimension (LWMAX) :: WORK

=
]

reshape([1.,-3.,0.,-3.,-1.,4.,0.,4.,6.], [dim,dim])
A


https://www.intel.com/content/www/us/en/develop/documentation/onemkl-lapack-examples/top/least-squares-and-eigenvalue-problems/symmetric-eigenproblems/syev-function/dsyev-example/dsyev-example-fortran.html
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15 J0OBZ = °’Vv’; UPLO = ’U’

16 N = dim; LDA = dim; lwork = -1

17

18 call dsyev(JOBZ, UPLO, N, P, LDA, W, WORK, LWORK, INFO)
19

20 LWORK = MIN(LWMAX, INT(WORK(1)))

21

22 call dsyev(JOBZ, UPLO, N, P, LDA, W, WORK, LWORK, INFO)
23

24 if ( info > O ) then

25 write (*,%) ’0 algoritmo falhou em encontrar os autovalores’
26 stop

27 end if

28

29 call decompSpectral (dim, A, P, A_diagonal)

30

31 write (*,%*) ’Matriz A’

32 call print_matrix(dim, dim, A)

33

34 write (*,%*)

35 write (*,*) ’2Autovalores da matriz A’

36 call print_matrix(l, n, w)

37

38 write (*,%)

39 write (*,%*) ’Matriz P’

40 call print_matrix(dim, dim, P)

41

42 write (*x,x*)

43 write (*,*) ’Matriz A diagonalizada’

44 call print_matrix(dim, dim, A_diagonal)

N
&

end program matrixDiagonal
46

47 subroutine print_matrix(row, colum, A)

48 implicit none

49 integer, intent(in) :: row, colum

50 real (kind=8), dimension(row,*), intent(in) :: A
51 integer :: 1i,]j

52

53 do i = 1, row

54 write (*,20) (A(i,j), j=1,colum)

55 end do

56 20 format (3(1X, F6.2))

57 end subroutine
58
59 subroutine decompSpectral(dim, A, P, matrixDiagonal)

60 implicit none
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63

64

65

66

67

68

69

70

71

70

! Inputs

integer , parameter :: db = 8

integer , intent (in) :: dim

real (kind=db), dimension(dim,dim), intent(in) :: P, A

real (kind = db), dimension(dim, dim), intent(out) :: matrixDiagonal

!Variables
real (kind = db), dimension(dim,dim) :: AP

AP = matmul (A, P)
matrixDiagonal = matmul (transpose(P), AP)

end subroutine

Fonte: Propria do autor.

Através destes programas conseguimos obter a matriz P, que juntamente com sua
transposta (P?T = P~!) é capaz de diagonalizar a matriz A. Dessa forma, obtemos final-
mente a matriz A diagonalizada, abaixo:

—047  0.86 —0.19 —4.27 0.00 0.00
P=1-08 —035 045| , PTAP=| 0.00 221 0.00] . (E.2)
0.32 037 087 0.00 0.00 8.06
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