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RESUMO
Dissertagao de Mestrado
Programa de Pds-Graduacao em Matematica

Universidade Federal de Santa Maria

EXISTENCIA DE SOLUCOES PARA UMA CLASSE DE EDP’S
ELIPTICAS COM CONDICOES DE FRONTEIRA NAO
LINEARES
AUTOR: LAUREN MARIA MEZZOMO BONALDO
ORIENTADOR: JULIANO DAMIAO BITTENCOURT DE GODOI
Data e Local da Defesa: Santa Maria, 29 de fevereiro de 2016.

O objetivo deste trabalho é mostrar alguns resultados de existéncia de solugoes fraca
para a seguinte classe de Equacoes Diferenciais Parciais Elipticas de segunda ordem, com

condicoes de fronteira nao lineares

—Au+ c(x)u = f(z,u), sex €,
Ou

5 g(x,u), se x € 0N.

Tais resultados sao obtidos quando associamos a nao linearidade da fronteira g com os autova-
lores de Steklov, enquanto que a nao linearidade de reacao f é relacionada com os autovalores
de Neumann. A técnica utilizada para provar esses resultados é variacional, principalmente
os métodos minimax.

Palavras-chave: Equacoes Elipticas nao lineares. Condigoes de Fronteira nao lineares.

Autovalores de Steklov-Neumann. Métodos Variacionais.



ABSTRACT
Dissertagao de Mestrado
Programa de Pds-Graduacao em Matematica

Universidade Federal de Santa Maria

EXISTENCE OF SOLUTIONS FOR A ELLIPTIC OF PDE’S
WITH BOUNDARY NONLINEAR CONDITIONS
AUTHOR: LAUREN MARIA MEZZOMO BONALDO
ORIENTATOR: JULIANO DAMIAO BITTENCOURT DE GODOI
Place and Date of the defense: Santa Maria, 29 february of 2016.

The objective of this work is to show some results for the existence of weak solutions
for the following class of Elliptic Partial Differential Equations of Second Order with nonlinear

boundary conditions

—Au+ c(z)u = f(z,u), ifzeq,
du

5 g(x,u), if z € .

Such results are obtained when we associate the nonlinearity on boundary g with the eigen-
values of Steklov, while the non-linearity reaction f is related to the eigenvalues of Neumann.
The tool used to prove these results is variational, mainly the minimax methods.

Keywords: Nonlinear elliptic equations. Nonlinear boundary conditions. Steklov-Neumann

eigenvalue. Minimax methods.



LISTA DE SIMBOLOS

e q.t.p. significa quase todo ponto;

e () é um conjunto aberto e limitado de R";

e (2 é o fecho de Q ;

e 00 é a fronteira de ;

e |A| é a medida de Lebesgue de um subconjunto A de R";

o |[Al, éa o- medida de um subconjunto A de R !;

o |ulp = Z |w;|? e |ul = Z lwil, ¥V u = (ug,ug, ..., u,) € R com 1 < p < +00 ;

o supp(u )—{CL’GQaU( )%0}

o C*(Q) = {u: Q — R;u é k vezes continuamente diferenciavel};

o C*(Q) = {u € C*(Q);supp(u) é compacto em Q};

e C*(Q) ={u:Q — R;u é infinitamente diferencidvel e supp(u) é compacto em Q};
o |lulloc = inf{a > 0; {z € & |u(x)] > a}| = 0};

o lull, = ( / |u|pdx) ||u||pa=( /8Q|u|pda);

o [*(Q) ={u:Q — R;ué mensurdvel e ||ul/o < +00};

o [P(Q ) = {u: Q — R;u é mensurdvel e |lul|, < +o0};

o WHP(Q) = {u € LP(Q); I g € LP(Q) tal que/ wp de = — / gpdx,N ¢ € CF(Q)};
Q Q

o H'(Q) = Wh2(Q);

ou Ou ou " | Ou
e Vu= (0951’ I axn) e |Vu| = ; oz
" 0%u
e Au= - a—x?,
o (u,0v)s :/uvdx, Vu,v € L*(Q) e (u,v)90 :/ uvdo, ¥ u,v € L*(082);
o0N

Q
o (u,v). = [ [Vu-Vov+ clx)uv]de,V u,v € H'(Q);

o ||ull. = \// (Vul? + c(x)u?ldz, V¥ v € HY(Q);

o (u,v)g1 = / [wv + Vu - Volde,V u,v € H(Q);

o ||ul|g = \// [u +|Vu| |dx, ¥ uGHl(Q)

e H}(Q) = C>(Q), onde o fecho é com relagdo a norma || - ||g1;



o H2(9Q) = {u € L2(09);3 v € H(Q)com v|ypg = u};

o llul,; = inf{[lollm;v € H'R) e vlan = u};

° % =Vu-v;

e X* representa o espaco dual de (X, | - ||), munido da norma || - ||*;

o [lull} = sup |u(z)], u € X™;
[lzll=1
e 0(X, X*) representa a topologia fraca de X;

eu, —»uem (X,|-]) < klim ||lur — ul| = 0 < uy converge fortemente para u;
—+00
ey, —~uem (X,||-]) & kllinoo |f(ug) — f(u)| = 0,Vf € X* < uy converge fracamente para
u;
[ ]

lsej=k
(sjk: .
0sej#k.
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INTRODUCAO

Nos ltimos anos, o estudo da teoria de EDP tem tido um bom desenvolvimento

devido suas aplicacoes em engenharias, ciéncias, economia e outras areas.
Muitos autores classificam as EDP em trés tipos: equacoes parabdlicas, hiperbdlicas e
elipticas. No presente trabalho, estudamos o terceiro tipo e buscamos resultados de existéncia

de solucoes fraca para a seguinte classe de problemas elipticos

—Au+ c(x)u = f(z,u), sex € Q,

0
3_Z = g(z,u), sex € I,
n ’ s . . 7’ 01 a ’
onde Q C R™, com n > 2, é um dominio limitado, 02 é de classe C"", W = v-V éa

derivada normal unitaria exterior a 0S2 e as fungoes ¢, f e g satisfazem certas ﬁipéteses, estas
dadas por Mavinga e Nkashama em [25].

Para chegarmos a esses resultados, estudamos dois problemas de autovalores, a saber:
o autoproblema de Steklov e o autoproblema de Neumann. O primeiro, o autoproblema de

Steklov, é dado por

—Au+c(x)u=0, sex €,

11
(1) %:uu, se x € 0N).
v

Para este problema, garantimos a existéncia de uma sequéncia de autovalores crescente e
ilimitada,

0<M1§/L2§§Nk§—>+00
Tais autovalores sao denominados, autovalores de Steklov. Para o estudo deste problema,

citamos as seguintes referéncias [5], [6], [10], [13] e [14]. Salientamos aqui que a dificuldade

de obtencao de resultados se da, principalmente, ao trabalharmos com o operador traco.
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O segundo problema, o autoproblema de Neumann, é dado por

—Au+ c(x)u = du, sex € Q,

111
(1) @:0, se x € 050,
ov

Também garantimos que (/77) admite sequéncia de autovalores crescente e ilimitada,

Estes autovalores, sao ditos autovalores de Neumann. Como referéncia, citamos [8], [23], [26]
e [33].

Apéds a garantia da existéncia da sequéncia de autovalores de Steklov e da sequéncia
de autovalores de Neumann, exibimos resultados que garantem a existéncia de solugao fraca
para o problema (1), onde a nao linearidade de fronteira g esta relacionada com a sequéncia
de autovalores de Steklov, enquanto que a nao linearidade de reacao f ¢é relacionada com a
sequencia de autovalores de Neumann.

O trabalho é organizado da seguinte maneira: no Capitulo 1, apresentamos algumas
definicoes e resultados preliminares que foram utilizadas ao longo desta dissertacao. Além
disso, utilizamos as ideias de Auchmuty em [5], onde provamos a existéncia da sequéncia de
autovalores de Steklov.

No Capitulo 2, baseados nas ideias de De Godoi et al [11] e McOwen [26], mostramos
a existéncia da sequéncia de autovalores de Neumann.

No Capitulo 3, apresentamos o problema (I), com todas as hipiteses necessarias para
as funcgoes ¢, f e g. Além disso, enunciamos trés Teoremas, os quais intitulamos de Resultados
Principais, que garantem a existéncia ao menos uma solugao fraca para (I).

No Capitulo 4, provaremos resultados que nos auxiliarao na demonstracao dos trés
Teoremas que enunciamos no Capitulo 3.

Finalmente no capitulo 5, a partir dos conhecimentos adquiridos nos Capitulos ante-

riores demonstramos os trés Teoremas Principais.



Capitulo 1

O AUTOPROBLEMA DE STEKLOV

1.1 DEFINICOES E NOTACOES

Consideramos, {2 um subconjunto aberto do R™ nao vazio, com n > 2 satisfazendo a

seguinte condicao:

(A) 2 ¢ um dominio limitado do R” e a fronteira de €2, 052, é a unido de um nimero finito

de superficies fechadas disjuntas de Lipschitz, tendo cada superficie area finita.

Quando (A) for véalida mostra-se que existe um vetor normal exterior v(z) definido
para quase todo ponto z € 9. Os espagos reais de Lebesgue LP(Q2) e LP(092), 1 < p < 400

sdo aqui definidos de maneira usual e tém as normas, denotadas, respectivamente, por || - ||,

el lpo-
Em L*(Q) e L*(99) os produtos internos sao dados definidos respectivamente por

<u,v>2:/uvd:p e (u,v)zaz/ uvdo.
Q o0

Denotaremos por H'(€2) o espaco usual de Sobolev sendo este um espaco de Hilbert,

com o seguinte o produto interno
(u,v) g = /[uv + Vu - Vuldz.
Q

A norma proveniente deste produto interno é denotada por || - || 1.



14

1.2 O AUTOPROBLEMA DE STEKLOV

Desde 1902, problemas de Steklov sao estudados, no entanto, ainda hoje possuem
grandes possibilidades de investigacao ainda nao feitas. Equacoes diferenciais parciais elipticas,
com condicoes de fronteira de Steklov podem descrever, por exemplo, a deformacao linear
elastica u, de uma chapa €2, sob a acao de uma forca transversal exterior f.

Existem diversas literaturas que tratam problemas similares a esse, dentre elas [5]
e [6]. Estas descrevem um principio variacional para encontrar um primeiro autovalor de
Steklov e a partir disto uma sequéncia de autovalores de Steklov.

Entao, baseados nestas literaturas, mostraremos alguns resultados relacionados a te-
oria de autovalores de Steklov que sao necessarios para o entendimento deste trabalho. Ini-

cialmente consideramos o seguinte problema

—Au+c(z)u=0, sex €,

1.1
@:uu, se x € 0§ (L)
v

onde © C R" satisfaz a condigao (A) e ¢ satisfaz a condigao:

(C1) c e LP(Q), com p > g, quando n > 3 (p > 1 quando n = 2) e ¢ > 0 com desigualdade

estrita para um conjunto de medida positiva, isto é, / c(x)dx > 0.

Q
Este problema é denominado autoproblema de Steklov.

Defini¢ao 1.1 Uma solugao fraca para o autoproblema de Steklov é um par (u, p), onde
u e H'Y(Q)\ {0} e u € R satisfazem

/Q[Vu - Vv + c(x)uv]dr — /L/BQ uvdo =0, Vove H(Q). (1.2)

Neste caso, dizemos que p é autovalor de Steklov, com autofuncao associada u.

Primeiramente, provaremos a existéncia de um primeiro autovalor de Steklov. Para
isto, sejam D, e B : H'(Q)) — R, definidos por

D.(u) = /Q[|V1,L|2 + c(x)u?]dx e B(u) = /asz uldo, Yu e H'(Q).

A ideia para a obtencao do primeiro autovalor de Steklov é utilizar técnicas variacionais
para maximizar B sobre K, onde K = {u € H'(Q); D.(u) < 1}, ou seja, mostraremos que

1

existe u; # 0 tal que sup B(u) = f; = B(u;). Com isto, veremos que 5 = p; é o menor
u€ek

autovalor de Steklov positivo com autofuncao associada wu;. Para mostrarmos estes fatos,

precisaremos de alguns resultados preliminares.
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1.3 RESULTADOS PRELIMINARES

No transcorrer desta se¢ao, assumiremos que as condigdes (A) e (C}) sao vilidas.

Com estas hipéteses, pode-se provar que (-, ). : H'(Q) x H'(2) — R, dado por
(u,v). = /[Vu Vo + c(x)uvldr,¥Y u,v € H'(Q),
Q

define um produto interno em H'(€) tendo norma proveniente denotada por || - ||..
Lema 1.1 Os funcionais B e D, sao continuos e convexos.

Demonstracao. Inicialmente, mostraremos que B é continuo. Para isto, sejam (uy) C
H'(Q) e u € H'(Q), tais que uy — u em (H*(Q), || - ||z). Pelo Teorema A.1,

|10 (ug) — D(w)]|2.0 < l;'||uk — u||gr — 0, onde ke R.

E assim, ['(uy) — T(u) em (L2(99Q), || - [l2.0)-
Consequentemente, pela desigualdade de Holder em L?(95),

[B(ur) = B(u)| < (C(ux))* = (T(w))*|do

89’
= 0 — (F@) o - 10923 0

Portanto, B(uy) — B(u), isto é, B é continuo.
Observamos que D, = P + @, onde P,Q : H'(Q)) — R sao dados, respectivamente,

por P(u) = / c(x)udr e Q(u) = / |Vu|?*dz. Para mostrarmos a continuidade do funcional
D., mostrarer(rzlos que P e @ sao corﬁinuos.

A continuidade de @ pode ser encontrada em [27]. Deste modo provaremos apenas que
P ¢ continuo. Para tal, sejam (uy) C H'(Q) e w € H'(Q), tais que up, — wem (H'(Q), ||| 7).
Caso n > 3. Do Teorema A.7, o mergulho H'(Q2) < L(f2) ¢ continuo para 0 < ¢ < 2%
Assim,

w—u em  (Liez(Q), || - || 2e). (1.3)

n—2

Ainda, pelo Teorema A.18, existe uma subsequéncia (uy;) de (uy), tal que

ug, () = w(xz) qt.p. r€Q, em (R,|-]). (1.4)
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Como u2,u? € L#-2(Q), ao utilizarmos (1.3), (1.4) e aplicarmos o Teorema A.19, teremos

).

i, |2y = ]l 2y em (R, |

Desta maneira, pelo Teorema A.20, concluimos que
lui, —u?ll 25 =0 em (R,|-),
ou seja, se u, — u em (H'(Q),]| - ||g1), entdo existe subsequéncia (uy;) de (uy), tal que

lug, —w?ll .=, =0 em (R,]-).
Afirmacéo 1. u? — u® em (L7-2(Q), || -

n )

n—2

Suponhamos que tal afirmacao seja falsa. Entao, existe e > 0 e (ux;) C (u) tal que Huﬁ] -
w?|| n_ > ¢, paratodo j € N. Como uy — wem (H'(Q), |- [|m), ur, — wem (H'(Q), [ [|m)-

|| n_ < €, mas isto
n—2

Pelo que vimos anteriormente, existe (ux; ) C (ug;) tal que ||u%jl —u
contradiz nossa suposicao. Portanto a Afirmacao 1 é valida.

Finalmente, observemos que por ¢ € LP(2), para p > %, nos remete a ¢ € Lz2(Q). A
partir dessas informacoes, podemos mostrar a continuidade de P.

Com o auxilio da Desigualdade de Hélder

[ttt = u)jas

< lle@)llgllug = w?|l 2, — 0.

IN

’P(uk) — P(u)

Portanto, P(uy) — P(u) em (R,] - |).
Caso n = 2. Pelo Teorema A.7, o mergulho H'(Q)) — L%(Q) é continuo para 1 < ¢ <
+00. Assim, uy — v em (L9(Q), | - ||,) para qualquer ¢ € [0, +00).

Com argumentos similares ao do caso n > 3, ui — u? em (L4(Q), || - |l4)-

< /|c w2 —u?)|dz

= pllU — U ZHq_>O-
el

Agora, como ¢ € LP(§2), p > 1, temos

Pl - Pl)

Isto é, P(ur) — P(u) em (R,|-]). Logo P é continuo e consequentemente D, é continuo.
Mostramos agora a convexidade dos funcionais B e D.. Visto que a funcao ¢ : R — R, dada

por g(s) = s?, para s € R é convexa, temos,

/ ((1—t)u+tv)2d0§(1—t)/ u2d0—i—t/ vido, ¥ t€10,1],u,v € H'(Q),
o0 o) o9



17

ou seja, B é convexo.
Analogamente, mostramos que D, é convexo.
|
O proximo resultado é provado com o auxilio do Lema anterior, serd ttil para mos-

trarmos a equivaléncia das normas || - ||c e || - || 1.

Teorema 1.1 Existe a > 0, tal que D.(u) > a/ u?dz, para todo u € H'(Q).
Q

Demonstragao. Sejam S = {u € H'(Q); ||ulls =1} e a = 11LI€1£ D.(u).

Afirmacao 1 Existe @ € S tal que D.(1) = a.

Com efeito, da defini¢ao de infimo conseguimos uma sequéncia (ug) C S, tal que D.(ug) — «
e D.(uy) < o+ 1. Como uy, € S, ||ugl|3: = / |V 2dz + 1.

Mas, :

Jael? = / [Vurl? + c(e)udlda

= gl — 1+ / (x)ulde

> JJuglz — 1.

Logo, |lug|3; < a+2, ou seja, a sequéncia (uy) é limitada em H'(Q). Como H'(Q) é espago
reflexivo, existem subsequéncia (uy;) de (u;) e & € H'(12), tais que uy, — @ em H'(2). Pelo
Teorema A.7, uy,, — @ em (L*(2), |- ||2). Por isto, por uy, € S e pela norma ||-||5 ser continua,
ueS.

Por outro lado, devido a u,, — @ em (H'(Q),|| - ||m2) e pelo Lema 1.1 , || - |2 é
continua e convexa. Consequentemente, Huk]HC é fracamente sequencialmente continua em
H'(Q). Portanto, segundo ao Teorema A.10, toda sequéncia (uy,) tal que uy, — @ em H'(Q)
satisfaz a seguinte desigualdade, lim inf ||ug, || > |||

J—+o0o
Agora, como lim D.(ug) = liminf ||ug||*> = a segue que [|i||> < a. Ainda, como
k—+o0 k—4o00
te€Sea= ingl)c(u) entao ||@||* > a. Portanto, ||a|? = a, isto é, D.(a) = a.
ue
Afirmacgao 2: a > 0.
De fato, pela Afirmagao 1, a = D.(a) = ||a||* > 0. Caso a = 0, temos

/[|va|2 + c(2)@?])dz = 0 = / \Vil*dz =0 e / c(x)udr = 0.
Q Q Q

Assim, por (C}), @ =0 q.t.p. x € Q. Logo, ||alls = 0. Mas, ||i||2 = 1, o que é um absurdo.

Dai segue a validade da Afirmacao 2.
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Finalmente, como consequéncia das Afirmacoes 1 e 2 mostraremos a desigualdade do

Teorema em questao.

Se u = 0, a igualdade vale. Caso u # 0, tomemos v = . Por consequinte,

ull2

ull2
a < De(v) = [vlc = e = lullz = offull3,
2

o que finaliza a demonstracao. -

Corolério 1.1 As normas || - || e || - || g1 sdo equivalentes.

Demonstragao. Inicialmente, observamos que sendo D, continuo e homogéneo de segunda

ordem, existe v > 0, tal que
lulle < Allulle, ¥V we HY(Q). (1.5)

Com efeito, se u = 0, (1.5) é valida. Caso u # 0, temos pela continuidade de D, em 0 € H'(Q)
que existe > 0 tal que se w € H'(Q), ||w||3: < ¢ implica que |Jw]|? < 1.

Assim, tomando v = 5] 1|L| € HY(Q), |[v]|m < 6. Logo, |[v]|> < 1. Consequentemente,
U\l g1
0% ull2 0
— <1=|lul? < —|ul?
e < 1=l < Sl

4
ou seja, ||ull. < v|lul|m para todo u € HY(Q), onde v = 3> 0.
Por outro lado, [Jull3: < [|ul]? + |lull3, para todo u € H'(Q2). Por isto e pelo Teorema 1.1,
segue que |[ull%, < (£ + 1) [|ul2

Pondo 1 = 4 /é + 1 vemos que

[l < nlfull. (1.6)

Por (1.5) e (1.6), concluimos que as normas || - || e || - || g1 sdo equivalentes em H'((2).
|

Teorema 1.2 Os funcionais D, e B sao elementos de C'(H'(Q),R), tendo como derivada
de Fréchet em v € H'(Q), D.(u) - v = 2{u,v). e B (u) - v = 2{u,v)y, para todo v € H ().

Além disso, B é fracamente continuo em H'(1).

Demonstragao. Mostraremos, inicialmente, que D, € C*(H'(Q2),R) tendo como derivada
de Fréchet em u € HY(Q), D.(u) - v = 2{(u,v),, para v € H'(Q). Para tal, notamos que
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F, : HY(Q) — R, definido por F,(v) = 2(u,v)., para v € H'(Q) e u € H'(Q) fixado é um
funcional linear limitado. Com isto, mostraremos, agora, que D, ¢ diferenciavel em H'(Q),
tendo como derivada de Fréchet em u € H'(Q), F,.

Pela Corolério 1.1, existe Ky > 0, tal que |Jw||. < Ko|lw| z:, para todo w € H'(Q).

Deste modo, para u € H'(Q) fixado, e > 0 arbitrario, existe § = 75, tal que se 0 < [Jv]|;n <
0
1 1
——|De(u+v) — D.(u) — F,(v)] = ——](v,v)|
[[]] 1 [[v]] 1
1
< e oIl
[[V]] 1
1
< Kg”UH%p < €.
[[V]] 21

Portanto, D, é diferencidvel a Fréchet e D.(u) = F,
Verifiquemos que D, : H'(Q) — H'(Q)* é continuo. Para isto, sejam (uz) C H*(Q) e
u € HY(Q), tais que v, — v em H'(). Assim,

IDL () = Dow)llfy, = sup{2lfus — u,v)cls0 € H'(Q) e ol =1}
sup{2llux — ullJloll;v € HY(Q) e [lo]lm = 1)
sup (253 | — ulli[ollmiv € H'(Q) e ol =1}

2K ||ug — ul| g — 0.

IN A

Logo, D.(uy,) — D.(u) em (H*(Q)*, ||-|[%1), 0 que completa a demonstragio de que o operador
D', é continuo.

Agora, provaremos que o funcional B € C*(H'(Q2),R). Para tal, observamos que o
funcional G,, : H'(Q2) — R, definido por G, (v) = 2(u, v)s 5, para u fixado, v € H*(2) é linear
e limitado. Pois, a linearidade decorre da linearidade do produto interno (-, -)2 5 € a limitacao
segue do Teorema A.1.

A partir disto, demonstraremos que B ¢ diferencidvel a Fréchet em H'(f), tendo como
derivada de Fréchet em u € H'(Q), G,..

De fato, do Teorema A.1, existe K; > 0 tal que [[v]|2,0 < ||v| g1, para todo v € HY(Q).

Assim, dado € > 0, existe § = Ki% > 0, tal que se 0 < |jv||g < entao

€
K29
1
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1 1
1B(u +v) — B(u) — Gu(v)] = (v, v)2,0]
[ 0]| 1 [0l a1
1
< ol oll3a
1 2 2

Portanto, B ¢ diferencigvel a Fréchet, com B (u) = G,
Agora B : HY(Q) — H'(Q)* é continuo, pois se (u;) C H'(Q) e u € H'(Q) sdo tais
que ux — wem (H'(Q),] - ||z1). Entao,

1B (ur) = B ()|l = sup{2l(ux — w,v)a0l;0 € H'(Q) e [Jv]m = 1}
sup{2[lux — ull2ollvll20;v € H'(Q) e [Jvll =1}

sup(2K? Juy — ulls ol v € H'(Q) e ol = 1}

IN A

2K7 ||ug — ul| g — 0.

Logo, B (u) — B (u) em (H'(Q)*, || ||%1), o que completa a demonstragao de que o operador
B’ é continuo.

Finalmente, mostremos que o funcional B é fracamente continuo. Com efeito, sejam
(ur) € HY(Q) e u € HY(Q), tais que up — uw em (H'Y(Q),|| - ||z). Em consequéncia do
Teorema A.1, up — u em (L*(09), || - ||2.0)-

Por outro lado,

|B(ux) — B(u)]

IN

[(ur — w, up)2,0] + [(u, v — ug)ap|

< lug — ull20llurl2e + llull2ollv — urll2o — 0.

Portanto, segue que B(uy) — B(u) em (R, |- ). n

Afim de garantirmos a existéncia do primeiro autovalor de Steklov, precisaremos de

alguns resultados referentes ao conjunto K = {u € H'(Q); D.(u) < 1}.
Proposicao 1.1 O conjunto K C H'(2) é um convexo, limitado e fechado.

Demonstragao. Primeiramente mostraremos que K é convexo. Como || - ||. define uma

norma em H'(),

(1 —t)u+to|l. < (1 =8)||ul|le +t|lv]l. <1, Yu,v e K, t€]0,1],
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ou seja, (1 —t)u + tv € K para quaisquer u,v € Ke t € [0, 1].
A limitacao de K em (H'(Q2),]| - [|z1), segue do Corolério 1.1. Ainda pelo Lema 1.1

D, é um funcional continuo. Portanto, K = D, !((—o0, 1]) é fechado em H((Q). -

Observagao 1.1 Sendo H'(2) um espaco de Hilbert ¢ K € H(2) limitado, convexo e

fechado segue, pelo Teorema A.8, que K é fracamente compacto em (H'(2),] - || z1)-

Para construirmos a sequéncia de autovalores de Steklov, consideremos
Ky ={u e K;(Tu,Tuj)a = (u,uj)ap =0, para 1 <j < J},

onde uy, ug, ...,uy € H'(Q), J € N={1,2,...} e II, : H(Q) — R, dado por I, (v) = (u,v)29
com u € H'(Q) fixado e v € H'(Q).

Proposigao 1.2 O funcional II, € C*(H'(2),R), tendo como derivada de Fréchet em v €
HY(Q), 11, isto é, IT, (v) = II,,, para todo v € H'(Q).

Demonstragao. Como II, = %Gu, II, é linear e limitado. Por outro lado, como todo
operador linear e limitado é infinitamente diferenciavel e sua derivada de Fréchet coincide
com ele préprio, segue que IT,,(v) = II,,, para todo v € H*(Q). -

Proposigao 1.3 O conjunto K; C H'(2) é um conjunto convexo, limitado e fechado.

Demonstracgao. Inicialmente mostramos que K; é convexo. Para isto, sejam u,v € K; e
t € [0,1]. Como K é convexo (1 —t)u+tv € Ke, paral <j<J

(T((I=tu+tv),Tuj)es = (1 —t)u+tv,u;)00
= (1 — t)(u, Uj>2,a + t<’U, Uj>27a = O,

ou seja, (1 —t)u + tv € K;. Pela definicao de K, temos K; C K. Como K é limitado,
J

segue a limitacdo de K;. Finalmente, notando que K; = KN ﬂ I1;'({0}), onde II; = II,,,
j=1
II,; é continua para 1 < j < J e K ¢ fechado, tem-se que K; também sera fechado em

(HY(Q), || - |lzr1). Portanto concluimos a proposigao.
|

Observacao 1.2 Em consequéncia da Proposicao 1.3, temos que o conjunto K é fracamente

compacto em H'(Q).
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Para construirmos a sequéncia de autovalores de Steklov precisamos de alguns resul-

tados referente ao espaco

H2(9Q) = {u € L*(09) : 3 v € H'(Q); v|pq = u}.
Sabe-se do Teorema A.2, que o operador inclusdo i : H2(9Q) — L2(9€) ¢ linear, injetor e
continuo.

Teorema 1.3 Se uy, uy, ...,u; € HY(Q), entdo existe v € H2(90Q) \ {0}, tal que i(v) = v €

[Ful, FUQ, PN FUJ}J_.

Demonstragao. Suponhamos que o Teorema nao valha. Como o subespaco [['uy, Tus, ..., Tuy] C

L?(09) possui dimensao finita,
L*(09Q) = [Tuy, Tuy, ..., Tuy] @ [Tuy, Tus, ..., Tuy)*-. (1.7)

Agora, se v € Hz(8), entdao v € L2(09) e existe u € H'(Q) tais que u|sq = v. Por (1.7),
existem 0; € R, i =1,2,....J, e @ € [Tuy, Ly, ..., Tuy|* tais que

D(u) = v =0T (uy) + 02 (ug) + ... + 0, (uy) + .

Em virtude da linearidade do operador I', v = I'(d1uy + doug + ... + dyuy) + 4. Além disso,
pela caracterizacdo de Hz(8S2), concluimos que @ € Hz2(92).

Pelo Teorema A.2, i(4) = 4. Agora, como @ é um elemento de [Tuy, Tug, ..., Tuy)t,
devido & nossa suposigao, @ = 0. Assim, v € [['uy, ['ug, ..., [uy]. Visto que v é arbitrario em
H2(0), H2(89Q) = [Cuy, Tuy, ..., Tuy]. Mas isto é um absurdo, pois a dimensao de Hz (92)

¢ infinita (Teorema A.3). Logo vale o teorema em questao.
|

1.4 CONSTRUCAO DO PRIMEIRO AUTOVALOR
DE STEKLOV

O proximo Teorema garante a existéncia do primeiro autovalor de Steklov, bem como,

algumas de suas propriedades.
Teorema 1.4 (a) Existe u; € K tal que ||Jug]|. =1 e B(uy) = 1 > 0;

(b) Se 1 = By, o par (uy, 1) satisfaz (1.2), ou seja, p; é autovalor de Steklov, tendo

como autofuncao associada uy;
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(¢) p1 é o menor autovalor positivo de Steklov.

Demonstragao. (a) Pela Observagao 1.1, o conjunto K é fracamente compacto no espago
normado (HY(Q), || ||z1). Além disso, pelo Teorema 1.2, o funcional B é fracamente continuo.
Logo, existe u; € K, tal que 51 = B(uy) = sup B(u).

Afirmagao 1. |luq|. = 1. <

De fato, como u; € K, ||uy]|? = D.(uy) < 1. Suponhamos que D.(u;) < 1. Com isto, existe
% > 1, tal que ru; € K. Assim, B(rui;) = 7?B(uy) > B(uy) = f1, O que é um
absurdo. Portanto, ||uq]|. = 1.

r =

Diante da afirmagao anterior, podemos ver u; como um extremo de B restrito ao
conjunto D; (D, (uy)).
Agora, visto que D, e B sao elementos de C'(H'(Q2),R), de acordo com o Teorema
A.22, uma das condigoes abaixo deve valer
(1) D.(u)-v=0, V ve H(Q);
(2) Existe A € R, tal que B'(uy) -v = AD,(u;) - v,V v € HY ().

A condicio (1) ndo ocorre, pois D.(uy) - uy = 2(uy,u1)e = 2||us||?> = 2. Logo, deve ocorrer

(2), ou seja, existe A € R tal que
/ uvdo = )\/[Vul Vo + c(x)uvlde, ¥ ve HY(Q). (1.8)
o9 Q

Afirmagao 2. A\ =, > 0.

Com efeito, se considerarmos v = u; em (1.8) e o fato de ||uy||. = 1, temos

/1@w:A/ﬂva+q@ﬁux:Amﬁ§:x
o0 Q

ou seja,

- / w2do = ||uy||2, = Blus) = .
o0

Logo, A = ;1 > 0. Caso A = 0, segue que sup B(u) = 0. Como B é continua e nao negativa
uekK
B(u) =0, paratodou € K. Por outro lado, todo funcional constante sobre (2 é um elemento

de H'(Q), uma vez que € ¢ limitado. Em particular, o funcional ¢; : Q — R, definido por
¢1(z) = 1 para z € 2, é elemento de H'()). Por conseguinte,

B@g:/’ua:mma>a
oN
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Agora, notando que ¢ = ”:‘fﬁ € ¢ ek,

1 50 B
le1llZ Joo ledllZ a2

isto é, B(¢) > 0 o que contradiz o fato que B(u) = 0, para todo u € K. Deste modo,
A =1 >0, o que conclui a Afirmagao 2 e o item (a).

(b) Por (1.8) e pela Afirmacao 1, o par (u;, A™') € (HY(Q) \ {0}) x R é uma solucao
fraca para o autoproblema (1.1), ou seja, puy = f;° = A~' é autovalor de Steklov, com
autofuncao associada u;.

(¢) Suponhamos que g1 nao seja o menor autovalor positivo de Steklov. Assim, existem
i€ H (Q)\{0} e € R, com0 < i < uy, tais que (i, v). = i(t, v)s s, para todo v € H'(Q).

Ao tomarmos v = Tl
c

Logo,

Jlalle = 1.

. u i . fi
MB( ) — ot il =
C

i [

= |

2
Consequentemente, B (llflll ) = % > ui = (1, o que é um absurdo, pois 1 = supB(u) e

A ! ueK
= € K.

llall ¢

S

O préximo resultado é de grande importancia para a obtencao de solugoes de uma

classe mais geral de EDP’s que posteriormente serao trabalhados.

Corolério 1.2 Para todo u € H'(2), vale a seguinte desigualdade

/[|Vu|2 + c(z)u?]dz > ,ul/ u’do,
Q

o0

onde p; > 0 é o primeiro autovalor de Steklov.

Demonstracgao. Se u = 0, vale a igualdade. Se u # 0, consideremos v = m Deste modo,

[v]le = 1, isto é, v € K. Assim, temos B(v) < f1 = sup B(u). Como B(v) = [|v]|3 5, segue que
uek

[l

u 2
B(v) = lullzo Logo, ||ul35 < Billul|? e isto significa que /Q[|Vu|2+c(:c)u2]dx > 1 /asz u*do.
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1.5 CONSTRUCAO DA SEQUENCIA AUTOVALO-
RES DE STEKLOV

Com o auxilio dos resultados vistos anteriormente vamos agora a construcao da
sequéncia de autovalores de Steklov, a saber (f1;), que satisfaz algumas propriedades que nos
serao uteis no transcorrer deste trabalho.

No Teorema 1.4, vimos que existe um primeiro autovalor de Steklov, o qual denotamos
por u1, tendo como autofungao associada u;. Com isto, teremos o primeiro passo do processo

de inducao satisfeito, sendo este utilizado para a construgdo da sequéncia (y;).

Teorema 1.5 Existe uma sequéncia de pares ((ug,us)) em [H'(Q) \ {0}] x R, os quais
sao solugoes fraca para o autoproblema (1.1). Além disso, se considerarmos, para cada

JeN={1,2,...n,..},

Ko=K e K; ={ueK;{u,uj)e9 =0, para 1 <j < J}.

Entao

By= sup B(u)=B(uy)>0e u;=7p;"

ueKy_1

Demonstragao. Vamos demonstrar este teorema por indugao em J. A validade do mesmo,
para J = 1, é garantida pelo Teorema 1.4. Suponhamos que o Teorema em questao seja
valido para j, com o 57 < J, e mostremos a validade do mesmo para .J + 1.
Afirmagao 1. Existe uy; € K; tal que fy11 = sup B(u) = B(uyy1).

ueK y
De fato, pela Observagao 1.2, K; é fracamente compacto em (H(Q), || - ||z1). Além disso,

pelo Teorema 1.2, B é fracamente continuo. Logo, existe u;11 € Ky, tal que B(uyy1) =
By = sup B(u).

UGKJ
Afirmacao 2. |lujiqf.=1.

Com efeito, uyi; € Ky e Ky C K, [|uss1]le < 1. Suponhamos ||usy1]le < 1. Para r =

I+]ugalle
2lugt1lle

absurdo. Logo [[uy41]l. = 1.

> 1, ruyyr € Ky E B(rugy) = r*B(usi) > B(uyyi) = Byi1. Mas isto é um
Afirmacgao 3. (5,1 > 0.
Pela hipétese de indugao, existem uy, us, ..., uy € HY(Q), tais que

= sup B(u) = B(u;) >0, para 1 <[ < J.

u€k;_q
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Pelo Teorema 1.3, visto que v € H2(9Q)\{0}, wlpq = v para algum w € H().

Em razio de v # 0 em Hz(9Q), B(w) = / w?do > 0. Com efeito, se B(w) = 0, entdo
o0

/ w?do = 0, e assim w = 0 para q.t.p. em 9Q. Mas w|sq = v, logo v = 0 em L2(99).
o9

Como v € H2(9R), i ¢ injetora e i(v) = 0 = i(0) concluimos que v = 0 em H2(dN), 0 que
nao ocorre. Por conseguinte B(w) > 0.

Além disso, w # 0 em H'(Q), pois caso w = 0 em H(2), entdo wlsg = v = 0 em
L2(09). Assim, v = 0 em Hz(99) o que ndo ocorre. Deste modo, |[w|. # O(w # 0 em
1'(0).

Vamos assim considerar w = € H'(Q2). Observamos que

IIwII

) =5 (i) = B

C

Ainda, v =

Tl Tl Wea € [Fu17Fu27 P FuJ]Ly e assim

= Woo = Tul.

v
llwlle

(W, ug)29 =0 para 1 < k < J. (1.9)
Agora, notemos que ||@|. = 1. Disto e de (1.9), segue que w € K;. Dali,

By = sup B(u) > B(w) > 0,

u€ekK s

e tem sentido definirmos
_ g1
Hi+1 = 6J+1'
Afirmacao 4. O par (u 41, pty1+1) € solucao fraca para o autoproblema (1.1).

Pelas Afirmagoes 2 e 3, podemos ver u ;1 como um elemento maximo de B restrito a

J

ﬂ (I ( uJ+1))] :

Dil( UJ+1

C

onde II; = II,,, para k = 1,2,...J. Ja vimos, pelo Teorema 1.2 e pela Proposicao 1.2, que
os funcionais D,, B e II; sao elementos de C'(H'(Q),R). Deste modo, podemos aplicar o

Teorema A.22, ou seja, uma das seguintes condig¢oes deve valer:
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(1) detA(vy,...,v541) = 0, para quaisquer vy, vy ..., v € H'(Q), onde

D (uss1) - v1 Dy(ug1) -va ... Do(ugr) vi

H;(UJ_;_l) U1 H/1<UJ+1) cVg ... H;(UJ_H) *UVJj+1
A(U1>U27~-71}J+1) = : . : 3

Hi](uJ+1) " U1 Hi](UJH) “U2 . Hi}(uJH) “UJ+1

(2) Existem a, a4 € R, k=1,2,...,J, tais que

J
B'(uj)-v=aD,(usy) v+ Y adli(us) v, ¥V veH(Q). (1.10)
k=1

=

Mas, pela hipétese de indugao, sabemos que, para u,v € H' () e k = 1,2,...J, valem

/

D.(u) -v=2(u,v). e H;C(u) -0 = (U, Ug)2,5-
Por isto, por u;1 € K; e pela hipétese de inducao, para k,l =1,2,...,J com k # [,

D (usp1) - g1 = 2(ugi1, ugr)e = 2us|? = 2,
D, (ugs1) -t = 21, Up)e = 200 (Wi, Ug)oo = 0,
H;(UJH) cUgy1 = <UJ+1, Uk>2,8 =0,

I (1) - we = (U, ti)20 = |Jukll30 = Bellusll2 = Br.

Consequentemente,
2-1.2:0 ... 2-0
0 B 0
Aluggr, ug, ..uy) =
0 0 ... B
Logo, detA(uyyq1,u1,...;uy) = 261 - B2 - ...+ By > 0. Portanto, (2) deve ocorrer. Para con-
cluirmos a prova da Afirmacao 4, mostremos, antes que oy, = 0, para todo k € {1,2,...,J}.
Ora, ao considerarmos v = uy, para k € {1,2,...,J} em (1.10), obtemos
J
B (wyi1) - uk = 2{Ugir, Up)2,o = 20(Ugq1, Ug)e + 2 - Zak<uk7us>2,6- (1.11)

s=1
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Como uyyq € Ky, segue, da hipétese de inducao que
0 = apr(uyi1, ur)2.o + 20 (g, ug)2 9 = 0 = 205 .
Como py # 0, ay, = 0, para todo k € {1,2,..., J}. Agora, se v =uy;; em (1.11), obtemos

Biy1 = <UJ+1,UJ+1>2,8 = 04<UJ+17 UJ+1>c = 04||UJ+1”3 = Q.

Portanto, B;i1<ulj+1,'l}>278 = (usi1,v)e, para todo v € H'Y(Q). Ainda, visto que

lussille =1 0 par (uyi1, B741) = (ws1, fty41) € uma solugio fraca para o autoproblema.

|
Teorema 1.6 A sequéncia (u;, p1;) satisfaz

Q) 0< iy Spp < -or < gy <vees
(b) (ujur)20 = p5 0.V j, k € N;

(c) lim p; = 4o0;

Jj—+oo

(d) A dimensao do autoespaco associado a cada autovalor de Steklov 4, é finita.

Demonstracao. (a) Pelo Teorema 1.5, para [ € N, pu; = 5;1 e 5, = sup [(u). Logo, em
ueEK;_1

razao de K,y C K;_o, B; < Bj_1, para j > 2. Assim, p;_1 = 5;11 < Bj_l = ;. Disto e do
fato de que p; > 0, segue que 0 < py < -+ <y <o
(b) Pelo Teorema 1.5, u; € K;_; C K. Deste modo, ||u;|lc =1 e (uj,ux)29 =0, para k<
j. Caso j < k, obtemos (uj,ux)25 = 0. Finalmente, se j = k, ent@o pelo fato de u; ser
autofungao associada ao autovalor de Steklov p;, (u;, u;)29 = ,uj_1<uj, Uj)e = ,uj_1||u]||z = p}l,
o que implica na validade de (b).
(c) Suponhamos que o item (c) nao seja vélido, ou seja, existe L € R tal que p; < L, para

. . Uj ~
todo j € N. Se, para cada j € N, v; = —” ﬁ € H'(Q), entao

Uj||2,0

Josll? = T = B = S L, V€N,

lui13,6
Logo (v;) é uma sequéncia limitada em (H'(2),] - ||). Como as normas || - ||. e || - ||z s&o
equivalentes em H'((2), a sequéncia (v;) também ¢ limitada em (H'(Q2), |- ||z). Ainda, visto
que (HY(Q), | - lz1) é um espago reflexivo, existem subsequéncia (v;,) de (v;) e 0 € H' (),
tais que v;, — v em (H'(Q), ] - [[z1). Dai, pelo Teorema A.1, v;, — © em (L*(09), || - |2.0)-
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Deste modo, a sequéncia (v;,) é uma sequéncia de Cauchy em L?*(dQ2). Entretanto, ao

considerarmos ji e 7; grandes, com ji # j; temos

2
u; U,
V), —sz“g,a = ‘ ”u,jﬁ B Huj|l|
Ik 12,0 71 112,0 2.0
1 1 2
= ———(uj,, uj, )20 + (uj,, uj,)20 — (U, uj,)2.0
Jug 15507 Jug I35 7" lujilloo - lJujllao 7" "
Il s L,
luillze  lluill3e '

Consequentemente, [|v;, — v;[|3 5 = 2. Mas isto é um absurdo, pois a sequéncia (v;,) ¢ de
Cauchy em L?*(09). Portanto, devemos ter jEI—Poo ftj = +00;

(d) Suponhamos que a dimensdo do autoespago associado a algum autovalor uy seja infinita.
Deste modo, podemos considerar uma sequéncia (y;) de autofungoes c-ortonormais em H*(Q)

associadas ao autovalor de Steklov py. Logo, para r,s € N, com r # s, temos (Y., ys)2.9 =

ik (Yrs Yste = 0 e pellyellzs = llu-ll? = 1. Se definirmos, para j € N, v; = ” yﬁ , entao
' Yjll2,0
|v;]12 = pr < +o00. Por conseguinte, (v;) é uma sequéncia limitada em (H'(Q), ||-||.). Como as

normas ||-||. e |||z sdo equivalentes em H'(f2), a sequéncia (v;) é limitada em (H*(2), ||| ).
Com os mesmos argumentos do item (c) e pela reflexibilidade de (H*(2),]-||z1), a sequéncia
(v;) possui subsequéncia (v;,) tais que v;, — 0 em (H'(Q2),] - ||z1), onde v € H*(Q). Pelo
Teorema A.1, v, — 0 em (L*(09),] - ||2,0). Assim, (vj,) é uma sequéncia de Cauchy em

L?*(09). No entanto, para ji e j; grandes, com ji # j;, obtemos

2

. ||yij%,8 Hyjl

2o Ay B Nl

Y Y
lyicllzo llysll2e

2
W=1+1=2
2,0

ijk - sz”%,a = ‘

Mas isto é um absurdo, pois a sequéncia (v;,) é de Cauchy em L?(912). Consequentemente,

a dimensao do autoespaco associado a cada autovalor de Steklov deve ser finita.
|

1.6 DECOMPOSICAO H'(Q).

Nesta segao, vamos descrever uma decomposigao c-ortogonal para H'(Q).

Definigao 1.2 Um funcional u € H'(Q) é solugao fraca de

Lu=c(z)u—Au=0 em Q, (1.12)
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quando (u, ). = /[Vu -V + c(z)upldz = 0, para todo ¢ € CL(Q), isto é, u € H'(Q) é
0
uma solugao fraca de (1.12) se, e somente se, u é c-ortogonal a C} ().

Lema 1.2 Um funcional u em H'(f2) é uma solugao fraca de (1.12) se, e somente se, u € W,
onde W = H}(Q)* = {u e HY(Q); (u,v). =0, ¥V v e H}(Q)}.

Demonstragao. (=) Sejam u € H*(2) uma solugao fraca de (1.12) e v € H(2). Como
CH(Q) é denso em H} () na norma || - ||z, existe uma sequéncia (¢,) C CL(Q), tal que
pr, — vem (H'(Q), [ |[m).
Deste modo, em virtude das normas ||-|| 71 e ||| serem equivalentes, @, — vem (H*(2),-]|.)-
Ainda, como o produto interno (-, -). é continuo, (u, px). — (u,v). em (R, |-]). Mas, como
u é solugao fraca de (1.12), (u, ¢x). = 0, para todo k € N. Consequentemente, (u,v), =0 o
que implica em u € W, j& que v € H(2) é arbitrério.
(<) Seja u € W. Entao u € H'(Q) e (u,v), = 0, para todo v em H}(2). Como C}(Q2) C
Hi(Q) segue, em particular, que (u, ). = 0, para todo ¢ € CL(2). E isto mostra que u é
solugao fraca de (1.12).

|

Proposigao 1.4 Seja u € H'(Q). Entao B(u) = 0 se, e somente se, u € HJ ().

Demonstracao. (=) Suponhamos que B(u) = 0. Entao ||ul|29 = 0 e assim u = 0 q.t.p. em
L?*(09), ou seja, I'u = 0. Logo pelo, Teorema A.11, para s = 1,p = 2,1 = 0 concluimos que
u € HY(Q).
(<) Suponhamos que u € HJ(€2). Seguindo o mesmo raciocinio do Lema 1.2 conseguimos
uma sequéncia (¢r) C CH(Q) tal que ¢ — u em (H'(Q), ] - ||.). Pela continuidade de B e
por B(py) = 0, pois C1(Q) C HY(Q), segue que B(u) = 0.

[

Proposicao 1.5 O espaco (H}(9),] - ||.) admite a seguinte decomposigao

HY(Q) = Hy () @, W. (1.13)

Demonstragao. Como H!'(Q) é um espago de Hilbert, para verificarmos a decomposi¢io
(1.5), mostraremos que Hj(Q2) é fechado em H'() com a norma || - ||. e utilizaremos o
Teorema A.12 para concluirmos a validade de (1.13).

Consideremos (uy,) C HY(Q) e uw € H'(Q), tais que uy — u em (H'(Q), || - ||.). Como

as normas || -||. e || - ||z sdo equivalentes, u, — wem (H'(Q), ||| z1). Por outro lado, H} ()
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é um subespago fechado de H'(€2), com a norma || - || ;1. Logo, u € H}(Q). Portanto, H} ()

é fechado em H'(f2), com a norma | - || e vale o resultado.

Seja Aut(uy) o autoespago associado ao autovalor de Steklov py. Pelo Teorema 1.6,

item (d), dimAut(ux) < +oo. Consideremos M, = {v¥ v5 ..., vF } uma base c-ortonormal

U

de Aut(ug).

Proposigao 1.6 O conjunto S = {v] vb 3 v2 oF P } é c-ortonormal
p g . J — 17...,m1, 1+ mo? "t 1,...7mk7...

em (H'(Q), [ - o).

Demonstragao. Se u € M; e v € My, com | # k, entdo, por M, = {vf, v§, ...,vﬁlk} ser um
subconjunto c-ortogonal de autofungoes associados ao autovalor de Steklov p, e pelo Teorema

1.6-(c), (u,v), = px(u,v)29 = 0. Consequentemente,

S:{v%,...,v,lnl,vf,...,viZ,...,vlf,...,vilk,...}
é um conjunto c-ortogonal em (H(Q),|l - ||). Ainda, como ||vi|. = 1, para quaisquer

1<s<myeteN,S écortonormal em (H'(Q),] -].)-
|

Proposicao 1.7 Se para cada k € N, denotarmos

Jj+1

vy, se 1 <k<m,
Wp =
Vo, S€ M; < k< mj;+mji,

entdo O = (wy) satisfaz as seguintes propriedades:
(a) O é uma sequéncia c-ortonormal;

(b) wp € HY{Q)L, VEEN;

Demonstragao. (a) Temos que wy, € S, paratodo k € Ne S é um subconjunto c-ortonormal.
Entao, O é uma sequéncia c-ortonormal.

(b) Pelo Lema 1.2, basta mostrar que wy é solugao fraca de (1.12), ou seja, (wg, p). = 0,
para todo ¢ € C1(Q). Digamos que wy seja solugio associada ao autovalor de Steklov ;.
Assim, (wy, ) = w{wg, p)2a, para todo p € CHQ). Mas, (wy, p)2s = 0, pois ¢ € CL(Q).

Por conseguinte, (wg, ¢). = 0, o que significa que wy € H}(Q)*.
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(c) Caso o item (c) nao ocorra, existe & € Hg(Q2)*\{0}, tal que & L wy em (H'(), | - ),
a
Izl
Logo, v € K, para todo J € N. Agora, pela definicao de B, B(0) > 0. Se B(0) = 0, entao,
pela Proposicao 1.5, © € H}(Q). Como © € HL(Q)L, o =0em (HY(Q),] - ||.). Mas isto é um

absurdo, uma vez que ||7||. = 1. Portanto, B(0) > 0.

para todo k € N. Ao considerarmos v = |9llc = 1 e (0,wy). = 0, para todo k € N.

Finalmente pelo Teorema 1.6-(c), u; — oo quando J — +oo. Por isto e por
[y = ﬁjl, segue que B; — 0, quando J — +o0o. Deste modo, existe J € N tal que

B(0) > 41, mas isto é um absurdo, uma vez que ;41 = sup B(u) e ¥ € K;. Portanto,
ueKy

vale o item (c).

Observacao 1.3 Pela Proposicio 1.7, podemos concluir que O é uma sequéncia c-ortonormal

total em H}(Q)*.

Com efeito, pelos itens (a) e (b) da Proposigao 1.7, temos que O é uma sequéncia
c-ortonormal em HJ(2)*.

Ainda, H}(2)* é um subespago de Hilbert de H(2). Mas, wy C H}(Q)*+, para todo
k € N. Por isto e pelo item (c) da Proposi¢ao 1.7, nao existe u € H(Q)*\{0} que seja

ortogonal a todo o elemento de O. Dai, pelo Teorema A.13, segue que O é total em H} ().

Observagao 1.4 De acordo com a observacao anterior a sequéncia O define uma base de

Hilbert para o espago Hg(Q)* em (H*(Q),| - ||lc). Com isto, cada u € H}(2)* é escrito de
+00 +oo

maneira tinica (a menos de ordem) como u = Z(u, wy)ewy e |Jul]? = Z | (u, w)e|?
k=1

Agora, pela continuidade e linearidade do operador traco I' : H*(Q2) — L?(99) e pelo

fato de wy ser autofuncao associada ao autovalor o;, onde o; = pu, se 0(k —1) < j < 0(k),

k +o0
com (k) = Zml, temos I'(u) = Z(u, wg)(wy) e
=1 k=1
+oo
T30 =Y [(u, we)el*oy (wy, wy). Z% U, Wk)e
k=1
Proposicao 1.8 Se, cada j € N,
UMk s }N/;: U Mk (§ XJ:}N/J@CH&(Q),

k=0(j
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entdo H'(Q) =V, @, X;.

Demonstragao. Seja u € H*(Q), como H'(Q) = H}(Q) ®. H} ()1, existem tnicos ug €
HY(Q) e @ € HYQ)T, tais que u = ug + . Mas, @ € H}(Q)" = [O]. Logo, existe uma
sequéncia (¢;) C R, tal que

U = Ccrwy + ... + Co(j)We(j) + nl—lffoo Sh,

onde
n

S, = Z Crwy € Cx = (T, wg)e.

k=60(j)+1
Assim, u = cyw; +cowa+...+Cojy Weyj) + hm Sp+ug. Com isto, v = cyw; +...+cowea(j) € VJ,

y= lim S, GYJ,x—y-I—UOEX evEVJ,ouseJa U—v+x€V+X Finalmente,

dadon;JrEOOV] NX;,,z€ViexcX;. Mas x € X; = Y; @, H}(Q) significa que z = ; +
o
onde x; € )7] e v5 € H}(Q) sdo tinicos. Por outro lado, = € ‘7j, significa que x = z(]%ckwk.
Agora pela Observacao 1.4, 1, € HE(Q)4, e como xy € HE(Q), segue que x5 = 0. Ck;rln isto,
x = chwk = f cpwy. Mas O é uma base de Hilbert de H} ()%, Logo ¢, = 0 para
k=0(5)+1

todokeN, isto 6, z = 0. B assim, H'(Q) =V, ®. X. -

Observacao 1.5 Pela definicao de ‘7]-, d’imvj = my + ... + m;. Assim, se u € V; entao
0(5)

u = Z(u, wg)wg. Com o auxilio da Observagao 1.4 e o item (a) do Teorema 1.6, obtemos
k=1

[ull3 5 > g |ull2, para todo u € V;. Com efeito,

lullz6 = [IT(u ||23—Z% wwe)el® > g5 Z|uwk = pt; " Jullc.
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Observacgao 1.6 Se u € Y; C W, entao uw = lim [ Z ckwk}. Com isto,

n—-+o0o
=0(j)+1
—+00
—|2
e = > ckafwew)as
1,k=0(5)+1
—+00
-1
= g CrCi Oy, <wkawl>c
1,k=0(5)+1
+oo n
— 2 _—1 _ 71: —1 2
= E CkOk —nl_l)rfoo{ E . o) Ck:|7
k=0(j)+1 k=6(j)+1
“+oo
—112
HuHc = Z Ckcl<wk7wl>c
1,k=0(5)+1
+oo n
2 : 2
= c; = lim E cl.
Z k n—+00 |: k:|
k=6(j)+1 k=6(j)+1

Por isto e pelo Teorema 1.6,

n n
ol = tim | >° o] <uh tim | ] =t
k=0(j)+1 k=0(j)+1



Capitulo 2

O AUTOPROBLEMA DE
NEUMANN

Problemas de operadores elipticos de segunda ordem foram estudados por vérios au-
tores. Neste capitulo baseados nas referéncias [8] e [26] mostraremos alguns resultados rela-
cionados a teoria de autovalores de Neumann.

O problema abaixo

—Au+ c(x)u = Au, sex €,

2.1
@:0, se x € 012, (1)
ov

onde Q C R™,n > 2 satisfaz (A) e c(z) satifaz (C}), é denominado autoproblema de Neu-

mann. Vejamos a seguir algumas definicoes essenciais.

Definigao 2.1 Uma solugao fraca para o autoproblema de Neumann é um par (u,\) em
HY(2)\{0} x R que satisfaz

/[Vu - Vo + c(z)uv]de = )\/ uvdr =0, V ve H (). (2.2)
Q Q
Neste caso, u é dita uma autofuncao de Neumann associada ao autovalor de Neumann,
A, para o autoproblema (2.1).
Nosso intuito neste capitulo é determinar uma sequéncia de autovalores de Neumann
para (2.1). Para tal utilizaremos ideias similares as de McOwen [26] e De Godoi et al [11].
Para chegarmos a esses resultados, vamos primeiramente fornecer alguns fatos preli-

minares.
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2.1 RESULTADOS PRELIMINARES

Proposigao 2.1 Para cada v € H(Q) fixado, o funcional G, : H(Q) — R, dado por
Gu(v) = (u,v), para v € H'(Q), é um elemento de C'(H'(Q),R), tendo como derivada de
Fréchet em v € H'(Q), G, (v) - w = (w, u), para todo w € H'().

Demonstragao. Inicialmente, observamos que o mergulho H'(Q2) < L?(Q) é continuo.

Consequentemente, existe constante by > 0, tal que
w2 < bollw|lgr, ¥V w € HY(Q).

Disto, segue que |Gy (0)] = |{w, 0)a] < [ullallvlle < Bllullm o], ou seja, G, é um funcional
limitado. Podemos verificar que G,, também é linear. Deste modo, G, € C*(H'(Q),R) e

G, (v) - w = Gy(w) = (w,u). Em particular, G,, € C*(H*(Q),R) e G, (v)w = (w, u)s.
|

Proposigao 2.2 O funcional G : H'(Q) — R definido por G(u) = ||ul|3 — 1, é um elemento
de C*(H'(Q),R), tendo como derivada de Fréchet em u € H'(Q), G’ (u) - v = 2(u, v),, para
todo v € H'(Q).

Demonstracio. Primeiramente, vamos reescrever o funcional G como G = P + @, sendo
P(u) = ||[u]|? e Q(u) = —1, para todo v € H'(Q). Como Q é constante, Q € C®°(H'(Q),R)
e Q' (u) = 0, para qualquer u € H'(Q). Desta forma, para concluirmos a demonstracio da
Proposicio, devemos mostrar que P € C'(H'(Q),R) e deve ter a derivada de Fréchet em
u e HY(Q) dada por P'(u) - v = 2(u,v),, para todo v € H'(Q). Pela Proposicao 2.2 temos
que N, = 2G, para v € H'(Q) fixado, ¢ um funcional linear e limitado.

€ €
Agora, dado € > 0, existe § = o tal que se 0 < ||v][g < = entao
0 0

1 1

|v|| a1 |P(u+v) — P(u) = Ny(v)| = ol llw + |2 = w2 = 2(u, v)s]
1
= ol
< bl ] < e bl <
—r—bo[(V, v — . byllw c
= loll S ol

Portanto P ¢ diferencidvel.
Finalmente, se (u;) é sequéncia em H'(Q) e u € H'(2), forem tais que v, — u em

(HY(Q), ]| - 1), entdio
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/

1B (ue) = P ()l = sup{|[P(we) — P'(w)] - vl;v € HYQ) e ollm = 1}
sup{| Ny (v) = Nu(v);v € HY(Q) e ollu = 1}
sup{[2(uy — u,v)aliv € H'(9) e Jollin = 1)
2sup{ e — ullallollsiv € HYQ) e Jollm = 1}

IA

IA

202 ||lug — ul| g1 — 0 em (R, |-]),

uma vez que |[uy — ullgr — 0 em (H(Q), || - ||1)-
Portanto, P’ é um operador continuo o que finda a prova da Proposicao em questao.
|

2.2 CONSTRUCAO DO PRIMEIRO AUTOVALOR
DE NEUMANN

Objetivamos, nesta secao, construir o primeiro autovalor de Neumann. Para isto,
consideramos, L = {u € H'(Q); ||ul|3 = 1}. No que segue, provaremos que existe u; € L, tal
que A\ = D.(uy) = inf D.(u) é o primeiro autovalor positivo de Neumann, com autofuncao

ucl

associada uq.

Teorema 2.1 Existe um par (uj, A;) em [H'(Q)\{0}] x R, o qual é solugdo fraca do auto-
problema (2.1).

Demonstragao. Sejay, = 11}61{ D. Pela defini¢ao de infimo, existe uma sequéncia (ug) em L,
tal que D.(ug) — 71 em (R;|-|) e D.(ux) < v1+1. Como |[ugl|? = De(ur), |Jurl|* < y1+1, ou
seja, a sequéncia (uy) é limitada em (H'(Q), ||-]|.). Pela equivaléncia das normas ||-||. e |||z,
a sequéncia (uy,) ¢ também limitada em (H'(Q),]| - [|z1). Agora, visto que (H'(Q), || - ||z1)
¢ um espaco reflexivo, do Teorema A.9, garantimos a existéncia de uma subsequéncia (uy,)
de (uy) e de w € H' (), tais que up, — @ em H'(Q). Pelo Teorema A.7, uj, — U em L*(Q).
Deste modo, pela continuidade da norma || - [|2, |lug, |2 — [|@]|2. Dai, por uy, € L, ||a]ls = 1
e portanto u € L.

Afirmamos, que D.(u) = ;. Para verificarmos isto, basta mostrarmos que D.(u) < 71,
ja que por w € L resulta em D, (u) > 7.

Na demonstracao do Teorema 1.1, vimos que toda sequéncia (uy,), onde uy;, — U em
(H' (), || - [|e) satisfaz liminf [|u, ||c > ||u]|.. Com isto segue que

D(@)'/? = |[all. < liminf [Juy, [l = lim Juy, [l = 71",
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Logo, D.(u) = 7. Diante disso, podemos ver u como um extremo de D, restrito ao conjunto
G~'(G(u)). Desta forma, devido a G e D. € C'(H'(Q2); R), podemos aplicar o Teorema A.22,

isto ¢ uma das duas condigoes abaixo deve ocorrer:
(1) G'(@) -v = 0, para todo v € H'(Q);
(2) Existe v € R, tal que D, (@) - v = yvG' (@) - v, para todo v € H'(Q).

A condicdo (1) ndo ocorre, pois G (@) -1 = 2(u, u). = 2||u||? = 2 # 0. Deste modo, a condicio

(2) vale, ou seja,

/[Vﬂ - Vv + c(x)uv]dr = ’y/ uvdz. (2.3)
Q Q
Tomando @ = v em (2.3), obtemos D, (@) - 7 = vG' (7) - .
Logo, v1 = ||ul|?> = D.(w) = v(u,u)s = 7|[u||? = ~. Por isto, pela validade de (2.3) e por
|@]|2 = 1, segue que o par (u, ) é uma solucao fraca para o autoproblema (2.1). Consequen-
temente, ao denotarmos A\; = v e u; = u, A\; é autovalor de Neumann para o autoproblema

(2.1), tendo como autofungao associada u;.
|

Teorema 2.2 O autovalor de Neumann \; satisfaz:

(N1) Ay > 0;

(N2) A; é o menor autovalor positivo de Neumann para o autoproblema (2.1);
(N3) [Jul|> > Ai||ul3, para todo u € H* ().

Demonstracao. (N1) Pelo Teorema anterior, temos que A\; = D.(u;) > 0. Caso A\; = 0,

|lui||* = 0. Consequentemente, u; = 0 q.t.p. em H'(Q). No entanto, u; € L, ou seja,

|ur]|2 = 1, o que é um absurdo. Logo A\; > 0.

(N2) Suponhamos que (N2) ndo ocorra. Assim, existem @ € H'(Q)\{0} e A € R, com
u

[l

0 < A < Ay, tais que (G,v)e = M@, v)9, para todo v € H'(Q). Ao tomarmos o =

=g}

~ 2 ~

teremos D.(0) = H?ng = A. Por outro lado, G(ﬁ) = 0. Consequentemente, v € L
ufa Ull2

Por termos A\ = in{ D.(u), \y < D. ﬁ = 5\, o que contradiz nossa suposicao inicial.

Portanto vale (N2).

(N3) Se u = 0 vale a igualdade. Caso u # 0, consideramos v =

u

[l

€ L. Assim, D.(v) >

I~g1
o N

A1 = inf D.(u). Como D, (v) = |

f TR segue que |[ul|> > Ai||ul|3, para todo u € H'(Q).
ue

I~g}
(N1 )
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2.3 SEQUENCIA DE AUTOVALORES DE
NEUMANN

De maneira muito semelhante a construcao da sequéncia de autovalores de Steklov,
construiremos a sequéncia de autovalores de Neumann. Os resultados da secao anterior
garantem a existéncia de um primeiro autovalor de Neumann \;, associado a autofuncao u;.

Por um processo de inducao finita, obteremos tal sequéncia.

Proposigao 2.3 Se os pares (u, \), (w, 3) em H'(Q) x R forem solugoes fraca para o auto-
problema (2.1), com A\ # 3, entdo (u,w)y = 0.

Demonstragao. Como (u, A) e (w, B) sao solugoes fraca para o autoproblema (2.1), entao

(u,w)e = Mu,w)s e (w,u). = B{w, u)s.

Logo, (6 — A\){w,u)s = 0. Visto que 5 # A, (w,u)s = 0.
[ |

Teorema 2.3 Existe uma sequéncia de pares ((ug, \y)) em (H'(2)\{0}) x R, os quais sdo

solugoes fraca para o autoproblema (2.1) e satisfazem

(1) My = inf D.(u), sendo, para k € N |

u€llg_1

Lo=L e Ly={uel;{u,u;)2=0,i=1,2,..., k};

(3) (ug,u;)o = 0p, para k,l € N.

Demonstragao. A demonstragao deste resultado serd por inducao sobre k. A validade do
Teorema para o caso k = 1 é dada pelo Teorema 2.1. Suponhamos que o Teorema seja valido
para s com 1 < s < k e verifiquemos a validade do mesmo para k + 1.

Afirmagao 1. Existe u € Ly tal que Y411 = D.(u) = uiélni D.(u).

Com efeito, pela definigdo de infimo, existe sequéncia (us) em Ly tal que
De(us) = yer1 em (R, |- |) e Do(us) < yry1 + 1. (2.4)

Como [Jusl]? = De(us) < Y1 + 1, a (uy) é sequéncia limitada em (H'(Q), || - ||.). Devido as

normas || - || e || - ||z serem equivalentes, a sequéncia (u,) é limitada em (H'(Q), | - |[z1).
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Por (H'(Q), || - || 1) ser um espaco reflexivo, existem subsequeéncia (us;) de (u,) e U € H'(Q),
tais que u,, — @ em (H'(Q), | - [|g). Pelo Teorema A.7, assim uy, — @ em (L*(Q), ]| - [|2)-
Agora, pela continuidade da norma || - ||z, [lugll2 — [[ullz e, por us, € Ly, |lugll2 = 1.

Consequentemente, |||l = 1, isto é, u € L.

Ainda, (-, )9 : L*(Q) x L*(©) — R é um funcional continuo munindo L?(Q) x L?*(2),
com anorma [|-||z+||-||2. Diante disto, temos que (us,, u;)2 — (U, u;)2, parai =1,2,... .k, .. ..
Agora, visto que u,; € Ly, (us;,u;)2 = 0 para j € N. Logo, (U, u;)2 = 0, para i = 1,2, ..., k,
ou seja, u € L.

Finalmente, mostremos que D.(u) = vyx11. Como u € Ly, yx11 < D.(u). Por outro
lado, como toda sequéncia (us,) tal que u,, — @ em (H'(Q), |- ||z ), satisfaz, lim inf ||u,, || >
|@||e, por (2.4), conclui-se Y441 > |[@]|?> = De(). Isto mostra que D.(@) = Ypi1-

Afirmacgao 2. Se w41 = U, entdo (ugs1, k1) € solugao fraca para o autoproblema (2.1).

De fato, pela hipétese de indugao os pares (us, As) € (H*(2)\{0}) X R sdo solugoes fraca para
o autoproblema (2.1) e satisfazem as condigoes (1), (2) e (3). Assim, tem sentido definirmos
para s € N com 1 < s < k os funcionais G, : H(Q2) — R, dado por G4(u) = (u, us)s, para
u € H*(Q). Pela Proposigao 2.1, demonstramos que o funcional G, = G,, € CY(H*(Q),,R),
com us € H' () fixado e sua derivada de Fréchet em v € H'(Q) é dada por G,(u)(v) =
(v,us)9, para todo v € HY(Q). De acordo com a Afirmagao 1, 4,1 ¢ um valor extremo de

D, restrito ao conjunto
k
67 (Gl 0 | (165Gl
s=1

Como D. e G; € CY(HY(Q),R) para i = 1,2,...,k , segue pelo Teorema A.22, que uma das

seguintes condicoes deve valer

(1) detA(vy,...,vpe1) = 0, para quaisquer vy, ..., v € HY(Q), onde

G (ups1) -v1 G (Upgr) - v2 oo G (Upp1) - Vps

Gy (uppr) -1 Gilupsr) -v2 oo Giugg) - e
Avr,. o, Upp) = . .

G;g(ukﬂ) v Gr(uggr) ~va o G;g(ukﬂ) *Uk+1

(2) Existem \,¥s € R, s =1,2,... k, tais que

k
D, (1) v = AG (1) - v + Y 0.G,(ups) v, ¥V v € HY(Q). (2.5)

s=1
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Como D, (u)-v = 2{u,v) para quaisquer u,v € H'(Q) e |Jus||, = 1, para s = 1,2, ..., k. Temos,
a) G (upsr) - wppr = 2(uppn, upgn)e = 2flupga |3 =21,
b) G (1) - s = 2(tpp1, us)o = 0,
c) G;(Uk+1) Uy = (Upgr, Us)2 = 0,
4) G () -ty = (s, s} = [Jus]3 = 1.

Logo detA(ugy1,ur, us,...,ux) = 2 # 0. Portanto, (2) deve ocorrer. Agora, ao tomarmos,

para cada | = 1,2,...,k, v = u; em (2.5) obtemos

/

k
D.(ugs1) - up = )\G,(usﬂ) Sy + Z ﬁSG;(ukH) .
s=1

Ainda, (u,,uj)s = 6 para s,5 € {1,2,3,....,k}. Logo, D, (ups1) - w = ¥;. Além disso, para
1 <1<k, D.(ups1)-u = D,(w) upi1. Pela hipétese de indugao, D, (u)-upi1 = NG’ (wr) -ty

Donde segue que
19l = /\lG,<ul) . uk+1 = 2/\l<ul, Uk+1>2 = O

Logo ¥, = 0, para 1 < I < k. Com isto, D, (ups1)-v = AG' (up41) v, para todo v em H'(Q),

isto é,

/[VukH -V + ¢(x)upp1v]de = )\/ upsvdr, Vv € HY(Q). (2.6)
Q Q
Portanto, o par (ugy1,A) é solucao fraca para o autoproblema (2.1).

Afirmamos que A = 7x41. Com isto ao substituirmos v = wug; em (2.6), obtemos
a2 = Al 3 Como [fugalz = 1 segue que A = [[usal[2 = Do(upss) = s Deste
modo, se Agr1 = Yer1, €ntdo Apyq é autovalor de Neumann para o autoproblema (2.1) tendo
como autofuncao, ug1.

Afirmagao 3. )\, ; > )\, para todo k € N.

De fato, como A,y = in]Lf D.(u) e Ly C Ly_; teremos
uelly

M1 = inf D.(u) > inf D.(u) = A
u€ly

u€ly_1

Utilizando a hipotese de inducao e a Afirmacao 3, concluimos que

O<)\1S§/\k§/\kz+1§
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Finalmente, para [ = k, temos (u;,w)s = ||w]|3 = 1. Caso k < [, (w,ux)s = 0, uma vez
que u; € I;. Analogamente, para o caso em que k > [. Logo, (ug,u;)s = 0x;, para k,l € N.
Assim segue a validade do Teorema em questao. -

No Teorema 2.3 construimos uma sequeéncia de autovalores de Neumann para o auto-
problema (2.1), cujas autofuncoes sao duas a duas ortogonais em L?(£2). No que segue vemos

algumas propriedades relativas a estes objetos.

Teorema 2.4 A sequéncia (uy, A;) satisfaz:

(1) klim A = +00;

—+o00

(2) A dimensao do autoespago associada a cada autovalor A é finita.

Demonstragao. Suponhamos que o item (1) nao seja vélido, ou seja, existe J € R tal que
M < J, para todo k € N. Como D.(u;) = ||ug|> = M\, segue que (uz) é uma sequéncia
limitada em (H'(2), | - ||.). Visto que as normas || - || e || - ||z sdo equivalentes, (u;) é uma
sequéncia limitada em (HY(Q), || - ||z1). Como (HY(Q),|| - |lz) é espago reflexivo, existem
subsequéncia (uy;) de (uz) e U € H'(Q), tais que uy, — @ em (H'(2),| - ||z). Por outro
lado, pelo Teorema A.7 uj, — U em (L*(Q2),]| - ||2). Deste modo, (uy,) é uma sequéncia de
Cauchy em L*(Q).

Agora, ao considerarmos k; e k; grandes e distintos, temos
ur, — i 13 = [l 13 = 2(un,, ue,) + Jug |3 =1+ 1 =2,

o que contraria o fato de (uy,) ser uma sequéncia de Cauchy. Portanto vale o item (1).
Suponhamos agora que o item (2) também nao seja valido, ou seja, a dimensao do au-
toespaco associado ao autovalor )\, seja infinita. Neste caso, vamos considerar uma sequéncia

(w;) de autofungoes c-ortogonais em H'()) associadas ao autovalor );. Consequentemente,

parar,s € N, comr # s, (w,, ws)s = A\, {w,, ws). = 0e 1 = ||w||? = \||w;||3. Desta maneira,
ao definirmos, para cada |l € N, v; = ﬁ, a sequéncia (v;) é limitada em (H'(Q), || - |l.),
Wrl|2
. w2
pois ||v||? = = = A\ < 400.
© hall3 o fef3

Com argumentos similares a prova do item (1), garantimos a existéncia de uma sub-
sequéncia (v,) de (v;), que é sequéncia de Cauchy em (L*(Q), || - [|2)-

Finalmente, para [; e [, grandes e distintos, temos

2 2 2
wy .

_l ’]H§ 1 o, c=1+1=2,

2 lesz [Jws, [[3

2 — H wlj _ wls
2 Mwglle e,

2
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o que contraria o fato de (v,) ser uma sequéncia de Cauchy. Portanto vale o item (2).
[

2.4 UMA OUTRA DECOMPOSICAO DE H(Q)

Nesta secao, de maneira muito similar ao que fizemos na Se¢ao 1.6, vamos decompor
H'(2) como soma direta de dois subespagos, os quais estao relacionados as autofungoes do
problema (2.1).

Pela validade do item (2) do Teorema 2.4 se denotarmos, Aut(\) o autoespago asso-
ciado ao autovalor g, (x = dim Aut(\;) < +o0.

Seja By = {uy,uf,...,uf } C H'(Q) N L*() uma base ortonormal em L*(€) de
Aut(My). Pelo Teorema 2.3, (u,v)y = 0, para qualquer u € By e v € B; com | # k.

Assim, N = {uq, ..., ul,uf, .., ul,, ..., uf,...,uf ..} define um conjunto ortonormal em
L*(Q).

Agora para j € N fixado, o subespago E; gerado por F; = {uj, ...,uél, ...,u{, “2]}
possui dimensao finita e igual a ¢ = (1 + (2 + ... + ;. Consequentemente, £; é um subespaco
fechado em L?*(2). Logo L*(Q) = E; & E;- onde Ej = {u € L*(Q); (u,v)2 =0, V v € E;}.
Ainda pelo Teorema A.14, H'(Q) = E; & (E;- N H'(Q)).

Se, para cada k € N, denotarmos

g+l 1<k<(

j+1+1
ufg_cjﬂ, se G <k <+ G, >1

entao O = (v;) é uma sequéncia ortonormal em Ej- (| H'(£2), pois v € N e N é um conjunto

ortonormal em L?((2).
Proposicao 2.4 O é uma sequéncia ortonormal total em E]L N H'().

Demonstragao. Anteriormente, vimos que O é uma sequéncia ortonormal em E;- (| H'(Q2).
Resta mostrarmos que O é total em Ej- (| H'(€2). Para tanto, é necessdrio verificar que se

u e Ejf N H'(Q) satisfaz @ L O em L*(Q2), entao @ = 0. Suponhamos que isto néo ocorra,

a
ou seja, existe @ € (E;-(VH'(€2))\ {0} tal que & L O em L*(Q). Se considerarmos o = Tl

U]j2
entdo ||0l|a = 1 e (0,u)y = 0 para todo u € O. Disto e da caracterizacao variacional de A,

temos que A\ < ||0]|?, para todo k € N. Mas isto é um absurdo, uma vez que klim A = +00.
——+o00

Logo, O é total em EjL N H'(Q) e segue a validade da Proposigao. -
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Observagao 2.1 A sequéncia O define uma base de Hilbert para Ej-(H'(Q) C L*(Q).
+00 +oo

Com isto, dado u € E- N H'(Q), u = Z<U,Uk>21}k e |lull3 = Z [(u, v)2]*.

k=1 k=1

Agora, para k € N e u € H'(Q), (u,v). = M\ (u,v)s, para todo v € By. Deste modo,

podemos reescrever E;- (| H'(€2) como

Ef N HY(Q) = {u € L*(Q); (u,v). =0, ¥ v € B} = (B);

c?

que ¢ um subespago fechado de (H*(2), | - ||.)-

Uk . " .
Ao denotarmos wy = ——, onde v, é dado por (2.7), a sequéncia (wy) é c-ortonormal

v |l e
em (EJ)Cl

1
c”

Proposigao 2.5 A sequéncia O, = (wy) € total em (E;)

1

Demonstragao. Para mostrarmos que O, é total em (E;)+, provaremos que se @ € (E;);

for tal que @ L O. em (H'(Q),| - |.), entdo @ = 0, uma vez que (E;)+ é um subespago

de Hilbert em (H'(2),] - ||) e vale o Teorema A.13. Suponhamos, por absurdo, que exista
a € (E;)F\{0}, tal que @ L O. em (H'(Q),]| - |lc). Desta forma, para k € N, temos

(@, wy). = 0, assim, (|@)|5 @, vi)e = 0. Logo, {||i|l5 @, vr)2 = 0. Agora, ao considerarmos
U
a2

Dai, segue que A\, < [|0]|?, para todo k € N, o que é um absurdo, pois \;, — 400,

U= , |9]|2 =1 e (0,u)s = 0 para todo u € O..

k — 400. Portanto, u = 0 e segue o resultado. -

Observacao 2.2 Em consequéncia da Proposicao 2.5, a sequéncia O, define uma base de
“+o0o

Hilbert para (E;); C H'(). Deste modo dado u € (E;)f, temos u = Z(u,wk>cwk e
k=1

+oo

ful2 =) [(u, we)|.
k=1
Se considerarmos

Ajgrsse 1 <k < (i,
Ok =
Ajti1s s G < kb < G+ Gy, 0211

€1

c)

obtemos entao, para u € (E;)

+00 +oo
lull3 =D o[ ve)el® e NullZ = o (u, ve)el
k=1 k=1
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Como 0 < A\jp1 < A, para kb > 5+ 1, A\, 1<)\JJ}1
k>7j+1.

Por conseguinte,

Donde resulta Q,;l < )\j_jl para todo

+oo
lully =D o *l(u ve).f* < %ilzgk [y vn)el* = A [lulle.
k=1

Observacao 2.3 Sejau € Ij. Visto que U By, é base para Ej, se denotarmos para 1 < k <

k=1
(el<l<j—1quando j > 2

,Uliv s5€ 1 S k: S Cla
2 =
v, se G <k <G+ G,

¢
entao existem unicos escalares ¢, € R, para 1 < k < (, tais que u = chzk. Além disso,

k=1
como {z,1 <k < (} C N, temos que (g, z1)2 =0 ¢ |[zg]]a =1 para 1 <k, I <( e k#L

Consequentemente,

¢ ¢
lull3 = ) ckarlze, 2)2 = > e
k=1

k=1

¢ ¢
ull2 =) cker(ze, 2)e = > chllzll2.
k=1

k=1

Se denotarmos, para 1 <k <(el<I<j—1

A, ose 1<k,
Pk =
Al se G <k <G+ Gy,

entao

¢ ¢ ¢
lall2 =D ctllzllz = Y cipellzels = ) i
k=1 k=1 k=1



Agora, como A\ < \j para 1 <k < j, temos pr < \j, para 1 < k < (. Deste modo

¢ ¢
lall2 = cton <A )k = Nlulls.
k=1 k=1
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(2.8)



Capitulo 3

RESULTADOS PRINCIPAIS

Neste capitulo, enunciaremos os principais resultados deste trabalho. Tais resultados
estao no artigo de Mavinga e Nkashama [25] e garantem a existéncia de solugao fraca para a
seguinte classe de equagoes diferenciais parciais de segunda ordem, com condigoes de fronteira

nao lineares,

—Au+ c(z)u = f(z,u), sex € Q,

ou (3.1)
gu_ 0
5 g(x,u), sex € 0,

onde 2 C R", com n > 2 é um dominio limitado, 9 é de classe C%! e Em =v-Véa
derivada normal unitaria exterior a 0f).
Assumiremos que c satisfaz (C7) e que valem
(Cs) f.9 € COMXR.R) ;
(C5) Existem constantes aq,as > 0, tais que |g(z,u)| < a; + az|ul®, com 0 < s < %;

/ 2
(C3) Existem constantes by, by > 0, tais que | f(z,u)| < by + bylul, com 0 <t < nT 5

Observagao 3.1 Como 99 é de Classe C%!) vale a condicao (A), da na secao 1.1, do
Capitulo 1. Deste modo, visto que a condicao (C;) vale, todos resultados do Capitulo 1 e do

Capitulo 2 continuam véalidos.

Dizemos que u € H'(Q) é solucao fraca de (3.1), se

/vu-vvd:ﬁ—l—/C(x)uvdx:/f(x,u)-vdx+/ g(z,u) - vdo,Vv € H(Q).
Q Q Q o0

Os resultados de existéncia de solucao fraca para (3.1), que estudamos, relacionam a
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nao-linaeridade de reacao, f, com o espectro de Neumann e a nao-linearidade de fronteira,
g, com o espectro de Steklov.
No que segue, enunciaremos os principais Teoremas deste trabalho que serao demons-

trados com o transcorrer do mesmo.

Teorema 3.1 Suponhamos que as condicoes (C), (Cy), (Cs) e (C3) sejam vélidas. Além

disso, sejam F'(z,u) / f(z,s)ds e G(z,u) = / g(x, s)ds, satisfazendo:
0
(C4) Existem constantes A, i € R, tais que

, 2G(x, u) , 2F (z,u)
limsup ——— < p < e limsup ———
|u| =400 U |u| =400 Uu

<A< A, (3.2)

uniformemente para z € , com A1+ A < 1. Entdo existe ao menos uma solucao fraca
u € H'(Q) para o problema (3.1).

A regiao hachurada desenhada no plano Ay, representa, geometricamente, a variacao dos

parametros A, p, conforme A\jp + pA < ppdy, g < pp e A < A

Teorema 3.2 Suponhamos que as condicdes (C1), (Cs), (Cs) e (Cy) sejam satisfeitas, e ainda,
que a seguinte condicao valha:

(C5) Existem constantes a, b, «, B € R, tais que

pj < a < liminf 9(z,v) < lim sup 9(x,u) <b < pj (3.3)
|u|—+o0 Uu |u| =400 u
e
a < liminf M < lim sup flw,u) < B, (3.4)

[u]—+o0 U |u| =400 u
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uniformemente para x € 2, com A\jpi; < Aa + pja e M\b+ prj118 < pjii ;. Entdo existe ao

menos uma solugao fraca u € H'({)) para o problema (3.1).

A regiao hachurada desenhada no plano Au, representa, geometricamente, a variagao dos

parametros A, p1, conforme as condigoes A < Aja + pjoe e \b 4 pi118 < pjpi .

Teorema 3.3 Suponhamos que as condicdes (C}), (Cy), (C3) e (Cy) sejam satisfeitas, e ainda,
que a seguinte condigao valha:

(Cs) Existem constantes a,b, a, 8 € R, tais que

a < liminf 9(x,u) < lim sup 9z, u) <b (3.5)
[ul[=+o00 U lu|=4o00 U
e
Aj < o < liminf f(z,v) < limsup f(@, ) < B < Ajt, (3.6)
|| =00 U |u|—=+o0 u

uniformemente para x € Q, com A\ju; < Aja + e \jb+ w8 < 1. Entdo existe ao

menos uma solugao fraca u € H'(§)) para o problema (3.1).

A regiao hachurada desenhada no plano Au, representa, geometricamente, a variagao dos

parametros A, i, conforme as condicoes Aju; < Aja + pioce Njpib 4 < pudjq.
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Para demonstrarmos estes trés teoremas, precisaremos de alguns resultados auxiliares

sobre a Teoria de Ponto Critico que veremos no préximo Capitulo.



Capitulo 4

DEMONSTRACAQO DOS
RESULTADOS PRINCIPAIS

4.1 DEMONSTRAQAO DO TEOREMA 3.1
Devido a condigao (Cy), temos que para todo € > 0, existe r = r(e) > 0, tal que

2G(x, u) < 2F (z,u)

2 < A+te (4.1)

uniformemente para = € Q e para todo u € R, com |u| > 7.

Como € é um conjunto limitado de R™, Q é compacto em R™. Consequentemente,
Ale) = Q x {u € R;|u| <7 =r(e)} é um conjunto compacto em R" 1.

Por isto e por F, G € C'(Q2 x R), garantimos que F e G assumem maximo e minimo
em A(e), ou seja, existem constantes M;(e) > 0 e My(e) > 0, tais que G(z,u) < M(e) e
F(z,u) < Ms(e), para todo (x,u) € A(e). Tomando M, = max{M;(¢), Ma(€)}, temos

G(z,u) <M. e F(x,u) <M, V(r,u)e Ale). (4.2)

Disto e das desigualdades (4.1) e (4.2), obtemos

(b +e)u?
2

(A + €)u?

<
Gla,u) < .

+ M. e F(z,u) < + M., (4.3)
uniformemente para x € Q e para todo v € R. Para mostrarmos que o problema (3.1)
tem ao menos uma solucao fraca, é suficiente, de acordo com o Teorema A.24, provarmos
que o funcional I é limitado inferiormente e o mesmo satisfaz a condigao (PS), ja que pela

Proposicao A.4, I € C'(H*(Q),R).
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Afirmagao 1. O funcional I é coercivo, isto é I(u) — +oo quando ||ul|. — +o0.
Inicialmente, notemos que |[u||z1 — 400, pois ||ull. = +o00 e as normas || - ||. e || - ||z s@o
equivalentes. Agora, ao utilizarmos a continuidade do operador trago de H*(2) em L*(952),
devemos ter |lul|29 — +00 ou ||ull2p < K, onde K > 0. Em ambos casos, vamos mostrar
que I(u) — +o00.

Primeiramente, suponhamos |lull29 < K onde K > 0. Dado que o funcional I é

definido por

1

I(u) = §||u||3 - /QF(x,u)dx - /39 G(z,u)do, ¥ u e H(Q),

com o auxilio das desigualdades obtidas em (4.3)

1 2 2
I(w) > -||u|\z—/ [MJrME}dx—/ [Mﬂm]da

2 0 2 20 2
1

> Ly - ()\+€)/u2dx—Me|Q|— W“)/ Wdo — M.|o9),
2 2 Q 2 20
1 1 1

= §||U||g —5 (A e)lull3 — glu+ e)llull3 o — M(1Q| +10,). (4.4)

Caso A <0, tomamos € > 0, tal que A\+e >0e 1 — /\il — = > 0. Tal € existe, pois A < A;.

£
A1

Ainda, pelo Teorema 2.2, temos

1 A € (e +€)
I(w) = (1=~ = lulld = == llullz, — Mc(1Q] +[09]5) — +oo,
AN 2

quando, ||ul|, — +o0. Logo, I(u) — +o0o0 quando |Jul|. — +oc.

A

Caso A > 0, temos que 1 — 5 > 0, pois A < A1. Deste modo, tomando € > 0, tal que

1- %1 — ﬁ > ( segue pelo Teorema 2.2, que

1 2 515 = 5 ) Il = 50+ Ollully - M1 +1091,) - +oc.
1 1
quando ||ul|. — 400. Consequentemente, I(u) — +oo quando ||ul|. — +oo.
Agora, suponhamos que |ull29 — +00. No que segue analisamos quatro casos
possiveis.
Caso 1. A<0epu<0.
Neste caso, da expressao (4.4), parae > 0tal que A+ e <0e pu+e€ <0,

1
I(w) = Sllulle = Mc(|Qf +1090,), ¥ v e HY(Q).
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Com isto, quando ||u||? — +o0 segue que I(u) — +oo.

Caso 2. A<0epu>0.

Como por hipétese, p < pq, 1 — ﬁ > 0. Assim, existe € > 0 de tal forma que 1 — ;% — i >0,
A+e<0ep+e>0. Consequentemente, pela expressao (4.4) e pelo Corolério 1.2,

1(u)

v

1 1
sllulle = 5+ @llulzo — Mc(1Q] + 109],)

1 2 1 2
|2 - — — M.(|9] + |09
5l 2M(MH)IIUIIC (121 +109,)

v

1 €
= (1 £ = S - g+ 00l) - 4o,
2 1o p1
quando ||ul|. — 400. Portanto I(u) — +oo quando ||ul|. — +o0.
Caso 3. A>0e pu<0.
Como, por hipotese, A < A{, temos 1 — /\il > (. Deste modo, existe € > 0, tal que A + € > 0,
1— /\% — 5 > 0ep+e<0. Por conseguinte, devido a expressao (4.4) e ao Teorema 2.2
Lo 1 2
I(u) 2 Flullc = 5+ e)llully = Mc(€2] +|0€,)
> (12 Sl - M0+ ol o+
a - N N U - € o oo,
- 2 A1\ ‘
quando ||ul|. — +o00. Logo I(u) — 400, quando ||u||. — +o0.
Caso4. A\ >0epu>0.
Como por hipétese A < Ay, 1 — % > 0. Ainda, por Apy + pA; < Aipug, temos 1 — % — ﬁ > 0.

Assim, se considerarmos € > 0, tal que 1 — % — ﬁ >0e {(1 — /\il — ;%) — e(% + i)] > 0,
segue pela desigualdade (4.4) e Teorema 2.2, que

M1 A 2 1 1 9
> 2 AT ol F _ ,
I(u) > 2 [(1 A ) 6()\1 + ,Ul)] ull25 — Mc(]2] +1095)

Portanto, I(u) — +oo quando ||ul|. — +o0.

Pela validade dos Casos 1, 2, 3 e 4, concluimos que I é um funcional coercivo.
Afirmagao 2. O funcional I é limitado inferiormente.
De fato, pela Afirmacao 1, I é coercivo. Assim, dado K = 1 > 0, existe R; > 0 tal que
I(u) > 1, para qualquer v € H'(Q2) com |Jul|. > R;.

Agora, se u € H(Q) e ||ull. < Ry, devido as normas || - ||. e || - || z1 serem equivalentes,

existe Ry > 0, tal que ||ul|;n < Ry, para todo v € H'(Q)). Ainda, em consequéncia do
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Teorema A.1 existe Rs > 0, tal que ||ul|29 < Rs. Além disso, |lulls < Ra, ja que ||ullz <
|lul| g1 < Ra. Por isto, por (4.4), por A < A e por u < py, segue que, para € > 0 fixado,

1 1
Iw) = =50+ RS = S + RS = M1 +1001,) = K(9), V ue H'(%).

Afirmacao 3. O funcional I satisfaz a condicao (PS).
Para provarmos a condigao (PS), seja (u;) uma sequéncia em (H'(Q), || - ||.), tal que (I(uz))
seja limitada em (R, |- |) e I'(ux) — 0 em (H'(Q)*, | - [|5).

Caso a sequéncia (uy) nao seja limitada, existe uma subsequéncia (uy;) de (uy) tal que
|ug,||e — +00, quando j — +oo. Como [ é um funcional coercivo, I(uy,) — 400, quando
j — +00. Mas, isto gera uma contradigao, uma vez que (I(uy)) é uma sequéncia limitada em
R. Logo, (ux) é uma sequéncia limitada em (H'(2),]|-||.). Pela Proposigao A.6, tal sequéncia
admite subsequéncia convergente. Portanto, o funcional I satisfaz a condigao (PS).

De acordo com as afirmagoes anteriores I € C'(H'(Q),R) é um funcional que satisfaz
a condicao (PS) que é limitado inferiormente.

Com isto, ao aplicarmos o Teorema A.24 para I, garantimos a existéncia de um ponto
critico u € HY(R), isto é, I' (u) = 0. E assim,

[/(u)(v):/QVU~VU+/Qc(x)uvda:—/Qf(x,u)vdx—/mg(az,u)vda:0, vV v e HY(Q),

0 que equivale a

/Vu-Vvd:c—ir/c(x)uvda::/f(x,u)vda—l—/ g(z,u)vdo, ¥ ve H'(Q).
Q Q Q o0

Portanto, u é uma solugao fraca para o problema (3.1) o que finaliza a demonstracao

do Teorema 3.1.
[ |

4.2 DEMONSTRACAO DO TEOREMA 3.2

A ideia desta demonstracao é verificarmos a validade das hipdteses do Teorema A.23,
pois 0 mesmo nos garante que o funcional I possui um ponto critico, o qual serd solucao fraca

para o problema (3.1).

0(5) +oo
Sejam ‘7] = [U Mk], }73 = [ U Mk} e Xj = }7; ®. H} (). Pela Proposicao 1.8,
k=1 k=0(j)+1
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Para aplicarmos o Teorema A.23, devemos garantir a existéncia de uma constante
r > 0, tal que
sup I(u) < inf I(u), (4.5)
ucedD UEX]'
onde D = {u € \~/j; |lu||c < r}. Para tal, provaremos, inicialmente, que o funcional I é coercivo

em X ; e —I é coercivo em ‘7] o que implicard na validade de (4.5) para r > 0 suficientemente

grande.

Pela condigao (Cs), existem constantes a,b, a, € R, tais que,uniformemente para

x € Q,
2 2
a < liminf M < limsup M <b (4.6)
lu|—+o0 U |u|—+o0 u
e
2F 2F
a < liminf M < limsupM < B. (4.7)
[u|—+o00 U |u]—+o0 u

Deste modo, dado € > 0, existe 7, = 71(e) > 0, tal que uniformemente para r € Q e u € R,

com |u| > ry,

(a —;)u2 < Glou) < (b +26)u2
(a0 — €)u? < FPlo.u) < (B + e)u?
2 2

Pela continuidade de F e G e pela compacidade de Q, existe ¢ > 0, tal que |F(x,u)| < ¢

e |G(z,u)| < ¢, uniformemente para z € Q e u € R, com |u(x)| < r;. Consequentemente,

@—cﬁG(m,u)ﬁW—i—c (4.8)
(&
(a _26)“2 < P <Y +2€)“2 te, ¥ QxR (4.9)
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Suponhamos, sem perda de generalidade, o < 0. Assim, para todo u € f/j,

I(u) = %Hu”z—/QF(x,u)d:v—/aQG(x,u)da

< 1Hu||z—w/gu2d:c—?/mzfda—i-é
T e

< Ll - ( 0D - o~ Oz, +

=:§Q—;; )|W - —Lul, +

onde ¢ é uma constante positiva.

HUHQB

Pela Observacao 1.5, |jull3 5 > ,uj_1||u||g, para qualquer u € Vj. Por isto, para € > 0,
tal que a — e > 0,

1 « € a
Tu) < =(1——+———+ )u§+é.
W1 g+ gt S
Mas por hipétese, 1—/%—% <0, pj > p1 >0, e Ay > 0. Logo, existe € > 0, tal que
a—e>0el—-2% — 24 &4 £ <0. Por conseguinte quando |ul. — +o0, I(u) = —oo,
122 1 1 122

ou seja, —I ¢é coercivo em f/]

No que segue, mostramos que I é coercivo em Xj. Para isto, seja u € Xj. Como
X; =Y, ®. H)(Q), existem tinicos T € Yj e u® € HY(Q), tais que u = T + u°. Com o auxilio
das desigualdades (4.6) e (4.7) e do fato de u® e T serem c-ortogonais, prova-se a existéncia

de uma constante ¢ > 0, tal que
1 1, 1 1 _
1) > 2+ Sl = 5 (8 + )l — 56+ lull3o —

Suponhamos, sem perda de generalidade, 5 > 0. Pelas desigualdades (4.8) e (4.9),

(ﬁ+e) (b+e)

lull2 — -G (4.10)

1
Iw) > ol -

onde ¢ = ¢(|Q] + |09|,). Assim, pelo Teorema 2.2, pelo fato de u® e @ serem c-ortogonais e

[ull2.0 = [[ull20,
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1 o — le] — o — —
I(w) > 5HuM+WWM—%B+OWL@—%6+QWM?—®+OWH@3—®+fNME4—f
Uy oz s jope (Be <5+e o1
> Mz + a2 - LD pepz - Nw2w+mw%—c
2_ A1
1
2

_O—%——)|W (—%—iﬂw&w+wwﬂ—a

Por isto, pela Observacao 1.6 e por b > 0,

1 1
Mz g(1- - e (1- g - - - e @
2 A M 2 At e A g

> 0. Ainda, visto que A\; > 0 e

Agora, por hipétese, \b+ Bpj41 < pj41A1. Logo, 1_)%_

141
B <A, By < Aiptjr1, uma vez que i > 0. Disto, para € > 0 suficientemente pequeno,

15} €
l1—-—— — 4.12
N A1>0 (4.12)

Por Conseguinte devido a A\ib + By < pjp1A1, podemos escolher € > 0 tal que valha

(4.12) el - L - b < _ > 0. Por u® e w serem c-ortogonais, podemos reescrever a
A1 41 A1 M]+1

desigualdade (4.11), como

1 . B € 5 b € € )} on2 o 3
=)\l u’||2 + |[z||?) —
i (15 ) (5 ) O+ 1)
. 1 ﬂ € 1 ﬂ b € € )} ) ~
B 1 GV W A1 i v TN, Ulle — €. 4.13
{2< A A1> 2( N o M e [ (4.13)

Portanto, quando ||u||? — oo, para u € X;, I(u) — 400, ou seja, I é coercivo em X;.

I{u) =

Vv
|

=

=

Notamos ainda que I é limitado inferiormente em X j» pois para todo u € X j, temos,
de (4.13)

I(u) > —¢ (4.14)
Disto e de —1I ser coercivo em ‘73‘7 existe constante r > 0, tal que

sup I(u) < inf I(u).

u€dD UEX]‘

Com efeito, por (4.14), I(u) > —¢, para todo u € X;. Logo inf I(u) > —¢. Por outro lado,
ucX;

pelo fato de —1I ser coercivo em f/j, temos que dado ry < —¢, existe r > 0 tal que, ||ul|. > r,
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para todo u € V;. Consequentemente I(u) <7y < —¢ e sup I(u) < —¢ < inf I(u).
u€dD ueX;

Resta agora mostrarmos que o funcional I satisfaz a condigao (PS). Novamente, pela

condigao (Cs), temos que para todo € > 0, existe r > 0, tal que se |u| > r, entao

<b+e YV xel (4.15)

Para verificarmos a validade da condigao (PS), precisaremos definir alguns funcionais, bem

como, obter algumas propriedades para os mesmos. Iniciamos definindo v : Q x R — R,

&u’“), se |ul >r
.CE,U - x.r T, —r x,r)—glT,—T
(2, u) olar) st )],H%, se [u] < 7.

Devido a g ser uma func¢do continua, temos que v é uma fun¢do continua para |u| > r ou
lu| < r. Além disso, v é continua para |u| = r, pois
g(@,u) _ g(z,r)

lim vy(z,u) = lim =
Ju|—rt |u|—rt (0 r

e
. . g(x7r>+g<x7 —T’) g(ZE,T)—g([E,—T) g(x,r)
1 =1 . —
fuloar- (@, u) s ( [ 212 v 2r ro
ou seja, lim y(z,u) = lim ~(z,u) = (x,r)'
|u|—r— |u]—rt r

Além disso, por (4.15),
a—e<y(z,u) <bte V(r,u) € QxR

Com efeito, para |u| > r, ndo ha nada a ser feito. Caso |u| < r, temos —r < u < r. Deste

modo,

y(z,u) = [g(:r,r) +y(z, _T)}u L g(z,r) — gz, —r)

272 2r
g(.’L‘,T‘) —l—g(:c, —T) "+ g(l‘,?") _g(xa —T‘) _ g(x’T) < b+ e.
2r2 2r r

Por outro lado,

g(x,r)] ;Lr?g(:v, —7“)] (—r) + g(z,r) —glz,—7) _ g(z,—r) > a—e.
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Assim, a — e < y(x,u) < b+ ¢, para quaisquer u € R e x € Q.

Seja agora h : Q x R — R definido por h(z,u) = g(x,u) — v(z,u)u. Notemos que
g(x,u) = h(z,u) + v(z,u)u.
Afirmacgao 1. Existe k; > 0, tal que

\h(z,u)| < ki,V (2,u) € Q x R.

Com efeito, se |u| > r, entdao h(z,u) = g(z,u) — @u = 0. Por outro lado, se | u |< r, entdo
P |gx fuerju|<ry € um funcional continuo definido num conjunto compacto. Consequentemente,
existem constantes ki, k2 € R, tais que k1 < h(z,u) < ko, para todo (z,u) € Qx{u € R; |u| <
r}, o que prova a validade da Afirmagao 1.

Consideremos também Y : Q x R — R definido por

fewse ju > 7,
T Q?,U = -r x,r)—f(x,—r
(2, u) {f(w);{z(% ))]qu Fen ) o fuf < 1.

Utilizando argumentos similares aos feitos para o funcional v temos que o funcional T é
continuo. Ainda, se [ : Q x R — R, é dado por I(x,u) = f(x,u) — Y(x,u)u, entdo, através

de um raciocinio semelhante ao feito para o funcional 7, conclui-se que
a—e<Y(r,u) < PB+e
e que existe ko > 0, tal que
(2, u)] < Ko,V (7,u) € Q xR,

Tomando K = max{ky, ko }, temos

|h(z,u)| < K e l(z,u)] < K, YV (z,u) € QxR. (4.16)

Tendo os funcionais v, h,l e T e visto algumas de suas propriedades, estamos aptos a provar
a condi¢ao (PS) para o funcional I. Para isto, seja (ux) C H* (), tal que (I(ug)) é limitada
e I'(ug) — 0 em (HY(Q)*, ] -||X). Como HY(Q) =V, ®. X;, seja uj, = vy + 1, onde vy € Vj e
z, € X;. Ainda, por X; = H} @, Y;, x), = 29 4+ Ty, onde 2% € HL(Q) e Tj, € Y.

Como I'(ug) — 0 em (H'(Q)*, | - ||¥) temos que dado € > 0, existe ng € N, tal que se
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I (ug) -
sup ) - )] < €. (4.17)

©eH(Q)\{0} o]l

Tomando ¢ = x;, — v, para k grande, I (ug) - (z) — v) < €||zx — ville. Por o e vy serem

c-ortogonais em H'(Q) e pela definicio dos funcionais h e [, obtemos da definicao de I,

I'(ug) - = /Q[V(vk +xi) - V(zg — vg) + (@) (v + ) (2 — v) — f(2, ug)zg)de
+ /Qf(x, ug)vpde — /an(x,uk)xZ + g(z, up) Tk — g(z, ug)vrdo

= /Q[|ka|2 — | Vul?)dz + /Qc(x)(xi —v?)dx — /[l(m,uk) + Y (2, up )ug|xpde

Q

+ /Q[l(:c,uk) + Y (@, ug)ug|vpde — /(m[h(x,uk + y(x, ug)ug|Trdo

+ / h(xauk)vkda‘f’/ v(z, up)upvrdo
20 20

= kaHi— Hkaz—/Ql(a:,uk)xkda:—/QT(a:,uk)(vk+:vk):vkda:+/ﬂl(x,uk)vkdx

+ /T(x,uk)(vk—l—xk)vkda:—/ h(m,uk)fkda—/ v(z, ug) (vg + zx)Trdo
Q o9 o0

[ nwmudo + [ 5w o+ o udo
o0 o0

= kaHg — Hkaz — /Q[l(a:, ug)xpdr + Y(x, uk):v% — Uz, up)vg — T(x,uk)v,z]dx

— / [h(z, up)Te — bz, up)vg — Y(2, up)vi 4+ v(z, up)Th)do
20

Agora de (4.17) I' (ug)(xp — vi) < €||zr, — vi|e, supondo

A= ||xk||g—||vk||z—/T(x,uk)xidx—k/T(x,uk)vidx—/ y(ac,uk)fida—i—/ v(z, ug)vido
Q Q o0 o0

e

B = €|z — vglle + / l(x, ug)xpdr — / [z, ug)vgde + / h(z, ug)Trdo — / h(z,u)vrdo
Q Q o0 19)

obtemos A < B. Com efeito, assumindo, sem perda de generalidade o < 0, temos para € > 0,
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a—e€ <0, por xp € Xj e pelo Teorema 2.2

A > g+ Tl — llonll? + (- e>/vzdm+ (a— e>/
Q

vido — (b+ ) / Trdo
o9
— (B+e) / zidx

Q

o0N

o — B—i_& o
> el + 7l — Jonll2 + (@ — / Wde + (a—¢) / 2o — LT
Q 90 A1
- - +o) [ w0
A1 99

B e 0 _ _
= (1 v (l=zlle + 1Z&lle) — b+ llTellz 0 — llvrlle + (@ — ) llull3

3 c ] B B (o —¢)

> (1= —— U222 + 1Z]l2) — 0+ )| Zkll3,0 + (@ — €)loxll3.5 + k|2
N M A1

— el (4.18)

Por outro lado, pela expressao (4.16), por z; € f(j, pelo Teorema A.1 e pela equi-

valéncia das normas || - || e || - || a1,
B = €|z — vl + / [z, up)xpdr — / [(x, ug)vpde +/ h(z, uy,)Trdo
Q Q B

— / h(z, ug)vido
0
e(||93k||c+||vk||c)+K{/xkdx+/vkda:+/ dea+/ vkda}
Q Q 0 0

e(kaHc—irHU;CHC)—FK{/(;I:Z—FEIC)OZ:B—F/vkdx+/ deo—l—/ dea}

Q Q o0 o0

e(llznlle + lloell) + K / (22 + Tw)dz + T ol + Folloglls + K / Tudo
Q o0

< elllzalle + llvelle) + Klllaglle + zille + llvelld (4.19)

IN

IN

onde, K, ki, ky > 0 e K > 0. Por (4.18) e (4.19) segue que

2 (v —¢)

B e 0 _ _
1— = — — Jl2Rlle + [I7ll2) — (0 + OlITxl20 — lvelle + (a — €)llogll20 + lvelle
AN A

< e(llanlle + llvnlle) + KTlITxle + llglle + [lvxll]

Usando o fato de que [[ul3, < pili|lull?, para todo u € Vj, |[ull3, > p;'[|ul|?, para todo
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ueVj,a—e>0eb+e>0, temos

64 e) 5 ( 6} b € € )_ 5 (a a € (—:) 5
l———— )=+ ({1l - ———— Tello+ | —+——1————|||vkllz
( AN Il AL e A Mg 7] A1y Ay el

< e(l[zille + llzglle) + (e + K)|Telle + Kl

Pondo Ky = max{2¢ + K, ¢, K}, obtemos

154 e) 5 ( 6} b € € >_ 5 (a a € e) 5
-2 a2+ (-2 - - S Tl (=L 1S ) w2
( MM Ikl Al Mjrr AL Hyg Il ALy ALl el

< Ko([lZelle + llz7lle + [loxlle)- (4.20)

Agora, por hipdtese, 1—/\%—“%1 >0e++-—1>0. Logo, parae > 0 suficientemente
J J

i i i e _B _B_ b e e

pequeno, satisfazendo as condigoes anteriores, tal que 1+ v > 01—+ PR v

e+ ++—-1——=5 >0, temos, ao tomarmos
A1 I A1 g

. € 16 I6] b € € « a € e}
§=minl+———-1-—+-—-— ———— ———1—-—— —— 3 >0,
{ AN A i A e A Ay

de (4.20),

o — KO o J—
22112 + loelle + 1Zelle < —=(llaglle + lloxlle + [1Zelle). (4.21)

Por isto e por uy = xy + v, = 2§ + Ty, + vg,

CKO CKO

K(] _ CK() _
ol < =2 letlon et ITull) < S50/ a2 + lowl? + 17l = 2o/ Tuall? = Sl

onde ¢ > 0. E isto implica que (uz) é uma sequéncia limitada em H'(Q). Disto e a Proposi¢ao
A.6 segue que (uy) possui uma subsequéncia convergente em H'(f2). Logo, o funcional T
satisfaz a condigao (PS).

Portanto de acordo com Teorema A.23, o funcional I possui um ponto critico u €

HY (), isto é, I'(u) = 0, ou seja,u € H'(Q) é uma solucdo fraca para o problema (3.1).
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4.3 DEMONSTRACAO DO TEOREMA 3.3

Para a prova do Teorema 3.3, utilizaremos uma ideia similar a demonstracao do
Teorema 3.2, verificando as hipoteses do Teorema A.23, o qual garante a existéncia de um

ponto critico para o funcional I, e consequentemente, uma solucao fraca para o problema
(3.1).

Inicialmente, pela Secao 2.4 do Capitulo 2, observamos que para cada j € N fixado,
L*(Q) = E;o Ef (4.22)

onde Ej; é o subespago de L*(Q) gerado por Fj = {uy, ..., ug,, ), ,uéj} e Bf ={ue
L*(Q); (u,v)2 =0, V v € E;}. Além disso, vimos que

HY(Q) = E; ® (B N H'(). (4.23)
Agora, pela condicao (C), existem constantes a, b, e 3 € R tais que para todo x € €,
2G(z, u)

a < liminf M

5 < lim sup <b
lu|—+o00 U |u| =400 u
e
2F (x,u 2F(x,u
a < liminf (2’ ) < lim sup (2’ ) < B.
[u|—+o00 U |u|—+o00 u

Disto e da continuidade de F' e G, segue que dado € > 0, existe constante ¢ > 0, tal que se

re€QeucRR, entdo

(a— e)“; <G < ; Dt +¢, (4.24)
(a—e)u;—égF(x,u)g (ﬁg—e)ﬁ—l—é. (4.25)

Suponhamos, sem perda de generalidade, a < 0. Assim para todo u € FEj, temos, pelas

desigualdades (4.24) e (4.25), pelo Corolario 1.2, por (2.8) e para € > 0 adequado, existe
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K > 0 tal que
Lo
[(U) = _HUHC - F((L’,U)d,f— G(I,U)da

2 Q B)
Lo 1 2 1 2

< SJullf —=z(a—¢€) | vidr —=(a—¢€) | udo+ K
2 2 o 2 o9
1

o ]H 2~ 55— lull + &
1(1 - et — >|| 2+ K.

= |\1l-——=-+++ u
2 fa Ag A] i1

Por hipétese, Aju1 < Aia + ppo. Logo para € > 0 suficientemente pequeno 1 — Mil —
% T, g <0. Desta forma, se ||u||. — +o0 entao I(u) — —oo, ou seja, —I é coercivo em
E;.
Por outro lado, ao assumirmos b > 0, temos, para todo u € EJL N H(), de acordo
com o Corolério 1.2, as desigualdades (4.24)e (4.25) e a Observagao 1.6, para € > 0 adequado,
existe K > 0, tal que

1 1 1
I(u) > —HuH?——(ﬁ—i—e)/qua;——(b—i-e)/ udo + K
2 2 0 2 00

1 1/0b € 1/ B €
2—u§——(—~|——>u§——( + )u§+K
gl =5 (o el = 5 (5 + 5

1 b
- -(1___i_i—L)||u||z+K. (4.26)
pro Ay M1 Ajpr

Mas, por hipédtese, )\j+1b + B < Ajpipr. Deste modo, para € > 0 suficientemente
b .
pequeno, 1 — % — % — Ag+1 > 0. Portanto, I(u) — +o0, quando ||u||. — +oo, ou seja,

I é coercivo em E; N H'(2).

Ainda vale resaltar que de (4.26), I |11 () € limitado inferiormente por K > 0.
J

Finalmente, com argumentos similares aos feitos na prova do Teorema 3.2, mostra-se
que existe uma constante R > 0, tal que
sup I(u) < inf  I(v),
u€HD veE;NHL ()
sendo D = {u € Ej; |Jul|. < R} e que o funcional I satisfaz a condicao (PS). Logo, através do

Teorema A.23, concluimos que existe u € H'(£2), que é uma solucio fraca para o problema

(3.1). .
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4.4 CONSIDERACOES FINAIS

Observagao 4.1 Se tivermos f = 0, obtemos resultados comparando a nao linearidade g
com o primeiro autovalor de Steklov (Teorema 3.1 ), bem como, com os demais autovalores
de Steklov (Teorema 3.2 ) .

Observagao 4.2 Caso ¢ = 0 temos que o primeiro autovalor de Steklov e de Neumann sao
ambos iguais a zero. Ao supormos que A e y sejam nao positivos com p+ A < 0 no Teorema
3.1, a desigualdade Ajpt 4 py A < Ajpq pode ser omitida.

Além disso, se impusermos a = § = 0 no Teorema 3.2 e que a = b = 0 no Teorema

3.3, teremos que as seguintes desigualdades
pidt < Aa+ pia e Ab+ pina B < g

Ajr < Aja+pa e Ajpib+ B < Ajpm

dadas, respectivamente, nos Teoremas 3.2 e 3.3 serao omitidas.

Observacao 4.3 Resaltamos que os Teoremas 3.1, 3.2 e 3.3 permanecerao validos se consi-

derarmos equacgoes do tipo

~ 0 ou
”221 oz, (au(a‘?)—axi) + c(z)u = f(x,u), sex € Q,
ou

5 +o(x)u = g(z,u), sex € IR,

onde o € L*(92),0(z) > 0 em 9Q e & := v+ AV ¢ a derivada co-normal exterior unitéria.
A matriz A(x) = (a;;(z)) é simétrica, com a;; € L>(€2). Além disso, existe v > 0, tal que
para todo £ € R"

(A(2)€,€) > 7€) atp. x € Q.

Isto inclui as condigoes de fronteira de Robin. Neste caso, a nao linearidade de reagao f é
comparada com o espectro da equacao linear com uma condigao de fronteira homogénea de

Robin enquanto que a nao linearidade de fronteira g é comparada com o espectro de Steklov.



CONCLUSAO

O objetivo deste trabalho foi estudar a existéncia de solugoes fraca do problema

(3.1), no qual as nao-linearidades interagem, em certo sentido, com os espectros de Steklov-
Neumann, (problemas (1.1) e (2.1)). A teoria de autovalores foi a base essencial para obtermos
os resultados de existéncia de solugoes fraca para (3.1).

Uma proxima etapa possivel, seria o estudo da multiplicidade de solugoes fraca para
o problema (3.1). Yao em um trabalho recente, [32], demonstra que, sob hipdteses similares
a do problema (3.1), existem pelo menos duas solugoes, nao triviais para o mesmo.

Outra possibilidade de estudo é estender o problema (3.1) para o p-Laplaciano, o que
é feito por De Godoi et al, em [11]. Ou ainda, para sistemas, que também é feito por De
Godoi et al, em [12] ou por Fadlallah et al, em [16].

Portanto, este trabalho serve como base para estudos recentes associados ao problema
(3.1), ou extensdes do mesmo. Com isto, me sinto apta a buscar novos resultados a esses

problemas. E isto sera feito no doutorado.
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Apeéendice A

APENDICE

No que segue serao apresentados alguns resultados e defini¢coes que foram utiliza-
dos, nos capitulos anteriores deste trabalho. A justificativa para cita-los nesta etapa é para
propiciar uma leitura mais objetiva, uma vez que durante todo texto, eles foram apenas

referenciados. Os resultados nao serao demonstrados.

A.l1 OPERADORES TRACO E ESPACO
FRACIONARIO H2(59)

Os resultados enunciados nesta segao sao encontrados em [1], [18] e [22].

Teorema A.1 Seja  C R™ um dominio limitado, com fronteira de classe C%!, n > 2 e
p € [0,+00). Entao existe um unico operador denominado operador trago de W1P(§2) sobre
L1(0Q)

[:Wh(Q) — L9(09),

continuo desde que

—1
(1)p<nel§q§uou

n—p
(2) p>neqell,+oo).

(n—1)p

E mais, casop<nel <¢g< oup>mneqe€|[l,+00), o operador I' é compacto.

Teorema A.2 Seja Q C R™ um dominio limitado, com fronteira de classe C%!, com n > 2.
Entdo a inclusio i : Hz(9Q) — L2(99) ¢ linear e continua.



71

Teorema A.3 Com as hipéteses do Teorema A2, dimHz(99) = +oc.

A.2 ALGUMAS DESIGUALDADES

Teorema A.4 Se 0 < p < 400, a > 0 e b > 0, entdo existe uma constante positiva K(p),
tal que
(a+ 0P < K(p)(aX + V).

Demonstragao. Veja [1].

Teorema A.5 (Desigualdade de Hdélder) Sejam f e g pertencentes a LP(Q2) e L(Q2)

respectivamente, onde %—i—% =1lel<p<+oo. Entdo fg € L'(Q) e / |faldz < ||fllpllgllq-
Q

Demonstragao. Veja [9)].

Teorema A.6 (Desigualdade de Holder Generalizada) Sejam fi, ..., fi fungoes, tais
que f; € LPi(Q), 1§z’§konde%zﬁ+é+~-+p¢k < 1. Entao, o produto f = fi...fr €
LP(Q) e [[flly < [ fillp ll follps--- Il frll oy

Demonstracao. Veja [9].

A.3 ANALISE FUNCIONAL

Teorema A.7 (Rellich-Kondrachov) Seja  C R" um dominio de classe C%! n > 2. Se
p € [1,400), entdo o mergulho WP(Q) — L9(2) é continuo, desde que

np
n —kp

(1) p<nel<g< ou
(2) p>n eqell,+oo).

oup>neqé€[l,+00), o mergulho W'?(Q) —

Além disso, casop<nel <qg<
n—kp
L9(€2) é compacto.

Demonstracao. Veja [22].
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Teorema A.8 Sejam (E,|| - ||) um espago de Banach reflexivo, K C E um subconjunto
limitado, fechado e convexo. Entao K ¢ fracamente compacto em FE, ou seja, K é compacto

na topologia fraca de F.

Demonstracao. Veja [9].

Teorema A.9 Se (E, || -||) é um espaco de Banach reflexivo, entao toda sequéncia limitada

possui uma subsequéncia fracamente convergente.
Demonstracao. Veja [9].

Teorema A.10 Sejam (FE, || - ||) um espago vetorial normado e (z;) uma sequéncia em F.

Se xp — x, entao (xy) é limitada e ||z|| < liminf ||z]|.
Demonstragao. Veja [9)].

Teorema A.11 Seja {2 um subconjunto aberto e limitado de R", com fronteira de classe
1

C*1. Assuma que s < k+ 1 e que s — — nao é inteiro. Ainda, sejas—-=14+0,0<6 <1
p

p
e | um inteiro nao negativo. Entao u € Wi (Q) se, e s6 se, u € W*P(Q) e
du ou
D) =T(22) =..=1(Z%) =o.
() <8n) (8nl> 0

Demonstracao. Veja [18].

Teorema A.12 Seja H um espaco de Hilbert e V' C H um subespaco fechado, entao H =
VeVt

Demonstracao. Veja [9].

Teorema A.13 Seja M um subconjunto de um espago com produto interno X. Entao se
X for completo e nao existir x € X\{0} que seja ortogonal a todo o elemento de M entao
M é total em X.

Demonstracao. Veja [9].

Teorema A.14 Sejam E um espaco vetorial sobre o corpo K, A e B subespacos vetoriais
de FE, tais que F = A @ B. Se X for um subespaco vetorial de ¥ e A for um subespaco
vetorial de X, entao X = A® (BN X).

Demonstragao. Veja [11].
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Teorema A.15 Seja 2 um dominio limitado de Lipschitz (fronteira de clase C%') em R",
n > 2. Sejam, ainda, (ux) uma sequéncia em LP(0Q2) e u € LP(0N2), tais que up — u
em (LP(09),| - |lp0). Entdo, existem (ug,) subsequéncia de (ux) e h € LP(09), tais que
ug, (z) — u(x) em (R,[-|) e |ug, (z)| < h(z), qt.p. x€ .

Demonstracao. Veja [22].

Teorema A.16 (Teorema de Riesz) Seja H um espago de Hilbert, munido com o produto
interno (-, -). Se f € H* entao existe um unico y € H, tal que f(z) = (x,y), para todo x € H.
Além disso, ||f|la = l|ylla-

Demonstracao. Veja [9].

Teorema A.17 (Teorema da Aplicagao Aberta) Sejam E, F' espagos de Banach e
T : E — F uma aplicacao linear, limitada e sobrejetiva. Entao existe r > 0, tal que

T(B(0;1)) D B(0;r), onde B(0;s) = {x € E;||z| < s}.
Demonstragao. Veja [21].

Teorema A.18 Sejam (f;) uma sequéncia em LP(§2) e f € LP(Q) tais que ||fr — fl|l, = 0.

Entao existem uma subsequéncia (fx;) de (fx) e uma fungao h € LP(Q), tais que
a) fi,(x) = f(z) qt.p. v €

b) [fi,(x)| < h(x), Vjaqtp. z €l

Demonstragao. Veja [9].

Teorema A.19 Sejam Q@ C R™ aberto e (ux) C LP(2), com 1 < p < +o0. Se (ux) é uma
sequéncia limitada em LP(Q2) e ug(z) — u(x), q.t.p. = € Q, entao klig—l ([Jurlh = [Jup —ullh) =
—+o0

Jul2

Demonstracao. Veja [9].

Teorema A.20 Seja (ug) C LP(S2) satisfazendo:
1) ug(z) = u(x), qt.p. t€Qe
i) |Jugll, = ||u|lp, quando k — +o0.

Entao |lux — ull, = 0, quando k — +o0.

Demonstracao. Veja [9].
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A.4 CALCULO VARIACIONAL

Nesta secao veremos a ideia de diferenciabilidade sobre um espago de Banach diferente

do R™. As definigdes e resultados vistos aqui sdo encontrados em [19], [20], [21], [27] e [31].

Definicao A.1 Sejam X um espago de Banach, X* seu dual, U um subconjunto aberto de
X e ¢ : U — R um funcional. Dizemos que ¢ ¢ diferenciavel a Gateaux se, para cada u € U,
existe ¢ (u) € X*, tal que

/

lim %[gp(u +t0) — () — & () - (t)] = 0, Vv e X,

t—0

Definicao A.2 Dizemos que o funcional ¢ : U — R é diferenciavel a Fréchet se, para cada
u € U, existe ¢ (u) € X*, tal que

!/

Lt v) — o) — ¢ () o] =0,

im ——-
lol|—o [[v|

Dizemos que o funcional ¢ € C'(U,R) se a derivada de Fréchet de ¢ existe para cada u € U

/ / e
e ¢ ¢ continua.

Teorema A.21 Sejam X um espaco de Banach e U um subconjunto aberto de X. Se o

funcional ¢ : U — R possui derivada de Gateaux continua em U, entao ¢ € C*(U,R).

Teorema A.22 (Multiplicadores de Lagrange) Sejam (E, || - ||) um espago vetorial de

Banach e F, Gy, Gy, ..., G}, funcionais em C*(E, | - ||). Se yo for um extremo de F restrito ao

k
conjunto F'~(F(yp)) N {ﬂ G;I(Gi(yo))] , entao uma das duas alternativas ocorre:
i=1

(1) detA(vq,va, ...,v) = 0, para quaisquer vy, v, ..., vy € E, onde

F,(Z/O)‘Ul F,(ZJO)‘W Fl(Z/O)'Uk
Gi(yo) - v1 Gi(wo)-v2 ... Gi(yo)- v
A(vy,vg, ..0) = G;(yo) ) G;(yo) “Vy ... G’Q(yo) -V
G;g(yo) U1 G;g(yo) U2 G;g(?/o) Uk
k

(2) Existem \; € R, i =1,2,.... k, tais que ' (yo) - v = Z)\iG;(yO) -v, para todo v € F.

=1



A.5 RESULTADOS DA TEORIA DE MINIMAX

Os resultados vistos aqui s@o encontrados em [19], [20], [27] e [31].

Teorema A.23 (Teorema do Ponto de Sela) Sejam W =V @& X um espago de Banach,
com V # {0} e dimV < +o00. Se I € C'(W,R) satisfaz a condi¢ao (PS) e D é uma vizinhanga

limitada de 0 em V, tal que a = supl < igl(f] = b, entao ¢ = inf sup I(h(u)) é um valor
oD u€D

critico de I, com ¢ > b, onde I' = {h € C(D,V); h(u) =u, ¥ u € dD}.

Teorema A.24 Seja E um espago de Banach real. Se I € C*(FE,R) satisfaz a condigao (PS)

e é limitado inferiormente, entao ¢ = inf I é um valor critico para I.
E

A.6 RESULTADOS AUXILIARES

Lema A.1 Suponha que g satisfaga (Cs) e que existam constantes p,q > 1 e aj,as € R,
tais que |g(z,&)| < a; + a2|§|§, para quaisquer z € Q e £ € R. Entdo o operador Nemytskii
N : LP(02) — L1(01), definido por N(u)(x) = g(x,u(x)), para u € LP(ON) e x € 0N, é

continuo.

Demonstragao. Inicialmente, verifiquemos a boa definicao do operador de Nemytskii.
Seja u € LP(0N). Assim, u é o-mensurdvel. Por isto e por ¢ € C°(Q x R, R), g(z,u)

¢ o-mensuravel. Além disso, / lg(x,u(x))|’do < 400. Com efeito, por hipétese temos
)
lg(z, u(z))| < a1 + as|u(z)|7. Logo, pelo Teorema A.4, existe az > 0, tal que
gz, u(@)|" < (a1 + aalu(w)[7)" < as(af + aflu(z)]").
Tomando K = max{aza{,a3as}, |g(z,u(x))|? < K(1 4+ |u(z)[P). Deste modo, devido a
| 0 |,< 400 e u € LP(0N),

lg(z,u(x))|?do < K1+ |u(x)P)do < / Kdo + |u(x)|Pdo < +o0.
09 09 09 09
Consequentemente g(z,u(x)) € LP(0R), isto é, N estd bem definido.
Para verificarmos a continuidade do operador N, consideremos uy e u em LP(0S),

tais que uxy — u em (LP(0Q), || - ||p,0). Desta maneira, pelo Teorema A.15, existem uma
subsequéncia (ug,;) de (ug) em LP(0Q2) e h € LP(052), tais que

ug, () — u(x) em (R,[-|) e |ug(2)] < h(x) qt.p. x € 0. (A.1)
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Como g € C°(2 x R, R), 9(x,ug,(z)) — g(z,u(x)) em (R,|-[), q.t.p. z € Q. Agora, por
hipétese e por e (A.1)

Qs
Q3

9(2, up; ()] < ay + azfug; ()| < ay 4 az(h(x))e, q.t.p. z € .

Ainda se m(z) = a; + a2|h(m)|§, m(z) € L(0Q2), pois h € LP(0N). Deste modo,
9(x, up, () = gz, u(z)) em (LYOQ), | - [|4,0)-

Para concluirmos a demonstragao, devemos mostrar que g(z, ux(z)) — g(z,u(z)) em
(L1(0Q), || |l40)- Suponhamos que isto nao ocorra, ou seja, existem € > 0 e uma subsequéncia

(ug,) de (ug), tais que
l9(, u, (2)) = g2, u(@))llg0 =€, ¥V 1 €N. (A.2)

Mas pela hipétese inicial, uy — u em (LP(O), || - ||,.0). Logo, uy, — u em (LP(OQ), || - ||5.0)-
Utilizando o Teorema A.15 e os mesmos argumentos feitos acima, existe (Uklj) C (ug,), tal

que
g(m,uklj () = g(z,u(z)) em (LY (0Q),] - |lq0), a.t-p. z € 090,

o que gera uma contradi¢do com (A.2). Dai, g(x,ui(x)) — g(x,u(z)) em (L1(0Q),] - |l4.0)
ou seja, o operador N é continuo. n
Observacao A.1 Se as condigoes (Cs) e (C3) forem validas, ao aplicarmos o Lema A.1 com

p=s+1eq= =% ooperador N : L¥(99) — L™ (89) ¢ continuo.

O préximo Lema tem demonstragao andloga a do Lema A.1, por isto a omitiremos.

Lema A.2 Suponha que f satisfaca a condigdo (Cy) e que existam constantes p,q > 1 e
bi,be € R, tais que |f(x,&)| < by + bg]f\g, para quaisquer € Q e £ € R. Entdo o operador
de Nemytskii M : LP(Q2) — L(€2) é continuo.

Observacao A.2 Se as condigbes (Cy) e (C%) forem vélidas, segue do Lema A.2 que o
operador M : L'(Q) — L (Q), é continuo.

O funcional I : H'(Q2) — R, associado ao problema (3.1) é definido por

I(u) = %/ﬂnwf + c(z)u?)dx — /QF(x,u)dx — /aQ G(x,u)do,

onde F(z,u) = /0“ f(z,8)dé e G(x,u) = /Oug(x,ﬁ)dﬁ.
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Proposigao A.1 Se valem as condicoes (C1), (Cs), (Cs) e (Cy), entdo I(u) € R, para todo
ue HY(Q).

Demonstracao. Pela validade de (A) e (C}), temos

1
gl wel < Sulflellulle < +oo.

'%/Q[\Vulz—i-c(x)uz]d:c Sk

’ 1

Agora, por (Cs), G € CHQxR,R). Assim, dados z € 9 e u € R, pelo teorema Fundamental
do Célculo, G(z, s) = / Gs(z,&)dE + G(x,0), onde Gy(z, &) = %(m,{) = g(z,&). Logo,
0

Gla,u)] < / g )lde + |G, 0).

Por isto e por (C3), ao tomarmos e; = max{ay,as} > 0. Dali,

|G(z,u)| < e /u(l + [£°)dE + |G(z,0)], com 0 < s <
0

n —

Por outro lado, por  x {0} ser compacto em R™"! e G ser continuo sobre 2 x R, existe
zo € Q tal que |G(z,0)| < |G(x0,0)] =7, V x € Q. Deste modo,

Glew)| < e / d¢ + e / (€[*dE + |G, 0)

|s+1 ~

= el\u]+els+1 +T
< ea(jul + [ul*™ +1), com 0< s < (A.3)

n p—
onde ey = max{el,%,i}. Considerando ¥(u) = |u| + [ul*™ + 1, tem-se |G(z,u)| <
s
2(n—1
eap(u), coml <s+1< M Ainda pelo Teorema A.1, existem constantes ai, as > 0,
n —

tais que ||w|j1o < a1||lw||lm < 400 e ||w|si10 < Gollw||g < +oo, para todo w € H'(Q).
Disto e da desigualdade de Holder

[ otwlao / (lul + [l + 1))do

< / ]u\da—i—/ \u!sﬂda—i-/ I1|do

= lullio + llullifis + 109l < +oo, ¥ ue H'(Q).

Por conseguinte, ao utilizarmos (A.3), concluimos que
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|G (2, u)|dx < 62/ v (u)|dz < +oo, ¥ u e H(Q).
) o0

De maneira analoga, prova-se que / | F(z,u) | dr < +00. Portanto,
Q

1
0 < |I(u)] < Sllulle + ‘ / F(z,u)dz < oo,
Q

—i—‘/ G(z,u)do
20

isto é I(u) € R, para todo u € H'(Q).

Proposigao A.2 Suponhamos vélidas as condicdes (C}), (Cy), (Cs) e (Cy). Entdo, para cada
u € H'(Q), arbitrario, porém fixado, o funcional T, : H'(Q) — R, dado por

T.(v) = /Q[Vu - Vv + c(x)uv]dr — /Q f(z, u)vdr — /aQ g(x,u)vdo, ¥ ve H(Q)

estd bem definido, é linear e continuo, ou seja, T,, € H'(Q)*.

Demonstragao. Inicialmente, vamos demonstrar que o funcional T, estd bem definido, isto
é, T,(v) € R, para todo v € H'(Q). Para tal, seja v € H'(Q2). Como (A) e (C}) sdo vélidas,

T.(v) = (u,v). —/Qf(x,u)vda: - /BQ g(x,u)vdo, ¥ ve HY(Q),

onde (u,v). < +00.

< +00 e

Para mostrarmos a boa definicao de T, basta verificarmos que / g(x,u)vdo
o0

/Qf(557u)vd£ﬂ + /Qf($,u)vd$

Ora, ‘/ g(x,u)vda‘ < 400. Com efeito, de (C3), da desigualdade de Holder e do
o9

< +00.

< 400, pois |T,(v)| < [{u,v).| + ‘/ g(z,u)vdo
o0

Teorema A.1, temos
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/g(x,u)vda < K1/ [|v] + |u|®|v]]do
00 20

_ Kl\|vy\1,a+m/ o] do
o0

s+l S 41 s+1
< Kiljv[ho + K1 / lul*" do : / " do
o9 B)

= Kiljvllio + Killul3ipllvllstr0

IN

a1 K ||v|| e + Kras ™ {ul 5 ||

IN

K ([[ollar + l[ullzn Jolla) < oo, (A4)

2(n—1)

onde K| = max{aj,as} >0, Ky = max{a, Kj,a5 ' K;} el <s+1<

Com a argumentos andlogo podemos mostrar que existe K3 > 0 tal que

< Ks(llvllm + llullilvllz) < +oo. (A.5)

‘ /Q (@, uyvdz

A linearidade do funcional T, segue, pois os funcionais P, P, e P3 : H'(Q) — R,

definidos por P;(v) = (u,v)., Py(v) = / f(z,uw)vdx e Ps(v) = / g(x,u)vdo sao lineares.

Finalmente, mostraremos que Tu% continuo. Para tanto, bagsta mostrar a continuidade
de T, em 0 € H' (). Seja (vy,) uma sequéncia em H'(Q) tal que v, — 0 em (H'(2), ] - [|.),
pela equivaléncia das normas || - || e || - |lz1, ve — 0 em (HY(Q), || - ||a)-

Utilizando (A.4) e (A.5) obtemos

+

Tu(wr)] < ||u||c||vk||c+\ / f(x, uuds / oz, wudo
Q o0

< lullellvrlle + Ks(lvellm + el lorllm) + Ka(loellm + el lloellm) = 0.

Logo, T, é continua. -

Proposicdo A.3 Suponhamos vélidas as condigdes (Cy), (Cy), (Cy), (C3) e (Cy). Entdo o
funcional I ¢ diferencidvel a Fréchet, tendo como derivada de Fréchet em u € H'(Q),I'(u) =
Ty

Demonstragao. Primeiramente, observamos se Ji, Jo, J3 : H'(2) — R sao definidas por

Ji(u) = %/Qyw?ux + /Qc(a;)u2dx,J2(u) = /QF(:U,u)dac e Js(u) = /m G(x,u)do, para

todo u € H'(), entao I = J; — Jo — J3. Com isto, se mostrarmos que Ji,Jo e J3 sao
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diferencidveis a Fréchet em H'(Q) entdao I também serd difencidvel a Fréchet em H'(),
tendo como derivada de Fréchet em v € HY(Q), I'(u) = J, (u) — Jy(u) — J5(u).

No que segue, provaremos que isto vale e que T, = J;(u) — Jy(u) — J5(u).

Afirmacgao 1. J; ¢ diferencidvel a Fréchet, com derivada de Fréchet em u € H* (),

/

Jl(u)~v:/Vu-Vvdx+/c(x)uvdx, vV v e HY(Q).
0 0

Com efeito, Ji(u) = 3D.(u), para todo u € H'(Q). Assim, pelo Teorema 1.2, D, é dife-
rencidvel a Fréchet, com derivada de Fréchet dado por D,(u) - v = 2(u, v),., para todo v €
H'(Q). Logo J; ¢ diferencidvel a Fréchet com J;(u)-v = (u, v). para quaisquer u,v € H* ().

Afirmacgao 2. J; é diferencidvel a Fréchet, com derivada de Fréchet em u € H'(Q),

Ja(u) -v = / g(x,u)vdo, V ve H(Q).
o9

De fato, para tal vamos mostrar que dado € > 0 arbitrario, existe § = d(e,u) > 0, tal que
J3(u +v) — J3(u) — / g(x,u)v
o0

direnciavel a Fréchet, com Jy(u) - v = Ydo, para todo v € H'(Q). Para isso, notamos

se v € HY(Q) e |jv]l. < ¢ entao < €||v]le, ou seja, J3 é

o0
que se ¥ = |G(z,u +v) — G(z,u) — g(z,u)v|, entao

< Ydo.
a0

J3(u+v) — J5(u) — /89 g(x,u)vdo

Ainda, se definirmos, para @, £ € R arbitrarios e u,v € H'(Q), Ry = {z € 00 : |u(x)| > },
Ry = {z € 00 : |v(z)] > €}, e Ry = {x € 0N : |u(z)] < @ e |v(z)] < &}, entdo IQ C
Ry U Ry U R3. Por isto,

/mwdagg/}%iwda. (A.6)

Agora como G € CHQ xR) e G, (z,u) = g(z,u), pelo Teorema do Valor Médio, existe
0 € (0,1) tal que G(z,& +n) — G(x,&) = g(x, & + 6n) - n, para todo &, n € R. Disto, de (A.6)
e de (Cs)

|G(z,u+v) — G(z,u)|do = lg(z,u+ 6v)| - |v|do
R1 Rl

< / [a1 + as|u + Ov|®] - |v|do.
R1
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Pelo Teorema A.4, existe constante K; > 0, tal que |u + 0v* < Ky(|Jul* + | - v|*). Como
0 € (0,1), |u+0v]® < Ki(Jul* + |v]*). Assim,

|G(z,u+v) — G(z,u)|do < /[al—i—a2f(1|u|8+a2f(1|v|s]|v|da
R1 Rl

< / lai|v| + I~(g|u|5 ol 4+ [~(g|v|5 - Jv|]do, (A7)
Ry

~ ~ n s n—2
onde Ky = agkK;y. Visto que 0 < s < , entao + < 1. Deste modo,
n—2 s+1  2n—2
) 1 S n—2 - 2n — 2
existe a > 1, tal que — + + =1. Emrazao de 1 < s+ 1 < , O
a s+ 1 2n — 2 n—2

Teorema A.1 nos garante a continuidade dos operadores traco de H'(§2) sobre L**1(9Q) e de
H'(2) sobre L%@Q). Por conseguinte, existem by, by € R, tais que ||ul|ss1.0 < biljulm e
||| o2 < bo||u|| 2. Em virtude disto, ao utilizarmos a desigualdade de Hélder generalizada

em (A.7) para p = 2::2, q= % e «, e notarmos que R; C 0f2, obtemos

n

~ 1
6o+ 0) = Gla o < lollygo | RE + Ralald (el + Dolns )|

Rq

Devido a isto, ao Teorema A.1 e & equivaléncia entre as normas ||-||. e || ||z, existe constante
K3 > 0, tal que

G, u+v) = Gz, u)|do < Ksllollc[|Ri|5" + | Rals ([[ull? + [|0]]2)]. (A-8)

R1

Por outro lado, pela continuidade do operador trago de H'(Q) em L?(92), pela equivaléncia

das normas || - ||l e || - ||z e pela definicdo de R; existe constante positiva Ki, tal que

_ 2 _ 1
”uHc Z Kl@(/ 1d0'> == K1¢|R1|§, 1sto é,
Ry

R é < HUHC « — M. (5 R 2nn—2 < ”uHc n=1 — Mo
|Rils < 7o) 1(@) e |[Rals"? < o = Ma(9).
1 1

Logo de (A.8),

: |G (2, u+v) = Glz,u)|do < Ksllv]lo[Ma() + Mi(@) ([lull? + [[0]]2)].

De maneira anéloga, podemos mostrar que existe constante K, > 0, tal que

; |9z, wpvldo < Kal|olle[M2(3) + Mi(@)([ull; + [lo]l2)]-
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Deste modo, se [~(5 = f(g + I~(4, entao
waé&WM%@+M@MMHMML

Agora, seja v € H'(Q2), com ||v]|. < §, para 0 < § < 1. Como u € H'(Q2) é arbitrdrio, porém
fixado, M1(p) = 0 e My(p) — 0, quando ¢ — +oo. Por isto, My(@)+ My (@) (||ullz+]v||5) —
0 em (R,|-]). Logo, dado € > 0, existe ¢ > 0 tal que se p > ¢, entao

€ elfvlle

/ wdo < Ksllof)e - — e = Dy e HYQ) com [u]l. <6 < 1. (A.9)
R1 3K5 3

Passemos a analise da integral de ¢ ao longo de R,. De maneira similar ao que foi

feito até entao, prova-se que existe constante d; > 0, tal que

/ do < |G(z,u+v) — G(z,u)|do+ | |g(z,u)v|do
Ry Ry Ry

<%/HWHWM+M%WQ
Ry

Por isto, pelo Teorema A.1, pela normas || -[|c € || - |z serem equivalentes, pela desigualdade
de Holder, parap:% eq=s+1epor Ry C O,

¢w3@wuwwum+wmmwmm+mewmﬂ,

Ry

onde dy > 0. Utilizando novamente o teorema A.1 e a equivaléncias das normas || - ||. e || - ||z

existe constante dy > 0 tal que

a1
wMS@O+WM+MWL/WW“M]- (A.10)
Ry

Ry

= g : __ 2n-2
Agora, se v € Ry, entao |v(z)| > 7. Assim, se m = 2=, temos

1 m—(s+1) 1
s+1 s+1
( |U|S+1d0') _ </ ‘U|s+l(|v|> dO’)
R Ro |U|

sao expoentes conjugados. Segue da desigualdade Holder e do fato que

m m
onde 7% e m—(s+1)
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lv(@)| = 7,
1 s+1 m—s+1_ 1
. . ™m m m s+1 1
" do < lv|"do : [v|"do T T m—(s1D
Ro R R ot
m=—st1 _stl—-m
= |[ollmo - llollms" -7

Como m > s+ 1, segue do Teorema A.1 e das normas || - ||. e || - || z: serem equivalentes, que

existe uma constante ds > 0, tal que

1
m—s+1

=1 e s
( ’“|s+1da) < ds7 T ol - olle T
Ro

Disto e de (A.10), concluimos que, se dy = dads,

m

=y (A.11)

s-ﬁ:i—m s s
/ Ydo < dyy =7 ([lullg + [[0]l2) - llv
Ry

Faremos agora a estimativa da integral de ¢ ao longo de Rs. Como G € C*(Q x R) e
Gy = g, dados & © > 0 existe k; = k(6,0) > 0, tal que se 2 € 9Q, |u(z)| < 0 e |v(z)] < k

entao
|G(z,u+v) — G(z,u) — g(z,u)v| < €évl. (A.12)

Assim para € > 0 arbitrario e v = ¢ > 0, garantimos a existéncia de ky = ¥ =5€@) >0
tais que se x € 99, |u(z)| < @ e |v(z)] <7, (A.12) vale. Consequentemente pelo Teorema

A.1 e pelas normas || - ||. e || - ||z serem equivalentes

Ydo < é | |v(z)|do < eK|vl.
R3 RB

Se escolhermos € > 0, tal que € - K < £, segue que

€
Ydo < Zvll.. (A.13)

R3

Ao combinarmos as desigualdades (A.9), (A.11) e (A.13), obtemos

_m_
s+1
C

26 st+1—-m s s
/ vdo < —[vlle + day = (([ullz + [lollo)llv
o0
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desde que v € H'(Q) e ||v]|. < §. Assim tomando § > 0, com 0 < § < 1, tal que

s+1—m m—(s+1) €

dy 1 (flulle + Jolle)o =7 < 3,

tem-se
2e €
| o < Sholl+ gl = el
o0

o que conclui a demonstracao do Teorema.

Proposigao A.4 Se as condicdes Oy, Cy, Cs e Cy valerem, entdo I € C'(H'(Q),R).

Demonstragao. Para mostrarmos que I € C'(H'(Q),R), basta mostrarmos que J;, Jy ¢ J3
estao em C'(H'(Q),R), uma vez que [ = J; — Jp — J3.

Inicialmente, recordamos que J; = 3D,. Logo pelo Teorema 1.2, D, € C*(H*(Q2),R).
Consequentemente J; € C'(H'(Q2),R). Desta maneira para concluirmos a demonstragao
da Proposi¢do, vamos mostrar que Jo, J3 € CY(H'(Q2),R). Mostraremos, a seguir, que
Jy € CH(HY(Q),R). A prova de que J, € C'(H'(Q),R) é andloga.

Na Afirmacao 2 da Proposicao A.3 mostramos que J; é diferenciavel a Fréchet e

sua derivada de Fréchet em v € H'(Q) é dada por Ji(u)(v) = / g(x,u)vdo, para todo

v € H'(Q). Deste modo, para mostrarmos que J; € C*(H'(Q2),R), %ﬂasta verificarmos que o
operador J} : H'(Q) — H'(Q)* ¢ continuo. Para tal, sejam u € H'(Q) e (u;) uma sequéncia
em H'(Q), tais que up, — u em (H'(Q),]| - |lc). Pela equivaléncia das normas em H'(Q),
up — u em (HY(Q),| - ||z2). Por outro lado, pelo Teorema A.1, o operador traco de H'()

sobre L!(99)), para | < %, ¢ continuo. Logo,

2(n—1)

up —u em (LHOQ), || -]l), VI, com 1 <1< 5
n_

(A.14)

2(n—1)

—~, 0 Teorema A.1 e

Agora, utilizando a desigualdade de Holder para 1 < s+ 1 <
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a equivaléncia das normas || - ||. e || - ||z, obtemos constantes Ky, Ky e K3 > 0, tais que

15(u) = Js()lls = sup |[Jy(ur) = Jy(w)(v)]

vlle<1

< swp [ Jgloan) — gla ) foldo
[vlle<1 JoQ
< ”Sﬁlp Killg(z, ue) — g(z,w)|| =2 lv][
v|[<1 s
S Kallg(x, uk) = g(,w)|| 22 o]l
v|[<1
< Ksllg(e, un) = glz,u)] s . (A.15)
Ainda, pela Observacao A.1, o operador N : L*+1(0Q) — L+ (812), definido por N(u) =
g(-,u(-)) é continuo. E, devidoa 1l < s+ 1 < % e (A.14) ser vélida, temos, quando
l=s+1quewu —uem (L(0Q),] - [|s01 »). Consequentemente,
9(, ur(®)) = g, u(@)) em (L), |- os1 ).
Finalmente ao fazermos k — 400 em (A.15), obtemos
15(ux) = T (w)l[s < Kallg(w, ur) — g, u)|| 12 5 = 0.
Portanto, Jy(uy) — Jy(u) em (H*(9Q)*, || - ||7) e assim o operador J; é continuo e J3 estd em
C(H'(Q),R), o que finda a prova da Proposicao em questao. -

Proposigdo A.5 Suponhamos vélidas as condigoes (C}), (Cy), (Cy) e (C3). Entdo os funci-
onais J; : H*(Q2) — R, para i = 2, 3, sao fracamente continuos e além disso, os operadores Jé

! ~
e J; sao compactos.

Demonstragao. Mostraremos que J3 é fracamente continuo e que J:; ¢é compacto, para Js e
Jé, a demonstracao ¢ analoga.

Afirmacgao 1. J3 é fracamente continuo.

Com efeito, sejam (uy,) uma sequéncia em H'(Q) eu € H'(Q), tais que u, — uwem (H'(99), ||-
||lc). Utilizando o Teorema A.10, existe uma constante K7 > 0 tal que |Jug||. < K;. Pelo fato
das normas || - || e || - ||g2 serem equivalentes, existe constante K > 0 tal que ||ug||m < K.
Logo, pelo Teoremo A.9, existe (uy;) C (ux) tal que uy, — u em (H'(Q), ||-, || ). Por valer
(C3), com 0 < s < -2 segue que 1 < s+1< 21 Deste modo, pelo Teorema A.1, a

n—2" n—2

imersao H'(Q) < LT (99Q) é compacta. Consequentemente,

up —u em (L¥THON), ]| - [|s41,0)-
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Agora pela Proposicao A.4, vimos que J; € C'(H'(Q2),R) e pelo Teorema do Valor
Médio, existe 6 € (0,1), tal que
Js(w) — Ja(u) = Jy(fw + (1 — O)u)(w — u).

Deste modo, se I'y(u) = Ouy + (1 — 0)u, pela desigualdade de Holder

| J3(ug) — J3(u)] < ., |9(, Oug + (1 = O)u) - (uk — u)|do
( - lg(x, Oug + (1 — 0)u)
< llg(x,Ti(u))

1

s+1 s+1 s+1
. da) (/ lug, — u|5+1d0)
00

S“ﬁ”uk — ulls+10-

£

IN

s+1

s (092), definido por

Pela validade da Observagao A.1, o operador N : Ls1(9Q) — L
N(u) = g(-,u(-)) é continuo. Desta forma, pela defini¢ao de '
Ti(u) = wem (L), | - ls410)- Logo, g(x,Tk(u)) — g(z,u) em (L7 (09),| -

s+1 45) ¢ uma sequéncia limitada em R. Portanto,
s b

s+1
s

st1 5). Consequentemente, (||g(w, Ty(u))

| Ja(ur) — Ja(u)| < llg(, Tr(u))ll st pllun — ulls110 = 0,

ou seja, Js3 é fracamente continuo.

Afirmagio 2 J; é compacto.

De fato, seja (uj,) uma sequéncia limitada em (H'(Q),| - ||lc). Como (HY(Q),| - |l.) é um

espago reflexivo, existem v € H'(Q) e (uy,) C (uy), tais que uy, — u em (H'(Q), |- ||c). Dai,
s+1

pela Afirmacao 1, g(x, u,(z)) — g(z,u(r)) em (L (09Q), | -

(R, [-1)-
Por outro lado, pela Proposicao A.4, J5 € C1(Q x R). Com isto, quando k — 400

st1 ) € J3(ug;) — J3(u) em

15(ur,) = Ts(w)|: < Ksllg(e, w, (2)) — g(z, u(x))

19 =0,

isto &, Jy(uy;) = J5(u) em (H(Q)*, ]| - ||#) e o operador J; é compacto.
|

Definigao A.3 Sejam (E, | -||) um espago de Banach e J um funcional em C*(E, R). Dize-

mos que J satisfaz a condigao Palais Smale (PS), se toda sequéncia (uy) em FE,| tal que
i) (J(ug)) ¢ limitada e

ii) J'(up) = 0 em (B, - [|"),

admite subsequéncia convergente em FE.
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Proposi¢io A.6 Suponhamos vélidas as condices (Cy), (Cy), (C3) e (Cy). Se (uz) for uma
sequéncia limitada em (H'(Q),]| - ||c), tal que I'(ug) — 0 em (H'(Q)*, || - |I¥), entdo (uz)

admite subsequéncia convergente em H'((2).

Demonstragao. Seja (u;) uma sequéncia limitada em (H'(2),] - [|.). Como este ¢é reflexivo,
temos que existem u € H' () e (uy,) subsequéncia de (uy), tais que u,, — uwem (H'(Q), ||-[|.).
Ainda na Proposicio A.4, mostramos que .J, e J?: sao funcionais compactos. Assim,

Toluny) = Jy(u) e Ty(ur,) = Jy(u) em (H' Q)% []-[12). (A.16)

Cc

Consideremos, agora, o operador T': H'(Q2) — H*(Q)*, definido por
T(u)(v) = / Vu - Vodr + / c(x)uvdr = (u,v),, V ve H(Q).
0 Q

Tal operador é linear, bijetor sobre a imagem e continuo. Com efeito, a linearidade de T
segue, pois (-, ). é um produto interno em H'(Q). Para a bijetividade de T' vamos verificar
sua injetividade e sobrejetividade. Primeiramente mostremos que 7" é injetor. Como KerT' =
{u € HY(Q); T(u)(v) = 0}, temos que se u € KerT entdao que (u,v). = 0, para todo v €
H'(Q). Em particular, quando v = v, (u, u), = 0. Logo u = 0 em H'(£2). Consequentemente,
KerT = {0} e portanto T é injetor.

Ainda, dado que (H'(Q), ]| - ||c) ¢ um espago de Hilbert, pelo Teorema A.16, T é um
operador sobrejetor.

Para finalizarmos, seja (u;) uma sequéncia em (H'(Q2),] - ||.), tal que uxy — 0 em

(H*(2), ]l - |lc)- Deste modo,

1T (ue)lle = sup [T'(ux)(v)|

[[ofle<1
= sup [{ug,v)c|
l[ofle<1
s s lwkllellvlle < flugllc = 0, quando k — +oc.
v]L1
Por conseguinte, T'(uy) — 0 em (H'(Q)*, || - ||¥) e isto mostra a continuidade do

operador T'.
Sendo T um operador linear continuo e bijetor, temos, pelo Teorema A.17, que T é
uma aplicagao aberta. Desta forma, T : (HY(Q)*, | - |I7) — (H*(2),] - ||c) é um operador

linear e continuo.
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Também, como I = J; — J, — Jye J, =T,

’

THI (w) = u— T Y (Jy(w) — T (Js(uw)). ¥ ue H(Q).
Em particular,

ug, = TN (ug,)) + T (Jylug,)) + T (Jg(u,)), ¥ j €N (A.17)

J

Finalmente, por hipétese, temos que I'(u) — 0 em (H'(Q)*, || - ||¥). Por conseguinte
]'(ukj) — 0 em (H'(Q)*] -]lc). Devido a isto, a linearidade e & continuidade de 7!,
a J, e Jy serem compactos e & validade de (A.16), obtemos T~ '(I (uy,)) — T7'(0) = 0,
T (Jy(ur,) = T (Jy(w) e T7H(Jy(ur,) = T~ (Jy(w) em (HY(Q), || - [|o).

Por isto e por (A.17), concluimos que
ug, = T (Jy(w)) + T7H(J5(w) em (HY(Q), ]l - |le),

isto ¢, a sequéncia (u;) possui uma subsequéncia (uy,) convergente em H'(Q).



