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RESUMO

ESTABILIDADE UNIFORME PARA UM MODELO EM
TERMOELASTICIDADE HIPERBOLICA

AUTOR: William Silveira de Matos
ORIENTADORA: Celene Buriol

Neste trabalho, consideramos um par de fungoes escalares u = u(x,t) e § = 0(x,t)

satisfazendo o sistema acoplado

Upt + Ugggr — Uzzt + 692375 = 0

70w — pOpw + 0 +0uyy = 0

em (0, L) x (0, +00). Complementamos este sistema com condigdes de fronteira de Dirichlet

u(0,t) = u(L,t) = uye(0,8) = uge (L, t) = 6(0,t) = O(L,t) =0

e condigoes iniciais

u(z,0) = ug(x), u(x,0) = uy (), 0(x,0) = by(x), 0:(x,0) = 01 (z).

Na primeira parte do trabalho, provaremos a existéncia de solucao global para
este modelo termoelastico. Na segunda parte, encontraremos uma taxa de decaimento
exponencial para a energia do modelo descrito acima.

Palavras-Chave: Existéncia de Solucao. Sistema Termoeslastico. Decaimento
Exponencial.



ABSTRACT

UNIFORM STABILITY FOR A MODEL IN HYPERBOLIC
THERMOELASTICITY

AUTHOR: William Silveira de Matos
ADVISOR: Celene Buriol

In this work, we consider the scalar functions u = u(x,t) and 0 = 0(z,t) satisfying
the coupled system

Ut + Uggge — Ugat + (Secct =0
Tett — pe;px + et + 5uxt =0

in (0, L) x (0, 400). We complement this system with Dirichlet boundary conditions
w(0,t) = w(L,t) = uye(0,8) = uge (L, t) = 6(0,t) = O(L,t) =0
and initial conditions
u(z,0) = ug(x), us(x,0) = us (), 0(x,0) = by(x), 0:(x,0) = 01 (z).

In the first part, we prove existence of a global solution for the thermoelastic mo-
del. In the second part, we find exponential decay rates to the model described above.

Keywords: Existence of Solution. Thermoelastic System. Exponential decay.
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Introducao

Neste trabalho consideramos um par de fungoes escalares u = u(z,t) e 0 = 0(x,t)

satisfazendo o sistema acoplado

(1)

Ut + Upger — Ugat T+ 599:15 = 0
701 — plpe +0r +0uyy = 0

em (0,L) x (0,400). Em (1), §, 7 e p sdo constantes positivas e u = u(z,t) representa
o deslocamento vertical de x € Q = (0,L) no tempo ¢t > 0. A fungao 0 = 0(z,1)
denota a temperatura (diferenca de temperatura em relacdo a uma temperatura fixa) em
z € Q= (0,L) no tempo t > 0.

As constantes positivas 7 e p que estamos considerando em (1) aparecem na for-
mulagao da equacgao hiperbdlica do calor e possuem importante conceituacao fisica con-
forme pode ser visto em [9]. A constante § > 0 é uma constante de acoplamento para o

modelo (1). Complementamos o sistema (1) com condigoes de fronteira de Dirichlet

uw(0,t) = u,(0,t) =6(0,t) =0 (2)
u(L,t) = ug(L,t)=0(L,t)=0 (3)
e condigoes iniciais,
u(z,0) = ug(x), u(z,0) = uy(x) (4)
0(z,0) = by(x), 0:(x,0) = 0y(x). (5)

O modelo (1) descreve deformagoes eldsticas de uma equagao de viga linear sobre

a presenga de efeitos térmicos modelado pela lei de Cattaneo (descreveremos a lei de



Cattaneo a seguir). Nosso principal resultado diz que a energia total E(t) associada ao

modelo (1), dada por

1 L 1 L - L o [F
E(t):—/ ufda:—i——/ uixdx+—/ Gfdx—I——/ 02 dz (6)
2 0 2 0 2 0 2 0

decai exponencialmente quando o tempo tende para +o0o. Mais precisamente, para € > 0
suficientemente pequeno obteremos que E(t) < 3E(0)exp(—vt) VYVt > 0, onde v é uma
constante positiva que depende de ¢.

Durante muitos anos deformagoes de modelos elasticos sujeitos a efeitos térmicos
formulados pela lei de Fourier causaram um certo “desconforto”e muitas discussoes, por-
que a usual equagao do calor (regida pela lei de Fourier) é de natureza parabdlica e isso
pressupoe velocidade infinita de propagacao para a temperatura 6.

Hé cerca de 60 anos atras C. Cattaneo [7] sugeriu uma formulacao alternativa
para equacao do calor. Segundo Cattaneo, a equacao do calor regida pela lei de Fourier
é substituida por uma nova equacao dissipativa, porém com carater hiperbdlico .

A seguir vamos dar uma breve descrigao da lei de Cattaneo: Considere 6 = 6(z, t)

a temperatura em x no tempo t e 7 o vetor fluxo de calor, a relacao
0, + Bdivd =0 (7)
é bem conhecida, onde 8 > 0. A Lei de Fourier da condugao do calor diz que
T +kVO=0 (8)
para alguma constante positiva k. Substituindo (8) em (7) obtemos que
0, — BkAO = 0. 9)

que é uma equacao parabodlica. A lei de Cattaneo propoe uma forma alternativa para (8):

Seja 7 > 0 suficientemente pequeno, considere em vez de (8) a relagao

a4+ ¢ +EkVO=0. (10)
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Substituindo (10) em (7) obtemos que

Tett -+ 9t - ﬁkA@ =0 (11)

que é uma equagao hiperbdlica.

Observemos que ambas as equagoes, (9) e (11), possuem carater dissipativo.

Modelos termoeldsticos similares a (1), com a lei de Fourier modelando a equagao
do calor no lugar da lei de Cattaneo, foram estudados por um grande niimero de autores.
Eles estudam existéncia, unicidade e regularidade de solugao, bem como a estabilidade dos
respectivos modelos considerando diferentes efeitos dissipativos internos ou de fronteira
( ver, por exemplo, [3], [11], [12], [15] ).

No caso de modelos termoeléasticos hiperbdlicos, podemos citar os trabalhos recen-
tes de R.Racke [19], J.Rivera e Hugo D.F.Sare [20] e C.Buriol e G.P.Menzala [6].

Observemos que em [20] os autores consideraram o modelo

pug + pAuy + 0A*u+aAf = 0 em Q x (0,+00)
b, + kdivd — alu, = 0 em Qx(0,+00) (12)
TG +koqd +kV0O = 0 em Qx(0,400)

onde © C R? ¢ um dominio limitado com fronteira regular (classe C?), p, u,d, a, ¢, k, 7, ko
sao constantes positivas.

Juntamente a (12) foram acrescidas as condigoes de fronteira
u=Au=60=0 em 0 (13)
e condigoes iniciais
u(.,0) = up; u(.,0) = ug; 0(.,0) =0g; ¢(.,0)=¢ em Q. (14)

Os autores provaram, que com condicoes adequadas aos dados iniciais, o modelo
(12)-(14) possui solugao regular.

Quanto a estabilidade, os autores provaram que o modelo (12)-(14) é exponenci-
almente estavel se, e somente se, 1 > 0. No caso © = 0 o sistema ¢é polinomialmente

estavel.
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Observemos que a segunda e terceira equagoes de (12) sdo equivalentes & segunda
equagao do nosso sistema (1), ou seja, descrevem a equacao do calor hiperbdlica modelada
pela lei de Cattaneo.

No modelo (1), consideramos um modelo “similar”a (12) unidimensional com p = 0
porém, nesse caso, para obter o decaimento exponencial, foi acrescido o termo dissipativo
— Uz & Primeira equagao.

O presente trabalho se divide em trés capitulos. No primeiro capitulo, é expomos
a teoria basica usada nos capitulos 2 e 3. No capitulo 2, utilizando a teoria classica de
semigrupos de operadores lineares, provamos a existéncia e unicidade de solucao para
o modelo (1)-(5). No capitulo 3, mostraremos que a energia total associada ao modelo
(1), definida em (6), decai exponencialmente, para isto, utilizaremos um funcional de

Lyapnunov adequado.



Capitulo 1

Preliminares

Nesta parte iremos expor alguns resultados e defini¢oes que serao usados mais adiante
no desenvolvimento do problema. No decorrer do capitulo, 2 representard um subconjunto

do R™.

1.1 Nocoes Sobre Distribuigoes

Afim de generalizar a definicao de derivada de ordens superiores, considere o =
(a1, ag, ..., ap, ) uma n-upla de nimeros inteiros nao negativos onde |a| = a3 +as+ ...+ ay,

¢ a ordem de «, entdo para x = (z1, z, ..., T,) definimos a derivada multi-indice por

olel

= a1 Qo2 N
Oz Oz ...0%m

Da

Para a = (0,0, ...,0) temos que D% = u .

Definicao 1 Sejau : 2 — R uma funcao continua. Definimos o suporte de u como sendo
o fecho do conjunto de todos os x € Q) tais que u(x) # 0. Usamos a notag¢io Supp(u)

para o suporte de u, portanto,

Supp(u) = {z € Q tal que u(x) # 0}.

Definicao 2 Considereu : Q — R tal que u € infinitamente diferencidvel. Caso o suporte
de u seja compacto dizemos que u é uma funcgdo teste. Denotamos por C§(S2) o espago

das funcoes testes cujo suporte estd contido em ().
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Com as operacoes usuais de soma de funcgoes e produto por escalar, temos que

C°(€2) é um espago vetorial sobre R.

Definicao 3 Sejam {¢n }new uma sequéncia de fungoes em C3°(Q2) e ¢ € C3°(Q) dizemos
que ¢, converge para ¢ se :
(1) Eziste um compacto K C Q tal que Supp(¢,) C K para todo n € N.

(i1) Para cada o firado D*¢, — D*¢ uniformemente sobre R™.

Definicao 4 Dizemos que D(§2) € o espago C§(S2) com a nogao de convergéncia dada

acima.

Definicao 5 O espaco dos funcionais lineares e continuos T : D(Q2) — R € chamado de
espaco das distribuicoes e denotado por D'(Q). A continuidade de T € D'(Q) € definida

por :
Se ¢, = 0emD(Q) = (T,¢,) — 0em R.

Observacao 1 Usamos a notagao <T, gz5> para indicar a acao da distribuicao T na funcdo

teste ¢.
Defini¢ao 6 Sejam T eV € D'(QQ) dizemos que T =V se <T, ¢> = <V, <zb> V¢ € D(Q).

Definicao 7 Dizemos que a sequéncia {T, }nen C D'(Q) converge para T em D'(Q) se
(To,¢) = (T,¢) V¢ € D).

Definigao 8 Seja T € D'(Q2) e a um multi-indice. A derivada distribucional de ordem o

de T € a distribuicao DT definida por

(DT, ¢) = (-1)*l{T, D*¢) .V ¢ € D(Q).

1.2 Espacos de Banach e Espacos de Hilbert

Definicao 9 Seja X um espaco vetorial. Uma semi-norma em X € uma aplica¢ao
p: X — [0, +00[ que satisfaz as sequintes propriedades:

(N1) p(Az) = Ap(x) Vo € X eV € R.

(N2) p(z +y) < p(x) +py),Vo,y € X.
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Se p satisfaz a propriedade adicional
(NO) p(x) =0= 2 =0,

p € dita uma norma em X e neste caso é comum escrever ||x|| em vez de p(x).

Dizemos entao que um espaco ¢ normado se ele for munido de uma norma.

Definicao 10 Um espaco normado X é chamado de Espaco de Banach se toda sequéncia

de Cauchy em X converge.

Definicao 11 Um espaco H € chamado de espaco de Hilbert se toda sequéncia de cauchy

for convergente em relagao a norma proveniente do produto interno.

Segue imediatamente das defini¢oes anteriores que todo espago de Hilbert é um

espaco de Banach.

1.3 Espacos L?

Definigao 12 Seja 1 < p < oo dizemos que LP(2)€ o espaco das fun¢des mensurdveis d

Lebesgue u : Q@ — R tais que |ulP € integravél em Q no sentido de Lebesque.

Caso p = oo temos que L>®(Q2) € o espago das fung¢des mensusaveis d Lebesque
u: Q — R tais que u é essencialmente limitada em €2, ou seja, existe uma constante

C > 0 tal que
lu(z)] < C g.sem Q.
A norma em LP(Q2) para 1 < p < oo é dada por

1/p
lull oy = ( [t dx) .

Ja no caso p = oo temos que a norma ¢é dada por
||| () = inf{C; |u(z)| < C q.s em Q}.

Definicao 13 Seja 1 < p < oo dizemos que q € o expoente conjugado de p se }l? + % =1.
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Lema 1 Sea,b,0 € R coma,b>0e0 <60 <1, entao
a’b' =% < Oa+ (1 —0)b.

Demonstracao: Se § = 0 ou § = 1 a demonstragao é imediata. Consideremos o caso

0 < @ < 1. Observe que podemos supor b diferente de 0. Definimos
f(z) =2 —0x—(1-0), z>0.

Entao f/(z) = 6 (27 —1) = f/(1) = 0 que implica = 1 ser ponto critico de
f. Além disso, f"(x) = 0(0 — 1)2~2 = f"(1) = 0(6 — 1) < 0. Logo, x = 1 é ponto de
maximo local da funcao f. Por outro lado f é crescente em 0 < z < 1 e decrescente para

x > 1, portanto, = 1 é maximo global de f. Entao f(A) < f(1) =0 YA > 0, ou seja,
A’ <OA+1-0.
Tomando A = ab~! vemos que
a’b’ <0 (abt)+1-06.
Multiplicando a desigualdade acima por b segue que
a’b' = <Oa+(1-0)b

o que conclui a prova.

Teorema 1 (Desigualdade de Hoélder) Considere 1 < p < 0o e q o expoente conju-
gado de p com f € LP(Q) e g € LY(Q). Entio f.g € L'(Q) e

/Q\f(x)g(fvﬂdx < 1 @)ee-[lg ()] za-

Demonstracao: Se ||f||r» = 0 ou ||g||r« = 0 ent@o teremos f = 0 g.s ou g = 0 g.8
respectivamente. Sendo assim, em qualquer um destes casos fg = 0 q.s e a desigualdade
é valida. Assim, suponhamos que nenhuma dessas normas se anulam e, além disso, que

| fllz» = |lg||Le = 1. Entao precisamos verificar que || fg||,r < 1. Para tanto, aplicamos o
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lema anterior com a = |f(z)[P,b = |g(x)|? e @ =1/p. Segue que 1 — 0 =1/q e

1 1
F@)g(@)] < S f @) + ~lg()]".
p q
Dal, temos que
1 11
/’f 7l de < /’f(”’“>|pd$+—/!9($)\qu=—+—:1
Q 7Ja P q
ou seja,

| fallrr <1

Para o caso geral, considere f/||f||z» € g/||g]|Lq, assim

i, = I
1711z e~ [1Tigllz

La
logo, pelo caso anterior temos que

<1

HIIfIILpHgIILq

Ll

Ou seja,

F gl < [ fllzellgllze

0 que prova o0 Nosso teorema.

Teorema 2 (Desigualdade de Young) Seja 1 < p < 0o e q o expoente conjugado de

p. Se a e b sao numeros reais nao negativos entao

Demonstragao: Ver [5], [10] ou [16].

Teorema 3 (Desigualdade de Minkowski) Sejam uewv € LP(Q) entdo
llu+ 0| < [|ullir@) + ||V L), onde 1 < p < oo.

Demonstragao: Faremos a demonstragao do caso 1 < p < co. O caso p = 1 é imediato.

Notemos primeiramente que
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[u(z) +v(@)] < Ju(@)] + [v(@)] < 2maz{|u(@)], [v()|}

entao,
u(z) +v(@)[” < (2maz{|u(@)], [v(x)[})" <27 (Ju(@) [ + [v()]?)
com isto, concluimos que u + v € LP(2). Por outro lado,

u(z) +o(@)" = Ju(x) + v(@)||u(@) + v(@) " < Ju@)]|u(@) + o@)P + (@) Ju(@) + o)

Tomando q como o expoente conjugado de p segue que

/’( () + v(x)"~ 1’qu_/’ ()P~ 1qu—/g\(u(a:)+v(w)|pdx<oo

portanto, (u(x) + v(z))P~' € LI. Assim, podemos usar a desigualdade de Holder e obter

/|u u(z) + vz ypldx<(/| |pdx> p(/ﬂ|u(x)+v(x)|(p1)qu>1/q.
/|v J[u(z) + vz |p1dx<</\ |de) p(/ﬂ|(u(:c)—|—v(a:)\(p1)qu>1/q.

Logo,

lu(z) + v(@)I[7e < [Ju(@)l]zell(u(z) +v(@)" " ze + (@)l (@) + o@)P .

Agora, observemos que

| (u(@) + v(@)" " |a = (/Q|U(a:) + v()| P d:v) v = (/QIU(@ +o(z)P dx)p/m

ou seja,

() + o)) ™ o = llu(a) + o)
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portanto,
[u(@) + v(@)[17, < |[u(e) + v(@)][75" (Ja@)]]e +[o@)]|s)
Podemos supor que ||u(z) 4+ v(x)||z» > 0 pois, caso contrario, o resultado é trivial. Assim,

[[u(e) + v(@)|["* < (@)l + [o()]]0)

mas,
1 1 1 —1
—+—:1=>—:1——:p—=>q:L=>—:p—1
P q q j% j% p—1
entao
D
p—==p—-(p-1=
. )

com isto, podemos concluir que
lu(z) + v(@)|[ze < |Ju(@)][rr + [[o(@)]] 2

o que finaliza a demonstragao.
Teorema 4 O espago LP(€)) com 1 < p < oo € de Banach.
Demonstragao: Ver [5], [10] ou [16].

Sejam u e v € L*(2) definimos o produto interno em L?(Q2) por

< u,v >= /Qu(a:)v(x) dz.

Considerando este produto interno, temos que L*(€) é um espaco de Hilbert com a se-

guinte norma

[l 2y = / u()? d.

Para a demonstracao deste resultado basta usar o teorema 4 com p = 2 e notar que neste

caso a norma definida em L?(Q) coincide com a norma induzida pelo produto interno.



19

Definicao 14 Seja f : Q — R. Dizemos que f € localmente integrdvel e denotamos por

felLl () se

loc

/|f(x)|dx<oo VK CQ

onde K é um conjunto compacto.

Seja f € L},.(Q), definindo o funcional T'= T} : D(2) — R por

loc

(T,6) = (T}, 6) = / f(2)é(x) dz ¥ 6 € D)

segue que Ty € D'(€2). Identificando o funcional Ty com f, dizemos entdo que f € D'(2) e

1
loc

com isto podemos concluir que L;,.(©2) C D'(§2). Temos que (ver [4]) as seguintes inclusoes

densas

D(Q) C LP(Q) C L, (Q) C D'(Q).

1.4 Espacos de Sobolev

Defini¢ao 15 Seja u € LP(Q2) com 1 < p < 0o e m € N.Quando Du € LP(Q), Y|a| <
m, define-se um novo espago denominado espaco de Sobolev, sendo que D*u € a derivada

no sentido das distribui¢oes. A notagdo usada é W™P(Q).

Simbolicamente temos que
WmP(Q) ={u € LP(Q); D € LP(Q),V |u] < m}.

Para cada u € W™P(Q)) definimos uma norma de u por:

. 1/p
|y = Z/ |IDulPdz |, 1< p< .
|a|l<m 0
llullmeo = Z sup ess|D%u(x)|, x € Q.
|a|<m

Teorema 5 O espago de Sobolev W™P(§)) € um espago de Banach.

Demonstracao: Ver [1] ou [10].
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O caso p = 2 ¢ bastante 1til nas aplicagoes e neste caso o espaco de Sobolev W™2(Q)
é representado por H™(2). O espaco de Sobolev H™(2) é um espaco de Hilbert com o

produto escalar dado por

< UV >= Z < D%, D% >p2(g)

lal<m
para todo uev € H™(Q2) e é denominado espago de Sobolev de ordem m.

Definicao 16 Definimos o espago Wy"(Q2) como sendo o fecho de D(2) em W™P(Q).

Quando p = 2 escreve-se Hy(Q) em vez de W™,

Segue diretamente da defini¢do que D(Q2) é denso em WP (Q).
Teorema 6 D(Q) € denso em H*(Q2) N HY(Q).
Demonstracao: Ver [9)].

Definicao 17 Sejam E e F espacos de Banach. Dizemos que E estd imersamente contido
em F, com imersao continua se :

()ECF (13)3 ¢ > 0 tal que ||ul|r < c||u]|p Yu € E.

A notacao usada para dizer que F estd imersamente contido em F' é E — F'.
Teorema 7 H*(Q) N HY(Q) — HL(Q).

Demonstragao: Ver [1], [9] ou [10].

Lema 2 Seja I = (a,b) e u € H(Q). FEntao u € H}(I) se e somente se u = 0 na

fronteira de I.

Demonstracao: Ver [16].

Teorema 8 (Desigualdade de Poincaré) Seja I = (a,b). Entdio se u € H}(I) temos

que
llul|r2@) < cl|w||r2@) onde ¢ = c(|I]), ¢ > 0.
Demonstragao: Como u € H}(f2) temos que

/Iu’(t) dt = u(z) — u(a) = u(x)



21

entao, da desigualdade de Holder

x)y<nyu’(t)ydtglb|u’(t)ydt< (/1dt) (/ | (t \Zdt)

1/2

ou seja,

b
(@) < (b - a) / (1) dt.

Integrando de a até b obtemos que

/ab|U(x)\2 dzr < /ab {(b —a) /ab‘u’(t)det} dr = (b—a)? /ab!u/(t)P dt

daf segue que ||ul|r2() < ¢|[t/||12) onde ¢ = (b —a)?.
Definicao 18 Seja 1 < p < o0 el < ¢ < oo tal que %4—% = 1, definimos W~™1(Q)
como sendo o espago das fungoes f: WP — R tais que f € linear e continua.

Quando p = ¢ = 2 denotamos por H™(€2) o espago W~2(2) das fungoes

f: HJ*(Q) — R lineares e continuas.
Teorema 9 A aplicagio —A : H*(Q) N HY(Q) — L*(Q) € isometria.

Demonstragao: Ver [9].

1.5 O Teorema de Lax-Milgram

Definicao 19 Seja H um espago de Hilbert. Um funcional a - H x H — R € chamado

uma forma bilinear se a(.,v) € linear para cada v € H e a(u,.) € linear para cada uw € H.

Defini¢ao 20 (i) Diz-se que uma forma bilinear a(.,.) : Hx H — R € continua, se existe

uma constante C' > 0 tal que
|a(u, v)| < Cllulla[|v]|g, Vu,veH.

(i) Uma forma bilinear a(.,.) : Hx H — R € dita coerciva se existe uma constante K > 0

tal que

a(u,u) > K||u||3 Yu € H.
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Teorema 10 (Lax-Milgram) Seja H um espago de Hilbert e a : H x H — R uma
forma bilinear, continua e coerciva. Entao, dada f € H'(Espago dual de H) existe um

unico uw € H tal que
a(u,v) = f(v) Yv € H.

Demonstragao: Ver [5].

1.6 Operadores elipticos

Definigao 21 Um operador diferencial de ordem 2m, m € IN, da forma

Lu = Z Co(z)D*u, x €

|a|<m

¢ chamado de operador eliptico se existir uma constante C' > 0 tal que

Y Ca(@)€™| = ClePm

lal<m
para todo & € R™ e para todo x € ).

Teorema 11 (Teorema de Regularidade Eliptica) Sejam L um operador diferencial
eliptico de ordem 2m, m € N, definido em Q C R" eu € D'(2). Se u € solu¢ao de Lu = f

no sentido das distribuicoes com f € L*(Q) entao u € H*™(R).

Demonstracao: Ver [2].

1.7 Semigrupos de Operadores Lineares

Definigao 22 Seja X um espago e L(X) a dlgebra dos operadores lineares limitados de
X. Dizse que uma aplicagao S : Rt — L(X) é um semigrupo de operadores lineares
limitados de X se: 1)S(0) = I, onde I € o operador identidade de X ;
INS(t+s)=S(t)S(s), Vt,s € RT.

Diz-se que o semigrupo S é de classe Cy se

1) lim [|(S(t) — Dz|| =0V z € X.
t—0t+
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Definicao 23 Considere o conjunto

D(A) = {z € X; Tim ST

existet.
h—0t h }

O operador A : D(A) C X — X definido por

My — Jiy ST~

h—0+t h

¢ dito o gerador infinitesimal do semigrupo S.

Proposicao 1 Seja S um semigrupo de classe Cy, existem M > 1 e w > 0 tal que

IS < Me.
Demonstragao: Ver [18].

Corolario 1 Todo semigrupo de classe Cy € fortemente continuo em R™, isto é, set € RT

entao

lim S(s)x = S(t)z, Vo € X.

s—t

Proposicao 2 Seja S um semigrupo de classe Cy e A o gerador infinitesimal de S.

(i)Se x € D(A), entao

S(t)x € D(A), Yt =0e %S(t)x = AS(t)x = S(t)Ax.

(i1)Se x € D(A), entao

S(t)z — S(s)z = / ' AS(r)edr = / () Awdr

S

(111) Se x € X, entdo

/ ' S(r)adr € D(A) e S(t)r —x = A / ' ()i

Demonstragao: Faremos a prova do item (i) pois este serd usado no desenvolvimento

do problema. A prova dos outros itens podem ser encontrada em [15]. Seja x € D(A)
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dai,
. (39971 0 0 (S92 - 50t (S41) -t

Portanto, S(t)x € D(A) e

AS(t)x = lim <%) S(t)r = S(t)Ax

h—0t

assim,

lim S(t+ bz = Stz = lim <%) S(t)x = S(t)Ax.

h—0+ h h—0+

Por outro lado, se consideramos ¢t > 0 e 0 < h < t temos que

S@—hE;S@x:SG_m(Smi—x):S@_m<§@%jﬁjﬁu)+5@_mAx

Como S é um semigrupo de classe Cy temos, pela Proposi¢ao (1), que existem M > 1 e

w > 0 tal que
I1S(t — h)|| < Me*=M < Mevt.

Portanto, fazendo h — 0% da equacao acima concluimos que o primeiro membro do lado
direito, converge para zero enquanto que o segundo membro, por continuidade, converge

para S(t)Ax. Entao,

Assim, podemos concluir que %S(t}x = S(t)Ax = AS(t)x.

Definicao 24 Seja X um espaco de Banach e A : X — X um operador linear. Considere
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o modelo
d
—u = Au(t);t >0
dt (1.1)
u(0) = =

onde x € X. Uma solucao do modelo acima é uma funcao u : R™ — X continua para
todo t > 0, continuamente derivdvel para t > 0 tal que u(t) € D(A) e u(t) satifaz as

condicoes do modelo acima.

Teorema 12 Se A € gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy, entao para cada
x € D(A) o modelo descrito acima tem uma unica solu¢ao, continuamente diferencidvel

vt > 0.

Demonstragao: Existéncia:
Sendo A é gerador infinitesimal de um semigrupo S de classe Cy, entao para cada x €

D(A)temos pela Proposigao (2) item (i) que

S(t)yr e D(A)Vt > 0e %S(t)x = AS(t)x.

Defina u(t) = S(t)z. Entao

limu(s) =lim S(s)x = S(t)xr = u(t), vt =0

s—t s—t
ou seja, u(t) é continua V¢t > 0 . Ainda,

u'(t) = %u = %S(t)Uo = AS(t)x = S(t)Ax, t >0

assim,

limu'(s) = lim S(s)Az = S(t)Ax = u'(t), t > 0

s—t s—t

o que significa que u/(t) é continua para t > 0. Por ultimo observemos que

u(0) = S(0)x = [z = x.
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Com isto temos que u(t) = S(t)x é solugdo do modelo (1.1).

Unicidade:

Sabemos que u(t) = S(t)x é solugao de (1.1). Mostraremos agora que esta solugao ¢ unica.
Seja v qualquer outra solucao do problema de valor inicial, entao para t > 0, consideremos

a funcdo w : [0,t] — X dado por w(s) = S(t — s)v(s), assim

%w(s) = —AS(t —s)v(s) + S(t — s)%v(s) =—5(t—s)Av(s) + S(t — s)Av(s) =0

o que implica que w é constante, logo w(t) = w(0), ou seja, v(t) = S(t)x e, portanto,

v = 1Uu.

Observacao 2 Nas condigoes do Teorema anterior temos que se u € a unica solucao do

modelo (1.1) quando x € D(A) entdo
u € C([0,+00) ; D(A)NC ((0,4+x) ; X).

Defini¢ao 25 Seja X um espaco de Hilbert (Real ou Complexo) e A : X — X um
operador linear.

(i) Dizemos que A é dissipativo se
Re(Ax,z)x < 0Vz € D(A).
(ii) Dizemos A € m-dissipativo se A for dissipativo e
Im[A — \]] = X para algum X > 0.
Onde Im[A — M| significa a imagem do operador A — X\ e (Ax,z)x denota o produto

interno de Ax por x em X .

Teorema 13 (Lumer-Phillips) Seja A: X — X um operador linear. Entao A € gera-
dor infinitesimal de um semigrupo de classe Cy se e somente se A € m-dissipativo e D(A)

é denso em X.

Demonstracao: ver [15].
O Teorema 13 serda extremamente importante, pois através dele provaremos a

existéncia de solucao para o nosso modelo.



Capitulo 2

Existéncia e Unicidade de Solucao

Para Modelo (1)

Nessa se¢ao vamos obter a existéncia e unicidade de solugao para o problema (1).

Para isto utilizaremos a teoria de semigrupos. Fazendo v = u; e w = 6; temos de (1) que

p 1 )
Vi = Uyt = —Ugzgr T Ugat — 69$t € Wy = ett = _e;rz - _et — Uyt
T T T
portanto,
p 1 )
U = —Uggzz + Vg — 6w1’ € Wy = _eac;r - W — V.
T T T

Segue dai que o sistema (1) pode ser escrito como um sistema de primeira ordem do tipo

%U = AU
(2.1)
U(0) = U,
onde,
u(t) 0 1 0 0
P )
Ut) = v(t) A= Ozt Ox? ox
0(t) 0 0 0 1
0 0?
w(t _s = p = _1
Q 0 Tor T Ox? T

Na matriz A os valores de 0 e 1 representam os operadores nulo e identidade respectiva-

mente. Considere o espago: H = H2(2) N H(Q) x L) x H(Q) x L*(Q).
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Definimos o produto interno em H da seguinte forma:

Uy U2
. 1 V2 -
Sejam U; = e U; = em H entao,
01 0o
wh W

L L L L
< U, Uy >H:/ Ulgr Uz dx+/ V109 dx+p/ 0102, d:):+7'/ wiws d.
0 0 0 0
A norma de U é dada por
U = Nuael 172 + 1 [0][72 + pll62]]72 + 7|w][72.

Consideramos o operador A: D(A) C H — H onde o dominio de A é definido como
segue:
D(A) = {(u,v,0,w) € Htal que v,0,u,, € H*(Q)NH(Q), w e Hy(Q)}.

Vamos mostrar que o operador A acima é densamente definido e que é m-dissipativo.
Dai usando o Teorema de Lumer-phillips podemos garantir que A é gerador infinitesimal

de um semigrupo de classe Cj.

Teorema 14 Seja A o operador definido acima. Entao A € densamente definido e m-

dissipativo.

Demonstragao: Notemos primeiramente que A é densamente definido, ou seja, que

D(A) ¢é denso em H. Como ((D(Q))* C D(A) C H, segue da densidade de (D(2))* em

H a densidade de D(A) em H. Mostraremos agora que o operador A é dissipativo em H.
Considere U = (u,v,8,w) € D(A). Dai,

L L L
< AU U >4 = / Vpplgy AT + / (—Uppzr + Vpw — dwy)vda + p/ Wb, dx +
0 0 0

L

1

+ 7/ (_é% + Bﬁm — —w)wdzx
0 T T T

L L L L
= / VppUgy AT — / Upgras¥ AT + / VgV dr — 5/ w,vdr +
0 0 0 0

L L L L
+ ,0/ wmexda:—é/ vmwdx—kp/ Qmwdm—/ w? dz. (2.2)
0 0 0 0
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Agora note que

L L L
(uxxxv)x = UgggzV + Uggpa Uy = / UgzrxV dr = / (uzxxv)x dx — / Ugzz Vg dx.
0 0 0

Portanto,

L L
/ UpgraV AT = —/ Upgp Uy AT (2.3)
0 0

Mas,

L L L
(u:c:rfvx)x = UggaVy + UggVgz = _/ Ugrz Uz dr = — / (uxxvx)x dx + / Uzz UV dx. (24)
0 0 0

Substituindo (2.4) em (2.3) e usando o fato de que u,, € H, () temos

L L
/ UpgraV AT = / Upr Vg AT (2.5)
0 0

. L
Consideremos agora fo U0 dz. Observemos que

L L L
(Vp0)g = Vgav + V2 = / Uy A = / (v,0), dz — / v2dx
0 0 0

logo

L L
/ Vppv da = —/ v da. (2.6)
0 0

Analisemos agora fOLwIU dz. Da identidade

L L L
/ wyvdr = / (wv), dz — / wv, dz
0 0 0

segue que

L L
—(5/ wyvdr = 5/ wu, dz. (2.7)
0 0

Analogamente, obtemos

L L
/ Wb, dr = —/ wl,, dz. (2.8)
0 0
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Assim, substituindo (2.5), (2.6), (2.7) e (2.8) em (2.2) obtemos que
L L
< AU, U >y= —/ vidx—/ w?dr <0
0 0

portanto A é dissipativo.
Vamos agora provar que A é m-dissipativo. Para isto, dado F' = (fi, fo, f3, f1) € H
devemos encontrar U € D(A) tal que (I — A)U = F, ou seja, U — AU = F. Dai temos o

seguinte sistema:

(
u—v=fi

0—w=f

4

L V4 Upgpn _Urm+5wx - f2

Das duas primeiras equacoes temos que v = u — f; e w = 0 — f3. Substituindo v e w nas

outras duas equagoes obtemos

T

u_fl_'_umzmx _uxm+flmx+50m _5f3m = f2

ou seja,

u+uxxxa:_umx+5em - f1+f2_flzx+6f3$

Portanto,

(14+7)0+4 uy — plp = (1+7)fs+7fs+0f1a
u+uxxmm_umx+6gz - f1+f2_f127r+5f3$'

Considere agora a forma bilinear A : Z x Z — R dada por

g1 hy
A ; = < g1,h > — < Grga, 1 >+ < Graw, Pige > +0 < gog, by > +

92 ha
+ (147) < g2,h2 > +p < goz, how > +6 < g1z, ho >
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onde Z = H*(Q)N H(Q) x Hi(Q) e todos os produtos internos considerados acima estao
em L*(2). A norma considerada em Z ¢ || . || = ||. |3 @nmi@) T [ Hl%lé@)
O que faremos daqui para frente é mostrar que o operador A é continuo e coercivo,

dai, com estas hipdteses e mais a bilinearidade de tal operador, poderemos usar o Teorema

de Lax-Milgram (Teorema 10). De fato, como H?(Q) N Hg(Q2) — H(Q) entdo,
Y ¢ € HX Q)N Hy(Q), Fe> 0tal que ||l gy ) < clldllmz@pnmi @)

Como g; e h; pertencem a H%(Q) N HJ(2) temos que existem constantes a; > 0 e as > 0

tais que
g1l < arllgil|m2@nm @) € 1l < allhillzz@nm @)
Dali,
2
a hy L L L
A , < ([ outl dot [ graatul dot [ lgrechin| do +
92 ha 0 0 0
L L L
+ 5/ | 9221 dx‘i‘(l"‘T)/ |g2ho| dx+ﬁ/ |g22h2s| dx +
0 0
< Hth B[]+ g |- Ao+ Ngrze| |- Przel] + 6]|g2e ][Rl +
+ (L 7)llg2ll- ko]l + pllgaell | hoel] + 6llg1al |-/ ha][)?
< (allgiall-[hial + c2llgraal ||| Pral] + (19102l [- [ 21aa || +
+ dcsl|gaall-|haal| + (1 + 7)eallg2z ][ hoal] + pllgoal]-[|h2e|| +
+ 0cs||g1aal]-[1h2]])? (2.9)
onde ¢y, ¢z, ¢3, ¢4 € ¢5 580 constantes positivas e || .|| significa ||.||z2(q)

Sendo ||g12|| < a1l|grzz]| € ||P1z]| < a2||hizz|| sSegue em (2.9) que
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2

41 h1
A ; < (@r1a261||Grza| ||| Prza| | + a2¢2|| 9122 |- [P1ze]| + 19122 |- || Pz | +

92 ho
+agesdl|gan ||| Prae || + (1 + T)esl|goel|- [Pz | + pllgoel]-[[P2el| + c501|g1ae ||| [hoe]])?

= (kullguaell-||hizel| + Kallgrael -1 hoz || + ksllgoell | hoe]| + Kallg2e]]-[[P10z|])?
= k|| 9120l > || Przal1? + k1ol |91ze |- hiae ||| 91ae| |- ha] |

+ k1Kl 1oa |- |hieall-||920| || | P2zl + Erkal|g1zal |- |Przal |- |92z |- 1as |

+ kika||groa ||| Prze ]| Grae| |- | [ 2| +k%‘|glzx|’2'uh2$||2

+ koks||grzo||-|[hoa| ||| 920 ]| || h2a|| + K2kallg1oall-[|h2zl]-[|g22 ][ h1za|]

+ kiks|Graoe| || Paze |- 1| g2z || [ Poul | + Kokl grazl [Pl |-]|goz] |- [ P2
+k§||g2x||2“|h2$|’2+k3k4‘|g2a:||'||h2xH'Hg2wH'Hh1sz

+ k1kal| 1ol || [P1za [ -[| 922 || [ |P1zz || + K2kal|grzo| |- [ h2z ]| 922 [ -[|P1za |

+ Kakal | 9ol |- Vool |- g2a |- |haa | + K3l g2e |1 |Przs |1

= k|| 910al | Pzl + 2k1K2]| 910 ]| hiza |- 91aa |- 2] |

+ (2k1ks + 2koka)||graal |- [[hazal |- g2z || [Poz] | + 2k ksl graal |- [ Paza| ||| g2z ||| [ P12z |
+ E3 || G1aal )| hoa| P + 2k2ks | g1oal] - P2z |- 922 |- | A2 |

+ k311920 | [P hoa | + 2kskal |goz |- || P2zl ]| 920N hiae| | + K3 |g22 ||| Prza

< m1||91w||2'||h1m||2 + m2||91m||2‘||h2$||2 + m3||92$||2-||h2x||2 + m4||921?||2'||h1m||2

onde mq = k‘% + k’lk’g + k?lkg, + k?gk?4 + k?lk'4 , Mo = klkg + ]{?g + k’gk?g, ms = k’lkg + k?gk?4 +
koks + k2 + ksks € my = kiky + kzky + k3. Sendo que k1 = ajascy + asco + 1, ky = c50,
ks = (1+7)cs + p, ks = agesd.

Portanto, tomando m =max {ml, ma, M3, m4} obtemos que

2

g1 hy
A ; < m(|g1ael PN Przal]? + [|g10al - hoel * + 1|92z |17 | 2]
92 ho
+ (g2 * e |?)
2 2
g1 hy
= m
92 o

zZ zZ
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Portanto A é continua. Mostraremos agora que A é coerciva. De fato,

g1 g1
A ; = o1l + g1l + 9122 l1* + (L + )l g2|* + pllg22|*
g2 g2
2
g1
> | g1eal* + pllge: | > ¢
g2

Z

Onde ¢ = min{l, p}. Portanto A é coerciva. Seja agora F : Z — R dada por

hy L L L L
F = /flhld:v+/f2h1dx—/ flmhldx%—é/ fazhi dx +
ho 0 0 0 0
L L L
+ /(1+T)f3h2dl’+/ Tf4h2dl'—|—/ 5f1xh2dl'
0 0 0
entao,
2
ha
F . < (AN + 12Tl 1 frazal [P l] + 011 fae] |- [l +
2

+ (L D)l lh2ll + 7l fall- k2]l + 6] frall- Aol )

= (UAT L2+ D] + 0] foel |- ]] + (U I fsll + 7l fal] +
+ 0l fall) MRl ])?

< (UIAI+ 120l + N frzalD)-1Pael| + eyl ool IRl + (L + T f] +
+ 7l Al + 0l fralD-lhael])?

onde ¢, ¢ constante de Poincaré especifica. Usando o fato de que

H2(Q) N H () — H}(Q) entao, existe ny > 0 tal que ||h1z]| < nq||hize|| portanto,

2

(M < (01 |hagel| + T2l haa] )2 = 02| hise| |2 + 20109 | his] ||| 2|| B | |2
, < 1Mz 02||h2:|])” = 07| hieel|” + 20100 | h1ae ||| hoo| | + 05| h2e]|
2
< ofl|haal P + 0102 [has||* + o102 hae| [P + 03 || haa| |
2
hy
< 2C(||h1m||2+||h2w||2):20

2/ g

onde ¢ = mix{of, 03, 0102} sendo o1 = micy([[fill + [1f2ll + [ fraall) + om0 fa]
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o2 = cp((1+ p)|[ fsll + 7l fall + 6| fra]])-

Assim, da desigualdade acima segue que F é continua e como claramente F é linear entao

F pertence ao dual de Z . Logo, pelo teorema de Lax-Milgram existe (u, ) € Z tal que

N

>
S
=

>
S

A : =F Y €z (2.10)

Fazendo hy = 0 em (2.10) obtemos

A ; =F

ou seja,

(1 +T> < (9, hy > +p < em,hgw > +0 < 'Lbz,hg >=< <1+T)f3+7'f4 +(5f1x,h2 > .

Segue dai que

Ouy + (1 + 7-)9 — e = (1 + T)f?» +Tfa+ 0 1z

onde a igualdade ocorre no sentido das distribuigoes. Como u,, 0, fs, f4, f1. pertencem a
L*(Q) temos do teorema 11 que 6 € H%(Q). Logo 6 € H*(Q) N H} ().
Fazendo agora hy = 0 em (2.10) obtemos

ou seja,
< u_u:vxahl >+ < uzzahl$x > +5 < anahl >=< fl +f2 _flza:ahl >4+ < 5f3a:7h1 >
Logo,

U_ux$+uzx$w+59:v = fl +f2 _f1$x+5f3$
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Com a igualdade no sentido das distribuicoes. Como u, Uyy, s, f1, fo, fize, f3: Pertecem a
L*(Q), segue do Teorema 11 que u,, € H*(Q2), 1080 Uyper € L*(2). Dai como
2
a7 H?(Q) N Hy () — L*(Q) é isometria, em particular é bijetora, segue que, estando
x
. : N
Upeee €m L*(Q) existe um tnico elemento em H?(2) N H () tal que a aplicacao 57
x
aplicada a este elemento resulta em w,,,, e neste caso o tal elemento é u,,, portanto

Uge € HX(Q) N HY(Q) .
Assim, concluimos que v =u — f; € H*(Q) N H(Q) e w =0 — f3 € H}(Q).
Entao, (u,v,0,w) € D(A) ¢

(1+71)0+46uy —pb, = (14+7)fs+7fs+6f1a
u+uxxxx_uxx+59x = fl+f2_f1xx+5f3x'

Isto significa que existe U = (u,v,0,w) € D(A) tal que U — AU = F = (f1, fo, f3, f4), €

que o operador A é m-dissipativo e isto conclui a demonstracao.

Como o operador A é densamente definido e m-dissipativo segue do teorema de
Lumer-Phillips que A é gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cj e assim, do

Teorema 12 podemos concluir o seguinte teorema:

Teorema 15 Consideremos o modelo (1)-(5). Dada a condi¢ao inicial
Uo = (ug, u1, by, 01) € D(A) existe uma unica fungdo U(t) = (u(t),us(t),0(t),0:(t)) tal que
U € C([0,400); D(A)) N CH(0,+00); H) e U(t) satisfaz (1)-(5).



Capitulo 3

Taxa de decaimento uniforme

Vamos primeiramente definir a energia do problema. Seguidamente mostraremos que
esta energia tenderd a zero quando ¢t — +o0o0. Multiplicando a equagao 1 de (1) por u; e

a equacao 2 de (1) por 6, e integrando sobre (0, L) obtemos respectivamente

L L L L
/ Uty A + / Upgpas AT — / U Uy AT +/ 00, u,de = 0 (3.1)
0 0 0 0
L L L L
0 0 0 0
Note que,
(etut):c = Oy + Opiuy = Opuy = (etut)a: — Opuyy
logo,

L L L
) / thut dz = ¢ / (Htut)x dex — ¢ / Qtum dz
0 0 0

L
= 5975([1, t)ut(L, t) — 591‘,(07 t)ut((), t) — 5/ Qtum d.fE,
0
ou seja
L L
5/ thut dex = —(5/ Gtum dz. (33)
0 0
Agora,

(u:c:r;a:ut)x = UppgaUt T UpzaUst = UzgoaUt = (umx:cut)x — UgpzUsxt
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portanto,
L L L
/ UgzrzUt der = / (ux:c:r:ut)x dx _/ Ugzz Uzt dx
0 0 0
L L
= / Upppay dT = — / Uz Uyt AT
0 0
Mas,
L
(ua::cuxt)x = UgzzUxt + Ugpz Uzt = — UgprUgt dZU = / Ugz Uzt dﬂf
0

Com isto conclui-se que
L L
/ UgppaUe AT = / Uy Upgr AT = / —u? dw. (3.4)
0 0 dt
Ainda,
L
(Ugty)p = Uggetly + U2, = — [ Uppptiy dz = / (tgr)* d. (3.5)
0 0
Da identidade
exxet = (easet)x - easext
obtém-se

/Hmetdaz— /aei (3.6)

Substituindo (3.3), (3.4), (3.5) em (3.1) e (3.6) em (3.2) obtemos, apds somar as

expressoes resultantes, que

/—ud + = /—u d:t:—l—/Lde—l—z/Liﬁzd +p/L192dx+/L92dx—O
! dt ™" Uat 2 J, dt 2 J, dt* o

ou seja ,

d L L
—E(t) + / u?, dz + / 07 dz = 0. (3.7)
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Onde, definimos,

1 [t 1 [t T
E(t):—/ ufdx—i——/ u?, dr + = /92d$+ /92da: (3.8)
2 J, 2 J, 2 2 J,

como sendo a energia total do problema (1). Segue de (3.7) que

th() —/ u? daz—/ 07 dx (3.9)

Lema 3 Seja (u,u,0,60:) a solugio do modelo (1)-(5) obtida no teorema 15 e considere-
mos o funcional J(t):fOLuut dz + fOLQQt dz . Entao existem constantes positivas Ay e As

tal que

d 1 2 L2 t 2
< —— —
dtj()_ 2/u dz 27/9 d$+A1/09tdx+A2/o Uy 0

Demonstragao:

Derivando J(t) temos que

d L L L L
—J(t) = / g dr + / u? do + / 07 dz + / 06 dz. (3.10)
dt 0 0 0 0

Vamos apartir de agora calcular as integrais do lado direito da equacao (3.10).

Notemos primeiramente que, da equacao 1 do modelo 1
Uy = —Ugzgr + Ugzt — 50:015

Multiplicando por u e integrando em (0, L) obtemos

L L
/ uuy dr = / U(—Ugazz + Ugar — 005¢) dx
0 0

L L L
= - / Ulggry AT + / Uy AT — O / ul, dx
0 0 0

ou seja,

L L L L
/ wuypde = — / Ul AT + / Uy dx — 0 / ub, dx. (3.11)
0 0 0 0
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Apartir de (3.11) vamos alterar os integrandos do lado direito de modo conveniente.

Primeiramente, observemos que

segue dai, integrando em (0, L), que

L L L
— / Ulgppe AT = — / (Wl ) A + / Uy Uy AT
0 0 0

L
0
L
= —u(L,t)uxm(L,t)—i—u(O,t)uxm(O,t)—i—/ Uy Uy AT
0

L
= /uxumxdx. (3.12)
0

2 ~
No entanto, (UzUy,)s = UZ, + Uplyzz, €NLE0

L L L
2
/ Uplpyy AT = / (Uplpy), Ao —/ uz, dz
0 0 0

L
= (uxum)‘oL_/ uizdw
0
L
= —/ u?, da. (3.13)
0

Substituindo (3.13) em (3.12) obtemos que

L L
/ Ulgpgy AT = / u§$ dz. (3.14)
0 0

De maneira analoga ao que foi feito acima podemos concluir que

L L L
/ Uy AT = / (Utlgy), dx — / Uy Uy AT
0 0 0

L
L
= Ulgyg —/ UyUy AT
0

L
= —/ UpUgy AT (3.15)
0



Mas Uzt = (Ugtiy)y — Ugpty logo,

L L L
/uxuxtdx = /(uxut)xdw—/ Upp Uy AT
0 0 0
L
= —/ Uy Uy AT
0
L
= —/ Uy Uy d.
0

Substituindo (3.16) em (3.15) obtemos que

L L
/ Uy dx = / Uz Up AT
0 0

De forma andaloga, utilizando a identidade u6,; = (ub;), — u,0; concluimos que

L L
/ ubly doe = —/ uz0; dx.
0 0

Substituindo (3.14), (3.17) e (3.18) em (3.11) obtemos

L L L L
/ wuy doe = — / ufw dx + / Upg Uy AT + 5/ w0, dx.
0 0 0 0

Da equagao 2 do modelo (1) temos que

1 )
O = Becc:c — =0 — —ugy.
T T T

Multiplicando por 6 e integrando em (0, L) obtemos

L o [ 1 L 5 L
/ 00, dr = —/ 00,,dxr — — / 00, dx — —/ Ou, dx.
0 T Jo T Jo T Jo

Observemos que
00, = (00,), — 0>

assim,

L L L
/ 00,,dx = / (00,), dx — / 93, dz.
0 0 0
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(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)
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Segue de (3.21) que

T

L L
3/ 00,, dz = —3/ 02 du (3.22)
0 T Jo

Por 1ltimo, notemos que Ou,; = (Quy), — 0 us. Dad,

L L L
/Huxtdx = /(Gut)xdx—/ 0, u; dx
0 0 0
L
= —/ 0,u; dx.
0

Portanto,

s [t 5 [t
——/ Ou,; dox = —l——/ O, u; dx. (3.23)
0 0

T T

Substituindo (3.22) e (3.23) em (3.20) obtemos

L o " 1 [L 5 L
/ 00, dx = ——/ Hi dr — —/ 00, dx + —/ 0, u; dx. (3.24)
0 T Jo T Jo T Jo
Segue das identidades (3.19), (3.24) e (3.10) que
d L L L L
—J(t) = —/ uixdm+/ umutdx—l—é/ uxétdx—l—/ u? da +
dt 0 0 0 0
L o [T 1 /L 5 [t
+ / 07 dz — —/ 02 dx — — / 00, dx + — / 0, u de. (3.25)
0 T Jo T Jo T Jo

Notemos que no lado direito da igualdade acima, temos integrais cujos integrandos
nao envolvem quadrados .Vamos a partir de agora, fazer com que aparecam tais quadrados.
Como 0 € Hj(Q) entao existe C, > 0 tal que ||0]| < C,||6.||, onde C, é a constante de
Poincaré. Ainda, do fato de u € H*(Q) N HY(Q) — H(Q), existe ¢ > 0 tal que
el 12 < el e, entio [[usl 22 < Hllusel 2o Assitm, [Jugl 22 < Fllual 22, onde k= 2.

Tome ¢¢ = €1 = % e €9 = 52— e observemos que para £q, €1, €2 POSitivos temos

1
R6+17 2C,

que

(v/Ettas ) —tr)| e

L L 1 L
Upp Uy dr = Eolgy ) (—uy) do < /
[ e = [ (Vo) zw e < [ =

VeEo




mas usando o fato de que |a.b| < % + % temos que,

(VEne) )| < Pl +
logo
L 1 e [T L
/0 (\/5_0um)(\/_0 ut) d:c<5 i umd:JH——O/O uy dx
Portanto,

L e [F 1 /L
/ Ugpty dr < — / uZ, dz + — / u dx.
0 2 Jo 2¢0 Jo

De forma andloga, temos que

L
(5/ uxetdx—é/ (\/_ux)(—et dx<5/ Su da:~|—(5/ —92dx
0 NG

Assim, usando o fato de que |[ug||7: < kl|ug.||72 segue que
o L ) deok 5 [F
%% ulde+ o— 92d < 20 2d 5 efdx.

Com isto, conclui-se que

L L
(5/ uzb do < (56_0k 2 ,dx —|—i 9t2dx.
0 2 Jo 2e0

/Hutda:—/(\/_e )(?ut dx</ —92d ~|—/ —utdx
L L
é/ qutdxgé/ L2 4p 4 /—utdx.
T Jo TJo 2

De forma anéloga temos que

Ainda,

entao,

1

L 1 L
——/ 00, dx < — —02 /
T Jo T Jo
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(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)
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Portanto, substituindo as desigualdades (3.26), (3.27), (3.28) e (3.29) em (3.25)

obtemos

d Lfeo(ké +1 L
dtJ() < /0 (O(T)—Qufmdx—l—/o (2—60+1)utdx+5/ —92dx—|—/ 07 dw —
L 1 1 L el

p
T
g
T
L L
< /(%ﬂ_l)ugxdwr/ (—+1)utdx+5/ —02dx—|—/9t2dx—
0 0

L 1 [t
/egdx+— — Pdr+ - /C%Qd é/ L2 gy
0 T 0 252 T 0 2 T 0

1 L § 1
1+ 03dx+/ oR= R LI SR L
0 27— T 2

T 0 5]_

5 umdx—i—/OL(%O—l—l—l—%gl)ufdx—k
(s 25127 2%0) 62 dz + /OL <Cp;—j + g - g) 62 dz. (3.30)
Como &g k&il’gl =L e = segue que
/L(M—1>u2 dr = —/L1u2 dx
| 5 vz | 2t
/OL(cpg—j +¥ - f) e = — ;%Qﬁdx

L/ b Liks+1 52
1 2d — 1 i 2d
/0 (250 +2T€1>ut x /o ( 5 + —i—Tp) uy dr
L 1 L 1
/ 1+ +i 07 dz = / 1+M+& 67 dz.
0 2e9T7  2¢g 0 2 pT

Segue dai e de (3.30) que

d 1 [t ko +1 52 L d(ko+1) C L
< = 2 + — 2+ (1+ —— L 4 22 / 6? d
dtJ( ) < 2/0 us, dr + ( 5 +1 T,O)/o wy dx < 5 PT) O x

- 'O/dex (3.31)

27
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Observemos agora que vale a desigualdade de Poincaré para u;, assim

ké+1 2\ [, ké +1 2\ [F,
1+ — < — 4+ 14+ — . .32
( 5 T +Tp)/0 upder < Cp( 5t +Tp)/0 uy, do (3.32)

onde C), é constante de Poincaré.

ko +1 52
il +1+ ) tem-se de (3.31)

TP

Fazendo A, = (1 + S j—) e Ay =C, (
e (3.32) que

d e p[* - :
dtJ<> < —5/0 uixdx—z ; chdff-f-/h/o Qfdx‘f‘AQ/o uf, da.

Provando o lema 3.

Lema 4 Seja (u,ut, 0,0;) a solugao do modelo (1)-(5) obtida no teorema 15. Definindo

o funcional H(t) = E(t) + €J(t) onde ¢ € suficientemente pequeno, existe uma constante

positiva ¢ tal que

d

SH(t) < —c=B ().

Demonstracao: Derivando o funcional H em relacao a t e usando o lema 3 temos que,

dt N dt dt - 0 @t 0 t 2 0 xx
ep L L
_ / 02 dx + A, / 02 dz + e A, / u?, dx
2T 0 o

1 [ ep
2 _t 2 2
u;, dz 2/0 0; dor — 5 9 dz.

VAN
|
DO | —
o\,;
h
I
g
o,
&
|
N ™
o\,;
h
8
8

Mas,

L

L, L 1 ) 1t
/Outdargcp/ou dx#—ﬁ utdx2—§/0 us, dx

onde (' é constante de Poincaré usada na prova do lema anterior. Logo,

d 1 L e (F ep
Y < - - 24y — - 2 dz.
o (t) < 2 |, ut dz 27/0 65 dx 2/0 u Ldz 27_/ 05 dx
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Considerando ¢ < 1, segue que

d € L er [ € ep [F
—H(t) < —— 2 — == 29, = 2 _ _/ 2 dr.
o (t) < 2, ), uy dx 5 /0 05 dx 5 /0 us, dr 2 |, 05 dx

Dai, tomando ¢ < mz’n{l, %, Ci} temos que,
P

d L L L
—H(t) < _ce u?dm—cg—T (97§2d:16—E u?, dz — Ecp/ 02 dx

1, L 1 [t )
= |y Outdx+§ Oetda:—l—i Ou d:L‘—I—2 Ode .

Portanto,

concluindo a prova do lema 4.

Lema 5 Seja (u,ut, 0,0;) a solugao do modelo (1)-(5) obtida no teorema 15 e seja o

funcional H definido no lema 4. Entao

Demonstracao: Considerando o funcional J(t) definido no lema 3 temos que

leJ(t)] < /|uut| dx+5/ |06, dz

L92 L p2

< —d d —d L4
< € x+502x+502x—|—502x
L
ng/ w2, da + < / 2d+C /92@1 7 «92dx
20 Jo 27

Notemos que anteriormente foi usado ||ul]z < m |[uz|[3 e ||0]]3 < C,|0.]]3 onde C,

, . , . C
é constante de poincaré. Agora, tomando M —max{l, m, —Z, l} temos que,
p’T

Me [* Me [* M L M L
eJ(t)] < 76/ uixdx+75/ w2 da + ;p/ 02 dx + 2”/ 02
0 0 0 0

= McE(t).

Segue dai que —MeE(t) + E(t) < eJ(t) + E(t) < MecE(t) + E(t) isto é,
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1
(1-Me)E(t) < H(t) < (14 Me)E(t) . Considerando € < Y tem-se que

provando assim, o lema 5.

Teorema 16 Sejam (ug,u1,6,601) € D(A) e (u,u,8,0;) a solugao do modelo (1)-(5)
obtida no teorema 15. Considere E(t) a energia total do modelo (1)-(5) definida em (6).

Entao
E(t) < 3E(0)exp(—1)

para todo t > 0 onde v é uma constante positiva que independe do dado inicial.

Demonstracao: Dos lemas (4) e (5) tem-se que

~CR() > —ccH(1) > —%E(t) > ;H’(t),
logo
3
§H (t) < —ceH(t)
ou seja
, 2ce
H'(t) TH(zf) <0

Multiplicando a ltima desigualdade por exp(%) obtemos

2 2 2
H'(t) exp(gcst) + gceH(t) exp(gcst) <0

isto é
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Integrando em (0, t) segue que
2
H(t) < H(0) exp(—gcet).

Assim, novamente do lema 5, obtemos

ou seja

Blt) < 3E(0)exp(—§cet>.

2ce
A dltima desigualdade prova o teorema 16 com v = — 5



Capitulo 4

Conclusoes e Trabalhos Futuros

Neste trabalho mostramos a existéncia e unicidade de solucao para um sistema ter-
moeldstico de vigas linear com a equacao do calor modelada pela lei de Cattaneo. Usando
a teoria de semigrupos lineares foi provado a existéncia e unicidade de solucao forte para
o modelo. O principal resultado foi a prova do decaimento exponencial uniforme para a
energia total do sistema descrito acima. Para isso foi utilizado o método da perturbacao

da energia por um funcional de Liapunov adequado.
Alguns trabalhos de pesquisa futuros:

- Considerar o modelo (1) excluindo o termo —u,,; da primeira equacdo. Nesse
caso em termos de existéncia de solug¢ao nao devemos ter modificacoes significativas. Nesse

caso é esperado decaimento polinomial para a energia total do sistema (1).

. - . L

- Considerar o modelo (1) acrescentando uma nao linearidade, por exemplo, — fo u? dx
na primeira equac¢ao do modelo (1). Aqui em termos de existéncia de solu¢ao nao devemos
ter modificagoes significativas. Ainda, é esperado decaimento exponencial para a energia

total do sistema (1).
- Considerar o modelo (1) com diferentes condigoes de fronteira.

- Considerar o modelo (1)com as fungoes u(z,t) e 6(x,t) definidas em R x (0, +00).
Portanto, em termos de existéncia de solucao nao devemos ter modificacoes significativas.

Nesse caso é esperado decaimento polinomial para a energia total do sistema (1).
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