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INTRODUCAO

O MEC, através dos “Parametros Curriculares Nacionais”,
sugere fortemente, a partir de estudos elaborados por especialistas em
educacdo, que o ensino de matematica, nos niveis fundamental e
médio, deve aproveitar a experiéncia informal do aluno e a partir de
situacOes contextualizadas ir, progressivamente, formalizando seu
conhecimento.

Diariamente, ao lermos um jornal ou uma revista, nos
deparamos com gréaficos, tabelas e ilustragcdes. Estes sdo instrumentos
muito utilizados nos meios de comunicacdo. Um texto com ilustracfes
€ muito mais interessante, chamativo, agradavel e de féacil
compreensdo. N&o é sd nos jornais ou revistas gque encontramos
graficos. Os graficos sdo utilizados nos exames laboratoriais, nos
rotulos de produtos alimenticios, nas informacgdes de composicao
quimica de cosméticos, nas bulas de remédios, enfim em diversos
lugares.

Ao relacionarmos espaco em funcdo do tempo, numero do
sapato em funcdo do tamanho dos pes, intensidade da fotossintese
realizada por uma planta em funcdo da intensidade de luz a que ela é
exposta ou pessoa em fungdo da impressao digital, percebemos quéo

importante é a no¢do de funcdo para compreendermos as relagdes
entre os fendmenos fisicos, bioldgicos, sociais...

Esta monografia tem por objetivo melhor compreender a nog¢éo
de funcéo, explorando seu uso em situacdes da vida diaria que podem
ser traduzidas em modelos matematicos simples.

Esse trabalho atém-se as fungdes estudadas no 1° ano do Ensino
Médio, a saber, funcBes afins, quadraticas, exponenciais e
logaritmicas. Além da caracterizacdo e das propriedades principais
dessas fungOes serdo destacadas algumas aplicacgdes.

No apéndice sdo apresentados alguns trabalhos de alunos do
Colegio Sao Pedro em Porto Alegre, onde se destacam situacdes que
possibilitam a elaboracéo de graficos, a relacdo entre duas grandezas e
a necessidade da idéia de funcao.



SOBRE A DEFINICAO DE FUNCAO

A nocdo de dependéncia funcional provavelmente surgiu da
idéia de relacionar dois conjuntos de dados com alguma regra. A
origem € incerta, mas desde tempos remotos, tabelas de
correspondéncias obtidas da observacdo de fendmenos fisicos, foram
Importantes na evolugéo do que hoje conhecemos por funcéo.

As operacbes com fung@es ja tinham atingido um relativo grau
de perfeicdo na época das primeiras tentativas de formalizar a nocgéo
de funcdo. O método analitico de se tratar funcdes revolucionou a
matematica e assegurou para a definicdo de funcdo um lugar de
destague nas ciéncias exatas.

IDADE MEDIA:

O momento em que a nocdo de funcdo comecou a dar seus
primeiros grandes passos pode ser situado no século 14. E nessa época
que ocorre 0 ressurgimento da matematica como objeto de
preocupacdo dos estudiosos.

A associacdo da matematica com os fendmenos naturais
facilitou imensamente aos matematicos o trabalho de construir a
definicdo de funcao.

Embora seja a cineméatica um ramo da mecanica mais
claramente ligado a geometria, seu desenvolvimento ndo pode ser
desconectado da discussdo sobre as relagdes funcionais no mundo
fisico. Grande parte dessa discussdo na idade média se baseia
puramente na especulagdo e ndo era sustentada por nenhum tipo de
investigacdo empirica. Desta forma, a falta de experiéncias praticas
prejudicava a discussao nos seus aspectos matematicos.

Como exemplo relevante desse periodo, Boyer se refere ao
trabalho de Nicole de Oresme (por volta de 1360): “ Segundo Oresme,
tudo que € mensuravel, é imaginavel na forma de quantidade continua,
por isso ele tracou um grafico velocidade x tempo para um corpo que
se move com aceleracdo constante. Ao longo de uma reta horizontal
ele marcou pontos representando instantes de tempo (ou longitudes), e



para cada instante, ele tracou perpendicularmente a reta de longitudes,
um segmento de reta (latitude) cujo comprimento representava a
velocidade. As extremidades desses segmentos, ele percebeu, jazem
sobre uma reta.”. A partir desse tipo de diagrama, Galileu, mais tarde,
estabeleceu a “lei dos corpos que caem”.

SECULOS 16 E 17

No inicio da Idade Moderna, ndo existia uma noc¢do Unica para
0 termo fungdo, muitas vezes referiam-se a esse termo como uma
“expressdo analitica”, outras como aquilo que pudesse ser expresso
por séries de poténcias, para citarmos duas das formulacbes mais
usadas.

Alguns fatores, que tiveram lugar no século 16, foram
responsaveis pelo desenvolvimento verificado no seculo 17. Alguns
deles:

- O desenvolvimento de novos métodos computacionais, que
muito facilitaram os calculos feitos posteriormente;
- O grande avanco da trigonometria;

Os trabalhos do matematico Viete, que desempenhou um papel
Importantissimo nesta época, ao desenvolver, em 1591, a &lgebra
simbdlica, que deu origem a toda simbologia matematica usada até
hoje.

A descoberta dos logaritmos, cuja primeira tabua foi publicada
em 1614 por Napier, onde os calculos sdo feitos sem a defini¢do de
funcéo, e sdo baseados apenas na clara observacdo de uma “relacdo
funcional” especifica.

A analise cartesiana era centrada basicamente nas curvas, e
estas eram vistas apenas como uma materializacdo da relacdo entre x e
y € ndo como o grafico de uma funcéo y = f(x).

Descartes, entre outros, restringia seu estudo sobre “fungdes” a
um tratamento algébrico das curvas.



A proposta de se conceber o termo fungdo como tudo aquilo que
pudesse ser estendido em séries de poténcias foi a mais notavel
componente da nova matematica proposta por Newton e Leibniz. Um
dos principais trabalhos de Newton chama-se "O Método dos Fluxos e
Séries Infinitas".

Na época de Newton, as varias variaveis de uma curva nao eram
vistas como dependentes de uma Unica variavel independente, tendo
sido Newton a unica excec¢édo, pois para ele o tempo era a variavel
independente da qual todas as outras dependiam. Em termos fisicos
esta tese mostrou-se bastante fragil, uma vez que foi totalmente
destruida pela teoria da inseparabilidade entre o espagco e tempo de
Einstein (s6 que mais de 200 anos depois). Contudo, ela teve uma
Importancia crucial no desenvolvimento do pensamento funcional,
pois materializava as nocdes de variaveis independentes e
dependentes.

SECULOS 18 E 19:

Johann Bernoulli, em um artigo de 1718 sugere a letra grega ¢
para caracterizar funcdes. Mas 0 argumento ainda era escrito sem 0s
atuais parénteses: @ x. Neste mesmo artigo aparece a no¢do de funcéo
mais remota de que se tem noticia: Definicdo: chama-se funcdo de
uma grandeza variavel uma quantidade composta de qualquer modo
da variavel e de constantes quaisquer.

Ja estava bem claro que tal definicio era necessaria. E neste
momento que entra em cena 0 matematico que pode ser considerado
como o personagem principal: Leonhard Euler (1707-1783).

De acordo com o seu método de trabalho, Euler diagnosticou
esta necessidade de uma formalizacdo da definicdo de funcdo, e
elaborou definigGes bem detalhadas, como:

- Constante: quantidade definida que assume sempre um e apenas
um valor;

- Variavel; quantidade indeterminada, ou universal, que comporta
em si mesma todos os valores determinados;

- Funcdo: uma funcdo de uma quantidade variavel é uma
expressdo analitica composta, de qualquer maneira, por esta
quantidade variavel e nUmeros ou quantidades constantes.



Paralelamente ao trabalho de definir funcdo, Euler também
contribuiu decisivamente para que esta busca se tornasse um objetivo
premente. A necessidade dessa definicdo ficou mais flagrante ainda
quando o préprio Euler introduziu as funcbes de uma varidvel
complexa. Estas, ao contrario das funcGes reais de uma variavel real,
ndo tinham os apelos geométricos imediato de curvas ou graficos, e
sem o apoio da visualizagcdo aumenta a necessidade da definicao.

Muito embora Eiiler, no vol. I do seu “Introductio in Analysin
Infinitorum” formule o termo funcdo para referir-se aquilo que se
possa ser escrito como uma expressédo analitica, no vol. 2 Eliler admite
a existéncia de outros tipos de funcdes. Neste trabalho ele cita o que
seria a idéia de continuidade. Para Euler, continuidade significava
invariabilidade, imutabilidade da equacdo que determina a relagéo
funcional sobre todo o dominio de valores da variavel independente,
enquanto que descontinuidade significava uma alteracdo na lei
analitica, a existéncia de pelo menos duas leis diferentes em dois
intervalos de seu dominio.

A nocédo de continuidade de Euler gerou uma grande polémica e
discussdo envolvendo varios matematicos. Em 1817, Bolzano define
continuidade: “a funcdo f(x) € continua em um intervalo se, em
qualquer x do intervalo, a diferenca f(x + w) - f(x) pode se tornar téo
pequena quanto se deseje” (cf. Boyer). Definicdo parecida foi
anunciada por Cauchy em 1821. O grande passo dado por Bolzano e
Cauchy foi ter dado a continuidade o seu carater local, ao contrario do
carater global a ela atribuido por Euler.

Em 1734-35, Euler introduz a notacédo f(x) para a representacao
da funcédo f da varidvel x. E em 1755 se vé obrigado a rever seu
conceito de funcéo, e propde: “Se algumas quantidades dependem de
outras quantidades de modo que uma alteracao nas segundas implique
uma alteracdo nas primeiras, entdo as primeiras sao chamadas de
funcdes das segundas”.

Em 1780, o conceito de fungdes mistas de Euler € questionado
por J. Charles, que diz que algumas funcdes que pela definicdo de
Euler seriam mistas podem ser representadas por uma equacao apenas.
Em 1844, Cauchy apresenta o exemplo que sepulta as fungdes mistas:



X,X>0 : . ]
a fungéo f(x):{ 0 pelo conceito de Euler, é descontinua,
—X,X<

mas se escrita como f(x)=+/x?, para todo x; ainda segundo Euler é

uma funcédo continua.

Uma das principais conquistas matematicas do século 19 foi a
formalizacdo daquela area da matematica que trata dos processos
infinitos (e infinitesimais), ou seja, a separacdo entre analise e
geometria. Este processo teve em Weierstrass um dos seus maiores
expoentes, e na definicdo de limite de um funcdo seu maior
protagonista.

Com a definicdo de funcdo ja relativamente consolidado, a
Teoria das Fungdes tornou-se uma area de grande interesse na
mateméatica. O desenvolvimento da matematica traz sempre
guestionamentos sobre conceitos pré-estabelecidos, e as fungbes néo
fogem disso, pois a cada dia novas classes de fungbes séo
consideradas e 0s conceitos sdo permanentemente revistos. N&o
obstante, podemos dizer que o espirito da definicdo de Euler acerca da
dependéncia entre quantidades parece ser inabalavel.

Como outras no¢des matematicas, a de funcéo foi rejeitada por
muitos anos ainda. Na virada do século os matematicos praticamente
se dividiam em duas correntes: os tradicionais, que estudavam fungées
enquanto expressdes analiticas explicitas e os sintéticos, que seguiam
as defini¢Ges de Dirichlet e Bolzano.

Atualmente, se aceita a seguinte definicéo:
“Uma funcéo y da variavel x, y = f(x) € uma relacdo entre pares de

elementos de dois conjuntos X e Y tal que a cada elemento x do
conjunto X, um e apenas um elemento y do conjunto Y é associado.”



1. Fungdes como Modelos Matematicos

Um modelo matematico € uma descricio matematica
(geralmente por meio de uma fungdo ou por um sistema de equagéo)
de um fendémeno do mundo real, assim como o tamanho de uma
populacdo, a demanda por um produto, a velocidade de um objeto
caindo, a concentracdo de um produto em uma reacdo quimica, a
expectativa de vida de uma pessoa ao nascer ou o custo da reducéo
dos poluentes. O proposito do modelo é entender e talvez fazer
predi¢des sobre um comportamento futuro.

O processo de modelagem matematica funciona da seguinte
forma:

Problema do Formular Modelo
mundo real > matematico
Testar Resolve
PredicOes sobre | Conclusoes
0 mundo real Interpretar matematicas

Dado um problema do mundo real, a primeira etapa é formular
um modelo matematico por meio de uma identificacdo e da abstracéo,
especificando as variaveis dependentes e independentes e a leitura de
hipdteses que tornem o problema matematicamente tratavel. A seguir
€ necessario aplicar a matematica que sabemos (tal como calculos a
serem desenvolvidos) ao modelo matematico que formulamos, a fim
de tirar conclusoes.

Entdo como terceira etapa interpretamos as conclusoes
matematicas como informagcGes sobre o fenbmeno original e
oferecemos explicacbes ou fazemos predices. A fase final é testar
nossas predicdes com o que acontece de novo no mundo real. Se as
predicdes ndo se ajustam bem a realidade, precisamos refinar nosso
modelo ou formular um novo modelo e comecgar novamente o ciclo.



Um modelo matematico nunca € uma representacdo
completamente precisa de uma situacdo fisica: - € uma idealizacéo.
Um bom modelo simplifica a realidade o bastante para permitir
calculos matematicos, mantendo, porém, uma precisdo suficiente para
conclusbes apreciaveis. E importante entender as limitagdes do
modelo. A palavra final estd com a Mae Natureza.

Existem varios tipos diferentes de fungdes, as quais podem ser
usadas para modelar relagcbes observadas no mundo real. A seguir
discutiremos algumas dessas funcdes, e serdo dados exemplos de
situacOes modeladas apropriadamente por tais fungoes.

2. Grandezas diretamente proporcionais: a funcéo linear

A funcéo linear definida pela expressdo f(x) = ax, serve de
modelo matematico para problemas de proporcionalidade direta.

O livro Aritmética Progressiva de Antonio Trajano (cf. [1]),
editado pela primeira vez em 1883, e que ainda circulava na década de
60, ensinava assim:

“Duas grandezas sdo proporcionais quando elas se
correspondem de tal modo que, multiplicando-se uma quantidade de
uma delas por um numero, a quantidade correspondente da outra fica
multiplicada ou dividida pelo mesmo nimero. No primeiro caso, a
proporcionalidade se chama direta e, no segundo, inversa; as
grandezas dizem-se diretamente proporcionais ou inversamente
proporcionais”.

Substituindo as grandezas de Trajano por suas medidas, que sdo
nameros reais, a traducdo do que estd dito acima na linguagem das
fungdes é: “Uma proporcionalidade é uma fungao f:SR* — R" tal que,
para quaisquer nameros reais positivos ¢ e x tem-se f(cx) = cf(x)

(proporcionalidade direta) ou f(cx) = ? c=0, (proporcionalidade

inversa)”.

Obs: fazendo x = 1 e chamando f(1) = a, temos que os modelos
matematicos para as proporcionalidades direta e inversa sdo



respectivamente as fungbes f(x) = ax (funcdo linear) e f(x) = E, X
X

= 0.0u de outra forma: as medidas y e x de duas grandezas dizem-se
diretamente proporcionais se y = ax e inversamente proporcionais se y
a

X 1

X 0.

Proposicdo 1: (Teorema Fundamental da Proporcionalidade)

Se f:;®* —» %€ uma funcgdo crescente tal que f(nx) = nf(x) para
todo x e R*e todo ne N, entéo f(cx) = cf(x) para quaisquer X e cem
R*.

Obs: 1) é mais simples mostrar que f(nx) = nf(x) para todo natural n
do que verificar que f(cx) = cf(x) para todo c em R*.

2) se f satisfaz as hipoteses do teorema, f é dita uma
proporcionalidade.

3)se f € uma proporcionalidade, entdo para todo x >0, f(x) = ax, onde a
=f(1) .
* Prova no apéndice.

APLICACAO

Exemplo 1: Numa circunferéncia de raio r, seja f(x) a area do setor
circular que subentende um arco de comprimento x. Verifica-se
imediatamente que f € uma funcdo crescente de x e que f(nx) = nf(x)
para todo n natural. Logo existe uma constante a tal que f(x) = ax.
Como ao arco de comprimento 2rr corresponde o setor de area mr?,
tem-se

nr? = f(2nr) = a2nr
Donde,

r r
a=—e f(x)=—x
2 (X) 2



2.1.Grandeza proporcional a varias outras

Suponha que uma grandeza z estd relacionada com outras
grandezas X, Y, u, v, w, de tal maneira que a cada escolha de valores
para estas Ultimas é determinado um Unico valor para z. Entdo z
chama-se uma funcdo das variaveis X, y, U, Vv € W e escreve-se z =
f( X,y,u,v,w).

Nessas condi¢es, diz-se que:
z ¢ diretamente proporcional a x quando:

(i)  para quaisquer valores fixados de y, u, v, w, a grandeza z é
uma funcdo crescente de x, isto ¢, x < x’ implica
f(x,y,u,v,w) < f(x’,y,u,v,w).

(i) para neN e X\y,u,v,w quaisquer tem-se f(nx,y,u,v,w) =
nf(Xx,y,u,v,w).

z € inversamente proporcional a x quando:

(1’) para quaisquer valores fixados de y, u, v, w, a grandeza z ¢
uma fung¢do decrescente de x, isto ¢, x < x’ implica f(x,y,u,v,w) >
f(x’,y,u,v,w).

: 1
(ii’) para neN e X,Yy,u,v,w quaisquer tem-se f(nx,y,u,v,w) = =
n

f(X,y,u,v,w).
Do teorema fundamental da proporcionalidade, segue que se
z = f(x,y,u,v,w) e diretamente proporcional a X e y e inversamente
proporcional a u,v e w, entédo, fazendo a = f(1,1,1,1,1), tem-se

z =f(x,y,u,v,w) =a. A
uvw

APLICACOES

Exemplo 1: Admita que 3 operarios, trabalhando 8 horas ao dia,
construam um muro de 36 metros em 5 dias.

a) ldentifique as grandezas diretamente proporcionais e inversamente
proporcionais.

Grandezas: namero de operarios, horas trabalhadas ao dia, metros
de muro e dias.

10



Grandezas inversamente proporcionais: * numero de operarios —
horas trabalhadas ao dia

* namero de operarios — dias

* horas ao dia — dias
Grandezas diretamente proporcionais: * nimero de operario — metros
de muro

* horas ao dia — metros de muro
* metros de muro — dias

b) De acordo com o item (a), exprima o numero D de dias necessarios

a construgdo de um muro em fungdo no numero N de operarios, do

comprimento C do muro e do nimero H de horas trabalhadas por dia.
D =C/N.H

¢) Quantos dias s@o necessarios para que uma equipe de 5 operarios,
trabalhando 6 horas ao dia, construa um muro de 15 metros?
D =15/5.6
D = 0,5 dias = 12 horas

Exemplo 2: Estudiosos da saude definiram o indice de massa corpérea
(IMC) como sendo o razdo entre o peso (em kg) e a atura (em m) ao
quadrado, ou seja, se p denota o peso e h a altura
IMC ="
h
A tabela abaixo apresenta uma classificacdo para seres humanos
relacionando peso e altura:

IMC Classificacdo
<185 abaixo do peso
18,5-24,9 normal
25-29,9 acima do peso
30-39,9 obeso
> 40 obeso morbido

(i)  Qual a sua classificacdo frente a tabela acima?
Acima do peso

(i)  De acordo com os dados da tabela, no minimo, quantos quilos

uma pessoa de 1,70 m e pesando 100 kg, deve emagrecer, para
ser classificada como normal?

11



IMC = 100/(1,70)?
IMC = 34,6 (obeso)
Para que a pessoa possa ser classificada como normal, deve ter
um IMC de no maximo 24,9.
IMC =249
24,9 = p/(1,70)?
p =24,9.(1,70)? = 71,9kg
Logo, essa pessoa deve emagrecer (100 — 71,9 = 28,1kg) 28,1
kg para que seja classificada como normal.

(ili)  As grandezas IMC e peso séo diretamente proporcionais?
Sim.

(iv) As grandezas IMC e quadrado da altura sdo inversamente
proporcionais?
Sim.

3. Fungéo afim

Uma funcdo f:R — R chama-se funcédo afim quando existem
dois nimeros reais a e b tal que f(x) = ax + b, para todo x € R.

Proposicdo 2: Seja f:R — R uma funcdo crescente ou decrescente.
Se a diferenca f(x+ h) — f(x) depender apenas de h, mas ndo de X,
entdo fé uma funcao afim.

* Prova no apéndice.

Outra caracterizacdo das funcdes afins pode ser dada em termos
de progressOes aritméticas. Se f é uma funcdo afim, e se a sequéncia
X, € uma P A entdo a seqiiéncia y, = f(x,) também é uma PA.

Por outro lado, vale a seguinte proposicéo:

Proposicdo 3: Seja f:)* ->9® uma fungdo crescente ou decrescente
que transforma qualquer P.A em outra P.A. Entéo f é uma funcéo
afim.

* Prova no apéndice.

12



APLICACOES

Exemplo 1: Uma loja de carros usados oferece dois deles: O carro A
custa R$ 8000,00 e faz 8,5 km/litro de gasolina. O carro B custa R$
10000,00, porém faz 13 km/litro de gasolina. O preco do litro de
gasolina € estimado em R$ 2, 40. Ambos os carros estdo em boas
condigbes e assim, se espera que O custo com consertos seja
desprezivel em médio prazo. Quantos quildometros o carro A pode
rodar, antes que o carro B se torne a melhor op¢éo de compra?

Carro A: C = custo, K = quilémetros rodados
Ca = 8000 + K.2,40/8,5
Carro B:
Cg = 10000 + K.2,40/13

14000
12000
F0000
000
¥
GO0
4000

20007

O 2000 B0C0 10000 ";}i'ﬂ'ﬂ'ﬂ” 48000 22000
Ca<Cg?
8000 + K.2,40/8,5 < 10000 + K.2,40/13
K.2,40/8,5 — K.2,40/13 < 10000 — 8000
(31,2K — 20,4K)/110,5 < 2000
10,8K < 2000.110,5
K <20462,95 km

O Carro A pode rodar 20462,95 km que ainda assim sera mais
em conta adquiri-lo do que o Carro B.

13



Exemplo 2: (UFSM-2003) Os dados da tabela progressiva para o
calculo anual do Imposto de Renda de pessoa fisicas sdo apresentados
na seguinte tabela:

Base de calculo anual em | Aliquota Parcela a deduzir do
R$ % imposto em R$
Até 12696,00 - .
De 12696,01 até 15 % 1904,40
25380,00
Acima de 25380,00 27,5% 5076,90

Fonte: Receita Federal — 2002

a) Encontre a funcdo que representa 0 imposto a ser pago em
funcdo do rendimento x (base de célculo ).

0,se R<12696,00
I(R) = 10,15.R —1904,40, se 1269601 < R < 2538000
0,275.R-5076,90, se R > 2538000

b) Esboce o grafico da funcéo encontrada em (a).
6000

50005
40005
aﬂuﬂé
Eﬂﬂﬂé

1000

0 0000 EEEGd 30000 40000
c) Qual deve ser o rendimento de uma pessoa que pagou R$
5230,00 de imposto de renda?
IR =5230,00
Pelo grafico encontrado em (b), associa-se esta pessoa como
portadora de uma renda superior a 25380,00 reais ao ano.
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Assim:
5230,00 = 0,275.R - 5076,90
0,275.R =5230,00 + 5076,90
R = 37479,64 reais
Exemplo 3: (Provdo/99-Matematica) O dono de um restaurante
resolveu mudar o tipo de cobranga, misturando o sistema a quilo com
0 de preco fixo. O sistema de precos ficou o0 seguinte;

Até 300 g R$ 3,00 por refeicdo
Entre 300 ge 1 kg R$ 10,00 o quilo
Acima de 1 kg R$ 10,00 por refeicdo

a) Escreva a funcdo preco a pagar em funcdo da quantidade
consumida e esboce seu grafico
3,00,se 0001kg < g <0,300kg

P(q)=+1000q, se 0,301kg < q <0,99%qg
10,00, se q > 1,000kg
onde P € o0 preco a pagar, e g € a quantidade consumida.

129

10
8]

¥ 67

U oz 04 06 08, 7 12 14 16 18
b) Quanto deve pagar quem consumiu 750 g?
A pessoa que consumiu 750 g, enquadra-se na segunda lei da
fungéo, ou seja:
P =10,00.qg
P =10,00.0,750
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P=7,50
¢) Quantas gramas foram consumidas por quem pagou R$ 6,007
A pessoa que pagou R$ 6,00 certamente esta de acordo com a
segunda lei da funcéo, logo:

P = 10,00.q
6,00 = 10,00.q
q = 0,600 kg

Exemplo 4 : Uma copiadora publicou a seguinte tabela de precos:

NUmero de copias de um mesmo Preco por copia
original
Delal9 R$ 0,10
De 20 a 49 R$ 0,08
50 ou mais R$ 0,06

a) Esboce o grafico de uma funcdo que associa a cada natural n o
custo de n copias de um mesmo original. Escreva a lei dessa

funcao.
0,10.n,se1<n<19
P(n)=:008.n,se 20<n<49
0,06.n,se n>50
Custo
3,02f """ mTTmTmTmmmmmmomommmsooomoooooooo 2
100 M b
(1) A > |
p o
1,60F---mmmmmmmp S o Do
s ! o
’ Vo P
7 P! P!
’ b b
0 19 éO 4950 n° de cépias

Observe que as linhas sdo pontilhadas pelo motivo de estarmos
trabalhando no conjunto dos nimeros naturais.

b) O uso da tabela acima provoca distor¢cdes. Aponte-as e sugira
uma tabela de precos mais razoavel.
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NuUmero de cépias de um mesmo Preco por cépia
original

Delal9 R$ 0,10

De 1a49 R$ 0,08

50 ou mais R$ 0,06

Custo
190,
152 .7
1,14[ %
z !
P/ i
R e
19 n° de copias

4. A funcdo quadratica

Uma funcdo f chama-se quadratica quando existem numeros
reais a, b e c, a =0, tais que f(x) = ax?+ bx + ¢ para todo x.
Escrevendo a fungédo quadratica em sua forma candnica

f(x) = a(x+2£) _A4 ,onded =b?* —4ac,
a

4a
vemos que a fungdo tem um maximo em x = ;— casoa<0etemum
a
minimo em X = ;— , caso a > 0. Em ambos os casos esse valor e
a
-b —A - «
f(—) = ——. Prova-se em [1] que o grafico de uma funcéo
2a 4a
e . - -b -4
quadratica € uma parabola com vértice no ponto V = (2— ,4—).
a 4a
Decorre da forma candnica que se f(x) = f(x’) entdo
Xx+X —=b
2 2a
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Convém ainda lembrar que os coeficientes de uma funcdo
quadratica sao determinados pelos valores da funcdo em trés nimeros
distintos.

4.1 Funcdes quadraticas e progressoes

Uma progressdo aritmética de segunda ordem é uma sequiéncia
de nameros reais yi, Y2, Y3, Y4,..., ¥n, ... tal que as diferencas sucessivas

d1=y2-y1, dg =V3 - VYo d3 = V4 - VY3, i, , dn:yn+1-yn,
formam uma progressao aritmética usual.

Uma caracterizacdo da funcdo quadréatica é dada pela

Proposicdo 4: Uma funcdo continua (*) f:9R — R e quadratica se, e
somente se, transforma toda progressdo aritmética ndo constante X,
X2y X3 yerereereens , Xn, ... NUMa progressdo aritmética de segunda ordem
ndo degenerada (*) y1, Y2, ¥3 ..., Yn,.... onde y1 = f(x1 ), y2 = f(x2), ...... ,

Yn = f(Xn), .....
* Prova no apéndice.

Observacéao: (*) Uma progressédo aritmética de segunda ordem € néo
degenerada se ndo for uma progresséo aritmetica ordinaria.

APLICACOES

Exemplo 1. Dado um conjunto finito de retas do plano, elas

determinam um nimero maximo de regifes quando estdo na chamada

posicdo geral: isto €, elas sdo concorrentes duas a duas e trés retas

nunca tém um ponto comum. Seja R, 0 nUmero maximo de regides no

plano determinado por n retas na posicédo geral.

a) Quando se adiciona mais uma reta na posic¢ao geral a um conjunto
de n retas em posicéo geral, quantas novas regides sao criadas?

1 reta: R
Séo determinadas 2 regides.

R>

* Uma funcéo f: R — R € continua em a se lim f(x)= f(a). Diz-se que f é continua
X—>a

em R se for continua em cada ponto de R.
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2 retas:
S&o determinadas 4 regides. Ry Ro

R3 R4

3 retas: R: R> R3

S&o determinadas 7 regides.

4 retas:
Séo determinadas 11 regides.

5 retas:
Sao determinadas 16 regides.

Assim, conclui-se que a cada reta adicionada é criado um
numero de regides 1 unidade maior em relacdo a diferenca entre o
numero de regides criadas por (n — 1) retas e (n — 2) retas, onde n >
3.

Logo, com 5 retas o numero de regides deve ser 4 unidades
maior que a anterior, ou seja, deve possuir 16 regides.

b) Deduza de (a) que R, é uma fungdo quadratica em n e obtenha a
expressao de Ry.

De acordo com a proposicdo 4, temos uma progressao aritmetica
de razdo 1 com relacdo a diferenca entre 0 nimero de regides
formadas pelo niUmero de retas consecutivas.

Conhecidos trés pontos: (1, 2), (2, 4) e (3, 7) é possivel
determinar a expressdo de R, =an?+ bn + c.

2=a.1l’+b.1+c
4=a2>+b.2+cC
7=a3"+b.3+cC

Resolvendo o sistema obtém-se a seguinte expressao:

19



¢) Calcule Ra.

2
R _30° 30 930

% +—+1=—+1=466regides
2 2 2

Exemplo2: No maximo quantos pontos de intersecdo existem quando

sdo desenhadas n circunferéncias?

2 circunferéncias

2 pontos de interseccéao.

3 circunferéncias
6 pontos de interseccao

4 circunferéncias
12 pontos de intersec¢ao

5 circunferéncias
20 pontos de interseccao

6 circunferéncias
30 pontos de intersecgao
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Assim, conclui-se que a cada circunferéncia adicionada €
criado um numero de pontos 2 unidades maior em relacdo a
diferenca entre o ndmero de pontos criadas por (n — 1)
circunferéncias e (n — 2) circunferéncias.Por exemplo:

4 circunferéncias — 3 circunferéncias = 12 pontos — 6 pontos = 6
pontos

Logo, com 5 circunferéncias o nimero de pontos deve ser 8
unidades maior que a anterior, ou seja, deve possuir 20 pontos.

E possivel verificar o nimero maximo de pontos de interseccio
entre n circunferéncias a partir de uma funcéo quadratica. De acordo
com a proposic¢ao 4, temos uma progressao aritmetica de razédo 1 com
relacéo a diferenca entre o numero de pontos formadas pelo nimero
de circunferéncias consecutivas.

Conhecido trés pontos: (2, 2), (3, 6) e (4, 12) é possivel
determinar a expressdo de R, =an?+ bn +c.

2=a2’+b.2+c

6=a3"+b3+cC
12=a4’+b4d+c

Resolvendo o sistema obtém-se a seguinte expressao:
R =n*>-n

Exemplo 3: Um gravador de video possui um contador que registra o
numero de voltas dadas pelo carretel da direita. A fita, de 6 horas de
duracéo, esta parcialmente gravada. O contador indica 1750 ao final
do trecho gravado e 1900 ao final da fita. Quanto tempo de gravacao
ainda esta disponivel no final da fita?

a) Explique porque ndo é razoavel supor que o tempo de gravacao
seja diretamente proporcional ao numero de voltas no contador.

N&o € possivel determinar o tempo restante pelo seguinte
motivo: cada volta dada pelo carretel ndo € igual a volta anterior,
pois a medida que o carretel vai acumulando fita o comprimento da
circunferéncia formada por uma volta de fita no carretel apresenta
um novo valor, pelo fato de o raio da nova volta ser diferente do raio
da volta anterior.
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Assim, ndo é admissivel de que o tempo de gravacdo seja
diretamente proporcional ao nimero de voltas no contador.

b) Considerando que a fita se enrola em cada carretel segundo
circulos concéntricos igualmente espacados, mostre que o tempo
T(n) de gravacdo apds n voltas é dado por uma funcdo da forma
T(n) = an? + bn.

Apos a primeira volta temos a seguinte relacéo:
- 12volta: raio = r, comprimento da volta = 2z.r
- 2%volta: raio = r + Ar, comprimento da volta =2z.r + 27z.Ar
- 32volta: raio = r + Ar + Ar’, comprimento da volta = 2z.r +

A + 2. Ar’

Assim por diante, formando uma progressdo aritmética. Logo
se conclui que a funcédo que relaciona o tempo da fita com o numero
de voltas é da seguinte forma:

T(nN)=an?+bn+c
onde n € 0 numero de voltas, e T € o tempo de fita ja decorrente.

c) Medindo o tempo de gravacdo correspondente as primeiras 100,
200, 300 e 400 voltas, foram encontrados os dados abaixo. Estes
valores sdo consistentes com o modelo acima?

Volta Tempo (s)
100 555
200 1176
300 1863
400 2616

Utilizando trés apontamentos da tabela anterior, € possivel
verificar qual a fungéo correspondente para esta fita:

555=a.100% +b.100 + ¢
1176 =a.200% +b.200 + ¢
1863 =a.300° +b.300 + ¢

Resolvendo o sistema obtém-se a expressao:
T(n) = 0,0033.n? + 5,22.n

Para confirmar que a expressao esta correta, usaremos o
quarto valor da tabela que nao foi utilizado para obter a expressao:

22



T(400) = 0,0033.400% + 5,22.400
T(400) = 0,0033.160000 + 2088
T(400) = 528 + 2088
T(400) = 2616 segundos
confirmando o valor obtido na tabela.

d) Quanto tempo de gravacao resta na fita?
Sabe-se que foram gravadas 1750 voltas, ou seja:
T(1750) = 0,0033.1750% + 5,22.1750
T(1750) = 0,0033.3062500 + 9135
T(1750) = 10106,25 + 9135
T(1750) = 19241,25 segundos

Sabendo tambéem que a fita possui 6 horas de gravacao (21600
segundos), subtraimos o valor total de gravacdo com o valor gravado
e encontramos o0 tempo restante de fita:

21600 — 19241,25 = 2358,75 segundos

Exemplo 4: Numa vidracaria hd um pedaco de espelho sob a forma de
um triangulo retangulo de lados 60cm, 80cm e 1m. Quer-se a partir
dele, recortar um espelho retangular com a maior area possivel. A fim
de economizar corte, pelo menos um dos lados do retangulo deve estar
sobre um lado do triangulo.

As posicdes sugeridas sdo as da figura acima.
a) Em cada caso, determine o retdngulo de maior area e compare
os dois resultados.
1° caso: Calculando a area do
retangulo de tal modo que ela
seja maxima:
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A = x.y = maxima
Tem-se uma relacdo de
proporcdo  entre  triangulo 1m

~ . ; 60cm y

retangulo a partir da figura ao X

lado:

y 60 —X 80cm
80 60
Obtendo assim a seguinte
analogia:
y =80 - 4x
3

Substituindo na area tem-se:
2

A=XYy=X 80—ﬁ = 80.x—4x

3 3

Usando conhecimentos graficos sobre funcdes quadraticas,
sabe-se que estd funcdo apresentard um valor maximo que
determinara o valor maximo da area do retédngulo que estamos
procurando:

Ay o —A_—(807) 6400
maxima — Yv 48._4(—4)_ “16

3 3

=1200cm?

2° caso: Calculando a area do
retangulo de tal modo que ela
seja maxima:
A = x.y = maxima 60cm

Sabe-se que a area do
triangulo maior é igual a
2400 cm?  Assim pode-se
afirmar que a altura relativa
a hipotenusa e dada por
48cm. Comparando-se 0S
seguintes triangulos obtém-se
a consequiente relagao:

80cm

48 100

x 100-y
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Obtendo  assim a 100y

semelhanca:
_ 1200-25x socm {0em
12 48c

Substituindo na area

tem-se:
80cm
2
A=xy= Xl(lZOO 25.xj 100X — 25.X

Usando conhecimentos graficos sobre fungdes quadraticas,
sabe-se que estd funcdo apresentard um valor maximo que
determinara o valor maximo da area do retangulo que estamos
procurando:

_ _ 2
Amaxima = Yv = 4 = (100 ) =1200cm?
4a 4(—25j
\ 12

Os resultados obtidos foram iguais, concluindo assim que néo
importa a maneira com que for cortado o retangulo a partir do
triangulo, pois a &rea maxima encontrada é de 1200 cm?.

5. Funcdes do tipo exponencial

Definicdo: Uma funcdo g: R >R € de tipo exponencial quando se
tem g(x) = ba* para todo x real, onde a e b sdo constantes reais
positivas. Se a > 1, g é crescente. Se 0 < a <1, g é decrescente.
Observacédo: Se g é uma funcdo do tipo exponencial entdo, para
quaisquer x e h reais, 0s quocientes

ox+m-90 _ ., . 9x+h)_,

h 9(x)
dependem apenas de h, mas ndo de x. Vale também a reciproca.

Caracterizacgéo de funcdes de tipo exponencial:

Se g(x) = b.a*, o quociente M= a" e portanto ndo depende de

9(x)
X, para quaisquer valores de x e h. Assim g(x+h) = a(h)g(x), onde o
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coeficiente a(h) é o mesmo para qualquer valor de Xx. A reciproca vale
e caracteriza as funcdes de tipo exponencial.

Proposicdo 5: Seja g: R —» R+ uma funcéo crescente ou decrescente
g(x+h)
9(x)
apenas de h, mas ndo de x. Entdo, g(x) = b.a* para todo x real, isto &,
a funcéo g é do tipo exponencial.

* Prova no apéndice.

tal que, para x, h, reais quaisquer, 0 quociente depende

APLICACAO:
1. O problema do reservatorio.

A 4gua de um reservatorio evapora-se a uma taxa de 10% ao més.
Supondo que nédo haja chuva, nem outra entrada de agua, pede-se:

a) o volume de agua resultante ao final de 12 meses (calculo
mensal);

b) o volume de agua resultante ao final de 365 dias (calculo
diario);

¢) o volume resultante ao final de 8760 horas (calculo a cada
hora);

d) o volume de agua resultante ao final de t meses (calculo a cada
instante);

e) o volume de &gua resultante ao final de 1 ano.

Antes de resolver este problema, considere a taxa de evaporagao
constante e igual a q por cento ao més e faca k = %. Tome como Vy

o volume inicial de agua no reservatorio.

a) Ao fim do 1° més, o volume sera reduzido a V(1) = (1 — k).Vo.
Ao fim do 2° més, o volume sera reduzido a V(2) = (1 — k)2. V.
Prosseguindo o raciocinio, ao fim de m meses, o volume de

agua sera V(m) = (1 — k)™ VL.

b) A monitoracdo diaria do volume do reservatério é calculada do
seguinte modo:

Ao fim do 1° dia, o volume sera igual a V(1) = (1—%}\/0 :
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2
Ao fim do 2° dia, o volume seré igual a V(2) = (1—%} V,.

Ao fim de m dias, o volume de agua restante sera de V(m) =
(-3
30

c) Se houvesse possibilidade de monitoragdo horaria do volume
do reservatorio, seria:

Ao fim da 12 hora, o volume seria igual a V(1) = (1—%).\/0.

2
Ao fim da 22 hora, o volume sera igual a V(2) = (l—%) V,.
Ao fim de m horas, o volume de agua restante no reservatorio

) kK \"
seriaapenasdeV(m)=|1-— | V..
p (m) ( 720) :

d) Fazendo k = 0,1 e calculando o volume de agua resultante apos
um ano, considerando respectivamente, as medidas tomadas em
meses, horas e dias, obteriamos as seguintes respostas:

V(12) = 0,2824295.V,, V(365) = 0,2956145.Vy, V(8760) =
0,2961908. V..

Isso mostra que os periodos de tempo no qual séo feitas as
medidas, interferem no resultado, o que é bastante razoavel, pois
podemos supor a evaporacdo um processo continuo. Como obter o
resultado verdadeiro?

A idéia € a seguinte: Considere um tempo de t meses (t niUmero

real). Divida esse tempo em n periodos de tempo de duragéo % mes.

Assim:
Ao fim do 1° periodo, o volume de &Agua restante sera

(W)

Ao fim do 2° periodo, o volume de &Agua restante sera
2
v(ﬁj:vo{l_ﬁj .
n n
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Ao final de n° periodo, (t meses) o volume de agua restante no

reservatorio sera
nt kt )"
V(t)=V|—|=V |[1-=
O=v(7 w7

Fazendo n tender ao infinito (os intervalos de tempo devem ser

: kt)"
cada vez menores) e lembrando que I|m[1—— =e™, tem-se que a

n—o0 n

fungdo exponencial
V(t)=V,e™
mede o volume de agua no reservatorio decorridos t meses.
e) Voltando ao problema inicial, teremos, ao final de um ano, um
volume de agua restante no reservatoério igual a
V(12)=V, e " =0,3011942V,

Proposicdo 6: Seja g: R — R®* uma fungdo crescente ou decrescente
que transforma toda progressdo aritmética xi, X2, ...,Xp,..., NUMaA
progressdo geometrica Yy = f(X1), y2 = f(x2) , ..., Yyn = f(Xn),... Se
pusermos b = f(0) e a = f(1)/f(0) entéo f(x) = b.a* para todo x real.

* Prova no apéndice.

6. Funcdo Logaritmica

Sea>0ea=1,afuncdo f(x) = a* é injetora e portanto possui
uma inversa que é funcdo g(x) = log.x, chamada funcéo logaritmica na
base a. Assim vale a importante propriedade:

y = a* se e somente se X = 10gaX

A base mais importante em termos praticos € a base e,
conhecida como a base natural dos logaritmos. Nesta base usa-se a
notacao In x = logex.

Para resolver a equagdo a* = b, b > 0, aplica-se a funcéo
logaritmica natural (ou na base 10) em ambos os lados da equacdo e
recai-se na solucao.

_Inb ou X 10g,, b

X =
Ina log,, a
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6.1 Juros continuos

Um capital ¢, empregado a uma taxa de k por cento ao ano,
rende, no fim de um ano, juros no valor de kc/100. Ponhamos o =
k/100. Entdo ¢ renderd, no fim de um ano, juros no valor de «c.
Decorrido um ano, o capital torna-se igual a c(1+a). Passados dois
anos, o novo capital ¢c; = ¢c(1+a), empregado a mesma taxa, tornar-se a
igual a c(1+a)?. Ao fim de m anos teremos c(1+o)™.

Se tomarmos uma fragdo 1/n do ano, o capital ¢, empregado a
mesma taxa de juros, devera render oc/n de juros, de modo Que,
decorrida a fracdo 1/n de ano, o capital ¢ transforma-se em c; =
c(1+a/n). Empregando este novo capital c; e esperando mais 1/n de
ano, obtemos o capital c(1+a/n)2. Prosseguindo dessa maneira, se
dividirmos o0 ano em n partes iguais e, depois de decorrido cada um
desses periodos de 1/n de ano, capitalizarmos os juros rendidos,
reinvestindo sucessivamente "a mesma taxa, quando chegar ao fim do
ano, em vez de c(l+o), obteremos um capital maior, ou seja,
possuiremos c(1+a/n)".

Se os juros forem capitalizados (juntados ao capital) a cada
instante, ao final de um ano, o capital acumulado sera de limc(1+

nN—o0

o/n)" = c.e*. Esse tipo de aplicacdo em que os juros sdo capitalizados
continuamente, € 0 que se chama de juros continuos. Por exemplo, 0
capital de R$ 1,00 empregado a juros continuos a uma taxa de 100%

ao ano, ao final de um ano sera transformado em “e” reais.
Se a taxa de juros é referida a anos, (k% ao ano, =k /100),

entdo um capital c empregado a essa taxa sera transformado depois de
t anos, em
c(t) =limc(l + at/n)" = c.e™

APLICACOES
1. Determine quanto tempo € necessario para dobrar o valor de um
investimento com taxa de juros anual de 10% computada

a) anualmente ;

b) mensalmente ;

c) diariamente ;

d) continuamente.

a) juros computados anualmente
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c(l)=2c=c(1+0,1)
log2=t.log11l
(= log 2
- log1,1
t=7,27 anos
b) juros computados mensalmente

c(ij =2C= c.(1+ %j
12 12
log2=12t.10g 10083
_ log2
1210910083

t = 6,96 anos
c) juros computados diariamente

] D ] 365.t

log 2 =365t.10g 1,00027

B log 2

~ 365.10g 100027

t = 6,9324 anos

d) juros computados continuamente
ct)=2c= Ianw c(1 + at/n)" = c.e%1t
In2=0,1t.Ine

_In2
~ 0l.Ine

t = 6,9315 anos

2. A gue taxa de juros continuos devo investir meu capital a fim de
que ele dobre no final de 5 anos?

O capital C(t) é expresso pela funcdo exponencial c(t) = c.e*.,
Assim

2c =ce“’®
In2=a.5
_In2

5

a = 0,1386 ao ano
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3. Quanto devo investir agora, a 12% ao ano (capitalizados
continuamente), para reobter dentro de 20 anos um milh&o de reais?
Fazendo c(t) = c.e®*t, segue
1.000.000,00 = c.£°***
. 1.000.000,00

110231764
c =90717,95 reais.

6.2 A desintegracdo Radioativa

Os atomos de uma substancia radioativa (como 0 uranio)
possuem uma tendéncia natural a se desintegrarem, emitindo
particulas e transformando-se em outra substancia ndo radioativa.
Assim sendo, com o passar do tempo, a quantidade de substéncia
original diminui (aumentando, consequentemente, a massa da nova
substancia transformada). Isto é feito de tal maneira que num
determinado instante, a quantidade de materia que se desintegra de um
corpo radioativo € proporcional a massa da substancia original
presente no corpo e é determinada experimentalmente. Pode-se provar
que a massa M(t) do corpo apo6s t segundos € dada pela expressdao M(t)
= Mo.e™, onde My é a massa do corpo no instante t = 0.

APLICACOES

1. A meia vida de uma substancia radioativa € 1 ano. Quanto tempo
levara para que em um corpo puro de 10 gramas desse material reste
apenas 1 grama de substancia?

Meia vida é o tempo necessario para que a massa de uma
substancia radioativa atinja metade de seu valor inicial.Ou ainda;
Meia vida € o0 tempo necessario para que certa grandeza atinja
metade de seu valor inicial.

De M(t) = Mo.e *!, segue

de onde segue

e :% ou o =1In2=06931471805 .
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Assim
M(t) = Mo.e-0:6931471805
Com os dados do problema, segue
1 = 10,0 0631471808
1

In— =-0,693147180%.Ine
10

de onde
t 23,3 anos.

2. O estrénecio 90 é uma substancia radioativa que resulta de explosdes
nucleares na atmosfera. Sua meia vida é de 28 anos. Suponha que uma
area cultivada esteja contaminada pelo estréncio 90 em nivel 4 vezes
maior do que aquele suportavel pelo corpo humano. Quanto tempo
deve passar até que essa area possa ser utilizada para o plantio de
alimentos?

Da meia vida da substancia segue

% =M, e
de onde
o= i.ln 2 =0,024755256<
28
Assim
% — M e—0,0247552564t
2 o
das hipoteses
% — M e—0,0247552564
4 o
de onde
t =256 anos.
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CONCLUSAO

A realizagdo do presente trabalho possibilitou uma melhor
compreensdo da dificuldade na aprendizagem da defini¢do de funcgéo e
suas aplicacOes. A reelaboracdo desta idéia ao longo da historia, por
matematicos importantes, mostra que sua assimilacdo requer alta
capacidade de abstracdo e manejo formal da linguagem matematica.

Nesse sentido a introdugdo ao seu ensino nos niveis
fundamental e médio deve ser apoiada fortemente em situacdes
vivenciadas pelo aluno, explorando sempre a variagdo (dependéncia)
entre duas grandezas. Alguns problemas geométricos relacionados a
célculos de éareas e ou volumes também sdo apropriados para
introduzir a nogédo de funcgéo.

Um erro apontado por Elon L. Lima na RPM n° 41 a respeito da
tentativa de reforma de ensino, ocorrida nos anos 70 do século
passado, com a implantacdo da “matematica moderna”, foi o excesso
de formalismo em detrimento da experiéncia trazida pelos alunos. Ate
hoje alguns livros didaticos apresentam de modo excessivamente
formal o conceito de fungcdo como um subconjunto de pares
ordenados, retirando-lhe toda a potencialidade de instrumento
matematico e dificultando sua compreensao.

As situacdes — problema permitem ao aluno perceber a variagéo
das grandezas envolvidas, trabalhar com unidades de medida,
desenvolvendo a nocdo de estimativa de ordem de grandeza,
permitindo assim comparacoes.
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APENDICE

A seguir sdo apresentadas as demonstragfes das proposicoes
enunciadas no texto.

Proposicao 1: (Teorema Fundamental da Proporcionalidade)

Se f:®* — ®*€é uma funcéo crescente tal que f(nx) = nf(x) para
todo x e R*e todo ne N, entdo f(cx) = cf(x) para quaisquer X e c em
R*.

Demonstracdo: Provemos inicialmente que, para todo ndmero
racional r = r% , a hipdtese acarreta que f(rx) = rf(x), seja qual for x

e R. Com efeito, tem-se

n.f(rx) = f(nrx) = f(mx) = m.f(x),
logo

f(rx):%.f(x):r.f(x)

Seja a = f(1). Como f(0) = f(0.0) = 0.f(0) = 0, a monotonicidade
de f nos da a = f(1) > f(0) = 0. Assim, a é positivo. Além disso, temos
f(r)=f(r.1) =r.f(1) =r.a=ar paratodor Q.

Mostremos agora que se tem f(x) = ax para todo x € R.

Suponha, por absurdo, que exista algum numero real X
(necessariamente irracional) tal que f(x) # ax. Para fixar idéias
admitamos f(x) < ax. ( O caso f(x) > ax seria tratado de modo
analogo.) Temos

f(x)

a
Tomemos um ndmero racional r tal que
f(x)
a
Entdo f(x) < ar < ax, ou seja, f(x) < f(r) < ax. Mas isto é
absurdo pois f € crescente logo, como r < x, deveriamos ter f(r) < f(x).
Esta contradicdo completa a prova.

< X.

<r<xX
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Proposicao 2: Seja f: ® — 9% uma funcéo crescente ou decrescente. Se
a diferenca f(x+ h) — f(x) depender apenas de h, mas ndo de x, entéo
f € uma funcgéo afim.

Demonstracdo: A demonstracdo desta proposicdo é uma aplicacdo do
Teorema Fundamental da Proporcionalidade. Para fixar idéias,
suporemos que a funcéo f seja crescente, com ¢ (0) = 0. Além disso,
para quaisquer h, k € ® temos

o(h + k) = f(x + h + k) — f(x) =
=f((x + k) + h) — f(x + k) + f(x + k) — f(x)
= ¢(h) + (k)

Logo, pelo Teorema Fundamental da Proporcionalidade,
pondo-se a = (1), tem-se ¢(h) = a.h para todo h € R. Isto quer dizer
que f(x + h) — f(x) = a.h. Chamando f(0) de b, resulta f(h) = ah + b,
ou seja, f(x) = ax + b paratodo x € R.

Proposicdo 3: Seja f:)* —9% uma funcdo crescente ou decrescente
que transforma qualquer P.A em outra P.A. Entdo f € uma funcéo
afim.

Demonstracdo: Com efeito, neste caso a nova fungdo g: ® — %R,
definida por g(x) = f(x) — f(0), transforma qualquer progressao
aritmética noutra progressao aritmética, e agora tem a propriedade
g(0) = 0. Mostremos que g é linear.

Para todo x € %, 0s numeros —x, 0, x formam uma progresséo
aritmética, logo o mesmo ocorre com 0s nameros g(-x), 0, g(x). Por
conseguinte, g(-x) = -g(x).

Em seguida, consideremos x € % e n € N. Entdo os nimeros 0,
X, 2X, ..., Nx formam uma progressdo aritmética, 0 mesmo se dando
com suas imagens por g: 0, g(x), g(2x), ..., g(nx). A razdo desta
progressao pode ser obtida tomando a diferenca entre o segundo e 0
primeiro termo, logo esta razdo € g(x). Segue-se entdo que g(nx) =
n.g(x). Finalmente, se n € um inteiro negativo, temos —n N logo
g(nx) = -g(-nx) = -(-n.g(x)) = n.g(x). Assim, vale g(nx) = ng(x) para
todo n € Z e todo x € R. Pelo Teorema Fundamental da
Proporcionalidade, segue-se que g é linear: g(X) = ax, portanto,
pondo f(0) = b, temos
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fx) =g(x) +f(0)=ax+Db
para todo X € %, como queriamos demonstrar.

Proposicdo 4: Uma funcdo continua f:9R — Ré quadrética se, e
somente se, transforma toda progressao aritmética ndo constante X,
X2y X3 yeereeerenns , Xn, ... NUMa progressao aritmética de segunda ordem
ndo degenerada (*) y1, Y2, ¥3 ..., Yn,.... onde y1 = f(x1 ), y2 = f(x2), ...... ,

Yn = f(Xn), ... .

Demonstracéo: A necessidade ja foi demonstrada acima. Para provar
a suficiéncia, seja f: R — R uma func¢do continua com a propriedade
de transformar toda P.A. ndo-constante numa P.A. de segunda ordem
ndo-degenerada. Substituindo f(x) por g(x) = f(x) — f(0), vemos que g
tem as mesmas propriedades de f e mais a propriedade adicional de

que g(0) = 0.
Considerando a progressao aritmética 1, 2, 3, 4, 5, ..., vemos
que os valores g(1), g(2), ..., g(n)... formam uma P.A. de segunda

ordem néo-degenerada. Logo existem constantes a # 0 e b tais que

g(n) =an?+ bn
para todo n e N. (Deveria ser g(n) = an? + bn + ¢ porém g(0) = 0.)
Em seguida, fixemos arbitrariamente um ndmero p € N e
consideremos a progressao aritmetica
123 n

BIBIBP- ’Bs

De modo andlogo, concluimos que existem a’ # 0 e b’ tais que

g(ﬂ} =an®+hb'n
p

Para todo n e N. Assim, para todo n € N, temos:

an®+bn=g(n) =

_ g(@j _
P
=a’'(np)? +b’'(np) =

= (a’p?n? + (b'p)n.
Portanto as fungdes quadraticas
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ax2+bx e (a’p?)x® + (b'p)x

coincidem para todo x = n e N. Como vimos no inicio deste capitulo,
isto obriga a a = a’p?> eb = b’p, ou seja, a’ = %2, b= % Logo,

para gquaisquer nimeros naturais n e p vale:

g[ﬂj =a'n®+b'n=
p

a , b
=—n’+—n =

2

424

Vemos entdo que as fungdes continuas g(x) e ax? + bx sdo tais

que g(r) = ar? + br para todo nimero racional positivo r = 0
Segue-se que g(x) = ax?> + bx para todo nimero real positivo x. De
modo analogo, considerando a P.A. -1, -2, -3, ..., concluiriamos que
g(x) = ax? + bx para todo x < 0. Logo, pondo f(0) = c, temos f(x) =
g(x) + c, ou seja

F(x) =ax?+bx+c
Paratodo x € R.

Proposicéo 5: Seja g: ® — R+ uma funcéo crescente ou decrescente

tal que, para x, h, reais quaisquer, 0 quociente 9(x+h) depende

9(x)
apenas de h, mas ndo de x. Entéo, g(x) = b.a* para todo x real, isto &,
a funcéo g e do tipo exponencial.

Demonstracéo: Como vimos acima, a hipotese feita equivale a supor
que ¢(h) = g(x + h)/g(x) independe de x. Substituindo, se necessario,
g(x) por f(x) = g(x)/b, onde b = g(0), f continua monoétona injetiva,
com f(x + h)/f(x) independente de x e, agora, com f(0) = 1. Entdo,
pondo x = 0 na relagdo ¢(h) = f(x + h)/f(x), obtemos ¢(h) = f(h) para
todo h € %. Vemos assim que a fungdo mondtona injetiva f cumpre
f(x+h) = f(x).f(h), ou seja f(x +y) = f(x).f(y) para quaisquer X, y € R.
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Segue-se entdo que f(x) = a*, logo g(x) = bf(x) = ba*, como queriamos
demonstrar.

Proposicdo 6: Seja g: R — R uma funcdo crescente ou decrescente
que transforma toda progressdao aritmética Xi, Xz, ...,Xn,..., huma
progressdo geométrica yi = f(x1), y2 = f(x2) , ..., yn = f(Xn),... Se
pusermos b = f(0) e a = f(1)/f(0) entéo f(x) = b.a* para todo x real.

Demonstracéo: Seja b = f(0). A funcéo g: % — %™, definida por g(x)
= f(x)/b, € mondtona injetiva, continua transformando progressoes
aritméticas em progressdes geométricas e agora tem-se g(0) = 1.
Dado x e % qualquer, a sequéncia x, 0, -x & uma progressao
aritmética, logo g(x), 1, g(-x) € uma progressao geométrica de razéo
g(-x). Segue-se que g(-x) = 1/g(x). Sejam agoran e Ne x € R®. A
sequéncia 0, x, 2x, ..., NX € uma progressao aritmética, logo 1, g(x),
g(2x), .., g(hx) € uma progressdo geometrica, cuja razdo
evidentemente é g(x). Entdo seu (n + 1)-ésimo termo é g(nx) = g(x)".
Se —n é um inteiro negativo entdo g(-nx) = 1/g(nx) = 1/g(x)" = g(x)™.
Portanto, vale g(nx) = g(x)" para quaisquer n € Z e X € R. Segue-se
da proposicéo acima que, pondo a = g(1) = f(1)/f(0), tem-se g(x) = a*,
ou seja, f(x) = ba*, paratodo x € R.
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