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RESUMO

TERMODINÂMICA E TRANSIÇÕES DE FASE EXISTENTES NA
MATÉRIA DE QUARKS COM DESBALANCEAMENTO QUIRAL

AUTOR: Francisco Xavier de Azeredo
Orientadora: Dyana Cristine Duarte

Coorientador: Ricardo Luciano Sonego Farias

Nesta dissertação utilizamos modelos efetivos, tais como o de Nambu-Jona-Lasinio (NJL)
e o Polyakov–Nambu–Jona-Lasinio (PNJL), a fim de descrever e estudar o diagrama de
fases da Cromodinâmica Quântica (QCD) com desbalanceamento quiral. Primeiramente
estudamos e reproduzimos resultados já estabelecidos na literatura no contexto do modelo
NJL, discutindo os efeitos deste desbalanceamento no parâmetro de ordem do modelo e
posteriormente estendemos o mesmo estudo para o modelo PNJL. Além disso, para am-
bos os modelos, foram estudados os efeitos do desbalanceamento quiral nas quantidades
termodinâmicas e por fim, nas transições de fases presentes nos diagramas de fases.
Neste contexto, foram utilizados diferentes esquemas de regularizações , baseados na se-
paração de efeitos de meio a partir das integrais divergentes, que aparecem no vácuo dos
modelos NJL e PNJL, quando a temperatura e o desbalanceamento quiral são nulos. Por
fim, fizemos um estudo mais aprofundado no modelo PNJL que leva em conta a proprie-
dade do confinamento, além da quebra da simetria quiral. Mostramos que ao regularizar
somente contribuição de vácuo e incluindo uma dependência com µ5 no setor puro de
glúons, obtemos uma descrição melhor e consequentemente mais próxima da transição
quiral e de desconfinamento em comparação com os resultados de simulações da QCD na
rede.

Palavras-chave: Diagrama de fases. Modelos efetivos. Cromodinâmica Quântica. Re-
gularização.



ABSTRACT

THERMODYNAMICS AND PHASE TRANSITIONS OF QUARK MATTER
WITH CHIRAL IMBALANCE

AUTHOR: Francisco Xavier de Azeredo
ADVISOR: Dyana Cristine Duarte

CO-ADVISOR: Ricardo Luciano Sonego Farias

In this dissertation, we have used effective models, such as the Nambu-Jona-Lasinio (NJL)
and the Polyakov–Nambu–Jona-Lasinio (PNJL) to describe and study the Quantum Chro-
modynamics (QCD) phase diagram with chiral imbalance. We first studied and reproduced
results already established in the literature in the context of the NJL model, discussing the
effects of this imbalance on the order parameters of the model, and then extended the
same study to the PNJL model. In addition, for both models, we studied the effects of
chiral imbalance on thermodynamic quantities and, finally, on the phase transitions of the
phase diagrams. In this context, different regularization schemes were used, based on the
separation of medium effects from the divergent integrals, which appear in the vacuum of
the NJL and PNJL models, when the temperature and chiral imbalance are zero. Finally,
we carried out a more in-depth study of the PNJL model, which considers the property of
confinement together with the breaking of chiral symmetry. We showed that, by regularizing
only the vacuum contribution and including a dependence on µ5 in the pure gluon sector,
we obtain a better and consequently closer description of the chiral transition and deconfi-
nement compared to the lattice QCD simulations results.

Keywords: Phase Diagram. Effective models. Quantum Chromodynamics. Regulariza-
tion
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1 INTRODUÇÃO

1.1 CROMODINÂMICA QUÂNTICA

A ciência visa compreender a matéria e sua estrutura desde à Grécia antiga, inicial-

mente com a ideia do átomo, um objeto indivisível e elementar até aquela época. Com o

desenvolvimento da física, descobriu-se que o átomo era composto por elétrons, prótons

e nêutrons. Até então, acreditava-se também que os prótons e nêutrons eram partículas

elementares, ou seja, não eram compostas por outras partículas. O modelo de quarks foi

proposto inicialmente de forma independente em dois trabalhos, o de Gell-Mann (1964)

e o de Zweig (1964), que introduzem a ideia que prótons e nêutrons são compostos por

quarks. Mais tarde, em 1968, experimentos conhecidos como Deep Inelastic Scattering

no Stanford Linear Accelerator Center (SLAC) foram realizados e mostraram que o próton

possuía sim pequenas estruturas no seu interior, que ficariam conhecidas como quarks,

resultado publicado por Bloom et al. (1969). No entanto, isso era apenas o início e desde

a descoberta dessas partículas muitas outras foram detectadas. Dessa maneira, através

dos anos, diversas teorias foram desenvolvidas para explicar a matéria bariônica (com-

posta por prótons e nêutrons) e suas interações. Atualmente, o Modelo Padrão da Física

de Partículas (BUTTERWORTH, 2016; TANABASHI et al., 2018; GROUP et al., 2022),

construído sob o formalismo da Teoria Quântica de Campos (QFT, do inglês Quantum Fi-

eld Theory ), é o que fornece a melhor descrição dos fenômenos do mundo microscópico.

O setor do Modelo Padrão responsável por estudar e descrever as interações fortes é co-

nhecido como Cromodinâmica Quântica (QCD, do inglês Quantum Chromodynamics), no

qual as partículas mediadoras são conhecidas como glúons, responsáveis pela interação

entre os quarks. A QCD possui três propriedades fundamentais: o confinamento de cor,

a liberdade assintótica e a quebra espontânea de simetria quiral. O confinamento de cor,

é a propriedade devida à qual os quarks estão confinados dentro dos prótons e nêutrons

em razão da interação das cargas de cor (representadas por vermelha, azul, verde) que

cada quark possui. A combinação dessas três cargas de cor no interior de um próton, por

exemplo, resulta na matéria branca ou neutra de carga de cor. A segunda propriedade, a

liberdade assintótica, ocorre quando a interação entre os quarks e glúons torna-se fraca

conforme a escala de energia do sistema aumenta, como consequência, por exemplo, do

aumento de quantidades como temperatura, pressão, e/ou densidade (GROSS; WILCZEK,

1973; GROSS, 2005). A liberdade assintótica foi descoberta em 1973 pelos físicos David

Gross e Frank Wilczek, e de maneira independente por David Politzer. Os três venceram

o prêmio Nobel de Física em 2004 por tal descoberta. Por fim, a quebra espontânea da

simetria quiral é o mecanismo responsável por gerar grande parte da massa do universo
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visível, composto por prótons e nêutrons. Este mecanismo foi elucidado pelos físicos Yoi-

chiro Nambu e Giovani Jona Lasinio em seus trabalhos originais (NAMBU; JONA-LASINIO,

1961a) e (NAMBU; JONA-LASINIO, 1961b).

As teorias quânticas de campos não são fáceis de serem resolvidas de maneira exata,

logo os físicos desenvolveram esquemas de aproximação. Dentro disso, foi desenvolvida a

aproximação perturbativa a curtas distâncias devido à propriedade de liberdade assintótica

da QCD (STERMAN et al., 1995). No entanto, quando o acoplamento da teoria torna-se

alto e efeito como, por exemplo, o confinamento surge é necessária uma abordagem não

perturbativa da teoria. Uma dessas abordagens é feita por meio de cálculos numéricos da

QCD num espaço-tempo discreto de quatro dimensões (LQCD, do inglês Lattice Quantum

Chromodynamics). Para uma revisão dos resultados da LQCD conferir os trabalhos de Fo-

dor (2012) e Sharma (2013). Outro formalismo não perturbativo é o de Dyson-Schwinger,

suas equações em teoria quântica de campos é o equivalente às equações de movimento

de Lagrange e, entre seus muitos usos, são fundamentais para simplificar a prova geral

de renormalização das teorias de campos de gauge (ROBERTS, 2015). As previsões da

QCD no regime de acoplamento forte podem ser testadas em experiências da física das

altas energias (BIEBEL, 2001; KLUTH, 2006).

A LQCD utiliza cálculos de primeiros princípios utilizando, por exemplo, o método de

Monte Carlo, e possui um grande poder computacional. No entanto, por meio da introdu-

ção de um potencial químico bariônico finito µB nas simulações de LQCD, o determinante

fermiônico que aparece na função de partição da QCD deixa de ser real (problema de

sinal), e assim as simulações de Monte Carlo deixam de ser possíveis (DANZER et al.,

2009). Neste sentido, os modelos efetivos surgem como uma alternativa para obter uma

previsão da estrutura de fases da QCD. No momento em que o fenômeno estudado é

definido por uma separação de escalas de energias, as quais dizem respeito a fase de há-

drons/confinamento e a fase desconfinada, que serão discutidas a seguir, então as teorias

efetivas tornam-se ferramentas poderosas (FERREIRA, 2015). Hoje em dia é conhecido

que há duas fases distintas na matéria de quarks e glúons: a fase hadrônica, onde os

quarks e glúons estão confinados nos prótons e nêutrons, e o chamado plasma de quarks

e glúons (QGP, do inglês Quark Gluon Plasma) em que eles se encontram desconfinados

como discutido, por exemplo, nos trabalhos de Collins e Perry (1975) e Buballa (2005).

Provavelmente poucos instantes no universo primordial após o Big Bang, existiu uma fase

QGP. E pode existir ainda no núcleo de objetos compactos como, por exemplo, estrelas de

nêutrons.

O comportamento crítico presente na termodinâmica está geralmente relacionado com

a quebra espontânea de alguma simetria global (SATZ, 2012). O parâmetro de ordem

é a quantidade que determina o estado de uma simetria: ele some quando o sistema

compartilha a simetria da lagrangiana, e torna-se diferente de zero quando a simetria é

espontaneamente quebrada (FERREIRA, 2015).
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O desconfinamento em uma teoria de gauge é referente à quebra espontânea da sime-

tria de centro global, isto será discutido com mais detalhes no capítulo 3. O loop de Polya-

kov consiste no parâmetro de ordem para a simetria de centro: ele é zero se a simetria é

realizada (fase confinada) e diferente de zero quando a simetria é quebrada (fase descon-

finada) (RATTI; RöSSNER; WEISE, 2007). A transição que acontece na fase desconfinada

é basicamente a transição de fase da matéria dita neutra de carga de cor ou branca para

estados não ligados com carga de cor, exemplo disso, dos hádrons para quarks e glúons

fracamente ligados em um plasma de quarks e glúons. A existência da dinâmica dos

quarks na QCD quebra explicitamente a simetria de centro. No entanto, o loop de Polyakov

permanece pequeno até uma certa temperatura e depois aumenta rapidamente em um

intervalo de temperatura pequeno, que corresponde ao rápido aumento de energia, indi-

cando uma mudança súbita no número de graus de liberdade da matéria com carga de cor

não ligada. Assim, parte do comportamento crítico, presente na teoria de gauge parece

persistir mesmo na presença de quarks dinâmicos (SATZ, 2012; FUKUSHIMA, 2004a).

A simetria quiral é uma simetria da Lagrangiana da QCD para quarks sem massa. No

vácuo da QCD a simetria quiral é espontaneamente quebrada, o que está relacionado à

geração dinâmica da massa constituinte dos quarks. Então, a transição quiral é a transição

de fases de um estado no qual a massa efetiva dos quarks é espontaneamente gerada para

quarks sem massa. O condensado quiral ⟨ψ̄ψ⟩ é o parâmetro de ordem para a simetria

quiral: ele difere de zero quando a simetria é espontaneamente quebrada, e zero quando a

mesma é restaurada. Embora a presença da massa de corrente na Lagrangiana da QCD

quebra explicitamente a simetria quiral, o condensado quiral ⟨ψ̄ψ⟩ é uma quantidade útil

para estudar a restauração parcial ou total da simetria quiral.

A estrutura das fases da QCD em baixas e altas energias, possui uma variedade de

fenômenos físicos. Sua descrição teórica é feita por meio de uma teoria quântica de cam-

pos, e com isso é construída uma densidade Lagrangiana dada por (WEINBERG, 1973;

FRITZSCH; GELL-MANN; LEUTWYLER, 1973; HUANG, 1992)

LQCD = Lquarks + Lmassa + Lgluons

=
∑
f

ψ̄f (iγ
µDµ −mcf )ψf −

1

4
(Ga

µνG
µν
a ). (1.1)

Na Eq. (1.1) ψf representa os quarks, campos no espaço de Dirac, com três graus de liber-

dade de cores (verde, vermelha, azul) e seis sabores possíveis up, down, strange (u, d, s),

representando o setor de quarks leves, e charm, bottom, top (c, b, t), representando o se-

tor dos quarks pesados. O termo mcf é a massa de corrente dos quarks, que pode ser

representada como uma matriz de massa m̂c = diagf (mu,md, ...), onde f representa o

índice de sabor dos quarks. É relevante destacar a importância da derivada covariante

nesta situação definida como:
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Dµ = ∂µ − igsAµ, (1.2)

o acoplamento dos campos de quarks e glúons é feito pela derivada covariante. A cons-

tante de acoplamento, gs, é associada à interação forte. Os campos de glúons, são defini-

dos como

Aµ =

N2
c−1∑
a=1

taA
a
µ = t1A

1
µ + t2A

2
µ + ...+ t8A

8
µ, (1.3)

no qual as matrizes de Gell-Mann são dadas por,

ta =
λa
2
. (1.4)

Os campos gluônicos representados por Aa
µ e λa são os geradores do grupo de gauge

SU(3). Por fim, o tensor dado por

Gµν = F a
µν + gsf

abcAbµAcµ, (1.5)

gera os campos gluônicos e com F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
ν . O termo Lgluons introduz uma au-

tointeração dos campos mediadores (glúons) intimamente relacionada ao confinamento de

cores. A presença do termo de massa na Lagrangiana Lmassa é essencial para a dinâmica

da QCD, pois ele é o termo que quebra explicitamente a simetria quiral. Isso pode ser visto

melhor no Apêndice C.

1.2 O DIAGRAMA DE FASES DA QCD

O primeiro diagrama de fases para a matéria fortemente interagente foi apresentado

por Cabibbo e Parisi (1975). Nesse diagrama, os autores apresentam de maneira esque-

mática a existência de apenas duas fases, a hadrônica (quarks e glúons confinados) e a

fase onde os quarks e glúons estariam desconfinados, como visto na Fig. 1.
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Figura 1 – Primeira versão do diagrama de fases da matéria composta por quarks e glúons: densidade
bariônica (ρB) em função da temperatura (T ). Nesse diagrama os quarks e os glúons estão confinados na
fase I (fase hadrônica) e desconfinados na fase II.

Fonte: Figura retirada do trabalho de Cabibbo e Parisi (1975).

Atualmente, o diagrama de fases da matéria fortemente interagente mostra uma visão

mais complexa em relação à proposta original na Fig. 1. A proposta mais recente está na

Fig. 2.
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Figura 2 – Concepção artística frequente para o diagrama de fases da QCD.

Fonte: Imagem retirada do site de Nuclotron-based Ion Collider fAcility (2023).

Uma das questões fundamentais que visamos responder é “quais são as fases da

matéria sob a interação nuclear forte?” A QCD prevê que, no momento em que a matéria

nuclear é comprimida além da densidade do núcleo atômico, um plasma de quarks e glúons

QGP surge, e esse sistema é formado por quarks e glúons assintoticamente livres. A

mesma transição de fases é também prevista pela QCD a temperaturas extremas, como

as encontradas no universo primordial. Logo, sob condições extremas de densidade e/ou

temperatura, a matéria hadrônica deve sofrer uma transição de fases, do estado hadrônico

(ou nucleônico) para um estado de QGP.

Quando o potencial químico bariônico µB for elevado, é possível aplicar métodos não-

perturbativos da QCD. Neste regime, o estado fundamental em baixas temperaturas deve

consistir em fases supercondutoras de cor (CSC, do ingês color superconducting) (RAJA-

GOPAL; WILCZEK, 2000; ALFORD et al., 2008). Nesse estado, segundo estudos não-

perturbativos da QCD, se formariam pares de Cooper, que no contexto da QCD são estru-

turas conhecidas como diquarks (DUARTE, 2018). Além disso, em um conjunto de baixas,

ou pequenos valores de temperaturas, espera-se uma transição de fase de primeira ordem

da matéria hadrônica para as fases CSC. Com base em várias abordagens que estudam

o diagrama de fases a µB finito, é esperado que a transição suav, observada nas simu-
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lações de LQCD a µB = 0, se transforme numa transição descontínua em algum ponto

crítico. Este ponto crítico final (CEP, do inglês critical endpoint), no qual a transição de

fase quiral mudaria de natureza, é um marco fundamental do diagrama de fases da QCD,

permanecendo a sua localização e mesmo a sua existência uma questão em aberto até

os dias atuais (FERREIRA, 2015). Existem ainda estudos da QCD na presença de um

potencial químico que mede o desbalanceamento quiral, µ5, onde o problema de sinal não

existe, permitindo simulações de Monte Carlo na rede, contrário ao que ocorre em sistemas

com potencial químico bariônico µB. Esta é uma abordagem um pouco menos explorada,

mas que pode gerar interessantes resultados, uma vez que as simulações de rede com

µ5 (BRAGUTA et al., 2015) podem ser utilizadas para comparar diferentes modelos na lite-

ratura. Uma revisão da nossa compreensão atual da estrutura de fase da QCD pode ser

encontrada no trabalho de Fukushima e Hatsuda (2010). Uma forma de explorar a região

de baixa temperatura e elevado potencial químico (poucas vezes a densidade de satura-

ção nuclear, ρ0 ≈ 0, 16 fm−3) é feita por meio de observações astrofísicas. Em particular,

a observação das propriedades das estrelas de nêutrons, tais como o seu raio e massa,

nos permite impor restrições para a equação de estado (EOS) da matéria densa da QCD

(COMMITTEE, 2008).

1.3 O DESBALANCEAMENTO QUIRAL

Na Mecânica Quântica há uma propriedade intrínseca às partículas fundamentais, co-

nhecida como spin, que está relacionada ao momento angular da partícula. Para as partí-

culas que não possuem massa, a orientação do seu spin definirá sua helicidade, de modo

que se definem as partículas como sendo de mão direita ou de mão esquerda. Assim, a

helicidade é basicamente a projeção do spin s⃗ com relação à direção do momento linear p⃗,

definida como:

h =
s⃗.p⃗

|s⃗.p⃗|
. (1.6)

Na Fig. 3, é possível ver uma representação cartunesca de duas partículas aleatórias, o

sentido do movimento dessas partículas é para a direita. O spin dessas partículas é repre-

sentada pela seta vermelha, enquanto o momento linear por uma seta verde. No momento

que, o spin da partícula possuí sua orientação igual à de seu movimento, denomina-se

que esta é uma partícula de mão direita (helicidade positiva), ao passo que, quando a

orientação do spin é oposta ao seu movimento, essa é uma partícula de mão esquerda

(helicidade negativa). Esta definição é embasada na regra da mão direita como pode ser

visto na Fig. 3. Ao apontar o polegar na direção do movimento da partícula e os outros
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dedos na direção que aponta o spin a partícula será de mão direita, enquanto quando o

polegar apontar no sentido aposto do movimento, a partícula é de mão esquerda.

Figura 3 – Representação cartunesca do spin e direção do movimento de uma partícula de mão esquerda e
outra de mão direita. As setas vermelhas representam o spin; as setas verdes representam o momento.

Fonte: Figura retirada do trabalho de Motta (2020).

Partículas como, por exemplo, os fótons que não possuem massa, movem-se à velo-

cidade da luz, de maneira que não é possível definir um referencial onde estas partículas

estejam em repouso. Note que, caso fosse invertido o sentido do seu movimento, a helici-

dade também mudaria. No entanto, partículas massivas se movem a velocidades menores,

e assim é possível definir um referencial no qual as mesmas estariam em repouso com re-

lação ao observador. Se o referencial em questão possuir uma velocidade maior do que

a partícula, aparentemente a mesma iria se mover em direção oposta ao observador. Isto

não iria causar absolutamente nada na orientação do spin da partícula, porém na sua he-

licidade com certeza. Desse jeito, se a partícula não é ou é massiva, diz se a helicidade

é ou não uma propriedade intrínseca, visto que, ao mudar o referencial, é possível obter

diferentes resultados para esta propriedade quando as partículas são massivas. Logo, é

necessária uma propriedade que seja igual a helicidade para partículas não massivas, e,

ao mesmo tempo, proporcione uma medida igual para todos os observadores, para uma

mesma partícula, em qualquer referencial (DUARTE, 2018). Em vista disso, é mais ade-

quado utilizar o conceito de quiralidade, apesar de um pouco mais complexo, sua definição

é próxima à da helicidade, uma vez que as partículas que possuem quiralidade também

são classificadas como de mão esquerda e mão direita. Infelizmente, a quiralidade é um

pouco mais complicada de definir, como dito anteriormente. Já que é um fenômeno pura-

mente quântico sem análogo clássico, mas inicialmente pense em um férmion, que possuí

spin 1/2. No momento que, este férmion é rotacionado em um ângulo de 360◦, obtém-se

o estado inicial com o sinal alterado (e não igual ao inicial), e este sinal trocado é relacio-

nado à interferência quântica (DUARTE, 2018). A quiralidade de um férmion afirma como

obter esse sinal menos ou trocado em termos de um número complexo, como visto no

plano complexo da Fig. 4. No painel à esquerda nessa mesma figura é possível observar o
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plano complexo à direita neste mesmo painel, que representa a fase complexa do estado

quântico da partícula, a qual se move ao londo do círculo conforme a partícula rotaciona, e

o significado físico desta fase complexa está relacionado à sua função de onda (DUARTE,

2018). Ao girar um férmion, o deslocamento da função de onda dessa partícula depende

de sua quiralidade, esse efeito é visto no painel da direita da Fig. 4.

Figura 4 – .Esquerda: Efeito matemático da quiralidade de um férmion no plano complexo associado ao
estado quântico. Direita: Efeito físico quiralidade em sua função de onda.

Fonte: quantumdiaries.org (Domínio Público.)

O desbalanceamento quiral é a diferença entre o número de quarks de mão esquerda

e de mão direita em um sistema físico, que está relacionada com a propriedade intrínseca

chamada de quiralidade explicada anteriormente. Este fenômeno pode ser observado com

certa regularidade nas colisões de íons pesados. Testes de correlação hadrônicas nestas

colisões não-centrais mostram um sinal da separação das cargas elétricas previstas por

Kharzeev (2006) como uma assinatura de flutuações, paridade e carga-paridade na ma-

téria sujeita à interação intensa. Os estudos subsequentes aprimoraram a compreensão

teórica sobre esse fenômeno, conhecido como Chiral Magnetic Effect (CME) em colisões

periféricas de íons pesados (FUKUSHIMA; KHARZEEV; WARRINGA, 2008; KHARZEEV;

MCLERRAN; WARRINGA, 2008). Um bom artigo de revisão para entender mais sobre o

desbalanceamento quiral é o de Yang et al. (2020).

Os problemas da cromodinâmica quântica que envolvem o desbalanceamento quiral

ainda não são muito explorados e podem gerar uma variedade de trabalhos no futuro. O

potencial químico quiral, µ5, que mede o desbalanceamento entre os quarks de “mão es-

querda” e de “mão direita”, está intimamente relacionado com a formação do condensado

quiral ⟨ψ̄ψ⟩. Uma vez que o aumento de µ5 caracteriza um aumento da massa dinâmica

dos quarks, era esperado que a temperatura crítica Tc do sistema também crescesse com

µ5. Os cálculos da QCD na rede já apresentavam este aumento (BRAGUTA et al., 2015),

mas todos os modelos quirais muito bem estabelecidos nos estudos de quebra e restaura-

ção de simetria quiral, previam uma queda de Tc (FUKUSHIMA; KHARZEEV; WARRINGA,

2008; RUGGIERI, 2011; CHAO; CHU; HUANG, 2013) com µ5.



2 DESCRIÇÃO DA QCD POR MODELOS EFETIVOS

Uma forma de trabalhar com a Cromodinâmica Quântica na sua região não perturba-

tiva é por meio de modelos efetivos. Esses modelos buscam reproduzir o máximo possível

da fenomenologia da QCD como, por exemplo, suas simetrias. Dessa forma, nesta disser-

tação de mestrado foram estudados dois modelos específicos. O primeiro deles, o modelo

de Nambu–Jona-Lasinio (NJL), que possui somente a quebra da simetria quiral, e pos-

teriormente, o modelo de Polyakov–Nambu–Jona-Lasinio (PNJL), que além de possuir a

quebra da simetria quiral, inclui também o confinamento dos quarks.

2.1 MODELO DE NAMBU–JONA-LASINIO

O modelo de Nambu–Jona-Lasinio (NJL) foi introduzido nos anos 60 em dois traba-

lhos originais (NAMBU; JONA-LASINIO, 1961a), (NAMBU; JONA-LASINIO, 1961b), e até

os dias atuais é um dos modelos efetivos mais amplamente utilizados na literatura. Inici-

almente, foi proposto para explicar o surgimento da massa dos núcleons (prótons e nêu-

trons), e mais tarde, com o advento da QCD, foi reinterpretado em termos de graus de

liberdade de quarks. Além disso, para explicar o surgimento da massa dos núcleons,

o NJL foi o primeiro modelo com a quebra dinâmica de simetria em teoria quântica de

campos (MIRANSKY, 1994). Nos trabalhos citados anteriormente de Yoichiro Nambu e

Giovanni Jona-Lasinio foi feita uma analogia entre o fenômeno de quebra da simetria quiral

e o mecanismo BCS da supercondutividade (BARDEEN; COOPER; SCHRIEFFER, 1957).

Posteriormente o NJL foi desenvolvido para estudar a restauração dessa simetria em tem-

peratura e densidade finita, isso pode ser consultado em um ótimo artigo de revisão de

Buballa (2005).

No modelo NJL interpretamos os campos fermiônicos ψ, que aqui são bispinores de

Dirac, e não tripletos (apenas possuí quarks u e d), como graus de liberdade de quarks,

de modo a demonstrar a troca de glúons entre quarks e antiquarks pelo surgimento de

uma força atrativa, que é possível ser associada ao mecanismo que gera massa para

os hádrons e quebra espontaneamente a simetria quiral (DENKE, 2015). É necessário

mencionar que vários autores classificam a quebra da simetria quiral como uma quebra

dinâmica. Não há problema em utilizar qualquer uma das duas classificações, uma vez

que a quebra dinâmica é um caso particular da quebra espontânea de simetria (DUARTE,

2018).

O modelo NJL é uma teoria não renormalizável, com seus graus de liberdade sendo

férmions e a interação original da QCD quark-glúon, é uma interação de 4 férmions em

um ponto no NJL, feita na aproximação de campo médio, no entanto, podem ser utilizadas
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outras aproximações. Geralmente não é possível resolver o modelo de maneira puramente

analítica. Porém, algumas características, como a quebra de simetria no vácuo e a sua

restauração no meio, fazem do modelo NJL mais simples na aproximação de campo médio.

Isso pode ser visto com mais detalhes no Apêndice D.

No mesmo Apêndice D foi mostrada a obtenção do potencial termodinâmico partindo

da densidade Lagrangiana do modelo, na versão com simetria SU(2) e utilizando o trabalho

de Nambu e Jona-Lasinio (1961a),

LNJL = ψ̄(iγµ∂
µ −mc)ψ +G[(ψ̄ψ)2 + (ψ̄iγ5τψ)

2], (2.1)

em que mc é a massa de corrente dos quarks e G a constante de acoplamento escalar.

Temos ainda a matriz de Dirac γ5 definida no Apêndice A, e τ são as matrizes de Pauli,

definidas no espaço de isospin, necessários para descrição dos quarks leves. Com isso, a

expressão final para o potencial termodinâmico será (BUBALLA, 2005):

Ω(M,T, µ) =
(M −mc)

2

4G
− 2NcNf

∫
d3k

(2π)3

{
Ek + T ln [1 + e−βE−

k ]

+T ln [1 + e−βE+
k ]
}
, (2.2)

na qual a relação de dispersão é dada por E±
k =

√
k2 +M2 ± µ, M é a massa efetiva

dos quarks, T e µ a temperatura e o potencial químico do sistema, respectivamente. Além

disso, Nc = 3 e Nf = 2, são os números de cor e de sabor dos quarks respectivamente.

Foi utilizado a aproximação de isospin, ou seja, a massa de corrente dos quarks é a mesma

mu = md ≡ mc. Essas definições foram usadas aqui no NJL e também valem para a se-

ção 3.2 no contexto do PNJL. A integral do primeiro termo na Eq. (2.2) é divergente no

regime do ultravioleta e necessita de regularização. A explicação para a divergência ul-

travioleta segue o seguinte raciocínio. Em física teórica, normalmente é possível separar

os fenômenos físicos em escala de energia ou escala de distância. A teoria de grupo de

renormalização é baseada neste paradigma e é a chave para entender a invariância de

escala nos fenômenos críticos de equilíbrio e dinâmicos (BAUERSCHMIDT; BRYDGES;

SLADE, 2019). A física do ultravioleta (UV) a curta distância não tem um impacto significa-

tivo nas características qualitativas da física do infravermelho (IR, sigla do inglês infrared)

a longa distância, e vice-versa. Esta separação de escalas mantém-se na teoria quântica

de campos como pode ser visto com mais detalhes no trabalho de Minwalla, Raamsdonk e

Seiberg (2000). Na literatura, a forma mais usual de fazer isso é multiplicando o integrando

por uma função theta de heaviside θ(k−Λ) (BUBALLA, 2005). Após fazer a transformação

para coordenadas esféricas será obtido
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∫
d3k

(2π)3
Ek →

∫
d3k

(2π)3
Ek θ(k − Λ) =

∫ Λ

0

k2dk

2π2
Ek, (2.3)

que agora é uma integral finita, tornando-se possível resolvê-la de zero até um cutoff tridi-

mensional Λ, que passa a ser um parâmetro do modelo.

Neste contexto, a regularização faz com que o modelo possua três parâmetros livres a

serem definidos: a constante de acoplamento (G), a massa de corrente (mc) e o valor do

cutoff 3D (Λ). Esses parâmetros são ajustados conforme os valores de três observáveis

obtidos experimentalmente 1: a massa do píonmπ, a constante de decaimento do píon fπ e

o valor esperado do condensado de quarks no vácuo ⟨ψ̄ψ⟩ (BUBALLA, 2005; KLEVANSKY,

1992). De maneira geral é preciso resolver as seguintes equações

mc

M
= 4GNcNfm

2
πI1(m

2
π), (2.4)

f 2
π = 2NcNfM

2I1(0), (2.5)

⟨ψ̄ψ⟩ = −M −mc

4G
, (2.6)

com I1(q) sendo dado no espaço de Minkowski por

I1(q) =

∫
d4k

(2π)4
1

(p2 −M2)[(p+ q)2 −M2]
. (2.7)

Note que as equações anteriores são escritas em termos da massa efetiva dos quarks

M , que é obtida a partir da equação de gap, ou seja, pelo processo de minimização do

potencial termodinâmico no vácuo (T = µ = 0), e dada pela seguinte expressão

M = mc + 4GNcNf

∫
d3k

(2π)3
1√

k2 +M2
. (2.8)

As quantidades mπ, fπ e ⟨ψ̄ψ⟩, podem ainda ser associadas à massa de corrente dos

quarks com base na relação de Gell-Mann-Oakes-Renner (GELL-MANN; OAKES; REN-

NER, 1968)

1Os valores da massa do píon mπ e da constante de decaimento do píon fπ são obtidos experimen-
talmente (AAMODT et al., 2010). Já o condensado quiral é obtido por meio de regras de soma, modelos
efetivos e teorias efetivas (DOSCH; NARISON, 1998).
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m2
πf

2
π = −2mc⟨ψ̄ψ⟩. (2.9)

Para realizar o estudo no limite quiral, com mc = 0, é necessário observar que a Eq. (2.4)

irá se anular, de modo que teremos dois parâmetros e duas equações. Isto também ocorre

porque o píon faz o papel do modo de Goldstone, permanecendo sem massa ao longo da

fase com quebra de simetria quiral. Ou seja, a simetria quiral, que é uma simetria funda-

mental das interações fortes, tem o píon como pseudo-bóson de Goldstone relacionado à

sua quebra espontânea.

É possível relacionar a massa efetiva com condensado quiral de quarks da seguinte

foma M = mc − 2G⟨ψ̄ψ⟩. Primeiramente, é necessário derivar a massa efetiva na apro-

ximação de campo médio. Será atribuído um único quark com massa de corrente mc. Ao

acoplar-se a si mesma através do canal escalar e pseudo-escalar (conforme acrescen-

tado a densidade Lagrangiana), mc ganha uma massa efetiva M , conhecida como massa

constituinte dos quarks. Por uma técnica conhecida em teoria quântica de campos como

diagramas de Feynman, amplamente utilizada em física nuclear e de partículas. Com isso,

pela necessidade de uma equação autoconsistente é necessária a representação da Fig. 5

Figura 5 – Equação autoconsistente diagramática, que envolve os propagadores de quark dressed (linha
em negrito) e bare (linha fina) e um loop de autoenergia. Com p e k sendo os momentos.

Fonte: Figura retirada do trabalho de revisão de Buballa (2005).

Considerando a Fig. 5, é possível escrever a equação autoconsistente,

iS(p) = iS0(p) + iS0(p)(−iΣ)iS(p). (2.10)

O propagador de quark bare na Eq. 2.10, com massa de corrente mc é dado por

iS0(p) = i
/p+mc

p2 −m2
c + iϵ

, (2.11)

e o propagador para um quark dressed com massa constituinte ou efetiva M é definido
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como

iS0(p) = i
/p+M

p2 −M2 + iϵ
. (2.12)

Define-se a parte autoenergia de tal modo que Σ é real. A autoenergia pode ser expressa

por 2iG vezes a soma de produtos externos de cada canal de interação (BUBALLA, 2005).

Além disso, é feito uma integração sobre o momentum livre k no propagador de quark

dressed do loop. O sinal negativo aparece devido ao loop de férmion. Logo, teremos:

−iΣ = −i2G
{

1
∫

d4k

(2π)4
Tr[1iS(k)] + iγ5τa

∫
d4k

(2π)4
Tr[iγ5τaiS(k)]

}
. (2.13)

No momento que é resolvido o traço, todos os termos que envolvem as matrizes de Pauli ou

os números ímpares das matrizes gamma são eliminados. Assim, um fator 4NcNf ocorre

devido à matriz identidade no espaço de Dirac de sabor e cor. Resultando no seguinte

termo para a autoenergia (BUBALLA, 2005):

Σ = 2G4NcNfMi(M), (2.14)

com a seguinte integral,

I(M) = i

∫
d4k

(2π)4
1

k2 −M2 + iϵ
. (2.15)

Vale lembrar que tudo isso foi feito no vácuo, ou seja T = µ = 0.

Agora é possível definir o condensado quiral ou condensado de quarks, que surge da

interação escalar na densidade Lagrangiana, dado por

⟨ψ̄ψ⟩ = −i
∫

d4k

(2π)4
TrS(k), (2.16)

que aqui comparando com a Eq. 2.13 se relaciona com a massa efetiva M da seguinte

forma:

⟨ψ̄ψ⟩ = −M −mc

2G
. (2.17)
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2.2 MODELO NJL COM DESBALANCEAMENTO QUIRAL

No trabalho de Fukushima, Kharzeev e Warringa (2008), foi introduzido um potencial

químico quiral (ou axial) µ5, o qual é o conjugado para a densidade de carga quiral. Este

potencial químico foi introduzido como um artifício matemático para estudar o efeito magné-

tico quiral. À medida que a temperatura aumenta, a matéria de interação forte passará por

uma fase de desconfinamento, que seria a transição de matéria hadrônica para o plasma

de quarks e glúons (MEYER-ORTMANNS, 1996). Como as configurações do campo de

gauge não trivial interagem com os férmions e invertem suas helicidades, a carga quiral Q5

pode ser gerada durante a transição de fase. Alguns estudos mostram que, em colisões

de íons pesados, a densidade de carga quiral atinge o equilíbrio termodinâmico logo após

a colisão e mantém esse equilíbrio por um tempo comparativamente longo (RUGGIERI;

PENG; CHERNODUB, 2016; RUGGIERI; PENG, 2016; RUGGIERI; CHERNODUB; LU,

2020).

Portanto, para entender melhor a transição de fase em colisões de íons pesados, é ne-

cessário estudar os efeitos do desbalanceamento quiral na estrutura de fase QCD. Como

mencionado antes, é possível introduzir o potencial químico quiral µ5 para simular o dese-

quilíbrio quiral entre quarks de mão esquerda e os de mão direita. Em termos da densi-

dade Lagrangiana efetiva, os seguintes termos devem ser adicionados a LNJL dada pela

Eq. (2.1) 2:

Leff = LNJL + Lµ + Lµ5 , (2.18)

em que os dois termos adicionais na Eq. (2.18) são dados por,

Lµ = ψ̄µγ0ψ, (2.19)

Lµ5 = ψ̄µ5γ
0γ5ψ. (2.20)

Assim é construída a densidade Lagrangiana efetiva com os potenciais químicos µ e quiral

µ5 incluídos,

Leff = ψ̄(iγµ∂
µ −mc + µ5γ

0γ5 + µγ0)ψ +G[(ψ̄ψ)2 + (ψ̄iγ5τψ)
2], (2.21)

cujas definições são as mesmas de Eq. (2.1). A partir da densidade lagrangiana efetiva

2Denomina-se lagrangiana efetiva porque a densidade Lagrangiana é dada de forma padrão, ou seja, a
diferença da energia cinética e da energia potencial.
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do modelo é possível obter o potencial termodinâmico na aproximação de campo médio,

definido como no trabalho de Farias et al. (2016). A obtenção do potencial termodinâmico

foi feita para o caso do sistema possuindo apenas temperatura T e potencial químico µ no

Apêndice D conforme feito, por exemplo, por Buballa (2005). No entanto, no futuro será

realizado esse mesmo cálculo com µ5 utilizando o formalismo conhecido como Nambu-

Gorkov, abordagem que pode ser consultada com maior detalhe na tese de doutorado

de Duarte (2018). Portanto, considerando esses pontos, o potencial termodinâmico com

desbalanceamento quiral, no contexto do NJL, é dado por:

ΩNJL(M,T, µ5, µ) =
(M −mc)

2

4G
+ ΩV − 2NfNcT

∑
s=±1

∫
d3k

(2π)3

{
ln[1 + e−(ωs(k)+µ)/T ]

+ ln[1 + e−(ωs(k)−µ)/T

}
, (2.22)

em que ΩV será definido na seção a seguir, segundo o esquema de regularização utili-

zado, e as definições de Eq. (2.22), sendo as mesmas da Eq. (2.2). No entanto, a relação

de dispersão agora é dada por ωs(k) =
√

(k + sµ5)2 +M2, e os autovalores do operador

de Dirac tem helicidade s = ±1, como feito por Fukushima, Kharzeev e Warringa (2008).

Para obtenção da massa efetiva M dos quarks é necessário minimizar o potencial termo-

dinâmico dado pela Eq.(2.22), e resolver a equação de gap definida como

∂Ω(M,T, µ5, µ)

∂M
= 0. (2.23)

2.3 ESQUEMAS DE REGULARIZAÇÃO DO VÁCUO DO MODELO

No Tradional Regularization Scheme (TRS), regularizamos as integrais de momento k

com um cutoff 3D, Λ. Então a contribuição do vácuo do potencial termodinâmico neste

esquema de regularização tem a seguinte forma,

ΩTRS
V = −NfNc

∑
s=±1

∫ Λ

0

k2

(2π2)
ωs(k)dk. (2.24)

O Medium Separation Scheme (MSS) é baseado na ideia de que todas as divergên-

cias no modelo estão no vácuo como visto no trabalho de Farias et al. (2016). Assim, a

contribuição do vácuo neste esquema de regularização é
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ΩMSS
V = −2NcNf

{
M2

2
Iquad +

[
µ2
5M

2 − M4

4
+
M2M2

0

2

]
Ilog
2

− 3M4

64π2
+
M2M2

0

16π2
+
M2

8π2

[
M2

4
− µ2

5

]
ln

(
M2

M2
0

)}
. (2.25)

Sendo M0 a massa dos quarks no regime de T = µ = µ5 = 0. As definições restantes

são:

Iquad(k,M0) =

∫ Λ

0

k2

2π2

dk√
k2 +M2

0

, (2.26)

Ilog(k,M0) =

∫ Λ

0

k2

2π2

dk

(k2 +M2
0 )

3/2
. (2.27)

Foi utilizado o trabalho de (FARIAS et al., 2016) para definir os parâmetros do mo-

delo como mc = 5, 37 MeV, G = 4, 75 GeV−2, Λ = 660 MeV, reproduzindo as entradas

experimentais fπ = 92, 3 MeV, mπ = 140 MeV e | ⟨ψ̄uψu⟩ |1/3= −250 MeV.

2.4 QUANTIDADES TERMODINÂMICAS

A partir do potencial termodinâmico dado pela Eq. (2.22) é possível obter as quantida-

des termodinâmicas que analisaremos, tais como a pressão normalizada,

pN(M,T, µ, µ5) = −[Ω(M,T, µ, µ5)− [Ω(M̃0, 0, µ, µ5)], (2.28)

aqui M̃0 é feita em T = 0, ainda assim, dependendo de µ e µ5. As outras definições são a

densidade de entropia,

s(M,T, µ, µ5) = −
[
∂Ω(M,T, µ, µ5)

∂T

]
µ,µ5

, (2.29)

a densidade de energia,

ε(M,T, µ, µ5) = Ts(M,T, µ, µ5)− pN(M,T, µ, µ5) + µ5n5(M,T, µ, µ5), (2.30)

e ainda a densidade quiral,
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n5(M,T, µ, µ5) =
∂pN(M,T, µ, µ5)

∂µ5

. (2.31)

Em altas temperaturas espera-se que o sistema convirja para o limite de Stefan-Boltz-

mann (SB) (COSTA et al., 2010). Neste limite, cada quantidade termodinâmica possui

uma dependência funcional diferente com a temperatura, definida em µ = µ5 = 0. Abaixo

estão dados estes limites para a pressão, densidade de entropia e densidade de energia,

respectivamente.

pSB = NcNfT
47π

2

180
(2.32)

sSB = NcNfT
37π

2

180
(2.33)

εSB = NcNfT
47π

2

180
. (2.34)

2.5 RESULTADOS

Os resultados obtidos aqui foram reproduzidos pelo autor seguindo o trabalho de Farias

et al. (2016). Além disso, para o TRS, além de fazer apenas a regularização usual nos

termos divergentes, utilizamos o mesmo cutoff 3D também as integrais térmicas, a fim de

verificar os efeitos de se regularizar termos de meio, e comparamos os resultados dos dois

casos com os do MSS. Os resultados a seguir são todos no contexto de µ = 0.
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Figura 6 – Esquerda: Massa efetiva M normalizada pela massa efetiva no vácuo M0 em função da tem-
peratura T com potencial químico quiral nulo, comparando os diferentes métodos de regularização. Direita:
Massa efetiva M normalizada pela massa efetiva no vácuo M0 em função da temperatura T com potencial
químico quiral finito, comparando os diferentes métodos de regularização.
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Fonte: Próprio autor.

Figura 7 – Esquerda: Massa efetiva M normalizada pela massa efetiva no vácuo M0 em função da tem-
peratura T para diferentes valores de µ5 e o esquema de regularização TRS. Direita: Massa efetiva M
normalizada pela massa efetiva no vácuo M0 em função da temperatura T para diferentes valores de µ5 e o
esquema de regularização MSS.
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Os resultados da Fig. 6 mostram o comportamento da massa efetiva M normalizada

pela massa efetiva no vácuo M0 em função da temperatura T , com os diferentes méto-

dos de regularização analisados neste estudo. Além disso, analisamos os valores dessas

quantidades à potencial químico quiral nulo (µ5 = 0) e o seu valor finito (µ5 = 0, 2 GeV),

respectivamente. Para ambos os painéis o comportamento da massa efetiva com relação

à temperatura é decrescente. Como foi discutido em seções anteriores, o modelo NJL
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apresenta quebra da simetria quiral, e isso, é o que observamos tanto na Fig. 6 quanto na

Fig. 7. Cabe relembrar aqui que o verdadeiro parâmetro de ordem é o condensado quiral,

que se relaciona com a massa efetiva por M = mc − G⟨ψ̄ψ⟩. O condensado quiral é um

exemplo de um condensado fermiônico, que surge na teoria de férmions não massivos

com a quebra da simetria quiral, mecanismo responsável pela geração de grande parte

da massa do universo visível. No entanto, utilizamos neste projeto, a massa efetiva dos

quarks, que está relacionada com o condensado quiral, como parâmetro de ordem. Os

quarks possuem uma certa massa no vácuo (M0), que utilizando os parâmetros de Farias

et al. (2016), é em torno de M0 = 0, 302 GeV. Ao aquecer nosso sistema, essa massa co-

meça a diminuir e converge para a massa de corrente, em torno de mc = 5, 37 MeV. Além

disso, comparamos na Fig. 6 os diferentes esquemas de regularização do modelo para

potencial químico quiral nulo, e ambos TRS e MSS apresentaram comportamentos muito

próximos. Outro tratamento possível é cortar as integrais térmicas com o mesmo cutoff 3D

Λ usado nas integrais divergentes no método TRS. Posteriormente discutiremos melhor o

efeito deste tratamento nas quantidades termodinâmicas. Por enquanto, podemos notar

que ao utilizar esse tratamento para ambos os casos µ5 = 0 e µ5 = 0, 2 GeV a restauração

da simetria quiral ocorre para um valor maior de temperatura com relação aos esquemas

MSS e TRS. Por fim, no caso µ5 = 0, 2 GeV notamos que para cada um dos métodos,

MSS, TRS e TRS, Λ in medium as curvas começam no vácuo com valores respectivos de

Massas efetivas, sendo M0 = 0, 316 GeV para o MSS, M0 = 0, 335 GeV para o TRS sem

Λ e com Λ no meio.

Na Fig. 7 é possível ver para cada esquema de regularização à esquerda TRS e à di-

reita MSS, a relação da massa efetiva M normalizada pela massa efetiva no vácuo M0 em

função da temperatura T para diferentes potenciais químicos quirais µ5. No caso do TRS,

conforme a temperatura e o potencial químico quiral aumentam, mais especificamente em

torno de µ5 = 0, 5 GeV (curva em azul no gráfico da esquerda), há um decrescimento

da massa como esperado. Porém, ao atingir uma determinada temperatura em torno de

Tpc = 0, 124 GeV, há um “salto” o que denota uma transição do tipo primeira ordem. Além

disso, iremos nomear aqui como temperatura pseudo-crítica Tpc, por depender de µ5 sendo

efetuada no limite físico, ou seja, mc ̸= 0. No entanto, segundo os resultados de QCD na

rede da literatura (observe o trabalho de Braguta et al. (2015)), não há evidências de pri-

meira ordem a temperatura e potencial químico quiral, mas sim um comportamento do

tipo crossover. Isso mostra uma certa dificuldade do modelo NJL com o esquema TRS

de descrever tal comportamento, o que também é observado em outros modelos quirais,

como o sigma linear. Este comportamento foi corrigido utilizando outro método de regu-

larização, conhecido como MSS, feito por Farias et al. (2016), e reproduzido aqui. Os

autores mostraram que se regularizarmos os termos de meio da teoria de maneira correta

como está disposto em Eq. (2.25), elimina-se a transição de primeira ordem que não existe

comparando com outras abordagens como, por exemplo, a QCD na rede. Esse resultado
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pode ser visualizado no gráfico da direita na Fig. 7. Além disso, é possível notar que no

caso do MSS que comportamento de M/M0 em função de T na região da restauração

da simetria quiral conforme aumenta µ5 no sistema é que as curvas ficam mais próximas

uma das outras. Diferente do que o ocorre no TRS curvas mais afastadas uma das outras

nessa mesma região. Vale ressaltar que a utilização do esquema TRS, Λ in medium viola

a causalidade, como bem discutido por Pasqualotto et al. (2023).

Figura 8 – Esquerda: Pressão normalizada pN em função da temperatura sob diferentes esquemas de
regularização e a µ5 = 0. Direita: Pressão normalizada pN em função da temperatura sob diferentes
esquemas de regularizações e a µ5 = 0, 2 GeV.
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Fonte: Próprio autor.

Figura 9 – Esquerda: Densidade de entropia s em função da temperatura sob diferentes esquemas de
regularização e a µ5 = 0. Direita: Densidade de entropia s em função da temperatura sob diferentes
esquemas de regularizações e a µ5 = 0, 2 GeV.
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Figura 10 – Esquerda: Densidade de energia ε em função da temperatura sob diferentes esquemas de
regularizações e a µ5 = 0. Direita: Densidade de energia ε em função da temperatura sob diferentes
esquemas da regularizações e a µ5 = 0, 2 GeV.
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Fonte: Próprio autor.

Quantidades termodinâmicas obtidas a partir das equações para a pressão norma-

lizada, Eq. (2.28), densidade de entropia, Eq. (2.29), densidade de energia, Eq. (2.30),

em função da temperatura T , estão dispostas nos gráficos das Fig. 8, Fig. 9 e Fig. 10,

respectivamente.

Em primeiro lugar, os gráficos da esquerda nas Fig. 8, Fig. 9 e Fig. 10, são todos para

potencial químico quiral nulo. Esses resultados mostram que ao utilizar os esquemas de

regularização MSS e TRS (curvas pretas e azuis), conforme a temperatura aumenta no

sistema, há um aumento de cada quantidade como, por exemplo, pressão normalizada,

densidade de entropia e densidade de energia. Os valores dessas quantidades são seme-

lhantes para ambos MSS e TRS. Cada uma dessas quantidades cresce até chegar em uma

determinada temperatura na qual seu valor passa a ser constante. Nessa região define-se

o limite termodinâmico de Stefan-Boltzmann (SB), para o qual todas as quantidades ter-

modinâmicas convergem em escalas de altas energias, veja a discussão e definições na

seção 2.4. O cenário oposto é observado quando regularizamos as integrais térmicas com

o valor do cutoff 3D, Λ (curvas tracejadas verdes). Nesse caso, as quantidades termo-

dinâmicas crescem até um determinado valor, depois decrescem rapidamente, violando

o limite de Stefan-Boltzmann. Por fim, os painéis da direita mostram a mesma analise,

porém, para potencial químico quiral finito no caso µ5 = 0, 2 GeV. Novamente, temos a vio-

lação do limite do Stefan-Boltzmann para as curvas tracejadas verdes (TRS, Λ in medium).

Para o MSS e TRS (curvas pretas e azuis) em µ5 finito, as quantidades termodinâmicas

nos plots inicialmente excedem o limite de SB, mas em regimes de temperaturas altas,

esse limite é recuperado.
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Figura 11 – A temperatura crítica Tc, normalizada por T0 = Tc(µ5 = 0) em função de µ5. O ponto preto
indica um ponto tricrítico (TP) no limite quiral, enquanto o quadrado indica o Critical End-Point (CEP), ambos
no caso da regularização TRS.
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Na Fig. 11 é possível ver o resultado para a temperatura crítica de restauração da sime-

tria quiral Tc em função de µ5 para as duas formas de tratar as integrais divergentes. Esses

resultados já são conhecidos na literatura. No TRS, encontramos no limite físico (mc ̸= 0,

curva vermelha) um CEP que separa uma linha de crossover de uma transição de primeira

ordem. Já no caso do limite quiral (mc = 0, curva azul) encontramos um ponto tricrítico

(TP), que separa uma linha de transição de fase de segunda de uma de primeira ordem.

No entanto, para regularização MSS tanto a TP como o CEP estão ausentes. A transição

nesse esquema de regularização no limite físico (curva preta) é um crossover (nota-se que

neste caso Tc na Fig. 11 indica a temperatura pseudocrítica, no limite físico, com mc ̸= 0),

enquanto, no limite quiral, ou seja, mc = 0 (curva verde) a transição é de segunda ordem.

Conforme o comportamento da Fig. 7, devido ao efeito do potencial químico quiral na res-

tauração da simetria quiral, Tc decresce no TRS. Entretanto, no esquema MSS, podemos

notar que Tc cresce em função de µ5 concordando com Braguta et al. (2015), Braguta et al.

(2016) e também com os mais sofisticados tratamentos não perturbativos, como feito por
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Wang et al. (2015) e Xu et al. (2015). No que diz respeito a ausência de TP (no limite qui-

ral) ou um CEP no esquema de regularização MSS, isto também se verifica em resultados

anteriores obtidos pela QCD na rede, como visto por Yamamoto (2011).

Os resultados da QCD na rede, como os de Braguta et al. (2015) e Braguta et al.

(2016), temos que tomar certo cuidado. Esses resultados foram obtidos para um valor alto

para a massa do píon, mπ = 418 MeV, enquanto no trabalho que foram reproduzidos esses

resultados (FARIAS et al., 2016), foi usado seu valor físico de mπ = 140 MeV. Sabe-se que

algumas quantidades, por exemplo, o condensado de quarks sob influência de um campo

magnético externo, podem depender fortemente da massa do píon. Desse modo, não

podemos excluir uma possível existência de um CEP, nos resultados de QCD na rede, que

poderia ser um artifício para altos valores de mπ utilizadas nesses estudos numéricos. Os

valores para as temperaturas críticas obtidas durante esse trabalho estão na tabela abaixo:

Tabela 1 – As temperaturas críticas para os esquemas de regularização TRS e MSS no contexto do MSS.

Tc Chiral (GeV) Tpc physical (GeV)

TRS 0,165 0,177

MSS 0,169 0,183

O valor de Tc é obtido a partir da posição do pico da derivada do condensado com relação

à temperatura;

∂⟨ψ̄ψ⟩
∂T

, (2.35)

ou mais especificamente, da solução da derivada segunda do condensado quiral com re-

lação à temperatura,

Tpc =
∂2⟨ψ̄ψ⟩
∂T 2

= 0. (2.36)



3 CONFINAMENTO NA QCD

3.1 MODELO DE POLYAKOV-NAMBU-JONA-LASINIO

Os modelos efetivos teóricos procuram descrever o máximo possível a teoria formal da

QCD, ou seja, suas simetrias e fenomenologia. Alguns destes modelos são, por exemplo,

o MIT bag model (CHODOS et al., 1974a; CHODOS et al., 1974b; DEGRAND et al., 1975),

o modelo sigma linear (primeiramente utilizado para a interação entre mésons e núcleons)

(GELL-MANN; LEVY, 1960) e o próprio modelo NJL apresentado em sua versão SU(2) na

seção anterior. Os modelos NJL e sigma linear não possuem uma característica impor-

tante da interação forte, ou seja, a previsão de um possível desconfinamento dos quarks

em distâncias muito curtas, ou de maneira mais específica, uma liberdade assintótica. Já

no caso do modelo do MIT, por exemplo, os quarks estão confinados como se estivessem

presos em uma “sacola”, com um termo constante na equação da pressão simulando tal

efeito. No modelo sigma linear, os quarks são considerados “vestidos” pelas interações si-

muladas pela troca de mésons, e apenas a transição quiral é estudada. Da mesma forma,

o modelo NJL também só pode tratar efetivamente a transição quiral. A fim de buscar

aproximar ainda mais os modelos efetivos da teoria formal da QCD, é necessário conside-

rar a possibilidade do confinamento dos quarks. Tal propriedade pode ser adicionada de

forma fundamentalmente fenomenológica nos modelos a partir da inclusão do chamado

laço (loop) de Polyakov. O PNJL possui o condensado quiral e o loop de Polyakov como

parâmetros de ordem. Em teoria quântica de campos, o loop de Polyakov é o análogo

termal para o loop de Wilson, servindo como um parâmetro de ordem para o confinamento

e desconfinamento em teorias puras de gauge em temperaturas diferentes de zero.

3.1.1 Laço de Polyakov e simetria de centro

O modelo de Polyakov-Nambu-Jona-Lasinio foi proposto por Fukushima (2004b), e

essencialmente é uma extensão do modelo NJL, que envolve a introdução de efeitos do

confinamento dos quarks. Além disso, o PNJL já foi explorado em diferentes contextos

(RATTI; THALER; WEISE, 2006; RATTI; RöSSNER; WEISE, 2007). Inicialmente será dis-

cutido sobre o chamado laço de Polyakov, definido como Laço de Wilson no espaço eucli-

diano (WILSON, 1974). O laço de Wilson fornece uma transformação de gauge entre dois

pontos, definido por;
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W (x, y) = P exp

[∫ y

x

dxµAµ

]
, (3.1)

onde Aµ é um campo gluônico estático. No espaço euclidiano a integral na Eq. (3.1) pode

alcançar uma mesma posição espacial x⃗ em tempos euclidianos τ = 0 e τ = β. O laço

de Polyakov é um loop fechado e o operador L̂, é definido como uma linha de Wilson no

espaço euclidiano;

L̂(x⃗) = P exp

[
ig

∫ β

0

dτA4(x⃗, τ)

]
= eiβA4(x⃗,τ), (3.2)

e o complexo conjugado,

L̂†(x⃗) = P exp

[
−ig

∫ β

0

dτA4(x⃗, τ)

]
= e−iβA4(x⃗,τ), (3.3)

com P representando o produto ordenado, eA4 = iA0 é a componente temporal euclidiana

do campo Aµ. É interessante ressaltar aqui o formalismo de tempo imaginário, construído

por meio da rotação de Wick (GREINER; REINHARDT, 1996b) t → −itE e que produz

as versões euclidianas das integrais funcionais, utilizadas no tratamento de uma teoria

quântica de campos em temperatura finita (KAPUSTA; GALE, 2011; BELLAC, 2011). As

associações entre mecânica quântica, mecânica estatística e teoria de campos à tempe-

ratura nula é efetuada através da prescrição β → it. Uma vez que L̂ é calculado em um

mesmo ponto do espaço, ele é compreendido como uma trajetória circular que conecta os

pontos 0 e β em instantes diferentes.

O traço do laço de Polyakov é normalizado pelo número de cores (Nc = 3), como visto

em (FERREIRA, 2015), sendo definido como:

Φ ≡ ⟨Φ⟩ =
〈

1

Nc

Tr[L]

〉
=

〈
1

3
Tr

[
exp

(
i

∫ β

0

dτA4

)]〉
, (3.4)

e seu complexo conjugado,

Φ† ≡ ⟨Φ⟩† =
〈

1

Nc

Tr[L†]

〉
=

〈
1

3
Tr

[
exp

(
− i

∫ β

0

dτA4

)]〉
. (3.5)

Na prática, Φ é considerado um parâmetro de ordem do modelo na transição de con-

finamento e desconfinamento. Essa quantidade está intimamente relacionada com a si-

metria de centro Z(Nc) visto em (WEISS, 1982; HOLLAND; WIESE, 2000). Discutiremos
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posteriormente como Φ se relaciona com a simetria de centro.

Considere um sistema invariante de gauge descrito apenas por campos bosônicos. Os

próximos passos foram feitos como na tese de doutorado de Filho (2011). Por exemplo,

será abordada a QCD possuindo apenas glúons estáticos, ou seja, sua descrição será

apenas pelo campo Aµ. Tais campos obedecem a seguinte transformação;

Aµ → A′
µ = U(Aµ + i∂µ)U

†, (3.6)

com U sendo uma transformação local de gauge. Em teoria de campos à temperatura

finita, tanto Aµ como A′
µ têm que satisfazer a condição de periodicidade (KAPUSTA; GALE,

2011), ou seja, devemos observar que;

Aµ(0) = Aµ(β), (3.7)

A′
µ(0) = A′

µ(β). (3.8)

Uma maneira de investigar a condição de periodicidade na Eq. (3.8) é assumir que U

também obedeça à condição de periodicidade dada por U(0) = U(β), com isso será obtido

o seguinte;

A′
µ(0) = U(0)(Aµ(0) + i∂µ)U

†(0) = U(β)(Aµ(β) + i∂µ)U
†(β) = A′

µ(β). (3.9)

Outra forma de preservar a Eq. (3.8), é adotar que U satisfaça à

U(0) = zU(β), (3.10)

com z = e2πik/Nc , para k = 1, 2, 3... Diante desta transformação e utilizando a Eq. (3.6),

será obtido

A′
µ(0) = U(0)(Aµ(0) + i∂µ)U

†(0) = zU(β)(Aµ(β) + i∂µ)z
∗U †(β)

= e2πik/Nce−2πik/NcU(β)(Aµ(β) + i∂µ)U
†(β)

= U(β)(Aµ(β) + i∂µ)U
†(β)

= A′
µ(β). (3.11)

Os sistemas que mantêm a simetria de centro são aqueles nos quais os campos, sub-
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metidos a transformações de gauge que obedecem à Eq. (3.10), mantêm-se conforme as

condições de contorno periódicas ou antiperiódicas, sejam eles bosônicos ou fermiônicos

respectivamente. Em relação ao exemplo anterior, tratamos A′
µ apenas como um campo

bosônico de glúons. Percebemos que o valor esperado de Φ deixa de ser uma quantidade

invariável, uma vez que ela se transforma por meio de:

Φ = zΦ. (3.12)

Não sendo invariante sobre uma simetria de centro global, é possível utilizar o valor espe-

rado de Φ como parâmetro de ordem para a quebra espontânea desta simetria:

Φ =⇒

= 0 → simetria restaurada (fase confinada)

̸= 0 → simetria espontaneamente quebrada (fase desconfinada).
(3.13)

O valor de Φ pode ser escrito e definido como feito por McLerran e Svetitsky (1981), temos

que

Φ = e−Fq/T , (3.14)

com Fq sendo a energia livre de uma teoria pura de gauge, que contem quarks estáticos

e isolados (SATZ, 2012). Na fase confinada, há uma quantidade infinita de energia livre,

ou seja, Fq → ∞, necessária para adicionar um quark isolado no sistema, logo Φ = 0

e a fase de quarks é o confinamento. No momento que o valor da energia livre é finito,

temos que Φ ̸= 0 ou seja, a fase de quarks é desconfinada e a simetria de centro é

quebrada. Além disso, no limite de altas temperaturas(liberdade assintótica), espera-se

um desconfinamento total dos quarks, ou seja, Φ = 1.

Agora, quando o sistema possui quarks, existem campos fermiônicos que se transfor-

mam da seguinte forma;

ψ → ψ′ = Uψ, (3.15)

e ψ deve satisfazer as relações de antiperiodicidade (KAPUSTA; GALE, 2011) dadas por

ψ(0) = −ψ(β), (3.16)

ψ′(0) = −ψ′(β). (3.17)
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Com isso, usando uma transformação de gauge que satisfaça a relação dada na

Eq. (3.10), obtemos o seguinte resultado:

ψ′(0) = U(0)ψ(0) = −zU(β)ψ(β) = −zψ′(β) ̸= −ψ′(β). (3.18)

Dessa maneira, o resultado acima, indica que os campos fermiônicos quebram explici-

tamente a simetria de centro e têm sempre Φ ̸= 0. O mesmo fenômeno ocorre com o

parâmetro de ordem conhecido como o condensado de quarks, ⟨ψ̄ψ⟩. Quando os férmions

descritos pela teoria possuem sua massa igual a zero, ⟨ψ̄ψ⟩ é considerado um parâmetro

de ordem exato da transição de fases:

⟨ψ̄ψ⟩ =⇒

 ̸= 0 → simetria quiral quebrada

= 0 → simetria quiral restaurada.
(3.19)

No caso em que os férmions têm massa, a densidade Lagrangiana possuirá um termo

ψ̄mcψ, que quebra explicitamente a simetria quiral. Portanto, ⟨ψ̄ψ⟩ é considerado um pa-

râmetro de ordem aproximado.

Nas próximas seções será apresentada a termodinâmica do PNJL e como ela trata

desses dois efeitos simultaneamente, considerando dois parâmetros de ordem na descri-

ção das transições confinamento/desconfinamento e simetria quiral quebrada/restaurada.

3.1.2 Parametrização logarítmica do setor puro de glúons

O comportamento dinâmico de Φ e de seu complexo conjugado, Φ† dados pelas Eq. (3.4)

e Eq. (3.5), é determinado por meio da descrição do setor puro de glúons (SPG) em tem-

peratura finita. Isto é, Φ e Φ† devem ser tais que as equações de estado para um gás

efetivo de glúons reproduzam resultados já estabelecidos desse setor, como os obtidos via

cálculos de QCD na rede.

O grande potencial termodinâmico que descreve o SPG é obtido construindo um fit dos

dados de rede. Foi utilizada a parametrização logarítmica nessa seção, dada pela seguinte

equação (RUGGIERI, 2011):

U(Φ,Φ†, T ) = T 4

{
− a(T )

2
Φ†Φ + b(T ) log

[
1− 6Φ†Φ

+ 4(Φ†3 + Φ3)− 3(Φ†Φ)2
]}

, (3.20)
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com duas funções que dependem de T , definidas como,

a(T ) = a0 + a1

(
T0
T

)
+ a2

(
T0
T

)2

, (3.21)

b(T ) = b3

(
T0
T

)3

. (3.22)

O parâmetro T0 na Eq. (3.20) estabelecem a escala de desconfinamento na teoria pura

de gauge. Os valores dos parâmetros são dados abaixo (COSTA et al., 2010):

Tabela 2 – Dados para o potencial U(Φ,Φ†, T ) com a parametrização logarítmica.

a0 a1 a2 b3 T0

3,51 -2,47 15,2 -1,75 190

3.2 MODELO DE PNJL COM DESBALANCEAMENTO QUIRAL

O modelo de Polyakov-Nambu-Jona-Lasinio (PNJL), além de possuir quebra de sime-

tria quiral, também possui confinamento. Dessa forma, a dinâmica dos glúons é feita por

meio da substituição da derivada covariante do NJL pelo termo Dµ ≡ ∂µ + iAµ, com Aµ

sendo o campo de glúons estático. A densidade Lagrangiana do modelo na versão de

simetria SU(2), que possui dois sabores de quarks (u e d) é dada pela mesma forma que

no trabalho de Ratti, Thaler e Weise (2006)

LPNJL = ψ̄(iγµD
µ −mc)ψ +G[(ψ̄ψ)2 + (ψ̄iγ5τ⃗ψ)

2]− U(Φ[A],Φ†[A], T ), (3.23)

onde mc é a massa de corrente dos quarks, ψ e ψ̄ são os campos quark e anti-quark

respectivamente no espaço de Dirac, G é a constante de acoplamento, τ são as matrizes

de Pauli, Dµ = ∂µ − iAµ é a derivada covariante e Aµ é o campo de glúons estático.

Para incluir os efeitos de densidade bariônica (µ) e desbalanceamento quiral (µ5),

pode-se escrever uma Lagrangiana Efetiva (RATTI; THALER; WEISE, 2006), dada por
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Leff = ψ̄(iγµD
µ −mc + µ5γ

0γ5 + µγ0)ψ

+ G[(ψ̄ψ)2 + (ψ̄iγ5τ⃗ψ)
2]− U(Φ[A],Φ†[A], T ). (3.24)

A termodinâmica do modelo é dada por meio da construção da função de,

ΩPNJL = −T
V

ln(ZPNJL), (3.25)

com ZPNJL sendo a função de partição do modelo. A obtenção de ZPNJL é feita por

meio da Teoria de Campos a temperatura. As linhas gerais essa obtenção é mostrada no

Apêndice F, resultando na seguinte expressão:

Ω(M,Φ,Φ†, T, µ, µ5) = U(Φ,Φ†, T ) +
(M −mc)

2

4G
+ ΩV

− Nf

β

∑
s=±1

∫
d3k

(2π)3
[log(F s

+F
s
−)], (3.26)

com β = T−1 e duas funções térmicas definidas como

F s
− = 1 + 3Φe−β(ωs−µ) + 3Φ†e−2β(ωs−µ) + e−3β(ωs−µ), (3.27)

F s
+ = 1 + 3Φ†e−β(ωs+µ) + 3Φe−2β(ωs+µ) + e−3β(ωs+µ), (3.28)

dado ωs(k) =
√

(k + sµ5)2 +M2. Note que os esquemas de regularização do vácuo são

definidos da mesma forma que nas Eqs. (2.24) e (2.25) no termo ΩV da Eq. (3.26).

Minimizando o potencial termodinâmico (3.26) com relação a M,Φ, e Φ†, serão obtidas

as três equações de gap necessárias para esse trabalho, usando (2.25) e (2.24) para a

escolha do esquema de regularização:

∂Ω(M,Φ,Φ†, T, µ, µ5)

∂M
=
∂Ω(M,Φ,Φ†, T, µ, µ5)

∂Φ
=
∂Ω(M,Φ,Φ†, T, µ, µ5)

∂Φ† = 0. (3.29)
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3.3 QUANTIDADES TERMODINÂMICAS

Todas as quantidades termodinâmicas dependem agora de Φ e Φ†. A pressão norma-

lizada é dada por:

pN(M,Φ,Φ†, T, µ, µ5) = −
[
Ω(M,Φ,Φ†, T, µ, µ5)− Ω(M̃0, 0, 0, 0, µ, µ5)

]
, (3.30)

a densidade de entropia por

s(M,Φ,Φ†, T, µ, µ5) = −
[
∂Ω(M,Φ,Φ†, T, µ, µ5)

∂T

]
µ,µ5

, (3.31)

a densidade de energia por

ε(M,Φ,Φ†, T, µ, µ5) = Ts(M,Φ,Φ†, T, µ, µ5)− pN(M,Φ,Φ†, T, µ, µ5)

+ µ5n5(M,Φ,Φ†, T, µ, µ5) (3.32)

e a densidade quiral por

n5(M,Φ,Φ†, T, µ, µ5) =
∂pN(M,Φ,Φ†, T, µ, µ5)

∂µ5

, (3.33)

de acordo com Costa et al. (2010)

É esperado que, em condições de altas temperaturas, o sistema atinja o limite de

Stefan-Boltzmann, o qual é demonstrado de acordo com Costa et al. (2010). Os limites

de Stefan-Boltzman, obtidos em µ = µ5 = 0, agora possuem também uma contribuição

devida ao termo de glúons, além das já mencionadas contribuições do setor de quarks. Os

limites para cada quantidade termodinâmica são dados abaixo. Primeiro para a pressão

temos,

pSBqg = T 4
(
pSBg + pSBq

)
, (3.34)

com o termo correspondente à contribuição gluônica dado por

pSBg =
(
N2

c − 1
) π2

45
, (3.35)

e o correspondente à contribuição dos quarks:

pSBq = NcNf
7π2

180
. (3.36)

Para a densidade de entropia e energia vale a mesma lógica, porém cada uma delas tem

a seguinte forma,
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sSBqg = T 3
(
sSBg + sSBq

)
, (3.37)

εSBqg = T 4
(
εSBg + εSBq

)
, (3.38)

Para o modelo PNJL, os parâmetros utilizados aqui foram os mesmos de Costa et al.

(2010), sendo adotado os seguintes valores para Λ = 651 MeV, G = 5, 04 GeV2 , mc = 5, 5

MeV. Esses parâmetros são os que reproduzem os inputs fπ = 92, 3 MeV, mπ = 139, 3

MeV e | ⟨ψ̄uψu⟩ |1/3= 251 MeV.

3.4 RESULTADOS

Os resultados a seguir foram obtidos como uma sequência natural do trabalho no con-

texto do NJL, feito por Farias et al. (2016), buscando incluir os efeitos de confinamento além

da simetria quiral. Além disso, foi verificado se a correta regularização das divergências da

teoria aponta na direção das simulações de rede (BRAGUTA et al., 2015; BRAGUTA et al.,

2016). Vale lembrar que os resultados aqui são todos no contexto de µ = 0.

Figura 12 – Esquerda: Massa efetiva (M ) normalizada pela massa efetiva no vácuo (M0) em função da
temperatura (T ), com µ5 = 0 para diferentes esquemas de regularização do modelo. Direita: Loop de
Polyakov (Φ) em função da temperatura (T ), com µ5 = 0 para diferentes esquemas de regularização do
modelo.

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6

T [GeV]

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2

M
 /

 M
0

MSS

TRS

TRS, Λ in medium

µ
5
 = 0

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6

T [GeV]

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

Φ
 (

=
 Φ

✝
)

MSS
TRS
TRS, Λ in medium

µ
5
 = 0

Fonte: Próprio autor.

O resultado da Fig. 12, primeiramente no painel da esquerda, mostra a massa efe-
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tiva M normalizada pela massa efetiva no vácuo M0 em função da temperatura (T ) para

diferentes esquemas de regularização do modelo para µ5 = 0. Assim como no NJL, o

comportamento da massa efetiva em função de T no PNJL é semelhante. A massa no

vácuo possui um valor de M0 = 325 MeV. Dessa forma, conforme a temperatura aumenta

no sistema, a restauração da simetria quiral ocorre quando a massa efetiva converge para

a massa de corrente mc = 5, 5 MeV. Esse comportamento será observado nas Figs 13, 14

e 15 à esquerda. Para µ5 = 0, na Fig. 12, tanto MSS (curva preta) quanto TRS (curva

verde) possuem o mesmo comportamento. Já no caso de regularizar as integrais térmicas

com Λ no esquema TRS, procedimento que temos chamado de “Λ in medium”, a restau-

ração da simetria quiral ocorre para um valor maior de temperatura. O painel da direita

da Fig. 12 mostra a relação do loop de Polyakov (Φ), sendo o parâmetro de ordem para a

transição de desconfinamento como função da temperatura (T ) para diferentes esquemas

de regularizações e µ5 = 0. No caso estudado aqui, para potencial químico nulo, (µ = 0),

isso implica que (Φ = Φ†). O comportamento de Φ inicialmente é constante, até que o

sistema atinja uma temperatura crítica, a partir da qual os valores de Φ começam a crescer

até estabilizar próximo de 1, onde o sistema estaria desconfinado.

Figura 13 – Esquerda: Massa efetiva (M ) normalizada pela massa efetiva no vácuo (M0) em função da
temperatura (T ), com diferentes valores de potenciais químicos quirais µ5 para o esquema de regularização
TRS. Direita: loop de Polyakov (Φ) em função da temperatura (T ), com diferentes valores de potenciais
químicos quirais µ5 para o esquema de regularização TRS.
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Fonte: Próprio autor.

Conforme o potencial químico quiral µ5 começa a aumentar no sistema, para o proce-

dimento TRS a massa efetiva no vácuo também torna-se maior com relação a µ5 = 0, o

que pode ser observado na Fig 13. Além disso, é possível perceber que a restauração da

simetria quiral ocorre para temperaturas críticas menores em comparação com µ5 = 0, no

caso de µ5 = 0, 25 GeV (curva vermelha) e µ5 = 0, 5 GeV (curva azul). Especialmente

para µ5 = 0, 5 GeV, possuímos novamente, como no NJL, uma transição de primeira or-
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dem. O mesmo comportamento está presente em outro parâmetro de ordem do modelo

que é o loop de Polyakov (Φ) em função da temperatura (T ). Observamos que também há

um salto no valor de Φ contra T para µ5 = 0, 5 GeV (curva azul) no gráfico da direita na

Fig 13.

Figura 14 – Esquerda: Massa efetiva (M ) normalizada pela massa efetiva no vácuo (M0) em função da
temperatura (T ), com diferentes valores de potenciais químicos quirais µ5 para o esquema de regularização
MSS. Direita: loop de Polyakov (Φ) em função da temperatura (T ), com diferentes valores de potenciais
químicos quirais µ5 para o esquema de regularização MSS.
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Fonte: Próprio autor.

Já no caso do procedimento MSS não observamos uma transição de primeira ordem

para nenhum dos parâmetros de ordem, tanto à esquerda para massa efetiva quanto à

direita para o loop de Polyakov: as transições são todas do tipo crossover, o que pode

ser visualizado na Fig. 14. Porém, no vácuo, ou seja, em T = 0 a massa efetiva ainda é

maior quanto maior for o potencial químico quiral µ5, da mesma forma que no TRS. Este

fenômeno é similar ao da catálise magnética, que ocorre quando há um campo magnético

externo aplicado no sistema (MENEZES et al., 2009) mesmo em T = 0. Além disso, na

transição quiral, os valores para a M/M0 como função de T para diferentes potenciais

químicos µ5 são mais próximos no esquema MSS.
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Figura 15 – Esquerda: Massa efetiva (M ) normalizada pela massa efetiva no vácuo (M0) em função da
temperatura (T ), com diferentes valores de potenciais químicos quirais µ5 para o esquema de regularização
TRS, Λ in medium. Direita: Loop de Polyakov (Φ) em função da temperatura (T ), com diferentes valores de
potenciais químicos quirais µ5 para o esquema de regularização TRS, Λ in medium.
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Fonte: Próprio autor.

Quando regularizamos o meio, ou seja, as integrais térmicas, com o cutoff 3D Λ no

contexto do método TRS, como feito na Fig. 15, podemos notar que tanto M quanto Φ

não possuem uma primeira ordem, mas apenas um crossover, o que indicaria um bom

candidato para o estudo do diagrama de fases com desbalanceamento quiral assim como

o MSS. Porém, em resultados que mostraremos mais adiante, essa opção será descartada.

Figura 16 – Esquerda: Pressão normalizada (pN ) em função da temperatura (T ) para µ5 = 0 para diferentes
esquemas de regularizações. Direita: Pressão normalizada (pN ) em função da temperatura (T ) para µ5 finito
e diferentes esquemas de regularizações.
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Figura 17 – Esquerda: Densidade de entropia (s) em função da temperatura (T ) para µ5 = 0 e diferentes
esquemas de regularização. Direita: Densidade de entropia (s) em função da temperatura (T ) para µ5 finito
e diferentes esquemas de regularização.
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Fonte: Próprio autor.

Figura 18 – Esquerda: Densidade de energia (ε) em função da temperatura (T ) para µ5 = 0 e diferentes
esquemas de regularização. Direita : Densidade de energia (ε) em função da temperatura (T ) para µ5 finito
e diferentes esquemas de regularização.
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Fonte: Próprio autor.

A Fig. 16, mostra a pressão normalizada (pN/T 4) dada pela Eq. (3.30) como função da

temperatura T no contexto de diferentes esquemas de regularizações e potencial químico

quiral nulo à esquerda e finito à direita. Em ambos os gráficos, para os esquemas MSS e

TRS, a pressão possui um comportamento semelhante. Conforme a temperatura começa

a crescer no sistema, a pressão também começa crescer, até que o sistema atinge uma

temperatura onde a pressão estabiliza seu valor, não ultrapassando o limite termodinâmico

de Stefan-Boltzmann. Esse comportamento ocorre também para µ5 finito, o que pode ser
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visto no painel à direita na Fig. 16, para os esquemas MSS e TRS. O mesmo não ocorre

quando regularizamos as integrais térmicas com Λ, pois o limite de Stefan-Boltzmann é

violado.

A densidade de entropia (s/T 3) em função da temperatura (T ) para diferentes µ5 e

esquemas de regularizações, pode ser vista na Fig. 17. Da mesma forma que na pressão,

notamos o mesmo comportamento na densidade de entropia, um crescimento conforme T

aumenta no sistema. Para ambos os casos µ5 = 0 e µ5 finito, s/T 3 estabiliza no limite de

Stefan-Boltzmann para MSS e TRS. Já no caso de TRS, Λ in medium, este limite é violado.

A densidade de energia (ε/T 4) em função da temperatura (T ) para diferentes µ5 e es-

quemas de regularizações, pode ser vista na Fig. 18. Equivalentemente às duas últimas

quantidades termodinâmicas discutidas aqui, a pressão normalizada e a densidade de en-

tropia, a densidade de energia cresce até estabilizar no limite de Stefan-Boltzmann. No

entanto, para µ5 finito, ε/T 4 aumenta e ultrapassa esse limite, antes de atingir a tempe-

ratura que estabiliza seu valor no limite de Stefan-Boltzmann para os ambos esquemas,

MSS e TRS. Novamente, para o caso de Λ in medium, o limite não é atingido.

Figura 19 – Esquerda: Equação de estado (pN/ε) em função da temperatura (T ) para µ5 = 0 para diferentes
esquemas de regularização. Direita: Equação de estado (pN/ε) em função da temperatura (T ) para µ5 finito
e diferentes esquemas de regularização.
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Fonte: Próprio autor.

Os gráficos da Fig. 19 mostram a relação da equação de estado pN/ε, a qual é definida

dessa forma de acordo com Kneur, Pinto e Ramos (2010), em função da temperatura (T )

para diferentes µ5 e métodos de regularizações do modelo. A equação de estado cresce

inicialmente; próxima da região da transição entre T ∼ 0, 150 − 0, 200 GeV, ela decai até

atingir a temperatura crítica e essa quantidade cresce até estabilizar no limite de Stefan-

Boltzmann para ambos os métodos de regularizações, para os valores de µ5 considerados.
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3.4.1 Temperaturas pseudocríticas

No modelo PNJL temos duas diferentes temperaturas (pseudo)críticas, relacionadas

às transições quiral (T c
pc) e de desconfinamento (T d

pc). Os valores de Tpc devem ser obtidos

a partir das posições dos picos nas derivadas do condensado quiral e do loop de Polyakov

com relação com a temperatura:

∂⟨ψ̄ψ⟩
∂T

e
∂Φ

∂T
. (3.39)

Assim, temos que as temperaturas pseudo críticas para as transições quiral e de descon-

finamento serão obtidas como as soluções das seguintes equações:

T c
pc =

∂2⟨ψ̄ψ⟩
∂T 2

= 0 e T d
pc =

∂2Φ

∂T 2
= 0. (3.40)

Figura 20 – Esquerda: Temperatura pseudocrítica (T c
pc) normalizada pela temperatura pseudocrítica para a

transição quiral em µ5 = 0 como função de µ5 para diferentes esquemas de regularizações. Direita: Tempe-
ratura pseudocrítica (T d

pc) normalizada pela temperatura pseudocrítica para a transição de desconfinamento
em µ5 = 0 como função de µ5 para diferentes esquemas de regularizações.
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Fonte: Próprio autor.

Os diagramas de fases, que mostram a relação entre Tpc/Tpc(0) em função do potencial

químico quiral µ5, podem ser vistos na Fig. 20. Vale salientar que tanto para os diagramas

de fases quanto para os resultados anteriores no contexto do PNJL, fizemos o estudo para

o limite físico (mc ̸= 0), diferente do NJL na seção anterior, onde foi analisado também

o limite quiral mc = 0 (veja, por exemplo, o diagrama de fases na Fig. 11.) Dito isso,

começaremos discutindo o resultado da esquerda na Fig. 20.

O gráfico mostra o diagrama de fases para a transição quiral, que está relacionada com

a primeira Eq. (3.39). Nessa transição temos primeiramente uma transição do tipo crosso-
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ver para o esquema de regularização TRS (curva vermelha), que vai até µ5 ≈ 0, 5 GeV,

depois passa a ser uma transição do tipo primeira ordem. Isso também foi observado nos

parâmetros de ordem, por exemplo, a massa efetiva e loop de Polyakov na Fig. 13, há uma

transição desse tipo presente. Logo, no limite físico o que separa a transição crossover de

uma transição de fases do tipo primeira ordem é um Critical End Point. No esquema TRS,

além do que já mencionamos, podemos perceber que o valor de Tpc decresce conforme µ5

aumenta, denotando um comportamento oposto ao obtido em QCD na rede, que pode ser

visto no trabalho de Braguta et al. (2016). Já no caso do MSS o comportamento da tem-

peratura pseudocrítica com relação ao potencial químico quiral é sempre uma transição do

tipo crossover. Além disso, a temperatura possui um comportamento crescente e depois

decrescente no MSS. Esse comportamento é mostrado em um zoom (T c
pc caiu com µ5 no

MSS para µ5 = 0, 5 GeV) no canto inferior esquerdo do plot à esquerda da Fig. 20, onde

variamos µ5 entre 0− 1, 5 GeV.

Já no gráfico à direita da Fig. 20, mostramos o diagrama de fases para a transição de

desconfinamento. A curva vermelha, que representa o TRS, possui as mesmas caracterís-

ticas da transição quiral, primeiramente um crossover, um CEP em Tpc(µ5) ∼ 0, 150 GeV

ou normalizado Tpc(µ5)/Tpc(0) ∼ 0, 75, e após isso uma transição de primeira ordem. Além

disso, ambos os esquemas TRS e MSS possuem um comportamento decrescente. Para

o MSS (curva preta), vemos um crossover, cuja curva tem comportamento decrescente.

Esse comportamento de Tpc decrescente com µ5 é totalmente o oposto dos dados de rede,

que estão mostrados na Fig. 22.
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Figura 21 – Temperatura pseudocrítica (Tpc) como função de µ5 normalizadas pela temperatura pseudocrí-
tica para a transição quiral em µ5 = 0 para o esquema de regularização MSS para as transições quiral e
desconfinamento em comparação com os dados da QCD na rede (BRAGUTA et al., 2016).
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Nessa perspectiva, notamos que somente a teoria usual do PNJL (3.23), utilizando

essa parametrização logarítmica para o setor puro de glúons Eq. (3.20) não é suficiente

para descrever a matéria de quarks primeiramente confinada, depois desconfinada e com

desbalanceamento quiral. Exemplo disso pode ser visualizado no resultado da Fig. 21,

onde utilizamos os dados de rede do trabalho de Braguta et al. (2016) e o método MSS,

que não possui primeira ordem. No entanto, ainda assim, somente esse procedimento de

regularização não se mostra satisfatório, quando comparado com os resultados de QCD

na Rede. Esses dados mostram que o comportamento de Tpc crescente com relação a µ5

e as temperaturas da transição quiral e de desconfinamento são iguais, isso tudo pode ser

observado na Fig. 22. Com a utilização do modelo PNJL, a parametrização logarítmica e

MSS é obtido e uma diferença entre as temperaturas pseudocríticas para a transição quiral

e desconfinamento de 46 MeV. Portanto, tendo em vista essa observação, será proposto

uma forma de aproximar mais dos dados da QCD na rede e as temperaturas entre si, que

foi o objetivo maior desse estudo e está discutido a seguir.
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3.4.2 Parametrização Polinomial do setor puro de glúons

Os resultados na literatura mostram que as temperaturas pseudocriticas crescem con-

forme o desbalanceamento quiral aumenta no sistema. Além disso, as temperaturas das

transições quiral e de desconfinamento coincidem, como foi estudado por Braguta et al.

(2016) e mostrado na Fig. 22,

Figura 22 – Resultado da QCD na rede para a temperatura crítica Tc(µ5)/Tc(0) contra o potencial químico
quiral (µ5).

Fonte: Gráfico retirado de (BRAGUTA et al., 2016).

Visando aproximarmos nossos resultados da QCD na rede, optamos nesse trabalho por

usar a versão do potencial ΩSPG = U(Φ,Φ†, T ) na sua versão polinomial. Essa abordagem

também é feita em alguns trabalhos na literatura (RATTI; THALER; WEISE, 2006; HAN-

SEN, 2009), já que utilizando esta parametrização a diferença das temperaturas pseudo-

críticas diminuem para 6 MeV. Nessa seção já está sendo utilizada a aproximação de

quando µ = 0 os valores dos loops de Polyakov são Φ = Φ†. Portanto, o potencial

U(Φ,Φ†, T ), é escrito como;

U(Φ, T )
T 4

= −b2(T )
2

Φ†Φ− b3
3
[(Φ†)3 + Φ3] +

b4
4
(ΦΦ†)2, (3.41)

com função b2(T ) dada por,

b2(T ) = a0 + a1

(
T0
T

)
+ a2

(
T0
T

)2

+ a3

(
T0
T

)3

, (3.42)

sendo a0, a1, a2, a3, b3 e b4 constantes adimensionais e T0 = 270 MeV, a temperatura
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fixada para o SPG, conforme os resultados da QCD na rede (RATTI; RöSSNER; WEISE,

2007).

Figura 23 – Potencial de Polyakov dado em (3.41) como função de Φ para duas temperaturas diferentes.
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Fonte: Próprio autor.

Na Fig. 23 foram mostradas as soluções que minimizam o potencial do SPG. Os parâ-

metros adimensionais usados em U(Φ, T ), na sua forma polinomial, são dados por:

Tabela 3 – Parâmetros para Eq. (3.41) ou seja, para o potencial U(Φ, T ) na parametrização polinomial.

a0 a1 a2 a3 b3 b4 T0(MeV)

6,75 -1,95 2,625 -7,44 0,75 7,5 270

Fonte: Dados utilizados da seguinte referência (RATTI; THALER; WEISE, 2006).

No modelo PNJL usual, obtemos as temperaturas pseudocríticas como funções de-

crescentes de µ5. A nossa tentativa de resolver este problema e obter um comportamento

semelhante ao das simulações de QCD na rede, consiste em incluir uma dependência do

potencial do loop do Polyakov, Eq. (3.41) com o potencial químico quiral usando a seguinte

prescrição;

U(Φ, T ) → U(Φ, T, µ5) = T 4

[
− b̄2(T, µ5)

2
Φ2 − b3

3
Φ3 +

b4
4
Φ4

]
, (3.43)
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em que

b̄2(T, µ5) = a0+a1

(
T0
T

)
+a2

(
T0
T

)2

+a3

(
T0
T

)3

+k1

(µ5

T

)
+k2

(µ5

T

)2
+k3

(µ5

T

)3
. (3.44)

os valores dos parâmetros utilizados nesse trabalho estão na tabela abaixo;

Tabela 4 – Parâmetros para Eq. (3.43).

k1 k2 k3

-0,53 -0,54 -0,55

Fonte: Dados utilizados aqui são preliminares e pertencem a um artigo em elaboração por Francisco X.

Azeredo, Ricardo. L. S. Farias, Dyana C. Duarte, Gastão Krein and Rudnei O. Ramos.

3.5 RESULTADOS PRELIMINARES

Os resultados a seguir são preliminares e mostram boas perspectivas para o futuro.

Lembrando que os resultados aqui são todos no contexto de µ = 0.

Figura 24 – Esquerda: Massa efetiva (M ) normalizada pela massa efetiva no vácuo (M0) em função da
temperatura (T ) para diferentes valores de potenciais químicos quirais (µ5) no esquema de parametrização
MSS com o ansatz Eq. (3.43). Direita: Loop de Polyakov (Φ) em função da temperatura (T ) para diferentes
valores de potenciais químicos quirais (µ5) no esquema de parametrização MSS com o ansatz Eq. (3.43).
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Na Fig. 24 temos novamente à esquerda: a relação da massa efetiva (M ) normalizada

pela massa efetiva no vácuo (M0) e à direita: o loop de Polyakov, ambas quantidades

como função da temperatura (T ). Os dois gráficos são feitos para diferentes valores de µ5

e no contexto do MSS. Como observamos na seção 3.4, o esquema MSS, que corrigiu a

primeira ordem, também converge para o limite termodinâmico de Stefan-Boltzmann, como

visto nas quantidades termodinâmicas. Primeiramente, podemos notar que ao utilizar o

ansatz dado na Eq (3.43) em comparação com a Fig. 14, a restauração da simetria quiral

torna-se mais tardia conforme a potencial químico quiral cresce no sistema (gráfico da

esquerda). Já no caso do loop de Polyakov, ao aumentar o potencial químico quiral no

sistema, o desconfinamento irá ocorrer para valores maiores de temperatura. Dessa forma,

esses efeitos também serão relevantes no próximo resultado.

Figura 25 – Temperatura pseudocrítica (Tpc) como função de µ5 normalizadas pela temperatura pseudocrítica
para a transição quiral em µ5 = 0 para o esquema de regularização MSS com o ansatz Eq. (3.43) para as
transições quiral e desconfinamento em comparação com os dados da QCD na rede (BRAGUTA et al., 2016).
RESULTADO PRELIMINAR!
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Na Fig. 25 temos o diagrama de fases para o esquema MSS, com a parametrização po-

linomial e utilizando a Eq. (3.43). O uso de todos os ingredientes citados anteriormente não

só resultou em ambas as temperaturas serem crescentes em função de µ5, mas também

deixou as curvas de restauração quiral e desconfinamento (sólida e tracejada, respecti-
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vamente), mais próximas. A diferença entre os valores das temperaturas pseudocríticas,

que antes era de 46 MeV, é de apenas 6 MeV, quando µ5 = 0. Esse resultado mostra-

se promissor, considerando que estamos trabalhando e comparando um modelo efetivo

dado na Eq. (3.23) com a QCD na rede, que utiliza uma abordagem de primeiros princí-

pios para lidar com a Lagrangiana dada na Eq. (1.1), no regime estudado de temperatura,

desbalanceamento quiral e potencial químico nulo.



4 CONSIDERAÇÕES FINAIS E PERSPECTIVAS FUTURAS

Nesta dissertação foi proposto um estudo do diagrama de fases da QCD com tempe-

ratura e potencial químico quiral, considerando quebra de simetria quiral, confinamento e

desconfinamento. De maneira ampla, foi observado que tanto para o modelo NJL quanto

para o modelo PNJL, a separação das divergências da teoria é crucial para uma correta

descrição das transições de fases e também para a construção do diagrama de fases. To-

das as divergências dos modelos NJL e PNJL estudados encontram-se no vácuo, dessa

forma, a inclusão de efeitos de meio como temperatura e potencial químico quiral não

geram novas divergências. Por isso, um método através do qual é possível extrair toda a

contribuição de meio das integrais divergentes sem que haja a necessidade de cortar estas

contribuições em um cutoff, torna-se muito importante para descrevermos corretamente a

estrutura de fases do sistema. Nos dois modelos em que foi dedicado o estudo desse

projeto, foi observado que o comportamento do sistema muda drasticamente ao utilizar os

esquemas que separam as divergências. No problema com desbalanceamento quiral, a

simples utilização do cutoff tridimensional faz com que apareça um ponto crítico final no

sistema, ligando uma linha de crossover e uma de primeira ordem, enquanto cálculos de

rede prevêm somente um crossover e nenhum ponto crítico no limite físico. Dessa forma,

utilizando o Medium Scheme Separation, a transição de fase no limite físico tornou-se um

crossover, conforme os dados de QCD na rede. Notamos também que cortar as integrais

térmicas, tanto do NJL quanto do PNJL com um cutoff 3D Λ, não é uma abordagem a ser

considerada, visto que ao fazer isso, violamos o limite termodinâmico de Stefan-Boltzmann.

É conhecido na literatura que em qualquer modelo efetivo renormalizável os contra-

termos necessários para a renormalização da teoria são os mesmos do vácuo, ou seja, a

inclusão de contribuições de meio como temperatura, potenciais químicos ou campo mag-

nético não podem gerar novas divergências (DUARTE; FARIAS; RAMOS, 2011). Ao longo

desse trabalho desenvolvido até o momento o mesmo princípio permanece válido ao se tra-

balhar com um modelo não-renormalizável, de forma que, modificando somente os termos

de meio ou a aproximação utilizada em cada artigo, não acrescentamos novas divergên-

cias à teoria (RUGGIERI; PENG; CHERNODUB, 2016). Neste sentido, tendo em mente

o grande número de resultados na literatura que utilizam somente o TRS como método

de regularização das integrais, existem várias continuações naturais de nosso trabalho,

utilizando o MSS.

O estudo feito nesse trabalho, principalmente no contexto do PNJL, utilizando o MSS

e com desbalanceamento quiral, é novo na literatura. Mostramos até o momento que uma

descrição da matéria de quarks confinada e desconfinada feita por meio de modelos efeti-

vos e regulando o vácuo por meio do esquema MSS seria uma alternativa confiável, dado

que os resultados do diagrama de fases que obtemos até o momento mostram que as tem-
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peraturas de transição quiral e desconfinamento possuem o mesmo comportamento com

relação aos dados de QCD na rede. Este resultado foi obtido descrevendo o setor puro de

glúons do modelo mediante uma descrição polinomial, dependente do desbalanceamento

quiral µ5 e por meio de um ansatz dado na Eq. 3.43. Isso fez com que o comportamento de

Tpc em função de µ5 fosse crescente para as transições quiral e de desconfinamento, além

de diminuir a diferença entre as temperaturas pseudocríticas e corrigir o comportamento

decrescente para a transição desconfinamento presente utilizando apenas o modelo PNJL

com setor puro de glúons independente de µ5 como foi mostrado na subseção 3.1.2.

Os próximos passos que serão feitos no futuro envolvem, publicar esse trabalho reali-

zado aqui no contexto do PNJL construindo uma expressão que iguala ou aproxima mais

as temperaturas pseudocríticas da transição quiral e de desconfinamento com os dados

de QCD na rede. Espera-se publicar essa produção científica em periódicos internacionais

relevantes na área de Física Nuclear e de Partículas Elementares. Além disso, pretende-

se continuar um estudo do modelo NJL com campo magnético (eB), densidade finita e/ou

potencial químico µ finito e temperatura nula (AVANCINI et al., 2021). Esse estudo será

feito para os métodos de regularizações do modelo com campo magnético conhecidos

como Magnetic Field Independent Regularization (MFIR) e o Vaccum Magnetic Regula-

rization (VMR) que possuem o mesmo efeito do MSS: separar as contribuições de meio

dos termos divergentes a serem regularizados. Pretende-se também iniciar um estudo no

doutorado da fase conhecida na literatura como fase supercondutora de cor (CSC), moti-

vados por estudos feitos nesse contexto como exemplo Fayazbakhsh e Sadooghi (2011) e

Noronha e Shovkovy (2007). Dessa forma, é planejado utilizar esses esquemas de regula-

rizações mencionados anteriormente como, por exemplo, MSS, MFIR e VMR no contexto

da matéria de quarks supercondutora de cor por meio do modelo efetivo de NJL. Com

isso espera-se corrigir possíveis efeitos não físicos que aparecem no sistema quando se

inclui campos magnéticos e não se regulariza corretamente o vácuo da teoria. Além de

tudo isso também será iniciado um estudo da fase conhecida na literatura como quarkyo-

nica (MCLERRAN; REDLICH; SASAKI, 2009; DUARTE et al., 2021), a fim de construir

uma equação de estado em densidade e campo magnético finitos, verificando qual será o

efeito na relação massa-raio do sistema.
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APÊNDICE A – NOTAÇÃO DE VETORES E MATRIZES

A.1 – AS MATRIZES GAMMA

As matrizes γ de Dirac são definidas como:

γ0 =

(
I2×2 0

0 −I2×2

)
, γ1 =

(
0 σx

−σx 0

)
, (A.1)

γ2 =

(
0 σy

−σy 0

)
, γ3 =

(
0 σz

−σz 0

)
, (A.2)

γ5 = iγ0γ1γ2γ3 =

(
0 I2×2

I2×2 0

)
. (A.3)

sendo I2×2 a matriz identidade de ordem 2 e as matrizes σi, sendo as matrizes sigma de

Pauli definidas como:

σx =

(
0 1

1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0

0 −1

)
. (A.4)

Dessa forma, podemos escrever as matrizes γ na base de Dirac em 4 dimensões da se-

guinte forma explícita;

γ0 =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 , γ1 =


0 0 0 1

0 0 1 0

0 −1 0 0

−1 0 0 0

 , (A.5)

γ2 =


0 0 0 −i
0 0 i 0

0 i 0 0

−i 0 0 0

 , γ3 =


0 0 1 0

0 0 0 −1

−1 0 0 0

0 1 0 0

 , (A.6)
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γ5 = iγ0γ1γ2γ3 =


0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

 . (A.7)

Assim define-se o vetor τ⃗ ,

τ⃗ =

σxσy
σz

 . (A.8)



APÊNDICE B – UNIDADES NATURAIS

Na física temos uma quantidade particular de certa grandeza física utilizada para even-

tuais comparações, e a isso damos o nome de unidade de medida. O sistema padrão na

física utilizado para medição de grandezas físicas é conhecido como sistema internacional

de medidas (SI) ou sistema MKS, que usa o metro, quilograma e o segundo como unidades

básicas de medida. Temos 4 grandezas básicas1

[L] = m → comprimento, (B.1)

[M ] = kg → massa, (B.2)

[t] = s → tempo, (B.3)

[T ] = K → temperatura. (B.4)

As unidades de medidas são convenções usadas para descrever dimensões. Essas quan-

tidades físicas que serão utilizadas aqui são definidas em termos das constantes naturais,

tais como, a velocidade da luz, constante de Planck reduzida, constante de Boltzmann,

constante gravitacional e a constante de força de Coulomb, onde elas se tornam

c = ℏ = KB = G =
1

4πε0
= 1. (B.5)

Esse conjunto de grandezas físicas em específico na Eq. B.5 são as unidades naturais de

Planck. As unidades de Planck são medidas independente da carga elementar, que se

medida em termos das unidades de Planck chegamos na raiz da constante da estrutura

fina;

e =
√
α, (B.6)

1https://www.nist.gov/pml/weights-and-measures/metric-si/si-units
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cujo valor é

α ≡ e2

ℏc(4πε0)
≈ 1

137
. (B.7)

Fazendo a análise dimensional de algumas dessas constantes

c = 2, 99792458× 108m/s (B.8)

ℏ =
h

2π
=

6, 62607015× 10−34 J.Hz−1

2π
= 1, 054571817× 10−34 J.s, (B.9)

G = 6, 67430× 10−11N.m2

kg2 , (B.10)

KB = 1, 380649× 10−23J K−1, (B.11)

1

4πε0
= 8, 987742438× 109C−2N m2. (B.12)

Assim,

[c] = m s−1 (B.13)

[ℏ] = J.s = N m s =
kg m

s2
m s = kg m2 s−1, (B.14)

[G] =
N.m2

kg2 =
kg m

s2 m2

kg2 = kg−1 m3 s−2, (B.15)

[KB] = J K−1 = N m K−1 =
kg m

s2
m K−1 = kg m2 s−2 K−1, (B.16)
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1

4πε0
= C−2N m2 = C−2kg m

s2
m2 = C−2kg m3

s2
. (B.17)

Na próxima seção B.1 será trabalhado em cima da constante da velocidade da luz c e

mostraremos o que implica ao utilizarmos c = 1 unidade.

B.1 – RELATIVIDADE

Em unidades naturais, com c = 1 temos a primeira consideração: as dimensões de

tempo são iguais às dimensões de comprimento. Denotamos unidades de tempo como [t]

e unidades de comprimento como [l] (do inglês length):

c =
L

t
,

t = L. (B.18)

Com isso tempo e espaço possuem a mesma unidade de medida,

[t] = [L]. (B.19)

Além disso, implicará que

c = 2.99792458× 108m/s = 1

=> 2.99792458× 108m = s. (B.20)

Por esse fato anterior é possível concluir que:

E =M c2, (B.21)

[E] = [M ], (B.22)

dessa forma, em unidades naturais a energia e massa possuem a mesma dimensão. Será

analisado agora a relação energia-momento ou relação de dispersão relativística

E2 = p2 c2 +m2 c4, (B.23)
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[E]2 = [M ]2
[L]2

[t]2
+ [M ]2 = [M ]2 + [M ]2, (B.24)

p = m v, (B.25)

[p] = [M ]. (B.26)

Um adendo: a unidade de medida Elétron-volt (eV) de energia, pode se relacionar com

a massa a partir da Eq. B.21,

eV

c2
= m. (B.27)

Como c = 1

m = 1 eV. (B.28)

Alguns múltiplos de elétron-volt utilizados na física de partículas e nuclear:

KeV = 103 eV, (B.29)

MeV = 106 eV, (B.30)

GeV = 109 eV, (B.31)

TeV = 1012 eV. (B.32)

O elétron-volt é de grande importância aqui nesta seção e nas próximas duas seções,

seção B.2 e seção B.3

B.2 – MECÂNICA QUÂNTICA

A constante de grande importância na mecânica quântica é a constante de Planck

ℏ =
h

2π
= 1.06× 10−34J.s = 1, (B.33)
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1.06× 10−34J = 1s−1. (B.34)

Dessa maneira, energia pode ser medida em unidades de t−1 ou também em L−1, já que

[t]−1 = [L]−1. (B.35)

No entanto, sabe-se que a energia pode ser expressa em unidades de eV, vamos então

transformar o ℏ também em termos do elétron-volt

ℏ = 6.58211871× 10−16eV.s. (B.36)

Alguns fatores de conversão que são úteis, tais como

ℏ = 6.58211871× 10−22 MeV.s, (B.37)

ℏc = 197.327053 MeV fm, (B.38)

são obtidos ao impormos que ℏc = 1(
299792458× 1015

fm
s

)(
6.58211871× 10−16eV.s

)
= 1

197.32698044MeV =
1

fm

MeV ≈ 1

197 fm
. (B.39)

Nesta seção, foi visto que é possível relacionar energia em Joules com o elétron-volt. Isso

será se grande importância para a próxima seção B.3.

B.3 – TERMODINÂMICA

Em termodinâmica e mecânica estatística a constante de Boltzmann tem grande im-

portância, ao fazer o elo entre a energia e a temperatura do sistema;

E = KBT. (B.40)

Como foi definido também KB = 1, dessa forma

[E] = [T ], (B.41)
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KB = 1.380649× 10−23J K−1 = 8.617333262× 10−5eV K−1 = 1, (B.42)

8.617333262× 10−5eV = K. (B.43)

Então, será possível efetuar a temperatura também em unidades de energia e vice-versa.

Aqui temos algumas relações de energia em Elétron-volt com temperatura em Kelvin

• 1 eV = 1.1605× 104K

• 1 KeV = 1.1605× 107K

• 1 MeV = 1.1605× 1010K

• 1 GeV = 1.1605× 1013K

• 1 TeV = 1.1605× 1016K

De forma geral, as quantidades físicas possuem uma proporcionalidade dimensional, então

podemos relacioná-las através do seguinte sistema (WILCZEK, 2007)

ma lb tc ∝ cα ℏβ Eγ. (B.44)

Obtém-se o seguinte sistema,


α = b− 2a

β = b+ c

γ = a− b− c.

Fazendo uma análise dimensional de maneira mais rápida;

• m1l0t0 = c−2ℏ0E1 => [M ] = eV c−2

• m0l0t1 = c0ℏ1E−1 => [t] = eV−1 ℏ

• m0l1t0 = c1ℏ1E−1 => [l] = eV−1 ℏc

• m1l1t−1 = c−1ℏ0E1 => [p] = eV c−1

• m1l−1t−2 = c−3ℏ−3E4 => [P ] = eV4 c−3 ℏ−3



APÊNDICE C – SIMETRIA QUIRAL

A cromodinâmica quântica (QCD), possuí por construção o mecanismo da quebra es-

pontânea da simetria quiral no vácuo. Dessa forma, este mecanismo é responsável pela

geração de grande parte da massa do universo composto por prótons e nêutrons. Para

estudar tal simetria, inicialmente partimos da densidade Lagrangiana de Dirac,

LDirac = ψ̄(i/∂ −m)ψ, (C.1)

no qual ψ é um campo fermiônico espinorial no espaço de Dirac, que possui 4 componen-

tes. Além disso, o termo ψ̄ = ψ†γ0, é definido como o produto de uma matriz γ. O termo

da massa m, i é a unidade imaginária e a derivada parcial /∂ = γµ∂µ é contraída com as

matrizes gamma de Dirac, que estão definidas no Apêndice A. Com isso, será resolvida a

equação de Euler-Lagrange e assim obter a equação de Dirac:

∂µ

(
∂L

∂(∂µψ)

)
=
∂L
∂ψ

,

∂µ(iψ̄γ
µ) = −mψ̄,

∂µ(iψ̄γ
µ) +mψ̄ = 0,

iγµ∂µψ
†γ0 +mψ†γ0 = 0,

iγµ∂µψ
†γ0γ0 +mψ†γ0γ0 = 0γ0,

iγµ∂µψ
† +mψ† = 0. (C.2)

Toma-se o transposto conjugado, indicado pelo símbolo †, dos dois lados da Eq. (C.2),

(iγµ∂µψ
† +mψ†)† = (0)†,

−iγµ∂µψ +mψ = 0,

iγµ∂µψ −mψ = 0, (C.3)

obtendo assim a equação de Dirac,

(i/∂ −m)ψ = 0. (C.4)

Reescrevendo a Eq. (C.4) da forma explicita matricial, da seguinte forma;
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ψ =

(
ψL

ψR

)
, (C.5)

dessa forma então,

i

(
0 ∂0

∂0 0

)(
ψL

ψR

)
− i

(
0 σi∂i

−σi∂i 0

)(
ψL

ψR

)
−m

(
ψL

ψR

)
= 0, (C.6)

i

(
∂0ψL

∂0ψR

)
− i

(
σi∂iψL

−σi∂iψR

)
−m

(
ψL

ψR

)
= 0. (C.7)

Assim obtendo um sistema de equações;

i∂0ψR − iσi∂iψR −mψL = 0

i∂0ψL + iσi∂iψL −mψR = 0.
(C.8)

Por meio das relações canônicas, i∂0 → p0 e i∂i → pi, é possível reescrever o sistema de

equações C.8 da seguinte forma;

p0ψR − σipiψR −mψL = 0

p0ψL + σipiψL −mψR = 0.
(C.9)

Além disso, o operador helicidade é definido como;

p̂ ≡ p⃗

p0
, (C.10)

e quando a massa for nula, podemos notar que;

(σ⃗.p̂)ψR = ψR

(σ⃗.p̂)ψL = −ψL.
(C.11)

Dessa forma diferencia-se os férmions de mão direita ψR dos férmions de mão es-

querda ψL, pois aplicando o operador helicidade o espinor pode trocar de sinal ou se

manter inalterado. Em mecânica quântica, é possível escrever o espinor de Dirac com

duas componentes e desta maneira definir projetores nas bases de mão direita e de mão
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esquerda:

PRψ =
1 + γ5

2
ψ = ψR, (C.12)

PLψ =
1− γ5

2
ψ = ψL, (C.13)

com algumas propriedades:

PR + PL = 1, (C.14)

PRPL = 0, (C.15)

PRPR = PR, (C.16)

PLPL = PL, (C.17)

γµPL = PRγ
µ, (C.18)

γµPR = PLγ
µ. (C.19)

Reescrevendo ψ̄, então

ψ̄ = ψ†γ0

= (1× ψ)†γ0

= ((PR + PL)× ψ)†γ0

= (ψL + ψR)
†γ0

= (ψ†
L + ψ†

R)γ
0

= ψ†
Lγ

0 + ψ†
Rγ

0

= ψ̄L + ψ̄R. (C.20)

Assim, escreve-se a Lagrangiana de Dirac como
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LDirac = (ψ̄L + ψ̄R)(i/∂ −m)(ψL + ψR)

= ψ̄L(i/∂ −m)(ψL + ψR) + ψ̄R(i/∂ −m)(ψL + ψR)

= ψ̄L(i/∂ −m)ψL + ψ̄L(i/∂ −m)ψR

+ ψ̄R(i/∂ −m)ψL + ψ̄R(i/∂ −m)ψR

= ψ̄L(i/∂ −m)ψL + ψ̄Li/∂ψR −mψ̄LψR

+ ψ̄Ri/∂ψL −mψ̄RψL + ψ̄R(i/∂ −m)ψR. (C.21)

Os termos ψ̄Li/∂ψR e ψ̄Ri/∂ψL são nulos, pois;

ψ̄Li/∂ψR = ψ†
Liγ

0/∂PRψ

= (PLψ)
†iγ0iγµ∂µPRψ

= ψγ0PRPLiγ
µ∂µψ

= 0. (C.22)

Com isso a Lagrangiana de Dirac escrita em termos dos campos fermiônicos de mão es-

querda e direita é

LDirac = ψ̄L(i/∂ −m)ψL + ψ̄R(i/∂ −m)ψR −m(ψ̄LψR + ψ̄RψL). (C.23)

Note que a lagrangiana é simétrica frente as transformações:

ψL → eiαLψL, (C.24)

ψR → eiαRψR, (C.25)

se e somente se m = 0, dessa maneira a simetria do tipo U(1)L
⊗

U(1)R é denominada

simetria quiral, onde o termo de massa quebra explicitamente a simetria quiral.



APÊNDICE D – CÁLCULO DO POTENCIAL TERMODINÂMICO NA APROXIMAÇÃO DE

CAMPO MÉDIO

A obtenção do potencial termodinâmico do modelo, que nos trará toda a informação ter-

modinâmica da matéria de quarks, começa a partir da densidade lagrangiana (BUBALLA,

2005)

L = ψ̄(iγµ∂
µ −mc)ψ +Gs[(ψ̄ψ)

2 + (ψ̄iγ5τψ)
2]. (D.1)

Encontramos a função de partição por meio da aproximação de campo médio, onde subs-

tituímos o condensado de quark, ⟨ψ̄ψ⟩, pelo seu valor esperado somado a uma flutuação

pequena, tal que δ2 ≈ 0.

(ψ̄ψ) ≈ ⟨ψ̄ψ⟩+ δ, (D.2)

(ψ̄ψ)2 ≈ ⟨ψ̄ψ⟩2 + 2⟨ψ̄ψ⟩δ, (D.3)

(ψ̄ψ)2 ≈ ⟨ψ̄ψ⟩2 + 2⟨ψ̄ψ⟩((ψ̄ψ)− ⟨ψ̄ψ⟩), (D.4)

(ψ̄ψ)2 ≈ −⟨ψ̄ψ⟩2 + 2(ψ̄ψ)⟨ψ̄ψ⟩. (D.5)

Utilizando o seguinte ansatz :

(ψ̄iγ5τψ) ≈ ⟨ψ̄iγ5τψ⟩ = 0. (D.6)

Substituindo as equações (D.5) e (D.6) na equação (D.1). Dessa maneira, obtém-se a

lagrangiana efetiva a seguir:

Leff = ψ̄(i/∂ −m0)ψ +G[−⟨ψ̄ψ⟩2 + 2(ψ̄ψ)⟨ψ̄ψ⟩]

= ψ̄(i/∂ −mc)ψ −G⟨ψ̄ψ⟩2 + 2G(ψ̄ψ)⟨ψ̄ψ⟩

= ψ̄(i/∂ −mc + 2G⟨ψ̄ψ⟩)ψ −G⟨ψ̄ψ⟩2

= ψ̄(i/∂ − (mc − 2G⟨ψ̄ψ⟩))ψ −G⟨ψ̄ψ⟩2

= ψ̄((i/∂ −M)ψ −G⟨ψ̄ψ⟩2. (D.7)
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defini-se o termomc−2G⟨ψ̄ψ⟩ ≡M e nomeamos M como a massa efetiva. Para simplificar

a notação, escrevemos σ = −⟨ψ̄ψ⟩, como um campo auxiliar constante nas coordenadas

do espaço-tempo. Dessa forma, é possível reescrever a lagrangiana efetiva;

Leff = ψ̄(i/∂ −M)ψ −Gσ2, (D.8)

em na aproximação de campo médio. Desse modo, com a Lagrangiana efetiva podemos

construir o potencial termodinâmico. Utilizando como uma base o livro do Kapusta e Gale

(2011) e seus métodos para uma teoria quântica de campos à temperatura finita, logo

temos que;

Ω = − 1

βV
lnZ, (D.9)

com Z sendo a função de partição do ensemble gran canônico;

Z =

∫
[dψ̄][dψ] exp

[ ∫
d4x[ψ̄Leffψ + µ̂N ]

]
, (D.10)

Por meio do formalismo de Matsubara, usado em livros como, por exemplo, Das (1997)

trocamos a integral no tempo por uma em β, reescrevemos (D.10)

Z =

∫
[dψ̄][dψ] exp

[ ∫ β

0

dτ

∫
d3x[ψ̄Leffψ + µ̂N ]

]
. (D.11)

sendo N uma quantidade conservada, ψ̄ψ = ψ̄γ0ψ e a matriz dos potenciais químicos no

espaço dos sabores

û =

(
µu 0

0 µd

)
. (D.12)

Para a matéria simétrica, ou seja, µu = µd = µ temos que:

û = µ

(
1 0

0 1

)
. (D.13)
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Reescrevemos o lado direito da equação (D.11) da seguinte maneira:

Leff + ψ̄γ0ψ = ψ̄(i/∂ −M)ψ −Gσ2 + ψ̄γ0µ̂ψ

= ψ̄(i/∂ −M + γ0µ̂)ψ −Gσ2, (D.14)

isso irá nos possibilitar separar a função de partição em duas partes, uma para o campo

auxiliar Zconst e uma para campos fermiônicos Zquark:

Z =

∫
[dψ̄][dψ] exp

[ ∫ β

0

dτ

∫
d3x[ψ̄(i/∂ −M + γ0µ̂)ψ −Gσ2]

]
= exp

[ ∫ β

0

dτ

∫
d3x(−Gσ2)

] ∫
[dψ̄][dψ] exp×[ ∫ β

0

dτ

∫
d3x[ψ̄(i/∂ −M + γ0µ̂)ψ]

]
= ZconstZquark. (D.15)

Assim, inicialmente resolvendo a função de partição do campo auxiliar obtemos:

Z = exp

[
−
∫ β

0

dτ

∫
d3xGσ2

]
Zquark

= exp[−βV Gσ2]Zquark. (D.16)

Além disso, no Apêndice F possuímos uma breve discussão sobre o formalismo de tempo

imaginário.

D.1 – A FUNÇÃO DE PARTIÇÃO PARA CAMPOS FERMIÔNICOS

Resolvendo a função de partição da parte que depende dos campos fermiônicos:

Zquark =

∫
[dψ̄][dψ] exp

[ ∫ β

0

dτ

∫
d3x[ψ̄(i/∂ −M + γ0µ̂)ψ]

]
, (D.17)

por meio da série de Fourier, será reescrito os campos e utilizando o formalismo de Matsu-

bara, que relaciona a temperatura com a componente temporal da integral. Como resultado

da utilização do formalismo usado em (D.17), a frequência ωn = π
β
(2n+ 1):
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ψ(x, τ) =
1√
V

∑
k⃗,n

ei(ωnτ+k⃗.x⃗)ψ̃k⃗,ωn
; (D.18)

ψ̄(x, τ) =
1√
V

∑
k⃗,n

e−i(ωnτ+k⃗.x⃗) ˜̄ψk⃗,ωn
. (D.19)

Substitui a (D.18) e (D.19) na seguinte expressão;

∫ β

0

dτ

∫
d3xψ̄(i/∂ −M + γ0µ̂)ψ, (D.20)

com isso, obtém-se a seguinte expressão

Zquark =

∫
[dψ̄][dψ] exp

[∑
k⃗,n

∫ β

0

dτ

∫
d3x

1

V
˜̄ψk⃗,ωn

(/k −M + γ0µ̂)ψ̃k⃗,ωn

]
. (D.21)

Por meio da convenção de Einstein para a soma de índices repetidos e gregos e latinos

i = 1, 2, 3 teremos:

/k = kµγ
µ = k0γ

0 − kiγ
i,

= iωnγ
0 − kiγ

i. (D.22)

A integral em d3x é equivalente a um fator de volume após a transformada de Fourier, e

pode ser simplificada com o fator 1
V

. Além disso, a integral em τ resulta em um fator β, e

com isso temos;

Zquark =

∫
[dψ̄][dψ] exp

[∑
k⃗,n

β ˜̄ψk⃗,ωn
(/k −M + γ0µ̂)ψ̃k⃗,ωn

]
. (D.23)

Manipulando a equação (D.23) :
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Zquark =

∫
[dψ̄][dψ] exp

[∑
k⃗,n

β ˜̄ψk⃗,ωn
(/k −M + γ0µ̂)ψ̃k⃗,ωn

]

=

∫
[dψ̄][dψ]

∏
k⃗,n

exp

[
β ˜̄ψk⃗,ωn

(/k −M + γ0µ̂)ψ̃k⃗,ωn

]

=
∏
k⃗,n

∫
[dψ̄k⃗,ωn

][dψ̃k⃗,ωn
] exp

[
β ˜̄ψk⃗,ωn

(/k −M + γ0µ̂)ψ̃k⃗,ωn

]
. (D.24)

Tomando o logaritmo em ambos os lados de (D.24)

lnZquark =
∑
k⃗,n

ln

∫
[dψ̄k⃗,ωn

][dψ̃k⃗,ωn
] exp

[
β ˜̄ψk⃗,ωn

(/k −M + γ0µ̂)ψ̃k⃗,ωn

]
. (D.25)

Essas integrais são conhecidas na literatura como integrais de variáveis de Grass-

mann, que obedecem à álgebra de Grassmann (KAPUSTA; GALE, 2011). Definindo a

matriz A = (/k −M + γ0µ̂) e utilizando a propriedade:

∫
[d ˜̄ψ][dψ̃] exp [ ˜̄ψAψ̃] = detA, (D.26)

em (D.24) temos que

lnZquark =
∑
k⃗,n

ln[det β(/k −M + γ0µ̂)]

=
∑
k⃗,n

ln[det β(γµkµ −M + γ0µ̂)]. (D.27)

Já que β(/k −M + γ0µ̂) é uma matriz no espaço composto pelos espaços de cor, sabor e

de Dirac cuja forma explícita é normalmente omitida, temos:

ln det[Icor ⊗ Isabor ⊗ (γµkµ −M + γ0µ)]. (D.28)

Manipulando (D.28)

det[Icor ⊗ Isabor ⊗ (γµkµ −M + γ0µ̂)] = det[(Icor ⊗ Isabor ⊗ (γµkµ −M + γ0µ))]

= det[(γµkµ −M + γ0µ)]NcNf . (D.29)
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Com Icor e Isabor sendo as matrizes de cor e sabor e tomando o logaritmo de ambos os

lados da equação, obteremos:

ln det[(γµkµ −M + γ0µ)]NcNf = NcNf ln det[(γ
µkµ −M + γ0µ)]. (D.30)

Assim, o último determinante na equação (D.28) é apenas devido ao espaço de Dirac

NcNf

∑
k⃗,n

ln[det β(γµkµ −+γ0µ̂)] = NcNf

∑
k⃗,n

ln[β4((k0 + µ)2 − k⃗2 −M2)2]

= 2NcNf

∑
k⃗

∑
n

ln[β2((k0 + µ)2

− k⃗2 −M2)]. (D.31)

No limite contínuo podemos escrever:

∑
k⃗

→ V

∫
d3k

(2π)3
. (D.32)

Definindo Ek =
√
M2 +K2, então obtemos a função de partição para os quarks:

lnZquark = 2V NcNf

∫
d3k

(2π)3

∑
n

ln

{
β2

[
(k0 + µ)2 − E2

k

]}
. (D.33)

Para obter o potencial termodinâmico em função de T e µ precisaremos somar as frequên-

cias de Matsubara, vistas a seguir.

D.2 – SOMANDO AS FREQUÊNCIAS DE MATSUBARA

Em Teoria de campos à temperatura finita, o somatório de frequências de Matsubara

(nomeado em homenagem a Takeo Matsubara) é o somatório sobre frequências imaginá-

rias discretas (DAS, 1997). Tem a seguinte forma

Sη =
1

β

∑
iωn

g(iωn), (D.34)

e para o caso específico aqui, ou seja, considere os campos fermiônicos, as frequências

possuem a seguinte forma
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k0 = iωn =
iπ

β
(2n+ 1). (D.35)

Do ponto de vista analítico é muito mais prático, fazer essa operação sobre a derivada de

lnZ com relação a energia Ek,

∂ lnZ
∂Ek

= 2V NcNf

∫
d3k

(2π)3

∑
n

∂

∂Ek

ln

{
β2

[
(k0 + µ)2 − E2

k

]}
= 2V NcNf

∫
d3k

(2π)3

∑
n

−2Ek

β2[(k0 + µ)2 − E2
k ]

= −2V NcNf

∫
d3k

(2π)3

∑
n

1

β2

(
1

k0 + µ− Ek

− 1

k0 + µ+ Ek

)
= 2V NcNf

∫
d3k

(2π)3

∑
n

1

β2

(
1

k0 + µ+ Ek

− 1

k0 + µ− Ek

)
= 2V NcNf

∫
d3k

(2π)3
1

β2

(∑
n

1

k0 + µ+ Ek

−
∑
n

1

k0 + µ− Ek

)
. (D.36)

De forma mais explícita usando D.35

∑
n

1

k0 + µ+ Ek

= β
+∞∑

n=−∞

1

iπ(2n+ 1)− β(−Ek − µ)
, (D.37)

∑
n

1

k0 + µ− Ek

= −β
+∞∑

n=−∞

1

iπ(2n+ 1)− β(−Ek + µ)
, (D.38)

com n ∈ Z, notamos que ao mudarmos n→ −n′ − 2

+∞∑
n=−∞

1

iπ(2n+ 1)− x
= −

+∞∑
n=−∞

1

iπ(2n′ + 1) + x
. (D.39)

Assim podemos reescrever o somatório do lado direito da equação (D.38), os somatórios

são equivalentes, pois 2n′ + 1 percorre todos os valores ímpares também. Por fim temos

então somatórios demonstrados no apêndice D como;

+∞∑
n=∞

1

iπ(2n+ 1)− x
=

1

2
− 1

e−x + 1
, (D.40)
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∑
n

1

iπ(2n+ 1)− β(−Ek − µ)
=

1

2
− 1

eβ(Ek+µ) + 1
, (D.41)

∑
n

1

iπ(2n+ 1)− β(−Ek + µ)
=

1

2
− 1

eβ(Ek−µ) + 1
. (D.42)

Substituindo essas duas últimas equações em (D.36), chegaremos em;

∂ lnZquark

∂Ek

= 2V NcNfβ

∫
d3k

(2π)3

[
1

eβ(Ek+µ) + 1
− 1

eβ(Ek−µ) + 1

]
, (D.43)

e integrando o lado direito da equação (D.43) em relação a Ek, obtemos a função de

partição para os quarks

lnZquark = 2V NcNf

∫
d3k

(2π)3

{
βEk + ln[1 + e−β(Ek−µ)] + ln[1 + e−β(Ek+µ)]

}
. (D.44)

D.3 – POTENCIAL TERMODINÂMICO TOTAL

Finalmente obtemos o potencial termodinâmico ou densidade do Grande Potencial ter-

modinâmico, ou a densidade do potencial termodinâmico do Ensemble Gran Canônico.

Nesse caso, para a matéria SU(2) de quarks na aproximação de campo médio é potencial

termodinâmico é dado por:

Ω(M,T, µ) = − 1

βV
lnZ

=
1

βV
(lnZconst + lnZquark),

=
(M −mc)

2

4G
− 2NcNf

∫
d3k

(2π)3
{Ek

+ T ln[1 + e−β(Ek−µ)] + T ln[1 + e−β(Ek+µ)]}. (D.45)

o mesmo que foi colocado na Seção 2.1, mas especificadamente Eq. 2.2.



APÊNDICE E – SOMA DE FREQUÊNCIAS MATSUBARA E FÓRMULAS

RELACIONADAS

Como observamos no apêndice anterior, a soma das frequências de Matsubara é dada

por:

+∞∑
n=−∞

1

iπ(2n+ 1)− x
=

1

2
− 1

e−x + 1
. (E.1)

O somatório pode ser avaliado por meio de uma integral conveniente no plano complexo.

Antes de realizá-la vamos observas a propriedades da função tanh (x) :

tanh (x) =
ex − e−x

ex + e−x
, (E.2)

tanh (ix) =
eix − e−ix

eix + e−ix

= i
sin(x)

cos(x)

= i tan(x). (E.3)

A função tan(x) é uma função periódica de [π/2, π/2] e que possui polos singulares com:

Resx→xn tan(x) = 1. (E.4)

com xn = π
2
(2n+ 1). Com isso definiremos convenientemente uma função

f(z) =
1

2z − x
tanh(z), (E.5)

que possui os seguintes polos:
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Figura 26 – Polos da Eq. E.3.

Fonte: Próprio autor.

Em um certo contorno, C = C1 + C2 + C3 + C4, no plano complexo tal que:
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Figura 27 – Contorno C sobre o plano complexo.

Fonte: Próprio autor.

E utilizando o teorema dos resíduos sabemos que:

1

2πi

∮
C

f(z)dz =
∑
i

Resi[f(z)], (E.6)

onde integramos sobre o contorno do nosso plano complexo. Sabendo que f(z → 0 se

z → ±∞, podemos tomar o limite onde C4 e C2 são contornos paralelos ao eixo dos polos

(eixo y, imaginário) vão, respectivamente, para −∞ e +∞ , então:

∮
C2

f(z)dz =

∮
C4

f(z)dz = 0. (E.7)

Os outros dois contornos, C1 e C3 , são tomados respectivamente nos intervalos [−∞ +

iπN , +∞+ iπN ] e [+∞− iπN , −∞− iπN ] com N ∈ Z . Note que

tanh(a+ iπN) = tanh(a), (E.8)
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tanh (a+ iπN) =
ea+iπN − e−a−iπN

ea+iπN + e−a−iπN
=
eiπNea − e−iπNe−a

eiπNea + e−iπNe−a
. (E.9)

Como N ∈ Z :

eiπN = e−iπN = (−1)N , (E.10)

tanh (a+ iπN) =
(−1)Nea − (−1)Ne−a

(−1)Nea + (−1)Ne−a
=
ea − e−a

ea + e−a
= tanh(a), (E.11)

como sabemos que −1 < tanh (a+ iπN) < 1∀x ∈ R e também ∀N ∈ Z, e com o limite

lim
N→∞

f(z) = 0. (E.12)

Notamos então que

lim
N→∞

∮
C1

f(z)dz = lim
N→∞

∮
C3

f(z)dz = 0. (E.13)

Logo:

lim
N→∞

1

2πi

∮
C

f(z)dz = 0 = lim
N→0

∑
i

Resi[f(z)], (E.14)

com o somatório em i indica um somatório sobre todos os resíduos do espaço. O que nos

informa que:

+∞∑
n=−∞

Resz→zn [f(z)] = −Resz→x
2
f(z), (E.15)

+∞∑
n=−∞

1

iπ(2n+ 1)− x
= −1

2
tanh

(
x

2

)
, (E.16)
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+∞∑
n=−∞

1

iπ(2n+ 1)− x
=

1

2
tanh

(
− x

2

)
. (E.17)

Da forma que zn = iπ
2
(2n+ 1). No entanto, a tangente hiperbólica pode ser escrita como:

1

2
tanh(x) =

1

2

ea − e−a

ea + e−a
=

1

2

ea

ea
(ea − e−a)

(ea + e−a)

=
1

2

e2a − 1 + 0

e2a + 1
=

1

2

e2a − 1 + 1− 1

e2a + 1

=
1

2

e2a + 1− 2

e2a + 1
=

1

2

(
e2a + 1

e2a + 1
− 2

e2a + 1

)
=

1

2
− 1

e2a + 1
. (E.18)

Logo reescrevemos como,

+∞∑
−∞

1

iπ(2n+ 1)− x
=

1

2
− 1

e−x + 1
. (E.19)



APÊNDICE F – FORMALISMO DE TEMPO IMAGINÁRIO

A Teoria Quântica de Campos (QFT, sigla do inglês para Quantum Field Theory ), nos

mostra que a amplitude de probabilidade de um estado caracterizado por um campo cuja

configuração é ϕi(x) em t = ti efetua uma transição para um estado cuja configuração

é dada pelo campo ϕf (x) em t = tf , com tf > ti, é possível ser escrita em termos da

seguinte integral funcional (GREINER; REINHARDT, 1996a):

⟨ϕf , tf |ϕi, ti⟩ = ⟨ϕf |e−i(tf−ti)Ĥ |ϕi⟩

=

∫
Dϕ exp

[
i

∫ tf

ti

dt

∫
d3xL(ϕ)

]
=

∫
DϕeiS(ϕ), (F.1)

com S(ϕ) é a ação e Ĥ o hamiltoniano do sistema.

O procedimento da Teoria Quântica de Campos a temperatura finita (FTFT, sigla do

inglês para Finite Temperature Field Theory ) é feito com base na conexão desta teoria com

a Mecânica Quântica. Para ser feita tal relação diretamente, é necessário primeiramente

escrever a amplitude de probabilidade, dada na Eq. (F.1), no espaço euclidiano. Para esse

fim, reescreveremos a densidade Lagrangiana com um índice M expressa no espaço de

Minkowski dada por;

LM =
1

2
∂µϕ∂

µϕ− V (ϕ), (F.2)

com V (ϕ) reproduzindo os termos de interação. A fim de escrever LM no espaço euclidi-

ano, usamos a rotação de Wick dada por t = −itE. Dessa forma temos que dt = −idtE é

por consequência:

LM =
1

2
∂tϕ∂

tϕ− 1

2
∂iϕ∂

iϕ− V (ϕ)

= −1

2
∂tEϕ∂

tEϕ− 1

2
∂iϕ∂

iϕ− V (ϕ)

= −
(
1

2
∂tEϕ∂

tEϕ+
1

2
∂iϕ∂

iϕ+ V (ϕ)

)
≡ −LE. (F.3)

Assim, reescrevemos a Eq.(F.1) como;
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⟨ϕf , t|ϕi, 0⟩ = ⟨ϕf |e−itĤ |ϕi⟩

=

∫
Dϕ exp

[
−
∫ it

0

dtE

∫
d3xELE(ϕ)

]
=

∫
Dϕe−SE(ϕ), (F.4)

agora com SE(ϕ) sendo a ação euclidiana e, para o caso especial em que ti = 0 e tf =

t. Possuindo a amplitude de probabilidade na versão euclidiana, é possível agora fazer

a conexão com a Mecânica Estatística observando que a função de partição quântica é

definida como;

Z = Tre−βĤ =
∑
n

⟨n|e−βĤ |n⟩, (F.5)

com β = 1/T , podemos representar a Eq. F.5 por uma integral funcional, uma vez que sua

comparação com a expressão (F.4) junto as seguintes definições β = it e |ϕf⟩ = |ϕi⟩ = |n⟩,
levam à

Z =

∫
Dϕ exp

[
−
∫ β

0

∫
d3xL(ϕ)

]
, (F.6)

no qual devido à operação do traço, devem ser observadas as condições de periodicidade,

ϕ(0) = ϕ(β), ou antiperiodicidade, ψ(0) = −ψ(β), para campos bosônicos ou fermiônicos

respectivamente. Apesar do tratamento aqui ser feito a partir de um exemplo específico e

para o caso particular onde ti = 0 e tf = t, a conexão entre as teorias é válida para todo e

qualquer sistema.
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