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Resumo—Nesse trabalho é proposta uma estratégia
de controle para compensação de folga entre engre-
nagens. Para tal, é apresentado um modelo direto e
um modelo inverso da folga, o qual é utilizado na
compensação da folga, juntamente com um controle
PID (Proporcional–Integral–Derivativo). Um estudo
de caso é apresentado para demonstrar o desempenho
do sistema de controle proposto, utilizando um robô de
soldagem linear BUG-–O MDS system. Resultados de
simulação e experimentais são apresentados e discuti-
dos, demonstrando a efetividade do controle proposto.

Palavras–Chave – Folga entre engrenagens, Con-
trole PID, Compensação por modelo inverso

I. Introdução

A modelagem matemática tem sido uma ferramenta
fundamental no auxilio do estudo de sistemas dinâmicos,
permitindo a realização de simulações numéricas que re-
presentam situações muito próximas a situações reais. De
forma geral, todos os campos da ciência exata podem
utilizar tal ferramenta, por exemplo: a área da robótica,
como na modelagem das dinâmicas de um robô SCARA
[1], ou na área agŕıcola, como na modelagem de um ĺı-
quido desumidificante para aplicações em estufas agŕıcolas
[2], bem como a área de energias renováveis, como a
modelagem de unidades eólicas [3], dentre muitas outras
aplicações atuais.

Mecanismos de automação e robótica fazem extenso
uso de engrenagens em seus sistemas estruturais, pois as
engrenagens são fundamentais na transmissão mecânica
de energia [4]. Entretanto, recorrentemente é observado
que tais sistemas apresentam folgas entre engrenagens.
Essas folgas influenciam o comportamento do sistema,
podendo inclusive prejudicar o desempenho do sistema de
controle e sua estabilidade. Em suma, folgas são dinâmicas
não lineares, que vem sendo estudadas desde 1940 [5],
pois estas dinâmicas geram limitações na precisão de um
controle, pois adicionam não linearidades ao sistema [6].

Do [7] propõe um equipamento capaz de realizar a
traqueostomia de maneira automatizada, enfatizando que
as folgas geram imprecisão no cálculo exato do posiciona-
mento do cateter. Já no trabalho de Lee [8], foi modelado

um SEA (Series Elastic Actuator), no qual, visando obter
maior desempenho do atuador se faz necessário levar em
consideração na modelagem do sistema, caracteŕısticas
como as folgas em engrenagens, as quais podem ser trata-
dos com controladores PI (Proporcional–Integral) em cas-
cata. Portanto, torna–se de suma importância incluir essa
dinâmica no modelo matemático do sistema em estudo
para projeto de seu controle.

Na modelagem de uma cabeça robótica com três graus
de liberdade, desenvolvida por Ren [9], não considerar
fatores não lineares como folgas, causam imperfeições na
modelagem dinâmica, pois é algo onipresente em atuadores
e em drivers mecânicos. Afirmando também que este
fator pode deteriorar significantemente o desempenho do
sistema de rastreamento da cabeça.

Diversos autores têm proposto modelos para representar
o comportamento dinâmico das folgas. Fiori [10] apre-
sentou a modelagem da folga na transmissão mecânica
de uma junta robótica com fuso de esferas, afirmando a
importância da inclusão desse fator em seu modelo. Já
Padoin, Menuzzi e outros autores [11], [12] elaboraram
simulações computacionais da folga nas juntas de um
manipulador robótico, desenvolvendo um modelo na plata-
forma Simulink e comprovando a confiabilidade do mesmo
através de testes realizados em uma bancada experimental.

Existem diversas técnicas de controle para compensar as
folgas de um sistema. Salas–Peña [13] propôs um controle
adaptativo robusto como solução para o controle de um
servo motor CC (corrente cont́ınua) com ampla folga.
Já Nordin [5], avaliou diversas técnicas de controle PI
e controle não–linear para uma entrada em degrau em
sistemas desse caráter.

Padoin [14] apresentou duas estratégias que possam mi-
nimizar o erro provocado pela folga, através de simulação.
A primeira é fechar a malha de controle fazendo a leitura
de posição após a folga, na engrenagem movida. A segunda
técnica se refere a compensação da folga utilizando seu
modelo inverso na entrada do sistema de controle. Para
seu estudo de caso, a primeira técnica apresentou melhores
resultados, contudo, não é posśıvel utiliza–la em sistemas
que contenham sensores apenas na engrenagem motora.

Assim, afim de reduzir os erros no tecimento realizados



por um robô soldador que apresenta folga no trilho que uti-
liza para se mover linearmente, o objetivo desse trabalho
é modelar a folga direta e inversa, além de implementar
um controle PID com compensação por modelo inverso
para o posicionamento do módulo de deslocamento do robô
soldador BUG–O. Para tal, resultado de simulações e ex-
perimentais são apresentados e discutidos. A organização
deste trabalho é dada a seguir. Na Seção II é apresentada
a modelagem da folga entre as engrenagens de forma
genérica. Na Seção III, é apresentado o sistema utilizado.
Na Seção IV é projetado o sistema do Controle PID
e demonstrações das simulações desenvolvidas, enquanto
na Seção V é demonstrado os resultados experimentais
obtidos. Por fim, na Seção VI são dadas as conclusões sobre
este trabalho.

II. Modelo Matemático de Folgas entre
Engrenagens

Na Figura 1 é mostrado o corte transversal de uma
transmissão mecânica com um par de engrenagens de
dentes retos conectadas, e com folga. Note que devido a
presença da folga haverá um atraso da engrenagem movida
(θ1), pois para ela começar a se mover, a engrenagem
motora (θm) deverá percorrer a folga de comprimento
Cr ou Cl para que os dentes de ambas as engrenagens
se encostem, para assim, efetuar o movimento de θ1.
Na inversão de sentido, a engrenagem movida (θ1) ficará
parada na posição anterior até que a engrenagem motora
(θm) vença toda a folga (Cr + Cl) gerando um atraso no
sistema.
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Figura 1. a) Transmissão mecânica com engrenagens de dentes retos
b) Corte transversal da transmissão mecânica

Diversos autores demonstraram o comportamento de θ1
x θm através de gráficos [15], [14], [12]. Uma versão similar,
pode ser vista na Figura 2, onde são apresentados dois
gráficos. Na Figura 2–(a) é apresentado o modelo da folga
e em (b) seu inverso.

O equacionamento da relação θ1 × θm com folga parte
do mesmo prinćıpio de seu comportamento ideal (θ1 = m
θm) , adicionando o atraso espećıfico (Cr ou Cl) de θm
para θ1, conforme mostrado em (1) e (2), que descrevem a
reta direita e esquerda da Figura 2–(a), respectivamente.

θ1(t) = m(θm(t)− Cr) (1)
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Figura 2. Relação θ1 x θm. (a) Modelo direto (b) Modelo inverso

θ1(t) = m(θm(t)− Cl) (2)

Computacionalmente, deve–se criar condições para que
o conhecimento do valor de θ1 em (1) ou (2). Dessa forma,
visando encontrar o valor mı́nimo posśıvel para a posição
de θm para que haja movimentação de θ1 em ambos os
sentidos, isola–se θm em (1) e (2), chamando–o de Vr e Vl,
respectivamente. Essas dinâmicas são mostradas no tempo
discreto em (3) e (4), respectivamente. Note que se θ1 for
nulo, os valores de Vr e Vl, corresponderão a folga inicial
no sentido respectivo.

Vr(k) =
θ1(k − 1)

m
+ Cr (3)

Vl(k) =
θ1(k − 1)

m
+ Cl (4)

Ressalva–se que para θm maior que Vr, θ1 respeitará (1),
entretanto caso θm seja menor que Vl, corresponderá a (2),
e por fim, quando estiver entre Vl e Vr, permanecerá com
seu valor anterior. Uma śıntese da modelagem é mostrada
a seguir.

θ1(k) =


m(θm(k)− Cr) se θm(k) < Vl

θ1(k − 1) se Vl ≤ θm(k) ≤ Vr
m(θm(k)− Cr) se θm(k) > VR

(5)

De forma similar ao modelo direto, o modelo inverso foi
formulado. O equacionamento desse modelo é descrito a
seguir.

θm(k) =


θ1(k − 1)

m
se θm(k) < θm(k − 1)

θ1(k − 1) se θm(k) = θm(k − 1)
θ1(k − 1)

m
se θm(k) > θm(k − 1)

(6)

Para as simulações dos modelos obtidos, utilizou–se
um sinal de entrada em dente de serra, similar ao com-
portamento do tecimento do robô BUG–O. Na Figura 3
é demonstrada a simulação do modelo direto, θ1 (sinal



vermelho) que passará a se mover somente após θm (sinal
azul) deslocar o valor da folga no sentido de interesse.
Note que a cada inversão de sentido, θ1 terá um atraso
correspondente ao tempo de deslocamento pela folga, no
sentido em que está sendo deslocando (Cr ou Cl). Já o
modelo inverso é demonstrado na Figura 4, onde θ1 (sinal
vermelho) apresenta o comportamento contrário ao da
folga, que ao compensar com os sinais de θ1, possibilita
que o sistema atinja a referência. Esses resultados são
muito próximos aos resultados de outros trabalhos, tais
como [11], [12], o que indica que o modelo utilizado neste
trabalho é adequado.
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Figura 3. Comportamento das engrenagens ao longo do tempo –
modelo direto da folga com os parâmetros m = 1, Cl = -0,5, Cr = 1
e θ1(1) = 0
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Figura 4. Comportamento das engrenagens ao longo do tempo –
modelo inverso da folga com os parâmetros m = 1, Cl = -0,5, Cr =
1 e θ1(1) = 0

III. Robô BUG–O MDS System

O robô BUG–O MDS system é um sistema de solda-
gem linear modular [16], que deve ser montado próximo
à peça de trabalho a ser soldada, pois se desloca sobre
um trilho paralelo à peça. O robô é constitúıdo por dois
módulos Weaver e Tractor. Os motores CC de ambos os
módulos tem seu eixo passando por uma caixa de redução,
onde a engrenagem secundária é presa a uma cremalheira
que gera o movimento longitudional do robô ao longo do
trilho, no caso do Tractor, e a movimentação transversal

utilizada para o tecimento da solda, no caso do Weaver.
Destaca-se que o hardware do robô na forma como vêm
de fábrica, utiliza de encoders anexados ao eixo de rotação
dos motores CC para controlar a velocidade/deslocamento
dos módulos, entretanto, visando um controle de posição
de alto desempenho, essa medição não estaria adequada,
pois quando há folga no sistema, ela não mensura o
deslocamento real.

Neste trabalho, será utilizado apenas o módulo Tractor,
que é constitúıdo por um motor CC e uma caixa de engre-
nagens. Na Figura 5 é apresentado o diagrama de blocos
do sistema, onde os sinais Va, ωg, ωG e Vo são tensão de
entrada do motor CC , velocidade angular de alta rotação,
velocidade angular de baixa rotação e velocidade linear
de deslocamento do robô, respectivamente. Além disso,
os blocos KG e RG são ganho da caixa de engrenagens
e raio da engrenagem que prende o robô ao trilho, respec-
tivamente. A obtenção da função de transferência (FT)
do motor foi feita utilizando um modelo de um motor de
corrente cont́ınua excitado separadamente [17], já o valor
de KG e RG foram obtidos através de dados do fabricante.
A FT obtida é descrita em (7), que relaciona tensão de
entrada no motor CC (Va), em Volts, com a velocidade
linear de deslocamento do robô (Vo), em miĺımetros por
segundo.

KG RG

ωg (s)
Motor 

CC

ωG (s) Vo(s)Va(s)

Figura 5. Diagrama ce blocos do Módulo Tractor

G(s) =
Vo(s)

Va(s)
=

0, 06

s+ 16, 95
(7)

Na próxima Seção é mostrado o projeto de controle deste
módulo, que visa diminuir o efeito da folga do sistema
através de compensação por modelo inverso da folga na
entrada do sistema de controle.

IV. Controle PID e Simulação

A união das ações de controle proporcional, integral
e derivativa é benéfica em muitos aspectos, pois apresenta
um bom desempenho, sendo frequentemente utilizada em
aplicações industriais, devido à sua simplicidade de imple-
mentação que implica em baixo custo computacional [18],
[19], [20].

Visando reduzir o erro de estado estacionário à zero,
nesse trabalho será aplicado um controle PID para desloca-
mento do módulo Tractor. Primeiramente, será abordado
o projeto de controle sem a compensação por modelo in-
verso, após isso, mostrar-se-á o resultado obtido utilizando
da estratégia de compensação na entrada do sistema.

Na Figura 6 é apresentado o diagrama de blocos da
estratégia de controle implementada, onde os sinais R(s),



R′(s), E(s), U(s), V (s), V ′(s), XC(s) e XR(s), são a
referência na entrada, a referência após passar pelo modelo
inverso da folga, erro de rastreamento, sinal de controle,
velocidade, velocidade após saturação, deslocamento longi-
tudinal controlado e deslocamento longitudinal real do mó-
dulo Tractor, respectivamente. Ainda, MIV , C(s), G(s),
1
s e MDF são o Modelo Inverso da Folga, o controlador
PID, a FT do Tractor, um integrador para transformar
velocidade em posição e modelo direto da folga.

C(s) G(s)
1

s+
-

R’(s) E(s) U(s) V(s) XC(s)V’(s) XR(s)
MDFMIF

R(s)

Figura 6. Diagrama de blocos do sistema em malha fechada

Para definir os ganhos do controlador PID, será avaliado
o sistema limitado a parte tracejada destacada na Figura
6. Primeiramente, simplificou–se o sistema, utilizando re-
troação e combinação de blocos [18] em uma equação,
mostrada em (8). O sistema simplificado resulta em uma
FT de terceira ordem, o que impossibilita a utilização
direta do método de sintonia através de parâmetros de
desempenho [19], que é aplicado para sistemas de segunda
ordem. Dessa forma, buscou-se através de parâmetros de
desempenho descobrir o comportamento para dois polos
e posteriormente se atribuiu um terceiro polo estável
distante, visando não interferir na dinâmica desejada.

XC(s)

R′(s)
=

0, 06(KDs
2 +KP s+KI)

s3 + (16, 95 + 0, 06KD)s2 + 0, 06KP s+ 0, 06KI
(8)

Como se trata de um controle de posição, deseja-se
precisão, logo foi imposta uma ultrapassagem percentual
(U.P.) nula e tempo de acomodação (ts) de 0, 2 segundo
(critério de 2%) [18], [19]. Atribuindo o valor de ultra-
passagem percentual em (9), encontra–se o coeficiente de
amortecimento ζ = 1 , e após isso, aplicando o valor do
tempo de acomodação e ζ em (10), obtém–se a frequência
natural ωn = 20rad/s. Aplicando os valores de ζ e ωn
na equação padrão de segunda ordem, W (s), mostrada
em (11) [18], encontram–se dois polos estáveis, localizados
em −20. O terceiro polo, foi projetado para se localizar 5
vezes a distância da origem até os polos dominantes, isto
é, localizado em −100.

U.P. = e

−ζπ√
1−ζ2 (9)

ts =
4

ζωn
(10)

W (s) =
ω2
n

s2 + 2ωnζs+ ω2
n

(11)

Tendo encontrado os polos que caracterizam o desempe-
nho desejado em malha fechada, foi realizada uma compa-
ração com (8), obtendo os ganhos do controlador, conforme
(12).

KD = 2050, 83

KP = 73333, 33

KI = 666666, 67

(12)

A. Simulação sem Compensação por Modelo Inverso

A Figura 7 mostra a simulação do controle proposto sem
a inclusão do modelo inverso para compensação da folga,
onde Xc é o deslocamento longitudinal e R é o sinal de
referência. Note que não houve ultrapassagem percentual.
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Figura 7. Simulação do comportamento do deslocamento longitudi-
nal controlado

Na Figura 8 é apresentado o deslocamento longitudinal
real (XR), utilizando os seguintes parâmetros: m = 1,
Cr = 0, 1 e Cl = −1, 9. Note que na inversão de sentido,
há um atraso, promovido pela folga.
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Figura 8. Simulação do comportamento do deslocamento longitudi-
nal real

B. Simulação com Compensação por Modelo Inverso

Na Figura 9 é mostrada a simulação considerando a
compensação por modelo inverso da folga. Note que com o
controle implementado, houve uma inversão de XC . Essa
mudança tem efeito direto na no deslocamento real XR,
mostrado na Figura 10.
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Figura 9. Simulação do comportamento experimental do desloca-
mento longitudinal controlado com modelo inverso
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Figura 10. Simulação do comportamento do deslocamento longitu-
dinal real com modelo inverso

Na seção a seguir serão discutidos os resultados experi-
mentais obtidos.

V. Resultados experimentais

A bancada constrúıda para obter resultados experimen-
tais é mostrada na Figura 11, onde vinculado a estrutura
do robô BUG-O se têm o regulador de folga e um motor
CC com um encoder incremental acoplado ao seu eixo
(encoder interno), que possibilita medir o deslocamento
longitudinal controlado (XC), mas não avaliar a presença
da folga, pois esse encoder mede diretamente a rotação do
eixo do motor, inclusive se o robô nem estiver preso ao tri-
lho. Transcendente a estrutura, como microcontrolador foi
utilizado um Arduino Due com frequência de acionamento
do PWM (Pulse-Width Modulation) em 1khz, uma ponte
H para acionamento do motor e um encoder incremental
(encoder externo) preso à estrutura para que fosse posśıvel
fazer a leitura do deslocamento longitudinal real (XR), que
de fato, avalia o deslocamento do robô ao longo do trilho.
Destaca-se que as medições dos sensores foram feitas a uma
taxa de 1khz.

Regulou–se a folga e, em todos os testes, a engrenagem
do robô foi encostada na cremalheira, no sentido do des-
locamento inicial, mantendo o padrão com os seguintes
parâmetros: m = 1, Cr = 0, 1 e Cl = −1, 9.

Figura 11. Bancada constrúıda para obtenção dos resultados

A. Resultado Experimental sem Compensação por Modelo
Inverso

Na Figura 12 é mostrado o controle sem compensação
por modelo inverso. Note que o controle projetado obteve
um bom desempenho, pois XC apresentou apenas um
pequeno sobressinal. Entretanto, como era esperado, no
deslocamento longitudinal real há folga, conforme mos-
trado na Figura 13.
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Figura 12. Resultado experimental do deslocamento longitudinal
controlado

B. Resultado experimental utilizado Compensação por Mo-
delo Inverso

Na Figura 14 é mostrado o comportamento de XC se-
guindo a referência após passar pelo modelo inverso. Note
que o mesmo efeito discutido na simulação é observado.
Assim, consequentemente a folga em XR foi devidamente
compensada, conforme mostrado na Figura 15.

VI. Conclusão

Primeiramente, pode–se afirmar que tanto o modelo
direto quanto o modelo inverso da folga utilizados re-
presentam de forma muito verosśımil o sistema f́ısico.
Por fim, pode–se concluir que a estratégia de controle
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Figura 13. Resultado experimental do deslocamento longitudinal real
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Figura 14. Resultado experimental do deslocamento longitudinal
controlado com modelo inverso

0 2 4 6 8 10 12
Tempo (s)

-20

-10

0

10

20

30

P
os

iç
ão

 (
m

m
)

Figura 15. Resultado experimental do deslocamento longitudinal real
com modelo inverso

proposta, utilizando o modelo inverso da folga, contribui
significativamente para a compensação da folga entre as
engrenagens, visto que o atraso gerado pela folga foi devi-
damente reduzido, conforme aferido experimentalmente.
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Regional do Noroeste do Estado Rio Grande do Sul, Ijúı, Rio
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