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Resumo—Neste trabalho é apresentada a modela-
gem matemática de um motor brushless e seu con-
trole de velocidade por duas técnicas de controle. A
primeira estratégia de controle, comumente utilizada,
é um controle PI (Proporcional–Integral) tradicional.
Como alternativa à esse controlador de ganhos fixos, foi
integrado ao controlador PI um algoritmo RLS (Root–
Least–Squares), tornando posśıvel uma adaptação dos
ganhos do controlador e com isso melhorar seu desem-
penho. Resultados de simulação e experimentais são
apresentados e discutidos, para comparação de desem-
penho entre as estratégias de controle implementadas.

Palavras–Chave – Controle PI, Controle PI–
RLS, Motor brushless

I. Introdução

Nos dias atuais, a popularidade dos motores brushless
tem aumentando significativamente, devido a suas van-
tagens em relação aos motores de corrente cont́ınua e
motores de indução [1]. Dentre as vantagens, destaca–se:
alta eficiência, baixos ńıveis de rúıdo, melhor caracteŕıstica
de velocidade×torque, dentre outras. Esse motor vem
sendo empregado em diversas aplicações, tais como: mãos
robóticas [2], propulsão de véıculos aquáticos [3] e robôs
de futebol small size [4].

Graças as melhorias nos drivers de semicondutores, o
controle de motores brushless se tornou mais eficiente,
possibilitando que esses motores operem com velocidades
precisas [5]. Existem diferente lógicas de controle que
podem ser utilizados, tais como: Controle Proporcional–
Integral (PI)[6], controle de velocidade baseado em lógica
fuzzy Proporcional–Derivativa (PD)[7] e Proporcional–
Integral–Derivativo de ordem fracionária[8].

Neste trabalho, é dado enfoque aos controladores PI.
Essa estratégia de controle é atualmente a mais utili-
zada, principalmente em indústrias, como em controle
de avião[9] e controle de ńıvel de um tanque[10] , em-
bora tenha seu desempenho prejudicado frente à varia-
ções paramétricas, influência de distúrbios externos e até
mesmo dinâmicas não–modeladas, como não–linearidades
do sistema, caracteŕısticas que o próprio motor brushless
apresenta, em perdas no núcleo[11]. Essas limitações do

Controle PI são devido à sua estrutura de ganhos fixos [12].
Para tornar esse controle mais robusto, algoritmos para
adaptação dos ganhos são integrados em sua estrutura,
tais como: técnicas fuzzy [13], redes neurais artificiais [14],
algoritmo RLS (Recursive Least Square), entre outros.
Em especial, o algoritmo RLS demostra bom desempenho
para estimação de parâmetros com baixo custo computa-
cional, podendo obter uma solução de alto desempenho
para adaptação dos ganhos do controle PI [4]. Portanto,
neste trabalho, este é o algoritmo escolhido para agregar
adaptação aos ganhos do controle PI.

Portanto, o objetivo deste trabalho é projetar e imple-
mentar os controles PI tradicional e PI–RLS nos quatro
motores brushless de um robô de futebol small size. Assim,
a principal contribuição deste trabalho é a comparação de
desempenho entre esses dois controladores, mostrando as
vantagens da utilização de um controle PI–RLS em relação
à um controle PI tradicional, experimentalmente.

A organização deste trabalho é dada a seguir. Na Seção
2 é descrita a modelagem do motor brushless, bem como
o método utilizado para medir velocidade do mesmo. Na
Seção 3 é demonstrado o projeto do Controle PI. Na Seção
4 é visto o equacionamento do Algoritmo RLS aplicando
o mesmo no Controle PI. Na Seção 5 são destacados os
resultados experimentais obtidos. E, por fim, na Seção 6 é
abordada a conclusão.

II. motor brushless

O motor brushless utilizado nesse trabalho foi o motor
EC 45 flat 30w [15]. Esse modelo contém três sensores
hall, que possuem 24 pulsos por revolução (PPR). Esses
pulsos são convertidos para para radianos (24 pulsos =
2π), para obter a posição angular (θ(s)) do motor.

Para atenuação dos rúıdos de leitura do sensor, foi
implementado um Filtro de Variáveis de Estado [16], com
frequência de corte de 10Hz e ordem 1. A função de
transferência desse filtro é mostrada em (1), onde F , Ff , ωc

e n são a função à filtrar, função filtrada, banda passante
do filtro e grau desejado da derivada, respectivamente.
A função que será filtrada é o θ(s), e como o filtro é
de primeira ordem, obtém–se sua derivada, a velocidade
angular (ω(s)).



Ff

F
=

ωn+1
c

(s+ ωc)n+1
(1)

Segundo Gieras, a parte mecânica do motor brushless
possui uma constante tempo muito maior que a constante
de tempo elétrica [17]. Portanto, com viés de simplificar
a modelagem, pode–se modelar esse motor considerando
apenas as partes elétricas, que apresentam as dinâmicas
dominantes, resultando em um modelo descrito por uma
função de transferência (FT) primeira ordem.

Uma FT de primeira ordem pode ser descrita por um
ganho (K0), que é a relação entre valor em regime per-
manente e a entrada aplicada, e por uma constante de
tempo (τ), a qual corresponde ao tempo necessário para
a resposta do sistema alcançar 63, 2% do valor em regime
permanente [18]. Para identificar a FT que descreve o com-
portamento dinâmico do motor, foram aplicados diferentes
valores de PWM (Pulse Width Modulation) no driver de
acionamento do motor, medindo os pulsos e estimando as
respectivas velocidades com o filtro de variáveis de estado.
Após diversos testes, foi feita uma média aritmética dos
valores de K0 e τ , conforme mostrado na Tabela I. A FT
correspondente está descrita em (2).

Tabela I
Parâmetros identificados do motor brushless

PWM ω(s) (RPM) K0 τ (s)

16 305,5 19,0937 0,3194

32 775,4 24,23125 0,3196

48 1239 25,8125 0,3575

64 1693 26,4531 0,3475

80 2075 25,9375 0,3228∑
/5 24,30 0,333

G(s) =
K0

τs+ 1
=

24, 30

0, 333s+ 1
(2)

Na seção a seguir será discutida a metodologia abordada
para a sintonia do controlador Proporcional-Integral (PI).

III. Controle PI

O Controle PI utiliza duas das três contribuições do
Controle PID (Proporcional–Integral–Derivativo) [18]. A
junção dessas ações de controle é benéfica em muitos
aspectos. Especificamente, para o controle PI, tem–se a
garantia de erro nulo em regime permanente, devido a
ação integral e uma rápida convergência no rastreamento
de referência, quando o sistema é linear e invariante no
tempo [19]. O fator derivativo será evitado nos projetos
de controle propostos neste trabalho pois a contribuição
derivativa pode amplificar os rúıdos do sistema [20].

A sintonia do controle PI utilizada neste trabalho é
fundamentada sobre o comportamento dinâmico desejado.
Isto é, deseja–se que a resposta apresente, ultrapassagem
percentual (U.P.) de 1% no máximo e um tempo de
acomodação ts de 1 segundo (critério de 2%) [18], [19].

Atribuindo o valor de ultrapassagem percentual em (3),
encontra–se o coeficiente de amortecimento ζ = 0, 83 , e
após isso, aplicando o valor do tempo de acomodação e o
ζ em (4) obtém–se a frequência natural ωn = 4, 84rad/s.

U.P. = e

−ζπ√
1−ζ2 (3)

ts =
4

ζωn
(4)

A estratégia de controle implementada, pode ser anali-
sada na Figura 1, onde os blocos C(s) e G(s), são o con-
trolador PI e o sistema, respectivamente. Os sinais R(s),
E(s), U(s), U ′(s) e ω(s), são a referência de velocidade
desejada, o erro de rastreamento, a ação de controle, a
ação de controle após a saturação e a velocidade angular,
respectivamente. Ressalta-se que é imprescind́ıvel o uso
de um saturador no sistema para que a simulação fique
mais verosśımel, pois o sistema real apresenta limitações
de valores para a ação de controle.

C(s) G(s)
+

-

E(s) U(s) ω (s)R(s) U’(s)

Figura 1. Sistema em malha fechada com controle PI

Sendo o ganho proporcional como KP e o ganho integral
por KI , o sistema em malha fechada é descrito em (5).

ω(s)

R(s)
=

KPK0
τ s+ KIK0

τ

s2 + 1+KPK0
τ s+ KIK0

τ

(5)

Comparando o resultado de (5) com a FT padrão
de segundo grau [18], mostrada em (6) com os valores
identificados de ζ e ωn, pode–se calcular os ganhos, que
resultaram em KP = 0, 063 e KI = 0, 238.

W (s) =
ω2
n

s2 + 2ωnζs+ ω2
n

(6)

O resultado da simulação do sistema de controle PI com
os ganhos calculados, é mostrada na Figura 2. Como pode
ser observado, a ultrapassagem percentual apresentada
é próxima a 1% e o tempo de acomodação ficou em 1
segundo, atendendo o critério de 2% do projeto. Após 2
segundos se aplicou um distúrbio de 200 RPM, valor simi-
lar ao que ocorre na prática, percebeu-se que o controlador
conseguiu corrigir a ação do distúrbio retornando para a
referência desejada.

Na próxima seção é apresentado o algoritmo RLS, bem
como sua integração ao controle PI.
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Figura 2. Simulação do Controle PI para um degrau de 1400 RPM

IV. Algoritmo RLS e Controle PI–RLS

Esse método é composto por um vetor predição (ω̂(k)),
que irá variar até que fique idêntico a variável de interesse,
neste caso ω(k), a matriz de regressão linear (C(k)), que
contém as medições do sistema f́ısico, e por último, o vetor
paramétrico (θ̂(k)), que é onde está contido a estimação
dos parâmetros do sistema [4]. Esse último vetor será
calculado com o aux́ılio de outras duas matrizes, matriz
de ganhos (K(k)) e a matriz de covariância (P (k)) [21].

Para utilizar o método RLS, deve–se ter o sistema para
na forma matricial, para identificar qual parcela do sistema
corresponde as matrizes citadas anteriormente. Assim, o
sistema na forma matricial é apresentado em (7). Portanto,
ω(k) equivale ao vetor de predição, a matriz de regressão
linear corresponde a parcela que contém o valor de PWM e
a aceleração do sistema (ω̇(k)), por fim o vetor paramétrico
corresponde a parcela dos parâmetros a serem estimados,
K0 e τ .

ω(k) =
[
PWM(k) −ω̇(k)

] [K0

τ

]
(7)

Para encontrar a velocidade estimada (ω̂(k)), utiliza–se
a (8).

ω̂(k) = C(k)θ̂(k) (8)

O erro de estimação é estabelecido pela diferença entre
a velocidade real (ω(k)) e a velocidade estimada (ω̂(k)),
conforme mostrado a seguir.

ω̃(k) = ω(k)− ω̂(k) (9)

As matrizes de ganhos (K(k)) e de covariância (P (k)),
são mostradas em (10) e (11), respectivamente. Por fim,
θ̂(k) é calculado utilizando (12). Vale a pena ressaltar que
quanto mais próximos dos valores ótimos, forem os valores
projetados de P (k), melhor será o desempenho do algo-
ritmo. Portanto, como são desconhecidos os valores ótimos,
esta matriz foi inicializada como uma matriz identidade
(I).

K(k) =
P (k − 1)CT (k)

1 + C(k)P (k)CT (k)
(10)

P (k) = (I −K(k)C(k))P (k − 1) (11)

θ̂(k) = θ̂(k − 1) +K(k)ω̃(k) (12)

Para utilizar a matriz C(k), deve-se medir a aceleração
da resposta de sáıda, para isso, passará a velocidade pelo
filtro de variáveis de estado, obtendo sua derivada, a
aceleração (ω̇(k)), e a velocidade real filtrada (ωf (k)). É
necessário utilizar a velocidade filtrada (ωf (k)) no lugar
da velocidade real (ω(k)) no cálculo do erro estimado,
destacado em (9), pois dessa forma tanto a aceleração
quanto a velocidade sofrem o atraso em fase [18], que é
promovido pelo filtro de variáveis de estado. Além disso, a
ação de controle também é passada pelo filtro de variáveis
de estado, para que fique com mesmo atraso dos demais
sinais. O diagrama do sistema controlador PI–RLS pode
ser visto na Figura 3.

A sáıda do algoritmo RLS são os parâmetros K̂0 e τ̂ ,
isto é, seus valores estimados. Esses valores são utilizados
para cálculo dos ganhos KP e KI , conforme mostrado na
Seção III.

C(s) G(s)
+

-

E(s) U(s) ω (s)R(s) U’(s)

SVFRLS

SVF

Uf(s)
ωf (s)

 ω (s)
 .

Figura 3. Simulação do Controle PI–RLS

Na Figura 4, é mostrada a simulação do rastreamento
de referência de 1400RPM com um distúrbio de 200RPM
sendo aplicado após 2 segundos de ensaio. Como pode–se
observar, o sistema respondeu mais rapidamente ao PI–
RLS do que ao PI puramente. Entretanto, a resposta com
controle PI–RLS apresentou um maior sobressinal.
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Figura 4. Simulação do Controle PI–RLS para um degrau de 1400
RPM



Nas Figuras 5, 6 e 7 são apresentados a estimação de K̂0,
τ̂ e dos ganhos KP e KI , respectivamente, para o mesmo
ensaio demonstrado na Figura 4. Como pode ser observado
nessas figuras, os parâmetros foram estimados em cerca
de 1 segundo, nota-se também que após a aplicação do
distúrbio, os parâmetros K̂0, τ̂ variaram e a partir dessa
variação, novos ganhos KP e KI se estabeleceram para
que o sistema se mantesse com as mesmas caracteŕısticas
de desempenho.
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Figura 5. Estimação do parâmetro K̂0
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Figura 6. Estimação do parâmetro τ̂
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Figura 7. Estimação dos ganhos KP e KI

Na seção a seguir serão mostrados os resultados experi-
mentais obtidos.

V. Resultados experimentais

A bancada montada para os testes experimentais é mos-
trada na Figura 8, onde está presente o motor brushless e
um motor corrente cont́ınua, que é utilizado como gerador.
Além disso, há um botão para acionar os terminais do
motor cc em curto–circuito, fazendo com que o mesmo
gere um distúrbio para o motor brushless.

Figura 8. Bancada para testes experimentais

O resultados obtidos para o PI podem ser visto na
Figura 9. Note que o sistema correspondeu ao tempo de
acomodação desejado, bem como a máxima ultrapassa-
gem percentual projetada, contudo seu comportamento foi
diferente ao comportamento simulado. Isto é, a resposta
experimental foi mais lenta e houveram pequenas oscila-
ções devido a influência de dinâmicas não modelados. Já
em 2, 696 segundos, foi aplicado um distúrbio e o tempo
para que o sistema se estabilizasse novamente foi de 1, 136
segundo.

A resposta para o PI–RLS é mostrada na Figura 10,
onde é posśıvel perceber que houve um sobressinal, con-
tudo, o sistema atinge a referência e se estabiliza mais
rápido do que apenas com o controle PI. Em 0, 827 se-
gundo foi aplicado um distúrbio, e como pode ser visto,
o sistema levou cerca de 0, 451 segundo para retornar ao
valor desejado, ou seja, praticamente um terço do tempo
necessário para que o controle PI compensasse o distúrbio.

Assim como na simulação, será apresentado o compor-
tamento da estimação dos parâmetros. Na Figura 11, é
mostrado a estimação do parâmetro K̂0, que estava con-
vergindo para 24, 06,próximo ao modelado (K0 = 24, 30),
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Figura 9. Resposta para o controlador PI para um degrau de 1400
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Figura 10. Resposta para o controlador PI–RLS para um degrau de
1400 RPM

entretanto, no momento em que houve aplicação do dis-
túrbio, houve uma queda brusca no valor desse parâmetro,
percebe-se que o mesmo tendeu ao valor de 20, 53. De
forma análoga, na Figura 12, é mostrada a estimação
para o parâmetro τ̂ , que inicialmente estava tendendo para
0, 22, e com a aplicação do distúrbio alterou-se para 0, 18.
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Figura 11. Estimação do parâmetro K̂0

VI. Conclusão

Neste trabalho foi apresentado uma comparação ex-
perimental de desempenho dos controles PI e PI–RLS
aplicados à um motor brushless. Para aferir a robustez dos
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Figura 12. Estimação do parâmetro τ̂

algoritmos, um motor de corrente cont́ınua foi utilizado
para gerar distúrbios.

Primeiramente, pode–se concluir que a FT de primeira
ordem representa o sistema adequadamente, pois, foi
aferido experimentalmente que o controle PI projetado
e sintonizado para essa planta simplificada, apresentou
bons resultados. Entretanto, para aplicações que requerem
grande precisão sugere–se expandir o modelo, incluindo as
dinâmicas não modeladas nesse artigo, para o tornar mais
verosśımil.

Por fim, nota–se que o controle PI–RLS é vantajoso
comparado ao PI, pois apresenta menor tempo de con-
vergência da resposta para regime permanente, bem como
estabilização do sistema mais rápida, quando aplicado um
distúrbio. Além disso, não é necessário o conhecimento pré-
vio da FT do sistema para execução do PI–RLS, pois este
algoritmo responde apenas a ação de controle e a derivada
do sinal da sáıda. Também destaca–se a maior agilidade no
projeto de controladores, permitindo a utilização em várias
máquinas com potências diferentes utilizando o mesmo
critério de projeto.
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