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Resumo—Neste trabalho é apresentada a modelagem e con-
trole de um sistema de Péndulo Invertido atraves de dois métodos
com caracteristicas distintas, sendo um linear e outro nio linear.
Foram projetados dois controladores, um controlador 6timo do
tipo Regulador Linear Quadratico (LQR) e um controlador
heuristico chamado de Controle por Mapeamento Exponencial
(CME), que por natureza dispensa o conhecimento fisico da
planta a ser modelada. Ao final é apresentado um breve com-
parativo, destacando os pontos positivos e negativos de cada
estratégia de controle, contribuindo para a validacio de um
método nio linear ainda pouco conhecido como o CME frente a
uma estratégia mais tradicional (LQR).

Palavras-chave — controle 6timo, heuristico, nao-linear.

I. INTRODUCAO

O Péndulo Invertido é um exemplo cldssico de um sistema
intrinsecamente instdvel. Sua dindmica ¢ fundamental para
tarefas que envolvem a manutengdo do equilibrio, como a
caminhada e o controle de propulsores de foguetes [1], diciclos
[2] e aplicagdes de manipuladores de link paralelo também
conhecidos como plataforma Stewart-Gough [3]. Dessa forma,
justifica-se a popularidade do estudo desse tipo de sistema.

Por ser um benchmark bem estabelecido que fornece mui-
tos problemas desafiadores para projetos de controle [4], o
Péndulo Invertido constitui uma 6tima abordagem de ensino
da teoria de controle classico ou moderno de forma pratica.
Como dito por [5], seu estudo abrange modelagem matema-
tica, projeto de controladores, simulagdes, além de necessitar
desenvolver um projeto mecanico e eletronico, hardware e
software para a sua implementagdo.

O problema do Péndulo Invertido ja foi abordado de di-
versas maneiras ao longo dos anos. [4] propde o controle de
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estabilizacdo e rastreio por meio de controladores Proporcional
Integral e Derivativo (PID) que une as agdes proporcional,
integral e derivativa para controlar um processo baseando-
se numa abordagem de erro e referéncia. [1] e [6] utilizam
de uma técnica de controle ndo linear por redes neurais
para controlar o balan¢co de um Péndulo Invertido sobre um
carrinho. Essa técnica trabalha com o aprendizado frente a
um comportamento demonstrado, como o balango do péndulo,
para entdo estabiliza-lo, sem conhecimento a priori da sua
dindmica. Outro tipo de abordagem € por meio de controle

fuzzy que tem a vantagem de trabalhar com solugdes ndo

bindrias, tornando mais facil a mecaniza¢do de tarefas ja
realizadas por humanos com sucesso [7]. [8] implementa o
método fuzzy para o controle de um Péndulo Invertido em
duas rodas, ja [9] ilustra a utilizacdo dessa técnica no controle
de um Péndulo Invertido sobre carrinho.

Nota-se que existem diversas estruturas de Péndulo Inver-
tido possiveis. O sistema tratado neste trabalho é composto
por um carrinho que se desloca linearmente e uma haste que
se desloca angularmente, ambos apresentados na Fig. 1. A
estabilizacdo do sistema pode ser atingida ao aplicar uma forga
na dire¢do horizontal ao carrinho, fazendo a haste ficar na
vertical. O sistema € ndo-linear e subatuado, portanto, a forga
aplicada para controlar a haste também afeta a posicdo do
carrinho.

Do ponto de vista de propostas de controle do Péndulo
Invertido, [4] divide-as em trés aspectos: estabilizacdo (co-
locar em uma posic¢do de equilibrio, 0° ou 180° no caso do
péndulo), balanco e rastreio (fazer com que o péndulo atinja
a posicao linear e angular desejada). O objetivo deste trabalho
é projetar e simular computacionalmente dois controladores
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Fig. 1: Representacdo do sistema de controle de Péndulo
Invertido

capazes de atuar nesses trés aspectos e compara-los quanto as
suas caracteristicas de execucdo (tempo para realizar a tarefa,
sobressinal e acdo de controle exigida). O primeiro, trata-
se de um algoritmo Regulador Linear Quadrético (LQR, do
inglés Linear-Quadratic Regulator) que é essencialmente uma
maneira de encontrar um controlador 6timo de resposta de
estado apropriado. O segundo controle € projetado em Con-
trolador com Mapeamento Exponencial (CME), essa estratégia
foi proposta por [10] em 2015 e unifica um método heuristico
para abandonar a necessidade de um modelo e para definir
seus pardmetros iniciais com um mapeamento exponencial
unidimensional baseado em determinadas definicdes. A com-
paracdo dessas duas técnicas se justifica no fato do CME ser
uma técnica recente que ainda demanda estudos comparando-a
com controladores lineares para mensurar sua eficicia.

Sao tratados neste trabalho a descri¢cao do Péndulo Invertido,
do CME e do LQR na se¢do II; o projeto dos controladores e
estratégias de comparacio na Sec¢do III e; os resultados obtidos
e conclusdes nas secdes IV e V, respectivamente.

1I. DESCRICAO DO SISTEMA
A. Péndulo Invertido

O sistema de Péndulo Invertido adotado neste trabalho
possui dois graus de liberdade e, portanto, pode ser com-
pletamente descrito por duas coordenadas generalizadas. O
deslocamento horizontal do carrinho, x, ¢ o deslocamento
angular do péndulo, 0, sdo escolhidos a fim de facilitar os
célculos. Esses deslocamentos estdo representados na Fig. 1

As expressdes para a energia cinética e potencial do con-
junto do péndulo sdo dadas por (1) e (2), respectivamente.

T = %M@Q + %m(:’r2 — 2&lcos(0)0) + %.79.2, ey

U = —mglcosb. )

Onde g € o médulo do vetor campo gravitacional, m € a
massa da haste, M é a massa do carrinho, I é o momento de
inércia da haste, [ € o comprimento da haste da fixacdo até o
centro de massa, 0 = w é a velocidade angular e © = T éa
velocidade linear.

Assumindo que as rodas giram sem deslizar, a Unica for¢a
externa atuante no sistema € a forca aplicada o carrinho. Essa
forca é descrita em (3) na dire¢do z e (4) na diregdo 6.

Qe =F(t), 3)
i =0 )

A partir das equagdes de Lagrange obtém-se as equagdes
que descrevem a dindmica do péndulo, descritas em (5).

{ —(M +m)i — mlcos(0)d + mlsen(0)d = F(t)

—mlicos(0) + (mi? + I)8 + mglsen(f) = 0 )

A fim de representar o sistema descrito no espago de
estados, faz-se

x=[x 2o 23 247 =[0 w z VL.

Isolam-se os termos i € 0 em (5), obtendo (6) e (7)

(ml)2gsen(6)cos(0) + (ml + I)(misen(0)6% — u) ©)
—(M +m)(ml2+1) ’
_ (M 4+ m)(mglsen(6)
(ml)2cos(0)? — (M +m)(mi? +I) o

(ml)2cos(0)sen(0)6% — umlcos(6)
(ml)2cos(0)? — (M +m)(ml? + 1)

Define-se f1(x), fa(x), b1(x), ba(x) como varidveis auxi-
liares dadas por (8), (10), (9) e (11), respectivamente.

fi(x) =
(M + m)mglsen(0) + (ml)2cos(0)sen()62

(ml)2cos(0)2 — (M +m)(ml2+1) ®)
_ —mlcos(0)
ba(x) = (ml)2cos(0)2 — (M +m)(mi2 + 1)’ ©))
fa(x) =
(ml)2gsen(0)cos(0) + (mi* + I)mlsen(06%) )
(ml)2cos(0)2 — (M +m)(mi2 + I) )
ba(x) = —mt* ~ 1) an

(ml)2cos(6)? — (M +m)(ml> + 1)

Dessa forma, a representagdo em espagos de estados do
sistema fica de acordo com (12)

i 0 0

T2 | | fikx) b1(x)

i || & | T] o 2)
j)4 fg X) b2 (X)



Para que seja possivel a implementacio de controladores li-
neares, como o LQR, é necessdrio que seja feita a linearizacao
do sistema ndo linear a ser controlado, nesse caso o Péndulo
Invertido. Por essa razdo, o sistema foi linearizado em torno
do ponto de operagdo 6 = m. A linearizacao é feita expandindo
as funcdes seno e cosseno em séries de Taylor e utilizando o
primeiro termo da série, segue que

cos(f) = —1,
sen(f) =~ —0,
substituindo em (5), a dindmica linearizada torna-se:

{ (M +m)i +mlf = F(t)

(ml? + 1) + mli — mglf =0 (13)

Deve-se isolar os termos & e 0 para que seja possivel obter a
representacdo do sistema no espaco de estados, dada por (14)

x=Ax+ Bu
v on (14)
para A, B e C, dados por (15), (16) e (17), respectivamente.
0 1 0 0
(M+m)mgl 00 0
_ d
A= 0 00 1] (5)
(m1)?
QT 0 0 O
—ml (T +mi?)]"
B=10 0 , 16
o s (16)
1 0 0 O
o { 0 010 } ’ a7

Onde d = (M + m)(I + mi?) — (ml)?.
B. Regulador Quadrdtico Linear (LQOR)

O regulador linear quadrdtico (LQR, do inglés Linear-
Quadratic Regulator) é um controlador 6timo baseado na
retroacdo de estados (Fig. 2), onde os ganhos associados aos
estados no projeto do controlador sdo determinados através
da solucdo de uma equagdo algébrica de Riccati. De acordo
com [11], o LQR pode ser considerado como uma solucio
intermedidria para projeto de controladores quando comparado
a simplicidade de um PID e a outros controladores mais
complexos, como por exemplo os preditivos.

A presenca de distirbios no sistema, assim como variagdes
paramétricas podem comprometer a atua¢do do LQR, uma vez
que ele depende diretamente dos estados da planta, conforme
comentario de [5].

A partir de um sistema genérico MIMO (Multiple Input,
Multiple Output), linear, invariante no tempo e controldvel, tal
que as equagdes de estado no tempo continuo sio:

x(t) = Ax(t) + Bu(t),
y(t) = Cx(t).

O regulador 6timo deve encontrar o vetor u(t), utilizando
de um estado inicial genérico, que seja capaz de transferir um

(18)
19)

estado para outra regido do espago de estados desejado. A lei
de controle que estabiliza o sistema mostrado em (18) é tal
que:

u(t) = —Kx(t). (20)
Assim, substituindo (20) em (18) em:
%(t) = (A — BK)x(t), @1

onde K é a matriz de realimentacdo de estados. A partir do
valor dos autovalores (A — BK) que se pode determinar a
estabilidade do sistema para qualquer condigdo inicial z(0).
Para isso, os autovalores precisam estar alocados no semi-
plano esquerdo do plano-s.

Para o projeto de servossistemas para compensador puro,
sdo utilizadas as matrizes aumentadas da forma:

EOT=1 A o1 an ]+ B Jueors] 8] oo

<(t)
(22)
onde as matrizes aumentadas A, ¢ B, sdo:
A, = { _1% 8 } , (23)
B, = [ ]3 ] . (24)
E, portanto, obtém-se:
é=(A,—B.K,)e, (25)
no qual o vetor de ganhos K, é dado por:
Ka = [K| — k1. (26)
A matriz 6tima K pode ser encontrada a partir de:
K,=-R'B,’P, (27)

onde P é uma matriz simétrica definida positiva e deve
satisfazer a equagdo reduzida de Riccati (28)

A TP+PA, -PB,R 'B,’P+Q=0. (28

Sendo Q e R as matrizes de ponderacéo, matrizes hermeti-
anas definidas positivas (semi-positiva, no caso de Q) ou reais
simétricas. A representa¢do da ponderagdo dos estado é dada
por Q, enquanto que a das entradas é dada por R. Ambas
podem ser determinadas de forma arbitrdria ou por meio de
um algoritmo.

Define-se fun¢@o custo em (29)

J= / Oo[xa(t)TQxa(t) +u(t)"Ru(t))dt. (29
0

Se, a partir dos valores de Q e R, os elementos da
matriz K forem determinados para obter o minimo indice de
desempenho J, pode-se dizer que esta lei de controle é 6tima
para qualquer estado inicial z(0).
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Fig. 2: Diagrama de blocos do controle por LQR

C. Controlador por Mapeamento Exponencial (CME)

Segundo o seu propositor ([12]), o Controlador por Ma-
peamento Exponencial (CME) unifica um método heuristico
para abandonar a necessidade de um modelo e para definir
seus pardmetros iniciais com um mapeamento exponencial
unidimensional baseado na inferéncia da l6gica nebulosa para
lidar com uma classe de nao-linearidades [12]. O método
bang-bang e a solugdo de camada limite servem como base
para a criagdo de um novo controlador que precisa de duas
heuristicas que definirdo os valores iniciais de seus dois
parimetros. A primeira heuristica envolve aplicar uma entrada
maxima de controle em uma planta estavel e verificar a saida
em regime permanente € o tempo necessario para alcancé-la,
definindo assim um parametro de faixa de erro e,. A segunda
heuristica avalia a forma da saida e entdo, define um segundo
parimetro, o formato da entrada de controle u,, de uma forma
direta.

Para implementar o CME, primeiramente calcula-se o erro
de rastreio e como

e’ (30)

e=x—X,=|e
onde x, = [z, — 2,]T é o vetor de estado de referéncia e ¢
¢é a derivada primeira do erro em relacdo ao tempo. Assim, o

erro pode ser redefinido como

e=y -y, (31)

no qual y, € a saida de referéncia. Em seguida, computa-se
uma linha de comutacio scnp:

1 .
SCME = — *€TtE, (32)

-
em que e, # 0 é heuristicamente definido como o erro
aceitavel antes de aplicar a entrada de controle total.

A scpmpe € limitada a —1 < sgyr < 1 devido a faixa
factivel da funcdo exponencial:

-1, se scume < —1,
—1>scmEe <1,

some > —1.

SCME, S€
1, se

SCME =

Uma fun¢do exponencial modificada é entdo computada:

ue = sign(scare) - ((1 - |ScME\)%uS - 1> , (33)

onde —10 < wug < 10. Finalmente, a acdo de controle do
controlador pode ser calculada:

Umax — Umin

2

Umin © Umae para a faixa de entrada do controlador sdo os
valores minimo e méaximo do atuador, respectivamente.

UCME = : (ue - 1) + Umaz, 34

III. PROJETO DAS TECNICAS DE CONTROLE
A. Critérios de Comparagdo

A fim de realizar a comparacdo das duas estratégias de
otimizagdo apresentadas € necessdrio definir uma fun¢do custo
para o projeto de otimizagdo. Essa fungdo p deve ser padrio
para ambos os controladores, além de ponderar todos os
critérios utilizados. A partir da minimizag¢do da fungdo custo
p € possivel obter os parametros de otimizacdo Q e R da
estratégia LQR e os demais pardmetros do CME [13].

o Critério: O teste deve ser realizado em condi¢des ndo-
nulas verificando o tempo para atingir 2% em relagdo a
excursdo do carrinho (41,8 c¢m) e o sobressinal gerado,
tal que:

— O angulo inicial seja de 6y = 170°;

A posigdo inicial em zg = 0.5m;

Velocidades angular e linear iniciais nulas;

O angulo final seja de 6y = 180°;

A posigdo inicial em zy = 0.5m.

o Restrigoes:

— Nio deve haver saturacdo do atuador relacionado
com o torque;

— Deve-se respeitar a batente do deslocamento;

— Nao deve haver satura¢do na velocidade angular do
motor.

Dessa forma, o problema de otimizac¢do a ser resolvido é
dado por:

minimize ITAE,(p)
P
sujeito a  z(p) < |0.9] m
T(p) <|1.5| N.m
0(p) < 15[ °



ITAE, (do termo em inglés Integral of the time weighted
absolute error) é a integral do tempo ponderada pelo erro
absoluto de posicdo, conforme:

o0

ITAE = t
0

e(t)|dt. 35)
Os termos sdo funcdo de p, a saber, para o LQR P sdo os
cinco termos da diagonal principal da matriz Q aumentada, e,
para o CME s@o os termos us € e.

B. Projeto do LOR

Os termos de ponderacdo foram escolhidos de modo a
minimizar o indice ITAE. Os ganhos foram determinados
utilizando rotinas de otimizag¢do. Para tal, a matriz R foi
mantida com valor unitdrio, e variou-se os termos da diagonal
principal da matriz Q. A otimizacdo do LQR foi realizada
em duas etapas: Inicialmente, foi utilizado a fungdo nativa
do MATLAB, patternsearch, de modo a encontrar matrizes
de ponderacdo capazes de satisfazer as exigéncias citadas.
Em seguida foi utilizada a fun¢do fininsearch que faz uso da
técnica do gradiente, para refinar a minimizagao.

C. Projeto do CME

Para minimizacdo do termo ITAE com uso da técnica de
CME, foi necessario apenas o uso da fung@o fiminsearch. Nesse
caso, os termos us € e, sdo alterados heuristicamente até que
a resposta esteja de acordo com o desejado.

IV. RESULTADOS E DISCUSSOES

Para a simulacdo, foram adotados os parimetros de uma
planta de Péndulo Invertido localizada no NUPEDEE da
UFSM, os parimetros obtidos em [14] e, sdo dados por:
M=6Kgm=0,17TKg,1 =0,43 m, I = 0,0409 K g.m*,
g=9,8m/s% A forga é aplicada através de uma rosca infinita
e portanto a acdo de controle é na verdade o torque, dado
pela relacio 7 = 0,0057 F'. Para a reutilizagdo de rotinas
pré-concebidas, nesse primeiro instante foram desprezados os
coeficientes de atrito.

A partir disso, foram estabelecidas rotinas em MATLAB,
implementando cada um dos métodos de controle. Como
descrito a seguir.

A. Resultados do LOR

Para a implementacdo do LQR foram utilizadas as equagdes
linearizadas, além das matrizes aumentadas do sistema, onde
o quinto estado da matriz Q € referente a integral do erro de
posi¢do linear. A partir disso, as matrizes Q e R encontradas
foram:

40893 0 0 0 0
0 1422 0 0 0
Q= 0 0 8 0 0 (36)
0 0 0 1869 0
0 0 0 0 01
R =1] (37)

Para tal resultado, os valores da matriz K, ficaram
K, = [-64.3502 — 81.6540 557.9671 222.0553 0.3162]
sendo o ultimo elemento do vetor K, o ganho do integrador.

B. Resultados do CME

O CME possui algumas vantagens notdveis em relacdo ao
LQR. A primeira € visivel logo na modelagem do controle,
onde se estipula quais sdo as a¢cdes de controle maximas reais
aplicaveis. Dessa maneira, o proprio método se encarrega de
cumprir um dos objetivos pré estabelecidos.

Como descrito, o0 método CME esta bem mais atrelado a
resposta do sistema do que do sistema fisico. Porém como
em primeiro momento ndo foi aplicado em uma planta real
utilizou-se um modelo matematico para simular os resultados.
De forma geral ndo é necessdrio conhecer a dinidmica do
sistema, sendo aplicdvel a sistemas lineares e ndo lineares.

A metodologia para adequar o controle aos requisitos dese-
jados utiliza a resposta do sistema como critério de avaliacio
para modificar as constantes que definem a acdo de controle.
O processo pode ser de forma manual (aumentando a agdo de
controle quando se mostrar fraca ou lenta, ou reduzi-la quando
estiver muito agressiva) ou com algoritmos de otimizagdo e
minimizacdo. Para o CME utilizado, também foi utilizado
um algoritmo de otimizagdo como descrito anteriormente.Por
fim, os valores dos parametros de ajuste da curva exponencial
de agdo de controle em fun¢do do erro de posi¢do, foram:
us = —1.3967 e e, = 1.4978.

C. Comparativos

Apés a determinag@o das constantes dos controles, pode-se
realizar uma analise comparativa entre as respostas obtidas por
ambos os métodos. Para tal, simula-se uma condi¢do onde o
carrinho parte da posicdo —0,5 m com a haste do péndulo
inclinada em 170° e busca-se posiciona-la de forma estavel
em rz = 0 m. Para a analise, os seguintes pardmetros sio
considerados:

o Tempo para atingir regime permanente de posi¢do angular
e linear - pardmetro mais importante, pois representa a
capacidade do controle de atingir o regime permanente e
eIro Zero;

o Sobressinal de posicdo linear e angular e acdo de controle
- devem apenas respeitar os limites de operacdo pré-
estabelecidos.

A partir das simulacdes obteve-se as respostas de posi¢do
em fungdo do tempo, posicdo angular em fun¢do do tempo e
acdo de controle em funcdo do tempo representadas em (3),
(4) e (5), respectivamente.

Ambos os controladores sdo capazes de estabilizar o sis-
tema sem violar as condicdes fisicas impostas e em tempo
praticdvel. Para a posicdo linear, o controlador com LQR
obteve tempo de acomodacio de 1.97 segundos com o pico do
sobressinal em 0.89 metros. Para a posi¢do angular, o tempo
de acomodagdo foi de 2.95 segundos e o pico do sobressinal
de 189.5 graus. Para o torque de controle exigido do motor,
o pico de sinal foi de 0.628 N.m. J4 a simula¢do utilizando
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Fig. 5: Acdo de controle exigida.

o controlador CME apresentou tempo de acomodacdo de 2.82
segundos e pico de sobressinal de 0.875 metros para a posi¢io
linear. A posicdo angular obteve tempo de acomodacdo de
3.699 segundos e pico de sobressinal de 187.06 graus. O
torque de controle atingiu um pico de 0.738 N.m. Compa-
rando os resultados obtidos, a simulagdo do sistema com um
controlador LQR obteve os menores tempos de acomodacao
com a menor acdo de controle, entretanto apresentou oS
maiores picos de sobressinal.

V. CONCLUSOES

O modelo do Péndulo Invertido pode ser assumido como a
simplificacdo de diversos sistemas. Suas aplica¢des vao desde

o controle de atitude de satélites e comportamento de foguetes
e misseis ao controle do equilibrio e postura de robds bipedes.
Nao obstante, sua aplicacdo diddtica no ensino das teorias

z

de controle é conhecida, sendo uma Otima plataforma para
estudo de controle linear e ndo-linear. Nesse trabalho, buscou-
se analisar comparativamente algumas caracteristicas de duas
estratégias de controle distintas (LQR ¢ CME). Ambos os
métodos atuaram em uma regido de posicdo angular préxima
a condicdo de equilibrio e foram capazes de estabilizar o
sistema em tempo finito, respeitando os limites fisicos pré-
estabelecidos. O controle por CME apresentou tempos de
acomodac@o 43.14% e 25.38% maiores para as posi¢des linear
e angular respectivamente, quando comparado ao LQR. O pico
da a¢fio de controle foi 17.5% maior quando comparada a do
LQR. Entretanto apresentou os menores picos de sobressinal
quando comparado ao LQR, sendo 1.6% e 1.2% menores
para as posicdes lineares e angulares.Assim, o LQR se mostra
vantajoso em relacdo ao CME no caso estudado no sentido
de exigir um atuador menor e mais leve além de entregar um
tempo de resposta menor, sendo a diferenca entre os picos de
sobressinal de inferior a 2%. J4 a vantagem do CME se deve
ao fato de ndo ser necessdria a modelagem do sistema de
interesse para o projeto, tornando-o candidato para solucionar
sistemas que apresentem dindmica complexa ou variacdo de
parametros frequente.
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