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“No mundo tereis aflicoes, porém tende bom animo! EU venci o mundo.”

-Bilia Sagrada - Jodao Capitulo 13 versiculo 33



Resumo

O objetivo principal desta dissertacao ¢ demonstrar a existéncia de uma solugdo global
para um sistema de equacoes diferenciais parciais do tipo hiperbdlico. A equagao estudada
é uma formulagao da equacao do calor seguindo o modelo proposto por Cataneo. Para a
solugao do sistema utilizamos a teoria de semigrupos e para mostrar a existéncia de tais

solugoes nos apoiamos em resultados da Analise Funcional nao linear.

Palavras-chaves: Termoelasticidade hiperbélica, Cattaneo, Existéncia e unicidade de

solucao.



Abstract

The main objective of this dissertation is to demonstrate the existence of a global solution
for a system of partial differential equations of the hyperbolic type. The equation studied
is a formulation of the heat equation following the model proposed by Cataneo. For the
solution of the system we use the theory of semigroups and to show the existence of such

solution we rely on results of nonlinear Functional Analysis to show the existence. .

Key-words:Hyperbolic thermoelasticity, Cattaneo, Existence and uniqueness of solution.
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1 Introducao

Os modelos em equacoes diferenciais parciais que traduzem fenémenos da natureza
sao amplamente estudados a muito tempo por matematicos e fisicos. Um dos modelos
classicos, de acordo com [I0] é o modelo de condugao do calor. Tal modelo fora desenvol-
vido por Joseph Baptiste Fourier em seu célebre livro Theorie Analytique de la chaleur.
No entanto, seu modelo carecia de mais precisao e, por esse motivo, esforgos foram tracado
para melhorar o modelo antes celebrado. De acordo com [I8]Jum famoso modelo foi o de
Cattaneo que conseguiu fazer avangos significativos no estudo da transmissao de calor. A
principal questao que justifica o uso da lei de Cattaneo no lugar da lei de Fourier esta
no fato de que a usual equagao do calor (modelada pela lei de Fourier) é uma equagao
parabolica e por consequéncia possuem velocidade de propagacao infinita para a tempera-
tura, o que nao condiz com a realidade para diversos modelos com efeitos térmicos. Para

maiores detalhes, ver ([§]).

Cerca de 70 anos atras C. Cattaneo [6] sugeriu uma alternativa para a equagao do
calor modelada pela lei de Fourier. A alternativa foi substituir a equacao usual do calor

por um modelo hiperbélico dissipativo.

A seguir, daremos uma breve descricao da lei proposta por Cattaneo. Conside-
remos 0 = 0(z,t) a temperatura x num instante t e ¢ o vetor que representa o fluxo do

calor. A relacao
0, + B div (§) =0 (1.1)

onde B > 0 é bem conhecida.

A lei de Fourier para a conducao do calor diz que

¢d=KV8=0 (1.2)
para K > 0. Substituindo ((1.2)) em ({1.1)) temos
0, — BKAO = 0. (1.3)

A lei de Cattaneo apresenta uma alternativa para ([1.2)). Seja 7 > 0 suficientemente

pequeno e consideremos a relagao

g +q+ KV0=0. (1.4)

no lugar de (|1.2)).
Substituindo (1.4) em (|1.1)), obtemos 76} + 6; — SK A = 0 que é uma equagao

hiperbdlica com termo dissipativo.
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Varios autores tais como [I7],[4] estudaram sistemas onde a lei de Fourier foi
substituida pela lei da Cattaneo. Os modelos estudados abordam as questdes de existéncia
e unicidade de solugao bem como o comportamento assintotico da solugao em dominios

adequados.

Estudaremos nesse trabalho um modelo nao linear em dominio ilimitado com a

seguinte nao linearidade

M (/ uid:c) onde u = u(x,t) paraxz € Rt € R, t >0 (1.5)
R

e M € CYR") com M(s), M'(s) >0 ,Vs > 0. (1.6)

Os casos n = 1 e n = 2 sao fisicamente significativos. Nesses casos (|1.5)) é usual-
mente conhecida como nao linearidade do tipo Timoshenko e aparece numa variedade de

modelos, na maioria das vezes associada com vibregoes nao lineares de vigas e de placas.

O interesse pelo tema veio com o estudo de modelos em dominios nao limitados
que foram estudados por [5], [16] e [I4]. No estudo de modelos termoeldsticos com o

modelo da equacao do calor descrito pela lei da cattaneo citamos os trabalhos de [4] e [9].

Em ([I7]) os autores estudaram o modelo quase-linear

Uy — AUy + A%u — M(/ |Vu|2 dm) Au — Auy + up + 0A, = 0,
Q
7‘9,5,5 — pA@ + Qt — (SAUt = O,

(1.7)

onde u = u(z,t) € Qx[0,00] e M é uma fun¢ao nao decrescente que satisfaz as condi¢oes
(1.5) e (1.6). O sistema (1.7 é complementado com as condigbes de fronteira e condigoes

iniciais dadas respectivamente por
u=Au=0,0=0em I x (0,+00) e
u(z,0) = ug(x), us(x,0) = uy(z),0(x,0) = Og(x) e O,(x,0) = 61(x) em €.

Em , i, 0, and T sdo constantes positivas. O sistema ([1.7)) é fisicamente
importante quando n = 2. Nesse caso a fun¢do u = u(x,t) representa o deslocamento
transversal de uma placa ocupando o dominio 2 e a fungao 6 = 6(z,t) representa a tem-
peratura em x no tempo t. Os autores utilizando a técnica de multiplicadores associada
a técnica de semigrupos mostraram que a energia total assossiada ao sistema decai

exponencialmente.
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Em [9] os autores estudaram o modelo linear
Uy — AUy + YA + aAd = 0,
cby + k div (¢) — aAuy = 0, (1.8)
TG + ko(q) + EVO =0

onde u = u(x,t) € Q x [0, 00] com Q C R? Q limitado. O sistema ([1.8)) ¢ complementado

com as condigoes de fronteira e condigoes iniciais dadas respectivamente por
u=Au=0,0=0em I x (0,+00) e
u(z,0) = up(x), ur(z,0) = uy(z),0(x,0) = Oy(z) e g(x,0) = ¢(z) em Q.

No sistema (1.8) p, v, «, ¢, k, ko T s@o constantes positivas e 1 > 0. Os autores
utilizando a técnica de semigrupos mostraram que a energia total assossiada ao sistema

(1.8) decai exponencialmente quando x> 0 e polinomialmente quando =0 .

Em ([5]) os autores estudaram o modelo quase-linear

utt+A2u—M(/ \Vu\2dx> Au+u =0,
R'fl
U(ZL’,O) = UO(ZL'),Ut(ZL’, 0) = ul(x)

(1.9)

onde M é uma fungao real ndo-decrescente que satisfaz as condigoes (1.5)-(1.6).

Os autores utilizando de técnicas como multiplicadores e da teoria de semigrupos

mostraram que a solu¢cdo do modelo supracitado satisfaz as seguintes propriedades:

/u2dx—>0 quando t — +o0, se n > 6
Q

/ |Vu|?dr — 0 quando t — 400, se n>5
Q

onde € € R é um dominio limitado de R".

Neste trabalho, vamos considerar o modelo de viga descrito por:

utt—uuxmtt%—ummx—i—au—M(/ uidw) Upe + 00, =0, Yz EeR; t >0
R
Tq +q+ kb, =0, rER; t>0

onde M ¢é uma funcao real que satisfaz as condigoes (1.5)-(1.6).

A energia total associada ao sistema ((1.10)) é dada por
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1 ]_ A~
E(t) = 7/ (uf + pug, +uZ, +u® + 0% + Tq2) dr + =M (/ uidw) (1.11)
2 Jr 2 R

. A
onde M(X\) = / M (s)ds para qualquer ¢t > 0 com u e o maiores do que zero.
0

Supondo regularidade suficiente da solu¢ao um célculo direto mostra que
By =~ [ g
— — €T
dt R 1

evidenciando que a energia total (|1.11)) associada ao sistema (1.10]) é,de fato, dissipada.

O trabalho esté dividido da seguinte forma:

o Capitulo 02: nesse capitulo serao enunciados os teoremas principais sobre espacos
de Sobolev e teoria de semigrupos que serao utilizados na prova da existéncia e
unicidade de solugdes para o modelo ([1.10).

« Capitulo 03: nesse capitulo serd feita a prova da existéncia e da unicidade de solugao

global para o modelo termoelastico proposto.

o Capitulo 04: nesse capitulo serdo feitas as consideracoes finais e os indicativos de

trabalhos futuros.
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2 Notacao e Resultados Preliminares

Neste capitulo sao introduzidos alguns conceitos, notacgoes e resultados necessarios
para uma melhor compreensao dos capitulos subsequentes. Tais resultados estao relaci-
onados a Analise Funcional, funcoes testes e Teoria das distribui¢oes e também a teoria
de semigrupos, destacando principalmente aqueles que sao utilizados para encontrar a
solucao da equagao diferencial parcial em questao. Como principais referéncias, citamos
11, [12], 2], [I7] e [14].

2.1 Multi-indice

Nesse trabalho denotaremos a base candnica de R™ por {ey, e, ..., €, } . Um aberto
do espago R™ é representado por ) enquanto que, para cada k = 0,1,2,..., o simbolo
C*(Q) representa o espago vetorial das funcgdes complexas continuamente diferenciaveis
até ordem k definidas em Q. Escrevemos ainda C'*°(2) para denotar o espago vetorial das

funcoes complexas definidas em €2 que possuem derivadas parciais de todas as ordens.

A notacao de multi-indice é muito 1til na teoria de EDP’s e na teoria de distri-
buigoes, pois torna pratica a representacao de derivadas parciais e polindmios em varias
variaveis. Um multi-indice nada mais é do que uma n—upla de inteiros nao negativos

que representamos por & = (aq,...,a,) € N*:={0,1,...}". O comprimento do multi-
n

indice o ¢é denotado por |a| = Y a; e o fatorial de « é definido por a! := aq!... .
j=1
Ainda, dados a, 8 € N", escrevemos 8 < o quando, para j = 1,...,n, temos 3; < «;, e
diremos que § < aquando f < ace ; < o, para algum j € {1,...,n}. Por fim, usaremos
também o simbolo
a ) a!
B ) Ba—=p)
onde < a.
. . . o
Escrevemos as derivadas parciais de primeira ordem como 9; = 90 = 1,...,n,e
Lj
« n s 0% .
denota-se por 0% = 97" ... 05", em que a = (a1, ...,a,) €EN"e J;7 = 975 = L...,n
J
Ainda, se z = (z1,...,z,) € R", entdo definimos z% = z7*'...z%". Isso torna a escrita

de polindmios em varias varidveis e da série de Taylor de fun¢des de varias variaveis mais

enxuta.
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2.2 Funcoes-teste

Agora, passamos a utilizar a o-algebra e a medida utilizadas em todo o texto,

salvo em mencao ao contrario.

Neste secao estudaremos resultados relacionados com as fungoes teste, como pre-

liminar ao estudo das distribuicoes.

Definicao 2.2.1. Dados um aberto 2 C R" e k = 0,1,..., definimos o espaco vetorial
complexo C*(Q) como o conjunto de todas as fungoes (a valores reais ou compleros)

© € C*(Q) tais que o conjunto

supp(p) = {r € Q; p(z) # 0}

é um compacto de Q. Definimos também o espago vetorial complezo C°(Q) = () CH(Q),
k=0

ou seja, das funcoes infinitamente diferencidveis com suporte compacto em 2, e seus

elementos serao chamados de fungoes-teste.

Observamos que supp(y¢) C B[0;1] e 0 < ¢ < 1. Ainda, dado € > 0, definindo
w:(z) = p(x/e), x € R", obtemos . € CX(R"), 0 < . < 1 e supp(p:) C B[0;¢]. Mais
ainda, multiplicando por uma constante adequada, é possivel obter, para cada £ > 0, uma
fungao p. € C°(R™) com as mesmas propriedades acima e cuja integral sobre R" seja
igual a 1. A partir daqui, sempre que falarmos em fungoes ., estaremos nos referindo a

uma familia de fungoes com as propriedades acima.

Utilizando a funcao ¢ definida acima podemos mostrar que para todo aberto €2 C
R™, existe uma fungao-teste cujo suporte esta contido em Q, ou seja, C2°(2) # (). Também
é possivel verificar que para qualquer compacto K de R", existe uma funcao-teste 1, com
0<y <1, ¢v=1em K e que se anula fora de uma vizinhanca arbitrariamente pequena
de K.

Apresentamos a seguir a nogao de convergéncia no espacgo das funcoes teste.

Definicao 2.2.2. Suponha que Q@ C R™ ¢é aberto. Diremos que uma sequéncia (p;) em

C>(Q) converge para ¢ € C°(R2), quando se verificam:

(1) existe um compacto K C Q tal que supp(p;) C K, para todo j € N;
(i7) fizado o € N, a sequéncia das derivadas (0%p;) converge uniformemente para 0“p.

Definigao 2.2.3. Se f € L}, e p € C*(R"), entio a convolugdo de f e p é a fungio
definida por
(@) = [ fla—pply)dy vo R

R
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Notemos que f * ¢ estd bem definida pois ¢ tem suporte compacto em R™. Ainda,
através de uma mudanca de varidveis é possivel mostrar que f % ¢ = ¢ * f. Se, no lugar
de ¢ tomarmos uma das fungdes ., com € > 0 arbitrario, obtemos a familia de fungoes
f- = f*xp., chamadas de regularizadas de f. A importancia de tais fun¢des regularizadas

pode ser vista nos resultados abaixo:

Teorema 2.2.4. Dados f € L}, e € > 0, temos:

loc

(i) fe € C=(R");

(it) supp(f.) C supp(f) + B[0;e]. Em particular f. € C(R™) quando f tem suporte

compacto;
(iii) se f € CO(R") entio f. — f uniformemente quando ¢ — 0.

Coroléario 2.2.5. Se f € L' entdo suas reqularizadas tém as sequintes propriedades

adicionais:

(0) || fellh < | fl1, para todo € > 0;
(i) ||f- = flli — 0, quando e — 0;

(iii) || fe|] — | fl1, quando e — 0.

Com estes resultados e o teorema de Lusin, obtemos o seguinte

Teorema 2.2.6. Sejam 2 C R"™ aberto e 1 < p < 0o, entao C(Q) € denso em LP(S2).

2.3 Distribuicoes
Nesta secao apresentaremos os resultados basicos relacionados as distribuigoes.
Maiores detalhes podem ser encontrados em [12], [2] e [7].

Para simplificar os enunciados dos resultados listados, nesta secao ) sempre re-

presenta um aberto do R".

Defini¢ao 2.3.1. Um funcional linear continuo em CX(Q)) é uma aplicagio A :

C*(Q) — C com as sequintes propriedades:
(i) Aap + ) = alA(p) + AWY), para quaisquer @, € CX(Q), a € C;
(i1) Se ¢; — 0 em C°(R2), quando j — oo, entdo A(p;) — 0, j — 0.

Uma distribuigdo em Q é um funcional linear continuo em C2°(§2). Denotaremos
por 2'(Q) o espago vetorial complezo das distribuicoes em Q. Usaremos também a notagao

u(p) =< u,p >, quando u € Z'(N) e p € CX(Q).
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Usaremos apenas f para indicar tanto a fungdo f € L}, .(€2), como a distribuigao

Ty € 2'(2) definida por f. O contexto deixara claro a qual elemento nos referimos.

As operagoes de soma e multiplicacdo por escalar em 2'(£2) sao definidas de ma-
neira natural, ou seja, dados uy, ug,u € Z'(2), A € C, ¢ € CX(Q) :

<Up t U2, >=< Uy, >+ < Uz, >

< AU, >= A< u,p>.

Em geral, distribui¢oes nao sao sequer fungoes definidas ponto a ponto, logo, nao
faz sentido falar em derivadas parciais no sentido classico. Entretanto, h4 uma maneira

de definir a derivada no sentido das distribuicoes.

0
Note que a linearidade e a continuidade de a—u seguem da linearidade e da conti-
Lj
du ) - o
£ € 2'(Q). Com essa definigao, toda distribuicao
Ly

possui derivadas, no sentido das distribuicoes, de todas as ordens dada por

nuidade de u, logo de fato temos que

< 0%, >= (—DI <u,0% > ue 2'Q), p € CX(Q), a € N".

A defini¢do de derivada no sentido das distribui¢oes é motivada pela férmula de

integracdo por partes: se f € C*(R) e p € C°(R), entdo

LF@ema=— [ fe0 @,

uma vez que ¢ se anula fora de um compacto. Notemos que isto também indica que
para fungoes suficientemente regulares, as derivadas (no sentido usual e das distribuicoes)

coincidem.

Neste trabalho denotamos por P um operador diferencial parcial linear de

coeficientes constantes, ou seja, uma aplicacao P : Z'(R") — Z'(R") da forma

Pu= Y a,0%, ue Z'(R"),
la]<m
com cada a, € C constante, m = 0,1,2,... e a, # 0 para algum n—multi-indice a tal que
|a| = m. Nesse caso dizemos que m é a ordem do operador P e definimos o simbolo e o
simbolo principal de P como os polindmios p(§) = > an® e pm(§) = DY aal®, € €
la]<m lal=m

R™, respectivamente. Para simplificar a escrita escrevemos P = 37, <, @a0°.

Passemos agora a definicao de suporte de uma distribuicao, com o objetivo de

identificar o dual de C*°(Q2) com o subespago das distribuigoes definidas em €2 que possuem

suporte compacto.
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Como uma distribui¢do nao esta definida ponto a ponto num conjunto 2 C R",
definiremos agora uma maneira para dizer que duas distribui¢des coincidem em um con-

junto. Antes precisamos de uma observacao preliminar.

Se U, Q) sao abertos de R" com U C Qe ¢ € C*(U), entao a fungdo ¢ : @ — C
definida por ¥ = p em U e » = 0 em Q \ U pertence a C°(€2). Nesse sentido escrevemos
Cx(U)CCe(QQ) e Cc2(0U).

Definigao 2.3.2. Dizemos que duas distribuicoes ui,us € 2'(2) sdo iguais num

aberto U C Q quando < uy, p >=< ug, p >, para qualquer ¢ € C>(U).

Definigao 2.3.3. Se u € Z'(Q), definimos o suporte de u, e usaremos a mesma notag¢io
de suporte de fungoes supp(u), como a interse¢io de todos os fechados de Q) fora dos quais

u se anula.

Observacao 2.3.4. Se u é uma funcao continua em 2, entdo u define uma distribuicao

1

loe(82). Assim, temos duas definig¢oes para o suporte de u : como fungao

como elemento de L
e como distribuicio. Vale ressaltar que ambas as definigoes coincidem quando u € uma

aplicacdo continua.

Defini¢ao 2.3.5. Se u € 2'(Q0), definimos o suporte singular de u, SS(u), como a
intersecdo de todos os fechados de € fora dos quais u € C*°, isto €, dizer que u é C'*° num
aberto U C €, significa que existe uma fungao f € C®(U) tal que < u,p >=< f,p >,
para toda ¢ € C(U).

Denotaremos por &”(£2) o subespago de 2'(2) das distribui¢oes com suporte com-

pacto.

Teorema 2.3.6. Seja u € &'(Q2). Existe um dnico funcional linear u : C*°(Q) — C tal

que:

(i) (p) = u(p) para todo ¢ € CF(Q);
(i7) u(p) =0 se o € C°(Q) e supp(p) N supp(u) = 0.
Demonstracao. Ver [T] |

Definicao 2.3.7. Diremos que uma sequéncia (@;) em C*°(2) converge para ¢ € C*(2)
se, dados um compacto K C Q e a € N, a sequéncia (0%p;) converge uniformemente

para 0%p em K, quando j — oo.

Notemos que se p; — ¢ em C°(Q2), entdo p; — ¢ em C(1Q2).

Observagao 2.3.8. Um funcional linear continuo em C*°(§2) é uma aplicagio A : C*(Q) —

C que cumpre:
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(1) Aap + ) = al(p) + A(Y), para quaisquer v, € C*(Q), a € C;

(i7) se p; — 0 em C*(Q2), entao A(p;) — 0, quando j — oo.

O teorema a seguir caracteriza a continuidade dos funcionais lineares em C*°(Q2).

Teorema 2.3.9. Seja u um funcional linear em C*(§2). As condigdes a sequir sao equi-

valentes:

(i) u é continuo,
(7i) existem um compacto K C €, uma constante C' > 0 e um inteiro m > 0 tais que

| <u,p>|<C Y sup|0¥p(z)], v € CF(). (2.1)

‘Oc|§m zeK

Demonstragio. Ver [T]

A seguir, de modo semelhante ao Teorema [2.3.9] caracterizamos a continuidade

dos funcionais lineares definidos em C2°(£2).

Teorema 2.3.10. Seja u um funcional linear em C°(§2). As seguintes condigoes sdo

equivalentes:

(i) u € continuo;

(i) Para cada compacto K C ), existem um inteiro positivo m e uma constante positiva

C tais que

| <u,0>]<C DY sup|d®p(x)|, Vo € CZ(Q), supp(p) C K. (2.2)

la|<m rzeK

Demonstragao. Ver [T]

O préximo resultado mostra que podemos identificar os funcionais lineares conti-

nuos definidos em C*°(£2) com o subespago &”(€2).

Teorema 2.3.11. Seja u € 2'(QY). As sequintes condigoes sao equivalentes:

(i) u e &'(Q), ou seja, supp(u) é compacto;

(it) Eziste um funcional linear continuo v definido em C*(Q2) tal que sua restri¢io a
C(Q) éigual a u.
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Demonstragao. Ver [19]

Definicao 2.3.12. Diremos que uma sequéncia (u;) de distribuicoes converge para u em
2'(Q), quando a sequéncia numérica (< u;,p >) converge para < u,p >, para qualquer

p € CX(9).

Definicao 2.3.13. Sejam u € Z'(R") (ouu € &'(R™)) e p € C(R") (p € C*(R")),
denotaremos por u * ¢ a fungao definida por ux p(a) =< u, g, >, a € R", onde g,(x) =
pla—x), x € R,

Notemos que u *  estd bem definida e, no caso em que u € Lj,, a definigdo acima
estd de acordo com a definicao dada para a convolugdo de fungoes. O préximo exemplo
significa que a distribuicao Delta de Dirac desempenha o papel de “elemento neutro” para

a convolucao com funcgoes-teste.

Exemplo 2.3.14. Consideremos a distribuicdo Delta de Dirac 6 definida em R™. Para
toda ¢ € CX(R") e todo a € R™ :

0 p(a) =<6, ¢(a —z) >= p(a),
ou seja, 0 * o = @, para toda p € C°(R™).

Proposicao 2.3.15. Sejam ¢ € C*(R" x R") uma fungio real e u € &' (R™). Entdo,
O < g, p(1,§) >=< Uy, O p(x,§) >, para todo o € N".

Demonstragao. Ver [T]

Corolario 2.3.16. Seja ¢ € C®°(R™ xR™) uma fung¢io a valores complexos e u € &' (R™).
Entdo, para todo o € N™ wale O < ug, p(x,§) >=< uy, Ogp(,§) > .

Demonstragao. Ver [17] |

Teorema 2.3.17. Sejam u € Z'(R™) e ¢ € CX(R™). Entdo,
(i) ux @ e C®°(R") e suas derivadas sao dadas por

O (ux* @) = (0%u) xp =ux*(0%), @ € NY

(ii) supp(u * @) C supp(u) + supp(p).

Demonstragao. Ver [T]



Capitulo 2. Notagcio e Resultados Preliminares 20

Teorema 2.3.18. Dados u € Z'(R"), ¢, € CX(R"), seque que (u*p)*x1h = ux* (p*1).

Demonstragao. Ver [T]

Teorema 2.3.19. Seja u € 2'(R™). Entdo, as reqularizadas de u, u. = u*@., convergem

para u em 2'(R"), quando ¢ — 0.

Demonstracao. Ver [T] |

Corolario 2.3.20. C°(R") é denso em Z'(R").

Demonstragio. Ver [17]

O teorema abaixo vai nos dar ferramentas para definir a convolu¢ao de distribui-

¢oes, quando pelo menos uma delas tem suporte compacto.

Teorema 2.3.21. Seja U : C°(R") — C*(R™) um operador linear continuo que comuta
com todas as translagoes Ty, h € R™. Entao, existe uma tunica distribui¢io u € 2'(R") tal

que Up = u* p, ¢ € C°(R").
Demonstragio. Ver [T]

|
Definicao 2.3.22. Sejam u; € Z'(R") e us € &'(R"). Definimos v = uy * us como a
unica distribuicao v tal que uy * (ug % @) = v * .

Observemos que V : CX(R") — C*(R"), dada por V(¢) = u; * (us * ¢), ¢ um
operador linear continuo. Ainda, seja h € R™ e T}, o operador translacao. Dado a € R" :
(Tu(Ve))(a) = Tu(< wr, < g, 0,y >>) =< Ur, Uz, Pgppy >>

e, por outro lado,
V(Thp)(a) = uy * (ug x ©)(a — h) =< uy, < Uz, 0y j_p >> -

Logo, V comuta com qualquer translacao de R". Assim, pelo teorema anterior, existe uma

tnica distribuicao v € Z'(R™) tal que v* p = Vi = uy * (ug * ), para toda ¢ € C°(R™).

Teorema 2.3.23. Se u; € &'(R™) e uy € Z'(R"), entao supp(uy * ug) C supp(uq) +

supp(ug) € uy * Uy = ug * Uj.

Demonstragao. Ver [19]
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2.4 Transformada de Fourier

Nesta secao definiremos a transformada de Fourier que é uma ferramenta tutil no

estudo de equacoes diferenciais em todo o espaco.

Definicao 2.4.1. Uma funcao f definida em R™ é dita ser rapidamente decrescente no

infinito se f € infinitamente diferencidvel e

pe(f) = sup (1 + €A (D f)(@)| < +oo, Yk €N,z e R™
ol <K
Denotamos por S(R™) o espago das fungoes rapidamente decrescentes no infinito.
Facilmente verifica-se que S(R™) é um espago vetorial com as operagoes de soma e produto

por escalar de func¢oes usuais.

No espaco vetorial S(IR™), definimos a seguinte no¢ao de convergéncia; uma sequén-
cia {f, },en de fungdes de S(R™) converge para zero quando para todo k € N a sequéncia
{pr(f,)}ven converge para zero em R. A sequéncia {f,},en converge para f em S(R") se

{pr(f, — f)}ven converge para zero em R para todo k € R.

As formas lineares definidas em S(R"), continuas no sentido da convergéncia de-
finida em S(R") sdo denominadqs distribigdes temperadas. O espago vetorial de todas

as distribui¢oes temperadaas com a convergéncia pontual de sequéncias sera representado

por S’(R™).

Definigao 2.4.2. Se f € S(R") ou f € L'(R"), entdo a transformada de Fourier de f ¢é
dada por

A 1

Ff=f§) = (2’/’?);/]1{" e " f(z)dw.

1
(2m)2

O Funcional Ff = f(€) = / '™ f(&)d€ é conhecido como a transformada

inversa de Fourier de F.

Dada uma distribuicao temperada 7', define-se sua transformada de Fourier do

seguinte modo
(FT, ) =(T,Fp) Vo€ SR
(FT,¢) = (T, Fp) Vo€ SR).

As demonstragoes dos resultados abaixo podem ser encontradas em [7]

Proposigao 2.4.3. S(R") — L*(R")



Capitulo 2. Notagcio e Resultados Preliminares 22

Proposicao 2.4.4. Se T e S forem distribuicoes temperadas entdo
FlaT + pS] = aF[T| + BF[S] «,8 € R.

Proposigdo 2.4.5. F : S'(R") — S'(R*) e F : S'(R") — S'(R") sio isomorfismos

continuos sendo F~' = F.
Proposigdo 2.4.6. Se T € S'(R") entdo vale F(D*T) = il*la®FT e DY(FT) =
F((=i)*zT).

Usando os resultados anteriores, prova-se que a aplicagao

F: L*(R") — L*(R")
¢ um isomorfismo isométrico. Vejamos isso no teorema abaixo:

Teorema 2.4.7. As aplicacies F : L*(R") — L*R") e F : L*R") — L*R") sio
isomorfismos tais que

(Fu, Fv) = (u,v) = (Fu, Fo).

Teorema 2.4.8. Para toda fungio f € L*(R") tem-se || f|| = ||f].

2.5 Espacos de Sobolev

Nesta secao utilizamos a transformada de Fourier para introduzir os espacos de

Sobolev Hy comecando com o caso em que s ¢ um numero inteiro ndo-negativo.

Definicao 2.5.1. Seja k € Z, . Definimos o espaco de Sobolev Hy, de ordem k, como
o conjunto das fungoes f € L? cujas derivadas (no sentido das distribuicoes) 0°f € L2,
para |o| < k, isto é, H, = {f € L?; 0*f € L* para todo |a| < k}.

Notemos que Hp é um espago vetorial normado sobre C, onde consideramos a
1

A 3
norma || fll = | [ 1F©R(1+ I¢P)* dg
O teorema a seguir mostra que o espaco Hj pode também ser caracterizado em

termos da Transformada de Fourier de seus elementos. Aqui o simbolo (1 + |¢]?) denota
a fungdo & — (1 + [£]?),£ € R™.

Teorema 2.5.2. Para que se tenha f € Hy para algum k € Z., é necessdrio e suficiente
1

2
que (1+[€]2)3f € L2 e as normas [Z ||(9af||%2] e ||fllx sejam equivalentes.
jal<h

Demonstragao. Ver [T]
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Podemos generalizar os espacos Hj, trocando k € Z, por s € R no teorema ?77.
Para tal, vejamos primeiro que se v é uma funcao definida em R” tal que (1+|¢£|?)2u € L2,
entdao u define uma distribuicao temperada. De fato, seja ¢ € . dada. Como para cada
B € N" existe Mz > 0 tal que [£7p(€)| < Mg para todo € € R", temos, para 2k > n+1—s :

n+l—s

(1+[¢*) 2

P < (L+ 161 (@) < Crl 3 1€°1P10(€)] < Moy,

|la|<k

ou seja, |(&)|(1+[¢) 2 < Mux(1+ €]2) 7% . Desta forma, pela Desigualdade de Hélder:

[, tetomelae < ([, lu@Pa+leryae)” ([, 1P -+icP)ac)” <o

Logo u € . e consequentemente, 4 € ..

Isso motiva a seguinte definicao.

Definicao 2.5.3. Fizemos s € R e definamos o espago de Sobolev de ordem s como:

H, = H(R") = {f € #":f ¢ uma fungio e | 2= [ 1f(OIP(1+ ¢ d < oo},

A transformagio ||.||s : Hs — R como definida acima é chamada de norma Sobolev de

ordem s.

Teorema 2.5.4. Sejam k € Z,., s € R, f € . Entio, f € H, se, e somente se,

0°f € Hy_, para todo |a| < k. Além disso as normas || - ||s e

fe [Z II(')‘“fII?_k] ,f € Hi,

la| <k

sdo equivalentes. FEm particular, para todo s € R temos que 0% : Hy, — Hy_j € um

operador limitado quando |a| < k.
Demonstragio. Ver [T7] |

dado que H ¢ um espago de Hilbert, temos que ele ¢ isomorfo ao seu dual H;.
Porém, ha a possibilidade de se definir um isomorfismo entre H e H_;, o qual atua

através do produto interno natural de L? nas transformadas de Fourier.

De fato, fixemos g € H_, e definamos f —< §, f >= (f|§), para toda f € H,.
Temos que f§ = [(1+ |€]2)3f][(1 + |€]2) 7 §] e, pela Desigualdade de Hélder, segue:

[ 1@l < ([ 1F©PQ+ i ag) ([ GORA+ P ag) <o

ou seja, (f]§) € C. Disto segue que § estd bem definido e ainda |(f]§)] < || f|lslgl|—s, para
toda f € Hy, logo g € H?.
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Por outro lado, seja h € H. Entao existe uma constante C; > 0 tal que, para
feH |Iflls<1:
| <h,f>]<Ch.

Em particular, | < h,¢ > | < C, para toda ¢ € . com ||¢|s < 1. Ainda, uma vez que h

é um elemento de ./, entao para alguma constante C' > 0 :
[<h@>|<C el <1

Se definirmos 1(€) = (1 + |£[2)2@(—€), temos que ¢ € .7, logo ¥ € .7 e, se ||¢||s < 1,

entao: 1 l
([ w@ra)’ = ([ a+iePria-orae)’ <1,

ou seja, [|1b]|2 < 1. Desta forma, temos que | < h(1 + [¢€])2,¢ > | < C, para toda
¢ € & com |||z < 1. Pela auto dualidade de L2, segue que (1 + |£[2)ZTh € L2, e
portanto h € H_;.

Por fim, vejamos que a norma ||-||_s é equivalente & norma do dual H*. Observemos

que dadas h € H_,, ¢ € Hy, com ||¢]|s < 1, existe uma constante C; > 0 de modo que:

[<he>|=Cl<hé> <0 [ 1EOI0+IEDTIR-0I0+ e,

e, por Hélder, segue que [|h[| = Sup | < h,o> [ < Cillhl-sllells < Crllhll-s < Cul[h]] .
plls<1

Fh(A+]- )]

AL,

segue que ¢ € Hy e ||polls = 1. Com isso, temos < h, g >= C; < h, @y >= C1||h|_s.

Por outro lado, notamos que Z(l—k |-|?)~* € . Entao definindo ¢ =

Portanto, ||h|—s < Cs||h||, para alguma constante Cy > 0. Com isso, identificamos o

espaco dual de Hy, H}, com o espaco H_g, para todo s € R.

O préximo resultado relaciona as derivadas em L? (no sentido das distribuigoes)

com derivadas no sentido cléssico.

Lema 2.5.5 (de Sobolev). Se k € Z; e s > k+ % entdo H, C C*(R") e existe uma
constante C' = Cyj, > 0 tal que:

sup sup [0°f(z)| < C[[flls, | € Hs.

laj<k T

Demonstragao. Ver [T]

Corolario 2.5.6. Se f € H para todo s € R entao f € C*.

Demonstragio. Ver [T7] |

Corolario 2.5.7. Toda distribuicao de suporte compacto pertence a Hy, para algum s € R.
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Demonstracao. Ver [T]

|
Lema 2.5.8. Para quaisquer &,m € R" e s € R, wvale:
e
Demonstragio. Ver [T]
|
Lema 2.5.9. Sejam r < s < t. Para todo € > 0, existe C' = C. > 0 tal que
A2 < el I+ CIFIE, f € He.
Demonstragao. Ver [20]
|

Note-se que os espagos de Sobolev H, sao invariantes por multiplicacao por fungoes
de Schwartz. Primeiro consideremos os caso em que s = k € Z,. Dadas p € ., f € Hy,

segue que of € L?, uma vez que:

[ let@)f@)Pas <M [ |f@)Pdx < o,

R™ R™

onde M > sup|p(x)|?. Ainda, como DPp € ., para todo 8 € N*, e D°f € L? para
18] < k, segue que DPpD* P f € L2 para todo || < k. Logo, pela regra de Leibniz,

temos que 0%(pf) = > g DPpD* P f € L? para todo |a| < k. Logo, of € Hj.
BLa

O caso geral s € R demanda um pouco mais de trabalho e serd tratado abaixo.

Proposigao 2.5.10. Se p € .7, a aplicagio f — ¢f é limitada em Hs, s € R, f € H;.

Demonstragio. Ver [1]

Definigao 2.5.11. Seja Q C R™ aberto. Definimos o espago local de Sobolev H!**(Q)
como o conjunto de todas as distribuicoes f em € tais que, para todo aberto limitado ),

com Qo C Q, existe g € Hy de modo que f = g em €.

Proposigdo 2.5.12. f € H'(Q) se, e somente se, of € H, para toda ¢ € C*(Q). E
ainda, Hy C H°¢(Q) para todo aberto 2 C R™.
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Demonstracao. Ver [T]

Em certo sentido, dizer que f € H!¢() significa que f cumpre o requisito de

suavidade para estar em H, em {2, mas nao impoe condi¢oes de integrabilidade global.

2.6 Operadores elipticos

Definigao 2.6.1. um operador diferencial de ordem 2m com m € N da forma

Lu= Y Cu(z)D**u, z € Q

laj<m

¢ chamado de operador eliptico se existe uma constante C' > 0 tal que

> Colz)D**u, . € Q> Clel™

lal<m

Para qualquer que seja € € R™ e para todo x € ()

Teorema 2.6.2. seja L um operador diferencual eliptico de ordem 2m,m € R definido em
um aberto Q do R™ eu € 9'(Q). Se u € solugio de Lu = f, no sentido de distribuigoes,
com f € L*(Q) entdo u € H*™(Q)

Demonstragio. Ver [19] |

2.7 Operadores lineares e limitados

Definicao 2.7.1. Sejam X eY espacos de Banach. Um operador linear € uma aplicacao
linear A : D(A) C X — Y com D(A) sendo o dominio do operador A. Dizemos que o

operador linear € limitado se existe uma constante C' > 0 tal que
1 Aully < Cflullx, Vu € D(A)

Teorema 2.7.2. Se o dominio de A € denso em X entdo A pode ser estendido a todo X

A familia dos operadores lineares limitados de X em Y é representada por B(X,Y).

Temos que a fungao real ||.||p(x,y) definida por

IAllsxyy = sup  [[Az|ly < oo
zeX:||X||x <1

¢ uma norma sobre B(X,Y). Sabemos da teoria da andlise funcional (ver [20]) que
B(X,Y) é um espago de Banach.
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2.8 Teorema de Lax - Milgran

Nessa secao falaremos acerca de um dos teoremas centrais na analise funcional nao
linear e que ird ajudar a resolver a equacao diferencial parcial a que propomos resolver.
O teorema de Lax - Milgran genereliza o teorema da representacao de Riez e nos garante

a unicidade do funcional linear.

Definigao 2.8.1 (Teorema da respresentacao de Riez). Seja H um espaco de Hilbert e

H* seu dual e consideremos a aplicagdo
v:H— H”

r— fu

em que f, € o funcional dado por f.(y) = (x,y) para todo y € H. Entdo, v é uma

isometria, antilinear e bijetora em H*.

Definigao 2.8.2. Seja H um espago de Hilbert real, como a norma || - ||g uma aplicagdo
B:HxH—R

¢ chamada de forma bilinear.

Definigao 2.8.3. Dizemos que uma forma bilinear € a(.,.) : H x H — R € continua se

existe C' > 0 tal que

|au, )| < Cllullullv][m, Yu,ve H

Além disso, Uma forma bilinear a(.,.) : H x H — R é chamada de coerciva se
existe K > 0 tal que

a(u,u) > K|lul[}, YueH

Teorema 2.8.4. Seja H um espago de Hilbert e seja a(u,v) uma forma bilinear, continua
e coerciva sobre H. Seja f € H' (espago dos operadores lineares e limitados sobre H ).

Entao, existe um unico u € H tal que

a(u,v) = f(v), Yve H

Demonstragio. Ver [20] [

2.9 Semigrupos de operadores lineares

Nessa secao vamos fazer uma apresentacao de alguns resultados fundamentaais
para demonstrar a existéncia e a unicidade do problema de Cauchy que sera definido. De

acordo com [I3] temos:
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Definigao 2.9.1. Seja X um espago de Banach e B(X) a dgebra de operadores lineares
limitados de X. Diz-se que uma aplicagio S : R" — B(X) ou a familia S(t),5, € um

semigrupo de operadores lineares Imitados sobre X se

i) S(0) = I onde I é o operador linear identidade de B(X);

i) S(t+s)=S(t)S(s),Vt,s € RT.

Além disso, diz-se que o semigruppo S(t)tzo ¢ de classe Cy caso tenhamos:

iii) limysol|(S(t) — D||x = 0,Vz € X

Um exemplo cldssico de semigrupo de classe Cy € a fungio exponencial S(t) = e* pode
ser definida quando A for um operador linear e limitado em um espago de Banach X. No

caso em que A é um operador linear ndo limitado pode-se também definir et

Até o final dessa secao, X representara um espaco de Banach.

Proposicao 2.9.2. Se {S(t)}i>0 € um semigrupo de classe Cy sobre X, entao ||S(t)||x €

uma fungdo limitada em todo intervalo limitado [0, T].

Proposicao 2.9.3. Todo semigrupo de classe Cy sobre X € fortemente continuo em R,

isto €, set € RT entdo

lim S(z) = S(t)x, Ve e X

s—t

Definigao 2.9.4. Se ||S(t)||x < 1,Vt >0, {S(t)}i>0 € dito semigrupo de contragoes X

Definicao 2.9.5. Considere o conjunto

h—0t

D(A) = {x € X; lim S(h/)l_[‘”}

O operador A : D(A) C X — X definido por
S(h) —1

0= Jig

¢ dito operador infinitesimal do semigrupo {S(t)}i>0 sobre X

Proposicao 2.9.6. Seja {S(t)}i>0 um semigrupo de classe Cy sobre X e seja A seu

gerador infinitesimal.

i) Se x € D(A), entao

S(t)x € D(A),Vt>0; e ZfS(t)x = AS(t)x = S(t)Ax

it) Se x € D(A), entdo

Sty —S(she = | " AS(F)wdr = / " S(r) Awdr

S
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i) Sex € X et € R comt >0, entio

1 [t+h
lim — S(r)xdr = S(t)x

h—0 h Ji
iv) Sex € X, entao
¢ ¢
/ S(t)xzdr € D(A) e S{t)r—z = A/ S(r)zdr
0 0

Observagao 2.9.7. Note que o item (i) da proposi¢io informa que se x € D(A)
entdo a funcao u(t) = S(t)x € solugao do problema de Cauchy

d

—u = Au,t >0

du (2.2)
u(0) =z

com u € C((0,00); X) N C((0,00); D(A).
Dessa maneira, uma das formas de se determinar uma solugao de um problema do tipo[3.3
em um determinado espaco de Banach X € verificar se A € gerador de algum semigrupo

de classe Cy sobre X

Proposicao 2.9.8. i) O gerador infinitesimal de algum semigrupo de classe Cy sobre

X é um operador linear fechado e seu dominio é denso em X

it) Um operador linear de A sobre X, fechado com seu dominio denso em X, é o

gerador infinitesimal de, no mdximo, um semigrupo de classe Cy sobre X

2.10 Teorema de Lummer-Phillips

Nesta se¢do vamos apresentar o teorema de Lummer - Philips que caracteriza
os geradores de semigrupos de contracgoes de classe Cy sobre um espago de Bannach X
baseados em [15]. Porém, antes de apresentar o teorema, faz-se necesséario a introdugao
de alguns resultados preliminares para melhor compreensao do teorema. Nas mencoes

seguintes, salvo citagdo contraria, X serd um espaco de Bannach e X’ serd o dual de X.

Observagao 2.10.1. Seja A um operador linear sobre X . O operador linear A\ — A com
A € C serd denotado por A — A, por uma questao de simplicidade na notacao. O termo
Im(X — A) denotard a imagem de A — A.

Além disso, vamos usar a expressio A € G(M,w) para indicar que A é gerador de um
semigrupo de operadores lineares limitados de classe Cy sobre X tal como S(t),s, que
satisfaz a condigao ||S(t)||x < Me*',t > 0. )

Definig¢ao 2.10.2. Para cada x € X, definimos o conjunto dualidade J(z) C X' por

J(z) = {2’ € X'; (2, 2') = ||=[[; = [l"|[%-
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Pelo teorema de Hahn - Banach ([3], p.03) Vz € X.

Defini¢ao 2.10.3. Uma aplicagio dualidade € uma aplicagao j : X — X' tal que j(x) €
J(z),Yx € X. Pela defini¢io de j, imediatamente vé-se que ||7(z)||x = ||z||x-

Definicao 2.10.4. Um operador linear A : D(A) C X — X ¢€ dissipativo sobre X se

para alguma dualidade j tem - se:
Re (Az, j(x)) <0,Vx € D(A).

Teorema 2.10.5. Seja X um espago de Banach e A : D(A) C X — X wum operador

linear com D(A) denso em X.

Se A € (0,1) entao
i) A é dissipativo para qualquer aplica¢do dualidade e
it) Im(A—A) = X,YA > 0.

Reciprocamente, se:

ii1) A € dissipativo para alguma aplicagao dualidade e

i) Im(XNg — A), para algum Ay > 0,
entio A € G(1,0).

Demonstragdo. Ver ([15] ou [17]. |

2.11 Problema semilinear abstrato

Consideremos nessa se¢ao o problema de valor inicial

ur(t) + Au(t) = F(u(t));t >0
(2.3)
u(0) = g

onde —A (com dominio D(A)) é gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy, {S(¢) }+>0
sobre um espaco de Banach X, F' é uma aplicagao nao linear e uy ¢ um valor inicial dado.
De acordo com [15] fazendo as consideracoes adequadas sobre F' pode-se obter resultados

de existéncia e unicidade de solugdo para o problema de valor inicial (3.4)).
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Definicao 2.11.1. Seja X um espaco de Banach. Um operador F : X — X € um
operador globalmente Lipschitz quando existe uma constante L > 0 tal que para todo

x,y € X, tenhamos:
|[F(z) = F(y)llx < Lllz — yllx

A definicdo anterior nos fala sobre um operador global que, em muitos caso é
complexo de ser encontrado. Para superar essa dificuldade, fazemos o uso de mais uma

defini¢do. Vejamos.

Definicao 2.11.2. Seja X um espago de Banach. Um operador F : X — X é um
operador localmente Lipschitz quando existe uma constante My > 0 tal que se ||z||x < L

e |lyllx < L, entao:

1F () = F(y)llx < Mz —yllx (2.4)

De acordo com [15] temos o seguinte teorema

Teorema 2.11.3. Seja F' : X — X satisfazendo a condigio [2.4)Se —A € gerador in-
finitesimal de um semigrupo de classe Cy sobre X entdao para todo ug € X, existe um

Trnae < +00 € uma tnica solucio u para o modelo tal que
u € C([0, Thaz); X).
Além disso, valem as sequintes afirmagoes:

i) Thaz = +00 ou

i) ez < +00 € HhTm [lu(t)||x = +o0.

max

Demonstragao. Ver [15] |



32

3 Existéncia e unicidade da solucao global

Neste capitulo serd obtida a existéncia e unicidade de solugao global para o pro-
blema de Cauchy ((1.10)) descrito por

Uy — PUgzit + Uppre + QU — M(/ uidx)um +00,, =0; t >0,z € R,
R

0; + kq, — gy = 0; t>0, x € R, (3.1)

T +q+ kO, =0; t>0, x€R.

com condigoes iniciais

u(z,0) = ug(x); uy(x,0) = uy(z); 0(x,0) = by(x); q(x,0) = qo(z), z € R. (3.2)

onde «,u,0,k e 7 sdo constantes positivas fornecidas de modo experimental e u :=
u(z,t),0 = 0(z,t) comxz € Rete|0,o00].

Em (3.1)), M(.) é uma fungao real satisfazendoas condigoes (|1.6)).

Para determinar a existéncia e unicidade do sistema (3.1]), vamos utilizar a teoria
de semigrupos. Essa técnica consiste em transformar o sistema original em uma matriz no
qual possamos fazer uma substituicdo conveniente e resolver um sistema matricial mais

simples que o inicialmente proposto.

Em um primeiro momento, vamos aplicar a mudanca de variavel visando transfor-
mar o sistema ([3.1)) no seguinte problema

d
“U=AU+F
~U =AU+ F(U)
U(0) = U,

onde A e F(U) sao operadores definidos num espago de Hilbert H.

3.1 Existéncia e unicidade da solucao local

Considerando a mudanca de variavel v = u;, podemos reescrever o sistema |3.1

CcOo1mao:
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U =V

‘gt - _sz + 5(ut)rz

_ 1 k
q¢ = —24 — ;91
com condigoes iniciais

u(z,0) = ug(x); ug(x,0) = up(z); 0(x,0) = Oy(x); g(x,0) = go(x).

onde M(.) representa M ( / uidm)
R

Definamos:
Uz,t):=U=[uv 0 q" eU(z,0) = Up = [uo(z) vo(z) bo(z) go()]"
para todo x € R e todo t > 0.

Colocando (3.3) na forma matricial obtemos:

d
diz = AU + F(U),U(0) = U,
onde:
0 0 0
0 0022 0 —k0,
0 0 —£9, —17
U 0
M(.)(I — axx -1 TT
u=|" com F(U)= (U = #Oe)™"u
0 0
q 0

Vamos introduzir o espaco de Hilbert

H = H*(R) x H(R) x L*(R) x L*(R).

Em H, consideremos o produto interno:

=g}

(3

= (u,W)g2 + (v,0)m + (0,0) + 7(q, q)

LN S S
™

S}
=

U = (] - H’aarx)ilumcx:c - a(I - ,uaxl’)ilu + M()(I - uaﬂcl’)iluﬂm - 5(] - H’a$$)7191’x
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(u,0)gz = /(ozmi—i—umﬂm)dx,
R

(0, ) = /(Uﬁ—i—uvwﬁz)d:c,
R

0.0)= [@f)de e (0.9)= | qgide.

¢}

A norma associada ao produto interno é dada por:

1, 0,0, )71 = [ (0 02, +0° 4+ o+ 66° + 7¢)d

O dominio de A é dado por:
D(A) ={U € H; AU € H} = H*(R) x H*(R) x H'(R) x H'(R).

A seguir, vamos estabelecer alguns lemas fundamentais que irdo nos ajudar a
determinar a existéncia de solugdo para o modelo (3.1))-(3.2)).

Lema 3.1.1. O operador A acima definido é dissipativo em H.

Demonstragio. De fato, seja U = (u,v, 0, q)T € H. notemos que:
(AUa U)H = (U7 u)H2 + (_(I - ,uamx>7lux:m:x - Oé([ - ,uarx>71u - 5<[ - ,uaxm)ilexxa U) 1

T

+ (5Uxx - k%fza 9) + T <_k01 - an)
T

ou seja

_ _ _ -1 _ B 1
(AU, U)g = a/Ruvdij/Rumvmd:c /R(I [Ops) ™ Uz VAT a/R(I W0ys) uvdx
— 5/(] — 110,0) HOppvd — ,u/ (I — 10s2) ™ “gpae)sV2de
R R
— au/ (I — p0pe) ] pvpda — 5/L/ (I — Or) O] ovad
R R

+ 5/ vanfdz — k:/ qu0dz — k/ qudx—/q2dx. (3.3)
R R R R

Observemos que:

(I - Mazx)_l[] - (I - ,uamm)]acca:

(I - ,uaac:v)ilaxz - l@m
"

TIRrEIREIR
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e
(I - Uaa:x)_lam = i(l - Ham)_l[[ — I+ (10,]
1 1
- - ]_Mazm - I_,uaa::c - ]_Mawa:
M( ) M( )~ ( )
= l([ — pOy) ! — lI.
7 T
Logo:
_ -1 _ _ -1
/R (I = pOre) ™ Uroza)aVedr /R (I = 110re) ™ Uzzae)eavd
1 1
= —/ (I — p0ss)” Opptt — — Oz tt] ppvdex
1
1 1
- - I — Tx -1 TTTT d - TTTT d
M/R( WUOps) U vx—i—M/Ru vdx
1 1
= —M/R(I—,uam) ummvdx%—u/Rummvd:r, (3.4)
/ (1 — ) “llyvpde = — / (1 = pBye) Noutvade
R R
= —/(I—,uam)_lﬁmuzda:
R
1 1
= — [ [=(I — 10yy) "t — =I|(u)vydx
L = e = 1))
1 » 1
= ——/(I—uﬁm) uvdx+—/ uvdz (3.5)
i JR i JR
e
— -1 - _ -1
/]R (1 = 1022) " Oualsvade /R (1 = 1022) " Osa]swvder

_ 1 1 1

_ 1 i 1
= —M/R[(I—uam) 0)uovds — M/Rﬁwvmdx. (3.6)
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Segue de (33). (B4), B5) e B-6) que:

(AU, U)y = a/ uvdx—i—/ umvmda:—/(]—,uam)_lummvdx
R R R
- /([ — pOp) Mppppvdr — a/([ — 1104) " (u)vd
R R
— 5/([—/Lﬁm)*wmvdx+/([—uam)*lummvdx
R R
1 1
+ —/L/ umvmdx—i-oz/(] — p0pe) " (u)vde
woJr R
- a/ uvda:—{—é/([—u@m)_l@mvdx
R R
+ 5/ vaxdx—l—é/ Vg O0dr — k/ q.0dxr — k;/ 0,.qdx — / ¢*dx
R R R R R
— / 0,0, dz — § / vl + / 0.qdr — k / 0,qdz — / Pdz
R R R R R

= —/qu:L'SO.
R

provando que o operador A é dissipativo em H. |

Lema 3.1.2. A ¢ um operador mazimal em H.

Demonstragio. Queremos mostrar que dado [f, g, h,p]T € H, 3 [u,v,0,q] € D(A), tal que

(I —4)

QR > e 2
" T -

Ou seja,
u—v=7f (3.7)
VA (I = p1022) Mg + I — p10y0) '+ (1 — p0rz) 1000 = g (3.8)
0+ kqy — 0vgy = h (3.9)

(7 +1)q + kb, = p. (3.10)

De (3.7) v =u — f. Substituindo v =u — f em (3.8) e em (3.9) obtemos:
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0 — 6(tge — fou) + kqy = h (3.11)
(1+1)g+ kb, =p.

Da equagao (3.10])) obtemos:

4= = T+ 1

Substituindo esse valor em (3.11]) obtemos o sistema

U+ (I - :uaacac)ilumacxz + Oé(] - ,uaacac)ilu + 6(1 - Maacm>710xx = f + g
0 — Sugy + k(L2 — By — 5,

T4+1 T4+1

ou equivalentemente

14+« U+Ux$xx+50xx: +g— T Tz
{( ) f+9—tfee — 19 (3.12)

0 — B Gy, =h -t _5f,

T4+1 T4+1

Consideremos agora a aplicagao a : [H? x H'| x [H? x H'] — R definida por

2

T+ 1

Observemos que a aplicagao a ¢ bilinear, continua e coerciva.
De fato,

a ( [u] : |:80] ) (1 + a)(u’ u) + (uxx, um;) — (S(GI,UI) + (‘9, (9) + 13_21 (exa ex) + 5(ux> 927)

-
kQ
(1+a)/u2d:c+/uixdx+/92dx+ /Hida:
R R R 7T+ 1Jr
> |ullfz + Cul|0]130

> C’2”“70”%’{%@{1

. 2 .
onde C = min{1, ﬁ} e Cy = min{l,C1}.
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Assim, a é coerciva.

Consideremos agora a forma linear
T:H*x H' —R
[p, 0] — T([e, ¥])

definida por

T([p,Y]) = /R(f+g)90d:v —M/Rfmsoderu/Rgxsoxdx+ /Rhww

[ ptie 5 [ fovar

+
T

Afirmacao. T é continua.

De fato, utilizando a desigualdade de Cauchy - Schwarz, obtemos

Tl < [ 1F+gllelds +p [ |fuallplds + 11 [ |galialdz+ [ |nllldz

k’2
ddw+6 [ 1feallld
+ = [Ipllldz+0 [ |£2]llde
k
< IS+ gll- el + all ol - ol gl - ool |+ 1A - 11+ =< el 1L
6l fuel -

Observemos que
lell < llellmz; [leal| < llellaes el < 1 ¢l < [[¢]]a-

Assim,

T, DI < {1+ gll + pl[ fael | + pllgel NIl a2

k2
+ Al + Pl 0l faall - 111 ]
< Gs(llom + [1¥[m)

Csll[e, V]|l a2

IA

onde L
Cs = maz{[||f + gl + pl| feal | + pllgell; (1R[] + ml!pll + 0| faz!l]}-

Logo, T € (H? x H")'. Do do teorema de Lax - Milgran, existe um tinico [u, §] €
H? x H', tal que
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isto é
(1 Q)0 ) (s ) = (6 02) 4 (0) + —(Bare) + ) =
(f +9.0) = 1l fows 9) + 1(ga, ) + (B ) + n [ (Pa) = 0(faw, ). (3.13)

Fazendo ¢ = 0 em (3.13)) obtemos

(14 a)(u, 9) + (Uazs Paz) — 00z, 02) = (f + 9,0) = 1 fozs p) + 1(ga, Pz)-

Para ¢ € D(R), temos que

(1+ @)t + Ugpae + 000w = f + g — f1fre — 1w
em D'(R).
Como f € H?,0 c H', u € H? e g € H' segue que Uggyy € H ' = u € H3.
De

v=u—f=ve HR).

De (9)

h o 0
= (= + vy — —) € L*(R H'(R
€= (3 + 30— ) € L(R) = ¢ € H(R)
concluindo a prova de que A é maximal.
|
Teorema 3.1.3. A parte linear da equacdo % = AU, com A dado anteriormente, é

governada por um semigrupo de contracoes de classe ¢y sobre H

Demonstragio. Temos que D(A) é denso em H. Além disso, pelos lemas (1) e (2) segue
que A é um operador maximal - dissipativo sobre H.
Segue do teorema de Lummer - Phillips que A é gerador infinitesimal de um semigrupo

de classe Cy sobre H. Como queriamos. [ |

A seguir vamos analisar a parte nao linear do modelo (). Para isso, primeiramente

vamos mostrar que o operador N(u) definido em () é localmente Lipschitz.
Seja
N:H> — L7

deffinida por
u—> N(u)=M (/ uidw) Uy -
R
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Queremos mostrar que N é localmente Lipschitziana. Para isso, sejam C' > 0,C' €
R, u, @ € H? tais que
|z < Cslla][g2 < C

Vamos mostrar que

HM (/ ugdx) U — M (/ aid:c) .
R R

Lema 3.1.4. Sejam N = N(u) e M definidos como anteriormente. Entdo, a aplica¢io
N : H™2(Q) — H™(Q) m > 0 satisfaz a sequinte condicio:

L2()

IN(u) = N()[|zm < Ley[[u = vl gme
sempre que

||ul|gm+e < Cy; ||v||gmez < C1, com Cp >0 e Lo, = L(Cy) > 0.

Demonstracao. Notemos que:
ING) = NI = ([ (4R (w) - K) P )

onde N é a transformada de Fourier de N e ¢ eR.

Pela desigualdade triangular:

M) = N = [0 ([ udr)jgPa— ([ o2do)jgpo

= ar ([ iePlards ) e — o ( [ le1e%lag) ¢fo

0 ([ 1eP1afdg) 65 + 21 ( [ 1€Plofde) leo
o ([ tePlapag) [lePa — ¢
+|-ar ([ 1e1orde ) + o ([ igPlapas )| igklo
o ([ 1ePrard) e - o
+l-nr ([ lepropac) + u ( [ 1ePtapac)| ieProl

Por hipétese M € C'(R), logo teorema do valor médio, temos que existe x €
(0,Ch), tal que

1 ([l ) + 1 ( [ lePlapag) = 00 [ lef(al? - fe2))de.

IN

IN

Logo

0 ([ 1ePiopag) + a ([ lePlade)| < max 13/(s)1| [ 1€l (al? — jo2))de

T 0<s<(C
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Pela desigualdade de Holder temos que

[(€P1al - igPlor)dg

= | [elial + 1elienellal — leliends
< ([agar+ |§||@r>2dg>é (et g||@|>2dg)5
< (fusPaat+1anvae) (il o)

< (2 [Pl + ePtoriae) " ([ 1+ ePymia— o)pae)

= ﬂ{</ 'f|2|ﬁ|2d€)é +(/ |s|2|@|2d5)5}
([a+termia@- v)edg)%

: ﬁ{%(l " 'g'Q)Q'“’Qdé)% +(Lax |€’2)2|v|2d5)§}

([ 1epmi@ - o)
— V2 fullim + ol = ol s

< V2AC+ Ol — v grms2 = 2V2C[Ju — v gmea.

Utilizando os fatos anteriores temos:

IN(u) = N)|[Fm =

IA

IN

+
<

Com isso tem-se:

IN(u) = N@)|lam <

La+1gR) (18w - N w)de

L gl (v ( [ 1ePiapac) jgkia - o

2
! o 9 AP
+ max |M(5)/2v2Chu — vl im0 d

2 ( mas M(s))2/R(1+ €)™ Jel*la — o[%de

0<s<C1

2 m
1662 (ma 1M/G)) e = olfpms [ (14+167)" lel*loPd

2 ( max M(s))2/R (1+ |§|2)’”+2|a—@|2d§

0<s<C1

1602 ( max M’(s)) e — 0| Byns | [0] s

0<s<Cy
2 2
2 ( max M(s)) et = 0] Zymye + 1602 ( max \M’(s)\) e = 0] Zymse.

0<s<C) 0<s<C)

\/5( max M(s)> [ — v|[}pmse + 4CF (Oing)é |M'(s)|> [ — v|[Fpmse.
5501

0<s<Cy
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Considerando Cy = max{ﬁomax M(s), 4C? max |M'(s)|} temos

<s<Ch 0<s<Ch

IN(u) = N)|lzm < Chllu —v|[gmiz + Col|u — v||gm+e

= 2Cy||u — v||gm+2 = Lo, ||u — v||gm+2

onde Lo, = 2C5 > 0.
[ ]

Lema 3.1.5. Sejam A e F conforme definidos anteriormente onde M satisfaz a con-
dicio (1.6), entdo se {ug,u1,0p,qo} € H* x H® x H? x H? eziste uma 1tinica u(t) =
{u(®); ue(t); 0(t); ¢(t)} € Trnaw tal que U € C([0, Trae); HAxH2xH2xH?2) N C([0, Thnae); H2 X
H! x L? x L?).

Demonstragio. Primeiramente, observemos que D(A) = H* x H3® x H? x H? Sabemos
do teorema que A é um gerador infinitesimal de semigrupo de contragoes, digamos
{S(t)}+>0 de classe Cy em H? x H' x L? x L2.

Provemos que a aplicacao I : H* x H? x H? x H2 — H* x H3 x H2 x H? de-
u(?)
. o v(t)| o
finida por F(u) = NU com U(t) = o(t) é localmente Lipschitiziana.

q(t)

Com efeito, sejam U = [u,v,0,q] e V = [ﬁ,@, 0, cj} € H* x H3 x H2 x H? tais que
U||laaxmsxuzxmz < Cs e ||V||gaxusxazxuz < Cs com C3 > 0. Dai utilizando o lema

[B.1.4] obtemos

HF(U) - F(U)||H4><H3><H2><H2 = ||NU - NVHH4><H3><H2><H2

IN(u) = N(@) g2

IN

Leg|lu = af |

Loy (llu = llgs + |[o = 0llms + 116 = ]2 + |lg = G2

IN

= LC3||U - V||H4><H3><H2><H2

onde L¢, ¢ uma constante positiva.

A aplicagdo direta do teorema [2.11.3[ (com X = H2 x H' x L2 x L? ¢ D(A) =

H* x H® x H? x H?) completa a demonstracio do lema, como querfamos. |
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3.2 Existéncia e unicidade da solucao global

Teorema 3.2.1. (Solugcao Global) Suponhamos que M satisfaga a condigao @ Se
{ug,u1, 00,90} = Uy € H2 x H* x L2 x L2, entdo o problema admite uma tinica
solugao fraca U = {u(t);u(t); 0(t); q(t)} satisfazendo

U € O([0,+00); H2 x H' x L? x L?)

Demonstragio. Segue do lema 4.2.2 existe uma terna de fungoes {u,v,0,q}, com u €
H*ve H3u, € H3 uy € L?,0 € H? 0, € L?,q € H?> e ¢, € L? que é solucio de (3.1)) em
0, Thnaz ), para algum 7,q, > 0.

Queremos mostrar que T,,,, = —+00. Para isso, suponhamos que T,,,, < —+00.

Nesse caso, pelo item (i) do teorema 2.13.3 devemos ter

lim (HU(t)HH2XH1><L2><L2) = +o0. (314)

t—=Tmax

Seja 0 <t < T4, Utilizando as equagdes do sistema (3.1)), temos que

d
LB :—/ 2z, 3.15
B0y =~ | fdu (3.15)
com 1 1
_ 2 2 2 2 2 2 9 2
E(t)_i/R(utJruuerueru +0 +Tq)d:c+2M</Rumd:c)

. A
onde M(\) = / M (s)ds para qualquer t € [0, Tynaz) com g e o maiores do que zero.
0
Segue de (3.15)) que

E(t) < B(0) Yt €0, Ta)
Da estimativa acima garantimos que
lullzz < 2E(0), [lullzn < 2E(0), [10]l7: < 2E(0) e llqlln < 2E(0) ¥t € [0, Tnas),

provando que ||U(t)||gzxmixrexre < 400 ¥V t € [0, Thuas)-Mas isso contraria (3.14), logo
Tnaz = +00, provando a existéncia de solugao global tnica para o modelo ((3.1)).
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4 Consideracoes finais

O estudo da conducgao de calor é algo que chama atengdo dos cientistas a muitos
séculos. Fazer o estudo de algo tao complexo pode ser uma tarefa ardua e igualmente
prazerosa. Em nosso trabalho, os aspectos fisicos foram acompanhados por equagoes e

sistemas de equagoes diferenciais parciais que sdo essenciais na pesquisa em matematica.

Pudemos observar que a busca de solugoes fracas com a utilizacdo de semigrupos
é uma técnica bastante eficaz na solucao de equacoes de evolucao com fronteira limitada,

como no caso em estudo ou com fronteira ilimitada como nos trabalhos de [5] e [16].

Para trabalhos futuros podemos destacar a parte numérica desse sistema. Ainda
esta totalmente em aberto as estimativas numéricas utilizando diferencas finitas e o mé-
todo dos gradientes conjugados para esse modelo termoelastico e termoviscoelastico. Em
suma, modelos fisicos precisam passar pela prova numérica para poderem ser mais dis-
cutidos e com isso, passarem a ser mais utilizados pelos cientistas em geral em modelos

voltados para a industria.

Ainda ha de se frizar que em espacos de Besov e Triebel-Lizerkin nao consegui-
mos, ainda, mostrar a existéncia de solugoes fracas para tal sistema. Isso pode motivar

trabalhos futuros e fazer com que o modelo seja ainda mais refinado.
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