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RESUMO

A SOLUÇÃO FUNDAMENTAL NO CÁLCULO DA RESPOSTA FORÇADA
DE UMA VIGA EULER-BERNOULLI SOBRE FUNDAÇÃO ELÁSTICA E

COM CONDIÇÕES DE CONTORNO NÃO-CLÁSSICAS

AUTORA: Rubiara Petermann
Orientadora: Rosemaira Dalcin Copetti

Neste trabalho consideramos uma viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica. A solução
dos problemas com e sem força externa foi obtida através da análise modal e a solução fun-
damental foi usada para escrever as equações características para algumas combinações
de condições de contorno clássicas e não-clássicas, a resposta livre e a resposta forçada.
Obtivemos relações de ortogonalidade que permitiram desacoplar as equações do movi-
mento e escrever as soluções. No caso de condições de contorno não-clássicas a relação
de ortogonalidade obtida foi escrita em termos dos dispositivos anexados no extremo da
viga. Realizamos simulações para alguns casos de condições de contorno e variamos os
valores dos dispositivos de massa e mola anexados nos extremos da viga. Comparamos
as frequências naturais e representamos graficamente os modos de vibração, a resposta
livre e a resposta forçada.

Palavras-chave: Viga Euler-Bernoulli. Fundação elástica. Condições de contorno. Análise
modal. Solução fundamental. Ortogonalidade. Resposta forçada. Frequências naturais.
Modos normais.



ABSTRACT

THE FUNDAMENTAL SOLUTION IN THE CALCULATION OF THE
FORCED RESPONSE OF AN EULER-BERNOULLI BEAM ON ELASTIC
FOUNDATION AND WITH NON-CLASSICAL BOUNDARY CONDITIONS

AUTHOR: Rubiara Petermann
ADVISOR: Rosemaira Dalcin Copetti

In this work we consider an Euler-Bernoulli beam on elastic foundation. The solution to
problems with and without external force was obtained through modal analysis and the fun-
damental solution was used to write the characteristic equations for some combinations
of classical and non-classical boundary conditions, the free response and the forced res-
ponse. We obtained orthogonality relations that allowed us to decouple the equations from
motion and write the solutions. In the case of non-classical boundary conditions, the ortho-
gonality relation obtained was written in terms of the devices attached to the end of the
beam. We perform simulations for some cases of boundary conditions and vary the values
of the mass and spring devices attached to the ends of the beam. We compare the natural
frequencies and graph the vibration modes, the free response and the forced response.

Keywords: Euler-Bernoulli beam. Elastic foundation. Boundary conditions. Modal analy-
sis. Fundamental solution. Orthogonality. Forced response. Natural frequencies. Normal
modes.
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1 INTRODUÇÃO

Amplamente aplicadas nas engenharias, as vigas vêm recebendo grande atenção

de pesquisadores. Existem vários métodos para estimar o comportamento dinâmico des-

sas estruturas. As teorias de vigas consideram diferentes aspectos e, a partir delas, obte-

mos resultados com diferentes níveis de precisão. Uma dessas teorias é Euler-Bernoulli,

que negligencia os efeitos de inércia rotacional e deformações por cisalhamento. Estes

efeitos são considerados quando estudamos a viga de Timoshenko (KELLY, 2007; RAO,

2007; INMAN, 1994; MEIROVITCH, 2001).

Dentre as vigas, as sobre fundação elástica são estudadas para analisar estruturas

do solo, como trilhos ferroviários, pavimentos, lages, entre outras. Em seu estudo, Basu e

Rao (BASU; RAO, 2012) investigaram a resposta dinâmica de uma viga infinita sobre uma

fundação elástica submetida a uma carga que se move com uma velocidade constante.

Já Onyia e Kwaghvihi (ONYIA; KWAGHVIHI, 2020) estudaram a resposta dinâmica de

uma viga sobre fundação elástica simplesmente apoiada também submetida a uma carga

uniforme distribuída em movimento. Neste estudo, os autores consideraram o modelo de

fundação de Winkler e concluíram que o aumento da carga movendo-se a uma velocidade

constante leva a maiores deflexões e momentos de flexão da viga, o que diminui com o

aumento do módulo de fundação.

Um método para a obtenção da frequência natural e o modo de vibração corres-

pondente de uma viga Euler-Bernoulli sobre uma fundação elástica variável de Pasternak

foi apresentado no estudo de Xu e Wang (XU; WANG, 2020). Este método mostrou-se

aplicável para fundação variável contínua e para fundação homogênea por peça.

O trabalho de Sato, Kanie e Mikami (SATO; KANIE; MIKAMI, 2008) apresentou a

hipótese matemática de que vigas com suportes elásticos equidistantes podem ser consi-

deradas como uma viga sobre uma fundação elástica em problemas de vibração estática

e livre. Já os pesquisadores Kim (KIM; KIM, 2012) estimaram a adaptabilidade da matriz

de rigidez exata na análise da dinâmica de elementos finitos de viga em problemas de

fundação elástica, formulado a partir do modelo de Winkler.

Neste trabalho, consideramos uma viga sobre fundação elástica modelada pela teo-

ria de Euler-Bernoulli com o objetivo de obter, a partir da solução fundamental, as frequên-

cias naturais, os modos de vibração correspondentes, as respostas livre e forçada, assu-

mindo tanto condições de contorno clássicas quanto não-clássicas.

A solução fundamental tem sido utilizada em outros trabalhos para calcular res-

postas livres e forçadas de vigas Euler-Bernoulli (TSUKAZAN, 2005; GIARETA, 2001; MI-

GOTTO, 2011; SEIBEL, 2013; RUTKOSKI, 2022). Além disso, pode ser usada para estu-

dar vigas de Timoshenko (CLAEYSSEN; COSTA, 2006; CLAEYSSEN; TOLFO; COPETTI,

2020; COPETTI et al., 2022), nanotubos de carbono (CLAEYSSEN; TSUKAZAN; CO-
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PETTI, 2013; CLAEYSSEN; TSUKAZAN; COPETTI, 2013), linhas de transmissão (CLA-

EYSSEN; COPETTI; TOLFO, 2022), entre outros.

A partir da solução fundamental da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica,

construímos uma base contendo a solução fundamental e suas derivadas para resolver a

equação modal e formular a equação característica, usada para determinar as frequências

naturais e os modos de vibração correspondentes.

Para determinar as respostas livre e forçada, obtivemos relações de ortogonalidade

que permitiram desacoplar as equações do movimento. Quando consideramos as con-

dições de contorno não-clássicas, novas relações de ortogonalidade, que dependem dos

dispositivos anexados nos extremos da viga, foram determinadas. Além disso, foram con-

sideradas condições iniciais não-nulas no cálculo da resposta forçada.

Por fim, apresentamos simulações das respostas livres e forçadas de vigas Euler-

Bernoulli sobre fundação elástica com diferentes combinações de condições de contorno,

com condições iniciais não-nulas e para diferentes valores dos dispositivos acoplados nos

extremos da viga.



2 VIGA EULER-BERNOULLI SOBRE FUNDAÇÃO ELÁSTICA E CONDIÇÕES DE CON-

TORNO

A teoria de Euler-Bernoulli, também conhecida como teoria clássica, descreve o mo-

vimento transversal de vigas e está na forma de uma equação diferencial parcial de quarta

ordem, com duas condições de contorno em cada extremidade. A equação do movimento

e as condições de contorno são obtidas a partir do Princípio de Hamilton, negligenciando

os efeitos de inércia rotacional e deformação por cisalhamento, e considerando a energia

de deformação devido à flexão e a energia cinética devido ao deslocamento lateral. A teoria

de Euler-Bernoulli é aplicável a vigas cujo comprimento é muito maior que a profundidade,

ou seja, a vigas finas (RAO, 2007).

Neste capítulo, apresentamos a equação do movimento transversal da viga de

Euler-Bernoulli, indicando os parâmetros considerados, e, em seguida, apresentamos as

condições de contorno clássicas, obtidas através da dedução da equação, e algumas con-

dições de contorno não-clássicas oriundas da adição de dispositivos anexados nas extre-

midades.

2.1 FORMULAÇÃO DO MODELO MATEMÁTICO

A equação que dita o movimento transversal de uma viga Euler-Bernoulli uniforme

sobre uma fundação elástica e com força externa é (RAO, 2007)

∂2

∂x2

(
EI

∂2

∂x2
w(t, x)

)
+ ρA

∂2

∂t2
w(t, x) + kfw(t, x) = f(t, x), (2.1)

onde temos

E: módulo de Elasticidade de Young;

I(x): momento de inércia;

EI(x): rigidez de flexão;

ρ: densidade linear de massa;

A(x): área de seção transversal da viga;

ρA(x): constante de massa por unidade de comprimento;

f(t, x): força externa aplicada à viga;

w = w(t, x): deslocamento da viga no instante t e na posição x;

kf : módulo de fundação elástica;

t: unidade temporal, t > 0;

x: unidade espacial, 0 < x < L;

L: comprimento da viga.
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As condições de contorno de uma viga Euler-Bernoulli são obtidas diretamente da

dedução da equação, sendo que:

w(t, x) indica o deslocamento da viga;

∂
∂x
w(t, x) indica o giro;

EI ∂2

∂x2w(t, x) indica o momento fletor;

∂
∂x

(
EI ∂2

∂x2w(t, x)
)

indica a força de cisalhamento da viga.

(2.2)

2.2 CONDIÇÕES DE CONTORNO CLÁSSICAS

Denominamos condições de contorno clássicas quando dois dos efeitos de deslo-

camento, giro, momento fletor ou cisalhamento aplicados em cada uma das extremidades

da viga são nulos. Assim, vigas com condições de contorno clássicas combinam duas

dentre as extremidades livre, fixa, apoiada ou deslizante, podendo ser a mesma em am-

bas extremidades. A seguir, ilustramos estas condições nas Figuras 1-4 juntamente com

as respectivas condições de contorno.

2.2.1 Viga Euler-Bernoulli livre

Figura 1 – Viga Euler-Bernoulli livre na extremidade x = 0

Fonte: Autora.

Para a viga livre na extremidade x = 0, Figura 1, o momento fletor e a força de

cisalhamento são nulos. Então, as condições de contorno são dadas por

EI
∂2

∂x2
w(t, 0) = 0 e

∂

∂x

(
EI

∂2

∂x2
w(t, 0)

)
= 0.
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2.2.2 Viga Euler-Bernoulli fixa

Figura 2 – Viga Euler-Bernoulli fixa na extremidade x = 0

Fonte: Autora.

Para a viga fixa na extremidade x = 0, Figura 2, o deslocamento e o giro são nulos.

Então, as condições de contorno são dadas por

w(t, 0) = 0 e
∂

∂x
w(t, 0) = 0.

2.2.3 Viga Euler-Bernoulli apoiada

Figura 3 – Viga Euler-Bernoulli apoiada na extremidade x = 0

Fonte: Autora.

Para a viga apoiada na extremidade x = 0, Figura 3, o deslocamento e o momento

fletor são nulos. Então, as condições de contorno são dadas por

w(t, 0) = 0 e EI
∂2

∂x2
w(t, 0) = 0.
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2.2.4 Viga Euler-Bernoulli deslizante

Figura 4 – Viga Euler-Bernoulli deslizante na extremidade x = 0

Fonte: Autora.

Para a viga com a extremidade em x = 0 deslizante, Figura 4, o giro e a força de

cisalhamento são nulos. Então, as condições de contorno são dadas por

∂

∂x
w(t, 0) = 0 e

∂

∂x

(
EI

∂2

∂x2
w(t, 0)

)
= 0.

2.3 CONDIÇÕES DE CONTORNO NÃO-CLÁSSICAS

Quando a viga possui dispositivos anexados em uma ou em ambas as extremida-

des, dizemos que as suas condições de contorno são não-clássicas.

Figura 5 – Viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica com dispositivos anexados em x = 0

Fonte: Autora.

Consideramos uma viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica em que há um dis-

positivo de massa M , um de mola linear K e um de amortecimento C anexados em uma

das extremidades, como mostra a Figura 5. Essa extremidade, ao sofrer um deslocamento

transversal e uma inclinação, tem força resistente resultante dos dispositivos, a qual é equi-

librada pela força de cisalhamento na extremidade. Além disso, o momento fletor deve ser

nulo (RAO, 2017). Assim, as condições de contorno são dadas por

∂

∂x

(
EI

∂2

∂x2
w(t, x)

)
= a

[
Kw(t, x) + C

∂

∂t
w(t, x) +M

∂2

∂t2
w(t, x)

]
, (2.3)

onde a = −1 para a extremidade esquerda, x = 0, conforme Figura 5 e a = 1 para a

extremidade direita, x = L; e
EI

∂2

∂x2
w(t, 0) = 0. (2.4)



3 VIBRAÇÕES TRANSVERSAIS DE UMA VIGA SOBRE FUNDAÇÃO ELÁSTICA

Neste capítulo, consideramos uma viga Euler-Bernoulli uniforme sobre fundação

elástica, ou seja, com a área transversal e o momento de inércia constantes e na ausência

de forças externas. Dessa forma, a equação do movimento transversal da viga, eq. (2.1),

pode ser escrita como

EI
∂4

∂x4
w(t, x) + ρA

∂2

∂t2
w(t, x) + kfw(t, x) = 0. (3.1)

Para resover a eq. (3.1), usamos a análise modal e escrevemos a solução da equa-

ção modal em termos da solução fundamental. Em seguida, apresentamos a formulação

matricial para as condições de contorno clássicas e não-clássicas. Obtivemos a equa-

ção característica de modo geral em termos da solução fundamental e de suas derivadas.

Por fim, consideramos algumas combinações de condições de contorno e encontramos a

equação característica para cada caso.

3.1 ANÁLISE MODAL

A análise modal caracteriza-se pelo estudo das propriedades dinâmicas estruturais

através de excitações por vibração, do cálculo direto dos parâmetros modais. Nessa seção,

usamos a análise modal para encontrar as frequências naturais e os modos de vibração

da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica.

A solução para a eq. (3.1) pode ser encontrada supondo que a viga é excitada

harmonicamente por uma frequência ω, isto é, supomos uma solução da forma

w(t, x) = eλtW (x), λ = iω, (3.2)

onde i =
√
−1 e W (x) é conhecido como sendo o modo de vibração associado ao sistema

com frequência ω.

Substituindo a solução eq. (3.2) na eq. (3.1), obtemos a equação modal

EIW (iv)(x) + (λ2ρA+ kf )W (x) = 0. (3.3)

A solução da eq. (3.3) pode ser escrita em função da solução fundamental (CLA-

EYSSEN; CANAHUALPA; JUNG, 1999), h(x), isto é,

W (x) = d1h(x) + d2h
′
(x) + d3h

′′
(x) + d4h

′′′
(x), (3.4)
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onde di, i = 1, ..., 4, são constantes determinadas a partir das condições de contorno da

viga e h(x) satisfaz o seguinte problema de valor inicial
h(iv)(x) +

λ2ρA+ kf
EI

h(x) = 0,

h(0) = h
′
(0) = h

′′
(0) = 0, h

′′′
(0) = 1,

(3.5)

com a hipótese de que

−λ2ρA+ kf
EI

=
ω2ρA− kf

EI
> 0, λ = iω. (3.6)

Então, h(x) satisfaz

h(iv)(x)− β4h(x) = 0, β4 = −λ2ρA+ kf
EI

, λ = iω, (3.7)

e, portanto,

h(x) = b1 cos βx+ b2 sin βx+ b3 cosh βx+ b4 sinh βx, (3.8)

uma vez que esix requer raízes si de s4 = β4, o que resulta em quatro raízes da forma

s1 = β, s2 = −β, s3 = iβ, e s4 = −iβ.

Substituindo as condições iniciais dadas em (3.5) na solução (3.8), obtemos

h(x) = h(x, λ) =
sinh βx− sin βx

2β3
. (3.9)

Observe que na eq. (3.7), β = β(λ) e que é necessário que o parâmetro kf satisfaça

kf < ω2
min ρA, (3.10)

para que a eq. (3.6) seja satisfeita, onde ωmin é a menor das frequências naturais associ-

adas aos modos de vibração.

3.2 FORMULAÇÃO MATRICIAL PARA AS CONDIÇÕES DE CONTORNO

Nessa seção, construímos uma formulação matricial para as condições de con-

torno clássicas e não-clássicas. A solução fundamental h(x), eq. (3.9), e suas derivadas

até terceira ordem são usadas como base de soluções para a equação modal de quarta

ordem que, juntamente com condições de contorno gerais, possibilitam obter a equação

carcterística numa formulação matricial geral. Para condições de contorno específicas, as

condições inicias do problema de valor inicial em eq. (3.5) simplificam a equação caracte-

rística e, portanto, o cálculo das frequências naturais e dos modos de vibração associados
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a cada caso.

As condições de contorno clássicas e não-clássicas podem ser escritas da seguinte

forma:

• Em x = 0:

A0w(t, 0) +B0
∂

∂x
w(t, 0) + C0

∂2

∂x2
w(t, 0) + E0

∂3

∂x3
w(t, 0) = 0, (3.11)

onde,

A0 =

[
a01

a02

]
, B0 =

[
b01

b02

]
, C0 =

[
c01

c02

]
, E0 =

[
e01

e02

]
. (3.12)

• Em x = L:

ALw(t, L) +BL
∂

∂x
w(t, L) + CL

∂2

∂x2
w(t, L) + EL

∂3

∂x3
w(t, L) = 0 (3.13)

onde,

AL =

[
aL1

aL2

]
, BL =

[
bL1

bL2

]
, CL =

[
cL1

cL2

]
, EL =

[
eL1

eL2

]
. (3.14)

Consideramos a solução da equação do movimento transversal da viga Euler-Bernoulli

sobre fundação elástica, eq. (3.1), da forma

w(t, x) = eλtW (x), (3.15)

e substituimos nas equações (3.11) e (3.13), obtendo

• Em x = 0:

a01W (0) + b01W
′
(0) + c01W

′′
(0) + e01W

′′′
(0) = 0,

a02W (0) + b02W
′
(0) + c02W

′′
(0) + e02W

′′′
(0) = 0.

(3.16)

• Em x = L:

aL1W (L) + bL1W
′
(L) + cL1W

′′
(L) + eL1W

′′′
(L) = 0,

aL2W (L) + bL2W
′
(L) + cL2W

′′
(L) + eL2W

′′′
(L) = 0.

(3.17)

Escrevendo a solução da equação modal (3.3) em termos da solução fundamental

h(x), dada na eq. (3.9), temos

W (x) = d1h(x) + d2h
′
(x) + d3h

′′
(x) + d4h

′′′
(x), (3.18)
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então, a eq. (3.16) pode ser reescrita na forma matricial como

[
a01 b01 c01 e01

a02 b02 c02 e02

]
h(0) h

′
(0) h

′′
(0) h

′′′
(0)

h
′
(0) h

′′
(0) h

′′′
(0) h(iv)(0)

h
′′
(0) h

′′′
(0) h(iv)(0) h(v)(0)

h
′′′
(0) h(iv)(0) h(v)(0) h(vi)(0)




d1

d2

d3

d4

 =

[
0

0

]
, (3.19)

e, de maneira semelhamte, para eq. (3.17) temos

[
aL1 bL1 cL1 eL1

aL2 bL2 cL2 eL2

]
h(L) h

′
(L) h

′′
(L) h

′′′
(L)

h
′
(L) h

′′
(L) h

′′′
(L) h(iv)(L)

h
′′
(L) h

′′′
(L) h(iv)(L) h(v)(L)

h
′′′
(L) h(iv)(L) h(v)(L) h(vi)(L)




d1

d2

d3

d4

 =

[
0

0

]
. (3.20)

Definimos

B =

[
B0 0

0 BL

]
, Φ =

[
ϕ(0)

ϕ(L)

]
, 0 =

[
0 0 0 0

]T
, (3.21)

onde

B0 =

[
a01 b01 c01 e01

a02 b02 c02 e02

]
, ϕ(0) =


h(0) h

′
(0) h

′′
(0) h

′′′
(0)

h
′
(0) h

′′
(0) h

′′′
(0) h(iv)(0)

h
′′
(0) h

′′′
(0) h(iv)(0) h(v)(0)

h
′′′
(0) h(iv)(0) h(v)(0) h(vi)(0)

 , d =


d1

d2

d3

d4

 ;

BL =

[
aL1 bL1 cL1 eL1

aL2 bL2 cL2 eL2

]
, ϕ(L) =


h(L) h

′
(L) h

′′
(L) h

′′′
(L)

h
′
(L) h

′′
(L) h

′′′
(L) h(iv)(L)

h
′′
(L) h

′′′
(L) h(iv)(L) h(v)(L)

h
′′′
(L) h(iv)(L) h(v)(L) h(vi)(L)

 , (3.22)

segue que

BΦd = 0. (3.23)

Note que a matriz B é composta pelos coeficientes associados às condições de

contorno da viga. Já a matriz Φ é composta pelos termos da base de soluções nas duas

extremidades, x = 0 e x = L.

Soluções não-nulas são obtidas para a eq. (3.23) quando

det (BΦ) = 0. (3.24)

O polinômio em eq. (3.24) é denominado polinômio caractertístico.
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3.3 EQUAÇÕES CARACTERÍSTICAS PARA CONDIÇÕES DE CONTORNO CLÁSSI-

CAS

Nessa seção, consideramos algumas condições de contorno para uma viga Euler-

Bernoulli sobre uma fundação elástica e obtivemos a equação característica associada a

cada caso em termos da solução fundamental, h(x), dada na eq. (3.9). Essa equação é

utilizada para calcular as frequências naturais. As condições iniciais da solução fundamen-

tal simplificam a equação característica e a expressão para os modos de vibração.

3.3.1 Viga simplesmente apoiada

Figura 6 – Viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica simplesmente apoiada

Fonte: Autora.

As condições de contorno de uma viga sobre fundação elástica apoiada em ambas

extremidades, como ilustra a Figura 6, são, na extremidade x = 0,

w(t, 0) = 0 e EI
∂2

∂x2
w(t, 0) = 0, (3.25)

que, aplicadas na eq. (3.2), resultam em

W (0) = 0 e EIW
′′
(0) = 0, (3.26)

e, na extremidade x = L,

w(t, L) = 0 e EI
∂2

∂x2
w(t, L) = 0, (3.27)

que, aplicadas na eq. (3.2), resultam em

W (L) = 0 e EIW
′′
(L) = 0. (3.28)

A vibração transversal livre da viga é dada pela eq. (3.4), na qual substituímos as

condições de contorno da extremidade x = 0 e obtemos d2 = d4 = 0. Dessa forma, a
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solução da equação modal, eq. (3.4), pode ser reescrita como

W (x) = d1h(x) + d3h
′′
(x). (3.29)

Usando as condições de contorno da extremidade x = L na eq. (3.29) e escrevendo

os resultados obtidos na forma matricial, obtemos[
h(L) h

′′
(L)

EIh
′′
(L) EIh(iv)(L)

][
d1

d3

]
=

[
0

0

]
. (3.30)

Para que tenhamos solução não-nula, tomamos

det

[
h(L) h

′′
(L)

EIh
′′
(L) EIh(iv)(L)

]
= 0. (3.31)

Assim,

h(L)h(iv)(L)− (h
′′
(L))2 = 0, (3.32)

é a equação característica da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica simplesmente

apoiada, onde h(x) é dada na eq. (3.9).

3.3.2 Viga apoiada-fixa

Figura 7 – Viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica apoiada-fixa

Fonte: Autora.

Para vigas apoiadas na extremidade x = 0 e fixas na extremidade x = L, Figura 7,

as condições de contorno são

w(t, 0) = 0 e EI
∂2

∂x2
w(t, 0) = 0,

que, aplicadas na eq. (3.2), resultam em

W (0) = 0 e EIW
′′
(0) = 0,
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e, na outra extremidade,

w(t, L) = 0 e
∂

∂x
w(t, L) = 0,

que, aplicadas na eq. (3.2), resultam em

W (L) = 0 e W
′
(L) = 0.

Substituindo as condições de contorno da extremidade apoiada na eq. (3.4), obte-

mos d2 = d4 = 0. Logo, é possível reescrever a solução (3.4) como

W (x) = d1h(x) + d3h
′′
(x). (3.33)

As condições de contorno da extremidade fixa, x = L, aplicadas na eq. (3.33),

resultam [
h(L) h

′′
(L)

h
′
(L) h

′′′
(L)

][
d1

d3

]
=

[
0

0

]
. (3.34)

Para que tenhamos solução não-nula, tomamos

det

[
h(L) h

′′
(L)

h
′
(L) h

′′′
(L)

]
= 0. (3.35)

Assim, a equação característica da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica

apoiada-fixa é

h(L)h
′′′
(L)− h

′
(L)h

′′
(L) = 0, (3.36)

onde h(x) é dada na eq. (3.9).

3.3.3 Viga apoiada-livre

Figura 8 – Viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica apoiada-livre

Fonte: Autora.

Para vigas apoiadas em uma extremidade e livres na outra, Figura 8, as respectivas
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condições de contorno são

w(t, 0) = 0 e EI
∂2

∂x2
w(t, 0) = 0,

que, aplicadas na eq. (3.2), resultam em

W (0) = 0 e EIW
′′
(0) = 0,

e

EI
∂2

∂x2
w(t, L) = 0 e EI

∂3

∂x3
w(t, L) = 0,

que, aplicadas na eq. (3.2), resultam em

EIW
′′
(L) = 0 e EIW

′′′
(L) = 0.

Usando as condições de contorno da extremidade x = 0 na eq. (3.4), obtemos

d2 = d4 = 0. Assim, a eq. (3.4) pode ser reescrita como

W (x) = d1h(x) + d3h
′′
(x). (3.37)

Usando as condições de contorno da extremidade x = L na eq. (3.37), obtemos,

na forma matricial, [
EIh

′′
(L) EIh(iv)(L)

EIh
′′′
(L) EIh(v)(L)

][
d1

d3

]
=

[
0

0

]
. (3.38)

Para que se tenha solução não-nula, assumimos

det

[
EIh

′′
(L) EIh(iv)(L)

EIh
′′′
(L) EIh(v)(L)

]
= 0. (3.39)

Logo,

h
′′
(L)h(v)(L)− h

′′′
(L)h(iv)(L) = 0, (3.40)

é a equação característica da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica apoiada-livre e

h(x) é dada pela eq. (3.9).
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3.3.4 Viga fixa-livre

Figura 9 – Viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica fixa-livre

Fonte: Autora.

As vigas fixas em uma extremidade e livres na outra, Figura 9, possuem as condi-

ções de contorno na extremidade x = 0,

w(t, 0) = 0 e
∂

∂x
w(t, 0) = 0,

que, aplicadas na eq. (3.2), resultam em

W (0) = 0 e W
′
(0) = 0,

e na extremidade x = L,

EI
∂2

∂x2
w(t, L) = 0 e EI

∂3

∂x3
w(t, L) = 0,

que, aplicadas na eq. (3.2), resultam em

EIW
′′
(L) = 0 e EIW

′′′
(L) = 0.

Usando as condições de contorno da extremidade x = 0 na eq. (3.4), obtemos

d3 = d4 = 0. Assim, a eq. (3.4) pode ser reescrita como

W (x) = d1h(x) + d2h
′
(x). (3.41)

Usando as condições de contorno da extremidade x = L na eq. (3.41), obtemos,

na forma matricial, [
EIh

′′
(L) EIh

′′′
(L)

EIh
′′′
(L) EIh(iv)(L)

][
d1

d2

]
=

[
0

0

]
. (3.42)
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Para que se tenha solução não-nula, consideramos

det

[
EIh

′′
(L) EIh

′′′
(L)

EIh
′′′
(L) EIh(iv)(L)

]
= 0. (3.43)

Então,

h
′′
(L)h(iv)(L)− (h

′′′
(L))2 = 0, (3.44)

é a equação característica da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica fixa-livre e h(x)

é dada em eq. (3.9).

3.3.5 Viga fixa-fixa

Figura 10 – Viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica fixa-fixa

Fonte: Autora.

As vigas fixas em ambas as extremidades, Figura 10, possuem as condições de

contorno na extremidade x = 0,

w(t, 0) = 0 e
∂

∂x
w(t, 0) = 0,

que, aplicadas na eq. (3.2), resultam em

W (0) = 0 e W
′
(0) = 0,

e, na extremidade x = L,

w(t, L) = 0 e
∂

∂x
w(t, L) = 0,

que, aplicadas na eq. (3.2), resultam em

W (L) = 0 e W
′
(L) = 0.

Aplicando as condições de contorno da extremidade x = 0 na eq. (3.4), obtemos



29

que as constantes d3 e d4 são nulas. Então, a eq. (3.4) pode ser reescrita como

W (x) = d1h(x) + d2h
′
(x). (3.45)

Aplicando as condições de contorno da extremidade x = L na eq. (3.45), obtemos

a forma matricial [
h(L) h

′
(L)

h
′
(L) h

′′
(L)

][
d1

d2

]
=

[
0

0

]
. (3.46)

Para que a eq. (3.45) tenha solução não-nula, segue que

det

[
h(L) h

′
(L)

h
′
(L) h

′′
(L)

]
= 0. (3.47)

Assim,

h(L)h
′′
(L)− (h

′
(L))2 = 0, (3.48)

é a equação característica da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica fixa em ambas

as extremidades, onde h(x) é dada na eq. (3.9).

3.3.6 Viga livre-livre

Figura 11 – Viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica livre-livre

Fonte: Autora.

Vigas cujas duas extremidades são livres, Figura 11, possuem as condições de

contorno, na extremidade x = 0,

EI
∂2

∂x2
w(t, 0) = 0 e EI

∂3

∂x3
w(t, 0) = 0,

que, aplicadas na eq. (3.2), resultam em

EIW
′′
(0) = 0 e EIW

′′′
(0) = 0,
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e, na extremidade x = L,

EI
∂2

∂x2
w(t, L) = 0 e EI

∂3

∂x3
w(t, L) = 0,

que, aplicadas na eq. (3.2), resultam em

EIW
′′
(L) = 0 e EIW

′′′
(L) = 0,

Na eq. (3.4), aplicamos as condições de contorno da extremidade x = 0 obtendo

d1 = d2 = 0. Dessa forma, a eq. (3.4) pode ser reescrita como

W (x) = d3h
′′
(x) + d4h

′′′
(x). (3.49)

Aplicando as condições de contorno da extremidade x = L na eq. (3.49), obtemos

a forma matricial [
EIh(iv)(L) EIh(v)(L)

EIh(v)(L) EIh(vi)(L)

][
d3

d4

]
=

[
0

0

]
. (3.50)

Para que a eq. (3.49) tenha solução não-nula, assumimos

det

[
EIh(iv)(L) EIh(v)(L)

EIh(v)(L) EIh(vi)(L)

]
= 0. (3.51)

Assim,

h(iv)(L)h(vi)(L)− (h(v)(L))2 = 0, (3.52)

é a equação característica da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica livre em ambas

extremidades, e h(x) é dada pela eq. (3.9).

3.4 EQUAÇÕES CARACTERÍSTICAS PARA CONDIÇÕES DE CONTORNO NÃO - CLÁS-

SICAS

Nessa seção, semelhantemente à seção anterior, obtivemos as equações carac-

terísticas, em termos da solução fundamental, h(x), dada na eq. (3.9), de vigas Euler-

Bernoulli sobre fundação elástica com condição de contorno clássica em x = 0 e com

dispositivos anexados em x = L, caracterizando uma condição de contorno não-clássica.
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Figura 12 – Viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica apoiada em uma extremidade e com dispositivos
de massa e mola anexados na outra

Fonte: Autora.

3.4.1 Viga apoiada em uma extremidade e com dispositivos de massa e de mola

anexados a outra

Consideremos uma viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica apoiada em x = 0

e com um dispositivo de massa e um de mola anexados em x = L, Figura 12. As condições

de contorno desta viga são, na extremidade apoiada,

w(t, 0) = 0 e EI
∂2

∂x2
w(t, 0) = 0,

que, aplicadas na eq. (3.2), resultam em

W (0) = 0 e EIW
′′
(0) = 0,

e, na outra extremidade,

EI
∂2

∂x2
w(t, L) = 0 e EI

∂3

∂x3
w(t, L) = M

∂2

∂t2
w(t, L) +Kw(t, L),

que, aplicadas na eq. (3.2), resultam em

EIW
′′
(L) = 0 e EIW

′′′
(L) = λ2MW (L) +KW (L).

Usando as condições de contorno da extremidade x = 0, na eq. (3.4), obtemos

d2 = d4 = 0. Assim, a eq. (3.4) pode ser reescrita como

W (x) = d1h(x) + d3h
′′
(x). (3.53)

Aplicando o par de condições de contorno da extremidade x = L, na eq. (3.53),

podemos escrever as duas equações na seguinte forma matricial[
EIh

′′
(L) EIh(iv)(L)

EIh
′′′
(L)− λ2Mh(L)−Kh(L) EIh(v)(L)− λ2Mh

′′
(L)−Kh

′′
(L)

][
d1

d3

]
=

[
0

0

]
.

(3.54)
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Para que a eq. (3.53) tenha solução não-nula, deve ser imposto que

det

[
EIh

′′
(L) EIh(iv)(L)

EIh
′′′
(L)− λ2Mh(L)−Kh(L) EIh(v)(L)− λ2Mh

′′
(L)−Kh

′′
(L)

]
= 0. (3.55)

O determinante acima é a equação característica da viga Euler-Bernoulli sobre fun-

dação elástica apoiada em x = 0 e com dispositivos de massa e mola anexados em x = L.

Note que a equação característica é dada em termos da solução fundamental, h(x), dada

na eq. (3.9).

3.4.2 Viga fixa em uma extremidade e com dispositivos de massa e de mola anexa-

dos a outra

Figura 13 – Viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica fixa em uma extremidade e com dispositivos de
massa e mola anexados na outra

Fonte: Autora.

Agora, consideramos a viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica, cujas extremi-

dades são fixa em x = 0 e com dispositivos de massa e mola anexados em x = L, Figura

13. As condições de contorno dessa viga são, em x = 0,

w(t, 0) = 0 e
∂

∂x
w(t, 0) = 0,

que, aplicadas na eq. (3.2), resultam em

W (0) = 0 e W
′
(0) = 0,

e, em x = L,

EI
∂2

∂x2
w(t, L) = 0 e EI

∂3

∂x3
w(t, L) = M

∂2

∂t2
w(t, L) +Kw(t, L),

que, aplicadas na eq. (3.2), resultam em

EIW
′′
(L) = 0 e EIW

′′′
(L) = λ2MW (L) +KW (L).
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Usando as condições de contorno da extremidade x = 0 na eq. (3.4), obtemos

d3 = d4 = 0. Assim, a eq. (3.4) pode ser reescrita como

W (x) = d1h(x) + d2h
′
(x). (3.56)

Usando as condições de contorno da extremidade x = L na eq. (3.56), obtemos a

forma matricial[
EIh

′′
(L) EIh

′′′
(L)

EIh
′′′
(L)− λ2Mh(L)−Kh(L) EIh(iv)(L)− λ2Mh

′
(L)−Kh

′
(L)

][
d1

d2

]
=

[
0

0

]
.

(3.57)

Para que a eq. (3.56) tenha solução não-nula, assumimos

det

[
EIh

′′
(L) EIh

′′′
(L)

EIh
′′′
(L)− λ2Mh(L)−Kh(L) EIh(iv)(L)− λ2Mh

′
(L)−Kh

′
(L)

]
= 0. (3.58)

O determinante na eq. (6.8) é a equação característica da viga Euler-Bernoulli sobre

fundação elástica fixa em x = 0 e com dispositivos de massa e mola anexados em x = L,

na qual a solução fundamental h(x) é dada na eq. (3.9).

3.4.3 Viga livre em uma extremidade e com dispositivos de massa e de mola ane-

xados a outra

Figura 14 – Viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica livre em uma extremidade e com dispositivos de
massa e mola anexados na outra

Fonte: Autora.

Consideramos uma viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica livre em sua extre-

midade x = 0 e com dispositivos de massa e mola anexados na outra extremidade, x = L,

conforme Figura 14. As condições de contorno dessa viga são dadas por, em x = 0,

EI
∂2

∂x2
w(t, 0) = 0 e EI

∂3

∂x3
w(t, 0) = 0,

que, aplicadas na eq. (3.2), resultam em

EIW
′′
(0) = 0 e EIW

′′′
(0) = 0,
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e, na extremidade x = L,

EI
∂2

∂x2
w(t, L) = 0 e EI

∂3

∂x3
w(t, L) = M

∂2

∂t2
w(t, L) +Kw(t, L),

que, aplicadas na eq. (3.2), resultam em

EIW
′′
(L) = 0 e EIW

′′′
(L) = λ2MW (L) +KW (L).

Usando as condições de contorno da extremidade x = 0, na eq. (3.4), obtemos

d1 = d2 = 0. Assim, a eq. (3.4) pode ser reescrita como

W (x) = d3h
′′
(x) + d4h

′′′
(x). (3.59)

Usando as condições de contorno da extremidade x = L, na eq. (3.59), obtemos a

seguinte forma matricial[
EIh(iv)(L) EIh(v)(L)

EIh(v)(L)− λ2Mh
′′
(L)−Kh

′′
(L) EIh(vi)(L)− λ2Mh

′′′
(L)−Kh

′′′
(L)

][
d3

d4

]
=

[
0

0

]
.

Para obter solução não-nula para a eq. (3.59), assumimos

det

[
EIh(iv)(L) EIh(v)(L)

EIh(v)(L)− λ2Mh
′′
(L)−Kh

′′
(L) EIh(vi)(L)− λ2Mh

′′′
(L)−Kh

′′′
(L)

]
= 0.

(3.60)

A eq. (3.60) é a equação característica da viga Euler-Bernoulli sobre fundação

elástica fixa em x = 0 e com dispositivos de massa e mola anexados em x = L, na qual a

solução fundamental h(x) é dada na eq. (3.9).



4 ORTOGONALIDADE DOS MODOS NORMAIS

Sendo os modos de vibração da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica Wi(x),

i = 1, 2, ..., as autofunções associadas aos autovalores λi, demostramos, neste capítulo,

que há uma relação de ortogonalidade entre eles. Dessa forma, o produto escalar de dois

modos Wi(x) e Wj(x), associados a autovalores distintos, λi ̸= λj , é nulo.

Apresentamos o caso da relação de ortogonalidade dos modos normais quando a

viga possui condições de contorno clássicas e, em seguida, mostramos um caso de con-

dição de contorno não-clássica, no qual a relação de ortogonalidade depende diretamente

da condição de contorno.

A relação de ortogonalidade entre os modos é fundamental para determinar a res-

posta forçada do sistema, como demonstramos no próximo capítulo.

4.1 CASO 1: VIGA EULER-BERNOULLI SOBRE FUNDAÇÃO ELÁSTICA E COM CON-

DIÇÕES DE CONTORNO CLÁSSICAS

O problema de autovalor correspondente a uma viga uniforme sobre fundação elás-

tica pode ser obtido assumindo uma solução harmônica com frequência natural ω para a

equação (RAO, 2007)

EI
∂4

∂x4
w(t, x) + ρA

∂2

∂t2
w(t, x) + kfw(t, x) = 0, (4.1)

como

w(t, x) = W (x)eλt, λ = iω. (4.2)

Usando a eq. (4.2), a eq. (2.1) pode ser reescrita como

EIW (iv)(x) = −λ2ρAW (x)− kfW (x). (4.3)

Para derivar as relações de ortogonalidade para vigas, consideramos dois auto-

valores −λ2
i e −λ2

j distintos, e as autofunções, funções normais ou modos de vibração

correspondentes Wi(x) e Wj(x), respectivamente. Temos, então,

EIW
(iv)
i (x) = −λ2

i ρAWi(x)− kfWi(x), (4.4)

e

EIW
(iv)
j (x) = −λ2

jρAWj(x)− kfWj(x). (4.5)

Multiplicando a eq. (4.4) por Wj(x) e integrando ao longo do comprimento da viga,
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obtemos∫ L

0

Wj(x)EIW
(iv)
i (x)dx = −λ2

i

∫ L

0

ρAWj(x)Wi(x)dx−
∫ L

0

kfWj(x)Wi(x)dx. (4.6)

Integrando o lado esquerdo da eq. (4.6) por partes duas vezes e usando qualquer

combinação das condições de contorno clássicas, obtemos∫ L

0

Wj(x)EIW
(iv)
i (x)dx =

∫ L

0

EIW
′′

j (x)W
′′

i (x)dx. (4.7)

Assim, substituindo a eq. (4.7) em eq. (4.6), obtemos∫ L

0

EIW
′′

j (x)W
′′

i (x)dx = −λ2
i

∫ L

0

ρAWj(x)Wi(x)dx−
∫ L

0

kfWj(x)Wi(x)dx. (4.8)

Da mesma forma, multiplicando a eq. (4.5) por Wi(x) e integrando ao longo do

comprimento da viga, obtemos∫ L

0

EIW
′′

i (x)W
′′

j (x)dx = −λ2
j

∫ L

0

ρAWi(x)Wj(x)dx−
∫ L

0

kfWi(x)Wj(x)dx. (4.9)

Subtraindo a eq. (4.9) da eq. (4.8), obtemos

(λ2
j − λ2

i )

∫ L

0

ρAWi(x)Wj(x)dx = 0. (4.10)

Uma vez que os autovalores são distintos, temos∫ L

0

ρAWi(x)Wj(x)dx = 0, i, j = 1, 2, ..., λ2
i ̸= λ2

j . (4.11)

A eq. (4.11) é chamada de relação de ortogonalidade para os modos de vibração.

Tendo em vista a eq. (4.11), da eq. (4.8) ou da eq. (4.9) resulta∫ L

0

EIW
′′

i (x)W
′′

j (x)dx = −
∫ L

0

kfWi(x)Wj(x)dx, i, j = 1, 2, ..., λ2
i ̸= λ2

j . (4.12)

Tomando ∫ L

0

ρAW 2
i (x)dx = γi, i = 1, 2, ... (4.13)

as eqs. (4.11) e (4.13) podem ser expressas da seguinte forma:∫ L

0

ρAWi(x)Wj(x)dx = γiδij (4.14)
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onde γi é a constante de normalização para os modos e δij é o delta de Kronecker

δij =

{
0, i ̸= j,

1, i = j.
(4.15)

Usando a eq. (4.14) na eq. (4.6), outra forma de relação ortogonal pode ser deri-

vada como ∫ L

0

EIW
′′

i (x)W
′′

j (x)dx = −(ρAλ2
i + kf )

∫ L

0

Wi(x)Wj(x)dx (4.16)

ou ∫ L

0

EIW
′′

i (x)W
′′

j (x)dx = −
(
λ2
i +

kf
ρA

)
γiδij, (4.17)

considerando o parâmetro kf como em eq. (3.6), de modo que

−
(
λ2
i +

kf
ρA

)
> 0, λi = iωi. (4.18)

4.2 CASO 2: VIGA EULER-BERNOULLI SOBRE FUNDAÇÃO ELÁSTICA E COM CON-

DIÇÃO DE CONTORNO NÃO-CLÁSSICA

Consideramos uma viga Euler-Bernoulli uniforme sobre fundação elástica com qual-

quer condição de contorno clássica na extremidade x = 0 e com um dispositivo de massa

e um de mola anexados na extremidade x = L, cujo movimento transversal é dado pela

equação

EI
∂4

∂x4
w(t, x) + ρA

∂2

∂t2
w(t, x) + kfw(t, x) = 0. (4.19)

As condições de contorno em x = 0 são

w(t, 0) = 0 e
∂

∂x
w(t, 0) = 0,

e na extremidade x = L

EI
∂3

∂x3
w(t, L) = Kw(t, L) +M

∂2

∂t2
w(t, L) (4.20)

e

EI
∂2

∂x2
w(t, L) = 0. (4.21)

Assumindo uma solução harmônica de frequência ω para essa viga, dada na eq.

(4.2), obtemos o problema de autovalor correspondente. Então, reescrevemos a eq. (4.19)
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como

W (iv)(x)− β4W (x) = 0, (4.22)

onde

β4 = −(λ2ρA+ kf )

EI
. (4.23)

Consideramos dois autovalores, −λ2
i e −λ2

j , e os modos de vibração corresponden-

tes Wi(x) e Wj(x), respectivamente. Temos, de (4.22), então

W
(iv)
i (x)− β4

i Wi(x) = 0 (4.24)

e

W
(iv)
j (x)− β4

jWj(x) = 0. (4.25)

Multiplicamos a eq. (4.24) por Wj(x) e integramos duas vezes de 0 a L para obter

W
′′′
i (x)Wj(x)|L0 −W

′′
i (x)W

′
j (x)|L0 +

∫ L

0
W

′′
i (x)W

′′
j (x)dx

−β4
i

∫ L

0
Wi(x)Wj(x)dx = 0.

(4.26)

Da mesma forma, multiplicamos a eq. (4.25) por Wi(x) e integramos de 0 a L,

obtendo
W

′′′
j (x)Wi(x)|L0 −W

′′
j (x)W

′
i (x)|L0 +

∫ L

0
W

′′
j (x)W

′′
i (x)dx

−β4
j

∫ L

0
Wj(x)Wi(x)dx = 0.

(4.27)

Subtraindo a eq. (4.27) da eq. (4.26), obtemos

(β4
j − β4

i )
∫ L

0
Wi(x)Wj(x)dx+W

′′′
i (x)Wj(x)|L0 −Wi(x)W

′′′
j (x)|L0

−W
′′
i (x)W

′
j (x)|L0 +W

′
i (x)W

′′
j (x)|L0 = 0.

(4.28)

Tendo em vista a eq. (4.23), a equação acima pode ser reescrita na forma

(−λ2
j + λ2

i )
∫ L

0
ρAWi(x)Wj(x)dx+ EIW

′′′
i (x)Wj(x)|L0 − EIWi(x)W

′′′
j (x)|L0

−EIW
′′
i (x)W

′
j (x)|L0 + EIW

′
i (x)W

′′
j (x)|L0 = 0,

(4.29)
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ou seja,

(−λ2
j + λ2

i )
∫ L

0
ρAWi(x)Wj(x)dx+ EIW

′′′
i (L)Wj(L)− EIW

′′′
i (0)Wj(0)−

EIWi(L)W
′′′
j (L) + EIWi(0)W

′′′
j (0)− EIW

′′
i (L)W

′
j (L) + EIW

′′
i (0)W

′
j (0)

+EIW
′
i (L)W

′′
j (L)− EIW

′
i (0)W

′′
j (0) = 0.

(4.30)

Observe que, para qualquer condição de contorno clássica em x = 0, temos que os

valores da expressão dada na eq. (4.30) são nulos, e para as condições de contorno em

x = L dadas nas eqs. (4.20) e (4.21)

(−λ2
j + λ2

i )

(∫ L

0

ρAWi(x)Wj(x)dx+MWi(L)Wj(L)

)
= 0. (4.31)

Se i ̸= j, então a expressão dentro do segundo parênteses deve ser nula. Assim,

temos ∫ L

0

ρAWi(x)Wj(x)dx+MWi(L)Wj(L) = δijγi, (4.32)

onde δij é o delta de Kronecker, ou seja,

δij =

{
0, i ̸= j,

1, i = j,
(4.33)

e

γi =

∫ L

0

ρAW 2
i (x)dx+MW 2

i (L). (4.34)

A eq. (4.32) é a relação de ortogonalidade da viga Euler-Bernoulli uniforme sobre

fundação elástica com dispositivos de massa e mola anexados em x = L, e γi em eq.

(4.34) é a constante de normalização para os modos.



5 RESPOSTA FORÇADA

A vibração transversal forçada de vigas devido a cargas constantes e móveis é um

tópico de pesquisa muito importante em todos os ramos da engenharia (ABU-HILAL, 2003).

Considerar uma possível força transversal distribuída aplicada sob a viga é fundamental

para garantir a estabilidade da estrutura.

A resposta forçada de um sistema linear correspondente a uma viga Euler-Bernoulli,

para o qual as frequências naturais, os modos de vibração e uma relação de ortogona-

lidade entre os modos são conhecidos, pode ser resolvida pela análise modal clássica

para excitação arbitrária, como é demonstrado por Bergman e Nicholson. No entanto, se-

gundo os autores, quando os sistemas consistem em estruturas mais complexas, como,

por exemplo, osciladores lineares e elementos distribuídos, certas operações novas e

não-padronizadas são necessárias para usar a relação de ortogonalidade para reformular

as equações de movimento em coordenadas generalizadas (BERGMAN; NICHOLSON,

1985).

Neste capítulo, encontramos a resposta forçada para a viga Euler-Bernoulli sobre

fundação elástica em termos da solução fundamental. Consideramos uma viga com co-

dições de contorno clássicas e uma viga com condições de contorno não-clássicas. A

resposta forçada também foi obtida para uma viga com condições iniciais não-nulas.

5.1 RESPOSTA FORÇADA DA VIGA EULER-BERNOULLI SOBRE FUNDAÇÃO ELÁS-

TICA COM CONDIÇÕES DE CONTORNO CLÁSSICAS

A equação do movimento transversal de uma viga uniforme com fundação elástica

sob força transversal distribuída é dada por

EI
∂4

∂x4
w(t, x) + ρA

∂2

∂t2
w(t, x) + kfw(t, x) = f(t, x). (5.1)

Para condições iniciais nulas, a solução da eq. (5.1) é dada por (CLAEYSSEN;

CANAHUALPA; JUNG, 1999)

w(t, x) =

∫ L

0

∫ t

0

h(t− τ, x, ξ)f(τ, ξ)dτdξ, (5.2)

onde a solução fundamental, h(t, x, ξ), satisfaz o seguinte problema de valor inicial:{
Mḧ +Kh = 0,

h(0, x, ξ) = 0, Mḣ(0, x, ξ) = δ(x− ξ),
(5.3)
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com M = ρA e K = EI ∂4

∂x4 + kf , ḧ se refere a derivada segunda e ḣ a derivada primeira

de h em relação a t.

Para encontremos h(t, x, ξ), assumimos a solução da eq. (5.1) como uma combi-

nação dos modos de vibração da viga com funções que dependem de t, ou seja,

w(t, x) =
∞∑
i=1

Wi(x)ηi(t), (5.4)

onde Wi(x) são os modos de vibração que são encontrados resolvendo a equação

EIW
(iv)
i (x) + (λ2

i ρA+ kf )Wi(x) = 0, (5.5)

e ηi(t), i = 1, 2, ... são denominadas coordenadas generalizadas.

Substituindo a eq. (5.4), na eq. (5.1), segue

∞∑
i=1

(
EIW

(iv)
i (x)ηi(t) + ρAWi(x)η̈i(t) + kfWi(x)ηi(t)

)
= f(t, x), (5.6)

e, ainda, usando a eq. (5.5), a eq. (5.6) pode ser reescrita como

∞∑
i=1

−λ2
i ρAWi(x)ηi(t) + ρAWi(x)η̈i(t) = f(t, x). (5.7)

Multiplicamos a eq. (5.7) por Wj(x) e a integramos de 0 a L, obtendo

∞∑
i=1

(−λ2
i ηi(t) + η̈i(t))

∫ L

0

ρAWi(x)Wj(x)dx =

∫ L

0

Wj(x)f(t, x). (5.8)

Usando a relação de ortogonalidade entre os modos, eqs. (4.13) e (4.14),∫ L

0

ρAWi(x)Wj(x)dx = 0, i ̸= j,

e ∫ L

0

ρAW 2
i (x)dx = γi, i = j. (5.9)

podemos escrever a eq. (5.8) conforme segue

η̈i(t)− λ2
i ηi(t) = Qi(t), i = 1, 2, ... (5.10)

onde Qi(t) é a força generalizada correspondente ao i-ésimo modo, dada por

Qi(t) =
1

γi

∫ L

0

Wi(x)f(t, x)dx, i = 1, 2, ... (5.11)
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A solução da eq. (5.10), para condições iniciais nulas, é dada pela integral

ηi(t) =

∫ t

0

hi(t− τ)Qi(τ)dτ, i = 1, 2, ... (5.12)

onde hi(t) satisfaz o problema de valor inicial{
ḧi(t)− λ2

ihi(t) = 0,

hi(0) = 0, ḣi(0) = 1.
(5.13)

A solução do problema de valor inicial (5.13) é

hi(t) =
1

ωi

sinωit, i = 1, 2, ... (5.14)

Da eq. (5.14), podemos reescrever a eq. (5.12) como

ηi(t) =

∫ t

0

1

ωi

sinωi(t− τ)Qi(τ)dτ, i = 1, 2, ... (5.15)

Substituindo eq. (5.11) na eq. (5.15), obtemos

ηi(t) =

∫ L

0

∫ t

0

1

ωiγi
sinωi(t− τ)Wi(ξ)f(τ, ξ)dτdξ, i = 1, 2, ... (5.16)

que substituída na eq. (5.4), resulta

w(t, x) =
∞∑
i=1

∫ L

0

∫ t

0

1

ωiγi
Wi(x)Wi(ξ) sinωi(t− τ)f(τ, ξ)dτdξ. (5.17)

Comparando as eqs. (5.2) e (5.17), segue que

h(t− τ, x, ξ) =
∞∑
i=1

1

ωiγi
Wi(x)Wi(ξ) sinωi(t− τ) (5.18)

ou

h(t, x, ξ) =
∞∑
i=1

1

γi
hi(t)Wi(x)Wi(ξ) (5.19)

é a solução do problema de valor inicial na eq. (5.3), onde a solução fundamental temporal

hi(t) é dada na eq. (5.14) e γi é dado na eq. (5.9).
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5.2 RESPOSTA FORÇADA DA VIGA EULER-BERNOULLI SOBRE FUNDAÇÃO ELÁS-

TICA COM CONDIÇÕES DE CONTORNO CLÁSSICAS E COM CONDIÇÕES INICI-

AIS NÃO-NULAS

Consideramos o movimento transversal da viga Euler-Bernoulli com fundação elás-

tica sob força externa, ditado pela equação

EI
∂4

∂x3
w(t, x) + ρA

∂2

∂t2
w(t, x) + kfw(t, x) = f(t, x). (5.20)

Assumimos que essa viga tenha qualquer combinação de condições de contorno

clássicas e as seguintes condições iniciais

w(0, x) = w0 e ẇ(0, x) = ẇ0. (5.21)

De modo análogo a seção anterior, buscamos, para a eq. (5.20), solução do tipo

w(t, x) =
∞∑
i=1

Wi(x)ηi(t), (5.22)

onde Wi(x) são os modos de vibração, solução da eq. (5.5), e ηi(t) são as coordenadas

generalizadas.

Substituindo as condições iniciais, eq. (5.21), na solução, eq. (5.22), obtemos

w(0, x) = w0 ⇒
∞∑
i=1

Wi(x)ηi(0) = w0 (5.23)

e

ẇ(0, x) = ẇ0 ⇒
∞∑
i=1

Wi(x)η̇i(0) = ẇ0. (5.24)

Multiplicando as eqs. (5.23) e (5.24) por ρAWj(x) e integrando em relação a x de 0

a L, obtemos, respectivamente,∫ L

0

ρAWj(x)
∞∑
i=1

Wi(x)ηi(0)dx =

∫ L

0

ρAWj(x)w0dx (5.25)

e ∫ L

0

ρAWj(x)
∞∑
i=1

Wi(x)η̇i(0)dx =

∫ L

0

ρAWj(x)ẇ0dx. (5.26)

Usando a condição de ortogonalidade, eq. (5.9), as eqs. (5.25) e (5.26) nos dão,

respectivamente,

ηi(0) =
1

γi

∫ L

0

ρAWi(x)w0dx (5.27)
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e

η̇i(0) =
1

γi

∫ L

0

ρAWi(x)ẇ0dx. (5.28)

Da seção anterior, sabemos que ηi(t) satisfaz a equação

η̈i(t)− λ2
i ηi(t) = Qi(t), (5.29)

e que as eqs. (5.27) e (5.28) são suas condições iniciais. A solução da eq. (5.29) é dada

por

ηi(t) = c1hi(t) + c2ḣi(t) +

∫ t

0

hi(t− τ)Qi(τ), (5.30)

onde c1 e c2 são determinados usando as condições iniciais e hi(t) satisfaz{
ḧi(t)− λ2

ihi(t) = 0,

hi(0) = 0, ḣi(0) = 1.
(5.31)

A solução do propblema de valor inicial eq. (5.31) é dada por

hi(t) =
sinωit

ωi

, (5.32)

que, substituída na eq. (5.30), resulta

ηi(t) = c1
sinωit

ωi

+ c2 cosωit+

∫ t

0

sinωi(t− τ)

ωi

Qi(τ)dτ. (5.33)

Usando a condição inicial dada pela eq. (5.27) e a primeira condição inicial da eq.

(5.31) na eq. (5.30), obtemos

c2 =
1

γi

∫ L

0

ρAWi(x)w0(x)dx. (5.34)

Da mesma forma, usando a condição de contorno dada na eq. (5.28) e a segunda

condição inicial dada na eq. (5.31) na eq. (5.30), obtemos

c1 =
1

γi

∫ L

0

ρAWi(x)ẇ0(x)dx. (5.35)

A eq. (5.22) é expressa por

w(t, x) =
∞∑
i=1

Wi(x)

[
c1hi(t) + c2ḣi(t) +

∫ t

0

hi(t− τ)Qi(τ)dτ

]
, (5.36)

onde Wi(x) são os modos de vibração que satisfazem as condições de contorno clássicas,

as constantes c1 e c2 são dadas nas eqs. (5.35) e (5.34), respectivamente, e a solução

fundamental temporal hi(t) é dada pela eq. (5.32).
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A solução (5.36) pode ser escrita em termos da solução fundamental h(t, x, ξ) do

problema (5.1) e solução do problema de valor inicial (5.3). Substituindo as constantes

c1 e c2, dadas em (5.35) e (5.34) respectivamente, e a força generalizada Qi(t), dada em

(5.11), obtemos a resposta forçada com condições iniciais não-nulas em termos da solução

fundamental, isto é,

w(t, x) =

∫ L

0

[
ḣ(t, x, ξ)ρAw0(ξ) + h(t, x, ξ)ρAẇ0(ξ)

]
dξ +

∫ t

0

∫ L

0

h(t− τ, x, ξ)f(τ, ξ)dξdτ.

(5.37)

5.3 RESPOSTA FORÇADA DA VIGA EULER-BERNOULLI SOBRE FUNDAÇÃO ELÁS-

TICA COM CONDIÇÕES DE CONTORNO NÃO-CLÁSSICAS

Consideramos, agora, uma viga uniforme com fundação elástica sob força transver-

sal distribuída, cujas extremidades sejam fixa em x = 0 e anexada a um dispositivo de

massa e um de mola em x = L. O movimento transversal desta viga é dado pela equação

EI
∂4

∂x4
w(t, x) + ρA

∂2

∂t2
w(t, x) + kfw(t, x) = f(t, x), (5.38)

As condições de contorno em x = 0 são dadas por

w(t, 0) = 0 e
∂

∂x
w(t, 0) = 0,

e as duas condições de contorno em x = L são

EI
∂2

∂x2
w(t, L) = 0 (5.39)

e

EI
∂3

∂x3
w(t, L) = M

∂2

∂t2
w(t, L) +Kw(t, L). (5.40)

Supondo

w(t, x) =
∞∑
i=1

ηi(t)Wi(x). (5.41)

e substituindo na eq. (5.38), obtemos

∞∑
i=1

(
EIηi(t)W

(iv)
i (x) + ρAη̈i(t)Wi(x) + kfηi(t)Wi(x)

)
= f(t, x). (5.42)
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Da mesma forma, substituindo a eq. (5.41) na eq. (5.40), obtemos

∞∑
i=1

EIηi(t)W
′′′

i (L) =
∞∑
i=1

(Mη̈i(t)Wi(L) +Kηi(t)Wi(L)) . (5.43)

Sabendo que os modos satisfazem, para x qualquer,

EIW
(iv)
i (x) = −λ2

i ρAWi(x)− kfWi(x), (5.44)

segue em x = L,

EIW
′′′

i (L) = λ2
iMWi(L) +KWi(L). (5.45)

Substituímos a eq. (5.44) na eq. (5.42) e a eq. (5.45) na eq. (5.43), obtendo,

respectivamente,
∞∑
i=1

[
η̈i(t)− λ2

i ηi(t)
]
ρAWi(x) = f(t, x), (5.46)

e
∞∑
i=1

[
η̈i(t)− λ2

i ηi(t)
]
MWi(L) = 0. (5.47)

Multiplicando a eq. (5.46) por Wj(x) e integrando de 0 a L, obtemos

∞∑
i=1

[
η̈i(t)− λ2

i ηi(t)
] ∫ L

0

ρAWi(x)Wj(x)dx =

∫ L

0

f(t, x)Wj(x)dx, (5.48)

e multiplicando a eq. (5.47) por Wj(L), obtemos

∞∑
i=1

[
η̈i(t)− λ2

i ηi(t)
]
MWi(L)Wj(L) = 0. (5.49)

Somando as eqs. (5.48) e (5.49), resulta

∞∑
i=1

(
η̈i(t)− λ2

i ηi(t)
) [∫ L

0

ρAWi(x)Wj(x)dx+MWi(L)Wj(L)

]
=

∫ L

0

f(t, x)Wj(x)dx.

(5.50)

Usando a condição de ortogonalidade, eq. (4.32), e a constante de normalização,

eq. (4.34), ∫ L

0

ρAW 2
i (x)dx+MW 2

i (L) = γi, i = 1, 2, ... (5.51)

a eq. (5.50) pode ser reescrita como

η̈i(t)− λ2
i ηi(t) = Qi(t), i = 1, 2, ..., (5.52)
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onde

Qi(t) =
1

γi

∫ L

0

f(t, x)Wi(x)dx, i = 1, 2, ... (5.53)

A solução da eq. (5.52), para condições iniciais nulas, é dada por

ηi(t) =

∫ t

0

hi(t− τ)Qi(τ)dτ, (5.54)

onde hi(t) é a solução fundamental temporal dada por

hi(t) =
sinωit

ωi

. (5.55)

Portanto,

ηi =

∫ t

0

sinωi(t− τ)

ωi

Qi(τ)dτ, (5.56)

que substituída na eq. (5.41) resulta

w(t, x) =
∞∑
i=1

∫ t

0

∫ L

0

sinωi(t− τ)

ωiγi
Wi(x)Wi(ξ)f(τ, ξ)dξdτ. (5.57)

Em termos da solução fundamental, sabemos que a resposta forçada é dada por

w(t, x) =

∫ t

0

∫ L

0

h(t− τ, x, ξ)f(τ, ξ)dξdτ (5.58)

assim, comparando as eqs. (5.57) e (5.58), segue que

h(t− τ, x, ξ) =
∞∑
i=1

1

γi
hi(t− τ)Wi(x)Wi(ξ), (5.59)

com hi(t) dada em eq. (5.14) e γi dada em eq. (5.51).



6 SIMULAÇÕES

Apresentamos, neste capítulo, simulações realizadas no software Maple 13 para

vigas Euler-Bernoulli sobre fundação elástica. Obtivemos as frequências naturais, os mo-

dos de vibração, a resposta livre e a resposta forçada para diferentes combinações de

condições de contorno clássicas e não-clássicas. A fim de comparar, os resultados estão

disponibilizados em tabelas ou em gráficos.

Na Tabela 1 encontram-se os parâmetros utilizados nas simulações tanto das vigas

com condições de contorno clássicas quanto das vigas com condições de contorno não-

clássicas.

Tabela 1 – Parâmetros utilizados nas simulações

Parâmetro Símbolo Valor numérico Unidade
Comprimento da viga L 18 m

Constante de fundação elástica kf 2, 5x106 Nm−2

Densidade linear de massa ρ 7860 kg m−3

Momento de inércia I 6, 11x10−5 m4

Módulo de elasticidade de Young E 2, 01.1011 Nm−2

Área da seção transversal A 1, 538.10−2 m2

Fonte: Dados da tabela (XU; WANG, 2020).

6.1 VIGAS EULER-BERNOULLI SOBRE FUNDAÇÃO ELÁSTICA E COM CONDIÇÕES

DE CONTORNO CLÁSSICAS

Consideramos, inicialmente, os seguintes casos com suas respectivas equações

características:

• viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica biapoiada (AA), cuja equação carac-

terística é dada por

h(L)h(iv)(L)− (h
′′
(L))2 = 0; (6.1)

• viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica fixa-apoiada (FA), dada pela equação

h(L)h
′′′
(L)− h

′
(L)h

′′
(L) = 0; (6.2)

• viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica fixa-fixa (FF), dada pela equação

h(L)h
′′
(L)− (h

′
(L))2 = 0; e (6.3)
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• viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica fixa-livre (FL), cuja equação caracte-

rística é

h
′′
(L)h(iv)(L)− (h

′′′
(L))2 = 0. (6.4)

Note que, nas eqs. (6.1) - (6.4), h(x) é a solução fundamental espacial da viga

Euler-Bernoulli sobre fundação elástica, dada por

h(x) = h(x, λ) =
sinh βx− sin βx

2β3
(6.5)

onde

β4 = −λ2ρA+ kf
EI

. (6.6)

As frequências naturais ωi, i = 1..8, foram obtidas a partir solução das equações

características, eqs. (6.1) - (6.4), onde λ = iω. A cada frequência ωi está associado

um modo de vibração Wi(x). Na Tabela 2, encontram-se os valores das oito primeiras

frequências naturais obtidos para cada uma das vigas consideradas.

Tabela 2 – Frequências naturais da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica e com condições de
contorno clássicas

ωi AA FA FF FL
ω1 144, 1345662 rad/s 144, 6048468 rad/s 145, 4817202 rad/s 143, 8487686 rad/s
ω2 148, 9590708 rad/s 151, 9753564 rad/s 156, 0814575 rad/s 145, 4316707 rad/s
ω3 168, 2744040 rad/s 176, 6287991 rad/s 186, 6196262 rad/s 156, 0907862 rad/s
ω4 211, 6915454 rad/s 226, 7951939 rad/s 243, 5910045 rad/s 186, 6187010 rad/s
ω5 282, 1320397 rad/s 303, 8020432 rad/s 327.0203742 rad/s 243, 5910696 rad/s
ω6 377, 9587740 rad/s 405, 6146414 rad/s 434, 6908749 rad/s 327, 0203704 rad/s
ω7 497, 0108947 rad/s 530, 2148794 rad/s 564, 7590597 rad/s 434, 6908751 rad/s
ω8 637, 8129824 rad/s 676, 2994645 rad/s 716, 0791812 rad/s 564, 7590596 rad/s

Fonte: Autora.

Essas frequências foram usadas para calcular os oito primeiros modos de vibração

das vigas Euler-Bernoulli sobre fundação elástica biapoiada, fixa-apoiada, fixa-fixa e fixa-

livre, conforme Figuras 15 - 18. Podemos observar que, para o valor da constante kf da

fundação elástica considerado, os modos de vibração mantém o compotamento das vigas,

levando em consideração cada condição de contorno, sem fundação elástica, isto é, para

kf = 0.

Os modos foram normalizados usando a constante de normalização obtida em eq.

(4.13), para condições de contorno clássicas,

γi =

∫ L

0

ρAW 2
i (x)dx, i = 1, 2, .... (6.7)



50

Figura 15 – Modos de vibração normalizados das vigas Euler-Bernoulli sobre fundação elástica e com
condições de contorno clássicas. (a) Primeiros modos de vibração, (b) segundos modos de vibração.

(a) (b)

Fonte: Autora.

Figura 16 – Modos de vibração normalizados das vigas Euler-Bernoulli sobre fundação elástica e com
condições de contorno clássicas. (a) Terceiros modos de vibração, (b) quartos modos de vibração.

(a) (b)

Fonte: Autora.
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Figura 17 – Modos de vibração normalizados das vigas Euler-Bernoulli sobre fundação elástica e com
condições de contorno clássicas. (a) Quintos modos de vibração, (b) sextos modos de vibração.

(a) (b)

Fonte: Autora.

Figura 18 – Modos de vibração normalizados das vigas Euler-Bernoulli sobre fundação elástica e com
condições de contorno clássicas. (a) Sétimos modos de vibração, (b) oitavos modos de vibração.

(a) (b)

Fonte: Autora.



52

6.2 VIGA EULER-BERNOULLI SOBRE FUNDAÇÃO ELÁSTICA E COM CONDIÇÕES

DE CONTORNO NÃO-CLÁSSICAS

Nesta seção, consideramos uma viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica fixa

na extremidade x = 0 e com dispositivos de massa M e de mola K anexados na ex-

tremidade x = L, de acordo com os parâmetros informados na Tabela 1. A equação

característica, neste caso, é dada por

det

[
EIh

′′
(L) EIh

′′′
(L)

EIh
′′′
(L)− λ2Mh(L)−Kh(L) EIh(iv)(L)− λ2Mh

′
(L)−Kh

′
(L)

]
= 0, (6.8)

onde EI é a rigidez de flexão, λ = iω e h(x) é a solução fundamental espacial da viga
Euler-Bernoulli sobre fundação elástica, eq. (6.5).

São apresentados, a seguir, os casos: viga fixa em x = 0 e com dispositivo de

massa anexado em x = L, viga fixa em x = 0 e com dispositivo de mola anexado em

x = L e viga fixa em x = 0 e com dispositivos de massa e de mola anexados em x = L.

Os valores da massa M e da mola K, variam em função do valor da constante de massa

por unidade de comprimento da viga, m = ρA, e da constante de fundação elástica, kf ,

respectivamente. Em todas as figuras dos modos de vibração, graficamos os modos de

uma viga fixa-livre para efeitos de comparação com a viga fixa em x = 0 e com dispositivos

de massa e/ou mola anexados em x = L.

6.2.1 Frequências naturais e modos de vibração da viga Euler-Bernoulli sobre fun-

dação elástica fixa em x = 0 e com dispositivo de massa M anexado na outra

extremidade

Inicialmente, fixamos o valor K = 0. Para M , usamos m = ρA e variamos o valor

multiplicando-o por algumas potências de dez. As frequências naturais ωi, i = 1, ..., 8,

obtidas resolvendo a eq. (6.8), para K = 0, encontram-se na Tabela 3.

Tabela 3 – Frequências naturais, em rad/s, da viga Euler-Bernoulli fixa em x = 0 e com dispositivo de massa
M anexado na outra extremidade

ωi M = 10−2m M = 10−1m M = m M = 10m M = 102m

ω1 143, 66991 140, 83993 108, 03996 44, 89852 14, 69688

ω2 145, 28401 144, 79303 144, 62422 144, 60678 144, 60504

ω3 155, 92166 154, 74779 152, 53659 152, 03505 151, 98136

ω4 186, 41436 184, 82408 179, 39779 176, 96791 176, 66338

ω5 243, 32375 241, 19388 232, 63219 227, 58520 226, 87678

ω6 326, 66153 323, 80299 312, 15875 304, 96431 303, 92258

ω7 434, 21433 430, 45060 415, 71988 407, 00617 405, 75883

ω8 564, 14072 559, 31599 541, 51792 531, 73723 530, 37220

Fonte: Autora.
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Para cada uma das frequências ωi, i = 1, ..., 8, apresentadas na Tabela 3, está

associado um modo de vibração Wi(x). Esses modos de vibração foram normalizados

usando a constante de normalização para condições de contorno não-clássicas, obtida em

eq. (4.34),

γi =

∫ L

0

ρAW 2
i (x)dx+MW 2

i (L), i = 1, 2, 3, ... , (6.9)

e são ilustrados nas Figuras 19 - 22.

Figura 19 – Modos de vibração normalizados da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica fixa em x = 0
e com dispositivo de massa M anexado na outra extremidade. (a) Primeiros modos de vibração, (b)

segundos modos de vibração.

(a) (b)

Fonte: Autora.

Figura 20 – Modos de vibração normalizados da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica fixa em x = 0
e com dispositivo de massa M anexado na outra extremidade. (a) Terceiros modos de vibração, (b) quartos

modos de vibração.

(a) (b)

Fonte: Autora.
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Figura 21 – Modos de vibração normalizados da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica fixa em x = 0
e com dispositivo de massa M anexado na outra extremidade. (a) Quintos modos de vibração, (b) sextos

modos de vibração.

(a) (b)

Fonte: Autora.

Figura 22 – Modos de vibração normalizados da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica fixa em x = 0
e com dispositivo de massa M anexado na outra extremidade. (a) Sétimos modos de vibração, (b) oitavos

modos de vibração.

(a) (b)

Fonte: Autora.
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6.2.2 Frequências naturais e modos de vibração da viga Euler-Bernoulli sobre fun-

dação elástica fixa em x = 0 e com dispositivo de mola K anexado na outra

extremidade

Neste caso, fixamos o valor M = 0 e variamos o valor de K igualando-o a um múl-

tiplo do valor da constante de fundação elástica, isto é, K = αkf . Resolvendo a equação

característica (6.8), para M = 0, encontramos as oito primeiras frequências naturais ωi,

i = 1, ..., 8, apresentadas na Tabela 4.

Para cada uma das frequências, está associado um modo de vibração normalizado

Wi(x). Nas Figuras 23 - 26 ilustramos esses modos.

Tabela 4 – Frequências naturais, em rad/s, da viga Euler-Bernoulli fixa em x = 0 e com dispositivo de mola
K anexado na outra extremidade

ωi K = 10−2kf K = 10−1kf K = kf K = 10kf K = 102kf
ω1 143, 66953 140, 66680 37, 00047 144, 60680 144, 60504
ω2 145, 28672 144, 79542 144, 62444 152, 04204 151, 98206
ω3 155, 94642 154, 89186 152, 60129 177, 13749 176, 68094
ω4 186, 49648 185, 47663 180, 47687 228, 68752 226, 99738
ω5 243, 49707 242, 68099 236, 97536 308, 44997 304, 33431
ω6 326, 95024 326, 33162 321, 26774 414, 48408 406, 73658
ω7 434, 63808 434, 16874 430, 01823 544, 54269 532, 27275
ω8 564, 71841 564, 35549 561, 00856 696, 90286 679, 72838

Fonte: Autora.

Figura 23 – Modos de vibração normalizados da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica fixa em x = 0
e com dispositivo de mola K anexado na outra extremidade. (a) Primeiros modos de vibração, (b) segundos

modos de vibração.

(a) (b)

Fonte: Autora.
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Figura 24 – Modos de vibração normalizados da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica fixa em x = 0
e com dispositivo de mola K anexado na outra extremidade. (a) Terceiros modos de vibração, (b) quartos

modos de vibração.

(a) (b)

Fonte: Autora.

Figura 25 – Modos de vibração normalizados da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica fixa em x = 0
e com dispositivo de mola K anexado na outra extremidade. (a) Quintos modos de vibração, (b) sextos

modos de vibração.

(a) (b)

Fonte: Autora.
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Figura 26 – Modos de vibração normalizados da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica fixa em x = 0
e com dispositivo de mola K anexado na outra extremidade. (a) Sétimos modos de vibração, (b) oitavos

modos de vibração.

(a) (b)

Fonte: Autora.

6.2.3 Frequências naturais e modos de vibração da viga Euler-Bernoulli sobre fun-

dação elástica fixa em x = 0 e com dispositivos de massa M e de mola K

anexados na outra extremidade

Agora, fixamos o valor M = m = ρA e variamos o valor de K como um múltiplo da

constante de fundação elástica, kf , por algumas potências de dez. Resolvendo a equação

característica (6.8), encontramos as oito primeiras frequências naturais ωi, i = 1, ..., 8,

apresentadas na Tabela 5.

Para cada frequência ωi está associado um modo de vibração Wi(x). Os modos

correspondentes às frequências naturais, informadas na Tabela 5, foram normalizados uti-

lizando a eq. (4.34) e estão ilustrados nas Figuras 27 - 30.

Tabela 5 – Frequências naturais, em rad/s, da viga Euler-Bernoulli fixa em x = 0 e com dispositivos de
massa M = m e de mola K anexados na outra extremidade

ωi K = 10−2kf K = 10−1kf K = kf K = 10kf K = 102kf
ω1 107, 55314 103, 03671 24, 66078 144, 60662 144, 60504
ω2 144, 62403 144, 62248 144, 61458 152, 03537 151, 98199
ω3 152, 53202 152, 49392 152, 28229 177, 07215 176, 68017
ω4 179, 38404 179, 26584 178, 46374 228, 32949 226, 99250
ω5 232, 61682 232, 48175 231, 39638 307, 14906 304, 31182
ω6 312, 14685 312, 04117 311, 10678 411, 09680 406, 65552
ω7 415, 71164 415, 63806 414, 95376 537, 72468 532, 03423
ω8 541, 51233 541, 46226 540, 98363 685, 51070 679, 13577

Fonte: Autora.
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Figura 27 – Modos de vibração normalizados da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica fixa em x = 0
e com dispositivos de massa M e mola K anexados na outra extremidade. (a) Primeiros modos de

vibração, (b) segundos modos de vibração.

(a) (b)

Fonte: Autora.

Figura 28 – Modos de vibração normalizados da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica fixa em x = 0
e com dispositivos de massa M e de mola K anexados na outra extremidade. (a) Terceiros modos de

vibração, (b) quartos modos de vibração.

(a) (b)

Fonte: Autora.
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Figura 29 – Modos de vibração normalizados da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica fixa em x = 0
e com dispositivos de massa M e de mola K anexados na outra extremidade. (a) Quintos modos de

vibração, (b) sextos modos de vibração.

(a) (b)

Fonte: Autora.

Figura 30 – Modos de vibração normalizados da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica fixa em x = 0
e com dispositivos de massa M e de mola K anexados na outra extremidade. (a) Sétimos modos de

vibração, (b) oitavos modos de vibração.

(a) (b)

Fonte: Autora.
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6.3 VIGA EULER-BERNOULLI SOBRE FUNDAÇÃO ELÁSTICA SOB FORÇA EXTERNA

Nesta seção, consideramos uma viga Euler-Bernoulli uniforme sobre fundação elás-

tica com força transversal distribuída, cujo movimento transversal se dá pela equação

EI
∂4

∂x4
w(t, x) + ρA

∂2

∂t2
w0(t, x) + kfw(t, x) = f(t, x), (6.10)

para a qual consideramos uma força externa do tipo

f(t, x) = cosω0t δ(x− x0), (6.11)

onde δ representa a função delta de Dirac, de modo que a força externa é aplicada em um

ponto x0 ao longo da viga (ABU-HILAL, 2003).

Para calcular a vibração forçada de cada viga, consideramos os modos de vibração

e as frequências naturais apresentados na seção anterior. Além disso, consideramos os

casos da viga com condições de contorno clássicas e não-clássicas.

6.3.1 Vibração forçada da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica com condi-

ções de contorno clássicas

Consideramos as vigas Euler-Bernoulli sobre fundação elástica com os valores dos

parâmetros informados na Tabela 1 e com as seguintes combinações de condições de

contorno: biapoiada, fixa-apoiada, fixa-fixa e fixa-livre, cujos modos de vibração, Figuras

15 - 18, e as frequências naturais, Tabela 2, encontrados na seção anterior, e aplicamos a

força externa f(t, x) = cosω0t δ(x − x0), dada pela eq. (6.11), na qual fixamos ω0 = 250

rad/s e o ponto em que a força externa é aplicada x0 = 16 m.

A resposta para a vibração forçada de uma viga Euler-Bernoulli sobre fundação

elástica, com condições inicias nulas e com condições de contorno clássicas, como apre-

sentamos no capítulo anterior, eq. (5.58) é dada por

w(t, x) =

∫ L

0

∫ t

0

h(t− τ, x, ξ)f(τ, ξ)dτdξ, (6.12)

onde h(t, xi, ξ) é a solução fundamental obtida em eq. (5.59),

h(t, x, ξ) =
∞∑
i=1

1

γi
hi(t)Wi(x)Wi(ξ). (6.13)

Assim, fixando t = 1 s, as respostas forçadas de cada uma das vigas são ilustradas



61

nas Figuras 31 - 32.

Figura 31 – Resposta forçada das vigas Euler-Bernoulli sobre fundação elástica com condições de contorno
clássicas no tempo t = 1s. (a) Viga biapoiada, (b) viga fixa-apoiada.

(a) (b)

Fonte: Autora.

Figura 32 – Resposta forçada das vigas Euler-Bernoulli sobre fundação elástica com condições de contorno
clássicas no tempo t = 1s. (a) Viga fixa-fixa, (b) viga fixa-livre.

(a) (b)

Fonte: Autora.

No intervalo de tempo 0s ≤ t ≤ 20s, as respostas forçadas são ilustradas nas

Figuras 33 - 34.
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Figura 33 – Resposta forçada das vigas Euler-Bernoulli sobre fundação elástica com condições de contorno
clássicas com 0s ≤ t ≤ 20s. (a) Viga biapoiada, (b) viga fixa-apoiada.

(a) (b)

Fonte: Autora.

Figura 34 – Resposta forçada das vigas Euler-Bernoulli sobre fundação elástica com condições de contorno
clássicas com 0s ≤ t ≤ 20s. (a) Viga fixa-fixa, (b) viga fixa-livre.

(a) (b)

Fonte: Autora.
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6.3.2 Vibração forçada da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica com condi-

ções de contorno não-clássicas

Nesta subseção, consideramos uma viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica

com os valores numéricos dos parâmetros informados na Tabela 1, cuja extremidade x = 0

é fixa e a extremidade x = L possui dispositivos de massa M e de mola K anexados.

Usamos as frequências naturais e os modos de vibração informados na seção anterior e

adicionamos uma força externa, dada por f(t, x) = cosω0t δ(x− x0) (ABU-HILAL, 2003).

Inicialmente, consideramos anexado à extremidade x = L um dispositivo de massa

M variando o valor em função da constante de massa por unidade de comprimento da

viga, m = ρA. As frequâncias naturais e modos normais dessa viga são dados em Tabela

3 e Figuras 19 - 22. A resposta forçada é dada por

w(t, x) =

∫ t

0

∫ L

0

h(t− τ, x, ξ)f(τ, ξ)dξdτ, (6.14)

onde

h(t− τ, x, ξ) =
∞∑
i=1

1

γi
hi(t− τ)Wi(x)Wi(ξ). (6.15)

Também consideramos um dispositivo de mola K, variando em função da constante

da fundação elástica kf , anexado na extremidade x = L cujas frequências naturais e

modos normais são dados em Tabela 4 e Figuras 23 - 26. Logo em seguida, consideramos

um dispositivo de massa M e um de mola K anexados na extremidade x = L, com

as frequências naturais informadas na Tabela 5 e os modos normais são ilustrados nas

Figuras 27 - 30.

6.3.2.1 Viga com dispositivo de massa M anexado em x = L

Consideramos uma viga Euler-Bernoulli sobre uma fundação elástica fixa na extre-

midade x = 0, com um dispositivo de massa anexado em x = L e com uma força externa,

f(t, x), dada pela eq. (6.11), com frequência de entrada ω0 = 250 rad/s e o ponto em que

a força externa é aplicada, x0 = 16 m. Fixamos o tempo t = 1s e as respostas forçadas

para diferentes valores de M são ilustradas nas Figuras 35 - 36.
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Figura 35 – Resposta forçada da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica fixa em x = 0 e com
dispositivos de massa M em x = L no tempo t = 1s. (a) M = 10−2m, (b) M = 10−1m.

(a) (b)

Fonte: Autora.

Figura 36 – Resposta forçada da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica fixa em x = 0 e com
dispositivos de massa M em x = L no tempo t = 1s. (a) M = ρA, (b) M = 10m.

(a) (b)

Fonte: Autora.

Além disso, para 0s ≤ t ≤ 20s a resposta forçada é ilustrada nas Figuras 37 - 38.
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Figura 37 – Resposta forçada da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica fixa em x = 0 e com
dispositivo de massa M anexado em x = L com 0s ≤ t ≤ 20s. (a) M = 10−2m, (b) M = 10−1m.

(a) (b)

Fonte: Autora.

Figura 38 – Resposta forçada da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica fixa em x = 0 e com
dispositivo de massa M anexado em x = L com 0s ≤ t ≤ 20s. (a) M = ρA, (b) M = 10m.

(a) (b)

Fonte: Autora.
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6.3.2.2 Viga com dispositivo de mola K anexado em x = L

Agora consideramos uma viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica fixa na ex-

tremidade x = 0 e com um dispositivo de mola K anexado em x = L. Utilizando os valores

informados na Tabela 1, a força externa f(t, x) dada na eq. (6.11) e K variando em função

do módulo de fundação elástica kf , a resposta forçada, no tempo t = 1s, é ilustrada nas

Figuras 39 - 40.

Figura 39 – Resposta forçada da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica fixa em x = 0 e com
dispositivo de mola K em x = L no tempo t = 1s. (a) K = 10−2kf , (b) K = 10−1kf .

(a) (b)

Fonte: Autora.

Figura 40 – Resposta forçada da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica fixa em x = 0 e com
dispositivo de mola K em x = L no tempo t = 1s. (a) K = kf , (b) K = 10kf .

(a) (b)

Fonte: Autora.
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Para 0s ≤ t ≤ 20s, as respostas forçadas são ilustradas nas Figuras 41 - 42.

Figura 41 – Resposta forçada da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica fixa em x = 0 e com
dispositivo de mola K anexado em x = L com 0s ≤ t ≤ 20s. (a) K = 10−2kf , (b) K = 10−1kf .

(a) (b)

Fonte: Autora.

Figura 42 – Resposta forçada da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica fixa em x = 0 e com
dispositivo de mola K anexado em x = L com 0s ≤ t ≤ 20s. (a) K = kf , (b) K = 10kf

. (a) (b)

Fonte: Autora.
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6.3.2.3 Viga com dispositivos de massa M e mola K anexados em x = L

Agora, consideramos uma viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica, cujos valo-

res dos parâmetros encontram-se na Tabela 1, fixa na extremidade x = 0 e com dispositi-

vos de massa M e de mola K anexados na outra extremidade, x = L. A resposta forçada

desta viga é dada por eq. (6.14), com a força externa f(t, x) dada na eq. (6.11).

Fixamos o tempo t = 10s, a massa M = m = ρA e variamos o valor de K em

função de kf . A resposta forçada é ilustrada nas Figuras 43 - 44.

Figura 43 – Resposta forçada da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica fixa em x = 0, com massa M
e mola K anexados em x = L, para t = 10s. (a) MρA e K = 10−2kf , (b) M = ρA e K = 10−1kf .

(a) (b)

Fonte: Autora.

Figura 44 – Resposta forçada da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica fixa em x = 0, com massa M
e mola K anexados em x = L, para t = 10s. (a) M = ρA e K = kf , (b) M = ρA e K = 10kf .

(a) (b)

Fonte: Autora.
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Para 0s ≤ t ≤ 20s, as respostas forçadas são ilustradas nas Figuras 45 - 46.

Figura 45 – Resposta forçada da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica fixa em x = 0, com massa M
e mola K anexados em x = L, para 0s ≤ t ≤ 20s. (a) M = ρA e K = 10−2kf , (b) M = ρA e K = 10−1kf .

(a) (b)

Fonte: Autora.

Figura 46 – Resposta forçada da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica fixa em x = 0, com massa M
e mola K anexados em x = L, para 0s ≤ t ≤ 20s. (a) M = ρA e K = kf , (b) M = ρA e K = 10kf .

. (a) (b)

Fonte: Autora.
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Figura 47 – Vibração transversal livre da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica fixa-livre com
condições iniciais não-nulas no tempo 0s ≤ t ≤ 20s.

Fonte: Autora.

6.4 VIGA EULER-BERNOULLI SOBRE FUNDAÇÃO ELÁSTICA COM CONDIÇÕES INI-

CIAIS NÃO-NULAS

Nesta seção, consideramos uma viga Euler-Bernoulli com os valores dos parâme-

tros conforme a Tabela 1, cujas extremidades são fixa em x = 0 e livre em x = L, para as

seguintes condições iniciais:

w(0, x) = w0 = αx2(L− x)4 e ẇ(0, x) = ẇ0 = 0, (6.16)

onde α é uma constante. A resposta livre é dada pelo primeiro termo da eq. (5.37), ou

seja, pela equação

w(t, x) =

∫ L

0

[
ḣ(t, x, ξ)ρAw0(ξ) + h(t, x, ξ)ρAẇ0(ξ)

]
dξ, (6.17)

onde

h(t, x, ξ) =
∞∑
i=1

1

ωiγi
Wi(x)Wi(ξ) sinωit. (6.18)

Dessa forma, estabelecendo um intervalo de tempo 0 ≤ t ≤ 20 segundos, a res-

posta livre da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica é ilustrada pela Figura 47.

Fixamos um valor para x, ou seja, escolhemos um ponto ao longo da viga e cons-

truímos a representação gráfica no intervalo de tempo 0 ≤ t ≤ 1 segundo. Dessa forma,

para x = L
2
= 9m a vibração transversal é ilustrada pela Figura 48.

Fixando t = 10s, a vibração transversal livre da viga Euler-Bernoulli fixa-livre com

condições iniciais não-nulas se ilustra na Figura 49.
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Figura 48 – Vibração transversal livre da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica fixa-livre com
condições iniciais não-nulas no ponto x = 9m e no tempo 0s ≤ t ≤ 1s.

Fonte: Autora.

Figura 49 – Vibração transversal livre da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica fixa-livre com
condições iniciais não-nulas no tempo 10s.

Fonte: Autora.

6.5 VIGA EULER-BERNOULLI SOBRE FUNDAÇÃO ELÁSTICA SOB FORÇA EXTERNA

E COM CONDIÇÕES INICIAIS NÃO-NULAS

Consideramos, agora, uma viga Euler-Bernoulli com os valores dos parâmetros in-

dicados na Tabela 1, fixa na extremidade x = 0 e livre na extremidade x = L. Essa

viga satisfaz as condições iniciais dadas na eq. (6.16) e está sob efeito da força externa

f(t, x) = cosω0t δ(x− x0), eq. (6.11), com ω0 = 250 rad/s e aplicada no ponto x0 = 16m.

Assim, o movimento transversal é dado pela equação

w(t, x) =

∫ L

0

[
ḣ(t, x, ξ)ρAw0(ξ) + h(t, x, ξ)ρAẇ0(ξ)

]
dξ +

∫ t

0

∫ L

0

h(t− τ, x, ξ)f(τ, ξ)dξdτ.

(6.19)
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Figura 50 – Vibração forçada da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica fixa-livre com condições
iniciais não-nulas no tempo 0s ≤ t ≤ 20s.

Fonte: Autora.

Figura 51 – Vibração forçada da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica fixa-livre com condições
iniciais não-nulas no ponto x0 = 16m e no tempo 0s ≤ t ≤ 1s.

Fonte: Autora.

A representação gráfica da resposta forçada no intervalo de tempo 0 ≤ t ≤ 20

segundos, está islustrada na Figura 50.

Fixando x0 = 16m, a representação gráfica no intervalo de tempo 0s ≤ t ≤ 1s

encontra-se na Figura 51.

Fixando, agora, t = 10s, o comportamento vibratório forçado, ao logo da viga, é

ilustrado pela Figura 52.

Atribuímos, agora, à força externa o valor

f(t, x) = cos 250t. (6.20)

Considerando os mesmos valores para os parâmetros da viga Euler-Bernoulli fixa-

livre, Tabela 1, a resposta forçada, no intervalo 0s ≤ t ≤ 20s, é ilustrada pela Figura 53.

Fixando x = 9m, essa viga sob a força externa dada pela eq. (6.20) tem o compor-
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Figura 52 – Vibração forçada da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica fixa-livre com condições
iniciais não-nulas no tempo t = 10s.

Fonte: Autora.

Figura 53 – Vibração forçada da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica fixa-livre com condições
iniciais não-nulas no tempo 0s ≤ t ≤ 20s.

Fonte: Autora.
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Figura 54 – Vibração forçada da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica fixa-livre com condições
iniciais não-nulas no ponto x = 9m e no tempo 0s ≤ t ≤ 1s.

Fonte: Autora.

Figura 55 – Vibração forçada da viga Euler-Bernoulli sobre fundação elástica fixa-livre com condições
iniciais não-nulas no tempo t = 10s.

Fonte: Autora.

tamento vibratório, no intervalo 0s ≤ t ≤ 1s, ilustrado pela Figura 54.

Para t = 10s, o comportamento vibratório dessa viga é ilustrado pela Figura 55.



7 CONCLUSÃO

Neste trabalho, apresentamos estudos sobre a viga Euler-Bernoulli sobre uma fun-

dação elástica com condições de contorno clássicas e não-clássicas. Através da análise

modal, escrevemos a solução da equação modal em termos da solução fundamental e ob-

tivemos, para determinadas condições de contorno, a equação característica para a viga,

a qual permite obter as frequências naturais e os modos de vibração. Foram obtidas as

respostas livre e forçada de vigas com condições de contorno clássicas, não-clássicas e

com condições iniciais não-nulas.

Para vigas com condições de contorno não-clássicas, foi necessário obtermos uma

condição de ortogonalidade entre os modos de vibração que envolve os dispositivos ane-

xados nos extremos da viga. A resposta forçada da viga é escrita em termos da solução

fundamental e do forçante. Realizamos simulações para determinar as frequências na-

turais, os modos e as respostas livre e forçada. As frequências foram comparadas para

diversos valores das constantes de massa e de rigidez anexadas no extremo da viga.

Quando consideramos o caso do dispositivo de mola igual a zero e fizemos variar a

constante de massa no extremo da viga, observamos que quanto maior a massa, menor o

valor das frequências, sendo que a maior diferença ocorre na primeira frequência.

Quando consideramos somente o dispositivo de mola, os valores das frequências

correspondentes, obtidas para os diversos valores da constante considerada, não se alte-

ram significativamente, com exceção quando consideramos o caso da constante da mola

no extremo ser igual a constante da fundação elástica.

Para o caso em que a massa anexada no extremo da viga foi considerada constante

e o dispositivo de mola foi variado, observamos um aumento nas frequências naturais

correspondentes a medida que a constante do dispositivo de mola aumenta, com exceção

para o caso em que a constante de mola no dispositivo for igual a constante da fundação

elástica.

Observamos que, para determinados valores dos dispositivos anexados no extremo

x = L da viga, o comporamento dos modos se assemelha ao de uma viga apoiada ou fixa

em x = L.

Para trabalhos futuros, poderemos considerar uma viga Euler-Bernoulli sobre funda-

ção elástica com dispositivo de amortecedor anexado a uma das extremidades, encontrar

a relação de biortogonalidade entre os modos de vibração e calcular a resposta forçada.

Também, poderemos considerar um sistema de viga dupla com acoplamento e fundação

elásticos.
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