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RESUMO

UM MODELO SIR COM DUAS CEPAS CIRCULANTES

AUTOR: Maiquel Juliano Rodrigues de Oliveira
Orientador: Luiz Alberto Diaz Rodrigues
Coorientadora: Diomar Cristina Mistro

Para compreender a evolucao de muitas doencas como a influenza e a COVID-19, por
exemplo, € necessario considerar a presenca de multiplas cepas do patégeno. Mo-
delos com multiplas cepas do agente causador da doenga podem ser usados para
identificar as cepas dominantes e assim desenhar estratégias de controle mais efi-
cientes. Neste trabalho, partindo do modelo SIR com dinamica vital, estudamos a
dindmica de uma doenca na qual ha duas cepas do patégeno. Como em um modelo
de Ecologia, as cepas competem por um recurso comum, neste caso, 0s suscetiveis.
Mostramos que, quando hd imunidade cruzada completa, a cepa que apresenta maior
nuamero reprodutivo basico serd a cepa dominante. A coexisténcia das duas cepas é
impossivel, neste caso. Em seguida, apresentamos um modelo que considera indire-
tamente a mutacao do patégeno. Uma fracdo dos infectados pela cepa 1 é transferida
para a classe dos infectados pela cepa 2. Concluimos que este mecanismo possibilita
a coexisténcia das duas cepas.

Palavras-chave: Epidemiologia. Modelo SIR endémico. Modelos SIR com duas ce-
pas.



ABSTRACT

A SIR MODEL WITH TWO CIRCULATING STRAINS

AUTHOR: Maiquel Juliano Rodrigues de Oliveira
ADVISOR: Luiz Alberto Diaz Rodrigues
CO-ADVISOR: Diomar Cristina Mistro

To understand the evolution of many diseases such as influenza and COVID-19, for
example, it is necessary to consider the presence of multiple strains of the pathogen.
Models with multiple strains of the disease-causing agent can be used to identify the
dominant strains and thus design more efficient control strategies. In this work, using
the SIR model with vital dynamics, we study the dynamics of a disease in which there
are two strains of the pathogen. As in ecological models, the strains compete for a
common resource, in this case, susceptibles. We show that when there is complete
cross-immunity, the strain with the highest basic reproductive number will be the do-
minant strain. The coexistence of the two strains is impossible in this case. We then
present a model that indirectly considers the mutation of the pathogen. A fraction of
the infected by strain 1 is transferred to the class of those infected by strain 2. We
conclude that this mechanism makes it possible for the two strains to coexist.

Keywords: Epidemiology. Endemic SIR model. Two-strain SIR model.
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1 INTRODUCAO

O surgimento de novas doencas infecciosas e o ressurgimento de outras tém
sido um dos principais problemas de saude publica e causa de mortalidade nos pai-
ses em desenvolvimento. Doengas como dengue, zika e chikungunya, transmitida
pelo Aedes aegypti, clera, febre amarela, influenza, SARS e, muito recentemente, a
COVID-19, sao exemplos de infec¢des que causaram grande mortalidade e tém sido
objeto de estudo de profissionais de diversas areas da ciéncia. De fato, as mudan-
cas climaticas, a degradacdo de ecossistemas, o aquecimento global e 0 aumento
das conexodes internacionais entre as pessoas fornecem um ambiente propicio para
o surgimento de novas doencas (BRAUER; CASTILLO-CHAVEZ, 2012; HETHCOTE,
2000).

A pandemia de COVID-19 mostrou a relevancia do estudo dos modelos mate-
maticos em Epidemiologia. A analise matematica desenvolvida pelo grupo do Imperial
College de Londres, liderado por Neil Ferguson, conseguiu mudar a politica de saude
adotada pelo Reino Unido que, no enfrentamento da pandemia, pretendia utilizar a
chamada “imunidade de rebanho”. A partir dos resultados desses estudos, que apon-
tavam para um colapso no sistema de saude, o Reino Unido decidiu implementar o
isolamento social dos cidadaos. Motivados pela experiéncia da pandemia, um grande
numero de pesquisadores em todo o mundo envolveu-se com modelos epidemioldgi-
cos. Atualmente, um grande numero de modelos tém sido criados e analisados. Além
disso, as sucessivas epidemias de influenza e a transformacéo da COVID-19 em do-
enca endémica, mostram a importancia do estudo da evolucao de multiplas cepas ou
variantes de um patoégeno.

Kermack e McKendrick criaram em seu artigo classico, de 1927, as bases dos
modelos matematicos em Epidemiologia. Apesar de mais complexos e sofisticados,
os modelos atuais utilizam suas ideias como ferramentas basicas na formulacéao de
modelos para as mais diversas doengas (BRITTON, 2003). Sao ferramentas impor-
tantes para a analise do espalhamento de doencas. Sao capazes de testar hipdteses
e estratégias que, de outra forma, seriam impossiveis de serem avaliadas. Através dos
modelos, que podem ser dos mais variados tipos, programas de vacinacao e planos
de controles de epidemias podem ser planejados, comparados e avaliados antes de
sua implementacao (KEELING; ROHANI, 2008; HETHCOTE, 2000).

Nesse trabalho, fazemos uma revisdo do modelo SIR com dindmica vital (Ca-
pitulo 2) e analisamos um modelo SIR com duas cepas de um patégeno causador de
uma infec¢do (Capitulo 3). Um modelo que inclui a mutagao do patégeno também é
estudado no Capitulo 4. Finalmente, nas Conclusdes, discutimos os resultados dos
modelos apresentados.



2 MODELO SIR

2.1 MODELO SIR COM DINAMICA VITAL

No modelo suscetivel-infectado-recuperado (conhecido como modelo SIR), a
propagacao de uma determinada doenga infecciosa € ocasionada por contato direto
entre uma pessoa infecciosa com outra suscetivel. Apds o periodo infeccioso, as
pessoas passam para a classe dos removidos, por adquirir alguma imunidade ou por
evoluirem a 6bito. Uma doenca exemplo desta situacéo € o sarampo, que possui uma
taxa de contagio muito grande, em que a infeccdo ocorre de um individuo infectado
para um suscetivel. No modelo SIR, a populagéo é dividida nas seguintes classes de
acordo com seu status em relacéo a doenca:

a) Suscetiveis (S), individuos que sdo saudaveis, mas podem contrair a doenca;

b) Infecciosos (l), individuos que contrairam a doenca e podem transmiti-la;

c) Removidos (R), individuos que deixam a classe dos infecciosos por adquirirem
imunidade.

O modelo SIR com dinamica vital € utilizado para grandes periodos de tempo,
tal como meses ou até anos. Para isso, utiliza-se como base o modelo anterior, em que
se tem a populacao separada por suscetiveis (S), infectados (l) e recuperados (R). Po-
rém agora, a classe de recuperados sera utilizada apenas para pessoas recuperadas
da doenca e que obtiveram imunidade. Além disso, considera-se a populacédo aberta
com um tamanho total N constante, se e somente se, sob presuncdes das taxas de
natalidade e mortalidade. Os recém-nascidos sao incluidos na classe dos suscetiveis,
isto €, ndo ha transmisséo vertical (de méae para filho).

Nesse sentido, o fluxograma da Figura 1 representa o modelo SIR com dina-
mica vital, em que as setas indicam o fluxo de entrada e saida de cada classe. Os
parametros bN, b, 5 e ~ s&o, respectivamente, a taxa de natalidade, taxa de mortali-
dade, taxa de infeccao e taxa de recuperacao.

Figura 1 — Fluxograma representando o modelo SIR com dinamica vital.

bN BSI 12

Suscetiveis [:> Infectados [:> Recuperados
|;‘J> () 1) R(t)
@bs @ bI @ bR

Fonte: Adaptado de Britton (2003), Keeling e Rohani (2008).
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As equacobes que descrevem a dinamica representada no fluxograma da Figura
1 sao:

(95 N ST s,
dr
I
Y gsr a1 b, (2.1)
dr
dR
L
Car i,

onde b, § e v sdo constantes positivas. O modelo fica completo com as seguintes
condices iniciais:

O numero de individuos que se tornam infecciosos por unidade de tempo é
denominado incidéncia da doencga. Neste modelo, consideramos a incidéncia propor-
cional ao produto de S e I, isto €, 5S1I, conhecida como lei de agdo das massas. Em
outras palavras, os encontros de suscetiveis e infecciosos sdo descritos pelo produto
das densidades das populacdes. Isto significa que estamos supondo que a populacéo
esta homogeneamente distribuida, de modo que todos os individuos tém a mesma
probabilidade de adquirir a infecgao.

Os individuos infectados se recuperam a uma taxa constante ~. Desse modo,
~I infecciosos deixam a classe I por unidade de tempo.

A taxa de nascimentos é igual a taxa de mortalidade. Assim, como nao ha
transmissao vertical, bN representa a taxa de nascimentos e bS, bl e bR descrevem a
taxa de mortalidade de suscetiveis, infectados e recuperados, respectivamente.

Considerando N(1) = S(7)+1(7)+R(7) o tamanho total da popula¢do, podemos

ver que

I
A5 AL AR N bs b — bR =0, (2.3)
dr dr dr

dN ~
Como e 0, segue que N, o tamanho total da populacao, é constante.

2.1.1 Adimensionalizacao do sistema

Para adimensionalizar o sistema (2.1), fazemos a seguinte mudanca de varia-
veis: s ; R
S:N, Z:N e T:N. (24)

Para adimensionalizar o tempo, usamos o tempo de permanéncia na classe I. Isto é,

t=(y+0br, (2.5)
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.1 : .
pois 5 € 0 tempo que um infectado mantém-se na classe 1.
Y

Substituindo as novas variaveis nas equacgdes do sistema (2.1), temos:

Li\[) — bN — BsNiN — bsN,
d _

(7+b)

N

Lt) — BsNiN — ~iN — biN,
d -

(v+b)

d(rN)

———— _ — ~iN —brN.
af -t

(’Y + b>
Fazendo as simplificagdes, obtemos

ds b _ﬂNsi_ bs
dt — v+b y+b ~y+b

Y

di _ BNsii(y+b)
dt — y+b  y+b

Y

dr i br

ﬁzwrb T+0b

N . A ,
Fazendo R, = BN ed= L chegamos ao sistema SIR endémico adimen-
_ . v+0b v+b
sionalizado
(ds ,
% = (5(1 — S) — R()SZ,
di .
i i(Rps — 1), (2.6)
d
\ d—zz (1—6)i — or.

Para completar a formulacdo matematica, devem-se estabelecer as condigdes
iniciais: s(0) = so > 0, i(0) =i, > 0 e r(0) = 0. Assim, a conservagao da popula¢do
resulta agora em:

s(t)+i(t) +r(t)=1. (2.7)

O modelo nao depende dos parametros N, 3, v e b separadamente, mas do

parametro adimensional R, = %, chamado numero reprodutivo basico. Sabe-se

que SN é a taxa na qual um infectado causa novas infec¢cdes nos suscetiveis. O

1 BN
. Deste modo,
(v +0) (v +0b)

tempo que um infeccioso permanece em sua classe é
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€ 0 numero médio de novas infeccbes causadas um por Unico infeccioso, em uma
populacdo totalmente suscetivel, durante o tempo que permanece com a infeccao
(BRITTON, 2003; EDELSTEIN-KESHET, 2005).

Para determinar se ir4 ocorrer uma epidemia, devemos impor que a taxa de
variacao dos infecciosos seja positiva em ¢t = 0. Isto €,

di
d—z = (ROSO — 1)ZU >0 se sy> RLO’

t=0
e (2.8)
di | :
% . = (R()So — 1)@0 <0 se s < Re-

Assim, se sy < Rio, i(t) sera decrescente para todo ¢, pois £ < ( para s > sj.
Neste caso, iy > i(t) e lim;, i(t) = 0. Assim, a epidemia n&o ocorre. Se, por outro
lado, so > RLO entdo i(t) cresce inicialmente e a epidemia acontecerd. Isto define uma
densidade minima de suscetiveis para que ocorra uma epidemia, conhecida como
limiar epidémico que, em termos dimensionais, pode ser escrito como

+0b
Sp> L2, (2.9)
g

Como a populagao é constante, podemos determinar r(t) fazendo r(t) = N —

s(t) —i(t) e assim, estudar o sistema mais simples com duas equagdes

d .
d—i =6(1 —s) — Rosi,
(2.10)
di .
i i(Ros — 1).
2.1.2 Solucoes de equilibrio e sua estabilidade
Para determinar as solu¢des de equilibrios do sistema (2.10), fazemos
ds .
e
LR (Ros — 1)i = 0. (2.12)
dt
De (2.11),
= =9 (2.13)
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e, de (2.12),

1
z‘:Oous:E. (2.14)

Fazendo i = 0 em (2.13), encontramos o equilibrio livre da doenga
(s1,41) = (1,0). (2.15)

Substituindo s = -+ em (2.13), chegamos ao equilibrio endémico

Ry
(s5,i2) = (%0,5(1—}%0)), (2.16)

que é biologicamente viavel para R, > 1.

2.1.3 Plano de fase

Para construir o plano de fase do sistema (2.10), partimos do esbo¢o das nulo-
clinas que sdo as curvas no plano (s,¢) onde % =0ou % = 0. A Figura 2 mostra as
curvas (2.11) e (2.12) correspondentes as s—nuléclinas (verde) e i—nuldclinas (azul),
respectivamente. Sobre as s—nuldclinas ndo ha variacao na diregcao de s e, portanto,
o fluxo passa verticalmente sobre elas. Por outro lado, sobre as i—nuldclinas, o fluxo
€ somente horizontal pois ndo ha variagdo na direcao i (ver Figura 2). No plano de
fase, os pontos de equilibrio correspondem as intersec¢des das s—nuldclinas com as
i—nuléclinas. O sentido das setas no plano de fase, sdo determinados pelo sinal da
derivada correspondente.

Figura 2 — Nuléclinas do sistema (2.10) com Ry = 5 e § = 0, 1. A curva verde corresponde a
s—nuldclina e a curva azul, a i—nuléclina.

1.0 |
08+
06F
041

0.2

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

Fonte: Autor (2023).
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O campo de direcdes do sistema (2.10) para R, > 1 pode ser visto na Figura 3.
Como as solugdes tangenciam as setas no plano de fase, a Figura 3 permite visualizar
como seréo as trajetdrias das solugdes para diferentes condigdes iniciais e inferir sobre
a estabilidade dos equilibrios.

Figura 3 — Campo de dire¢bes do sistema (2.10).

NGRS
SNy
~<\§\\\\\\\
A
S RGN
NN R NN
SN
‘\‘\\“\i\\‘\‘\\ AN
NN NN
Ak

0.6 0.8 1.0 1.2 14

Fonte: Autor (2023).

As solucdes do sistema, obtidas numericamente através do software Mathema-
tica 10, para diferentes valores das condi¢des iniciais estao plotadas na Figura 4.

Figura 4 — Trajetérias no Plano de fase do sistema 2.10) para Ry =5e 6 =0, 1.

i
0.5

0.4+
0.3F
0.2}

0.1F

Fonte: Autor (2023).

Para Ry < 1, o ponto de equilibrio endémico nao existe. Neste caso, a s—nuldclina
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nao intercepta o grafico da i—nuldclina no primeiro quadrante (Figura 5). O Unico ponto
de equilibrio, neste caso, € o equilibrio livre da doenca.

Figura 5 — Nuléclinas do sistema (2.10) para Ry = 0, 85.

0.8
06
04+

02+

0.2 ‘ 10.4‘ l 0.6 0.8 1.0 11.2
Fonte: Autor (2023).

As Figuras 6 e 7 ilustram, respectivamente, o campo de dire¢cbes e plano de
fase do sistema (2.10) para R, = 0,85. Fica evidente que o Unico ponto de equilibrio
agora é (1,0), para o qual, todas as solu¢des convergem.

Figura 6 — Campo de diregbes do sistema (2.10) para Ry = 0, 85.
1000 i\ i | -~

L} / 44 ’{//// ]
0.8+ h ¥
0.6
04f

0.2}

=icrrrrrerrrrererrrrerTrorod

-0.2+-

Fonte: Autor (2023).
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Figura 7 — Trajetérias no Plano de fase do sistema (2.10) para Ry = 0,85e 6 =0, 1.
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0.1
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0.4

0.0 0.2

0.6 0.8

Fonte: Autor (2023).

2.1.4 Analise de estabilidade

Vamos aproximar o retrato de fase do sistema nao-linear (2.10) proximo a uma
solugao de equilibrio, por um sistema linear.
O sistema (2.10) tem a forma geral

ds
dt

di
dt

f(s,9)

, (2.17)

9(s, 1)

em que f(s,i) e g(s,7) sao as fungbes que definem o sistema.
Consideremos u = s — s* e v = i — ¢* componentes de uma perturbagédo em
torno do equilibrio (s*,i*), que evoluem de acordo com o sistema linearizado

of
o 0s
U/ B @
Js
em que a matriz
Sy =

of

01

99

01
of
O0s

9
O0s

- ( “ ) , (2.18)
v
(5%,i%)
of
01
(2.19)
9
01/ (s%,i%)

€ a matriz jacobiana do sistema (2.17) calculada no equilibrio (s*,i*).
O equilibrio (s*,4*) é dito linearmente assintoticamente estavel quando os au-
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tovalores A, , de Ji,- ;- tiverem parte real negativa. Isto garante que as perturbagoes
irdo diminuir com tempo e assim, o equilibrio € estavel. De acordo com o Critério de
Routh-Hurwitz' (EDELSTEIN-KESHET, 2005; MURRAY, 2002), os dois autovalores
possuem parte real negativa quando

det J(s*,i*) > 0 e TTJ(S*J'*) < O (2.20)

Sendo assim, a matriz Jacobiana do sistema (2.10) é dada por:

sy = [0 Mt —Hos ) (2.21)
Roi R()S -1

Dessa forma, calculamos a estabilidade do equilibrio livre da doenga conside-
rando
-0 —Ry
Ji10) = : 2.22
o () ez
Com isso, os autovalores da matriz Jacobiana sao A\; = —0, A\, = Ry — 1. Se:

1. Ry < 1, o equilibrio livre da doenca é estavel, j& que os dois autovalores sao
negativos;

2. Ry > 1, 0 equilibrio é instavel.

Agora, calculando a Jacobiana no equilibrio endémico (2.16):

(1oL mek

J<327i2) _ 1 RO 1 RO
. - — 1
T R
_( e~} (2.23)
(Ro—1)8 0

Neste caso, ndo € necessério calcular os autovalores na matriz. Sendo as-
sim, consideramos trago (7r) e o determinante (det) da matriz para decidir sobre a
estabilidade desse equilibrio.

TrJ =—Ry <0edetJ = (Ry—1)0 >0, pois Ry > 1. Com isso se pode afirmar
que o equilibrio (s3,4%) é estavel quando R, > 1. Porém, ele pode ser um né ou foco
estavel. Para distinguir qual tipo de equilibrio, devemos decidir se o autovalor é real
ou complexo:

V72— 1A
ALQ:Ti ; 4 , (2.24)

'Para informagdes mais detalhadas sobre o critério de Routh-Hurwitz, consulte Edelstein-Keshet
(2005), Murray (2002), Strogatz (2000).
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A:detJ:)\l-/\g,
T=TrJ =X + Aa.

1. Se o discriminante 72—4A > 0, os dois autovalores sio reais e distintos negativos
e, com isso, o0 equilibrio € um no estavel;

2. Se o discriminante 72 — 4A < 0, os dois autovalores serdo complexos com parte
real negativa. Consequentemente, o equilibrio € um foco estavel.

Para ‘](53715)’
72 —4A = R30% — 4Ry6 + 49, (2.25)

€ uma fungao quadratica em Ry, cujas raizes sdo dadas por:

24+ vI—0
rg = . (2.26)

Portanto, analisamos os sinais do discriminante a partir do grafico da pardbola
(2.25), ilustrada na Figura 8 e, assim concluimos:

1. Quando 0 < Ry < 1 ou Ry > 19, 0 equilibrio (s3,4%5) € um nd estavel, pois o sinal
do discriminante é positivo;

2. Parar, < Ry < rq, 0 equilibrio (s3,45) € um foco estavel, pois o discriminante é
negativo.

Figura 8 — Parabola R36% — 4R + 46 confeccionada no software Geogebra.

“

Ry

Fonte: Autor (2023).
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2.1.5 Simulacao numérica

Encontramos as solug¢des de (2.10) numericamente, através do software Mathe-
matica 10. Fixamos § = 0, 0338 e variamos R, alterando a taxa de contato £.

Na primeira simulacdo, ilustrada na Figura 9, utilizamos R, = 2,5. Esta figura
mostra a variacdo com o tempo das populagdes de individuos suscetiveis, recupera-
dos e infectados, representados respectivamente, pelas cores azul, verde e laranja
(tracejado). Neste caso, o equilibrio endémico € um foco estavel que € aproximado
de maneira oscilatéria. Na Figura 10(a) mostramos o plano de fase correspondente
enquanto que, na Figura 10(b), o espaco de fase mostra também a populacdo de
removidos.

Figura 9 — Fracao de suscetiveis (azul), infecciosos (tracejado) e removidos (verde) ao longo do tempo
para d = 0,0338 € Ry = 2,5.
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Fonte: Autor (2023).
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Figura 10 — (a) Plano de fase (s, %) e (b) espago de fase (s,i,r), para d = 0,0338 € Ry = 2, 5.
(a) (b)

Fonte: Autor (2023).

Para Ry < 1, como era de se esperar, 0s infecciosos decaem a zero e a epide-
mia ndo acontece, como mostra a Figura 11, para R, = 0,9. O plano de fase (Figura
12(a)) bem como o espacgo de fase (Figura 12(b)) mostram todas as solugbes tendendo
ao equilibrio livre da doenca.



26

Figura 11 — Fragao de suscetiveis (azul), infecciosos (tracejado) e removidos (verde) ao longo do
tempo para § = 0,0338 € Ry = 0,9.
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Fonte: Autor (2023).

Figura 12 — (a) Plano de fase (s, i) e (b) espago de fase (s,i,7), parad = 0,0338 e Ry =0, 9.
(@) (b)

0.0 0.2

Fonte: Autor (2023).
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2.2 MODELO SIR COM DINAMICA VITAL E VACINACAO

Para incluirmos a vacinagdo no modelo SIR com dindmica vital, consideramos
que uma fracéo p (0 < p < 1) da populacao de suscetiveis passa diretamente para
a classe dos recuperados, como ilustrado no fluxograma da Figura 13. Quando se
fala em vacinagcdo, ndo se pode pensar que toda a populagdo de suscetiveis sera
imunizada e sim apenas uma fragdo dessa populacao.

Figura 13 — Fluxograma do modelo SIR com dindmica vital e vacinagao.

bNp

bN ﬂ BSI vl O
=

Suscetiveis |:> Infectados |:> Recuperados
S(t) I(t) R()
S s < o 3 bR

Fonte: Adaptado de (KEELING; ROHANI, 2008)

As equagbes que descrevem a dinamica ilustrada no fluxograma da Figura 13

sao:

( ds

—~ = bN(1 —p) — BSI — bS

= (1—p) -5

di

— = BST —~I — bl (2.27)
dr

AR bR+ N
\ dT

A populacao total também é constante, isto &, S(7) + I(7) + R(7) = N.

2.2.1 Adimensionalizacao do sistema
Sao utilizadas as mesmas variaveis adimensionais do modelo anterior:

S 1 R
S—N,Z—NGT—N y (228)
bem como a mesma escala de tempo t = (v + b)7.

O sistema adimensional obtido para o0 modelo SIR com dinamica vital e vacina-
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cao é
( ds ,
Ezé(l—p—s)—Rosz
O ifs 1) (2.29)
| S =il=8) = d(p—7),
N
em que Ry = 5 0

——ed=—.
oy +b v+b . o
Verifica-se que as expressdes de R, € § se mantiveram iguais ao modelo SIR

com dinamica vital sem vacinagao.
Para completar o modelo, estabelecem-se as condigdes iniciais:

s(0) =s9 >0, i(0) =i >0 e r(0)=0. (2.30)

Como hé conservagao da populagao, r(t) pode ser obtido de r(t) = 1—s(t)—i(¢).
Logo, podemos trabalhar com o sistema de duas equagdes para s e i

%z(S(l—p—s)—Rosi

4 (2.31)
? .

E = Z(Ros - ].)

Nao é dificil notar que, assim como no modelo anterior, o valor R, determina
guando uma epidemia ir4 ocorrer no modelo com vacinacgdo: quando Ry < 1, ndo ha
epidemia. Entretanto, quando R, > 1, a epidemia ir4 ocorrer.

2.2.2 Solucoes de equilibrio

A s—nuléclina é

. 0(l-p—3s)
= = 7 2.32
e (2:32)
enquanto as i—nuldclinas sao
;=0 ou s L (2.33)
1= = — .
Ry’

ilustradas na Figura 14.
As intersecgbes da s—nuléclina com as i—nuldclinas fornecem as solugdes de
equilibrio

(s1,01) = (1 —p,0) € (s,is) = (—,5 (1 —p— —)> . (2.34)
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O equilibrio livre da doenca agora apresenta uma fragcao 1—p de individuos suscetiveis

pois, uma fracdo p de individuos € imune. O equilibrio endémico é biologicamente
i 1

viavel parap <1— 4.

Figura 14 — Nuléclinas do modelo SIR com vacinagao.
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Fonte: Autor (2023).

2.2.3 Analise de estabilidade linear e plano de fase

A matriz jacobiana do sistema (2.31) é

J(s,i) = —0— i —Ros ) (2.35)
Roi RQS -1

que calculada no equilibrio livre da doenca, fornece

T(s1,01) = —6  —Ro(1—p)
PV N0 R(-p) 1)

Como a matriz é triangular superior, os autovalores sédo os elementos da diago-
nal principal: A\ = =6 <0 e Ay = Ry(1 —p) — 1 < 0. Assim, o equilibrio livre da doenca
é linearmente assintoticamente estavel se Ry(1 — p) < 1. Esta condi¢do fornece uma
estimativa da fracao da populacdo que deve ser vacinada para se extinguir a doenca
e evitar que a doenga permaneca endémica. Isto &,

p>1— Rio, (2.36)

€ a fragdo da populagédo que deve ser vacinada.
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A matriz jacobiana calculada no equilibrio endémico &

—5—305(1—p—i> -1

J(Sg,ig) = 1 )
Rod <1—p——) 0

para a qual, calculamos

TTJ:—cS—ROé(l—p——),

detJ:Rg(5<1—p——>.

Vemos que 7TrJ < 0 eo detJ > 0Oquando p < 1 — RAO. Isto é, a infeccao
permanecera endémica na populagdo quando a fragdo de individuos vacinados for
p<l1l-— RLO.

Uma conclusao relevante deste modelo com vacinacao € que nao € necessario
vacinar toda a populacao para se erradicar uma doenca infecciosa endémica. Basta
vacinar uma fracdo p > 1 — Rio. Uma tabela com valores de R, de varias doencas
infecciosas e as respectivas fragdes de suscetiveis que precisam ser vacinados para
erradicar a doenca, pode ser encontrada em Britton (2003). E importante observar

que, neste modelo, a vacina é considerada 100% eficiente.

2.2.4 Simulacao

Para as simulacées do modelo com vacinacao (2.29), foram utilizados os mes-
mos valores dos parametros da sec¢ao 2.1.5, § = 0, 0338 e diferentes valores R,, obti-
dos alterando a taxa de contato 5. Mais uma vez, as solugbes foram obtidas numeri-
camente através do software Mathematica 10.

Nesta primeira simulagao foi atribuido o valor de Ry = 2,5 e p = 0, 75, gerando
o grafico da Figura 15. Neste caso, o equilibrio endémico nao existe e o equilibrio livre
da doenga (1 — p,0) & estavel. Observamos que o limiar de vacinacao, neste caso,
é p* = 0,6. Isto é, é necessario vacinar mais do que 60% dos suscetiveis para se
erradicar a doenca.
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Figura 15 — Solucéo do sistema (2.29) para Ry = 2,5 e p = 0, 75: suscetiveis (azul), infecciosos
(laranja) e recuperados (verde).
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Fonte: Autor (2023).

No grafico da Figura 15, a cor azul representa os suscetiveis, a linha tracejada
os infectados e a linha na cor verde, os recuperados. O plano de fase e 0 espaco de
fase correspondentes estéo ilustrados na Figura 16 (a) e (b), respectivamente.

Comparando as graficos da Figura 9 com a Figura 15, constatamos uma grande
diferenca nos resultados. Na Figura 9, a populacédo tende ao equilibrio endémico
enquanto na Figura 15, o equilibrio livre da doenga é estavel e a infecgdo néo persiste
na populagao. Este efeito € um resultado da vacinacao.
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Figura 16 — Plano de fase do modelo (13) e espaco de fase do modelo (2.29) para Ry = 2,5 e p =0, 75.
(a) (b)

0.8}

0.6

0.4

0.2

Fonte: Autor (2023).

Considerando agora p = 0,2, isto €, com 20% dos suscetiveis vacinados, a
populacao tende ao equilibrio endémico (Figura 17). A doencga persiste na populacao
porque a fragdo de suscetiveis vacinados é muito baixa. A Figura 18 mostra o plano de
fase (Figura 18(a)) e o espaco de fase (Figura 18(b)) onde se pode observar também
a densidade dos recuperados. O equilibrio endémico, nesse caso, € um foco estavel.



Figura 17 — Solugao do sistema (2.29) para Ry = 2,5 € p = 0, 2: suscetiveis (azul), infecciosos (laranja)
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e recuperados (verde).
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Fonte: Autor (2023).

Figura 18 — Plano de fase do modelo (13) e espaco de fase do modelo (2.29) para Ry = 2,5ep=10,2
(a)

(b)

Fonte: Autor (2023).



3 MODELO SIR COM DUAS CEPAS

Neste capitulo analisamos um modelo epidemiolégico SIR com duas cepas cir-
culantes. O modelo considera imunidade cruzada completa: a infecgéo por uma cepa
confere imunidade permanente para ambas as cepas. As quatro classes diferentes
do modelo séo: suscetiveis a ambas as cepas, infecciosos com a cepa 1, infecciosos
com a cepa 2 e recuperados (KEELING; ROHANI, 2008; MARTCHEVA, 2015).

Os individuos suscetiveis tornam-se infecciosos pela cepa 1 com uma taxa de
transmissao [3; ou infecciosos pela cepa 2 com uma taxa de transmisséao (,. Os infec-
ciosos pela cepa 1 se recuperam a uma taxa v, e os infecciosos pela cepa 2 a uma
taxa v2. my € my sS40 as taxas de mortalidade da cepa 1 e da cepa 2, respectivamente.

Figura 19 — Fluxograma do modelo SIR com duas cepas.

(O

\ /@
B> 12

Fonte: Adaptado de (KEELING; ROHANI, 2008)

A Figura 19 ilustra os compartimentos do modelo e os fluxos entre eles. Ob-
servamos que no modelo ndo hd uma competicao direta entre as cepas I; e I,. Na
verdade, as cepas utilizam o0 mesmo recurso, o que caracteriza uma competi¢ao indi-
reta conhecida em Ecologia como competicao por exploracao (KOT, 2001).

As equagoes diferenciais para 0 modelo séo:

( dS
— =bN — 1S1; — B32S1, — bS
dr
d/
d—l =S5 — yily —myly — bl
4 (3.1)
drl.
—2 = B2 S1y — yoly — moly — bl
dr
dR
e Ml +y2ly — bR
\ dr

Como nos modelos estudados anteriormente, neste a populagdo também é

constante:
S(t)+ Li(1) + I(7) + R(T) = N. (3.2)
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Assim, podemos trabalhar somente com as trés primeiras equacodes do sistema
(3.1).

3.1 ADIMENSIONALIZACAO

Adimensionalizamos o sistema 3.1 definindo as variaveis adimensionais

S:N,ilzﬁeigzﬁ. (33)

Para o tempo escolhemos como escala de referéncia o tempo de permanéncia

na classe I, dado por ——.
Y1 + b+ mq

Assim, t = (y1 + b+ m, )7 sera o tempo adimensional. Substituindo estas varia-
veis adimensionais no sistema original 3.1, obtemos o sistema adimensional

( ds .= .
i d(1 —s) — Rsiy — Rsig
dq .
_dtl =i (Rs—1) ) (3.4)
dip, = =
\ E:ZQ(RS—O[)
b N — N b
emqueéz—,Rzﬁl—,R:BQ—ea:w_
7 +b+my m+b+m 7 +b+my 7 +b+m

3.2 SOLUCOES DE EQUILIBRIO

Determinamos as solucées de equilibrio do sistema 3.4 fazendo:

ds - 0

at (1= s) = Rsir = Rsiy * = Rir + Ris+ 6 (35
di , . 1
T;:0<:>21(RS—1):0<:>11=OOUS=}—% (3.6)
dis 0 iy(Bs—a)=0 < ip=00Us=— (3.7)
_ = — = 1o = S = — .
dt . ? R

Combinando de maneira adequada as expressdes obtidas acima, verificamos

que o modelo tem trés equilibrios: o equilibrio livre da doenga (1,0,0) no qual nem a

~ s 1 6(R—1
cepa 1 nem a cepa 2 estéo presentes, o equilibrio (—, % 0) no qual somente
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, v o 1 1
a cepa 1 esta presente e o equilibrio <§, 0,9 <— — §)> no qual somente a cepa 2
o

esta presente.

3.3 DETERMINANDO R, A PARTIR DO CRITERIO DE ESTABILIDADE DO EQUILI-
BRIO LIVRE DA DOENGA

A matriz Jacobiana do sistema 3.4 é dada por:

-0 — RZl — Elg —Rs —ES
J(s,i1,12) = Riy Rs —1 0 : (3.8)
Ris 0 Rs — «

Calculando no equilibrio (1,0,0), obtemos

J(1,0,0)=1 0 R-1 0 . (3.9)

Os autovalores s@do A\ = -0,y = R—1e X3 = R — a.

1. A\ <0

N
2. My=R—-1<0seR<1, BN <1;
Y+ b+ my

3. A3 < 0se R < a ou, equivalentemente,

BaN - Y2 4 b+ ma Ba N <1
M+b+mi i tb+m’ b+ me '
BN

Assim, definimos R =

N
1e R2= _ BN
Y2 +b+ mo _
Agora podemos escrever as solucdes de equilibrio do sistema (3.4) em funcéo

1 b
Lo B2 (1 , iibrio li ,
de R} e R§: (1,0,0) é o equilibrio livre da doenga <_R3’ _611\7(
b

na auséncia da cepa 2 e <§, 0, ﬁ_N(R(Q) — 1)) € o0 equilibrio na auséncia da cepa 1.
0 2

——————— como o numero reprodutivo basico da cepa
Y + b+ mq

como o numero reprodutivo basico da cepa 2.

Ry — 1), 0) é o equilibrio
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3.4 ESTABILIDADE DO EQUILIBRIO DE DOMINANCIA DA CEPA 1

O equilibrio de dominancia da cepa 1 € o equilibrio em que a cepa 1 esta

presente i; # 0, enquanto a cepa 2 ndo esta i, = 0.

Para determinar a estabilidade local do equilibrio de dominéncia da cepail, cal-

. . G 1 §(R—1
culamos a matriz Jacobiana 4.6 no equilibrio (—, g, O) :

SR — A
5(R—1)
0

Um

autovalor é \;

=v]fiav]

R
d(R-1) 1 — 1
—0—R- = -k -R-5
,O)— .5(R_1) 1 1
R 7 R 7 0
0 0 E%—a
—6—96R-1) -1 —=
= S(R—1) 0 0
0 0 %—a
R
—R -1 —=
R
=|dR-1) 0 0 . (3.10)

= (=6R—X)-(=\)- (}—; —a- )\) +5(R—1): (g —a- /\)

= (M +6RX+6(R—1)) (E—a—k> =0.

R

— «. Os outros dois autovalores sao as raizes da
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equacgdo quadratica \* + §RA + 6(R — 1) = 0, que s&o:

—0R + \/0?R? — 46(R — 1)
2
Para R > 1 (condi¢do para que i; seja positivo) temos /62R? — 45(R — 1) < dR. Isto
implica que A\s <0 e A3 < 0.
Para que o equilibrio de dominancia da cepa 1 seja estavel, é necessario que
todos os autovalores sejam negativos. Portanto, o critério de estabilidade depende de
ALl

Aoz =

R R
M<0se ——a<0ouR>—.
R Qo

Em termos dos numeros reprodutivos basicos R} e R2, o critério é dado por
R} > R2. Isto é, o equilibrio é estavel quando a cepa 1 tem um nimero reprodutivo
basico maior que o da cepa 2 e instavel caso contrario.

. B} o C A 1 1
De maneira analoga, o equilibrio de dominancia da cepa 2, (%, 0,9 (E - E))

serd estavel se R > R}.
Isto significa que, em um cenario de competicao por exclusdo, a cepa com o
maior numero reprodutivo basico supera a outra levando-a a extingao.

3.5 SIMULACOES

Nesta secao, ilustramos através de simulacdes os resultados discutidos nas
secdes anteriores. Em azul, representamos a classe dos sucetiveis, em vermelho, os
infectados pela cepa 1 e, em laranja, os infectados pela cepa 2. Os valores iniciais
escolhidos para cada classe séo s(0) = 0,998, i;(0) = 0,001 e i2(0) = 0,001. Na
Figura 20, plotamos as fragcées populacionais s,i; € i, em fungcdo do tempo. Para
R} > R?Z, verificamos que a cepa 1 permanece endémica na populagdo enquanto a
cepa 2 é extinta (Figura 20(a)). Por outro lado, para R} < R2, observamos que a cepa
2 domina, excluindo a cepa em aproximadamente quinze dias (Figura 20(b)).

Nos dois graficos da Figura 20, é possivel identificar que ndo ha coexisténcia
das duas cepas; a competicao pelo mesmo recurso limitado (suscetiveis) resulta na
extincdo de uma delas.

Os resultados apresentados na Figura 20, também pode ser visualizados no
espaco de fase (s, 1i1,12), ilustrado na Figura 21.
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Figura 20 — s, i, e i, em fungdo do tempo ¢ para § = 0,07, a = 0,6. (a) R} > RZ e (b) RZ > R}.
(a) N (b)

S,i1,i2

/\_ﬁ - /N

0 10 20 30 40 50 60 70 0 10 20 30 40 50 60 70

Fonte: Autor (2023).
Figura 21 — Solug&o do sistema (3.4) no espago de fase s, iy,i, com (a) R} > R2 e (b) R2 > R}.
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Fonte: Autor (2023).

Na Figura 21(a), a trajetdria converge para o equilibrio de dominancia da cepa
1, no plano (s,4;). Quando R% > R}, a trajetéria converge para o equilibrio no plano
(s,i2) de dominéncia da cepa 2.

A densidade inicial de infecciosos pode antecipar a ocorréncia de um pico epi-
démico das duas cepas. Quanto maior o numero de inicial de infecciosos, mais rapida-
mente ocorrera o pico epidémico. No entanto, o comportamento assintético do sistema
nao é alterado pelas condig¢des iniciais. A Figura 22 ilustra as solugdes obtidas para
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as condigdes iniciais: (a) s(0) = 0,89, i1(0) = 0,065 e i3(0) = 0,045 representadas
pelas curvas tracejada e, (b) s(0) = 0,9909, i;(0) = 0,001115 e i5(0) = 0,07985 curvas
continuas.

Figura 22 — Solugao do sistema (3.4) para diferentes condigdes iniciais: (a) s(0) = 0, 89, i1(0) = 0, 065

e i(0) = 0,045 representadas pelas curvas tracejada e, (b) s(0) = 0,9909, 4, (0) = 0,001115 e
i2(0) = 0,07985 curvas continuas.

S,i1,i2
1.0
0.8
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0.4

0.2 0

S S S S t
40 50 60 70

Fonte: Autor (2023).

Nas simulacdes das Figuras 20 e 22 é possivel identificar que, quando duas
cepas concorrentes fornecem protecdao completa uma a outra, isto é, a infec¢ao por
uma cepa confere imunidade completa a outra, a cepa com maior R, forcara a outra
cepa a extingao.

Apesar do R, estabelecer a dominancia de uma cepa sobre a outra a longo
prazo, a cepa com um ciclo de vida mais rapido pode ser favorecida no inicio da epi-
demia. Entdo, se duas cepas invadirem uma populagéo totalmente suscetivel (s ~ 1),
a cepa com maior taxa de crescimento inicial sera favorecida no curto prazo, inde-
pendentemente de ter maior ou menor R,. Isto é, no inicio da epidemia a cepa com
taxa de crescimento especifico maior predomina enquanto que a longo prazo, a cepa
dominante € a que possui maior Ry, como ja sabiamos.

No inicio de uma epidemia, s ~ 1 e a taxa de crescimento especifica da classe
i1 € R — 1. Além disso, a taxa de crescimento especifica de i, é aproximadamente
R — «. De fato, pelo sistema (3.4)

di
ﬁ = (Rs—1)i; ~ (R—1)i;, quando s ~ 1
dio — . —= .

v (Rs — )iz = (R — a)is, quando s ~ 1

Entao, se
R—-1>R-—« (3.11)
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a cepa 1 crescera mais rapidamente nos tempos iniciais. Esta condicao pode ser

reescrita em termos dimensionais, substituindo as expressoes de R e R:

Y+b+m NH+b+my oy +b+my’
que rearranjado, leva a

1N 1> Ba N _72—|—b+m2

BN — 1 —my > BoN — 7o — ma.
Em termos dos nimeros reprodutivos basicos, a condigcéo (3.11) fica
Ry—1>a(R;—1),

que pode ser satisfeita mesmo quando R? > R}.

(3.12)

(3.13)

A Figura 23 ilustra esse fendmeno. Duas cepas invadindo uma populagéao intei-
ramente suscetivel. Durante a fase epidémica inicial, a cepa 1, mais rapida, domina.
No entanto, em uma escala de tempo maior, a cepa 2 com maior R, sera a vencedora.
Na Figura 23 foram considerados R} = 2, R2 = 2,5, a = 0,6 e 6 = 0,07. Podemos
observar um pico inicial maior de infectados pela cepa 1 (curva em vermelho). Porém,
com o passar do tempo, a cepa 1 é extinta e a populacao de infectados pela cepa 2
persiste (curva em laranja). Fica evidente que a cepa com maior R,, ganha a longo
prazo, mas a cepa com maior taxa de crescimento domina e apresenta um surto inicial

que acomete mais individuos.

Figura 23 — Populacao de infectados pela cepa 1 (vermelho) e infectados pela cepa 2 (curva laranja)
para R3 > R}, a = 0,6 e 6 = 0,07. Para esses valores dos parametros, a condigéo (3.12) é satisfeita.

i1,i2
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Fonte: Autor (2023).



4 MODELO SIR DE DUAS CEPAS COM MUTACAO

Ha muitos exemplos de micro-organismos que coexistem na natureza. Os qua-
tro sorotipos da dengue circulam na populacdo ha muito tempo. A coexisténcia de
cepas de bactérias resistentes e sensiveis a antibiéticos tem sido objeto de muitos
estudos na atualidade. Isto ndo seria possivel pelo principio da exclusdo competitiva.
Assim, uma questdo de grande importancia nesse contexto sdo as causas e mecanis-
mos que promovem a coexisténcia de diferentes patégenos de uma mesma doenga
infecciosa (BRITTON, 2003; KEELING; ROHANI, 2008; MARTCHEVA, 2015).

Neste capitulo, vamos estudar um modelo que considera mutacdo do micro-
organismo causador da enfermidade, um mecanismo conhecido por promover a coe-
xisténcia de variantes de um mesmo patégeno (MARTCHEVA, 2015). Mutac6es séo
causadas por erros que ocorrem durante a replicacdo do DNA ou RNA. Alguns micro-
organismos possuem alta taxa de mutacao, o que lhes permite escapar da resposta
imune do hospedeiro e até mesmo de vacinas.

Vamos incluir a mutacdo no modelo SIR com duas cepas estudado no capitulo
anterior. A mutagéo é representada por um termo que transfere individuos infectados
com a cepa 1 para a cepa 2, com uma taxa de mutacao a.

Figura 24 — Fluxograma do modelo SIR com duas cepas com mutagéo.

I
F N

\ ﬂ/@
6 v

Fonte: Adaptado de (KEELING; ROHANI, 2008).

Utilizando a mesma notacao do sistema (3.1), o modelo SIR com mutacao é
dado por

ds
(S _yN — 8,51, — B,SI, — bS
dr
dr
d—Tl:BlSIl—(’h—i‘b—i‘Oé)]l, . (41)
dr.
L d_7'2 = [(oSly — (2 +b) s + aly

Observamos que, diferentemente do modelo (3.1), o modelo (4.1) ndo consi-
dera mortalidade pela doencga.



4.1 ADIMENSIONALIZACAO

Para adimensionalizar o sistema (4.1) fazemos

S T R {
S:N’ zlzﬁl e 22:N2 et=Mm+b+a)r

e substituimos no sistema (4.1):

d(N
( tS) = bN — BisNitN — BysNigN — bsN,
d -
(71 +b+ 04)
d(Ni
(Zﬁ — BiNsNiy — (11 4+ b+ a)Niy
<71 +b+ 04)
d(Nis)

7 = /BQNSNZQ_(’YQ+b)+aN21
d|l ———
<71 +b+ a)
que, rearranjando fornece

ds b ﬁlN . 52N . b

— = - St — Sty — ————,
dt ~ m+b+a y+b+ra ' m+bt+a L p+bta

diy . 51N ) (71+b+a).

— = — 57 11,
dt Y1+b+ « ! Y1 +b+ « !

dis o ﬁQN . (’YQ"‘b) . « .
— = ——Siy — 19 + 1.
dt 71—|—b+oz ’}/1+b—|—04 ’Y1+b+0&
Fazendo
so_ b p_ BN m_ BN
M+b+a’ T+b+a’ Y +b+a’
b
(2t .= o

= € e=——,
n+b+a 7+b+a

43

(4.2)
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obtemos 0 modelo adimensional para duas cepas com mutagao

(ds = D
% = (5(1 — S) — RSZI - RSZ27
di :
d_tl = (Rs—1)iy (4.4)
di = : -
\ d_t?: (Rs — k)iy + €iy.

4.2 DETERMINANDO R, A PARTIR DO CRITERIO DE ESTABILIDADE DO EQUILI-
BRIO LIVRE DA DOENGCA

Nao é dificil ver que (1,0,0) é um equilibrio do sistema (4.4). E o chamado
equilibrio livre da doenca.
A matriz Jacobiana do sistema (4.4) é

—0 — Riy — Riy, —Rs —Rs
J(S, ’il, 22) - Rll Rs—1 0 (45)
Eiz £ }_%S -k

que, calculada no equilibrio (1,0, 0), fornece

J(1,0,00=]10 R—1 0 |. (4.6)

Os autovalores dessa matriz sdo as raizes da equacéao caracteristica

—5—A R -R
0 R—-1-2)\ 0 =—(0+AN-(R-=1-X)-(R—k—)\) =0,
0 £ R—k—\

quesdo My = -6, s =R—1e\3=R— k.

Para que o ponto de equilibrio livre da doenca (1,0, 0) seja estavel é necessario
que os autovalores sejam negativos. Isto é, R < 1e R < k.

Em termos das variaveis dimensionais definidas em (4.3), as condicbes para
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que os autovalores sejam negativos sao equivalentes a

5N

<1l e
m+b+a

(4.7)
N b ) , N
B - Y2 + . isto &, B

<1
Mm+b+a +b+a Y2+ b

Definimos entao

B1N
Rl= = 4.8
0 71+b+0z7 (4.8)

como o numero reprodutivo basico da cepa 1 e,

Ba N
R = = 4.9

como o numero reprodutivo bésico da cepa 2.
Com isto, podemos escrever o sistema adimensional (4.4) em fungdo de R} e

RZ:

( d —
= 31— s) — Rlsiy — kR2sia,
dt
di :
d_zt1 = (Rps — )iy, (410)
di : -

\ d_; = k(R2s — 1)iy + ciy.

4.3 SOLUCOES DE EQUILIBRIO

Vamos calcular os equilibrios do modelo a partir do sistema (4.10).

d
Impondo d—j = 0, temos

0(1 — 5) — Risiy — kR2siy = 0,

que fornece B
)

S = = .

0 + Ryi1 + kRGis

(4.11)

De % =0, temos
dt
(Rgs — 1)i; = 0,
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de onde obtemos,
i1=0 ou s=—. (4.12)

di
De &2 _ 0, obtemos
dt

k(R3s — 1)iy + gip = 0. (4.13)
Parai; = 0 em (4.13) , temos

iy=0 0OU 5= (4.14)

E(Q).
Substituindo iy = 0 e i, = 0 em (4.11), obtemos o equilibrio livre da doenca

o 1
(1,0,0). Agora, substituindoi; =0 e s = em (4.11), obtemos

R}
1__ 0
RY 5+ kR2i,
de onde resulta B
2'2:%(1_}%). (4.15)

Determinamos assim, o equilibrio de dominancia da cepa 2

1 0 1
(R_ 0. 2 (1 _ R_)) (4.16)

Finalmente, determinamos o equilibrio de coexisténcia das duas cepas. Da
~ 1
equacao (4.13) com s = T escrevemos

0
, k (Ry— R\ .
11 = g ( OR(l] O) 19. (417)

Agora, substituindo i; obtido em (4.11), obtemos

1 )

— = 7 418
Ry 0+ E5(R§ — R3)is + kR3iy (4.18)
de onde
< E 1 p2 2\, _ Tpl
o+ 8(R0 Ry) + kRj ) ia = dRy. (4.19)
Apoés algumas contas, escrevemos
< o1
iy = — U — 1) (4.20)

k(e —1)R:+ R}
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Substituindo i, em (4.17), obtemos

. (RS —R3)(R{—1)
NS R DR R @.21)

Obtemos, entao, o equilibrio de coexisténcia das duas cepas

5 _ (L R -B)E 1) eb(Ry—1)
e <R3>’ Ri[(e—1)R3+ R}’ k[e—1) R+ R(l)]) ' (4.22)

Podemos ver na Figura 25 os efeitos dos parametros R} e R2 sobre o valor de
equilibrio dos infectados pelas cepas 1 e 2. Aumentos em R}, levam a um crescimento
na densidade de infectados por ambas as cepas Figura 25(a). Por outro lado, quando
R% aumenta, a densidade de infectados pela cepa 1 (curva azul) diminui enquanto a
densidade de infectados pela cepa 2 (curva vermelha) tem um leve aumento (Figura
25(b)).

Na Figura 26, vemos que aumentos na taxa de mutacao «, que provocam cres-
cimento de ¢, causam uma diminuicdo da densidade de equilibrio de infectados pela
cepa 1 e, por outro lado, um aumento nos infectados pela cepa 2.

E importante destacar que ndo ha um equilibrio de dominancia da cepa 1 no
modelo.

Figura 25 — Variagéo da densidade de infecciosos de equilibrio em fungéo de (a) R} e (b) RZ. Em
vermelho, os infectados pela cepa 2 enquanto em azul, os infectados pela cepa 1. Os parametros

foram fixados em § = 0,5; ¢ = 0,8; k = 2,3. Em (a) consideramos R? = 1, 1, enquanto em (b)
consideramos R} = 1,5.

P (a) . (b)

04
031

02+

ool v

Fonte: Autor (2023).
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Figura 26 — Variacdo da densidade de infecciosos de equilibrio em funcéo de . Em vermelho, os
infectados pela cepa 2 enquanto em azul, os infectados pela cepa 1. Os parametros foram fixados em
§=0,5,e=0,8k=23; R} =1,5; R2 =1, 1.

.
i1,i5
04 r

0.1

0.0 J L L L L L L L L L L L L L L L L L L L
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fonte: Autor (2023).

4.4 ESTABILIDADE DO EQUILIBRIO DE DOMINANCIA DA CEPA 2

Para determinarmos a estabilidade do equilibrio de dominéncia da cepa 2,

_ 1 0 1
P, == (1= = 4.2
1 (Ra’ " k( R%)) 29

utilizamos o sistema (4.10), cuja matriz jacobiana € dada por

[ —0 — Rbiy — kR2%iy, —Ris  —kR2s
J = Riy Rbs—1 0 : (4.24)
L I{ZR%ZQ 3 k(RgS - 1) |

A matriz jacobiana calculada no ponto P, é

— _ Rl -
R @
Jp, = 0 B o] (4.25)
R
| O(R2—1) £ 0 |




A equacao caracteristica correspondente é

—06R2 — )\ - —k
0 R(%
R _
0 - 1-Xx 0|~
R3
0(R:—1) 5 -

= Ry s Ry
=R =N) [0 1= M) (N +kS(RZ—1) (20 —1-X]) =0,
RO RO

que pode ser fatorada em

R} < 5
<Eg _1- /\) (G2 — A)(=\) + K3(R2 — 1)] = 0.
0
Isto &, .
%_ A=0 ou N —SRIA+KI(RZ—1) =0,
0
de onde obtemos Rl
M=—"2—-1
1 Rg
e
\ R+ \/ (OR2)" — 4kd(R3 — 1)
2,3 = ’

2
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(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

Observamos que )\, ;3 tém parte real negativa pois R? > 1 para que o equilibrio
P, seja biologicamente viavel. Assim, o equilibrio de dominancia da cepa 2 é estavel

quando \; < 0. Isto é, quando R} < R2.

Nao foi possivel determinar a estabilidade do ponto de equilibrio de coexisténcia
das duas cepas em virtude da complexidade das expressées. A matriz jacobiana

calculada em P, é

_ B B
—0R} -1 —k—2
0 R%
SR — RA(R: —1
Jp, = (R o) (R — 1) 0 0

(e—1)R2+ R}

e0R2(R, — 1) - R}
(e —1)R2+ R}

(4.31)



50

Para inferir sobre a regidao de estabilidade do ponto de coexisténcia, encontra-
mos as solugcées numericamente, para varios valores dos parametros fora das regiées
de estabilidade do ponto de equilibrio livre da doencga e do equilibrio de dominéncia da
cepa 2. Nossas simulagdes sugerem que o equilibrio de coexisténcia € estavel para
valores de R} e R? na regido amarela da Figura 27.

Figura 27 — Regides, no espago de pardmetros R}, RZ, nas quais o sistema apresenta diferentes
comportamentos. Com parametros na regiao azul, o equilibrio livre da doenca é estavel. O equilibrio

de dominancia da cepa 2 é estavel para parametros na regiao rosa enquanto o equilibrio de
coexisténcia é estavel presumivelmente na regido amarela.

cepa 2

coexisténcia

extincao

Fonte: Autor (2023).

45 SIMULACOES

Apresentamos algumas ilustracdes dos resultados analiticos obtidos nas se-
cbes anteriores, através da implementacdo numérica do modelo (4.10) no software
Mathematica 10.

A Figura (28) mostra a solu¢dao do modelo (4.10) para os parametros na regiao
amarela da Figura 27. Isto é, a doenca permanece endémica na populagdo com a coe-
xisténcia das duas cepas. Como condicao inicial, consideramos apenas uma pequena
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fracdo de individuos infectados com a cepa 1 enquanto a cepa 2 esta inicialmente
ausente.
Figura 28 — Solugéo do sistema (4.10) para § = 0,07, k = 0,6, e = 0,1, R} = 2,8 e R = 2,2. A curva

preta mostra os suscetiveis, a vermelha indica os infectados com a cepa 1 e a verde, os infectados
com a cepa 2.

CRINGS

0 20 40 60 80 100

Fonte: Autor (2023).

Verificamos que com parametros na regido amarela da Figura 27, ocorre a co-
existéncia das duas cepas mesmo que R? < 1, como ilustrado na Figura 29(a). Para
R% > R} (regido azul da Figura 27), ocorre a dominancia da cepa 2, como pode ser
visto na Figura 29(b).

Figura 29 — Populacao de infectados pela cepas 1 e 2 do modelo (4.10) para 6 = 0,07, k£ = 0, 6,

e=0,1:(@ Ry =1,5e R2=10,9¢, (b) R} =2,0 e R3 = 2,5. A curva vermelha indica os infectados
com a cepa 1 e a verde, os infectados com a cepa 2.
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Fonte: Autor (2023).



5 CONCLUSAO

Neste trabalho apresentamos algumas variagdes do modelo SIR com dindmica
vital. A partir do modelo SIR endémico de Kermack-McKendrick (1932) (MARTCHEVA,
2015; KEELING; ROHANI, 2008), estudamos o modelo com vacinagdo, um modelo
que considera a presencga de duas cepas do patdgeno e finalmente, um modelo com
duas cepas e mutagao. A abordagem dada a todos os modelos estudados foi a da ana-
lise qualitativa dos sistemas partindo da adimensionalizagdo dos modelos, processo
pouco utilizado nos modelos de Epidemiologia matematica.

Para haver persisténcia de uma doenca infecciosa em uma populacao, € preciso
que haja um fluxo de individuos para a classe dos suscetiveis. Isto pode ocorrer por
perda de imunidade ou pelo nascimento de individuos nesta classe, como foi aqui
considerado. Dessa forma, os modelos com dinamica vital sdo apropriados para o
estudo de infec¢des a longo prazo. Uma caracteristica dos modelos com dindmica
vital &€ a convergéncia para o equilibrio endémico de forma oscilatoria. Caracteristica
essa, observada em todos os modelos aqui estudados.

O modelo SIR endémico com vacinacao é de grande relevancia pois permite
calcular a fragdo da populacao que deve ser vacinada para que haja erradicacdo de
uma doenga.

A epidemia de COVID-19 e mesmo as epidemias de H1N1 tém mostrado a
importancia do estudo da dinamica de duas ou mais cepas de um patégeno causador
de uma infeccdo. Estudamos, no Capitulo 3, um modelo SIR com dinamica vital e duas
cepas do patdgeno de uma doenca infecciosa. O estudado pode ser comparado a um
modelo de competicdo por exploragdo em que as duas cepas do patégeno “exploram”
um “recurso” comum, os suscetiveis. Nessa “competicdo” vencera a cepa com maior
Ry. Isto é, a cepa com maior taxa de transmissao (maior ), com menor de mortalidade
(menor m) e, para a qual, os individuos permanecem mais tempo enfermos, isto é,
maior periodo infeccioso (menor 7). Nesse modelo, uma cepa sempre exclui a outra.
Vimos que pode ocorrer um predominio inicial da cepa mais fraca ainda que, a longo
prazo, esta cepa va a extincao. Isto ocorre porque, a despeito de um R, maior, a cepa
dominante pode ter uma taxa de crescimento menor no inicio da epidemia.

O modelo SIR endémico com duas cepas e mutagcao € um mecanismo que per-
mite a coexisténcia de duas cepas de um patégeno. Este modelo considera que o
patégeno sofre uma mutacao e transforma-se em outra cepa. Incluimos este fen6-
meno no modelo através de um fluxo de individuos infectados pela cepa 1 para a
classe dos individuos infectados pela cepa 2. Dessa forma, consideramos a mutacao
indiretamente no modelo, sem acrescentar a dindmica dos patégenos. Como resul-
tado, vemos que a cepa 2 mutante pode persistir na populagado a longo prazo, sem
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a presenca da cepa 1 original. Por outro lado, a cepa originaria 1, ndo é capaz de
persistir a longo prazo sem a cepa mutante. A coexisténcia das duas cepas € possi-
vel quando R} > R% e R} > 1. Isto é, quando o nimero reprodutivo basico da cepa
mutante for menor do que o da cepa original, porém, o numero reprodutivo basico da
cepa 2 pode ser menor que 1.

A pandemia de COVID-19 nos mostrou a importancia do estudo de modelos
epidemioldgicos com mutagdes a fim de conhecermos a dindmica e evolugdo das
doencas infecciosas. O presente trabalho permite muitos desdobramentos como o es-
tudo da dindmica de duas cepas que nao conferem imunidade cruzada, por exemplo.
Também podemos estudar o efeito da vacinacédo na presenca de duas ou mais cepas
circulantes.
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