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RESUMO

EMPREGO DE MODELOS EULERIANO NO ESTUDO DA

DISPERSÃO DE CONTAMINANTES NA CAMADA LIMITE

PLANETÁRIA

AUTOR: Cecilia Perobelli Ferreira
ORIENTADOR: Gervásio Annes Degrazia
COORIENTADORA: Silvana Maldaner

Os modelos de transporte e dispersão de contaminantes na atmosfera são ferramentas
matemáticas extremante úteis na predição e avaliação da concentração de poluentes emi-
tidos por diferentes fontes poluidoras. Estes modelos devem descrever basicamente a
trajetória média de viagem dos contaminantes e a sua difusão provocada pelo efeito da
turbulência presente na camada limite planetária (CLP). Neste trabalho é empregado o
modelo euleriano para estudar a dispersão de contaminantes. Neste modelo a disper-
são de contaminantes será considerada em um ponto �xo no espaço e a sua magnitude
será proporcional ao gradiente local da concentração do material disperso. Nesta inves-
tigação emprega-se o modelo de difusão estatístico de Taylor e os espectros de energia
turbulentos para derivar os coe�cientes de difusão turbulentos em diferentes condições de
estabilidade da CLP. Estas parametrizações de K são substituídas na equação do modelo
Euleriano para simular e reproduzir as concentrações observadas de contaminantes. Os
resultados das simulações mostram que o modelo Euleriano, resolvido pela técnica de
solução semi-analítica GILTT e aplicado a condições estáveis, nas quais a turbulência é
gerada pelo cisalhamento do vento, apresenta concentrações simuladas que reproduzem de
um modo satisfatório o campo de concentração de contaminantes observados no experi-
mento Hanford. Adicionalmente, o modelo de difusão- advecção resolvido numericamente
empregando o método de diferenças �nitas, gerou concentrações que reproduziram razo-
avelmente bem as concentrações observadas no experimento de Copenhagen.

Palavras-chave: modelo Euleriano,coe�ciente de difusão, difusão-advecção



ABSTRACT

EMPLOYING OF EULERIAN MODELS IN THE STUDY OF

CONTAMINANTS DISPERSION IN THE BOUNDARY

LAYER

AUTHOR: Cecilia Perobelli Ferreira
ADVISOR: Gervásio Annes Degrazia
CO-ADVISOR: Silvana Maldaner

The transport models and dispersion of contaminants in the atmosphere are mathema-
tical tools extremally useful at prediction and evaluation of concentration of pollutants
issued by di�erent polluting sources. Theses models shoud describe basically the trajec-
tory average travel of contaminants and it is di�usion caused by e�ect of the turbulence
present in the planetary boundary layer. In this work the Eulerian models used to study
the dispersion of contaminants. In this models the dispersion of contaminants will be
considered in a �xed point in space and its magnitude will be proportional to the local
concentration gradient of the dispersed material. In this investigation is employed the
Taylor's di�usion model and turbulent energy spectra to derive the turbulent di�usion
coe�cients in di�erent stability conditions of planetary boundary layer. These parametri-
zations of K are substituted in equation of the Eulerian model to simulate and reproduce
the observed concentrations of pollutants. The results of the simulations show that the
Eulerian model, solved by the semi-analytical solution GILLT and applied to stable con-
ditions in which the turbulence is generated by win shear, presents concentrations that
reproduce satisfactorily the concentration of contaminants observed in the Hanford ex-
periment. In addition, the di�usion-advection model solved numerically using the �nite
di�erence method, generated concentrations which reproduced reasonably well the con-
centrations observed in the Copenhagen experiment.

Keywords: Eulerian model, eddy di�usivity, di�usion-advection
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1 APRESENTAÇÃO

1.1 INTRODUÇÃO

Os modelos de transporte e dispersão de contaminantes na atmosfera, são ferramen-

tas matemáticas, extremante úteis, na predição e avaliação da concentração de poluentes,

emitidos por diferentes fontes poluidoras. Estes modelos devem descrever basicamente a

trajetória média de viagem dos contaminantes e a sua difusão provocada pelo efeito da

turbulência presente na camada limite planetária (CLP). Em geral, os modelos de dis-

persão são classi�cados em modelos Eulerianos e Lagrangianos. Nos modelos Eulerianos,

considera-se o movimento do �uido em relação a um sistema de referência espacial �xo.

Tais modelos são mais adequados para descrever problemas complexos como, por exemplo,

a dispersão e o transporte de poluentes não inertes em topogra�as não homogêneas. Es-

tes modelos Eulerianos são baseados na equação de conservação da massa das diferentes

espécies químicas poluentes. Diferente dos modelos Eulerianos, os modelos Lagrangia-

nos adotam um sistema de referência que segue os movimentos das partículas de �uido

na atmosfera (DEGRAZIA et al., 2009). Particularmente, os modelos Lagrangianos são

baseados na equação de Langevin e na equação de Fokker-Planck (ZANNETTI, 2003).

No presente estudo considera-se um modelo de difusão Euleriano no qual a disper-

são de contaminantes será considerada em um ponto �xo no espaço e a sua magnitude

será proporcional ao gradiente local da concentração do material disperso. Neste caso,

a parametrização dos �uxos turbulentos de concentração, os quais precisam ser conheci-

dos e que estão presentes na formação da equação principal do modelo, é proporcional a

um coe�ciente de difusão multiplicado pelo gradiente de concentração. O coe�ciente de

difusão (K) deve descrever as propriedades difusivas associadas aos turbilhões mais ener-

géticos do campo turbulento e, portanto, deve assumir características físicas diversas para

os diferentes tempos de evolução da camada limite planetária. Como consequência dos

argumentos expostos acima, os coe�cientes de difusão podem ser derivados a partir dos es-

pectros observados de energia turbulenta na Camada Limite Planetária. Estes espectros,

escritos em uma formulação analítica que reproduzem os espectros observados, contém as

escalas espaciais e temporais dos turbilhões mais energéticos. Adicionalmente, tais espec-

tros turbulentos de energia descrevem de um modo natural o caráter não homogêneo da

turbulência atmosférica.

A investigação da dispersão e do transporte de poluentes na camada limite plane-

tária é um fator importante em problemas que envolvem a qualidade do ar. A necessidade

de estudar e entender os processos de dispersão atmosférica, no qual é possível prever as

consequências de um possível impacto ambiental, tornou-se mais constante no meio aca-
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dêmico, seja por vias de soluções numéricas ou analíticas. Sendo assim, admite-se que essa

necessidade de reproduzir novas soluções está relacionado ao desenvolvimento de novos

modelos, que tem o intuito de aumentar a con�abilidade das simulações, ou seja, diminuir

o grau de incerteza dos modelos que já foram desenvolvidos e empregados na literatura.

Dessa forma, ao desenvolver modelos novos, sejam analíticos ou numéricos, espera-se que

seja possível calcular as incertezas já existentes.

As soluções, a partir de métodos numéricos, permitem-nos obter soluções mais

aproximadas das equações de difusão atmosférica, ou seja, com menos restrições que as

soluções analíticas. Em geral, para obter essas soluções, aplica-se três outros métodos:

método de diferenças �nitas, método de elementos �nitos e método de elementos de con-

torno, no qual sabe-se que, para esse emprego, considera-se as condições de contorno e os

valores iniciais.

No entanto, a busca por soluções analíticas para problemas de dispersão ainda é

uma das principais direções das pesquisas na área de dispersão atmosférica, estas levam

em conta explicitamente todos os parâmetros de um problema, de modo que suas in�uên-

cias podem ser facilmente investigadas e assim obtém-se o comportamento assintótico da

solução. Uma solução analítica também pode ser usada para checar métodos numéricos.

1.2 OBJETIVO GERAL

O objetivo desse trabalho é compreender o processo de dispersão e o transporte

de contaminantes. Para esse estudo será empregado o modelo de difusão estatístico de

Taylor e os espectros de energia turbulentos para derivar os coe�cientes de difusão tur-

bulentos na camada limite planetária. Estas parametrizações do coe�ciente de difusão,

Kα, serão empregadas na equação do modelo de dispersão Euleriano, com a �nalidade de

simular e reproduzir as concentrações observadas de contaminantes em condições estáveis

e moderadamente convectivas.

1.2.1 Objetivo especí�co

A motivação desse trabalho está no desenvolvimento do mesmo que será feito em

dois momentos:

No primeiro momento, será utilizado um modelo Euleriano semi-analítico (GILTT-

Generalized Integral Laplace Transform Technique), no qual, para a validação, será utili-

zado o experimento clássico de Hanford.

� Derivar o parâmetro de dispersão e o coe�ciente de difusividade para a camada

limite planetária estável;
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� Simular a dispersão de contaminantes em condições estáveis no modelo Euleriano

semi-analítico a partir dos dados experimentais observados no experimento de Han-

ford descrito por Doran e Horst (1985);

� Avaliar o desempenho do modelo Euleriano a partir de uma análise estatística ela-

borada por Hanna (1989).

No segundo momento, será utilizado um modelo Euleriano numérico (LOD-Locally

One-Dimensional (Método Localmente unidimensional), no qual será validado com o

experimento clássico de Copenhagen.

� Derivar o parâmetro de dispersão e o coe�ciente de difusividade para a camada

limite planetária convectiva;

� Desenvolver o modelo de dispersão numérico Euleriano, LOD, em uma nova lingua-

gem computacional,

� Diminuir o tempo computacional das simulações;

� Tornar acessível o desenvolvimento do método numérico.

� Simular e reproduzir as concentrações observadas do experimento de Copenhagem

utilizando o novo modelo de dispesão numérico Euriano.

� Avaliar o desempenho do modelo Euleriano a partir de uma análise estatística ela-

borada por Hanna (1989)

1.3 ESTRUTURA DO TRABALHO

Este trabalho está dividido em cinco capítulos e a apresentação dos seus resultados

será realizada no formato de artigos.

No capítulo 1 contém uma apresentação. Nesta estão inclusos as seções; de in-

trodução aos assuntos que serão abordados durante o trabalhos, a seção dos objetivos

do presente trabalho seguido de objetivos especí�cos, a seção de fundamentação teórica

que aborda as principais caracteristicas da camada limite planetária e dos processos de

dispersão de contaminates na atmosfera e a seção de metodologia que irá descrever bre-

vemente o desenvolvimento dos modelos utilizados no trabalho e que serão retomados

posteriormente pelos capitulos 2 e 3.

Nos capitulos 2 e 3 serão apresentados dois resultados relacionados a dispersão

atmosférica, para melhor entendimento será apresentado a seguir um breve resumo.
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O capítulo 2 (Artigo 1) refere-se à dispersão de contaminantes em condições es-

táveis. Nesta abordagem, uma nova expressão para o parâmetro de dispersão em uma

camada limite planetária dominada por cisalhamento, é derivada. Para esse trabalho

emprega-se o modelo de difusão estatístico e o espectro de energia turbulento. Os re-

sultados dessa formulação são descritos em termos da teoria da similaridade local. Essa

expressão para o parâmetro de dispersão depende das variáveis meteorológicas que des-

crevem a camada limite planetária estável. Além disso, é proposto um coe�ciente de

difusividade para descrever a dispersão na camada limite planetária estável. Este coe�ci-

ente de difusão, Kα, será utilizado em um Modelo de Dispersão Euleriano, que é resolvido

pela técnicas semi-analítica GILTT-(Generalized Integral Laplace Transform Technique) e

aplicado em condições estáveis. Para simular as medidas de concentrações, observadas no

modelo Euleriano, serão utilizados os dados do experimento clássico de Hanford descrito

por Doran e Horst (1985). A motivação desse estudo está na di�culdade em simular a

dispersão de contaminantes em condições estáveis no camada limite planetária. Portanto,

para essa simulação, a parametrização para um parâmetro de dispersão e um coe�ciente

de difusividade para a camada limite planetária estável, são derivados.

No capítulo 3 (Artigo 2) será analisado o desenvolvimento de um modelo numérico

de dispersão Euleriano para estudar à dispersão de contaminantes em uma camada limite

convectiva. Para essa análise será, empregado o modelo de difusão estatístico de Taylor

e o espectro de energia turbulento para derivar os coe�cientes de difusão turbulentos

em diferentes condições de estabilidade da camada limite planetária. O coe�ciente de

difusão será empregado na equação do modelo Euleriano e será simulado, e reproduzido

as concentrações observadas de contaminantes. O modelo de dispersão numérico Euleriano

utilizado nesse momento do trabalho será, o Método tridimensional de passos fracionados.

A técnica geral desse método consiste em separar um conjunto de equações de-

pendentes do tempo, cada uma localmente unidimensional (LOD). Para a solução dessa

técnica, é necessário escrever a equação de conservação como uma soma de operadores di-

ferenciais Advectivos-Difusivos e posteriormente a solução numérica do método é dividida

em três passos: advecção, �ltro e difusão.

A primeira motivação desse estudo encontra-se na necessidade em diminuir o tempo

computacional e em tornar acessível o desenvolvimento do método numérico. Para que

isso fosse aplicado, foi necessário modi�car a linguagem computacional do método. Ele foi

adaptado para a linguagem Fortran 90, originalmente o método numérico era acoplado ao

LES (large Eddy Siulation). Nesse novo método o tempo estimado para as siulações tende

a dimunuir. As simulações serão realizadas utilizando os dados observados no experimento

de Copenhagen (CARVALHO et al., 2002)

A segunda motivação para a realização desse trabalho encontra-se na di�culdade

em simular e reproduzir as soluções de maneira satisfatórias, pois existe a presença de

movimentos verticais organizados na camada limite que está sendo estudada.



10

Os resultados dos capítulos 2 e 3, respectivamente Artigo 1 e Artigo 2, são discu-

tidos no capítulo 4, nesta seção são avaliados os resultados das simulações dos modelos

Eulerianos: semi-analítico GILTT e numérico Euleriano LOD. No capitulo 5, são apre-

sentados as conclusões deste trabalho.

Os Apêndices A e B, mostram as relações matemáticas para determminar os parâ-

metros de dispesão para as camadas limites; estável dominada por cisalhamento e convec-

tiva. Nos apêndices C, D e E, são apresentadas algumas relações matemática do modelo

Euleriano LOD como: o método spline cúbico, o �ltro e o método cranck-nicolson.

1.4 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

1.4.1 Camada limite planetária

A camada limite planetária é a região da atmosfera mais próxima da superfície e é

diretamente in�uenciada pela presença do solo e é diretamente in�uenciada pelo contorno

terrestre e, portanto, sofre uma in�uência direta dos distintos efeitos super�ciais. Esses

efeitos, de acordo com Stull (1988), são devidos a evaporação, a transpiração, a transfe-

rência de energia na forma de calor e aos fenômenos de troca de quantidades escalares e

vetoriais ocorrendo entre a superfície e a atmosfera adjacente.

1.4.1.1 Camada limite convectiva

A camada limite convectiva é uma particular região da camada limite planetária

ocorrendo durante períodos diurnos e que apresenta uma escala vertical de alguns poucos

quilômetros. A turbulência presente na camada convectiva é gerada por forçantes térmicos

e a presença de grandes turbilhões é uma característica marcante deste tipo de camada

limite. Nesta particular camada, apenas em regiões verticais próximas a superfície, os

forçantes de origem mecânica desempenham algum papel na formação de turbilhões. Em

consequência do aquecimento da superfície da Terra, pela incidência de radiação, o solo

adquire uma temperatura maior que a da atmosfera adjacente, favorecendo, assim, a troca

de energia na forma de calor entre o solo e a atmosfera. Como efeito as camadas de ar

menos densas vizinhas a superfície ascendem e as mais densas descendem, gerando movi-

mentos verticais robustos que provocam um grande transporte de propriedades escalares

e vetoriais na camada limite convectiva.
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1.4.1.2 Camada limite estável

No �nal da tarde, próximo ao por do sol, quando a incidência de radiação solar

diminui é possível observar um processo inverso ao da camada limite convectiva. Nesta

situação, a superfície terrestre decresce a sua temperatura e o �uxo de calor turbulento

inverte a sua direção. Portanto, os níveis inferiores (camadas de ar próximo à superfície)

apresentam temperaturas menores que os superiores e os movimentos ascendentes das

termas desaparecem pela ação da força de empuxo.

Enquanto na camada limite convectiva, o forçante térmico era fonte de instabilidade

e, por consequência, gerava o movimento turbulento, contrariamente, na camada limite

estável, as forças de empuxo agem no sentido de suprimir o movimento turbulento. A

camada limite estável é determinada por um per�l de temperatura que aumenta com a

altura e com a evolução temporal e com a evolução dinâmica dos processos físicos essa

estrutura vai se estabelecendo nos níveis mais elevados da camada limite planetária. Desta

forma, a turbulência na camada limite estável, de origem mecânica é bem menor do que

aquela ocorrendo em situações instáveis e ocorre em regiões próximas a superfície

1.4.1.3 Camada limite residual

A camada limite residual se forma após o por do sol e é constituída pelo resíduo

de turbulência da camada limite convectiva que persiste nos níveis mais altos da camada

limite planetária. A turbulência convectiva nesta camada decaí aproximadamente 1h e

há pouca in�uência da turbulência gerada na superfície nesta camada.

1.4.1.4 Camada limite super�cial

Segundo Stull (1988), essa camada pode variar entre milímetros e dezenas de me-

tros e sua espessura é de aproximadamente 10% da camada limite planetária. Nessa

camada, os primeiros centímetros, desde o solo, recebem o nome de micro camada ou

camada interfacial, na qual o transporte molecular é mais importante do que o transporte

turbulento.
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1.4.2 Teoria da similaridade

1.4.2.1 A teoria de similaridade de Monin-Obukhov

A presença da turbulência na camada limite planetária não permite que este par-

ticular sistema físico seja compreendido completamente a partir dos primeiros princípios.

Como conseqüência, a descrição dos turbilhões presentes nas diferentes alturas da camada

limite planetária deve ocorrer pelo emprego de velocidades e comprimentos característi-

cos que expressam as diferentes escalas temporais e espaciais dos turbilhões. Este tipo de

abordagem representa uma teoria de similaridade e busca uma descrição universal para

as diferentes estruturas geradas pelos forçantes térmicos e convectivos presentes na ca-

mada limite planetária. A região vertical super�cial, também conhecida como a camada

de Prandtl, é formada pelos �uxos turbulentos de calor e de momento. Estes particula-

res �uxos permitem de�nir a velocidade de fricção (u∗)0 e o comprimento característico

conhecido como o comprimento de Obukhov.

O comprimento de Obukhov é uma escala espacial característica, utilizado na ca-

mada limite, que representa os efeitos mecânicos da turbulência gerados pelo cisalhamento

do vento. Ele é de�nido pela seguinte relação

L =
(u∗)

3
0

k(g
θ
)(ω

′
θ′)

(1.1)

no qual (g
θ
) é o parâmetro de empuxo, k = 0, 40 é a constante de Von Kárman e ω′θ′ , é o

�uxo de calor super�cial.

A razão entre a altura media z e o comprimento de Obukhov de�ne um parâmetro

de estabilidade. Welter (2010), esclarece que para valores grandes e negativos do parâme-

tro de estabilidade caracterizam uma camada limite convectiva, valores grandes e positivos

para o parâmetro de estabilidade caracterizam uma camada limite estável e ainda para

valores iguais ou muito próximos a zero caracterizam uma camada limite neutra.

1.4.2.2 A Teoria da similaridade local

Na maioria das vezes a di�culdade em modelar a camada limite estável, ocorrendo

em situações de calma de vento, é provocada pelo fato da turbulência não se encontrar

em um estado bem desenvolvido. Nesta particular situação, a turbulência pode ocorrer

de maneira intermitente e a sua evolução ocorre rapidamente, tornando muito difícil a

escolha de parâmetros universais que de�nem a evolução destes estados complexos. Além

do mais, a coexistência de turbulência e movimentos de submeso torna o fenômeno um

estado caracterizado por múltiplas escalas, as quais interagem de uma maneira desconhe-
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cida com as irregularidades da superfície do solo. Porém em situações de magnitudes

fortes e moderadas de vento, ocorrendo na camada limite estável, uma teoria de similari-

dade local pode ainda descrever alguns aspectos característicos do transporte turbulento

presentes nesta camada (NIEUWSTADT, 1984). Nesta teoria, como no caso da teoria de

similaridade absoluta, estão presentes a velocidade de fricção, o �uxo de calor turbulento

e o comprimento de Obukhov. A diferença fundamental, entre a teoria de similaridade

absoluta e aquela local, é o fato de que nesta última a velocidade de fricção, o �uxo de

calor turbulento e, como conseqüência, o comprimento de Obukhov passam a ser fun-

ções da altura e o termo local signi�ca que todas essas quantidades são determinadas em

uma particular altura da camada limite estável. Para que isto ocorra supõem-se que a

turbulência existe e é contínua mesmo na presença de um �uxo turbulento de calor ne-

gativo. Considerando-se esta última suposição, pode-se escrever as equações da teoria de

similaridade local da camada limite estável da seguinte forma

U∗

u∗0
= (1− z

h
)α1 , (1.2)

wθ

wθ0
= (1− z

h
)α2 , (1.3)

Λ

L
= (1− z

h
)(

3α1
2

−α2), (1.4)

nas equações (1.2), (1.3) e (1.4), U∗ é a velocidade de fricção local, wθ é �uxo turbulento

de calor local, Λ é o comprimento de Obukhov local, h é a altura da camada limite

turbulenta estável. As constantes α1 e α2, são determinadas ajustando-se o modelo aos

diferentes dados experimentais. De acordo com Degrazia e Moraes (1992), estas hipóteses

são aplicadas em um regime estável, em terrenos homogêneos na qual a turbulência é

contínua e não ocorre a presença de ondas gravitacionais.

Nieuwstadt (1984) apresenta a derivação de uma análise de correlação de segunda

ordem, que em casos de turbulência estacionaria com taxa de resfriamento constante são

α1 = 3
2
e α2 = 1. Estas medidas foram feitas no experimento de Cabauw, sob condições

estacionárias, algumas horas após o entardecer. No entanto, nas observações realizadas

em Minnesota, medidas feitas após o entardecer, diante de um processo não estacionário

evolutivo, os valores sugeridos são α1 = 2 e α2 = 3. Para Degrazia e Moraes (1992), isso

signi�ca que a teria da similaridade local não é universal e dependente das condições do

experimento.
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1.5 REVISÃO TEÓRICA

Nessa seção será apresentado, brevemente, alguns tópicos que são necessários para

o desenvolvimento do restante do trabalho. Inicialmente será exposto um esclarecimento

sobre o espectro de energia para a turbulência bem desenvolvida. A seguir será mos-

trado a derivação dos coe�cientes de difusão, e, �nalmente uma breve discussão sobre o

Modelo Euleriano que será utilizado para simular e reproduzir as concentrações de con-

taminantes observadas em condições estáveis e moderadamente convectivas na camada

limite planetária.

1.5.1 Turbulência e suas características espectrais

Um campo turbulento consiste em um superposição de turbilhões cujas escalas

espaciais e temporais podem ser descritas em termos das suas freqüências ou dos seus

números de onda. Estes turbilhões interagem continuamente com os mecanismos de for-

çante turbulentos, a partir dos quais extraem a sua energia e também interagem entre si.

Do ponto de vista estatístico o transporte turbulento de quantidade escalares e vetoriais

é principalmente realizado pelos turbilhões contendo a energia principal do escoamento

turbulento. Os forçantes turbulentos são de origem mecânica e térmica, e todo o balanço

dinâmico de energia cinética turbulenta pode ser descrito por uma equação de conser-

vação. Para uma turbulência bem desenvolvida a forma da função espectro de energia

descrita em termos do numero de onda pode ser representada pela Figura (1.1).

Na Figura (1.1), pode-se observar a forma geral do espectro de energia turbu-

lenta. Nesta �gura são identi�cadas varias janelas de números de onda que organizam

e identi�cam a funcionalidade dos diferentes turbilhões em um campo turbulento bem

desenvolvido.

� Turbilhões maiores de caráter permanente : São os maiores turbilhões, apresentando

uma escala de tempo muito grande, mas que não possuem a maior parcela da ener-

gia turbulenta total.

� Turbilhões contendo a energia principal : São os turbilhões que do ponto de vista

estatístico apresentam o maior conteúdo de energia. Como conseqüência, eles são

os responsáveis pelo transporte turbulento de quantidades escalares e vetoriais.

� Subintervalo inercial : Neste particular intervalo, a energia dos turbilhões não muda

signi�cativamente, porém, o escoamento de energia transferido através dos turbi-

lhões é muito grande. Da mesma forma, a dissipação de energia turbulenta na forma
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Figura 1.1 � Forma do espectro de energia para uma turbulência bem desenvolvida. Figura
extraída de Gonsalves (2010).

Fonte: (GONSALVES, 2010)

de calor é desprezível em comparação com o escoamento de energia ocorrendo entre

os distintos números de ondas e provocados por efeitos inerciais.

� Intervalo de equilíbrio universal :� O caráter da turbulência, nesses números de onda

é inteiramente determinado pelo �uxo de energia e pela razão de dissipação ε (é

a dissipação média de energia por unidade de tempo por unidade de massa do

�uido O �uxo de energia mais a dissipação é igual à energia total fornecida para

este intervalo. Pela forma do espectro observa-se que essa energia é proveniente

dos turbilhões que possuem o maior conteúdo de energia. Dessa forma, embora a

dissipação seja provocada pela viscosidade, a ordem de magnitude de ε pode ser

determinada apenas por aquelas quantidades que caracterizam os turbilhões mais

energéticos� (DEGRAZIA, 2005).

1.5.2 Espectros de velocidade unidimensionais turbulentos

Os espectros de velocidade unidimensionais turbulentos na camada limite plane-

tária apresentam uma forma simples. Isto signi�ca, que o intervalo de freqüências que

associado ao movimento turbulento pode ser freqüentemente bem representado por uma

curva suave com um único maximo (quando expresso na representação (log nS(n) versus

log n). Esta a�rmação é válida para todas as componentes de velocidades em condições
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turbulentas dominadas por cisalhamento do vento (OLESEN; LARSEN; HØJSTRUP,

1984).

Olesen, Larsen e Højstrup (1984) deriva uma expressão geral para descrever os

espectros de velocidade unidimensionais na camada limite planetária super�cial

nSE
i

(u∗)20
=

Afγ

(1 +Bfα)β
(1.5)

Na expressão acima (equação (1.5)) n é a frequência em ciclos/segundos ou hertz,

SE
i é o espectro de velocidade unidimensional em função da frequência, f = nz

U
é a

frequência reduzida, U é a componente da velocidade média do vento, A, B, α, β e γ, são

constantes, dependendo, portanto, das condições atmosféricas. Espectros que apresentam

essa forma, são caracterizados por uma inclinação nas baixas frequências dada γ quando

plotados no formato logversoslog, e, por uma inclinação nas altas frequências dadas por

γ − αβ. Os espectros são mais ou menos pontiagudos dependendo dos valores de α, β

e γ, ou seja α, β e γ, que determinam a forma do espectro. As constantes A e B não

in�uenciam a forma do espectro, mas, somente a sua posição. Quando construímos um

modelo com o formato da expressão (1.5), somos livres para escolher um certo número

de critérios diferentes, de modo a determinar os coe�cientes desconhecidos envolvidos.

Primeiramente, um modelo espectral deve ser consistente com a lei do subintervalo inercial

de Kolmogorov, expressa por

Ei(k) = αiαuε
2
3k

−5
3 , (1.6)

onde Ei(k) é um espectro de velocidade turbulento unidimensional no subintervalo inercial

escrito em função do número de onda, ε é a taxa de dissipação média da energia cinética

turbulenta, κ = 2nπ
U

é o número de onda e αu = 0.5±0.05 (CHAMPAGNE et al., 1977)

e αi são constantes. Usando a relação entre o número de onda e a frequência, a equação

1.6 pode ser escrita da seguinte forma:

2nπ

U

1

(u∗)20
Ei(

2nπ

U
) = αi(0, 5±0, 05)(

εkz

(u∗)30)
2
3

)(
2nπz

U
)
−2
3 κ

−2
3 (1.7)

Os termos do lado esquerdo nas expressões (1.5) e (1.7) correspondem ao espectro

unidimensional normalizado, assim podemos escrever para o subintervalo inercial

nSE
i (n)

(u∗)20
= αi(0, 5±0, 05)(2πk)

−2
3 ϕ

2
3f

−2
3 (1.8)

e �nalmente

nSE
i (n)

(u∗)20
= ciϕ

2
3
ε f

−2
3 (1.9)

onde ϕε = εkz
(u∗)30

é a taxa de dissipação adimensional na camada super�cial e ci =
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αi(0, 5±0, 05)(2ϕk)
−2
3 com αi = 1; 4

3
; 4

3
(condição de isotropia) para as componentes

u, v e w respectivamente, implicando que cu = 0.27 (para o espectro da componente u)

cv = cw = 0.36 (para os espectro das componentes v e w).

Para as grandes frequências, a expressão (1.5) terá a forma

nSE
i (n)

(u∗)20
= Afγ−αβB−β (1.10)

das equações (1.8) e (1.10) resultam

γ − αβ =
−2

3
(1.11)

e

A = ciB
βΦ

2
3
ε (1.12)

se a posição da frequência de pico espectral mecânico, fmi, está concordando com o

máximo de expressão (1.12), resulta

d

df
[Afγ(1 +Bfα)−β]|f=(fm)i = 0, (1.13)

γ + (−β)(1 +Bfα)−1αBfα = 0, (1.14)

γ +Bfα(γ − αβ) = 0, (1.15)

de acordo com a equação (1.10)

B =
1.5γ

[(fm)i]α
(1.16)

Substituindo as equações (1.12) e (1.16) na equação (1.10) encontra-se a formulação

para o espectro turbulento mecânico, SE
i , normalizado em que agora, u∗ é a velocidade

de atrito local

nSE
i

u2∗
=

ciΦ
2
3
ε (1.5γ)βfγ[

1 + (1.5γ)fα

[(fm)i]α

]β{
[(fm)i]α

}β
(1.17)

de acordo com Olesen, Larsen e Højstrup (1984), substitui-se γ = 1, α = 5
3
, β = 1,

na equação (1.17) que é a expressão adimensional para o espectro de energia cinética

turbulenta gerada pelo forçante mecânico.
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1.5.3 Parâmetro de dispersão para uma camada limite estável dominada por

cisalhamento

Segundo Degrazia et al. (2000) e seguindo a teoria da similaridade para a camada

limite estável apresentada por Nieuwstadt (1984), para condições em que a turbulência

pode ser considerada contínua, de�ne-se na camada limite estável, o comprimento e as

escalas de velocidades locais

Λ

L
=
(
1− z

h

)( 3α1
2

−α2)

, (1.18)

u∗ = (u∗)0

(
1− z

h

) 3
4
, (1.19)

Degrazia e Moraes (1992) e Degrazia et al. (2000), apresentam uma componente

para o espectro de velocidade turbulenta Euleriano adimensional para as condições neutra

e estável de�nida pela seguinte expressão

nSE
i (n)

u2∗
=

1.5cifϕ
2
3
ε

[(fm)i]
5
3

[
1 + 1.5f

5
3

[(fm)i]
5
3

] (1.20)

onde ci = αi(0.5±0.05)(2πk)
−2
3 com αi = 1; 4

3
; 4

3
respectivamente para as componentes u,

v e w, u∗ é velocidade de fricção local, h é a altura da camada limite estável turbulenta, ϕε

é a taxa de dissipação, f é a frequência reduzida, f = nz
U
, z é a altura acima da superfície,

k é a constante de Von Karman, k = 0, 4 e (fm)i é a frequência normalizada do pico

espectral. Degrazia et al. (2000) de�ne

(fm)i = (fm)0i

[
1 + 3.7

z

h

h
L(

1− z
h

)( 3αi
2

−α2)

]
(1.21)

onde α1 =
3
2
e α2 = 1

A variância da velocidade é obtida a partir da seguinte equação:

σ2
i =

∫ ∞

0

SE
i (n)dn (1.22)

Substituindo a equação (1.20) na equação (1.22) e, integrando analiticamente,

encontra-se a equação da variância da velocidade para a camada limite estável (descrito

no Apêndice A)

σ2
i =

2.32ciϕ
2/3
ε u2∗

(fm)
2/3
i

(1.23)

Para determinar o parâmetro de dispersão para uma camada limite estável domi-
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nada por cisalhamneto, parte-se da expressão geral de Pasquill (1974) de�nido por:

σ2
α =

σ2
i β

2
i

π2

∫ ∞

0

FE
i (n)[

sin2(πnt
β
)

n2
]dn (1.24)

onde α = x, y e z, i = u, v e w, Fi
E(n) é o valor do espectro Euleriano de energia

normalizado pela variância da velocidade Euleriana, βi é de�nido como a razão entre as

escalas de tempo Lagrangeana e Euleriano, σi2 é a variância da velocidade turbulenta, n

é a frequência e t é o tempo de viagem da partícula. De acordo com Wandel e Kofoed-

Hansen (1962), βi pode ser escrito como:

βi =
( π
16

U2

σ2
i

) 1
2

(1.25)

em que βi está em função da velocidade média do vento U e da intensidade turbulenta

(desvio padrão σi) no qual possuí um valor variável. Entretanto, para determinar o parâ-

metro de dispersão, parte-se da expressão geral de Pasquill (1974), equação (1.24), para

o espectro mecânico. Para essa solução, é necessário normalizar a expressão do espectro,

equação (1.20), pela variância de velocidade, equação 1.23, no qual será encontrado o

espectro normalizado Euleriano (descrito no Apêndice A):

Fi(n) =
nSE

i

σ2
i

(1.26)

Retornando a equação de Pasquill (1974), equação (1.24), e fazendo as devidas

substituições algébricas, obtém-se a equação para o parâmetro de dispersão para a camada

limite estável dominada por cisalhamento (as manipulações algébricas estão descritas

detalhadamente no Apêndice A)

σ2
α

h2
= (

0.016 z2

h2

(fm)2i
)

∫ ∞

0

sin2 [
X′8,47c

1
2
i ϕ

1
3
ε (fm)

2
3
i n′

( z
h
)

]

(1 + n
′ 5
3 )n′2

(1.27)

Observa-se que o parâmetro de dispersão depende diretamente do fator z
h
e da

distância adimensional da fonte (DEGRAZIA; MORAES, 1992).

1.5.4 Derivação do coe�ciente de difusão turbulenta para a camada limite

estável

Degrazia et al. (2015) derivou um coe�ciente de difusão turbulenta para uma ca-

mada limite estável dominada por cisalhamento. Para essa derivação, foram empregados

a teoria da similaridade local e o espectro de velocidade turbulenta na teoria da difu-

são estatística de Taylor. Esse coe�ciente de difusão turbulenta será empregado em um

modelo de dispersão Euleriano, a expressão pode ser escrita a partir de Batchelor (1949)
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Kα =
1

2

dσ2
α

dt
(1.28)

Emprega-se, então, a equação do parâmetro de dispersão, σ2
α, na equação (1.28) e

obtém-se uma expressão geral para o coe�ciente de difusão turbulento

Kα =
σ2
i βi
2π

∫ ∞

0

sin(2nπt
βi

)

n
dn (1.29)

com α = x, y e z e i = u, v e w onde FE
i (n) é o valor do espectro Euleriano de energia

normalizado pela variância da velocidade Euleriana, βi é de�nido como a razão entre as

escalas de tempo Lagrangeana e Euleriano, n é a frequência e t é o tempo de viagem da

partícula. De acordo com Wandel e Kofoed-Hansen (1962), βi pode ser escrito como

βi =
( π
16

U2

σ2
i

) 1
2

(1.30)

Substituindo na equação (1.29) as expressões (1.20),(1.21), (1.23), (1.25), (1.26),

a velocidade de fricção local, u∗ = (u∗)0

(
1 − z

h

) 3
4
, e fazendo as devidas manipulações

algébricas obtém-se a parametrização para o coe�ciente de difusividade em uma camada

limite estável dominada por cisalhamento (os detalhes dessa manipulação algébrica são

demonstrados no Apêndice A)

Kα

u∗h
=

0.07
√
ci(1−z/h)3/4z/h

(fm)
4/3
i

∫∞
0

sin[(18.24(1−z/h)3/4X
′
)f(m)

2/3
i

h
z
n
′
]

(1+n
′5/3)n′ dn

′
(1.31)

onde n
′
= 1.5z

(fm)iU
n

′
, X

′
= xu∗

hU
. Para α = z na equação anterior resulta:

Kz

u∗h
= 0.04(1−z/h)3/4z/h

(fm)
4/3
w

∫∞
0

sin[(18.24(1−z/h)3/4X
′
)(fm)

2/3
w

h
z
n
′
]

(1+n
′5/3)n′ dn

′ (1.32)

1.5.5 Coe�ciente de difusão turbulenta assintótico para a camada limite es-

tável

De acordo com Degrazia et al. (2000), o coe�ciente de difusão assintótico pode ser

determinado da seguinte forma:

dX2

dt
=
σi

2βiFi
E(n→ 0)

4
, (1.33)

TLi =
βiF

E
i (n→ 0)

4
(1.34)

onde Fi
E(n→ 0) é de�nido por
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FE
i (n→ 0) =

0.64z

U(fm)i
(1.35)

Assim, fazendo as devidas substituições das expressões (1.23), (1.35) na expressão

(1.34) e executando as manipulações algébricas é possível obter a seguinte expressão para

a escala de tempo de descorrelação Lagrangenana

TLi =
0.088z

σi(fm)i
(1.36)

Para derivar o coe�ciente de difusão turbulenta assintótico para uma turbulência

gerada por efeitos mecânicos, no qual é desconsiderada a dependência da distância da

fonte de contaminantes, emprega-se o produto

Kα = σ2
i TLi (1.37)

ou seja,

Kα =
σ2
i βiF

E
i (n→ 0)

4
(1.38)

Substituindo as equações (1.23), (1.36) na equação (1.37) encontra-se:

Kα =
(2.32ciϕ 2

3
ε u2∗

(fm)
2
3
i

)(0.088zσi
(fm)i

)
(1.39)

e

Kα =
0.134zc

1
2
i ϕ

1
3
ε u∗

(fm)
4
3
i

(1.40)

no coe�ciente de difusão derivado na equação (1.40) a expressão para a frequência nor-

malizada do pico espectral é de�nida pela equação (1.21). Assim, o coe�ciente de difusão

assintótico é de�nido por

Kα =
0, 134zc

1
2ϕ

1
3
ε (u∗)0(1− z

h
)
3
4[

(fm)0i(1 + 3, 7 z

L(1− z
h
)
5
4
)
] 4

3

i

(1.41)

1.5.6 Parâmetro de dispersão para a camada limite convectiva

De acordo com Degrazia e Anfossi (1998), a equação para o espectro de velocidade

turbulento da camada limite convectiva pode ser expresso da seguinte forma
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nSE
i (n)

w2
∗

=
1, 06cif

(
ψ z

zi

) 2
3

(fm)
5/3
i

[
1 + 1, 5 f

[(fm)i]

]5/3 (1.42)

onde i = u, v e w em que cv = cw = 0, 36 e cu = 0, 27, a frequência reduzida é expressa

por f = nz
U
, z é a altura acima da superfície, zi é a altura da camada convectiva, (fm)i

é a normalização da frequência do pico espectral, w∗ é a escala da velocidade convectiva,

ψ = εzi
w∗3

é a função taxa de dissipação onde ε é a taxa de dissipação de energia cinética por

unidade de tempo e unidade de massa do �uido. Integrando-se analiticamente a expressão

do espectro apresentada na equação (1.42) sob todo o domínio de frequência, obtém-se

a expressão para a variância de velocidade para a camada limite convectiva. Para isso

emprega-se a seguinte equação

σ2
i =

∫ ∞

0

SE
i (n)dn, (1.43)

substituindo a equação (1.42) na equação (1.43) encontra-se:

σ2
i =

∫ ∞

0

1, 06cif
(
ψ z

zi

) 2
3w2

∗[
(fm)

5
3
i

][
1 + 1, 5 f

[(fm)i]

] 5
3

dn (1.44)

E conseqüentemente a variância da velocidade turbulenta na camada limite con-

vectiva será expressa pela seguinte equação (descrito no Apêndice B)

σ2
i =

1, 06ciψ
2
3w2

∗(
z
zi
)
2
3

(fm)
2
3
i

(1.45)

onde a frequência normalizada associada ao máximo do espectro convectivo é de�nida por

fm = z
λm

.

Para determinar o parâmetro de dispersão convectivo, parte-se da expressão geral

de Pasquill (1974) de�nida pela equação (1.24) βi em acordo Wandel e Kofoed-Hansen

(1962) é de�nido pela equação (1.25) a razão entre as escalas de tempo lagrangeana e

Euleriana está em função da velocidade média do vento, U e da intensidade turbulenta, no

qual possui um valor variável. Entretanto, é necessário normalizar a expressão do espectro

de velocidade turbulenta, equação (1.42), pela variância de velocidade turbulenta, equação

(1.45), no qual será encontrado o espectro normalizado Euleriano, e, se obterá:

FE
i (n) =

z

U(fm)i

[
1 + 1, 5

f

(fm)i

]−5
3

(1.46)

Retornando a equação de Pasquill (1974), equação (1.24) e fazendo as devidas subs-

tituições algébricas, obtém-se o parâmetro de dispersão de�nido pela seguinte expressão
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σ2
α = 0, 07z2i

∫ ∞

0

sin2(1, 92ziX)

[1 + n′ ]n′2
dn

′
(1.47)

1.5.7 Derivação do coe�ciente de difusão turbulenta para a camada limite

convectiva

Degrazia et al. (2000), derivou um coe�ciente de difusão turbulenta para uma

camada limite convectiva com dependência da fonte e uma turbulência não-homogênea.

Para a derivação dos parâmetros de dispersão foram empregados a teoria estatística de

difusão de Taylor, as propriedades do espectro observado e as características observadas da

energia contidas nos vórtices. Esse coe�ciente de difusão será empregado em um modelo de

dispersão Euleriano, no qual pretende-se analisar a concentração média de contaminantes

na camada limite planetária. Para determinar esse coe�ciente de difusão, a expressão será

escrita a partir de Batchelor (1949),

Kα =
1

2

dσ2
α

dt
(1.48)

no qual é possìvel obter a expressão geral para o coe�ciente de difusão a partir da equação

do parâmetro de dispersão

Kα =
σi

2βi
2π

∫ ∞

0

FE
i (n)

sin
(

2nπt
βi

)
n

dn (1.49)

com α = x, ye z e i = u, v e w, onde FE
i (n) é o valor do Espectro Euleriano de energia

normalizado pela variância da velocidade turbulenta, n é a frequência, βi é de�nido como

a razão entre as escalas de tempo Lagrangeana e Euleriano, σ2
i é variância da velocidade

turbulenta e t é o tempo de viagem. De acordo com Wandel e Kofoed-Hansen (1962), é

sugerido que seja de�nido como βi

βi = d( U
σi
) (1.50)

onde U é a velocidade média do vento d é uma constante cujo valor numérico é determinado

por ambos trabalhos realizados, teóricos e experimentais. Degrazia e Anfossi (1998),

estimaram d = 0, 55.

Kα

w∗h
=

0, 09c
1
2
i ψ

1
3 ( z

zi
)
4
3

(fm)
4
3
i

∫ ∞

0

sin
[
7.84c

1
2
i ψ

1
3 (fm)

2
3
i Xn(

z
zi
)

(1 + n′)
5
3

dn′

n′ (1.51)

Na equação (1.51) é apresentado o coe�ciente de difusão integral generalizado,

como uma função da distância da fonte.(O desenvolvimento completo para determinar o
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coe�ciente de difusão será descrito no Apêndice B).

1.5.8 Coe�ciente de difusão turbulenta assintótico para a camada limite con-

vectiva

( revisar as contas) De acordo com Degrazia e Anfossi (1998), a partir do modelo

para o espectro de energia cinética turbulenta, é possível derivar a formulação para a

escala de tempo de descorrelação Lagrangenana

TLi =
βiF

E
i (n→ 0)

4
(1.52)

onde Fi
E(n→ 0) é de�nido por

FE
i (n→ 0) =

z

U(fm)i
(1.53)

Assim, fazendo as devidas substituições das expressões (1.50) e (1.53) na expressão

(1.52) e, executando as manipulações algébricas, é possível obter a seguinte expressão para

a escala de tempo de descorrelação Lagrangenana

TLi =
0, 13z

2
3 z

1
3
i

c
1
2
i ψ

1
3 (fm)

2
3
i w∗

(1.54)

sendo βi de�nido por Wandel e Kofoed-Hansen (1962).

Para derivar o coe�ciente de difusão turbulenta assintótico para uma turbulência

considerando as condições convectivas, no qual é desconsiderado a dependência da distân-

cia da fonte de contaminantes. Considera-se que a derivada do espectro de energia cinética

terá a seguinte frequência n → 0. Sendo assim a expressão para derivar o coe�ciente de

difusão é de�nido por

Kα = σi
2TLi (1.55)

ou seja,

Kα =
σi

2βiFi
E(n→ 0)

4
(1.56)

substituindo as equações (1.45), (1.54) na equação (1.55) encontra-se

Kα =

(
1, 06ciψ

2
3w2

∗(
z
zi
)
2
3

(fm)
2
3
i

)(
0, 13z

2
3 zi

1
3

ci
1
2ψ

1
3 (fm)

2
3
i w∗

)
(1.57)

e
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Kα =
0, 137c

1
2
i ψ

1
3 ( z

zi
)
4
3w∗zi

(fm)
4
3
i

(1.58)

no coe�ciente de difusão derivado na equação (1.58), a expressão para a frequência nor-

malizada do pico espectral convectivo é de�nida por

(fm)i =
z

(λm)i
= 0, 55

( z
zi

)[
1− exp

(−4z

zi

)
− 0, 0003 exp

(8z
zi

)]−1

(1.59)

Finalmente o coe�ciente de difusão descrito em termos dos turbilhões contento a

energia principal do campo turbulento, para o comportamento assintótico em função da

frequência normalizada do pico espectral convectivo é de�nida a partir das equações (1.58)

e (1.59)

Kα

w∗zi
= 0, 16ψ

1
3

[
1− exp

(−4z

zi

)
− 0, 0003 exp

(8z
zi

)] 4
3

(1.60)

1.5.9 Modelo Euleriano

O modelo de difusão Euleriano, que será usado neste estudo é matematicamente

representado pela equação de difusão-advecção (BLACKADAR, 1997), (BUSKE, 2008)

(∂c̄
∂t
) + (ū ∂c̄

∂x
) + (v̄ ∂c̄

∂y
) + (w̄ ∂c̄

∂z
) = (∂u

′c′

∂x
) + (∂v

′c′

∂y
) + (∂w

′c′

∂z
) + S (1.61)

onde c̄ é a concentração média de um contaminante passivo, u, v e w são, respectivamente,

as componentes médias do vento nas direções x, y e z. Os termos u′c′ , v′c′ e w′c′ represen-

tam, respectivamente, os �uxos turbulentos de contaminantes nas direções longitudinal,

lateral e vertical. É importante notar que a equação (1.61) possui variáveis desconhecidas

(os �uxos e a concentração), nos quais não é possível resolvê-la diretamente, levando-nos

ao problema de fechamento em turbulência. Como consequência, um dos fechamentos

mais usados para a equação (1.61), é baseado na hipótese do transporte pelo gradiente

(ou teoria K), o qual, em analogia com a lei de Fick da difusão molecular, assume que

a turbulência causa um movimento de partículas de �uido no sentido da diminuição do

gradiente de concentração da espécie transportada, a uma taxa, que é proporcional à

magnitude do gradiente:

u′c′ = −Kx
∂c̄

∂x
, (1.62)
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v′c′ = −Ky
∂c̄

∂y
, (1.63)

w′c′ = −Kz
∂c̄

∂z
, (1.64)

nas equações (1.62), (1.63) e (1.64) Kx, Ky e Kz são, respectivamente, os coe�cientes de

difusividade turbulenta nas direções longitudinal, lateral e vertical. Em tal fechamento de

primeira ordem, toda a informação que diz respeito a complexidade do campo turbulento

está contida nas difusividades turbulentas. A equação (1.62), (1.63) e (1.64) substituídas

na equação (1.61) resulta:

∂c̄

∂t
+ ū

∂c̄

∂x
+ v̄

∂c̄

∂y
+ w̄

∂c̄

∂z
=

∂

∂x

(
Kx

∂c̄

∂x

)
+

∂

∂y

(
Ky

∂c̄

∂y

)
+

∂

∂z

(
Kz

∂c̄

∂z

)
(1.65)

A simplicidade do fechamento matemático, usado na representação, faz do modelo

Euleriano, como dado pela equação (1.65), uma aproximação usada com muita frequência

em problemas que envolvem o cálculo da concentração de contaminantes liberados na

atmosfera. Todavia, diferente da difusão molecular a difusão turbulenta é dependente da

escala da dimensão da nuvem de poluentes. Isto signi�ca que a razão de difusão da pluma

de contaminantes depende da sua dimensão. À medida que a pluma cresce, o efeito dos

turbilhões maiores é incorporado no processo de expansão da pluma de contaminantes.

A �exibilidade do modelo euleriano está relacionada ao fato do coe�ciente poder

ser especi�cado como uma função, não somente da estabilidade, mas também, da rugo-

sidade da superfície, do tempo e do espaço. Vários coe�cientes já foram propostos e seu

desempenho é determinado pela parametrização utilizada pelos autores na sua dedução.

A vantagem do modelo é que, em condições reais, com variações tridimensionais

dos campos do vento e difusividade, podem ser simuladas e que simpli�cações podem ser

realizadas desprezando um ou mais termos. A desvantagem é que o modelo não reco-

nhece um aumento de Kz com o tempo de viagem da pluma, em virtude do aumento

do tamanho da pluma. Assim, perto da fonte de dispersão ele é superestimado, embora,

sob condições estáveis, isto é, minimizado devido ao pequeno tamanho dos turbilhões. A

equação de difusão-advecção, na qual os �uxos turbulentos de matéria são parametrizados

como proporcional aos gradientes de concentração, o modelo é uma aproximação frequen-

temente usada no estudo de transporte de difusão turbulenta de poluentes na atmosfera

(DEGRAZIA; MORAES, 1989).
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1.5.10 Índices Estatísticos

A avaliação do desempenho dos modelos geralmente é realizada através do em-

prego de índices estatísticos, o qual tem como objetivo, comparar os resultados observa-

dos e previstos pelo modelo. Para veri�car o desempenho do modelo Euleriano utilizado

nesse trabalho. utilizou-se o modelo estatístico de Hanna (1989). O modelo elaborado

por Hanna (1989), para a análise estatística, faz uma comparação entre os valores das

concentrações simulados e observados a partir do conceito de: coe�ciente de correlação,

erro quadrático médio normalizado, fator de dois, desvio fracional padrão e fração de

inclinação. As notações utilizadas para demonstrar os índices obs e pre indicam, respec-

tivamente, as quantidades observadas e preditas, C é a concentração do poluente e σ é o

desvio padrão.

� Coe�ciente de correlação (COR-Correlation Coe�cient)

O coe�ciente de correlação estabelece o nível de relação entre duas variáveis. Para

um bom desempenho do modelo, o seu valor deve ser 1. Este parâmetro é de�nido como

COR =
(Cobs − Cpre)(Cobs − Cpre)

σobsσpre
(1.66)

� Erro quadrático médio normalizado (NMSE �Normalized Mean Square Error)

O erro quadrático médio normalizado está associado aos desvios entre concentração

prevista e observada. É uma estatística admensional, o seu valor deve ser menos possível

para um desempenho do modelo.

NMSE =
((Cobs)− (Cpre))2

CobsCpre

(1.67)

� Fator de dois (FA2-Factor 2)

O fator de dois é a fração de dados (% normalizado a 1) que estão entre 0, 5 ≤
Cpre

Cobs
≥ 2. Quanto mais próximo a 1 este valor estiver, maior é a con�abilidade no modelo.

� Fração de inclinação (FB-Fractional Bias)

A fração de inclinação informa a tendência do modelo superestimar ou subestimar

as concentrações observadas. O valor ótimo é zero.

FB =
(Cobs − Cpre)

0, 5(Cobs + Cpre)
(1.68)

� Desvio fracional padrão (FS)
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O desvio fracional padrão informa o quanto o modelo consegue simular a dispersão

do contaminante quando comparado os valores observados e previstos pelo modelo. O

valor ótimo é zero.

FS =
2(σobs − σpre)

(σobs + σpre)
(1.69)

1.6 METODOLOGIA

1.6.1 Artigo (1) � Emprego do coe�ciente de difusividade para simular a

dispersão de contaminantes para uma camada limite planetária estável

dominada por cisalhamento.

Nesse artigo foram parametrizados o coe�ciente de difusividade para a camada li-

mite estável dominada por cisalhamento. Na derivação do coe�ciente de difusão emprega-

se a teoria da similaridade local, a teoria de difusão estastística de Taylor e os espectros de

energia turbulentos. Para simular e reproduzir a concentração observada de contaminan-

tes, o coe�ciente de difusividade será empregado em um modelo de dispersão Euleriano

onde será utilizado o experimento de difusão de Hanford. O estudo do transporte e dis-

persão de contaminantes, na camada limite planetária, é descrita através da equação de

difusão-advecção, no qual foi obtida a partir da parametrização dos �uxos turbulentos,

na equação da continuidade, utilizando o modelo de transporte de gradiente ou Teoria-K.

O modelo Euleriano utilizado para a reprodução desse experimento é a técnica

de solução semi-analítica GILTT (Generalized Integral Laplace Transform Technique).

Wortmann, Moura e Vilhena (2000), e, Buske (2008), descrevem GILTT como sendo um

sistema de equações diferenciais ordinárias resultante da aplicação de GITT (Generalized

Integral Transform Technique - uma técnica no qual apresenta uma solução numérica do

problema transformado), que foi resolvido analiticamente pelo uso da transformada de

Laplace e diagonalização.

A solução de GILTT é explicada resumidamente por Buske (2008), da seguinte

forma:

A equação de difusão-advecção bidimensional é resolvida aplicando a transformada

de Laplace na variável temporal e a solução do problema estacionário resultante pelo

método GILTT.

Os passos de GILTT compreendem: construção de um problema auxiliar de Sturm-

Liouville associado ao problema estacionário, determinação da técnica da transformada

integral em uma série truncada usando como base as autofunções do problema de Sturm-
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Liouville, substituição desta expansão no problema original. Tomando momentos, obtém-

se a equação transformada de GILTT, que consiste de uma equação diferencial ordinária

matricial que é resolvido analiticamente pela técnica da transformada de Laplace e di-

agonalização. Finalmente, a concentração dependente do tempo é obtida invertendo-se

numericamente a solução do problema estacionário.

Nesse estudo foram empregados para a simulação do modelo Euleriano os dados

experimento de difusão de Hanford, esse experimento foi realizado em Washington (DO-

RAN; HORST, 1985). O traçador utilizado foi o SF6 que foi liberado a uma altura de

2m nas distãncias de 100, 200, 800, e 3200metros da fonte. A velocidade do vento u

e o comprimento de Monin-Obukov L, são medidas determinadas por um anemômetro

sônico (DORAN; HORST, 1985). A altura da camada limite foi terminada pela seguinte

formulação (NIEUWSTADT, 1984)

h = 0, 4
(u∗L
f

)
(1.70)

A expressão utilizada para calcular o vento médio é a seguinte relação

ūz
ū1

=
( z
z1

)n
(1.71)

onde u e u1 são as medias das velocidades do vento para as alturas z e z1, enquanto é

um expoente que relaciona a intensidade da turbulência, no qual para cisalhamento do

vento n = 0, 1 (IRWIN, 1979). A Tabela 1.1 mostra as condições meteorológicas durante

o experimento de Hanford (DORAN; HORST, 1985).

Tabela 1.1 � Meteorological parameters measured during the Hanford stable experiment.

Run Data h(m) L(m) u∗
11 18 maio, 1983 325 166 0.40
12 26 maio, 1983 135 44 0.26
13 05 junho, 1983 182 77 0.27
14 12 junho, 1983 104 34 0.20
15 24 junho, 1983 157 59 0.26
16 27 junho, 1983 185 71 0.30

Fonte: (DORAN; HORST, 1985)



30

1.6.2 Artigo (2) - Emprego de um coe�ciente de difusão para simular a dis-

persão de contaminantes a partir de uma solução numérica para a equa-

ção de difusão-advecção

Para esse artigo foram parametrizados um coe�ciente de difusão turbulenta para

uma camada limite convectiva considerando diferentes condições de estabilidade e uma

turbulência não-homogênea. Para a derivação dos parâmetros de dispersão, foram empre-

gados a teoria estatística de difusão de Taylor, as propriedades do espectro observado e as

características observadas contidas nos vórtices. Para simular e reproduzir as concentra-

ções observadas de contaminantes os coe�cientes de difusividades serão empregados em

um modelo numérico Euleriano onde será utilizado o experimento de Copenhagen.

O modelo Euleriano utilizado para reproduzir o campo de concentração de con-

taminante é o método numérico tridimensional de passos fracionados baseado na técnica

splitting. A técnica descreve a equação de conservação (difusão-advecção) como uma

soma dos operadores diferenciais. Em um entendimento mais prático, a técnica consiste

em dividir o problema bi ou tridimensional em uma série de problemas unidimensionais

(LOD-Locally one dimensional) com o intuito de diminuir o esforço e a capacidade com-

putacional necessários para a solução numérica. O método introduzido por Marchuk e

Yanenko (1966), é baseado na separação de operadores (operator splitting methods).

A solução do problema baseia-se na separação de cada intervalo de tempo em três

passos:

� Termos advectivos: é computado com a utilização de um método quase lagrangeano

cubic spline.

� Termos �ltros: após cada passo advectivo é necessária uma operação �ltro que é

aplicado nesse campo intermediário para remover algumas concentrações negativas

produzidas pela advecção.

� Termos difusivos: é computado por meio de um esquema implícito Crank-Nicholson.

Essa separação permite diminuir a capacidade computacional necessária, se com-

parada a uma solução conjunta, ou seja, todos os termos da equação governante.

Um experimento de dispersão sob condições convectivas foi utilizado para simular e

reproduzir as concentrações observadas do contaminante. O experimento de Copenhagen

foi simulado para testar o algoritmo que será descrito, matematicamente, posteriormente.

Para a evolução da simulação foram consideradas todas as informações referentes ao ex-

perimento de Copenhagen.

O experimento de dispersão descrito em Carvalho et al. (2002), consiste da libera-

ção de um traçador SF6 na região norte de Copenhagen. É um experimento convectivo e

de fonte elevada.
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O traçador foi liberado sem empuxo, a partir de uma torre à uma altura de 115m, e

coletado ao nível do solo. O experimento foi realizado em um local considerado residencial,

com rugosidade de 0, 6m.

Na Tabela 1.2, U é a velocidade do vento médio emm/s, u∗ representa a velocidade

de fricção em m/s, L é o comprimento de Monin-Obukhov em m, h é a altura da camada

limite convectiva em m, Q é a taxa de emissão em g/s, Cobs é a concentração observada

do experimento de Copenhagen em µgm−2.

Tabela 1.2 � Parâmetros meteorológicos do experimento de Copenhagen caso convectivo.

Run −L(m) h(m) u∗(ms−1) U115m(ms−1) Q(gs−1) Dist.Amos(m) Cobs(µgm−2)

1 37 1980 0.36 3.4 3.2 1900 2074
1 37 1980 0.36 3.4 3.2 3700 739

2 292 1920 0.73 10.6 3.2 2100 1722
2 292 1920 0.73 10.6 3.2 4200 944

3 71 1120 0.38 5.0 3.2 1900 2624
3 71 1120 0.38 5.0 3.2 3700 1990
3 71 1120 0.38 5.0 3.2 5400 1376

4 133 390 0.38 4.6 2.3 4000 2682

5 444 820 0.45 6.7 3.2 2100 2150
5 444 820 0.45 6.7 3.2 4200 1869
5 444 820 0.45 6.7 3.2 6100 1590

6 432 1300 1.05 13.2 3.1 2000 1228
6 432 1300 1.05 13.2 3.1 4200 688
6 432 1300 1.05 13.2 3.1 5900 567

7 104 1850 0.64 7.6 2.4 2000 1608
7 104 1850 0.64 7.6 2.4 4100 780
7 104 1850 0.64 7.6 2.4 5300 535

8 56 810 0.69 9.4 3.0 1900 1248
8 56 810 0.69 9.4 3.0 3600 606
8 56 810 0.69 9.4 3.0 5300 456

9 289 2090 0.75 10.5 3.3 2100 1511
9 289 2090 0.75 10.5 3.3 4200 1026
9 289 2090 0.75 10.5 3.3 6000 855

Fonte: (CARVALHO et al., 2002)
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Os escoamentos turbulentos na camada limite convectiva são caracterizados por

movimentos descendentes (downdrafts) e por estruturas assimétricas, compostas de pe-

quenas regiões, com intenso movimento vertical ascendente (updrafts). Os updrafts, são os

responsáveis pelo transporte de constituintes atmosféricos da região adjacente à superfí-

cie, para as camadas superiores da camada limite atmosférica. Sendo assim, na simulação

do experimento, é necessário acomodar os vários updrafts em um determinado momento,

e, para isso, foram realizados cálculos em um domínio retangular arranjado. As dimen-

sões do box foram 7x7km nas direções horizontais e 2km na direção vertical. A escala de

velocidade convectiva foi determinada a partir da seguinte expressão

w∗ = u∗

( h

kL

) 1
2

(1.72)

onde u∗ representa a velocidade de fricção , L é o comprimento de Monin-Obukhov, h é

a altura em metros e k é a constante de Von Karman k = 0, 40.

O per�l exponencial do vento foi calculado a partir das observações de velocidade

do vento na altura de 115m e parametrizado seguindo a teoria de similaridade de Monin-

Obukhov (BERKOWICZ; OLESEN; TORP, 1986):

U(z) = c
{u∗
k

[
ln
( z
zo

)
−Ψm

( z
L

)
+Ψm

(z0
L

)]}
(1.73)

se z > zb, onde zb = min[|L|, 0, 1h] e Ψm é a função estabilidade dada por Paulson (1970)
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2.1 INTRODUCTION

For the convective planetary boundary layer there are a large number of mathema-

tical models to describe the transport and the dispersion of contaminants. Generally, the

turbulent parameterizations that are utilized in such models are well-known and statistical

quantities as eddy di�usivities, dispersion parameters, velocity variances and time scales

are represented by a convective similarity theory originated from a physical system in a

state of quasi-equilibrium. Di�erently, in comparison with the convective boundary layer,

the number of turbulent parameterizations employed in a dispersion model for a shear

dominated stable boundary layer (SBL) is quite reduced. One of the major problems

concerning to the shear dominated SBL is the determination of its height. This particular

vertical depth is a relevant quantity to describe the processes that govern the SBL deve-

lopment. It is important to note that the SBL height has a signi�cant in�uence on the

mixing properties(STEENEVELD; HOLTSLAG, 2009). Furthermore, the inhomogeneous

character associated to the turbulence in the SBL becomes di�cult the derivation of eddy

di�usivities and dispersion parameters. Nonetheless, the local similarity theory (LST) al-

lied to the spectral Taylor statistical di�usion theory allows to construct local expressions

for the turbulence parameters in a shear-dominated SBL. Therefore, in the present study

we employ the LST and the turbulent velocity spectra, in the Taylor statistical di�usion
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theory to derive eddy di�usivities for a shear dominated SBL. This new formulation is

used in a bidimensional Eulerian dispersion model to simulate the observed contaminant

concentrations in the classical Hanford experiment (DORAN; HORST, 1985).

2.1.1 Derivation of eddy di�usivities

An expression for the eddy di�usivities in the planetary boundary layer can be writ-

ten as ((BATCHELOR, 1949),(PASQUILL, 1974),(DEGRAZIA; MOREIRA; VILHENA,

2001))

Kα =
σ2
i βi

2π

∫∞
0
FE
i (n) sin(2πt/βi)

n
dn (2.1)

with α = x, y, z and i = u, v, w, where FE
i (n) is the Eulerian spectrum of energy norma-

lized by the velocity variance, n is the frequency, βi is the ratio of the Lagrangian to the

Eulerian integral time scales, σ2
i is the turbulent velocity variance and t is the travel time.

According to (WANDEL; KOFOED-HANSEN, 1962), βi can be described by

βi = ( πU2

16σ2
i
)1/2 (2.2)

where U is the mean wind speed.

The velocity spectra for a shear-dominated stable boundary layer can expressed as

(DEGRAZIA et al., 2000)
Si(n)
U2
∗

= 1.5ciz/Uϕ2/3

(fm)
5/3
i (1+1.5 f5/3

(fm)
5/3
i

) (2.3)

where ci = αi(0.5 ± 0.05)(2πk)−2/3 with αi = 1, 4/3 and 4/3 for u, v and w components

respectively, U∗ is the local friction velocity (U∗ = (1 − z/h)3/4u∗), h is the turbulent

SBL height, ϕε is the dissipation rate, f is the reduced frequency (f = nz/U), z is the

height above the surface, k = 0.4 is the von Karman constant and (fm)i is the normalized

frequency of the spectral peak described as

(fm)i = (fm)0i(1 + 3.7 z
Λ
) (2.4)

where (fm)0i is the frequency of the spectral peak in the surface for neutral conditions

and Λ is the local Monin-Obukhov lenght:

Λ = L(1− z/h)5/4

where L is the Monin-Obukhov length. By integrating Si(n) (equation 2.3) over the whole

frequency range, one obtains the following variance (DEGRAZIA et al., 2000)
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σ2
i = 2.32ciϕ

2/3U2
∗

(fm)
2/3
i

(2.5)

Eq. (2.1) together with the equations (2.3), (2.2) and (2.4) lead to the following parame-

terization for the eddy di�usivities in a shear dominated SBL:

Kα

u∗h
=

0.07
√
ci(1−z/h)3/4z/h

(fm)
4/3
i

∫∞
0

sin[(18.24(1−z/h)3/4X
′
)f(m)

2/3
i

h
z
n
′
]

(1+n
′5/3)n′ dn

′
(2.6)

where n
′
= 1.5z

(fm)iU
n

′
, X

′
= xu∗

hU
. For α = z in equation (2.6) result:

Kz

u∗h
= 0.04(1−z/h)3/4z/h

(fm)
4/3
w

∫∞
0

sin[(18.24(1−z/h)3/4X
′
)(fm)

2/3
w

h
z
n
′
]

(1+n
′5/3)n′ dn

′ (2.7)

2.1.2 Test of the proposed parameterization employing the Hanford observed

concentration data

The eddy di�usivities are used in a Eulerian dispersion model to simulate the

observed contaminant concentrations in the classical Hanford experiment. The study of

transport and dispersion of contaminants in the planetary boundary layer is described by

the advection-di�usion equation, which is obtained parameterizing the turbulent �uxes

in the continuity equation utilizing the gradient transport model or K-theory. For a

cartesian coordinate system in which the x direction coincides with that one of the wind

speed magnitude, the steady state advection-di�usion equation is written as

U ∂c̄
∂x

= ∂
∂x
(Kx

∂c̄
∂x
) + ∂

∂y
(Ky

∂c̄
∂y
) + ∂

∂z
(Kz

∂c̄
∂z
) (2.8)

where c̄ is the average concentration of a contaminant, U is the wind speed magnitude

in x direction and Kx, Ky and Kz are the eddy di�usivities. Neglecting the longitudinal

di�usion respect to wind advection the cross-wind integration of the equation(2.8) leads

to:

U ∂c̄y
∂x

= ∂
∂z
(Kz

∂c̄y
∂x

) (2.9)

where c̄y is the average cross-wind integrated concentration in the vertical region 0 < z <

zi and for X > 0, considering the following boundary conditions and emission rate Q:

Kz
∂c̄y
∂z

= 0 (2.10)

at z = 0, h (zero concentration �ux at the surface and CBL top) and

ūc̄y(0, z) = Q(z −Hs) (2.11)
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(emission rate at source heigh Hs).

In the present study, the solution for the problem de�ned by the equations (2.9),(2.10)

and (2.11) is obtained by the GILTT method (BUSKE et al., 2011),(MOREIRA et al.,

2009). This general method to simulate pollutants dispersion in a planetary boundary

layer is described in a detailed form in the following works (BUSKE et al., 2011),(MO-

REIRA et al., 2009). The vertical eddy di�usivity as given by equation (2.7) is intro-

duced in equation (2.9) and solved with the GILTT method with the aim of evaluating

the performance of this new parameterization in reproducing the observed ground-level

concentrations. To accomplish this task, observed concentration data from the Hanford

dispersion experiment were simulated. The Hanford di�usion experiments were accom-

plished in Washington region (DORAN; HORST, 1985). The tracer SF6 was released

at a height of 2m and sampled in arcs of 100, 200, 800, 1600 and 3200m from the source.

The u∗ and L were determined by measurements obtained from sonic anemometer (DO-

RAN; HORST, 1985). The height of the stable layer was determined by the following

formulation (NIEUWSTADT, 1984):

h = 0.4(
u∗L

f
)1/2

The wind speed pro�le employed in the simulations is expressed by a power law provided

by the following relation (ALVES, 2012)

uz
u1

= (
z

z1
)n

where u1 and uz are the mean horizontal wind speeds at heights z and z1, while n is

an exponent that is related to the intensity of turbulence. For shear forcing conditions

n = 0.1 (IRWIN, 1979). Table 2.1 shows a summary of the meteorological conditions

during the Hanford stable experiments (DORAN; HORST, 1985).

Tabela 2.1 � Meteorological parameters measured during the Hanford stable experiment.

Run Data h(m) L(m) u∗
11 May 18, 1983 325 166 0.40
12 May 26, 1983 135 44 0.26
13 June 5, 1983 182 77 0.27
14 June 12, 1983 104 34 0.20
15 June 24, 1983 157 59 0.26
16 June 27, 1983 185 71 0.30

The performance of the GILTT method employing the vertical eddy di�usivity as
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given by equation (2.7) is shown in Table 2.2 and Figure 2.1.

Tabela 2.2 � Statistical indices of the model performance for the Hanford stable di�usion
experiments.

Normalized Mean Square Error (NMSE) 0.18
Correlation coe�cient (COR) 0.92

Fractional bias (FB) 0.06
Fractional Standard deviation (FS) -0.18

Factor 2 (FA2) 0.77

Table 2.2 exhibits the statistical analysis that allows to compare observed and

simulated magnitudes of the ground-level crosswind integrated concentration cy/Q. The

statistical indices to evaluate the performance of the new vertical eddy di�usivity were

proposed by (HANNA, 1989). The NMSE is the normalized mean square error, FA2

is Factor 2, COR is the correlation coe�cient, FB is the fractional bias and FS is the

fractional standard deviations. The meaning of these indices is discussed and explained

in a detailed form in (MOREIRA et al., 2011) and (MALDANER et al., 2013). The

statistical indices NMSE, FB and FS represent good results when they approach zero,

whereas COR and FA2 are optimized at the value 1. Therefore, analyzing the magnitude

of the statistical indices in Table 1.2 and observing the scatter diagram in Figure 3.1,

it is possible to conclude that the advection-di�usion equation (2.9), solved by GILTT

method, employing the vertical eddy di�usivity for a shear dominated SBL obtained from

Taylor statistical di�usion and local similarity theory, reproduces very well the observed

crosswind integrated concentration from the Hanford stable experiment.

Figura 2.1 � Scatter diagram between observed and predicted cy/Q.
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2.2 CONCLUSION

Eddy di�usivities for a shear dominated stable planetary boundary layer turbu-

lence are derived. The model is based upon Taylor statistical di�usion and local similarity

theory. These eddy di�usivities can be applied to parameterize turbulent dispersion in

the near, the intermediate and far �eld of an elevated continuous point source. The pre-

sent development allows to construct a vertical eddy di�usivity expressed in terms of the

source distance for an inhomogeneous turbulent �eld in a stable PBL. In this aspect Kz

is dependent on the nondimensional distance X , on the stability parameter z/Λ and

of the adimensional height z/h. To evaluate the new vertical eddy di�usivity (equation

2.7) in a Eulerian dispersion model, we employ equation (2.7) in the advection-di�usion

equation (2.9) to simulate the Hanford observed ground-level crosswind integrated con-

centrations. The results show that there is a good agreement between simulated and

observed concentrations. Therefore, the new eddy di�usivity applied to a shear domina-

ted SBL, expressed by the equation (2.7), depending on source distance and describing

an inhomogeneous turbulence, can be applied in regulatory air pollution modeling.
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3 ARTIGO 2

EMPREGO DE UM COEFICIENTE DE DIFUSÃO PARA SIMULAR A DISPERSÃO

DE CONTAMINANTES A PARTIR DE UMA SOLUÇÃO NUMÉRICA PARA A EQUA-

ÇÃO DE DIFUSÃO-ADVECÇÃO

3.1 INTRODUÇÃO

Em função do aumento no número de fontes poluidoras, a busca por entendimento

sobre os mecanismos responsáveis pela dispersão de poluentes na atmosfera tem se tornado

um grande interesse na comunidade cientí�ca. Essa investigação, basicamente, tenta si-

mular, avaliar e prever as possíveis consequências do impacto ambiental nos mais variados

ecossistemas. Nesse sentido, a construção de ferramentas matemáticas são extremamente

úteis nessa investigação, pois esses modelos são capazes de descrever a trajetória mé-

dia de viagem dos contaminantes e a sua difusão provocada pelo efeito da turbulência

presente na camada limite planetária. Uma das alternativas para tais estudos está na

modelagem numérica, que considera que os experimetos realizados na atmosfera são ope-

racionalente di�ceis e possuem um custo elevado para serem executados. Dessa forma, o

aperfeiçoamento dos modelos numéricos tornou-se indispensável para o estudo e controle

da qualidade do ar.

Devido à estrutura complexa da camada limite planetária, onde as caracteristicas

de não homogeneidade e não estacionaridade dos campos de vento e de turbulência são

predominantes, a aplicação de modelos numéricos para a dispersão de poluentes é uma

tarefa que encontra inúmeras di�culdades. No entanto, sabe-se que os modelos Eulerianos

são mais adaptados para problemas complexos, como a dispersão de contaminantes sobre

topogra�a complexa ou difusão de poluente não-inerte(TIRABASSI, 2005). Considera-se,

no modelo Euleriano, o movimento das partículas em relação a um sistema de referên-

cia espacial �xo. Esses modelos baseiam-se numa resolução numérica, sobre uma grade

espaço-temporal �xa, da equação da conservação da massa da espécie do poluente.

Esse trabalho tem como proposta inicial desenvolver o modelo de dispersão Eu-

leriano, para reproduzir o campo de concentração de contaminante, visando diminuir o

esforço computacional. Esse modelo será escrito na linguagem computacional Fortran90,

no qual considera-se o tempo médio para a realização das simulações. O modelo Euleri-

ano que será desenvolvido basea-se na equação de advecção-difusão, e será empregado no

método numérico tridimensional (LOD) (RIZZA et al., 2003), os coe�cientes de difusão

empregados no modelo serão derivados a partir do modelo de difusão espectral estatístico
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de Taylor. O método numérico tridimensional, de passos fracionados, basea-se na técnica

splitting. A técnica descreve a equação de conservação da massa (difusão-advecção) como

uma soma dos operadores diferenciais. Em um entendimento mais prático, a técnica

consiste em dividir o problema bi ou tridimensional em uma série de problemas uni-

dimensionais (LOD-Locally one dimensional), com o intuito de diminuir (MARCHUK;

YANENKO, 1966) o esforço e a capacidade computacional necessários para a solução

numérica. O método é baseado na separação de operadores (operator splitting methods).

Originalmente, o modelo de dispersão Euleriano desenvolvido por RIZZA et al.

(2003), utilizava a técnica LES (Large Eddy Simulation) para determinar a dispersão

Euleriana de contaminantes. Essa técnica estava acoplada ao método númerico Euleriano

LOD. Na simulação numérica original, a técnica LES fornecia os campos de velocidade e

turbulência, no qual era possível computar o transporte e a dispersão de contaminates.

Na simulação de RIZZA et al. (2003) o vento era considerado constante e foi obtido

integrando-se o campo de vento LES sobre os pontos de grade no cubo.

Na nova formulação, será dispensado o uso da técnica LES. Nessa nova técnica os

métodos serão desacoplados, e será utilizado apenas a técnica geral para o método tridi-

mensional de passos fracionados, descrita posteriormente, onde as escalas de velocidade

convectiva e o per�l exponencial do vento serão calculados a partir dos dados fornecidos

pelo experimento de Copenhagen para a altura de 115m e parametrizados de acordo com

a teoria de similaridade de Monin-Obukohv (BERKOWICZ; OLESEN; TORP, 1986).

A validação desse modelo será realizada a partir dos índices estatísticos e serão

aplicados com o objetivo de avaliar os resultados da solução. Essa validação será atra-

vés da comparação dos dados de concentração observados do experimento de Copenhagen

(Cobs(gm
−2)), com os dados que serão medidos (Cpre(gm

−2)) a partir das simulação do campo

de concentração de contaminantes liberados por fontes pontuais na camada limite atmos-

férica.

O objetivo principal desse trabalho, é desenvolver o modelo de dispersão Euleriano

e a partir da nova formulação, observar uma diminuição no esforço computacional do mo-

delo, calcular e simular os campos de concentração de contaminantes liberados por fontes

pontuais contínuas. Para essa simulação será reproduzido e empregado o parâmetro de

dispersão, como o coe�ciente de difusividade assintótico para a camada limite convectiva.

3.1.1 Derivação do coe�ciente de difusão

Na modelagem da dispersão de poluentes é fundamental fazer uma escolha ade-

quada da parametrização, pois estamos idealizando o fenômeno de transpote turbulento.

Nesse sentido, ao parametrizarmos os processo de trocas turbulentas são incorporadas

relações matemáticas que, a partir de equações, descrevem as leis de conservação. Sendo
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assim, são inseridos nos modelos de dispersão relações aproximadas para substituir termos

que possam representar um processo natural. Segundo Degrazia (2005), a con�abilidade

de cada modelo depende fortemente da maneira como os parâmetros turbulentos são cal-

culados e relacionados ao entendimento da camada limite planetária.

A expressão para os coe�cientes de difusão turbulentos podem ser escritos de acordo

com Batchelor (1949). Esses coe�cientes estão relacionados com o parâmetro de dispersão

de�nido por e Degrazia et al. (2000)

Kα =
1

2

dσ2
α

dt
(3.1)

e

Kα =
σi

2βi
2π

∫ ∞

0

FE
i (n)

sin
(

2nπt
βi

)
n

dn (3.2)

onde α = x, y e z, i = u, v e w, Fi
E(n) é o valor do Espectro Euleriano de energia

normalizado pela variância da velocidade Euleriana, βi é de�nido como a razão entre as

escalas de tempo Lagrangeana e Euleriano, σi2 é a variância da velocidade turbulenta, n

é a frequência e t é o tempo de viagem da partícula. De acordo com Wandel e Kofoed-

Hansen (1962), βi pode ser escrito como

βi = d(
U

σi
) (3.3)

onde d = 0, 55, Degrazia e Anfossi (1998) e U é a velocidade média do vento.

O espectro de velocidade turbulentas da camada limite convectiva é de�nida por

(DEGRAZIA et al., 2000)

nSE
i (n)

w2
∗

=
1, 06cif

(
ψ z

zi

) 2
3

(fm)
5/3
i

[
1 + 1, 5 f

[(fm)i]

]5/3 (3.4)

onde i = u, v e w em que cv = cw = 0, 36 e cu = 0, 27, a frequência reduzida é expressa

por f = nz
U
, z é a altura acima da superfície, zi é a altura da camada convectiva, (fm)i

é a normalização da frequência do pico espectral, w∗ é a escala da velocidade convectiva,

ψ = εzi
w∗3

é a função taxa de dissipação onde ε é a taxa de dissipação de energia cinética

por unidade de tempo e unidade de massa do �uido.

Integrando-se analiticamente a equação (3.4) sobre todos os domínios de frequência

resulta na seguinte expressão para a variância de velocidade

σ2
i =

1, 06ciψ
2
3w2

∗(
z
zi
)
2
3

(fm)
2
3
i

(3.5)

onde a frequência normalizada, associada ao máximo do espectro convectivo, é de�nida
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por fm = z
λm

= z
1,5zi

.

Substituindo a expressão da variância, equação (3.5), na expressão sugerida por

Wandel e Kofoed-Hansen (1962), é possível obter as seguintes expressões matemáticas

σ2
i βi
2π

=
0, 09Uc

1
2
i w

∗Ψ1
3

(fm)
1
3
i

(
z

zi
)
1
3 (3.6)

e

2πt

βi
= a =

11, 76c
1
2
i Ψ

1
2

(fm)
1
3
i

(
z

zi
)
1
3
zi
U
X (3.7)

onde podemos considerar que t = X
U
e X = xw∗

Uzi
.

O espectro Euleriano normalizado é de�nido pela razão do espectro de velocidade

turbulenta pela variância da velocidade turbulenta

FE
i (n) =

z

U(fm)i

[
1 + 1, 5

f

(fm)i

] 5
3

(3.8)

Substituindo na expressão para o coe�ciente de difusão de�nida por Batchelor

(1949), equação (3.2), as equações (3.3), (3.5), (3.6), (3.7) e (3.8) obtemos

Kα

w∗zi
=

0, 09c
1
2Ψ

1
3 ( z

zi
)
4
3w∗

(fm)
4
3
i

∫ ∞

0

sin(
7,84c

1
2
i Ψ

1
3 (fm)

2
3
i Xn′

( z
zi
)

)

[1 + n′]
5
3

dn′

n′ (3.9)

3.1.2 Coe�ciente de difusão assintótico

Degrazia e Anfossi (1998), a partir do modelo para o espectro de energia cinética

turbulenta, deriva a formulação para a escala de descorrelação Lagrangeana

TLi =
βiF

E
i (n→ 0)

4
(3.10)

de�nindo βi = 0, 55 U
σi

e FE
i (n→ 0) (DEGRAZIA et al., 2000),

FE
i (n→ 0) =

z

U(fm)i
(3.11)

e retornando a equação (3.10), a escala de descorrelação Lagrangeana é de�nida por
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TLi =
0, 13z

2
3 z

1
3
i

c
1
2Ψ

1
3 (fm)

2
3
i w∗

(3.12)

A expressão para derivar o coe�ciente de difusão assintótico é dada por

Kα = σ2
i TLi (3.13)

e

Kα =
σ2
i βiF

E
i (n→ 0)

4
(3.14)

Substituinto as equações (3.5) e (3.12) na equação (3.13), resulta

Kα =

(
1, 06ciΨ

2
3

(
z
zi

2
3

)
(fm)

2
3
i

)(
0, 13z

2
3 z

1
3
i

c
1
2Ψ

1
3 (fm)

2
3
i w∗zi

)
(3.15)

e

Kα =
0, 137c

1
2Ψ

1
3 ( z

zi

4
3 )w∗zi

(fm)
4
3
i

(3.16)

No coe�ciente de difusão derivado na equação (3.16), a expressão para a frequência

normalizada para o pico espectral é de�nida por

(fm)i =
z

(λm)i
= 0, 55

( z
zi

)[
1− exp

(
− 4z

zi

)
− 0, 0003 exp

(8z
zi

)]−1

(3.17)

Assim, a expressão para o comportamento assintótico em função da frequência

normalizada do pico espectral convectivo é de�nida da seguinda forma

Kα

w∗zi
= 0, 16Ψ1/3

[
1− exp

(
− 4z

zi

)
− 0, 0003 exp

(8z
zi

)]4/3
(3.18)

3.1.3 Modelo Euleriano

O modelo de difusão Euleriano, que será usado neste estudo é matematicamente

representado pela equação de difusão-advecção (BLACKADAR, 1997) e (BUSKE, 2008)

(∂c̄
∂t
) + (ū ∂c̄

∂x
) + (v̄ ∂c̄

∂y
) + (w̄ ∂c̄

∂z
) = (∂u

′c′

∂x
) + (∂v

′c′

∂y
) + (∂w

′c′

∂z
) + S (3.19)

onde c̄ é a concentração média de um contaminante passivo, u, v e w são, respectivamente,

as componentes médias do vento nas direções x, y e z. Os termos u′c′ , v′c′ e w′c′ represen-
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tam, respectivamente, os �uxos turbulentos de contaminantes nas direções longitudinal,

lateral e vertical. É importante notar que a equação (3.19) possui variáveis desconhecidas

(os �uxos e a concentração), nos quais não é possível resolvê-la diretamente levando-nos

ao problema de fechamento em turbulência. Como consequência, um dos fechamentos

mais usados para a equação (3.19) é baseado na hipótese do transporte pelo gradiente (ou

teoria K), o qual, em analogia com a lei de Fick, da difusão molecular, assume que a turbu-

lência causa um movimento de partículas de �uido no sentido da diminuição do gradiente

de concentração da espécie transportada a uma taxa que é proporcional à magnitude do

gradiente:

u′c′ = −Kx
∂c̄

∂x
, (3.20)

v′c′ = −Ky
∂c̄

∂y
, (3.21)

w′c′ = −Kz
∂c̄

∂z
, (3.22)

nas equações (3.20), (3.21) e (3.22) Kx, Ky e Kz são, respectivamente, os coe�cientes de

difusividade turbulenta nas direções longitudinal, lateral e vertical. Em tal fechamento de

primeira ordem, toda a informação que diz respeito a complexidade do campo turbulento

está contida nas difusividades turbulentas. As equações (3.20), (3.21) e (3.22) substituída

na equação (3.19) resulta:

∂c̄

∂t
+ ū

∂c̄

∂x
+ v̄

∂c̄

∂y
+ w̄

∂c̄

∂z
=

∂

∂x

(
Kx

∂c̄

∂x

)
+

∂

∂y

(
Ky

∂c̄

∂y

)
+

∂

∂z

(
Kz

∂c̄

∂z

)
(3.23)

A simplicidade do fechamento matemático, usado na representação, faz do modelo

Euleriano, como dado pela equação (3.23), uma aproximação usada com muita frequência

em problemas que envolvem o cálculo da concentração de contaminantes liberados na

atmosfera. Todavia, diferente da difusão molecular, a difusão turbulenta é dependente da

escala da dimensão da nuvem de poluentes. Isto signi�ca que a razão de difusão da pluma

de contaminantes depende da sua dimensão. à medida que a pluma cresce, o efeito dos

turbilhões maiores é incorporado no processo de expansão da pluma de contaminantes.

3.1.4 Simulação da dispersão de contaminantes empregando uma solução nu-

mérica para a equação de advecção-difusão

A descrição e o entendimento da turbulência na camada limite planentária, às

vezes, requer a utilização de modelos numéricos. Para auxiliar nessa compreensão, o
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presente estudo utilizará o modelo de dispersão Euleriano, juntamente com um método

tridimensional de passos fracionados. Esse auxiliará em um melhor entendimento do

mecanismo da dispersão de poluente na camada limite planetária.

Geralmente, o estudo da dispersão atmosférica está associado aos modelos de simu-

lações Eulerianos e Lagrangeanos. O modelo Lagrangeano, normalmente é bem sucedido

na descrição da dispersão turbulenta dos contaminantes passivos. Isso é devido a sua

capacidade de considerar os aspectos essenciais da turbulência, mesmo que essas estejam

limitadas a um pequeno conjunto de reações de espécies. No entanto, o modelo Euleriano,

por outro lado, pode incorporar as numerosas equações, cinético-químicas, de segunda-

ordem e ordens superiores necessárias para descrever o desenvolvimento de uma pluma

química, ou nuvem de poluente (RIZZA et al., 2003).

No modelo numérico Euleriano que será utilizado nesse estudo será empregado o

modelo de difusão estatísico de Taylor e o espectro de energia turbulento, que auxiliarão

na derivação do coe�ciente de difusão turbulento, (Kα). Essa parametrização de (Kα)

será empregada na equação do modelo Euleriano para reproduzir as condições observadas

do contaminante.

3.1.5 Método tridimensional de passos fracionados

A solução da equação de advecção-difusão é utilizada para representar o modelo

Euleriano, como segue

∂c̄

∂t
+ ū

∂c̄

∂x
+ v̄

∂c̄

∂y
+ w̄

∂c̄

∂z
=

∂

∂x

(
Kx

∂c̄

∂x

)
+

∂

∂y

(
Ky

∂c̄

∂y

)
+

∂

∂z

(
Kz

∂c̄

∂z

)
(3.24)

Para o emprego do método numérico é necessário separar essa solução dentro de

um conjunto de equações dependente do tempo, cada uma localmente uni-dimensional

LOD), no qual é necessário reescrever a equação (3.24) como a soma de um operador

diferencial de advecção-difusão, obtém-se

∂c̄

∂t
= Axc̄+ Ay c̄+ Az c̄+Dxc̄+Dy c̄+Dz c̄ (3.25)

ou equivalência

∂c̄

∂t
= Λxc̄+ Λy c̄+ Λz c̄ (3.26)

onde
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Λx = Ax +Dx = −ū ∂
∂x

+
∂

∂x
(Km

∂

∂x
) (3.27)

Λy = Ay +Dy = −v̄ ∂
∂y

+
∂

∂y
(Km

∂

∂y
)

Λz = Az +Dz = −w̄ ∂

∂z
+

∂

∂z
(Km

∂

∂z
)

McRae, Goodin e Seinfeld (1982) descreve a aproximaçao localmente uni-dimensional

utilizando a integração temporal Cranck-Nicolson como segue

c̄n+1 =
3∏

j=1

[
I − ∆t

2
Λj

]−1[
I − ∆t

2
Λj

]
c̄n (3.28)

que pode ser reescrito como

c̄n+1 =
3∏

j=1

T n
j c̄

n = T nc̄n (3.29)

Para obter a acurária temporal de segunda ordem na equação (3.29) é necessário

considerar a sequência

c̄n =
n∏

j=1

T n
j c̄

n = T nc̄n (3.30)

e

c̄n+1 =
1∏

j=3

T n
j c̄

n (3.31)

Segundo Andren et al. (1994), o esquema de segunda ordem de acurácia temporal

pode ser apresentada na seguinte forma, segundo os operadores citados anteriormente.

Nas seguintes operações um termo �ltro é utilizado após cada passo advectivo,

c̄n = [AxFDx][AyFDy][AzFDz]c̄
n−1 (3.32)

c̄n+1 = [DzFAz][DyFAy][DxFAx]c̄
n (3.33)

o esquema foi descrito em detalhe por Yanenko (1971) e revisado por McRae, Goodin e

Seinfeld (1982).
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3.1.6 Considerações do método LOD

O algoritmo de diferenças �nitas referente as equações (3.32) e (3.33) contém três

subpassos, uma para cada direção, que serão demostrados posteriormente, e para cada

direção serão empregados as suas respectivas condições de contorno. No desenvolvimento

do método foi utilizado a seguinte notação j ∈ [1, Nx], k ∈ [1, Ny], i ∈ [1, Nz], respectiva-

mente, para cada incremento ao longo das direções x, y e z

xj = x0 + j∆x, (3.34)

yk = y0 + k∆y,

zi = z0 + i∆z,

onde ∆x, ∆y e ∆z representam o tamanho da grade e Nx, Ny e Nz representam o número

dos pontos da grade ao longo das direções x, y e z, respectivamente. Para cada direção

as equações (3.32) e (3.33), possuem três outros subpassos:

a. A parte advectiva

b. A produção do �ltro

c. A parte difusiva

3.1.7 Método numérico

� Direção Longitudinal Λx

a. Advectivo

Nesse primeiro passo a equação de advecção (operadorAx) é computada utilizando

o método Cubic Spline (MAHRER; PIELKE, 1978). O operador Ax será expresso da

seguinte forma:

c̄
h+1/2
j,k,i = Sh(xj − α∆x) (3.35)

com α = uhj,k,i
∆t
∆x

(o valor absoluto de uhj,k,i será desprezado, pois é sempre positivo), o

sobreescrito h indica os passos de tempo �ctícios intermediários entre n e n+1. A função

de interpolação (Cubic Spline) S (descrito no Apêndice C) pode ser expressa nos termos

de uma derivada spline

P h
j = (

∂c̄

∂x
)hj,k,i (3.36)
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a equação spline S(x) é

Sh(x) = P h
j−1

(xj − x)2(x− xj−1)

h2j
− P h

j

(x− xj−1)
2(xj − x)

h2j
(3.37)

+c̄hj−1

(xj − x)2[2(x− xj−1) + hj]

h3j
+ c̄hj

(x− xj−1)
2[2(xj − x) + hj]

hj

onde hj = xj − xj−1

Nesse momento são determinadas as derivadas spline a partir de um sistema algé-

brico tridiagonal (PRICE; MACPHERSON, 1973)(Esse sistema está descrito no Apêndice

C)
1

2
P h
j−1 + 2P h

j +
1

2
P h
j+1 =

3

2∆x
(c̄hj − c̄hj−1) +

3

2∆x
(c̄hj+1 − c̄hj ) (3.38)

Ao resolver o sistema, a derivada P h
j é empregada na equação (3.38). No esquema

para o termo advectivo na equação (3.33), deve-se trocar xj − α∆x = xj − αh para x na

equação (3.38), onde obtém-se

c̄
h+1/2
j,k,i = c̄hj,k,i − P h

j hjα + [P h
j−1 + 2P h

j hj + 3(c̄hj−1,k,i − c̄hj,k,i)]α
2 (3.39)

−[P h
j−1 + P h

j + 2(c̄hj−1,k,i − c̄hj,k,i)]α
3

b. Filtro

Após a de�nição de cada passo advectivo, surge a necessidade de empregar um

operador �ltro (demonstrado como operador F ). Esse operador é aplicado para que esse

campo intermediário remova qualquer concentração negativa que é comumente produzida

pela advecção (descrito no Apêndice D),

c̄hj,k,i = F (c̄
h+1/2
j,k,i ) (3.40)

c. Difusivo

O termo difusivo é calculado a partir do esquema implícito Crank-Nicolson (de-

momstrado como o operado Dx)

c̄h+1
j,k,i + c̄

h+1/2
j,k,i

∆t
=

1

2Sc

[
K ′

m(x)

(
c̄
h+1/2
j+1,k,i − c̄

h+1/2
j,k,i

)
−K ′′

m(x)

(
c̄
h+1/2
j,k,i − c̄

h+1/2
j−1,k,i

)
(∆x)2

]
(3.41)

+
1

2Sc

[
K ′

m(x)

(
c̄h+1
j+1,k,i − c̄h+1

j,k,i

)
−K ′′

m(x)

(
c̄h+1
j,k,i − c̄h+1

j−1,k,i

)
(∆x)2

]

com as seguintes considerações
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αx =
∆t

2Sc(∆x)2
, (3.42)

K ′
m(x) = Km(j + 1/2, k, i), (3.43)

K ′′
m(x) = Km(j − 1/2, k, i), (3.44)

então,

−αxK
′′
m(x)c̄

h+1
j−1,k,i + (1 + αxK

′
m(x) + αxK

′′
m(x))c̄

h+1
j,k,i − αxK

′
m(x)c̄

h+1
j+1,k,i (3.45)

αxK
′
m(x)c̄

h+1/2
j+1,k,i + (1− αxK

′
m(x) + αxK

′′
m(x))c̄

h+1/2
j,k,i − αxK

′′
m(x)c̄

h+1/2
j−1,k,i

Esse esquema também representa um sistema tridiagonal.

� Direções Lateral Λy e Vertical Λz

Será demonstrado o esquema numérico para a direção lateral, por conveniência.

a. Advectivo

O termo advectivo é calcula a partir do método cubc spline demonstrado por Ay

|c̄h+1/2
j,k,i | =

{
Sh(yk − α∆y), se vhj,k,i ≥ 0

Sh(yk + α∆y), se vhj,k,i ≤ 0.

onde α = |vhj,k,i|∆t
∆y
, sendo Sh uma função interpolação em termos de derivada spline,

P h
k = (

∂c̄

∂y
)hj,k,i, (3.46)

que é calculado por um sistema tridiagoal,

1

2
P h
k−1 + 2P h

k +
1

2
P h
k+1 =

3

2∆y
(c̄hk − c̄hk−1) +

3

2∆y
(c̄hk). (3.47)

Ao resolver o sistema, aplica-se o esquema de advecção, e para a situação vhj,k,i ≥ 0

utiliza-se o termo yk − α∆y = yk − αhk, para y na equação de interpolação que é escrita

considerando o intervalo [yk−1, yk]

Sh(y) = P h
k−1

(yk − y)2(y − yk−1)

h2k
− P h

k

(y − yk−1)
2(yk − y)

h2k
(3.48)

+c̄hk−1

(yk − y)2[2(y − yk−1) + hk]

h3k
+ c̄hk

(y − yk−1)
2[2(yk − y) + hk]

h3k

onde hk = yk − yk+1.
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Para a situação vhj,k,i ≤ 0 utiliza-se o termo yk+α∆y = yk+αhk, para y na equação

de interpolação que é escrita considerando o intervalo [yk, yk+1]

Sh(y) = P h
k

(yk+1 − y)2(y − yk)

h2k+1

− P h
k+1

(y − yk)
2(yk+1 − y)

h2k+1

(3.49)

+c̄hk
(yk+1 − y)2[2(y − yk) + hk+1]

h3k+1

+ c̄hk
(y − yk)

2[2(yk+1 − y) + hk+1]

h3k+1

onde hk+1 = yk+1 − yk.

A equação de advecção torna-se se vhj,k,i ≥ 0

c̄
h+1/2
j,k,i = c̄hj,k,i − P h

k hkα + [P h
k−1hk + 2P h

k hk + 3(c̄j, k + 1, ih − c̄hj,k,i)]α
2 − (3.50)

−[P h
k−1hk + P h

k hk + 2(c̄hj,k+1,i − c̄hj,k,i)]α
3

ou se vhj,k,i ≤ 0

c̄
h+1/2
j,k,i = c̄hj,k,i + P h

k hk+1α + [P h
k+1hk+1 + 2P h

k hk + 1 + 3(c̄j, k, ih − c̄hj,k+1,i)]α
2 − (3.51)

+[P h
k+1hk+1 + P h

k+1hk+1 + 2(c̄hj,k,i − c̄hj,k+1,i)]α
3

b. Filtro

c̄
h+1/2
j,k,i = F (c̄

h+1/2
j,k,i ) (3.52)

c. Difusivo

O termo difusivo é calculado a partir do esquema implícito Crank-Nicolson (de-

monstrado como o operador Dy e Dz)

c̄h+1
j,k,i + c̄

h+1/2
j,k,i

∆t
=

1

2Sc

[
K ′

m(y)

(
c̄
h+1/2
j,k+1,i − c̄

h+1/2
j,k,i

)
−K ′′

m(y)

(
c̄
h+1/2
j,k,i − c̄

h+1/2
j,k−1,i

)
(∆y)2

]
(3.53)

+
1

2Sc

[
K ′

m(y)

(
c̄h+1
j,k+1,i − c̄h+1

j,k,i

)
−K ′′

m(y)

(
c̄h+1
j,k,i − c̄h+1

j,k1,i

)
(∆y)2

]

ou equivalente,

−αyK
′′
m(y)c̄

h+1
j,k+1,i + (1 = αyK

′
m(y) + αyK

′′
m(y))c̄

h+1
j,k,i − αyK

′
m(y)c̄

h+1
j,k,i = (3.54)

αyK
′
m(y)c̄

h+1/2
j,k+1,i + (1− αyK

′
m(y) + αyK

′′
m(y))c̄

h+1/2
j,k,i − αyK

′′
m(y)c̄j, k − 1, ih+1/2
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Considerando,

αy =
∆t

2Sc(∆y)2
, (3.55)

K ′
m(y) = Km(j, k + 1/2, i) (3.56)

e

K ′′
m(y) = Km(j, k − 1/2, i), (3.57)

3.1.8 Validação do modelo de dispersão Euleriano

Segundo Tirabassi (2005), quando são utilizados os modelos de dispersão deve-se

considerar que estes modelos são capazes de representar adequadamente situações reais.

na maioria dos casos, veri�ca-se a con�abilidade dos modelo confrontando-se as concen-

trações observadas com aquelas simuladas, ao utilizar de maneira correta os modelos,

aqueles que são capazes de simular a dispersão de contaminates, deve-se considerar que

esses modelos são capazes de representar corretamente situações reais. Dadas as con-

dições, veri�ca-se a con�abilidade desse modelo a partir dos dados observados, com os

cenários topogra�cos e meteorológicos dá área de seu emprego.

3.1.9 Experimento de dispersão

Nos estudos de dispersão atmosférica a quantidade mais importante estudada é a

concentração do poluente próximo do solo. Neste sentido, será avaliado o modelo numérico

Euleriano desenvolvido no presente estudo onde serão utilizados os dados do experimento

de Copenhagen (CARVALHO et al., 2002) para simular o campo de concentração de

contaminantes liberados por fontes pontuais contínuas na camada limite planetária.

O experimento de Copenhagen foi realizado na parte norte da cidade de Copenha-

gen (Dinamarca) em condições neutras e instáveis. O traçador utilizado no experimento

foi o SF6 (Hexa�uoreto de enxofre). Ele foi liberado sem empuxo a partir de uma torre de

115m e coletado ao nível do solo, por amostradores de concentração em três distâncias, na

direção preferencial do vento (entre 2 e 6km a partir da fonte). O tempo médio da realiza-

ção do experimento foi de 1 hora (GRYNING et al., 1987). O local onde o experimento foi

realizado era considerado residencial, com um comprimento de rugosidade de 0, 6m. Os

resultados de 23 experimentos convectivos são apresentados na Tabela 3.1 (CARVALHO

et al., 2002). Os dados avaliados na Tabela 3.1 foram empregados no modelo numérico
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Euleriano para simular a concentração observada do contaminante. Na Tabela 3.1, U é

a velocidade do vento médio em m/s, u∗ representa a velocidade de fricção em m/s, L é

o comprimento de Monin-Obukhov em m, h é a altura em da camada limite convectiva

em m, Q é a taxa de emissão em g/s, Cobs é a concentração observada do experimento de

Copenhagen em µgm−2.

A escala de velocidade convectiva foi determinada a partir da seguinte expressão

w∗ = u∗

( h

kL

) 1
2

(3.58)

O per�l exponencial do vento foi calculado a partir das observações de velocidade

do vento na altura de 115m e parametrizado seguindo a teoria de similaridade de Monin-

Obukhov (BERKOWICZ; OLESEN; TORP, 1986):

U(z) = c
{u∗
k

[
ln
( z
zo

)
−Ψm

( z
L

)
+Ψm

(z0
L

)]}
(3.59)

se z > zb, onde zb = min[|L|, 0, 1h] e Ψm é a função estabilidade dada por Paulsen (1975).



55

Tabela 3.1 � Parâmetros meteorológicos do experimento de Copenhagen caso convectivo.
Dados extraídos de Carvalho et al. (2002)

Run −L(m) h(m) u∗(ms−1) U115m(ms−1) Q(gs−1) Dist.Amos(m) Cobs(µgm−2)

1 37 1980 0.36 3.4 3.2 1900 2074
1 37 1980 0.36 3.4 3.2 3700 739

2 292 1920 0.73 10.6 3.2 2100 1722
2 292 1920 0.73 10.6 3.2 4200 944

3 71 1120 0.38 5.0 3.2 1900 2624
3 71 1120 0.38 5.0 3.2 3700 1990
3 71 1120 0.38 5.0 3.2 5400 1376

4 133 390 0.38 4.6 2.3 4000 2682

5 444 820 0.45 6.7 3.2 2100 2150
5 444 820 0.45 6.7 3.2 4200 1869
5 444 820 0.45 6.7 3.2 6100 1590

6 432 1300 1.05 13.2 3.1 2000 1228
6 432 1300 1.05 13.2 3.1 4200 688
6 432 1300 1.05 13.2 3.1 5900 567

7 104 1850 0.64 7.6 2.4 2000 1608
7 104 1850 0.64 7.6 2.4 4100 780
7 104 1850 0.64 7.6 2.4 5300 535

8 56 810 0.69 9.4 3.0 1900 1248
8 56 810 0.69 9.4 3.0 3600 606
8 56 810 0.69 9.4 3.0 5300 456

9 289 2090 0.75 10.5 3.3 2100 1511
9 289 2090 0.75 10.5 3.3 4200 1026
9 289 2090 0.75 10.5 3.3 6000 855

Fonte: (CARVALHO et al., 2002)

3.1.10 Índices Estatísticos

Geralmente, avaliação do desempenho dos modelos é realizada através do emprego

de índices estatísticos, exibidos na Tabela 3.2, os quais têm o objetivo de comparar os
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resultados observados Cobs e previstos Cpre pelo modelo. Para veri�car o desempenho do

modelo Euleriano utilizado no presente trabalho, foram utilizados os índices propostos

estatístico propostos por Hanna (1989). Na tabela 3.2, estão expressos os valores dos

índices estatístiscos que são esperados para uma situação na qual resultados simulados e

observados estão em concordância.

Tabela 3.2 � Índices estatísticos

Erro quadrático médio normalizado(NMSE) ((Cobs)−(Cpre))2

CobsCpre
NMSE ≈ 0

Coe�ciente de correlação (COR) (Cobs−Cpre)(Cobs−Cpre)

σobsσpre
COR ≈ 1

Fração de inclinação (FB) (Cobs−Cpre)

0,5(Cobs+Cpre)
FB ≈ 0

Desvio fracional padrão (FS) 2(σobs−σpre)

(σobs+σpre)
FS ≈ 0

Fonte: (HANNA, 1989)

3.2 RESULTADOS E DISCUSSÕES

Os processos que governam o transporte e a difusão de contaminantes na atmosfera

são numerosos, e envolvem complexidades que tornariam impossível descrevê-las sem o uso

de modelos matemáticos. Tais modelos constituem um instrumento técnico indispensável

no estudo da qualidade do ar. Existe um número muito grande de diversos modelos mate-

máticos, que podem ser usados para avaliar o transporte e a difusão de contaminantes na

atmosfera. Portanto, o fenômeno de difusão turbulenta na camada limite planetária, não

apresenta uma única formulação. Isso signi�ca que, atualmente, nenhuma aproximação

matemáticas e física é capaz de explicar todos os fenômenos envolvidos na advecção e

no transporte turbulento de contaminantes. Como consequência, no presente trabalho

emprega-se um modelo no qual os �uxos turbulentos desconhecidos de concentração são

parametrizados pelo emprego de coe�cientes de difusão derivados a partir do modelo de

difusão espectral de Taylor.

Com a �nalidade de avaliar o modelo numérico Euleriano, descrito na seção 3.1.3,

as concentrações simuladas serão comparadas com as concentrações observadas no expe-

rimento de Copenhagen. Para a realização das simulações foi empregado um domínio

retangular arranjado. As dimensões do box grande são 7000x7000x2000 e do box pequeno

são 40x40x25. O código do modelo LOD foi escrito em Fortran90. As simulações em-

pregaram os parâmetros meteorológicos indicados na Tabela 3.1 Os dados observacionais
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apresentados na tabela demonstrativa, Tabela 3.1, estão apresentados os dados meteo-

rologicos do experimento de Copenhagen, na qual na coluna Cobs(µgm−2) estão os dados

observacionais do experimento de Compenhagen (CARVALHO et al., 2002). Na Tabela

3.3, na coluna Cobs(gm−2), são apresentados os dados do experimento de dispersão de Cope-

nhagen (CARVALHO et al., 2002) normalizados pela taxa de emissão Cobs(gm−2)/Q(gs−1),

e na coluna Cpre(gm−2) são apresentados os dados da simulação empregando o modelo

Euleriano. Os dados meteorológicos dispostos na Tabela 3.1 foram utilizados para criar

os arquivos de entrada para as simulações. Os resultados dos 23 experimentos foram

realizados sob condiçoes de convecção moderada e fraca (−zi/L < 10).

As velocidades do vento, medidas em 115 metros, foram utilizadas para calcular

os per�s logaritmicos do vento da seguinte forma:

U(z) = c
{u∗
k

[
ln
( z
zo

)
−Ψm

( z
L

)
+Ψm

(z0
L

)]}
(3.60)

se z > zb, onde zb = min[|L|, 0, 1h] e Ψm é a função estabilidade dada por Paulsen (1975)

Os resultados da avaliação do modelo numérico Euleriano são apresentados nas

Tabelas 3.3, 3.4 e na Figura 3.1. Por outro lado a Tabela 3.4 mostra os valores dos

índices estatísticos originados da comparação entre os valores observados e previstos de

concentração integrada perpendicular à direção do vento ao nível da superfície (Cy).

A Figura 3.1 mostra o diagrama de espalhamento para o confronto entre concen-

trações observadas e previstas pelo modelo numérico Euleriano. Pode ser observar desta

�gura que existe um certo espalhamento em relação a reta de perfeita concordância. Po-

rém, percebe-se que os pontos se alinham em relação a esta reta, demonstrando que o

modelo reproduz razoavelmente bem as concentrações experimentais observadas. Esta

boa concordância é expressa pelos índices estatísticos da Tabela 3.4 que mostra valores

pequenos para as quantidades NMSE, FB e FS e apresenta um valor próximo a 1 para

COR
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Tabela 3.3 � Resultados simulados a partir do emprego do modelo numérico Euleriano
para a condição convectiva

Run Dist.Amos(m) Cobs(gm−2) Cpre(gm−2)

1 1900 6,48 6,58
1 3700 2,30 5,75

2 2100 5,38 3,20
2 4200 2,95 6,21

3 1900 8,20 9,20
3 3700 6,21 6,21
3 5400 4,30 4,30

4 4000 11,66 11,42

5 2100 6,71 5,95
5 4200 5,84 5,71
5 6100 4,56 4,27

6 2000 3,96 2,33
6 4200 2,22 2,25
6 5900 1,82 1,67

7 2000 6,70 3,96
7 4100 3,25 3,07
7 5300 2,23 3,07

8 1900 4,16 4,17
8 3600 2,02 4,06
8 5300 1,52 3,49

9 2100 4,58 4,01
9 4200 3,11 3,60
9 6000 2,59 2,70

Fonte: (FERREIRA, 2016)
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Tabela 3.4 � Índices estatísticos da performance do modelo numérico Euleriano para o
experimento de difusão de Copenhagen.

Erro quadrático médio normalizado(NMSE) 0,0684
Coe�ciente de correlação (COR) 0,84

Fração de inclinação (FB) -0,004
Desvio fracional padrão (FS) 0,075

Fonte: (FERREIRA, 2016)

Figura 3.1 � Diagrama de espalhamento entre as concentrações observadas e preditas
cy/Q.

2 4 6 8 10 12

2
4

6
8

1
0

Fonte: (FERREIRA, 2016)

3.3 CONCLUSÃO

Em trabalhos anteriores, a dispersão atmosférica em uma camada limite convectiva,

é descrita a partir do estudo de suas principais características. Essas são demonstradas

através de predições numéricas por Lamb (1981) e RIZZA et al. (2003), observações de

campo por Nieuwstadt (1980), e, de modo mais detalhado, por meio de experimentos

em laboratórios por Willis e Deardor� (1976). Esses estudos mostram que a dispersão,

geralmente, está relacionada a altura da fonte zs e são classi�cados em duas condições:

fontes super�ciais (zs/h < 0, 1) e fontes elevadas (0, 1 < zs/h < 1).

O presente trabalho apresenta o desenvolvimento de uma solução numérica aplicada

a um modelo de difusão Euleriano. O estudo tem como proposição simular e reproduzir

o campo de concentração de contaminantes liberados por fontes pontuais contínuas na
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camada limite planetária. A solução tem como ponto de partida o desenvolvimento de

um modelo baseado na equação de advecção-difusão. A parametrização empregada nessa

solução é derivada da teoria de difusão estatística de Taylor.

A avaliação dos resultados simulados pelo novo modelo numérico Euleriano é re-

alizada compararando-se os dados de concentração observada do experimento de Cope-

nhagen com as concentrações simuladas pelo modelo numérico Euleriano. Os resultados

mostram que o modelo numérico Euleriano reproduz razoavelmente bem as concentrações

observadas a partir no experimento de Copenhagen. A comparação entre as concentra-

ções simuladas com aquelas observadas apresenta um espalhamento razoável, porém o

diagrama de espalhamento (Figura 3.1) mostra que, em geral, os ponto seguem a reta

idealizada de concordância. Adicionalmente, os índices estatísticos apresentados na Ta-

bela 3.4 demonstram claramente que o modelo reproduz de forma satisfatória os dados

da concentrações observadas. Com base na analise apresentada acima, pode-se concluir

que o novo modelo Euleriano numérico de dispersão é adequado para simular o campo de

concentração de contaminantes liberados por fontes pontuais contínuas e elevadas.
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4 DISCUSSÃO

Nas seções (2.1.2) e (3.2) são mostrados os resultados das simulações dos modelos

Eulerianos: semi-analítico GILTT e numérico Euleriano LOD. Os métodos utilizados neste

trabalho investigaram os problemas de modelagem da dispersão de poluente na atmosfera

em diferentes condições, estável e moderadamente convectiva. Em ambos os métodos

são consideradas parametrizações turbulentas aplicadas a estas condições de estabilidade

que permitam a modelagem. O desempenho dos modelos empregou comparações entre

concentrações observadas e simuladas e fez uso de um conjunto de índices estatísticos que

permitiu avaliar os modelos de dispersão. Este conjunto de índices são capazes de nos dar

as seguintes informações sobre as simulações:

� NMSE: Está associado aos desvios entre concentrações previstas e observadas.

� FB: Informa a tendência do modelo em superestimar ou subestimar as concetrações

observadas

� FS: Informa o quanto o modelo consegue simular a dispersão do contaminante

quando comparado os valores observados e previstos pelo modelo.

� FA2: Informa a con�abilidade do modelo.

� COR: Estabelece o nível de relação entre duas variáveis

Para avaliar o modelo semi-analítico GILTT, Artigo 1, empregou-se o ce�ciente

de difusão vertical para uma camada limite estável expresso pela equação 2.7 e os dados

do experimento de Hanford. Os resultados da simulação são avaliados e mostrados na

Tabela 2.2 e na Figura 2.1. A avaliação da performance do modelo é feita a partir da

análise estatística proposta por Hanna (1989), que compararam as magnitudes observadas

e simuladas da concentração integrada ao nível do solo. Os índices NMSE, FB e FS

representam bons resultados quando os seus resultados estão proximos a zero, enquanto,

FA2 e COR são considerados bons resultados para valores próximos a um. Entretanto, na

análise da magnitide dos indices estatísticos, juntamente com diagrama de espalhamento,

Figura 2.1, pode-se concluir que a solução apresentada pelo modelo semi-analítico GILTT

reproduz de maneira satisfatória as concentrações observadas no experimento de Hanford.

Para avaliar o modelo numérico Euleriano LOD, Artigo 2, empregou-se um coe�ci-

ente de difusão assintótico para uma camada limite convectiva expresso pela equação 3.16

e os dados do experimento de Compenhagen. O desempenho do modelo, bem como, os

resultados da simulação são avaliados a partir da análise estatística proposta por Hanna

(1989), no qual compararam as magnitudes observadas e preditas. Esses índices, descri-

tos anteriormente, avaliam estatisticamente o modelo de dispersão Euleriano. Contudo,
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é possível observar que da mesma forma que no modelo GILTT os índices NMSE, FB

e FS apresentam seus resultados próximos a zero, enquanto que o índice COR apresenta

seu resultado com um valor proximo a 1. Os resultados dos índices estatiscos relaciona-

dos ao novo modelo mostram que a simulação numérica reproduziu razoavelmente bem

as concentrações observadas a partir das condições meteorológicas do experimento de

Compenhagen.

As duas soluções apresentam desenvolvimentos particulares, para cada desempenho

são considerados e empregados diferentes condições meteorológicas, cada um de acordo

com o experimento de validação utilizado. Entretanto, para o modelo semi-analítico

GILTT, foram considerados e empregados, a altura da camada limite e um per�l da

velocidade do vento e para o modelo de dispersão numérico Euleriano LOD, foram deter-

minadas as escalas de velocidade a partir da expressão 3.58 e e os per�s logaritmicos do

vento foi utilizado a expressão 3.59.



5 CONCLUSÃO

Neste trabalho emprega-se a equação de difusão-advecção e os coe�cientes de difu-

são turbulentos. Para calcular o campo de concentração de contaminantes liberados por

fontes pontuais em condições estáveis e moderadamente convectivas.

No Artigo 1, apresentou-se a solução para à tecnica semi-analitica GILTT. O mo-

delo euleriano semi-analítico é aplicado a condições estáveis, nas quais a turbulncia é

gerada pelo cisalhamento do vento. Para obter as soluções do modelo foram empregados

o coe�ciente de difusão vertical. Para a derivação desse coe�ciente foi necessário basear-

se no modelo de difusão estatística de taylor e na teoria de similaridade local. Estas

parametrizações foram empregadas no modelo semi-analítico GILTT, este baseia-se na

equação de difusão-advecção. O coe�ciente de difusão vertical foi empregado na equação

de difusão-advecção para simular as novas concentrações observadas do experimento de

Hanford ao nível do solo. Os resultados das simulações mostraram que as concentrações si-

muladas reproduziram de maneira satisfatória o campo de concentração de contaminantes

observados no experimento de Hanford.

No Artigo 2, apresenta-se o desenvolvimento de uma solução numérica Euleriana

para a equação de difusão-advecção a partir do método LOD (métodos de diferenças �ni-

tas). Neste estudo simulou-se e reproduziu-se o campo de concentração de contaminantes

liberados por fontes pontuais contínuas na camda limite atmosférica. As soluções foram

determinadas a partir do emprego do coe�ciente de difusão assintótico para uma camada

limite turbulenta moderadamente convectiva. Este coe�ciente foi derivado a partir das

considerações do modelo de difusão estatístico de Taylor. O coe�ciente foi empregado no

modelo numérico Euleriano, método numérico LOD, que baseia-se na técnica splitting. O

método numérico LOD é uma técnica de resolução para a equação de difusão-advecção,

no qual é descrita a partir de uma soma de operadores diferencias. Os resultados simu-

lados pelo modelo numérico Euleriano foram comparados com os dados de concentração

observado do experimento de Copenhagem. Em uma avaliação crítica, observou-se que os

resultados mostrados pelo modelo numérico reproduziu razoavelmente bem as concentra-

ções observadas do experimento de Copenhagem. As observações realizadas a partir do

diagrama de espalhamento, (Figura 3,1), mostra que, em geral, os pontos apresentam um

espalhamento razoavel e seguem a reta idealizada de concordância. Juntamente a isso, na

Tabela 3.4, observou-se que os índices estatísticos apresentados, mostram que o modelo

reproduz de modo satisfatório os dados de concentrações observados do experimento de

Copenhagem. Sendo assim, conclui-se que o modelo numérico Euleriano de dispersão

simula adequadamente o campo de concentração de contaminantes liberados por fontes

pontuais contínuas e elevadas.

Percebe-se que ambos os modelos apresentam resultados no qual existe uma boa
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acordância entre as concentrações observadas e as simuladas. Essa observação é possível

a partir dos resultados da análise estatística proposta por Hanna (1989). A partir dos

índices estatísticos apresentados nas Tabelas 2.2 e 3.3 foi possível aferir que os modelos

apresentam desempenho COR e con�abilidade FA2 satisfatórios, pois esses índices devem

estar dentro de um intervalo característico e que são encontrados em diferentes modelos

para aplicação na dispersão de contaminates. Sendo assim, é possível também ressaltar

que os resultados dessas simulações, e o bom desempenho dos modelos podem servir

de alternativas para novos experimentos fornecendo dados de dispersão no qual outros

modelos de dispersão poderão ser testados, podendo ser utilizados para a aplicação no

controle de qualidade do ar.
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APÊNDICE A � PARÂMETRO DE DISPERSÃO PARA UMA CAMADA

LIMITE ESTÁVEL DOMINANDA POR CISALHAMENTO

A componente para o espectro de velocidade turbulenta euleriano adimensional

para a condição estável é de�nida por Degrazia e Moraes (1992) eDegrazia et al. (2000)
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onde α1 =
3
2
e α2 = 1.

Para reproduzir o parâmetro de dispersão segundo Degrazia et al. (2000) emprega-

se a teoria da similaridade para camada limite estável apresentada por Sorbjan (1986),

considera-se que a turbulência é contínua, logo de�ne-se na camada limite estável o com-

primento e as escalas de velocidades locais
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De�nidas essas expressões integra-se analiticamente o espectro de velocidade tur-

bulenta sob todos os domínios de frequência e obtém-se um expressão para a variância da

velocidade na camada limite estável
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sendo assim, resolve-se a seguinte integral
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Fazendo as mudanças de variáveis
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retornando à integral
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Fazendo uso do teorema de residuos
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assim, de�ne-se a equação da variância da velocidade turbulenta para a camada

limite estável
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Para defenir o espectro normalizado é necessário fazer a razão entre da expressão

do expectro da velocidade turbulenta pela variância da velocidade turbulenta, como é

demosntrado na seguite equação
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Para encontrar a equação do parâmetro de dispersão para uma camada limite es-

tável dominada por cisalhamento emprega-se a equação geral de�nida por Pasquill (1974)
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onde α = x, y e z, i = u, v e w, Fi
E(n) é o valor do Espectro Euleriano de energia

normalizado pela variância da velocidade Euleriana, βi é de�nido como a razão entre as

escalas de tempo Lagrangeana e Euleriano, σi2 é a variância da velocidade turbulenta, n é

a frequência e t é o tempo de viagem da partícula. De acordo com ??), βi eFi
E(n) podem

ser escritos como:
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ao de�nir essas expressões é necessário retornar a equação de Pasquill (1974) e fazer

algumas substituições algébricas, como segue
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o argumento do sin é de�nido como
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X ′ =
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Uh

Fazendo uma mudança de variáveis

n′ = bn (A.21)
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Retornando à integral de Pasquill (1974), de�nimos as seguintes expressões

σ2
α =

U

16π

0, 65z

(fm)i

∫ ∞

0

sin2(a
b
n′)[

1 +
(

b
5
3 n′ 53

b
5
3

)] dn

(n
′

b
)2

(A.22)

assim, é determinado o parâmetro de dispersão para uma camada limite estável domi-

nada por cisalhamento com dependência do fator z
h
e da distância adimensional da fonte

(DEGRAZIA; MORAES, 1992),
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σ2
α

h2
=

0, 016 z2

h2

(fm)2i

∫ ∞

0

sin2
(

X′8,47c
1
2
i ϕ

1
2
ε (fm)

2
3
i n′

z
h

)
[1 + n′ 5

3 ]n′2
dn′ (A.23)

Derivação do coe�ciente de difusão turbulenta para uma camada limite estável

dominada por cisalhamento na forma integral

Para a seguinte derivação são empregados a teoria de similaridade local e o espectro

de velocidade turbulenta na teoria de difusão estatistica de Taylor. O coe�ciente de difusão

derivado por Degrazia et al. (2015) é de�nido a partir da teoria de Batchelor (1949)

Kα =
1

2

dσ2
α

dt
(A.24)

no qual é possivel obter a expressão geral para o coe�ciente de difusão a partir da equação

do parâmetro de dispersão

Kα =
σi

2βi
2π

∫ ∞

0

FE
i (n)

sin
(

2nπt
βi

)
n

dn (A.25)

ao derivar o coe�ciente de difusão para a camada limite estável são necessários o emprego

das expressões βi de�nida por Wandel e Kafoed-Hansen (1962), a equação do espectro de

velocidade é de�nida por Degrazia et al. (2000) juntamente com a variâcia da velocidade

turbulenta, σ2
i , (DEGRAZIA et al., 2000), bem como, a frequência do pico espectral e

o comprimento de Monin-Obukhov local. Essas constantes já foram de�nidas na seção

anterior para a determinação do parâmetro de dispersão.

Retornando a equação de Batchelor (1949) é necessário de�nir algumas expressões

matemáticas para determinar o coe�ciente de difusão turbulento. O espectro Euleriano

normalizado é de�nido pela razão do espectro de velocidade pela variância da velocidade

turbulenta, como segue

FE
i (n) =

1.5ci(
z
U
)ϕ

1
3
ε u2∗(fm)

2
3
i

(fm)i

[
1 + 1, 5

(nz
U

)
5
3

(fm)
5
3
i

] (A.26)

ainda é necessário de�nir as seguintes expressões matemáticas

σ2
i βi
2π

=
(2, 32)

1
2 c

1
2
i ϕ

1
3
ε u∗

(fm)
1
3
i

U

8π
1
2

(A.27)

a =
8π

1
2 (2, 32)

1
2 c

1
2
i ϕ

1
2
ε (1− z

h
)
3
4X ′h

U(fm)
1
3
i

(A.28)
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b = (1, 5)
3
5

z
U

(fm)i
(A.29)

Para a frequência adimensional de�ne-se

n′ = bn (A.30)

n =
n′

b
dn′ = bdn

Fazendo uso das expressões matemáticas a integral referente ao coe�ciente de di-

fusão pode ser ajustado da seguinte forma

Kα =
(2, 32)

1
2 c

1
2
i ϕ

1
3
ε u∗U

(fm)
1
3
i 8π

1
2

∫ ∞

0

0, 64( z
h
) sin(an

′

b
)b

(fm)i

[
1 + b

5
3
n′ 53

b
5
3

]
bn′

dn′ (A.31)

e a expressão do coe�ciente de difusão para uma camada limite estável dominada por

cisalhamento do vento é de�nida

Kα

u∗h
=

0.07
√
ci(1− z/h)3/4z/h

(fm)
4/3
i

∫ ∞

0

sin[(18.24(1− z/h)3/4X
′
)f(m)

2/3
i

h
z
n

′
]

(1 + n′5/3)n′ dn
′

(A.32)

onde n
′
= 1.5z

(fm)iU
n

′
, X

′
= xu∗

hU
. para α = z na equação anterior resulta:

Kz

u∗h
=

0.04(1− z/h)3/4z/h

(fm)
4/3
w

∫ ∞

0

sin[(18.24(1− z/h)3/4X
′
)(fm)

2/3
w

h
z
n

′
]

(1 + n′5/3)n′ dn
′

(A.33)

Coe�ciente de difusão turbulento com comportamento assintótico para a ca-

mada limite estável dominada por cisalhamentodo vento

Degrazia et al. (2000) de�ne o coe�enciente de difusão assintótico a partir da

seguinte expressão

d

dt
(
X̄2

2
) =

σ2
i βiF

E
i (n→ 0)

4
(A.34)

e o espectro Euleriano normalizado é de�nido por

FE
i (n→ 0) =

0, 64z

U(fm)i
(A.35)
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a escala de tempo de descorrelação Lagrangeana para grandes tempos de viagem é de-

�nida por (DEGRAZIA; MORAES; OLIVEIRA, 1996) e (DEGRAZIA; Campos Velho;

CARVALHO, 1997)

TLi =
βiF

E
i (n→ 0)

4
(A.36)

Logo,

TLi =
0, 088z

σi(fm)i
(A.37)

Para derivar o coe�ciente de difusão turbulenta assintótico para uma turbulência

gerada por efeitos mêcanicos, no qual é desconsiderado a dependência da distância da

fonte de contaminantes, considera-se que a derivada do espectro de energia cinética terá a

seguinte frequência n→ 0. Sendo assim, a expressão para derivar o coe�ciente de difusão

é de�nido por

Kα = σ2
i TLi (A.38)

ou seja,

Kα =

(
2, 32ciϕ

2
3
ε u2∗

(fm)
2
3
i

)(
0, 088z

σi(fm)i

)
(A.39)

e

Kα =
0, 134zc

1
2
i ϕ

1
2
ε u∗

(fm)
4
3
i

(A.40)

o coe�ciente de difusão para o comportamento assintótico em uma camada limite estável

a partir da substituições da frequência do pico espectral, (fm)i = (fm)0i

(
1 + 3, 7 z

Λ

)
, e do

comprimento de Monin-Obukhov local,Λ = L(1− z
h
)
5
4 , é de�nido por

Kα =
0, 134c

1
2
i ϕ

1
3
ε (u∗)0(1− z

h
)
3
4{

(fm)0i

[
1 + 3, 7 z

L(1− z
h
)
5
4

]} 4
3

i

(A.41)



APÊNDICE B � PARÂMETRO DE DIFUSÃO PARA UMA CAMADA

LIMITE CONVECTIVA

A equação para o espectro de velocidade turbulento para a camada limite convec-

tiva é de�nido por Degrazia e Anfossi (1998)

nSE
i (n)

w2
∗

=
1, 06cif

(
ψ z

zi

) 2
3

(fm)
5/3
i

[
1 + 1, 5 f

[(fm)i]

]5/3 (B.1)

onde i = u, v e w em que cv = cw = 0, 36 e cu = 0, 27, a frequência refuzida é expressa

por f = nz
U
, z é a altura acima da superfície, zi é a altura da camada convectiva, (fm)i

é a normalização da frequência do pico espectral, w∗ é a escala da velocidade convectiva,

ψ = εzi
w∗3

é a função taxa de dissipação onde ε é a taxa de dissipação de energia cinética por

unidade de tempo e unidade de massa do �uido. A expressão para variância da velocidade

turbulenta é de�nida a partir da integração analílita da equação do espectro de velocidade

turbulenta

σ2
i =

∫ ∞

0

SE
i (n)dn (B.2)

fazendo as devidas substituições obtém-se a seguinte expressão

σ2
i =

∫ ∞

0

1, 06cif
(
ψ z

zi

) 2
3w2

∗

[(fm)i]5/3
[
1 + 1, 5 f

[(fm)i]

]5/3dn (B.3)

é necessário reconhecer as seguintes modi�cações algébricas:

a = 1, 5
f

[(fm)i]
(B.4)

assim obtém-se:

σ2
i =

1, 06ciz
(
ψ z

zi

) 2
3w2

∗

U [(fm)i]5/3

∫ ∞

0

dn

[1 + an]
5
3

(B.5)

considerando e empregando uma substituição de variáveis

u = 1 + an (B.6)

du = adn

dn =
du

a
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∫ ∞

0

dn

[1 + an]
5
3

=
1

a

∫ ∞

0

du

u
5
3

, (B.7)

=
1

a

∫ ∞

0

u
−5
3 du,

=
1

a

[ u−5
3
+1

−5
3
+ 1

]∞
0
,

=
1

a

[u−2
3

−2
3

]∞
0
,

=
1

a

(−3

2

)[ 1

u
2
3

]∞
0
,

=
1

a

2

3

a partir da solução da integração é possível determinar a solução para a expressão da

variância generalizada das velocidades turbulentas

σ2
i =

1, 06ciψ
2
3w2

∗(
z
zi
)
2
3

(fm)
2
3
i

(B.8)

onde a frequência normalizada associada ao máximo do espectro convectivo é deinida por

fm = z
λm

= z
1,5zi

.

O parâmetro de dispersão para uma camada limite convectiva é determinado a

partir da expressão geral de Pasquill (1974)

σ2
α =

σ2
i β

2
i

π2

∫ ∞

0

FE
i (n)[

sin2(πnt
β
)

n2
]dn (B.9)

onde α = x, y e z, i = u, v e w, Fi
E(n) é o valor do Espectro Euleriano de energia

normalizado pela variância da velocidade Euleriana, βi é de�nido como a razão entre as

escalas de tempo Lagrangeana e Euleriano, σi2 é a variância da velocidade turbulenta, n

é a frequência e t é o tempo de viagem da partícula. De acordo com Wandel e Kafoed-

Hansen (1962), βi eFi
E(n) podem ser escritos como:

βi =
( π
16

U2

σ2
i

) 1
2

(B.10)

FE
i (n) =

z

U(fm)i

[
1 + 1, 5

f

(fm)i

]−5
3

(B.11)

a partir da equação de Pasquill (1974) é necessário fazer algumas manipulações algébricas
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σalpha
2 =

U2

16π

∫ ∞

0

z

U(fm)i

[
1 + 1,5f

(fm)i

] 5
3

sin2 nπt
β

n2
dn (B.12)

o argumento do sin é de�nido considerando as seguintes equações e empregando no argu-

mento

t =
x

U
,

X =
w∗x

ziU
,

nπt

β
= n4π

1
2
σix

UU
, (B.13)

=
n4π

1
2
(0,61)w∗

UU

zi
zi
,

= a =
4, 32ziX

U

reorganizando a integral

σalpha
2 =

1, 5Uzi
16π

∫ ∞

0

sin2
(

4,32ziX
U

)

n2
[
1 + 2, 25nzi

U

]dn (B.14)

a =
3, 32ziX

U
, (B.15)

b = 2, 25
zi
U

para de�nir o parâmetro de dispersão é necessario fazer a seguinte mudança de variável

n′ = bn (B.16)

dn′ = bdn

dn =
dn′

b

logo,
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σalpha
2 =

1, 5Uzi
16π

intinfty0

sin2(an)

n2[1 + bn]
5
3

dn (B.17)

empregando as mudanças de variáveis encontra-se a seguinte expressão

σ2
α =

1, 5Uzi
16π

∫ ∞

0

sin2
(

an′

b

)
1
b[

1 + bn′

b

] 5
3 n′2

b2

dn′ (B.18)

Retornando a equação de Pasquill (1974) e fazendo as devidas substituições algé-

bricas, obtém-se o parâmetro de dispersão de�nido pela seguinte expressão

σ2
α = 0, 07z2i

∫ ∞

0

sin2(1, 92ziX)

[1 + n′ ]n′2
dn

′
(B.19)

Derivação do coe�ciente de difusão turbulenta para a camada limite planetária

O coe�ciente de difusão é de�nido a partir da expressão de�nida por ??)

Kα =
1

2

dσ2
α

dt
(B.20)

no qual é possivel obter a expressão geral para o coe�ciente de difusão a partir da equação

do parâmetro de dispersão

Kα =
σi

2βi
2π

∫ ∞

0

FE
i (n)

sin
(

2nπt
βi

)
n

dn (B.21)

a razão entre as escalas de tempo Lagrangeana e Euleriana é de�nida por

βi = d(
U

σi
) (B.22)

onde d = 0, 55, uma constante de�nida em trabalhos ja realizados por Degrazia e Anfossi

(1998)

A equação do espectro da velocidade é de�nida por

nSE
i (n)

w2
∗

=
1, 06cif

(
ψ z

zi

) 2
3

(fm)
5/3
i

[
1 + 1, 5 f

[(fm)i]

]5/3 (B.23)

e a variância da velocidade turbulenta é de�nida como

σ2
i =

1, 06ciψ
2
3w2

∗(
z
zi
)
2
3

(fm)
2
3
i

(B.24)
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para resolver a equação do coe�ciente de difusão é necessário resolver as seguintes expres-

sões

σ2
i βi
2π

=
σiU

8π
1
2

, (B.25)

=
1, 06

1
2 c

1
2
i Ψ

1
3w∗

(fm)
1
3
i

(
z

zi
)
1
3
U

8π
1
2

,

=
0, 09Uc

1
2
i w

∗Ψ1
3

(fm)
1
3
i

(
z

zi
)
1
3

e

2πt

βi
= a =

8πxσ

π
1
2UU

, (B.26)

=
11, 76c

1
2
i Ψ

1
2

(fm)
1
3
i

(
z

zi
)
1
3
zi
U
X

O espectro Euleriano normalizado é escrito pela razão do espectro de velocidade

pela variância da velocidade turbulenta

FE
i (n) =

SE
i (n)

σ2
i

, (B.27)

=
z

U(fm)i

[
1 +

1, 5f

(fm)i
]
5
3

reformulando a expressão para o coe�ciente de difusão obtém-se

Kα =
0, 09c

1
2Ψ

1
3 z

4
3w∗

(fm)
4
3
i z

1
3

∫ ∞

0

sin(an){
1 + 1, 5

{
nz

[(fm)iU ]

}} 5
3

dn

n
(B.28)

fazendo uma mudança de variáveis, admite-se

n′ = bn, (B.29)

n =
n′

b
,

dn =
1

b
dn′
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no qual obtém-se

Kα

w∗zi
=

0, 09c
1
2Ψ

1
3 ( z

zi
)
4
3w∗

(fm)
4
3
i

∫ ∞

0

sin(a
b
n′)

[1 + n′]
5
3

dn′

n′ (B.30)

assim, expandindo para:

Kα

w∗zi
=

0, 09c
1
2Ψ

1
3 ( z

zi
)
4
3w∗

(fm)
4
3
i

∫ ∞

0

sin(
7,84c

1
2
i Ψ

1
3 (fm)

2
3
i Xn′

( z
zi
)

)

[1 + n′]
5
3

dn′

n′ (B.31)

O coe�ciente de difusão para uma camada limite convectiva é derivado como uma

função dependente da distância, essa dependência em z produz uma descrição da dispersão

turbulenta em uma distância perto, intermediária e longe da fonte elevada (podendo ser

considerado o efeito de memória).

Coe�ciente de difusão turbulenta assintótico para a camada limite convectiva

Degrazia e Anfossi (1998) deriva a formulação para a escala de tempo de descor-

relação Lagrangeana. Essa derivação baseia-se na teoria estatística de difusão de Taylor

e também no modelo de energia cinética turbulenta

TLi =
βiF

E
i (n

−→
0 )

4
(B.32)

onde FE
i (n

−→
0 ) é de�nido por Degrazia et al. (2000)

FE
i (

−→
0 ) =

z

U(fm)i
(B.33)

sendo assim é possível determinar a expressão para a escala de tempo de descorrelação

Lagrangeana

TLi =
0, 13z

2
3 z

1
3
i

c
1
2Ψ

1
3 (fm)

2
3
i w∗

(B.34)

A expressão para derivar o coe�ciente de difusão é de�nido por

Kα = σ2
i TLi (B.35)

Kα =
σ2
i βiF

E
i (n

−→
0 )

4
(B.36)

substituindo as expressões da variância da velocidade turbulenta e a expressão da escala

de tempo de descorrelação Lagrangeana na expressão do coe�ciente de difusão turbulenta
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obtém-se

Kα =

(
1, 06ciΨ

2
3

(
z
zi

2
3

)
(fm)

2
3
i

)(
0, 13z

2
3 z

1
3
i

c
1
2Ψ

1
3 (fm)

2
3
i w∗zi

)
(B.37)

Kα =
0, 137c

1
2Ψ

1
3 ( z

zi

4
3 )w∗zi

(fm)
4
3
i

(B.38)

Na equação que se refere ao coe�ciente de difusão a expressão para a frequência

normalizada do pico espectral convectivo é de�nido por

(fm)i =
z

(λm)i
= 0, 55

( z
zi

)[
1− exp

(
− 4z

zi

)
− 0, 0003 exp

(8z
zi

)]−
1 (B.39)

com essa de�nição é possível determinar a equação para o comportamento assintótico em

função da frequência normalizada do pico espectral convectivo como segue

Kα

w∗zi
= 0, 16Ψ

1
3

[
1−− exp

(
− 4z

zi

)
− 0, 0003 exp

(8z
zi

)] 4
3

(B.40)

Com a de�nição da expressão para frequência normalizada do pico espectra con-

vectivo é possível de�nir a equação do coe�ciente de difusão no comportamento integral.

Esse coe�ciente é descrito em termos de energia contida dentro dos turbulhões em função

de uma distância X e da altura z. A expressão é expressa da seguinte forma

Kα

w∗zi
= 0, 12Ψ

1
3

[
1−− exp

(
− 4z

zi

)
− 0, 0003 exp

(8z
zi

)] 4
3

(B.41)

∫ ∞

0

sin
{
3, 17

[
1−− exp

(
− 4z

zi

)
− 0, 0003 exp

(
8z
zi

)] 2
3
Ψ

1
3Xn′

}
[1 + n′]

5
3

dn′

n′



APÊNDICE C � MÉTODO SPLINE CÚBICO

Método Spline Cùbico, S(x), é uma função que é uma interpolação para ordenadar

yi(i = 1, ..., N) em pontos localizados na malha xi, tais como

� S(x) é continuo para a primeira e segunda derivada,

� S(x) é um polinômio cúbico no qual seu intervalo é xi−1 ≤ x ≤ xi,

� S(x) = yi

A expressão para S ′(x) sobre [xi−1, xi] em termos de pi = ∂S
∂x

para o nó xi é

(AHLBERG; NILSON; WALSH, 1967)

S ′(x) = pi−1
(xi − x)(2xi−1 + xi − 3x)

h2i
−pi

(x− xi−1)(2xi−1 + xi−1 − 3x)

h2i
+6

yi − yi−1

h3i
(xi−x)(x−xi−1)

(C.1)

onde hi = xi − xi − 1

A integração de S ′(x) é o produto da primeira derivada de S(x)

S(x) = pi−1
(xi − x)2(x− xi − 1)

h2i
− pi

(x− xi−1)
2(xi−1 − x)

h2i
+ (C.2)

+yi−1
(xi − x)2[2(x− xi−1) + h]

h3i
+ yi

(x− xi−1)
2[2(xi − x) + h]

h3i

e diferentemente de S ′(x), o produto de S ′′(x) após algumas manipulações algébricas é

de�nido como

S ′′(x) = −2pi−1
(2xi + xi−1 − 3x)

h2i
− 2pi

(2xi−1 + xi − 3x)

h2i
+ (C.3)

+6
yi − yi− 1

h3i
(xi − xi−1 − 2x)

A expressão C.4 é utilizada para determinar os valores de pi−1 e pi. Além disso,

deriva-se os limites para limx→xi
e limx→xi−1

resultando nas seguintes expressões

lim
x→xi

S ′′(x−i ) = 2
pi−1

hi
+ 4

pi
hi

− 6
yi − yi−1

h2i+1

(C.4)

lim
x→xi−1

S ′′(x+i ) = −4
pi−1

hi+1

− 2
pi+1

hi+1

− 6
yi+1 − yi
h2i+1

(C.5)
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Aplicando a condição de continnuidade sobre S ′′(x) para xi = (i = 1, ..., N − 1)

S ′′(x+i ) = S ′′(x−i )

2
pi−1

hi
+ 4

pi
hi

− 6
yi − yi−1

h2i+1

= −4
pi−1

hi+1

− 2
pi+1

hi+1

− 6
yi+1 − yi
h2i+1

(C.6)

Resultando em


λipi−1 + 2pi + µipi+1 = ci = 2, ..., N − 2,

2pi + µipi+2 = ci,

λNpN−1 + 2pN = cN−1

ondeλi =
hi+1

hi+hi+1
, µi =

1− hi+1
hi+hi+1

e ci = λi
yi−yi−1

hi
+ 3µ

yi+1−yi

hi+1

Sendo assim, criou-se um seistema tridiagonal feito de N equações (??). Retor-

nando para o caso, no qual estamos estudando, é possível observar a derivada Spline pi
como P n

i =
(

∂C̄
∂x

)
, para a derivada de x, por exemplo, obtém-se o seguinte sistema

1

2
pni−1 + 2pni +

1

2
pni+1 =

3

2∆x
(C̄n

i − C̄n
i−1) +

3

2∆x
(C̄n

i+1 − C̄n
i ) (C.7)

onde hi = hi−1 = ∆x e yi = C̄n
i .



APÊNDICE D � FILTRO

Os ruídos computacionais são gerados por uma aproximação numérica dos termos

advectivos, para amenizar esses ruidos é utilizado um �ltro não-linear que primeiramente

foi introduzido por Forester (1979) e posteriormente foi descrito por McRae et al. (1982).

McRae et al. (1982) descreve o comportamento desse �ltro em uma revisão feita por ele

(McRae et al. 1982). Para esse tipo de �ltro localmente transformado, por exemplo, a

equação de advecção na direção x é demosntrada da seguinte forma

∂C

∂t
= −u∂C

∂x
(D.1)

adicionalmente

∂C

∂t
+ u

∂C

∂x
=

∂

∂x
Kx

∂C

∂x
(D.2)

no qual o �ltro é dado por

Ck
j + 1 = Ck

j +
kf
2
[(Cj+1 − Cj)(Ψj +Ψj+1)− (Cj − Cj−1)(Ψj +Ψj+1)]

k (D.3)

onde Ck
j + 1 é o valor de Cj após o icremento k de um �ltro e kf é o coe�ciente médio

associado com o processo do �ltro

Ψj =

{
0

1

0, se não existir necessidade do processo de �ltragem;

1, para a condição, no qual, existe a necessidade de um processo de �ltragem.

Então, o objetivo desejado é determinar uma maneira de selecionar os pontos nos

quais têm-se Ψj = 1. Inicialmente, todos os Ψj são considerados zero. Logo, ao �xar um

ponto j, sobre cada intervalo [j −m, j +m+ 1] tem-se uma evolução da função

Si = sing[Ci − Ci−1] onde i = j −m, j −m− 1, j + 1, ..., j +m+ 1 e

sing(C) =

{
1 C
|C| > 0

−1 C
|c| < 0

Se o valor da concentração Cj para o nó j é um extremo, entao, Sj e Sj+1 têm

sinais opostos.

Além disso, quando o intervalo for [j −m, j +m+ 1], Sj+1, ..., Sj+m+1 têm mesmo

sinal e todos os Sj−1, .., Sj−m são de sinais opostos com o SJ+1, então a distribuição de C

sobre este intervalo é homogeneo. Nesse caso, Ψj são considerados zero, dessa forma não

é aplicado um atenuante para Cj.

Considerando Cj um extremo, testa-se Sj, ...Sj+m+1 para o sinal de continuidade.
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Assim, se o sinal de contiuidade não vale para os valores de m e de S sobre cada lado do

extremo, Ψj é de�nido para 1 no intervalo [i− 1, i+ 1]. Os valores de m e de l devem ser

escolhidos para garantir que os pontos nos quais Ψ não é zero e são representativos nas

regiões onde há ruído computacional. Sendo assim, a seleção de m e de l é determinado

experimentalmente.

O teste empírico para a escolha destas constantes são baseadas no fato que m

representa metade do comprimento de onda dos ruídos computacionais que possuem o

maior comprimento de onda, enquanto que l deve ser grande o su�ciente para que Ψ

tenha um valor diferente de zero e seja contínuo sobre qualquer região que o processo de

escolha de�na um ruído computacional. Para remover esse ruído computacional, como

é esperado, o processo de �ltragem é aplicado k vezes. Para isso é necessario escolher e

utilizar os seguinte valores para as constantes paramétricas
m = 3

l = 2

kf = 0, 2

k = 2



APÊNDICE E � CRANCK NICOLSON

McRae, Goodin e Seinfeld (1982) descreve a aproximação localmente unidimensi-

onal (LOD) utilizando a integração temporal Crank-Nicolson, obtida por

c̄n+1 =
3∏

j=1

[
I − ∆t

2
Λj

]−
1
[
I − ∆t

2
Λj

]
c̄n (E.1)

que pode ser reescrito como

c̄n+1 =
3∏

j=1

T n
j c̄

n = T nc̄n (E.2)

Para obter a ordem da aproximação temporal da equação E.2 é necessário expandir

o operador T n
j em potências de ∆t

T n
j = 1−∆tΛn

j +
∆t2

2!
(Λn

j )
2 − ∆t3

3!
(Λn

j )
3 + ... (E.3)

e

T n = I −∆tΛn
j +

∆t2

2!
[(Λn

j )
2 +

n∑
α=1

n∑
beta=1

(Λn
αΛ

n
β + Λn

βΛ
n
α)] +O(∆t3) (E.4)

Assim, o operador Splitting, esquema de diferenças �nitas, será de segunda ordem

de acurácia se o operador splitting Λn
alpha e Λn

beta comutarem, se não, serão de primeira

ordem. Se eles comutam os trmos sobre os somatórios serão zero ou equivalente

T n = I −∆tΛn +
∆t2

2!
(Λn)2 +O(∆t3) (E.5)

Para obter a acurácia de segunda ordem é necessario reservar a ordem do operador

alternando cada passo para cancelar dois termos não comutáveis, então consecutivamente

obtém-se

c̄ =
n∏

j=1

T n
j c̄

n (E.6)

e

c̄n+1 =
1∏

j=3

T n
j c̄

n (E.7)


