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RESUMO

MAQUINAS DE TURING, DECIDIBILIDADE E COMPUTABILIDADE

AUTOR: Filipe Ramos Netto
Orientador: Pedro Paiva Zuhlke D’Oliveira

Nessa dissertacao consideramos detalhadamente a teoria matematica das maquinas
de Turing, que servem como ferramenta de estudo em areas da Matematica e da Com-
putacdo. Ao lado delas, lidamos com os tipos de fungdes que lhe sdo normalmente
associadas, bem como as classificagcdes de linguagens relativas a esse entorno. Tra-
zemos um olhar mais detido a varias demonstracoes conhecidas, nas quais expomos
uma visdo sua em niveis de descricdo mais minuciosos. A partir de exemplares de
problemas e de situagdes, verificamos o que significam e o que néo significam cer-
tos conceitos. Podemos checar isto no trabalho com a no¢ao de computabilidade, e
sua nao-extensdo a certas fungdes, mesmo que sejam definidas de modo elemen-
tar e direto. Apresentamos algumas variantes das maquinas de Turing e também a
chamada maquina universal. E concluimos que tais variantes sdo equivalentes, como
modelos de computacdo, a versao basica das maquinas de Turing. Isto nos permite
definir de maneira precisa e independente a nogcédo de algoritmo a partir de tais re-
cursos. Tratamos de diversos problemas a partir de codificacdes de suas instancias,
muitos deles no proprio universo de tais maquinas. A partir desse método, chegamos
a conclusdes sobre a capacidade de os resolvermos com as ferramentas em questéo,
que levantam questdes, em certos aspectos, a respeito da existéncia de um método
que universalmente resolva os mesmos problemas. E ainda vemos, através da de-
finicdo de redutibilidade por mapeamento, que a partir de determinados problemas
nao-solucionaveis (ou indecidiveis), por meio dos recursos considerados, consegui-
mos deduzir a incapacidade de encontrar universalmente uma solucao para também
outros problemas.

Palavras-chave: Maquina de Turing. Decidibilidade. Indecidibilidade. Fungdo com-
putavel.






ABSTRACT

TURING MACHINES, DECIDABILITY AND COMPUTABILITY

AUTHOR: Filipe Ramos Netto
ADVISOR: Pedro Paiva Zihlke D’Oliveira

In this dissertation we look in detail at the mathematical theory of Turing machines,
which serve as a tool for study in the fields of Mathematics and Computing. Alongside
them, we deal with the types of functions that are usually associated with them, as
well as the classifications of languages related to this environment. We take a closer
look at several well-known demonstrations, in which we present a view of them at more
meticulous levels of description. Using examples of problems and situations, we look
at what certain concepts mean and don’t mean. We can check this in our work with
the notion of computability, and its non-extension to certain functions, even if they are
defined in an elementary and direct way. We present some variants of the Turing ma-
chines and also the so-called universal machine. We conclude that these variants are
equivalent, as computing models, to the basic version of Turing machines. This allows
us to define the notion of algorithm precisely and independently using these resour-
ces. We dealt with various problems by coding their instances, many of them in the
universe of such machines. Using this method, we reach conclusions about the ability
to solve them with the tools in matter, which raise questions, in certain respects, about
the existence of a method that universally solves the same problems. And we also see,
through the definition of mapping reducibility, that from certain unsolvable (or undeci-
dable) problems, by means of the resources considered, we can deduce the inability
to universally find a solution to other problems as well.

Keywords: Turing machine. Decidability. Undecidability. Computability.
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1 INTRODUCAO

O que traremos neste trabalho é algo que serviu de base para os computadores,
as chamadas maquinas de Turing. Idealizadas pelo matematico Alan Turing (1937),
tratam-se, basicamente, de uma maquina de leitura/escrita sobre uma fita horizontal,
sendo preenchida por simbolos conforme um numero limitado de comandos.

Essa fita é dividida em quadrados de mesmo tamanho que comportam, cada,
um simbolo por vez. O mecanismo que os preenche € a cabega, que a cada momento
opera sobre um determinado quadrado.

Além de imprimir simbolos, a cabeca também escaneia o simbolo que ja preen-
chia o quadrado em que ela esta. E tudo isso € governado por um sistema de estados
que se sucedem ao longo do trabalho desta maquina. Dependendo do estado em que
a maquina de Turing se encontrar, a leitura de determinado simbolo causa a impressao
de um simbolo no quadrado atual. Também causa a sucessao a algum outro estado,
e causar o0 movimento da cabecga, que na proxima vez escaneara ou o quadrado adja-
cente da esquerda ou o da direita.

A fita em questdao tem um numero infinito de quadrados. Os simbolos que
a cabeca pode ler e imprimir, e 0os estados que a maquina pode assumir sdo em
quantidade finita.

Quando inicia seu trabalho, a maquina de Turing recebe uma entrada limitada
na fita, formada alguns destes simbolos. A partir desta entrada e das instru¢des que
a maquina possuir, o resultado da computagao de tal maquina sera algo de extensao
finita ou infinita ao longo da fita. Até porque ela ndo esta limitada pela questao fisica
do tempo.

Definimos precisamente o que séo tais maquinas, como funcionam e equiva-
léncias nos efeitos de diferentes modos de funcionar no capitulo 3.

Antes disso, o capitulo 2 é dedicado a estabelecer os conceitos numéricos con-
siderados ao longo da dissertagdo, envolvendo mormente a nogao de enumerabili-
dade.

O conceito de maquinas de Turing foi sendo desenvolvido ao longo dos anos,
ganhando um contorno mais algébrico. A partir de certo ponto, também do capitulo
3, comegcamos a aliar nosso trabalho sobre as maquinas de Turing aos conceitos de
alfabeto e de linguagem. Um alfabeto € um conjunto finito e ndo-vazio qualquer. Seus
elementos sdo chamados de simbolos do alfabeto. Com eles, formamos as chama-
das cadeias, que sédo sequéncias finitas desses simbolos, podendo haver repeticéo.
As linguagens sobre um alfabeto sdo nada mais que conjuntos de cadeias advindas
dele. Veremos como a utilizacdo desses conceitos facilita muito a consideragao e
tentativa de resolucdo de alguns problemas.
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No capitulo 4 trazemos algumas variantes na definicdo de maquina de Turing.
Uma delas é constituida de multiplas fitas para computacado. A outra, a partir de uma
Unica fita, se ramifica em varias segundo diversas possibilidades inscritas em suas ins-
trucoes. Veremos que estas variacoes razoaveis do modelo original de maquinas de
Turing, junto com a original, sdo, em um sentido a ser esclarecido, todas equivalentes.

Ja entre as maquinas de Turing comuns, encontramos um tipo em especial que,
a partir das entradas corretas, consegue replicar a computacao de outras maquinas de
Turing. E a chamada maquina de Turing universal, da qual tratamos neste mesmo
capitulo.

Ja no capitulo 5, temos atrelada as maquinas de Turing a nocao de algoritmo.
Eles serao vistos sob a 6tica da resolucéo de problemas através de nossas maquinas.
Tais problemas sdo tomados a partir de linguagens que os reflitam adequadamente,
dada a codificagédo de suas instancias por simbolos de algum alfabeto.

Tomamos exemplos de problemas com outras maquinas, os automatos fini-
tos, a fim de verificar a resolugcao de certos problemas. Os problemas com tais maqui-
nas serdo comparados com os problemas analogos envolvendo maquinas de Turing.
Dentre estes ultimos, temos o accepting problem e o halting problem, dedicados a co-
nhecer quando maquinas de Turing, sobre certas entradas, respectivamente aceitam
sua computacao ou simplesmente param em algum momento ao cumputa-las. Sé que
estes dois problemas sao tais que nao existe um método universal para verificar quais
Sa0 e quais nao sao suas instancias.

No capitulo 6, ndés nos debrugamos sobre resultados encontrados por Shannon
(1956) a respeito, primeiramente, de reproduzir a computacdo de uma maquina de
Turing qualquer, mas utilizando pouquissimos estados. Depois, tratamos da mesma
questao, diminuindo, em vez do numero de estados, o numero de simbolos. Em am-
bas as situa¢des, acabamos fazendo adaptacdes necessarias para que os resultados
ficassem acomodados com a definicdo de maquina de Turing que estamos empre-
gando.

No capitulo 7 aproveitamos problemas que antes verificamos n&o possuirem
uma resolucéo universal para, a partir deles, verificar outros problemas que também
nao tenham. Veremos que o podemos fazer sob o aspecto de serem decidiveis,
como também sob o aspecto de serem Turing-reconheciveis. O primeiro diz res-
peito a computarmos as entradas e chegarmos a um fim sobre todas elas, sinalizando
exatamente quais sao instancias do problema e quais nao sao. O segundo se reduz
a sinalizarmos, no fim da computagéo, as entradas que sao instancias do problema,
sem necessariamente finalizar a computagdo em entradas que ndo o séo.

Formalizamos uma maneira de assim agir, por meio das maquinas de Turing.
Introduzimos, entdo, o conceito de computabilidade. Enquanto a decidibilidade diz
respeito a linguagens (tomadas usualmente a partir de problemas de interesse), a
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computabilidade diz respeito a fungdes. Lidamos com tais funcdes em que parte do
dominio é normalmente uma linguagem conveniente, sendo o conjunto-imagem dessa
parte também conveniente. Para essas fungdes, cada elemento do dominio € uma
entrada de uma maquina de Turing, e suas imagens sdo as saidas de tal maquina
sobre esta entrada. Tal relacao esta intimamente ligada a questao de problemas cuja
solugéo é alcancgavel, universalmente falando, por algum algoritmo.

No capitulo 8 exploramos alguns dos limites do conceito de computabilidade
no tocante a conjuntos/linguagens, ainda que bem-definidos e finitos. Foi escrito com
base em artigo de Radd (1962). Mostramos uma fungdo que cresce mais rapida-
mente do que qualquer fungdo computavel e que, portanto ndo pode ser computavel,
ainda que bem-definida. Concomitantemente, expomos uma maneira de converter o
conceito de computabilidade do autor para o conceito que haviamos trazido.

Em seguida, no capitulo 9 colocamos algumas convengdes e conceitos cuja
serventia se da nos dois capitulos finais. Fixamos um alfabeto conveniente que sirva
para imitar a computacao de quaisquer outras maquinas de Turing. E apresentamos
as chamadas historias de computacao, fundamentais na principal demonstragao do
proximo capitulo.

NOs escrevemos este trabalho motivados pelo alcance que estes recursos tém
diante de muitos problemas, sejam eles puramente tedricos ou ndo. Deste ultimo
caso, citamos o problema da correspondéncia de Post, mostrado no capitulo 10, que
se trata, basicamente, de um jogo envolvendo dominds. Embora ele, a primeira vista,
nao tenha relagcdo com as maquinas de Turing, mostramos que o halting problem pode
ser reduzido a ele, portanto, ele ndo é decidivel.

O dltimo tépico que trazemos, no capitulo 11 é o teorema da recursdo. Supo-
nha que provéssemos a cada maquina de Turing a sua propria descricdo como parte
de qualquer de suas entradas. Em termos mais concretos, suponha que qualquer
programa pudesse ter acesso ao seu proprio cédigo-fonte. De maneira informal, o
teorema da recursao afirma que esta propriedade extra nada adiciona ao modelo ori-
ginal. Ou seja, qualquer maquina de Turing com esta capacidade € equivalente a uma
maquina de Turing convencional.

Enfim, a utilidade das maquinas de Turing persiste dentro de areas da Mate-
matica, como a Algebra de grupos. Em vista de familiarizar o leitor com fundamentos
para estas areas e com o proprio funcionamento das maquinas de Turing, escrevemos
tal dissertacéo.
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2 RESULTADOS PRELIMINARES

Em vista de preparar as no¢gdes numéricas que utilizaremos ao longo desta
dissertacdo, escrevemos o presente capitulo. Ele trata, basicamente, de conteudo
visto em uma disciplina de Analise Real. Mais especificamente, de como classificar
certos conjuntos.

Inicialmente, deixamos claro que, quando nos referimos ao conjunto dos nume-
ros naturais, esta incluido o zero como seu elemento na definicao.

Um dado conjunto X é chamado enumeravel quando ele é finito ou quando
existe uma bijecao de N em X. Consequentemente, um conjunto hao-enumeravel é
aquele que nao atende nenhuma dessas condigoes.

Definimos que uma equacgao de uma variavel (variavel essa normalmente cha-
mada de ) da forma

> aat =0 (2.1)

com N um inteiro positivo, € chamada equacao polinomial. Para tal, convém definir
que 2° = 1 para qualquer z. Chamamos o nimero N de grau da equacgao polinomial.

Segundo Petzold (2008), se a; € inteiro, tal equacdo é chamada de equacao
algébrica. E as solugdes destas equacdes sdao chamadas de numeros algébricos.
Nesta dissertacdo, ater-nos-emos aos numeros algébricos reais. Os numeros reais
nao-algébricos sdo chamados de numeros transcendentes.

Proposicao 2.0.1. O conjunto dos numeros algébricos contém o conjunto-solugéo das
equacébes polinomiais onde o0s coeficientes sdo racionais.

Demonstracao. Para tal, primeiro vejamos que, como define Lima (2014), o conjunto
dos numeros racionais € dado por Q = {@; m,n € Z,n # 0}. Provaremos que toda
solu¢ao de uma equacao polinomial com gTrLau finito e coeficientes racionais é solucao
de uma equacao algébrica.

Sabemos que, no conjunto dos numeros reais, uma dada equagao do tipo (2.1)
tem 0 mesmo conjunto-solucédo que a equacao

| X o1 . Nazz_o
- ;alx—g- (i);—a:—

para n um inteiro qualquer. E a Ultima equagao acima possui coeficientes racionais,
Nao necessariamente inteiros.

N b: .
Com isso, encontrar as solugdes de uma equagdo do tipo > —z' = 0, com
i=0 Ci



30

N e Z:,b;,c; € Zec; #0, equivale a encontrar as solugdes da equagao

N 1 N
b; | — - c: ||zt =o0.
2o e
i=0 7=0
Afinal, ela € uma equacgéo algébrica, uma vez que o fator que esta entre pa-
rénteses € inteiro (0 denominador ¢; sera cancelado com o fator ¢; do produtério). E
essa equacao, quando tem seus dois membros multiplicados por 1/( N, cj), resulta na
N b; .
equagdo > —a' = 0. [ |
i=0 &1
E é facil provarmos a reciproca desta proposicao, pois toda equacgéao algébrica
€ uma equacao polinomial com coeficientes racionais, uma vez que todo inteiro é
racional.

Proposicao 2.0.2. O conjunto dos numeros algébricos esta contido no conjunto-solu-
¢do das equacgbes que possuem a forma que apresentamos em (2.1), mas onde 0s
coeficientes, em vez de inteiros, sdo racionais. [

Dado isso, seja
2Nty 2V a4 =0 (2.2)

uma equagao polinomial com coeficientes racionais.

Lema 2.0.3. Todos os numeros algébricos sdo solugcdo de alguma equacédo do tipo
(2.2).

Demonstracdao. Se dado numero algébrico é solugdo de uma equacgao do tipo (2.1),
ele também sera solugéo de tal equagédo com os seus dois membros multiplicados
por 1/ay. E podemos tomar r; = @i/ay. Consideremos ry o coeficiente de zV. Con-
sequentemente, os coeficientes do polinémio, que serao cada r;, serdo racionais, e
ry = 1. |

Teorema 2.0.4. O conjunto dos numeros algébricos é enumeravel.

Demonstracdao. Sabemos que o conjunto dos numeros racionais € infinito e enume-
ravel.

Tomemos entdo uma bijecao f entre os racionais e os naturais de modo que,
para i € N, o racional r; é levado em n; € N. Uma vez que, como demonstra Lima
(2014), o produto cartesiano finito de conjuntos enumeraveis é enumeravel, teremos
que a N-upla (rg,1,...,7y_1) € QN serd levada pela bijegdo f (o produto cartesiano
de f por ela mesma N vezes) a uma N-upla (ng,ni,...,ny_1) € NV, sendo tanto o
dominio quanto o contradominio de tal bijecdo enumeraveis.
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Associemos, agora, cada (rg,r1,...,ry—1) @0 numero My € N, dado por ny +
ny +---+ny_1 = My. Vemos que séo finitos os elementos de Q" associados a cada
My, pois sao finitas as somas de N naturais que totalizam exatamente My.

Cada uma das equagdes polinomiais do tipo (2.2) corresponde a um elemento
de QV e vice-versa. E cada uma de tais equagdes possui no maximo N solugdes em
R. Assim, dado My € N, existe um numero finito py(My) de solugdes reais distintas
de equacdes polinomiais do tipo (2.2) satisfazendo ng + ny + -+ + ny_1 = My. Isto
define uma funcao py, de N em N.

Dado que tais solu¢des sdo numeros algébricos, podemos afirmar entdo que
para cada namero natural My, existem finitos numeros algébricos. E, pelo lema 2.0.3,
todo numero algébrico é solucao de alguma equacéao do tipo (2.2), para algum N inteiro
positivo. Segue entdo que todo numero algébrico € um dos py (M) nimeros distintos
associados a algum M natural.

Como demonstra Lima (2014), a uniao enumeravel de conjuntos enumeraveis
€ também um conjunto enumeravel. Ora, fixando N, para cada valor My temos um
conjunto V), de exatamente py(My) nUmeros algébricos associados a ele. Fazendo
My percorrer o conjunto dos numeros naturais, e tomando a unido de tais conjuntos,

—+00
obtemos portanto um conjunto enumeravel Uy = |J Vi, unido enumeravel de
Mpn=0
conjuntos finitos. E o conjunto de todos os numeros algébricos € exatamente a uniao
—+00
J Un, e portanto € enumeravel, como reunido enumeravel de enumeraveis. [
N=1

Observacao 1. Como demonstraremos mais a frente nesta dissertagéo, o conjunto
dos numeros reais é ndo-enumeravel. E como a unido de dois enumeraveis € enu-
meravel, sé podemos concluir que o conjunto dos niumeros transcendentes também é
nao-enumeravel.

Dito isso, precisando os conceitos, dados um conjunto enumeravel (seja ele
finito ou infinito) e um conjunto ndo-enumeravel, na relacdo de ordem entre o “tama-
nho” dos dois conjuntos, nds dizemos que a cardinalidade do segundo € maior que
a do primeiro. Isto quer dizer que mesmo se ao primeiro conjunto nos adicionasse-
mos elementos em quantidade enumeravel, ainda assim nés nunca chegariamos a ter
tantos elementos no primeiro conjunto quanto temos no segundo.

Denotamos a cardinalidade de um conjunto Y por #Y. E, sendo X um conjunto
enumeravel qualquer, quando afirmamos que a cardinalidade de X é menor do que
a cardinalidade do conjunto dos reais, isto é, que #X < #R, isto significa que existe
uma funcado f : X — R injetiva mas ndo existe uma funcao ¢g : R — X injetiva. Como
se, com o conjunto X ndo conseguissemos nunca “cobrir” todo o conjunto dos reais.

O fato de que os numeros reais existem em quantidade nao-enumeravel sig-
nifica que a diferenca entre tal conjunto e o conjunto dos numeros algébricos nao é
s6 uma diferenca de um elemento, ou de dois, ou de trés, ou de qualquer quantidade
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finita. Também nao pode ser de uma quantidade infinita enumeravel, pois se o fosse,
a unido dos algébricos com os transcendentes seria uma unido de dois enumeraveis,
resultando em outro conjunto enumeravel.

Assim, a grosso modo, “existem muitissimo mais nimeros transcendentes do
que algébricos”.



3 MAQUINAS DE TURING

Uma das primeiras coisas que vamos fazer nesta dissertacao € demonstrar que
o conjunto dos chamados “numeros computaveis” é enumeravel. Para isso, precisa-
mos definir o que é uma maquina de Turing. Apds defini-la, vamos explorar alguns
numeros que podem ser escritos a partir dela. O conceito da maquina de Turing visa
ser uma abstracao de uma pessoa que efetua contas seguindo um numero finito de
instrucdes precisas.

3.1 APRESENTACAO DO CONCEITO

O matematico alemao David Hilbert, apds o inicio do século XX, havia lancado
uma série de novos problemas a fim de que os demais matematicos pudessem encon-
trar a resposta para eles. Entre tais problemas estava o Entscheidungsproblem, ou
problema de decisao. Consistia em determinar se, para algum problema arbitrario,
sempre havia um algoritmo (finito) capaz de afirmar quais instancias eram solucdes
dele e quais ndo eram.

Para abordar o Entscheidungsproblem, Alan Turing, também matematico, es-
creve um artigo utilizando a ferramenta que denomina, entdo, como maquina de Tu-
ring. A partir de tal recurso teodrico, ele consegue responder se este problema de
Hilbert possui solugéo.

Aqui mostraremos algo do caminho percorrido até chegar a esta resposta, que
se consuma no tratamento do chamado halting problem. Esta parte sera concluida
no capitulo 5. No capitulo atual exploraremos as maquinas de Turing em sua definicdo.
Descreveremos, pois, nesta secao, um a um de seus elementos constituintes, para dai
apresentarmos o conceito da maquina.

Uma maquina de Turing é formada por uma fita estendida horizontalmente, di-
vidida em secdes chamadas quadrados, sendo cada um desses capaz de exibir um
simbolo. Ha infinitos destes quadrados em fila, que convencionalmente sdo numera-
dos cardinalmente em ordem crescente a partir de um primeiro quadrado escolhido,
normalmente da esquerda para a direita. O simbolo exibido no r-ésimo quadrado é de-
notado por Turing por &(r). Na maquina, apenas um quadrado pode, a cada estagio,
ser examinado, para que ela interaja a partir do simbolo verificado. O quadrado em
questao é chamado de quadrado escaneado, e o simbolo presente nele é chamado
de simbolo escaneado.

A imagem que trazemos mostra uma maquina de Turing durante seu funciona-
mento. Como podemos ver, neste caso, o simbolo &(1) é o simbolo A. Como também,
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Figura 1 — Apresentacdo de uma maquina de Turing

AL JA[EJJICH] [ [ [ [ |

Fonte: Autor (2024)

®(2) é H. O simbolo &(3) seria, aqui, 0 espago vazio, sem um simbolo visivel.

Nesta amostra, o quadrado escaneado é o quinto quadrado da fita. E o simbolo
escaneado é &(5) = E. Vemos tal maquina estar com simbolos até o oitavo quadrado.
Logo mais retornaremos a este exemplo.

Em geral, 0 mecanismo da maquina de Turing que imprime os simbolos nos
quadrados e faz as operagdes que serao apresentadas pode ser chamado de cabeca
da maquina. Basicamente, é a acao dela que acompanhamos quando vemos a ma-
quina operar.

Cada maquina de Turing é capaz de um numero finito de “configuragdes”, usu-
almente denotadas por qo, q1, 92, . - . , 4, chamadas de m-configuracoes ou estados.

Durante sua operacado, a maquina sempre se encontra em exatamente um es-
tado ¢, e com exatamente um simbolo escaneado &(r). Turing chama esse par
(q:,®(r)) de configuragdao. Um estado sempre sera sucedido por outro (ou pelo
mesmo) apds as respectivas operacdes da maquina a partir dele. A configuracao
atual é o que determina completamente a operacgao e estado que vém imediatamente
em sua sequéncia.

E as chamadas operacoes da maquina, através da cabeca, em geral, consis-
tem em duas.

« Impressao: a cabeca é responsavel pelos simbolos com que os quadrados es-
caneados serao preenchidos. Para isso, ela € capaz de duas coisas.

— Ela pode imprimir um simbolo visivel no quadrado atual.

— Ou ela pode apagar o simbolo que tiver escaneado nele.

» Deslocamento: a cabega também pode mudar o quadrado que esta sendo es-
caneado, desde que o faca deslocando-se um espaco para a esquerda ou para
a direita.

Inicialmente, quando indicarmos em tabelas tais operagdes da cabeca, o fa-
remos por abreviacdes. A operacado de imprimir um simbolo « sera abreviada para
Pa (por causa de print/imprimir). A operacado de apagar sera abreviada para E (por
causa de erase/apagar). O deslocamento para a direita serd abreviado para R (de
right/direita). E o deslocamento para a esquerda, para L (de left/esquerda).

Colecionamos as operacdes de apagar e de imprimir como participantes de
uma mesma natureza. Pois, como faremos mais a frente, trataremos a operacéo de
apagar como equivalente a operacao de “imprimir espago vazio”.
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Exemplo 1. Voltando a maquina ilustrada, com a cabeca sobre o quinto quadrado, ela
escaneava o simbolo E. Digamos que, neste momento a maquina se encontrasse no
estado g, € que a configuragao (g, E) cause a impressdo do simbolo C, o desloca-
mento da cabeca para a direita e a sucessao para o estado q;.

Figura 2 — Seguimento do exemplo (parte 1)

A[H] JA[CJ]CIH] [ [ [ [ |

Fonte: Autor (2024)

Temos um novo quadrado escaneado, o sexto, e o simbolo escaneado é J. Di-
gamos, pois, que a configuragéo (q4,J) cause o apagamento do simbolo no quadrado,
o deslocamento da cabeca para a direita e a sucessao para o estado qs.

Figura 3 — Seguimento do exemplo (parte 2)

(A[HL JA[C] ICIH] [ [ [ [ |

Fonte: Autor (2024)

O quadrado escaneado atual € o sétimo, sendo C o simbolo escaneado. Esta
maquina poderia ser tal que, sob a configuracdo (q2,C), operar apenas o desloca-
mento para a esquerda, sem haver a impressdo de um novo simbolo, e ter a sucessao
para o estado 5.

Figura 4 — Seguimento do exemplo (parte 3)

A[H[ JA[CLCH[ [ [ [ [ |

Fonte: Autor (2024)

Esta ultima parte serve para vermos que um mesmo estado, como o g2, acom-
panhado de diferentes simbolos atuais, pode vir a causar diferentes agbes na ma-
quina. E o par da configuragdo que determina o que vira a seguir.

Tal maquina continuaria trabalhando, onde a préxima configuracao seria a do
estado g5 tendo o espaco vazio como simbolo acompanhante. Nao é diferente do que
ja vinha acontecendo. Podemos supor que isso causaria as operagdes de impressao
de H, o deslocamento para a direita e a sucessao para o estado q;. E depois havera
tantas outras configura¢des mais.

Figura 5 — Seguimento do exemplo (parte 4)

(A[H] JA[CIHICIH] [ [ [ [ |

Fonte: Autor (2024)
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Apo6s este vislumbre dentro do trabalho de uma maquina de Turing, a partir das
descri¢cdes dadas pelo autor, vamos precisar o seu conceito.

Definicdo 1. E uma maquina de Turing a instancia composta por:

uma fita horizontal de infinitos quadrados lado a lado, sendo um deles o inicial;
« um conjunto finito de simbolos passiveis de leitura e impressao;

» um conjunto finito de estados passiveis de, um por vez, presenca durante a
atividade de maquina;

» uma cabeca leitora e impressora, que comega sobre o quadrado inicial;
» um estado inicial;

» um sistema de regras onde, para cada configuracdo, ocorrem, ou respectiva-
mente uma operacao de impressao e uma operagao de deslocamento, ou ape-
nas uma destas duas, ou entdo nenhuma delas;

* pelo mesmo sistema de regras, imediatamente ap6s as opera¢des causadas por
uma configuragéo, ocorre uma sucessao de estado;

de modo que a fita, ou comega com nenhum quadrado preenchido, ou, naquela que
chamaremos posteriormente de maquina de Turing universal, possui um numero
finito de quadrados preenchidos em seu inicio, intercalados com alguns quadrados
vazios.

Rigorosamente falando, as maquinas de Turing ndo “se lembram” do simbolo
escaneado antecessor depois que trocam de quadrado. No entanto podemos condi-
cionar certas operagdes da maquina, em sequéncia, a depender do simbolo escane-
ado previamente e/ou do antigo estado. Essa afirmacgéo faz sentido quando, como
veremos a frente, inserimos certas fungdes, das quais os estados e simbolos serédo
argumentos.

Inicialmente, pensemos que o objetivo de uma tal maquina é nos fornecer um
determinado numero a partir da impressao de seus digitos em base binaria em parte
da fita (digamos, nos quadrados de indices pares), sendo os algarismos 0 e 1 os
simbolos que estardo nos quadrados relevantes. Tal maquina inicia com uma fita
em branco, isto €, tal que seus quadrados estejam sem quaisquer simbolos visiveis.
Suponha, ainda, que seja fornecida uma tabela que indique todos as suas possiveis
configuracées e, para cada uma delas, a operacao e estados subsequentes. Quando
ela é posta em acéo, a partir de um estado inicial e tabela dadas, a sequéncia de 0’s
e 1's impressa nos quadrados relevantes sera chamada de sequéncia computada
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pela maquina. E o nimero real (entre 0 e 1) cuja parte fracionaria é representada, na
base binaria, por esta sequéncia, é chamado de numero computado pela maquina.

Ainda, quando nos referirmos a “estagio” dentro da atividade da maquina, trata-
se de um “momento” em que a maquina estaria colocando em ato algum dos determi-
nados passos para os quais ela foi construida. Contudo, este momento existe apenas
em ideia, e nao fisicamente.

Imaginemos uma maquina de Turing que fosse transposta para a realidade com
todas suas condigdes. E que ela produzisse, por exemplo, a sequéncia, em base
binaria, da dizima periddica 0,100100100... Quando cada configuragdo fosse posta
em ato, a maquina teria um intervalo de tempo sendo usado para tal. E a duracéo
deste intervalo seria limitada inferiormente por questdes fisicas. Consequentemente,
a maquina de Turing ficaria preenchendo a fita com a sequéncia em questao para
sempre, 0 que nao seria conveniente.

Alias, o numero utilizado acima, em base decimal, é

o7l o=ty o T o 10

=27 427t 2 ot o272 ot (27 L
B 2-1 Y
1—23% 1-1s T 7

Continuando a descricao das maquinas de Turing, ha dois tipos de simbolos
que elas imprimem. Os simbolos do primeiro tipo se encontram nos chamados F-
quadrados. Os referidos simbolos normalmente consistem de algarismos, tais como
0 e 1, para representar numeros computaveis na base binaria. O “F” vem da palavra
figure, que significa “algarismo”. E os simbolos do primeiro tipo sdo chamados de
simbolos permanentes, ou ainda, de F-simbolos. Os outros simbolos se encontram
nos chamados E-quadrados (devido a palavra erasable, apagavel), e podem ser cha-
mados de simbolos apagaveis, ou ainda, de E-simbolos. Sera nos F-quadrados que
estardo os simbolos relevantes para a sequéncia computada ao final.

Assim chamamos estes dois tipos de simbolos pois, quando um F-simbolo é
impresso em um F-quadrado, ele nunca sera apagado dele. O que ndo acontece com
os E-simbolos. Fica estabelecido, para as maquinas de Turing, que, quando um F-
quadrado deixa de estar em branco, ele ficard com o novo simbolo durante todo o
decorrer da atividade da maquina. E também fica estabelecido que os F-quadrados
serdo preenchidos sempre do atual para seu sucessor. Nunca um ou mais deles
ficardo vazios entre dois F-quadrados preenchidos.

Em cada estagio da operagao da maquina, chamamos de configuracao com-
pleta daquele estagio o conjunto formado pelo nimero do quadrado escaneado, pela
sequéncia completa de todos os simbolos na fita, e pelo estado atuais. E as mudan-
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cas entre as sucessivas configuragdes completas da maquina e fita serdo chamadas
de transi¢coes da maquina.

Dito isso, vejamos a computagdo de uma sequéncia relativa a um nuamero real
na base bindria, justamente o 2.

Exemplo 2. Apresentaremos o funcionamento de uma maquina de Turing, a qual pro-
duzira justamente a sequéncia 100100100... Convencionamos que os F-quadrados,
a partir do primeiro deles, o sejam exatamente de dois em dois, da esquerda para a
direita. Faremos nossa descricdo por meio de uma tabela que aponta as transicoes a
partir das configuracdes, e por meio da informacao de qual é o estado inicial.

Tal tabela possui quatro colunas, e cada linha traz o proximo estado e as ope-
racdes a serem realizadas. A primeira coluna traz o estado de uma possivel configu-
racao atual. A segunda coluna indica o simbolo escaneado. A terceira, as operacdes
a serem praticadas pela maquina. E a quarta, o proximo estado da maquina. Os
estados foram listados na ordem alfabética, da letra “a” até a letra “i”.

Tabela 1 — Descri¢do tabular da maquina

Estado Simbolo Operacoes Estado final
a Nada P1,R b
b Nada Pu ¢
¢ u E,R 0
0 Nada PO, R e
¢ Nada Pv f
f v E,R g
g Nada PO, R b
4 Nada Pw i
i w E,R a

Fonte: Autor (2024)

O estado inicial desta maquina sera o estado a. Observemos como sera o tra-
balho dessa maquina. Podemos ver que, dado o seu inicio em um quadrado qualquer
da fita, ela imprimir4 os F-simbolos de dois em dois quadrados, da esquerda para a
direita. A partir do primeiro F-quadrado, sera também F-quadrado todo e unicamente
aquele quadrado que estiver a um numero par de quadrados a direita daquele pri-
meiro. Consequentemente, o quadrado exatamente entre dois F-quadrados seguidos
serd um E-quadrado.

Comecando no primeiro quadrado, a maquina, no estado a e escaneando um
quadrado vazio, imprime o F-simbolo 1 e anda uma unidade para a direita.

Olhemos para a questao da configuracao completa, no primeiro estagio, o qual
esta na figura 6 representado. Ela consiste na informacao de a fita estar vazia de
simbolos, com o quadrado escaneado sendo o primeiro, e a maquina sob o estado a.

No segundo estagio, a configuracdo completa consiste no simbolo 1 apenas,
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Figura 6 — Primeiro exemplar de computacdo de uma sequéncia binaria (parte 1)

HEEEEEEEEEEEEEEEEN
iiNEEEEEEEEEEEEEEER

Fonte: Autor (2024)

no primeiro quadrado, com o quadrado escaneado sendo o segundo, e a maquina,
segundo a tabela, sob o estado b.

Agora, entdo no estado b e escanenado um quadrado vazio, a maquina vai
imprimir o E-simbolo u no quadrado escaneado.

Figura 7 — Primeiro exemplar de computacao (parte 2)

o] [T T T]

Fonte: Autor (2024)

Aqui a configuragdo completa ja consiste na sequéncia de simbolos 1u, com o
quadrado escaneado sendo o0 segundo, e a maquina sob o estado c.

Dai, no estado ¢ e escaneando o simbolo u, a maquina apaga o simbolo do
E-quadrado escaneado, e anda uma unidade para a direita.

Figura 8 — Primeiro exemplar de computacao (parte 3)

ilnEEEEEEEEEEEEEER

Fonte: Autor (2024)

A configuracao completa, neste estagio, consiste no simbolo 1, com o quadrado
escaneado sendo o terceiro, € a maquina sob o estado 0.

Assim, no estado ? e escaneando um quadrado vazio, a maquina imprime o
F-simbolo 0 no quadrado escaneado, e anda uma unidade para a direita.

Figura 9 — Primeiro exemplar de computacao (parte 4)

[N EEEEEEEEEEEEEE

Fonte: Autor (2024)

Para falarmos da atual configuragdo completa, usemos o caracter _, para repre-
sentar o “simbolo vazio”, onde ndo ha simbolo visivel. Pois que, neste estagio, ela
consiste na sequéncia 1_0, com o quadrado escaneado sendo o terceiro, e a maquina
sob o estado e.

No estado ¢, a maquina imprime o E-simbolo v no quadrado escaneado. E
entdo no estado f ela 0 apaga e anda uma unidade para a direita.
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Figura 10 — Primeiro exemplar de computacéo (parte 5)

gl o [T ]
IR EEEEEEEEEEEER

Fonte: Autor (2024)

A esta altura, ja pudemos compreender como sao as configuracdes completas
de cada estagio de uma maquina de Turing. E, ap6s essas duas transigcdes, no atual
estagio, a maquina se encontra sob o estado g.

Do estado g até o estado i, a maquina age com padrao semelhante aos passos
antes vistos. Dessa vez imprime o F-simbolo 0, anda para o quadrado da direita, onde
imprime o E-simbolo w, 0 apaga e anda mais uma vez para a direita.

Figura 11 — Primeiro exemplar de computacédo (parte 6)

gl ol ol J LTI L] []
gl fol Jofwl [ [ [ [ T[T 1] []
gl ol fof LI [T T[]

Fonte: Autor (2024)

Finalmente, a maquina retorna para o estado a, 0 mesmo estado do inicio. E
encontrando-se em a, a maquina escaneara novamente um quadrado vazio, estando
diante de mais quadrados vazios a sua direita. Acontecera, portanto, a repeticdo do
mesmo conjunto de agdes, produzindo as sequéncias “100” restantes. A maquina
prossegue indefinidamente no preenchimento de tais sequéncias.

Figura 12 — Primeiro exemplar de computacao (parte 7)

gl ol Jof M J T LI [[]

g fol Jof f Jof T I [ [T 1 [[]

L fol Jof [af Jof Jol J [ [ [ [[]

Fonte: Autor (2024)
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Este € um exemplo relativamente basico para termos no¢ao de como uma ma-
quina de Turing trabalha. Com finitos estados, ela conseguiu computar uma sequéncia
infinita.

Na situacdo descrita, os diferentes estados ficaram indicados, cada um, de
modo que neles o escaneamento € sempre de um simbolo especifico. E é de fato
0 que esta acontecendo na maquina que montamos. Mas ndo precisamos de uma
quantidade tao grande de estados para tal tarefa.

E perceptivel que alguns estados da tabela sdo muito semelhantes entre si.
Vemos isto com os estados ¢, f e i, a partir dos quais a maquina realiza a mesma
sequéncia de operacdes, com diferentes simbolos escaneados em cada um dos ca-
sos. E em seguida, ela passara para os estados com os quais imprimira o préximo
F-simbolo da sequéncia.

Visto que tais estados agem a partir de simbolos escaneados distintos, pode-
mos organizar a tabela de maneira mais compacta. Em vez de termos 9 estados,
teremos apenas 7. Tal como na tabela a seguir.

Tabela 2 — Descri¢éo tabular compacta da maquina

Estado Simbolo Operacoes Estado final

a Nada P1,R b
b Nada Pu ¢

u E,R 0
¢ v E,R g

w E,R a
0 Nada PO, R e
¢ Nada Pv c
g Nada PO, R b
b Nada Pw ¢

Fonte: Autor (2024)

Iniciando sua atividade no estado a, a maquina assim descrita agird essencial-
mente do mesmo modo que antes. No entanto, sempre que ela passar para um estado
que escaneara o E-simbolo da vez, esse estado nao sera um entre trés, mas sempre o
estado ¢. Ele admitira diferentes comportamentos, dependendo de qual é o E-simbolo
escaneado. Neste caso, o que muda realmente é apenas o proximo estado para o
qual a maquina passara, pois as operacoes sao as mesmas para os trés E-simbolos.

Nesta situacao, os F-quadrados foram os quadrados de numeragao impar, des-
de o primeiro, passando pelo terceiro, quinto, sétimo, em diante. Os de numeracéo
par foram os E-quadrados. d

Tal como neste exemplo, convencionaremos que o estado inicial é sempre
aquele que aparece na primeira coluna da primeira linha da tabela.
Também fica convencionado chamar marcadores os E-simbolos desenhados
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um quadrado a direita de um F-quadrado ja preenchido com um F-simbolo. Falamos
que, se o F-simbolo d estd com o marcador y a sua direita, entdo d esta marcado por
y, € que y é marcador de d.

Neste caso, tivemos o simbolo u como marcador de um simbolo 1, o simbolo v
como marcador de um 0, e o0 simbolo w como marcador também de um 0. Em verdade,
poderiamos ter feito trabalho semelhante ao do exemplo sem estes marcadores. Eles
se verificam mais Uteis, porém, em outros contextos. Um deles se da na maquina de
Turing universal, o que veremos no proximo capitulo.

Destacamos, agora, as definicoes de maquina circular, que é a maquina de
Turing que nunca escreve mais do que uma quantidade finita de F-simbolos ao longo
da fita (ou seja, cujas sequéncias computadas sdo sempre finitas), e de maquina nao-
circular, que se trata da maquina de Turing que nao € circular. Uma maquina circular
pode ser tal que parem as operagdes em algum momento, imprimindo simbolos até
um dado quadrado apenas. Ou mesmo uma maquina que imprima infinitos simbolos,
mas apenas nos E-quadrados, com finitos simbolos nos F-quadrados.

A maquina de Turing do exemplo acima se tratava de uma maquina n&o-circular.
Ela imprime a sequéncia infinita de 100100100... através dos F-quadrados.

Agora, para uso em seguida, definamos a fungéo |-| : R — Z, chamada funcao
chdo. Paratodo z real, |[x| =m,onde m < x < m+ 1.

Dado isso, para todo numero real x, existe um unico valort € R, 0 < ¢ < 1, tal
que = = |x] +t. Chamamos ¢ de parte fracionaria de x.

Com isso em mente, a partir de Turing (1937), tomamos outras duas defini¢coes.
Uma sequéncia computavel é uma sequéncia que pode ser computada por uma ma-
quina nao-circular. E ainda, havemos de fazer a distincao entre sequéncias computa-
veis e niumeros computaveis. Um numero computavel é um nimero real cuja parte
fracionaria pode ser obtida por meio de uma maquina de Turing ndo-circular. Ou seja,
a parte fracionaria de um namero computavel equivale a uma sequéncia computavel.

Podemos lembrar que os niumeros computaveis podem ter finitas ou infinitas
casas decimais ndo nulas. Ao falar isso, o objetivo € notarmos que mesmo numeros
com expanséo finita, como 0,75 = 0,5 + 0,25 = 27! + 272 que na base binaria é
representado por 0,11, podem ser escritos com infinitas casas decimais, o qual no
caso seria 0,11000..., com apenas zeros apos o segundo “1”. E assim, vemos que
tal numero poderia ser escrito, nesta ultima forma, em uma maquina ndo-circular. E
também poderia ser escrito, como expansao finita, em uma maquina circular.

No entanto, as maquinas circulares ndo sdo consideradas como as maquinas
“boas”, por assim dizer, pois hdo conseguiriam ter uma sequéncia computada relativa
a um nlimero que s6 possui expansao infinita. Como é o caso do 2 na base binaria.

Como pudemos ver, este numero é computavel. Ou seja, ele tem sua sequén-
cia de digitos computada por uma maquina nao-circular. Mas nao a poderia ter por
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uma maquina circular, ja que ele exigiria, na base binaria, a impressao em infinitos
F-quadrados. E por isso, consideramos como as maquinas “boas”, as nao-circulares.
Elas abarcam sequéncias relativas a numeros que tém expanséo finita, como tam-
bém a numeros que ndo tém. Com isso, conseguimos afirmar que todo nimero com
expansao finita € computavel.

3.2 SEQUENCIAS COMPUTAVEIS

Ha observagdes que aqui podemos fazer, a partir do que demonstram Hammer-
lin e Hoffmann (1991) a respeito de todos os niumeros reais terem uma representacao
na base binaria.

. . a. .
Teorema 3.2.1. Consideremos uma fracao 3 irredutivel, coma € N e b € N* na base
decimal. Entdo um numero, na parte fracionaria, possui, na base binaria, expansao:

a) finita se, e somente se ele é um racional da forma acima, com b igual a uma
poténcia de base 2 e expoente natural;

b) apenas infinita e periodica se, e somente se ele € um racional da forma acima,
com b diferente de uma poténcia de base 2 e expoente natural.

c¢) infinita e ndo-periddica se, e somente se ele € um numero irracional.

Cabe aqui destacarmos que, neste item, estamos tratando dos numeros cuja
expansao na parte fracionaria € apenas infinita e periddica, pois alguns niumeros po-
dem ser escritos com uma forma em expansao finita e com outra em expansao infinita,
e isso excluindo o caso de um periodo composto apenas por algarismos zero, que aqui
esta sendo desconsiderado.

Tomemos por exemplo, o nimero = = 0,1101111 ... na base binaria, onde o “1”
se repete de forma ininterrupta e infinita. A parte relativa a este periodo equivale a

— - - C1yé 24 116 lhe 1 _
1-278) .27t =) 271, (271)' = = =1 =_=23
;;( ) 2_; @) == T
valor representado por 0,001 na base binaria. Portanto, o mesmo numero pode ser
representado por 0,101111... e por 0, 111.

O numero z, assim, ndo entra no caso descrito pelo item b). Entram no caso
de b) numeros que, na base binaria, sé sao representados por expansao infinita.

Enfim, este teorema é de conhecimento relativamente generalizado, e portanto
nao traremos sua demonstragao.
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Corolario 3.2.2. Todo numero racional possui parte fracionaria, na base binaria, cuja
representacgao é finita, ou cuja representacao é infinita e periodica. [

Deixaremos aqui alguns dos elementos que depois utilizaremos. Adotaremos
as notacdes a seguir.

 Arepresentagdo (tu, ... tatito, t_1t_o...1_p,), indica 0 NUMero
tag O ety BP At bty b e gy, - DM,

onde M; >0, My, > 1eb > 2 sao inteiros e, para i € Z, temos que t; € Z,
chamado algarismo, € tal que 0 < ¢; < b. A poténcia de base b por que cada
algarismo esta multiplicado depende de sua posigao em torno da virgula. Se t;
esta na k-ésima posicéo a esquerda da virgula, entdo ele é multiplicado por %1,
e se ele esta na k-ésima posigao a direita da virgula, entdo ele &€ multiplicado por
bk,

» E arepresentacao (sz1 ctatito, Tt gttt g2) - - .t_(r+s))b indica o nu-
mero
tar, DM 4 bty Dt bt F o b

+oo
+t_, b "+ Z (t_(H_l) Lp~ D) +t_(ry2) - p=(r+2)
=0

N ti(wrs) . b(r+8)) . b*(j-S)’

onde r,s € N, e parai € Z, 0s t; S&o ainda algarismos, com as mesmas propri-
edades. Para (ty;, ...tatito, i1t ...1_,),, analogamente ao caso anterior, nao
ha outras parcelas com fator de poténcias de base b e expoente negativo antes
do somatério. Nés denominamos a parte dos algarismos sobretachada, isto é,
a sequéncia t_(11)t_(r42) - . - t_(r4s), (OU €Ntd0 t_1t_5...t_;), como o periodo da
dizima em questéao, e dizemos que o comprimento desse periodo € s.

Podemos reescrever essas representacdes como respectivamente equivalentes
a

(tar - tost—1 - tpl_ g1y oo b syt —rt1) -+ E—rgs) -+ ),
ea
(tary - tostor ottt )y
nas quais esta significado que os algarismos do periodo vao se repetindo orde-

nadamente e indefinidamente, acompanhando as poténcias binarias das posi-
cdes em que estiverem.
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Exemplo 3. Com essa notacao, escrevemos que

= (0,700), = (0,100100.. . )s.

4
= (0,571428571428.. .. )10 = (0,571428)

([l
Exemplo 4. Verificamos que o numero 0,10100110011001 ..., na base binaria, com
periodo “1001”, é igual a
27+ (27420 + 27T+ 270 (27 27 +
=27l (284270 p (28 4270 2t (278 4 270) (27 L
2734276 Yg4+1fa 1 9% 1 3 13
=99ty = oty 0 4 4= ==
T +1—1/16 2+15/16 2720 20
Com a presente notacao, escrevemos que
13 _
50 = (0,65)10 = (0,101001), .
0

Agora, acrescentando a nossa descrigao algo que Turing adota, escreveremos
cada sequéncia na maquina de modo que o primeiro F-simbolo é acompanhado de
dois simbolos o em seus dois quadrados imediatamente predecessores. Esse simbolo
€ chamado "schwa". O autor o posicionou assim a fim de que houvesse um simbolo
que servisse exatamente para sinalizar onde ficava o inicio da fita.

Com este recurso, quando a cabeca se deparar com o 9, ndo tentara avangar
inutilmente para antes do comeco. Para isso, claro, € necessario deixar preparadas as
instrucdes correlatas nas transicdes das configuracdes.

Assim, tomando a sequéncia computada no exemplo da secao anterior, relativa
ao numero (O,W)Q, podemos, a partir da tabela feita originalmente (da versao com-
pacta), formar uma nova tabela que atenda a esta condicédo de a fita iniciar com os
simbolos .

A fita desta nova maquina de Turing, apés feita toda a computacéo, fica como
representamos abaixo.

Figura 13 — Maquina anterior atualizada e ap6s a computagao

alal1] [of Jof [+] Jo] [of [1] [o] [o]

Fonte: Autor (2024)

Para tal maquina de Turing, os F-quadrados sao os quadrados de numero impar
ainda, sé que, dessa vez, do terceiro em diante. E os E-quadrados sdo os quadrados
de numero par, s6 que do quarto em diante.



46

Tabela 3 — Descri¢ao tabular atualizada da maquina

Estado Simbolo Operacoes Estado final
j Nada Ps, R ¢
t Nada Ps, R a
a Nada P1,R b
b Nada Pu ¢

u E, R 0
c { v E,R g

w E,R a
0 Nada PO, R e
¢ Nada Pv c
g Nada PO, R b
b Nada Pw ¢

Fonte: Autor (2024)

A partir do numero representado no exemplo 4, vejamos uma maquina de Tu-
ring, j& com a descricao atualizada.

Exemplo 5. Apresentaremos o funcionamento de uma maquina de Turing, a qual pro-
duzird justamente a sequéncia 10100110011001..., relativa ao nimero 3.

Tabela 4 — Descrigcéo tabular da maquina atual

Estado Simbolo Operacoes Estado final
a Nada Ps, R b
b Nada Ps, R ¢
c Nada P1,R 0
0 Nada R ¢
¢ Nada PO, R f
f Nada R g
g Nada P1, R b
b Nada R i
i Nada PO, R j
j Nada R e
e Nada PO, R [
[ Nada R m
m Nada PO, R f

Fonte: Autor (2024)

Figura 14 — Maquina atual apés a computacao

afal1] fof [1] Jof Jof [+] [1] [o] [o] |1]

Fonte: Autor (2024)

Como convencionamos, comecando a atividade da maquina pelo estado da
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primeira linha da tabela, iniciamos em a. Aqui optamos por ndo usar marcadores.
Imprimimos, fora os 9, apenas F-simbolos. Os E-quadrados ficardo vazios.

E facil vermos que, ap6s a computagao, a fita de tal maquina de Turing fica
como exposto acima. d

Proposicao 3.2.3. Todo numero racional € um numero computavel.

Demonstracdo. Segundo o corolario 3.2.2, a parte fracionaria de todo nimero racio-
nal, na base binaria, tem expansao finita ou tem expansao infinita e periédica. Entao
basta que nds provemos que estes dois casos correspondem a numeros computaveis.
Se tal parte fracionéria tiver expansao finita, entao, para algum m > 1 natural i) ela é
representada por (0,dds .. .d,,)2, também podendo ser representada por

(0, dyds . . . d,y0000. .. ),

comdy,...,d,, algarismos.

Se o presente numero racional tiver expansao infinita e periddica, entdo, para
algum m > 1 e algum n > 1 naturais, ii) ou ele possui a parte fracionaria representada
por (0,dds . .. de1e3 .- - e,)2, também podendo ser representada por

(O,dldg...dmeleg...6n€162...€n...)2

comdi,ds,...,dy, e, e, ..., e, algarismos; iii) ou ele possui a parte fracionaria repre-
sentada por (0, e1e5 - .- €,)2, também podendo ser representada por

(0,e1€9...€p€1€9 ... €y ... )2

com eyq, es,. .., e, algarismos.

As maquinas de Turing tomadas representarao infinitos digitos, usando infinitos
F-quadrados, sem uma notacdo que indique a repeticdo de algarismos. Entdo cada
numero racional tera sua sequéncia computada na fita conforme sempre a ultima re-
presentacdo de cada um dos trés casos mostrados acima.

i) Se m = 1, entdo fica evidente que a partir de instrucbes como da tabela 5,
trazendo 5 estados, damos conta da sequéncia a ser computada.

Assim, com muita facilidade, conseguimos produzir, na fita, a sequéncia tal como
indicada na figura 15.
Para m > 1, podemos utilizar a tabela 6, trazendo (2m + 4) estados.

A maquina de Turing que montamos a partir desta tabela produzira a sequéncia
na fita tal como mostrada na figura 16.
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Tabela 5 — Descricdo da maquina para o primeiro caso, com m = 1

Estado Simbolo Operacoes Estado final
a Nada Ps, R b
b Nada Ps, R c
¢ Nada Pd;, R 0
0 Nada R e
¢ Nada PO, R 0

Fonte: Autor (2024)

Figura 15 — Maquina para o primeiro caso, com m = 1, apds a computagao

[2[a]s] [of Jo] [o] Jo] [o] [o] [o] [o]

Fonte: Autor (2024)

Tabela 6 — Descricdo da maquina para o primeiro caso, com m > 1

Estado Simbolo Operacoes Estado final

a Nada Ps, R b
b Nada Ps, R ]

] Nada Pd;, R 01

01 Nada R Co

Co Nada Pdg, R 09

09 Nada R C3

Cm—1 Nada Pdm_l, R Om_1

01 Nada R Cm

Cm Nada Pd,., R O
O Nada R e
¢ Nada PO, R f
f Nada R e

Fonte: Autor (2024)

Figura 16 — Maquina para o primeiro caso, com m > 1, apds a computagao

plala] fof [ - |

d’ﬁl

[o[ [o] [o] [o]

Fonte: Autor (2024)

Consegue, portanto, produzir com finitos estados, e usando finitos simbolos, a
sequéncia computada de um numero com expansao finita.

i) Para m > 1, a situagéo a ser descrita serd semelhante aquela do primeiro caso,
mas aplicada ao procedimento guiado a partir da tabela 7.

Partindo, entdo, do estado a, apbs imprimir os primeiros m F-simbolos, o proce-
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Tabela 7 — Descricdo da maquina para o segundo caso

Estado Simbolo Operacoes Estado final
a Nada Ps, R b
b Nada Ps, R ¢
C1 Nada Pdl, R 01
01 Nada R o
Co Nada PCZQ, R 09
0y Nada R c3
Cm Nada Pd,., R [,
O Nada R e
e1 Nada Peq, R f1
fl Nada R ¢o
(2 Nada Pes, R fa
fo Nada R es
en Nada Pe,, R fr
fn Nada R e

Fonte: Autor (2024)

dimento da maquina é o que esté indicado nas figuras abaixo.

Basicamente, a partir dos dois primeiros estados da primeira coluna da tabela, a
maquina de Turing imprimira os dois @ no come¢o da computacdo. A partir dos
préximos 2m estados, imprimira cada F-simbolo da parte ndo periédica como no
item i). E a partir dos ultimos 2n estados, imprimira cada F-simbolo da parte
periddica do numero.

Figura 17 — Computacao da maquina para o segundo caso (parte 1)

L1 L[]
af ][]
L] |
] ]
[ []

d’!L

dm

€1

|

[]
[«]
[«]

|
|
|
|

d

[ fan] [ L]
[ fan] [ L]
[ o] [ L]
[ o] [ L]
[ lan] [ L]

dm €1

Fonte: Autor (2024)
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Figura 18 — Computacdo da maquina para o segundo caso (parte 2)

plala] [of | - [ ] [af Jee] [ - [ ][]
HEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE
plala] [af | - [ ] [ef Jeof [ - Jeol ] |
N O
plala] [af | - [ ] [af Je] [ oo ] []
N OO
plafa] [ | - [ lan] [af Jeo] [ - o] [e]

HEEEEEEEEEEEEE NN
o/9[a| [4] | | Jan] [ [eo] | [ =]

(Ll [ Tl JI LTI T ]

Fonte: Autor (2024)

Apobs percorrer esses 2n estados finais, a maquina retornara ao primeiro deles,
¢1, € repetira este ultimo procedimento com o periodo indeterminadamente.

Assim, temos uma maquina de Turing que possui apenas (2m-+2n+2) estados e
3 simbolos visiveis, e que computa a sequéncia de nosso numero racional. Visto
isso, com finitos estados e finitos simbolos produzimos o que almejavamos, e
dai temos que todos os numeros racionais dessa forma s&o computaveis.

iii) E facil vermos que o Gltimo caso, semelhante ao anterior, pode ser representado
por uma maquina com exatamente (2n + 2) estados e 3 simbolos visiveis.

Quanto aos simbolos da maquina de Turing em questao, temos 1 simbolo schwa
e 2 simbolos dos algarismos. Uma vez providenciados todos estes elementos,
possuimos ja o suficiente para a computacdo desejada. Esses elementos es-
tdo em quantidade finita, portanto, os racionais desta forma também provam-se
computaveis. [

Tais numeros possuem expansao infinita em suas representagcées, mas com
finitos comandos, conseguem ter suas sequéncias computadas por maquinas de Tu-
ring.

Observacao 2. Trazemos ainda mais dois resultados, cujas demonstracoes, aqui dei-
xaremos de lado.
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1. Todos os numeros algébricos sao nimeros computaveis.

2. O numero 7, que é transcendente, é também um ndmero computével.

Comentando brevemente, é possivel demonstrar o primeiro resultado através
do método da bisseccdo. Para um numero algébrico qualquer, tomariamos um po-
linbmio minimal relativo a ele e iniciariamos com valores da funcao polinomial, um a
sua esquerda e outro a direita, com sinais opostos. O nosso numero é raiz dessa
funcéo, e aplicando o método, calculariamos a raiz, pela maquina de Turing, a partir
de aproximacdes sucessivas cada vez mais precisas.

Quanto ao segundo, € possivel demonstrar a respectiva computabilidade utili-
zando a férmula de Leibniz para =, colocada abaixo.

1

L1
35

1 + T
79 4

Com ela, calculariamos aproximacdes cada vez melhores para = por meio de
uma maquina de Turing.

3.3 O CONCEITO DE M-FUNGCOES

Podemos tomar certos estados da maquina que acabam remetendo a funciona-
lidades as quais, em um olhar mais global, fazem um trabalho que emula certas ideias
humanas. E estas, muitas vezes, aparecem em estruturas semelhantes, onde o que
muda apenas é algum simbolo escaneado ou alguma das operagdes, ou também o
proximo estado.

Estados a partir dos quais, por exemplo, é copiado um simbolo para uma extre-
midade na fita. Ou a partir dos quais sdo comparados simbolos entre si. A partir dos
quais é procurada a primeira aparicdo de um determinado simbolo até aquele esta-
gio da maquina. Dada a utilidade e versatilidade dos efeitos de estados como esses
a ser explorada, é conveniente que possamos ter varias versdes semelhantes deles.
Versbdes em que seja possivel modificar certo simbolo ou certo estado posterior a ser
considerado.

Turing tomou algo para abreviar em uma Unica representagdo as versoes se-
melhantes desses estados. Trata-se do conceito de um tipo especifico de funcdo. E,
antes de a definirmos, apresentaremos outros conceitos.

Primeiramente, vamos encarar definitivamente o preenchimento “em branco” de
um quadrado como sendo também um simbolo, ao qual nos referiremos textualmente
como ..
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Vejamos, agora, um conjunto envolvendo os simbolos da maquina de Turing.
Trata-se do chamado alfabeto da fita, que consiste no conjunto de todos os simbolos
que podem vir a aparecer na maquina, inclusive o _. Normalmente € representado
pelo simbolo T'.

Ainda, ha o conjunto formado exatamente por todos os estados nos quais a
maquina de Turing pode se encontrar. Sem um nome especifico, este conjunto é
normalmente representado pelo simbolo Q.

Definicao 2. Para m; e my nimeros naturais, ndo simultaneamente nulos, chamamos
de m-funcao toda funcao f : Q™ x I'"2 — Q.

Quando representamos as imagem das m-fungdes, os seus argumentos sao
aqueles m, estados e aqueles m, simbolos. Pelo modo como foi definida, as imagens
da m-fungédo serdo sempre estados ja presentes na maquina. Assim, podemos ver
que ela também age tomando como argumentos elementos que ja sdo imagens de tal
fungéo. Voltaremos a falar disso logo.

Enfim, como dissemos, os argumentos com que representamos a imagem de
uma m-funcao serdo estados e simbolos. Como veremos, uma m-fungéao, tal como a §
a ser apresentada a seguir, nos permite utilizar finitos estados na maquina como sendo
imagens suas. E a linguagem pela qual ela € inicialmente expressa, com simbolo
e estados genéricos como seus argumentos (ou seja, 0 a, 0 € e 0 B) contribui e
muito para reduzir o trabalho com que comunicamos a ideia por tras da qual esta sua
funcionalidade.

E interessante comentar que, na area de trabalho da programacao, o que es-
tamos chamando de m-funcéo seria chamado de subrotina, e possuiria este papel de
encurtar as ac¢des a serem feitas, levando em conta tais argumentos.

Agora, tratando da presente dissertacao, costumamos representar estados ge-
néricos dentro de uma maquina, a serem usados como argumentos, por meio de letras
germanicas maiusculas. E representar simbolos genéricos por meio de letras gregas
minusculas.

Pois bem, apresentaremos, a seguir, certas m-funcdes e suas descri¢des. Parte
delas sera usada no decorrer deste trabalho, e parte delas foi trazida apenas para
exemplificar e seguir o roteiro introdutério de Turing.

A m-funcao find

Considere abaixo a m-fungcdo que convencionamos chamar de f (find, “encon-
trar” em inglés), na qual o« # _..

Atentamos antes que, segundo a linguagem que estamos utilizando, tal como
nesta m-funcao, entendamos o significado do que ha na coluna dos simbolos da ta-
bela. Se temos um simbolo g (como, no caso teremos s em §), entdo “Nao 5” quer
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dizer todos os outros simbolos possiveis com que o quadrado escaneado estaria em
seu interior, incluindo o caso de ele estar em branco, e excluindo apenas o caso de
estar com S.

Tabela 8 — Descri¢ao a partir da m-fungao find

Estado Simbolo Operacoes Estado final

5 L f1(¢,B,a)

(e, B, a) { N&o o L f(€,B, )
« ¢

f1(C, B, a) { Nao « e ndo | R f1(C, B, a)
— R fg(@, %, Oé)
« ¢

f2(C, B, a) { Nao « e ndo | R f1(€, B, a)
L R B

Fonte: Turing (1937)

Esta m-funcao nos leva a um estado que age a partir de trés argumentos: 0s
estados ¢ e B, e o simbolo . Neste caso, f € uma fungdo de dominio Q? x I'. Ela
mostra consigo as m-fungdes §, e f,, ambas também de dominio Q? x T'.

A maquina, a partir do estado (€, 8, a), age para encontrar o simbolo a mais a
esquerda na fita, e vai para o estado €. Se ndo ha nenhum exemplar de «, a maquina
vai para o estado ‘5.

Dentro de uma maquina de Turing, as m-fungcdes com seus argumentos sig-
nificam o seguinte. Utilizando o caso desta para ilustrarmos, digamos que sejam
I' = {ap,1,...,a,,_1} O seu alfabeto da fita, e @ = {q0,91,-.-,9.,_1}. Ocorre que
um certo numero de estados da maquina é exatamente da forma (€, 8, «) enquanto
o restante dos estados néo o é.

Por exemplo, em um potencial momento, a maquina é capaz de passar para o
estado correspondente a f(q4, g2, @7), @0 qual a agao subsequente é descrita na tabela.
A partir deste estado, ela procura pelo simbolo «a; mais a esquerda na fita, muda
para o estado g, quando o encontrar e muda para q» se ndo o encontrar. Podemos
programar de modo a tomar quantos e quais simbolos forem quistos e os combinar
com os estados que também o forem.

Sabemos que a maquina tem finitos estados. E pode acontecer de existirem
estados que sdo imagens desta m-funcao f, nos quais algum dos seus argumentos é
também uma imagem de §. E ainda pode ocorrer de este argumento conter, como um
de seus argumentos, outro estado que seja uma imagem de f. E isso prosseguir um
certo numero de vezes, ou até mesmo potenciais infinitas vezes. Mas, por sabermos
que ha finitos estados, isto ir ao infinito dentro de nossa maquina de Turing ndo se
apresenta como um problema, na questao do conceito.

Pois, digamos, os estados qy,, qx,, ---» 95, S€jam todas as imagens de f. Entdo,
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uma situagao com maior abrangéncia em que isso poderia ocorrer se daria da seguinte
maneira. Tomamos algum desses estados como argumento de f, e a imagem nos da
um segundo estado entre eles, distinto do anterior. Tomamos esse segundo como
argumento, e a imagem € um terceiro estado distinto dos dois anteriores. E assim
vamos, até estarmos na imagem correspondente a um (I — 1)-ésimo estado distinto
dos anteriores. E tomando este como argumento, a proxima imagem sera o [-ésimo
e ultimo estado distinguivel. Ap6s este ser tomado como argumento, as proximas
imagens de § sé poderdo ser iguais a algum dos estados ja citados. N&o havera
novidade de estados.

E ainda ha a questao da funcionalidade da maquina. Pois mesmo que néo haja
impedimento na definicdo para tais recursdes, poderiamos pensar no problema de as
recursodes infinitas “prenderem” a maquina no mesmo tipo de agao, e ela ndo pudesse
prosseguir preenchendo os F-quadrados da fita como deveria.

No caso de f, pensemos no estado g*, a partir do qual a maquina procura pelo
simbolo a5 e, se 0 encontrar ou ndo, muda para o estado q**, a partir do qual procura
por ag €, se 0 encontrar ou ndo, muda para o estado q* novamente. Ela permanecera
nesse ciclo, sem ter fim, caracterizando-se como uma maquina circular.

No entanto, sabendo de situacbes assim, ao ser programada, a maquina ja
deve ser planejada de modo que sé fara recursées dentro da m-funcao f enquanto
Ihe forem convenientes para imprimir a sequéncia respectiva. Prevendo a ordem na
qual ela passara pelos simbolos escaneados e estados, quem fosse responsavel por
definir o estado inicial dessa maquina e suas transicdes ja os deve pensar de modo a
evitar esses casos de repeticao.

Pois, mesmo que a m-funcao esteja definida para todos os estados e simbolos
no dominio, ha aqueles estados e simbolos com 0s quais ela nunca tera contato de
fato durante a agdo da maquina. Esse seria o0 caso de «; com q* e de ag com q** em f,
no sentido de evitar que a maquina caia nesses estados. Esclarecido isso, podemos
continuar utilizando o conceito das m-fun¢gdes devidamente.

As m-funcoes erase

Agora, apresentamos a m-fungdo que chamaremos de ¢, sendo esta de trés
argumentos. Recebe tal nome devido a palavra erase, de “apagar”, em inglés.

Tabela 9 — Descri¢édo a partir da m-funcdo erase de 3 argumentos

Estado Simbolo Operacoes Estado final
e(C, B, a) Qualquer fe1(€,B,a),B, )
¢1(¢, B, a) Qualquer E ¢

Fonte: Turing (1937)

Deixamos claro que, a partir de agora, quando indicarmos “Qualquer” na coluna
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dos simbolos escaneados, estamos nos referindo a todo simbolo possivel, incluindo a
situacdo em que o quadrado escaneado esteja em branco.

Aqui temos a fungdo ¢ : Q? x I' — Q. Mostra consigo a fungéo ¢;, de mesmo
dominio. A maquina, a partir do estado ¢(¢,B,«), age para encontrar e apagar o
primeiro simbolo « da fita, isto é, o0 « mais a esquerda. E entdo muda para o estado
¢. Se nao ha outro exemplar do simbolo, muda para o estado 5.

Com esta m-fungéo, apresentamos a m-funcao ¢ de dois argumentos.

Tabela 10 — Descricéo a partir da m-funcéo erase de 2 argumentos

Estado Simbolo Operacoes Estado final
e(B, ) Qualquer e(e(B, ), B, a)

Fonte: Turing (1937)

Neste caso, temos afungdoe: Q xI' — Q.

A partir do estado ¢(*B,«), a maquina apaga todos os simbolos «a, e entdo
muda para o estado 8. Como, durante a atividade da maquina, ha com certeza uma
quantidade finita de exemplares de um mesmo simbolo na fita, podemos nao nos
preocupar se a maquina ficara presa em consecutivas vezes repetindo o estado ¢ de
dois argumentos. Alguma hora ela terd apagado todos os simbolos « e entdo mudara
para o estado 98, escolhido convenientemente.

A m-funcao print at the end

Apresentamos a m-fungéo pe. Significa print at the end, “imprima no final”.

Tabela 11 — Descrigéo a partir da m-fungao print at the end

Estado Simbolo Operacoes Estado final

pe(€, B) Qualquer f(pei (€, 8), €, 9)
Né.o Rs R ¢7

P€1(€, 6) { [ Pﬁ pel(@ B)

Fonte: Turing (1937)

Ja que consideramos este “em branco” como simbolo, passivel de impressao,
entdo as operagdes P_, e E sdo equivalentes.

Mesmo assim, quando nés estivermos utilizando expressées como “o fim da
sequéncia de simbolos na fita” durante as transicées da maquina, esclarecemos que
estamos considerando como os simbolos em questédo, todos, exceto o simbolo em
branco. Afinal, a principio, a maquina ja estaria com infinitos quadrados em sequéncia
preenchidos com este simbolo. E claramente nos estamos referindo aos quadrados
com simbolos “visiveis” ao longo da fita, e ndo a infinitude dos outros onde se inicia
uma sequéncia toda de espacgos vazios onde a cabeca nédo deixou nada novo.
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Voltemos a falar da m-funcao pe em especifico. Temos pe : Q x I' — @, que
mostra consigo a fungé@o pe, : @ x I' — Q. A partir do estado pe(€, 5), a maquina
imprime o simbolo g no fim da sequéncia de simbolos da fita e entdo muda para o
estado €.

E claro, para que o estado faga jus ao nome, a maquina deve ser programada
para que, ao longo de suas transi¢cbes, os F-quadrados preenchidos nao figuem a
uma distancia de quatro unidades do F-quadrado mais préximo a esquerda. Se nao,
no estado em questao, a cabeca chegaria a este F-quadrado em branco entre dois
F-quadrados preenchidos, e imprimiria 5 como se ali fosse o fim atual da sequéncia.
Para isso € necessaria atencao ao programar.

As m-funcoes left e right

Vejamos agora as m-fungoes [ e t. Significam, respectivamente, left e right, isto
€, esquerda e direita.

Tabela 12 — Descri¢édo a partir das m-funcoes left e right

Estado Simbolo Operacoes Estado final
[(€) Qualquer L ¢
() Qualquer R ¢
(€8, ) Qualquer f([(€), B, a)
(€, B, a) Qualquer f(r(€), B, a)

Fonte: Turing (1937)

Ambas séo fungbes de dominio ). O trabalho da maquina a partir dos esta-
dos respectivos é simples: deslocar a cabeca para a esquerda ou para a direita, e
entdo mudar para o estado €. Como podemos ver, aqui também sao mostradas as
m-fungdes de nosso interesse { e §, ambas de dominio Q? x T'.

A partir do estado §(¢, 9, «), a maquina faz 0 mesmo que faria com §(€, B, «),
mas ainda se move uma unidade para a esquerda apo6s encontrar o simbolo respectivo
logo antes de mudar para o estado ¢. O estado (€, B, «) provoca 0 mesmo, s que
para o sentido da direita.

A partir daqui, deixaremos de sempre escrever o0 dominio e contradominio que
definem as m-funcdes, pois 0os exemplares anteriores ja dao conta de mostrar como
as devemos entender.

A m-funcao copy

Apresentamos, agora, a m-funcao c, que significa copy, de “copiar”.
A partir do estado ¢(¢, B, «), a maquina imprime, no fim da sequéncia de sim-
bolos da fita, o primeiro simbolo marcado por «, e entdo ela muda para o estado €.
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Tabela 13 — Descricao a partir da m-funcéo copy

Estado Simbolo Operacoes Estado final
(¢, B, a) Qualquer (c1(C), B, a)
c1<Q:) 6 pe(€7 B)

Fonte: Turing (1937)

A sintaxe do estado ¢, pelo destaque ao simbolo escaneado, se mostra para
nds pouco habitual. Ocorre que, de acordo com o simbolo escaneado, a maquina torna
ele proprio, seja qual for, 0 segundo argumento do proximo estado, que € baseado na

m-fungao pe.
Tenha a nossa maquina de Turing um total de m* simbolos distintos que po-
der&o ser escaneados durante o estado ¢;. Sejam «;,, o, ...,a; . €sses simbolos.

Entao temos programada na maquina, na realidade, a seguinte acao a partir do refe-
rido estado.

Tabela 14 — Explicagéo da tabela para a m-fungéo ¢,

Estado Simbolo Operacoes Estado final
iy pe (Qt, ail)
Ay pe (Q:a aiQ)
cl . . -
QG PQ(Q Oéz‘m*)

Fonte: Petzold (2008)

E a l6gica deste exemplo serd a mesma logica de outros estados que adotarem
o simbolo escaneado como argumento do estado seguinte.

A m-funcao copy and erase

Apresentamos agora a m-fungéo ce, de trés e de dois argumentos, que significa
copy and erase, isto é, “copie e apague”.

Tabela 15 — Descricéo a partir da m-funcéo copy and erase

Estado Simbolo Operacoes Estado final
ce(¢, B, ) Qualquer c(e(C,B,a),B, a)
ce(*B, ) Qualquer ce(ce(B, ), B, a)

Fonte: Turing (1937)

A partir do estado ce(*8, o), @ maquina copia, em ordem, até o fim da fita, todos
os simbolos marcados por o e apaga os marcadores « no processo. E entdo muda
para o estado 8.

Isso funciona devido a termos colocado o préprio estado ce(B, ) como pri-
meiro argumento na m-fungdo correspondente ao estado sucessor. O que estamos
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indicando é que, apds copiar o primeiro simbolo marcado por « para o fim da fita e
apagar o marcador, a maquina retornard para o estado ce(*B, «) e fara a mesma coisa.
Isso acaba quando ndo houver mais simbolos marcados por a.

O fato de ce(B, ) ser argumento no estado sucessor de si mesmo n&o causa
problema de definigdo circular. Afinal, o que a tabela traz sdo as consequéncias da
leitura da maquina sobre os simbolos durante o estado ce(B, o). Acontece que ce(*B, a)
ja é, por si sO6, um estado da maquina. As operacoes e sucessoes que dele seguem
poderiam ser outras. O que a tabela define sdo as transi¢des da maquina a partir de
tal estado.

Para o entendermos melhor, chamemos o estado ce(ce(B, a), B, «) de q*. Diga-
mos que, com a cabega sobre um simbolo 5, a maquina esteja sobre o0 estado ce(*B, ).
Nao ha operacdes imediatas e o estado sucessor sera entdo q*. A partir dele ocorre-
réo as operagoes e sucessdes respectivas, e s6 em um futuro relativamente préximo,
se houver simbolo marcado por «, é que retornaremos ao estado ce(*B, o). Seguire-
mos fazendo o que foi descrito. A maquina funciona normalmente, sem impedimento
algum.

As m-funcoes replace

Assumamos, para este momento, que « € S sejam marcadores. Entdo apresen-
tamos a m-fungao te, de quatro argumentos, que significa replace, isto €, “substituir”.

Tabela 16 — Descrigao a partir da m-funcéo replace de 4 argumentos

Estado Simbolo Op. Estado final
te(C, B, «, ) Qualquer f(re1 (€, B, a,5),B, «)
te (€, B, o, f) Qualquer E, Ps3 ¢

Fonte: Turing (1937)

Neste caso, temos a fungdo te : Q? x I'> — Q. E ela mostra consigo a fungéo
te; 1 Q2 x T2 — Q.

A partir do estado te(€, %8, a, 8), @a maquina substitui o primeiro simbolo « da fita
pelo simbolo 5, e entdo muda para o estado €. Mas se ndo houver nenhum « na fita,
entdo ela muda para o estado 8.

E com isso, apresentamos outra m-fungcéo ve, mas que desta vez possui trés

argumentos.
Tabela 17 — Descri¢ao a partir da m-fungéo replace de 3 argumentos
Estado Simbolo Operacoes Estado final
te(B, o, B) Qualquer te(ve(B, o, 5),B, «, [)

Fonte: Turing (1937)
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A partir do estado te(*B, o, 5), @ maquina substitui todos os simbolos « da fita
por 3, desde o primeiro até o ultimo, e entdo muda para o estado 5.

Como no caso da fungé@o ce de dois argumentos, aqui ndo ha problema de
definigao circular. A explicagao para tal é similar.

A m-funcao copy and replace

Apresentamos a m-fungao ct, de trés e de dois argumentos, que significa copy
and replace, isto €, “copie e substitua”.

Tabela 18 — Descri¢ao a partir da m-funcéo copy and replace

Estado Simbolo Op. Estado final
(€, B, a) Qualquer c(re(€, B, a,a),B, a)
ct1 (B, a) Qualquer ce(ce(B, o), te(B, a, ), @)

Fonte: Turing (1937)

A partir do estado ct(B, o), @ maquina cumpre o0 mesmo papel que teria a partir
do estado ce(*B, «), com a diferenga de que os marcadores « ndo sdo apagados ao
final do procedimento.

A m-funcao compare

Apresentamos, neste momento, a m-funcao cp, que significa compare, isto é,
comparar.

Ao contemplarmos sua imagem, notemos a sutil diferenga entre o simbolo do
primeiro e do terceiro argumento. Sao, respectivamente, as letras C e E germanicas.

Tabela 19 — Descri¢ao a partir da m-fun¢do compare

Estado Simbolo Op. Estado final
cp1(¢7@76) i f/(cp2(€7©77)7©75)
¢
CPZ(Q:,@,’}/) { N;C) v @

Fonte: Turing (1937)

Ocorrera que o primeiro simbolo marcado com « € comparado ao primeiro sim-
bolo marcado com §. A partir do estado ¢p(€, D, €, «, 3), se ndo ha « e nem 3, entao
a maquina muda para o estado ¢; se ha a e § e 0s simbolos marcados com eles sdo
iguais, entao ela muda para o estado ¢; de outro modo, muda para ©.

As m-funcées compare and erase
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Tabela 20 — Descricao a partir da m-fungdo compare and erase de 5 argumentos

Estado Simbolo Op. Estado final
cpe(€,D, €, a, ) Qualquer cp(e(e(€, €, )€, ), D, €, a, B)

Fonte: Turing (1937)

Apresentamos agora a m-fungao cpe, de cinco argumentos, que significa com-
pare and erase, isto é, “compare e apague”.

A partir do estado cpe(€, D, €, «, ), @ maquina cumpre 0 mesmo papel que teria
com o estado ¢p(€, D, €, «, 5), com a diferenga de que, quando os simbolos marcados
pelo primeiro « e pelo primeiro 5 forem iguais, os primeiros marcadores « e [ serao
apagados.

Com isso, apresentamos a m-funcao cpe de quatro argumentos.

Tabela 21 — Descrigao a partir da m-fungédo compare and erase de 4 argumentos

Estado Simbolo Op. Estado final
cpe(D, €, v, B) Qualquer cpe(cpe(D, €, a, §), D, €, a, )

Fonte: Turing (1937)

A partir do estado cpe(D, &, o, 5), @ maquina prossegue o que faria com o estado
cpe(€, D, €, a, 3), pois agora, se 0s primeiros simbolos marcados com « e 3 sdo iguais,
ela apaga esses marcadores € compara 0s proximos simbolos marcados por eles. E
assim segue, em ordem, até que n&o encontre mais um par de simbolos marcados
por « € 3 onde ambos sejam iguais. Dai ela vai, ao final, mudar, ou para o estado ¢,
ou para 0 ©, como na versao de cinco argumentos.

As m-funcoes g

Apresentamos agora a m-fungéo g, de um e de dois argumentos.

Tabela 22 — Descricéo a partir da m-fungéo g

Estado Simbolo Operacoes Estado final
Nao _, R g(€)
8(®) { o R g1(¢)
Nao R ¢
91(¢) { - g(¢ )
g(Q:7 &) Qualquer g(gl(¢7 Oé))
o ¢
(¢ a) { Nao o L 01(¢, a)

Fonte: Turing (1937)

Enquanto na m-funcao f a cabec¢a anda em direcao ao inicio da fita e encontra
um dado simbolo, nas m-funcdes g o trabalho se d4 indo até o fim da fita. Para isso, a
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partir do estado g(¢€), a cabega da maquina se move no sentido da direita até encontrar
dois quadrados em branco seguidos. E entdo muda para o estado ¢.

E a partir do estado g(¢, «), a cabega encontra o ultimo simbolo igual a «, e
entdo muda para o estado €.

Expandindo argumentos de algumas m-fungoes

Apresentamos agora, baseadas na m-fungao ce (copy and erase) de dois argu-
mentos, as m-fungdes ces € ces.

Tabela 23 — Descricao a partir da m-fungéo copy and erase de mais argumentos

Estado Simbolo Operacoes Estado final
ceo(B, «, 5) Qualquer ce(ce(B, 8), a)
Ceg(%,@,ﬁ,’}/) Qualquer ce(ce2(%7ﬁ>7)7a)

Fonte: Turing (1937)

Lembremos que, a partir do estado ce(*B, «), a maquina copiava, em ordem,
todos os simbolos marcados com « para o fim da fita, apagava tais marcadores, e mu-
dava para B. Pois que, a partir do estado ce, (B, «, ), @ maquina copia os marcados
por « igualmente, e apaga estes marcadores. Mas depois copia 0s marcados por 3, e
apaga estes marcadores, antes de mudar para 8.

Similarmente, a partir do estado ce3(*B, «, 3, v), @ maquina faz, tomando « e g,
0 mesmo que faria a partir de cey (B, a, ), mas ainda toma o terceiro marcador, ~. E
entédo age igualmente, copiando ao fim da maquina, em ordem, os simbolos marcados
por ele, apagando tal marcador no processo. E entdo muda para 5.

E assim poderiamos continuar fazendo adicionando um quarto marcador, utili-
zando o mesmo raciocinio. Este exemplo nos ajuda a notar como, em certas ocasides,
€ possivel criarmos novas m-fungdes para estender a agdo que a maquina tomaria
com uma m-fung&o original, mas adicionando novos argumentos, e com uma lingua-
gem relativamente simples.

E para vermos esse mesmo principio novamente, apresentamos agora a m-
funcao pe,, cuja acdo fornecida é baseada na agao fornecida por pe (print at the end).

Tabela 24 — Descrigcéo a partir da m-fungéo print at the end de mais argumentos

Estado Simbolo Operacoes Estado final
pey (€, a, B) Qualquer pe(pe(€, B), a)

Fonte: Turing (1937)

Recordando, a partir do estado pe(€, o), @ maquina imprimia o simbolo « no
F-quadrado em branco ao fim da fita, e entdo mudava para o estado €. E, a partir do
estado pe, (€, o, 5), @ maquina imprime, respectivamente, os simbolos « e 5 nos dois
ultimos F-quadrados em branco ao fim da fita, e entdo muda para o estado €.
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E, novamente, podemos estender esse comportamento para um maior nimero
de argumentos com simbolos. Para o nimero de trés destes argumentos, teriamos
o0 estado pes (€, o, 3,7), cujo estado sucessor seria pe(pe, (€, 5,7), «). Para quatro, ou
cinco, ou mais de tais argumentos, a mesma légica seria seguida.

E as acdes da maquina a partir destes estados sao facilmente dedutiveis. Im-
primird todos os simbolos dos argumentos, em ordem, na mesma quantidade de F-
quadrados em branco ao fim da fita, e mudara para o estado ¢ logo apés isso.

A m-funcao erase de 1 argumento

E apresentamos a m-fungéo ¢ de um argumento.

Tabela 25 — Descri¢ao a partir da m-fungédo erase de 1 argumento

Estado Simbolo Operacoes Estado final
o R 81(6)
e(C) { Ndo s e nédo L e(?)
Nao L e(€)
Nao R, E,R ¢
e1(€) { . el(@ )

(]

Fonte: Turing (1937)

A partir do estado ¢(€), a maquina apaga desde o primeiro até o ultimo marca-
dor, e entdo, quando a cabec¢a chega ao fim da fita, a maquina muda para o estado
.

Notemos ainda que, por vezes, tais m-fun¢des necessitam de alguma m-funcéo
auxiliar seguinte, cujos estados que sao suas imagens podem provocar 0 escanea-
mento de mais outro simbolo, fazer mais alguma operagéo (como o sdo f com f;e fs,
ou pe com pe,). Mas cumprem seus papéis sem precisarem de infinitas especificagdes.

3.4 CONVENGCOES DE TURING E DE SIPSER

Observacao 3. Separamos aqui dois conjuntos que constantemente usaremos nesta
secao.

O conjunto I' = {ag,a1,...,a:,m-1}, @ Ser usado como alfabeto da fita de uma
maquina de Turing.

E o conjunto @ = {q0,91,.-.,9,-1}, @ Ser usado como o conjunto de estados
possiveis de uma maquina de Turing.

Turing, quando trabalha com certo rigor a partir dos estados de suas maquinas,
acaba nos levando, em dado momento, a conclusao de que o total de niumeros com-
putaveis existe em cardinalidade enumeravel. Mais a frente demonstraremos essa
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afirmacao. Mas por enquanto, veremos que, até chegar 4, Turing teve de padronizar
as acoes decorrentes dos estados.

Para tal, ele adotou determinadas conveng¢des. Enquanto iamos introduzindo
a natureza e o trabalho das maquinas de Turing, utilizamos, nesta dissertacédo, essas
mesmas convengodes. A primeira vez que trouxemos um estado sobre o qual elas nao
eram obedecidas foi ao apresentarmos a m-funcéo pe, print at the end. Mas afinal,
quais sao exatamente essas convengbes?

Ele definiu que um estado convencional causaria imediatamente no minimo
nenhuma, e no maximo duas operagdes. Por isso, aqui, decidimos chamar esse tipo
de estados de estado “passo unico”.

Se sob tal estado a maquina tem uma Unica operacao, ela seria, ou imprimir um
simbolo (visivel) no quadrado escaneado, ou apagar o simbolo do quadrado escane-
ado, ou mover a cabeg¢a uma unidade para a direita, ou a mover uma unidade para a
esquerda. Se duas, a primeira seria, ou a impressao de um simbolo, ou 0 apagamento
do simbolo escaneado; e a segunda seria, ou mover a cabeca uma unidade para a
direita, ou a mover uma unidade para a esquerda.

E disso que se tratam as convencgdes. Até apresentarmos a m-funcéo pe, as
haviamos seguido, sem que anunciassemos sempre. Mas agora, olhemos para a ta-
bela do esquema em torno de pe, mais especificamente no que diz respeito ao estado
pe, (€, B). Tanto a partir deste estado como de tantos outros que Turing apresenta,
normalmente imagens de m-fungdes, quebram-se essas regras.

Recordando, abaixo temos a tabela onde pe, (€, 5) foi apresentado.

Tabela 26 — Recapitulacao da descricao a partir de print at the end

Estado Simbolo Operacoes Estado final

pe(C, ) Qualquer f(pe, (€, 3), €, 9)
Néo R) R Q?

pe1(€, ﬁ) { [ PB pel(et 5)

Fonte: Turing (1937)

No caso, a partir de pe, (<, 5), temos, como operagdo da maquina em um Unico
estado, o movimento da cabega em duas unidades a direita. E Turing de fato se utiliza
dessa m-funcdo em algum momento para computar, como também de outras que
fogem ao padrao que ele mesmo estabeleceu.

Mas isso ndo € um grande problema. Se Turing quer que os estados de suas
maquinas obedegam as suas convengdes, basta aqui, tal como em outras situagdes,
entender o presente estado “multipasso” como uma composicdo de estados “passo
anico”.

Neste caso de pe, (€, 5), imaginemos que, na situacao onde a cabega escaneou
um simbolo que ndo _, a maquina se encontra em um estado q*, que é imagem de
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uma m-funcdo com os argumentos € e 3, a partir do qual ela anda uma unidade para
a direita. Dai, ela muda para um estado q**, também imagem de uma m-funcédo com
0S mesmos argumentos, tal que, para qualquer que seja o simbolo escaneado, anda
uma unidade para a direita, e entdo muda de volta para q*.

Desta maneira, conseguimos “padronizar” o estado pe, (€, 3) em estados, de
passo unico. Podemos tomar outro exemplo para enxergar isso hovamente. No caso,
sera m-funcgéo ¢, erase, de um argumento, a qual recordamos logo a seguir.

Tabela 27 — Recapitulacdo da descricado a partir da erase de 1 argumento

Estado Simbolo Operacoes Estado final
°) R 21(@)
e(€) { Nao s e ndo _, L ¢(€)
Nao L e(€)
Nao R, E,R (<
a© | - 1

Fonte: Turing (1937)

O estado ¢, (€) causa trés operagdes. Poderiamos ter estados “de passo unico”
fazendo o trabalho dele, de pelo menos duas maneiras, indicadas abaixo.

Tabela 28 — Primeira versao de ¢; em passo unico

Estado Simbolo Operacoes Estado final
er1(€) { Nao R e172¢(¢)
6172<Q:) Qualquer E, R 2171(Q:>

Fonte: Autor (2024)

Tabela 29 — Segunda versao de ¢; em passo Unico

Estado Simbolo Operacoes Estado final
Nao R ¢
e1,1(C) { - e1,2€( )
¢12(C) Qualquer E ¢13(C)
¢13(C) Qualquer R ¢11(€)

Fonte: Autor (2024)

Com esses exemplos, ficamos tentados a afirmar que qualquer um desses es-
tados multipasso é sempre redutivel a um conjunto finito de estados passo unico. Se
isso for verdade, entdo podemos utilizar informalmente os estados multipasso e ainda
assim, no fundo, permaneceremos no universo das maquinas de Turing.

Para formalizarmos isto de que estamos falando, definiremos, a seguir, os ter-
mos utilizados.
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Definicao 3. Chamamos de convencoes de Turing o conjunto das seguintes exigén-
cias para as operagdes imediatas a partir de um estado:

* lidar apenas com as operacoes de impressao de simbolo (inclusive apagar), e
de deslocamento de uma unidade, para a esquerda ou para a direita;

 haver no minimo nenhuma operag¢ao e no maximo duas;

» quando houver duas operacdes, a primeira é de impressao e a segunda € de
deslocamento.

Definicao 4. Chamamos de estado passo unico a todo estado sob o qual sdo obe-
decidas as convencdes de Turing.

E chamamos de estado multipasso a todo estado que provoca finitas opera-
cOes, sob o qual ndo sdo obedecidas as convengdes de Turing.

Dado isso, observemos duas coisas. Nao afirmamos que sob os estados passo
unico a maquina também deve ter finitas operacdes pois, pelas convencdes de Turing,
isso fica evidente. E também que ja estamos tratando a operacao de apagar simbolo
como a operagao de imprimir _,.

Agora, apresentamos convencdes que, a principio, sdo ainda mais restritivas
que as de Turing. Enquanto Turing admite que um estado forneca menos de duas
operagdes, o0 autor Sipser (2005) considera, para as maquinas de Turing, convencdes
distintas.

Definicao 5. Chamamos de convenc¢oes de Sipser o conjunto das seguintes exigén-
cias para as operacdes imediatas a partir de um estado:

* lidar apenas com as operacoes de impressao de simbolo (inclusive apagar), e
de deslocamento de uma unidade, para a esquerda ou para a direita;

» haver sempre duas operacoes;

* a primeira operacao é de impressao e a segunda é de deslocamento.

Ou seja, nessas condi¢oes, a cabega da maquina deve sempre imprimir algo
e se deslocar para algum lado. Pode parecer que, seguindo isso, ndo obteremos
alguns dos resultados, durante o processo da maquina, que as convengdes de Turing
permitiam.

Mas, como veremos em seguida, com as convencdes de Sipser conseguimos
obter tudo o que fariamos com as convencgdes de Turing. Para demonstra-lo, recor-
reremos a uma notacao que Turing utiliza quando ele demonstra a enumerabilidade
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dos numeros computaveis. Quando a cabeca ndo se movimenta em um estado, Tu-
ring denota que esta é a operacao “N”, que significa “no move” (sem movimento em
inglés).

Sendo assim, para Turing, a operagcdo do movimento da cabega, que sera ou
R, ou L, ou N, sempre estara presente a partir de um estado passo unico.

Lema 3.4.1. Seja q' um estado passo unico de uma maquina de Turing, sob o qual
ela sempre imprime algum simbolo, independentemente do simbolo escaneado. Se ¢
prevé alguma operacédo N, entdo a acao a partir deste estado é substituivel pela acao
a partir de algum conjunto finito de estados segundo as convengoées de Sipser.

Demonstracdo. Tomemos uma maquina de Turing qualquer, de modo que possua
alfabeto da fita usual e conjunto de estados possiveis também usual, tal que ¢’ € um
desses estados e provoca transicdo como no enunciado.

Tomemos i € N, 0 < i < m — 1. Definimos que D; € {R,L,N}, que [; €
{0,1,...,m —1} eque k; € {0,1,...,n — 1}. Com isso, esquematizamos, abaixo, as
aclOes a partir do estado ¢'.

Tabela 30 — Descrigdo da maquina a partir do estado ¢’

Estado Simbolo Operacoes Estado final
Qg POélo, Do ko
q/ 03] POéll, Dl le
Apyp—1 Palm,ls Dmfl k1

Fonte: Autor (2024)

Deste modo, para algum i* € {0,1,...,m — 1}, temos que D;- = N.

Para ndés demonstrarmos o lema em questédo, definiremos um conjunto com
novos estados para uma maquina de Turing. Tomaremos, para tal, todos os estados
do conjunto @ — {q'}, junto dos estados q* e ¢}, g3, ..., q,_,, sendo este Gltimos os
novos estados. Assim sendo, definimos a agdo da maquina sob o novo estado q* da
maneira como segue logo abaixo.

Tabela 31 — Descricdo da maquina a partir do estado q*

Estado Simbolo Operacoes Estado final
O Paloa f(()) g(O)
T o Pay,, f(1) g(1)
Qm—1 Palmfw f(m - 1) g(m - 1)

Fonte: Autor (2024)

Apresentadas na tabela acima, f e g se tratam de fungcdes. A primeira delas é
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tal que
Di7 se D”L ?A Na
R, seD;=N ’

e a segunda delas é tal que

9() =qa*, seDi#Negq, =4,
qf, seD;,=N

E também definimos as acdes de nossa maquina de Turing sob os novos esta-
dos g} da seguinte maneira.

Tabela 32 — Descri¢gdo da maquina a partir dos estados q;

Estado Simbolo Operacoes Estado final
Qp PCY(), L h(l)
qik (05} POél, L h(l)
Am—1 POémfl, L h(l)

Fonte: Autor (2024)

Temos, aqui, h como a funcao tal que

Ok, S€qr, # 9,

q*v Se qy, = q/

h(i) =

Sob todos estes estados acima esquematizados, a maquina obedece as con-
vencoes de Sipser. Eles estdo em quantidade finita. Eles tém o mesmo efeito de ¢/,
de imprimir 0 que a maquina com ele imprimiria nos respectivos quadrados, e de nao
imprimir nada de novo nos demais. O movimento da cabeca acabara, apos percorrer
0s respectivos estados, no mesmo quadrado em que acabaria originalmente.

E a mudanca de estados, ao final, também é a mesma, exceto no caso em
que mudava para q'. Agora terminara mudando para q*. Mas justamente, queremos
substituir ¢’ pelo conjunto de novos estados. E eles a partir deles sédo cumpridas todas
as outras ag¢oes que q' se propunha a provocar.

Entao, em vez de seguirmos em direcao a ¢’, devemos, agora, seguir ao novo
estado com que é “emulado” o inicio das acdes de ¢'. Este estado, aqui, € q*.

Com tudo isso, observemos ainda o seguinte. Podemos utilizar o mesmo nu-
mero de estados restantes do conjunto @ junto ao conjunto de novos estados. Apenas
tendo o cuidado de trocar uma coisa nas descricbes de suas agdes subsequentes.
Onde o seu estado sucessor era originalmente ¢, agora sera q*. [ |
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Lema 3.4.2. Admitindo a presenca da operacdo N, todos os estados passo unico
podem ter suas acgoées substituidas pelas agbes de um conjunto finito de estados que
obedecam as convencgées de Sipser.

Demonstracdo. Provemos, primeiramente, um resultado anterior. Seja q” um estado
passo unico com o qual, para algum simbolo escaneavel, a maquina faga menos que
duas operacdes. Entdo demonstraremos e usaremos o fato de que a acao deste es-
tado pode ser substituida pela acao de algum conjunto finito de estados que obedeca
as convengoes de Sipser.

Seja uma maquina de Turing, com alfabeto da fita usual e conjunto de estados
possiveis também usual, tal que q” € um desses estados. Entdo, para algum dos
simbolos que a maquina escanear a partir desse estado, ela fard apenas uma ou
nenhuma operacao. E, se fizer nenhuma operagédo, podemos considerar, no lugar,
que ele esta fazendo a operacao N. Assim, este estado sempre fara ao menos uma
operacao.

Chamemos de q* o estado pelo qual iremos, a principio, substituir q”.

Suponhamos que a operacdo da maquina a partir de q”, e sobre este simbolo
escaneavel, era a impressao de algum simbolo. Entdo basta que a operacao a partir
do mesmo simbolo escaneavel, com a maquina estando sobre o estado q*, seja a
mesma impressao, seguida pela operagéao N.

Suponhamos, agora, que a operacao da maquina a partir de q”, sobre este sim-
bolo escaneavel, era R, ou L, ou N. Entdo basta que a operagéao a partir do mesmo
simbolo escaneéavel, com a maquina estando em q*, seja a impresséo do préprio sim-
bolo escaneado, seguida da operacgao original de deslocamento, fosse ela R, ou fosse
L, ou fosse N.

O estado sucessor de g*, a partir do presente simbolo escaneavel, se era o
proprio estado q”, agora sera o estado q*. E, se era um estado de ) que nao q”,
continua sendo o estado sucessor original.

Onde havia ja duas operacbes sob o estado q”, sob o estado q* continuardo
havendo. Assim, podemos ver que as operac¢des substitutas sdo equivalentes as ori-
ginais. E a mudanca de estados também. Inclusive a mudanca de volta para q*, dado
que é o estado que esta substituindo devidamente o estado q".

Agora, basta fazermos as adaptagdes nas transi¢coes dos estados restantes de
Q. Trata-se apenas de trocar a descricdo de suas acdes subsequentes onde tinha
como estado sucessor o0 ¢”, para colocar q* em seu lugar.

No entanto, o novo estado ndo obedece as convencdes de Sipser. Apenas
pelo fato de que esta sendo levada em conta a operacdo N. Mas, pelo lema 3.4.1,
podemos substituir o estado em questao por um conjunto finito de novos estados, os
quais obedecem as convencgoes referidas.

Com isso, o fato esta provado. E utilizando ele, finalizaremos a nossa demons-
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tracéo.

Olhemos para o estado q’. No caso onde, a partir dele, ndo ha operagao ou
ha uma so, provamos que a substituicdo dele por finitos estados com as convencdes
de Sipser é possivel. E, nestes estados substitutos, apds a cabega ler o simbolo
do quadrado escaneado original, onde eram descritas ja antigamente uma dupla de
operagdes, assim continua sendo.

E, por fim, em um estado passo Unico onde s6 houvesse duplas de operacgdes,
ja se esta obedecendo as convencdes de Sipser. [

Enfim, tendo isso em mente, podemos nos dirigir finalmente ao resultado central
da secéo.

Teorema 3.4.3. Aquilo que um estado multipasso qualquer provoca na maquina de
Turing sempre pode ser substituido pela acao tida a partir de algum conjunto finito de
estados passo unico.

Demonstracdo. Seja q' um estado multipasso qualquer. A maquina de Turing possui
alfabeto da fita usual e conjunto de estados possiveis também usual. O estado q’, com
isso, pertence a esse ultimo conjunto.

Sendo assim, as agbes dessa maquina de Turing a partir do estado ¢’ funciona
como descrito a seguir.

Tabela 33 — Descricdo da maquina a partir do estado multipasso ¢’

Est. Simb. Operacoes Est. final
Qo OPo,15 OPo,25 - - -5 OPg,n, ko
q o OP1,15 OP1,25 - - -5 OP1 p, Ak,
Q-1 OPm—1,15 OPm—1,2> - -+ » OPm—1n,,, , Ako—1

Fonte: Autor (2024)

Parai,j € N, 0 < i < m — 1, temos que n; € um natural positivo qualquer, e
op; ; significa a j-ésima operagdo da maquina no estado q' apds a cabega escanear o
simbolo «;. Ainda, o niumero k; € um natural tal que 0 < k; < n — 1.

Cada operacao destas acima pode ser qualquer uma, ou seja, imprimir qual-
quer simbolo, ou deslocar uma unidade para a direita, ou uma para a esquerda. Ou
ainda, uma op, ; pode ser operagdao nenhuma, mas somente se, para aquele simbolo
escaneavel «;, ela for a Unica operagao presente. Ou seja, sob este simbolo, o estado
causa operacao nenhuma na maquina.

Sendo assim, a partir de cada um dos simbolos do alfabeto da fita I", definamos
um conjunto de novos estados para nossa maquina de Turing. Definimos a acéo de
nossa maquina a partir do estado q;, conforme descrevemos abaixo, na tabela 34.
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Tabela 34 — Descri¢gdo da maquina a partir do estado qj,

Estado Simbolo Operacoes Estado final
Qg OPg 1 q6,2
1, aq OpPy1 q,1,2
Qm—1 OPy—1,1 q;n—l,?

Fonte: Autor (2024)
Definimos, para l € N, 2 <[ < n;, a agao da maquina a partir dos estados q;
da seguinte maneira.

Tabela 35 — Descricdo da maquina a partir do estado q;l

Estado Simbolo Operacoes Estado final
qi Qualquer op; ; 0 i1

Fonte: Autor (2024)

E definimos a agao a partir dos estados q;,,. da seguinte maneira.

Tabela 36 — Descrigdo da maquina a partir do estado q; ,,

Estado Simbolo Operacoes Estado final
in, Qualquer OP; 1, f(@)

Fonte: Autor (2024)

Temos, aqui, f como a fun¢ao tal que

Jk;» S€ qr, # q',

95, Seqr, =¢q

f@i) =

Tomando estes estados, com o inicio de sua a¢do em qj, eles reproduzem, na
maquina, exatamente as mesmas operacgdes que ela faria a partir de q’, na mesma
ordem em que ocorreriam, € nenhuma outra a mais.

Provoca, ao final, a mudanca para os mesmos estados, exceto no caso em que
mudaria para q'. Ai, a mudanca é para q;. SO que esta é a mudanga devida agora,
visto que queremos substituir o estado ¢’ por este novo conjunto de estados, com
inicio da agéo em q;. Assim, os novos estados, juntos, possuem o mesmo efeito que
0 antigo.

Conforme descritos, tais estados se encontram em quantidade finita. E todos
sao estados passo unico. Afinal todos possuem, em suas operagdes, exatamente
um elemento da forma op, ;, 0 qual é, ou nenhuma operagéo, ou € uma operagao de
impressao, ou uma de movimento.
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Por fim, fazemos as adaptacdes nos estados restantes de ). Isto &, simples-
mente, nas descri¢cdes de suas ac¢des subsequentes, onde o estado sucessor era o ¢,
colocamos q; no lugar. [

Corolario 3.4.4. Aquilo que um estado multipasso qualquer provoca na maquina de
Turing sempre pode ser substituido pela agcbées provocadas por algum conjunto finito
de estados segundo as convengdes de Sipser. [ |

3.5 UMA DEFINICAO ALGEBRICA

Apds conhecermos um tanto as maquinas de Turing, nesta secéo traremos uma
nova formalizacao de sua definicdo. Como pudemos enxergar pelas distintas conven-
cbes, de Turing e de Sipser, ha algo a inicialmente notarmos. Que € possivel, a partir
de variagdes razoaveis da definicdo original para a maquina de Turing, gerar uma
classe equivalente de maquinas.

Seria interessante agora, entendermos o conceito de linguagem, no contexto
em que estamos inseridos. Para isso comecemos por conceitos preliminares, tal como
apresenta Sipser na bibliografia aqui referenciada.

Chamamos de alfabeto todo conjunto finito e ndo-vazio. E dizemos que os
seus elementos sdo os seus simbolos. Tal como nos alfabetos da fita com que Ii-
damos anteriormente, costumamos representar estes conjuntos por uma letra grega
maidscula.

Chamamos de cadeia sobre um alfabeto a toda sequéncia finita de seus sim-
bolos. E comum que se escreva as cadeias por meio da sucessdo dos respectivos
simbolos, sem separacao deles por virgula. Sendo w uma cadeia de um dado alfa-
beto, dizemos que o comprimento de w € o numero de simbolos sequenciados, € 0
denotamos por |w|.

Por exemplo, do alfabeto ¥, = {a,b,c,d,e, f}, podemos tirar a cadeia fada. E
dai, |fada| = 4.

Chamamos de cadeia vazia a cadeia cujo comprimento é igual a zero, e a
denotamos por . Quando uma cadeia w tem comprimento /, podemos denota-la por
w = wiws ... w;,onde, parai=1,2,...,1, w; € 0i-€simo elemento da sequéncia que a
compoe.

E, por fim, chamamos de linguagem a todo conjunto de cadeias de um mesmo
alfabeto.

Tomando o mesmo alfabeto 3J;, montamos as linguagens A = {dbf, ac, eedadcb},
B = {a, e,dabccc, ee, ac}, C = {¢,d, de, ded, dede, deded, . . . } e outras inUmeras.
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Apresentado isto, tomemos ainda dois outros conceitos, um usado para cadeias
e outro para linguagens. O primeiro define que, dadas duas cadeias ©* = x;x5 ... 2y, €
Y =119 - - .Y, €ntdo a concatenagao de x e y é a cadeia ry = 122 ... Ty, Y1Y2 - - - Yi,-

O segundo define que, dada uma linguagem A, temos a operacao estrela,
segundo a qual obtemos a linguagem “A estrela”, que se trata da nova linguagem
A* ={e} U{wiwy ... wi; k > 1 € wy,ws, ... w, € A}

Assim, com o alfabeto ¥, = {0,1}, e a linguagem D = {00, 11}, temos que
D* = {¢,00,11,0000,0011, 1100, 1111, 000000,000011, 001100, . .. }.

Observemos que todo alfabeto € também uma linguagem, a qual toma as ca-
deias unitarias dos simbolos do proprio alfabeto. Entdo faz sentido falarmos, por exem-
plo, de ¥, igual a {¢,0, 1,00, 01, 10, 11,000, 001, 010, 100, 011, . .. }.

Com tudo isso, trazemos agora uma definicao algébrica para as maquinas de
Turing. Com ela, ficam delimitadas as cadeias a partir das quais uma maquina de
Turing iniciara sua atividade.

Definicao 6. Sendo (), X e I" conjuntos finitos, chamamos de maquina de Turing toda
7-upla (Qa ¥, T, 6, qo, qaceita; clrejeita) tal que

1. @ é o conjunto de estados;

2. ¥ é o alfabeto de entrada da maquina, que nao possui o simbolo _;
3. I' é o alfabeto da fita, talque , e 'e X C T}

4. 5: Q@ xI' - Q xTI x{R,L} é afuncao de transicao;

5. qo € Q € o estado inicial da maquina;

6. Jaceita € @ € 0 chamado estado de aceitacao da maquina;

7. e qrejeita € @ € 0 chamado estado de rejeicdo da maquina, de modo que qrejeita 7#

Jaceita-

Trata-se de uma definicado mais genérica. Ela engloba as maquinas de Turing tal
como apresentamos no inicio desta dissertagdo, mas também muitas outras classes
de maquinas. Ela ndo se limita ao dever de imprimir sequéncias de algarismos. Seus
alfabetos, em verdade, nem precisam ter algarismos. Agora explicaremos como ela
deve ser encarada.

J& estamos familiarizados com os conjuntos @, I' e com o estado q,, 0 qual se
trata do estado com que a maquina comeca sua atividade. Como podemos ver, a ma-
quina, aqui, ndo precisa se restringir a zero e um como seus F-simbolos. Em verdade,
nao é necessario sequer falar de numeros em si. Mas vamos entender tal definicao
em torno do contexto em que estamos tratando as maquinas desde o0 comeco.
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Até agora lidavamos com maquinas de Turing cuja fita comegcava em branco.
Mas nem sempre € assim. Veremos, quando falarmos das maquinas de Turing univer-
sais, exemplos disso. Mas por ora tomemos nota do seguinte: uma maquina de Turing
pode comecgar com uma cadeia de dado comprimento impressa em sua fita.

Essa cadeia ndo tem simbolos em branco. Quando a percorremos com o olhar
e chegamos a um quadrado em branco, eis ai o sinal de que acabamos de ultrapassar
seu fim. E a partir disso que tomamos o alfabeto de entrada ¥. Tal cadeia pertence
justamente ao conjunto >*.

Segundo a defini¢ado, o alfabeto da fita contém o alfabeto de entrada. Mas o que
os diferencia ndo precisa ser apenas o simbolo _,. Podem haver ainda outros simbolos
exclusivos do alfabeto da fita. Como também podem nao haver, e o0 espaco vazio ser
a unica coisa que os distinga.

Na antiga definigdo, com maquinas de Turing que sempre comegavam com a
entrada vazia, acabava que cada maquina de Turing era limitada a um Unico trabalho,
fosse de computar uma determinada sequéncia ou outro. Agora, com as cadeias
do alfabeto de entrada, a maquina consegue mostrar uma variedade de caminhos
percorridos ao longo de sua computagao, como também de resultados a fornecer.

Convencionamos que a fita tem um comeco de fato, a esquerda, e ndo tem fim
para a direita. E no seu primeiro quadrado que ser& impresso o primeiro simbolo da
cadeia de entrada. Caso a cabeca da maquina fosse para a esquerda apds escanear
0 primeiro quadrado, ela segue posicionada sobre o primeiro quadrado, para entao
escanear seu simbolo no estado em que a maquina agora se encontrar.

A funcéao de transicao ¢ é responsavel pelo que a maquina fara entre os estados
e 0s simbolos escaneados. Pois, quando a cabeca se encontra no estado q e escaneia
o simbolo «, seguindo as convengdes de Sipser, ela imprimira um simbolo o', se
movimentara uma unidade para a esquerda ou direita, e passara para um estado q'.

E essa transicdo é a descricao do significado da aplicacao ¢, na qual acontece
que, ou i(q, @) = (¢, ¢/, L), ou 6(q, ) = (¢, &/, R).

Por fim, temos os estados de aceitagdo e de rejeicdo. Quando a maquina entra
em qualquer um desses estados, ela para a sua atividade. Basicamente eles vao dizer,
respectivamente, se a maquina aceita ou se ela desconsidera determinadas cadeias.
Em que contexto? Falamos das cadeias que estiverem impressas na fita no inicio de
sua atividade.

Se dada cadeia inicial w € X*, com a atividade da maquina, leva a sucessao
de estados até 0 estado gaceita €M algum momento, dizemos que a maquina aceita a
entrada w.

Poderiamos dizer que determinadas cadeias, a partir do nosso alfabeto de en-
trada, “satisfazem” aquilo para que uma particular maquina de Turing foi construida.
Estamos falando de todas as cadeias w que nos levam até o estado qaceita-
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E outras cadeias do mesmo alfabeto ndo sé nao satisfazem, mas sdo conside-
radas “erradas” dentro daquela maquina de Turing. Tratam-se das cadeias de entrada
que nos levam até o estado qrjeita- E qQuando uma cadeia inicial w € ¥* leva a su-
cessdo de estados da maquina até o estado qrejeita, dizemos que a maquina rejeita a
entrada w.

Exemplo 6. Sejam os conjuntos ) = {QO; 91, 92, 93, Jaceita; qrejeita}, Y= {av b,C} el =
{_,a,b,c,#}. Sejatambém afuncdo ¢ : Q xI' — Q x I' x {R,L}, que é definida por

;

(a1,b,R),  seq=dquea#c

(92, b,L), seq=gqy€a=c,

(q1,a,R), seq=gqea#a,

(93, #, R), seq=¢q; ea=a,

(Qaceita, C; R), seq=qxea #a,

(CIreJena, L), seq=gea=a, '
(q41,¢,R), seq=gqsea#b,

(Clrejena, b,R), seq=gqsea=h,

(a2, ¢, R), S€ q = Jaceitas

(

ds,4a, R) S€ (q = (rejeita

\

Montamos, dai, a maquina de Turing M* = (Q, 3, T, 4, qo, qaceita; Grejeita)- A partir
da funcao de transicao que possui, podemos dar a esta maquina a descricao tabular
indicada mais abaixo, na tabela 37.

Certamente ha um conjunto de cadeias de entrada que levam esta maquina
ao estado de aceitacdo. Como também um conjunto de entradas que a levam ao
estado de rejeicdo. Podemos dizer que eles estdo bem-definidos, pois mesmo que
nao houvesse quaisquer cadeias em algum deles, ainda assim seria 0 caso de ser
igual ao conjunto vazio.

Mas sera o caso de nao haver estes ou aqueles elementos para esta maquina?
E serdo estas duas possibilidades as Unicas existentes? Confiramos isto, a partir de
determinadas entradas.

Tomemos o exemplo em que a fita da presente maquina comeca com a cadeia
de entrada caba. A cabeca comeca seu trabalho, entdo, escaneando o simbolo c e
no estado qq. Pela descricdo da maquina, a cabecga vai imprimir b no lugar de c e
mover-se uma unidade para a esquerda. A maquina muda para o estado qs.

S6 que estamos no inicio da fita. Nao podemos andar mais para a esquerda,
entdo permanecemos no primeiro quadrado, agora com b impresso. A cabeca, agora,
0 escaneia, com o estado q,. Ela entdo imprime c no quadrado escaneado, move-se



75

Tabela 37 — Descrigéo tabular da maquina M*

Estado Simbolo Operacoes Estado final

Néo ¢ Pb, R q
40 { c Pb, L 0
0 { Nao a Pa, R qi
a P#, R q3

" { Nao a Pc, R Jaceita

d P.,L Jrejeita
Nao b Pc, R qi

s { b Pb, R Jrejeita
Jaceita Qualquer Pc, R qo
rejeita Qualquer Pa, R qs

Fonte: Autor (2024)

uma unidade para a direita e a maquina muda para o0 estado aceita-

Com o que acabamos de ver, a maquina finaliza a atividade deixando a cadeia
caba impressa na fita. E podemos afirmar que tal maquina aceita a entrada caba.

Sabemos a imagem da funcdo de transicdo a partir do estado de aceitacao
com os simbolos escaneaveis. Mas em verdade ela nunca interfere no trabalho da
maquina, ja que ele é finalizado quando ela chega neste estado. O mesmo vale para
o estado de rejeicao.

Vejamos agora o trabalho da maquina a partir da cadeia de entrada babca. A
cabeca escaneia o simbolo b em gy. Dai imprime b no mesmo lugar e move-se uma
unidade para a direita. A maquina muda para o estado q;.

Agora a cabeca escaneia 0 simbolo a. Com isso, imprime # no lugar e se move
uma unidade para a direita. A maquina passa para o estado q;. A cabeca escaneia
outro simbolo b, e dai imprime b no mesmo lugar e se move uma unidade para a
direita. A maquina, entdo, passa para o estado qrjeita, © para a sua atividade.

Deixou impressa na fita a cadeia b#bca. E, ao final, vemos que tal maquina
rejeita a entrada babca. Podemos tomar tantos outros exemplos de entradas as quais
nossa maquina ndo aceita. Como também de entradas que ela aceita. E ainda sobra
uma pergunta. E se a maquina nunca chegar aos estados qaceita € qrejeita?

Realmente, isso pode acontecer. Para isso, olhemos para o exemplo da entrada
abb. A maquina, no estado qo, tem sua cabega escaneando a. Imprime b no lugar e
move-se uma unidade para a direita. A maquina agora se encontra no estado q;.

Ela escaneia o primeiro simbolo b original, a cabeca imprime a no lugar e move-
se uma unidade para a direita. A maquina ainda encontra-se no estado q;. Escaneia
0 segundo b original, a cabeca imprime a e move-se para a direita de novo.

Volta para q;, do qual ndo saird mais. Afinal, a partir de agora, escaneara
infinitos simbolos _,. A partir deles, sempre imprimira a no lugar, anda para a direita e
retorna a q;. Nunca vai mudar para qaceita € Jrejeita- CONtinuara sua atividade sem parar.
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Imprimira na fita a cadeia infinita baaaaaaa. . .

Agora, como pudemos ver, a nossa maquina aceitava uma cadeia de entrada.
E de se esperar que esta maquina aceite outras cadeias de ©*, e exemplos de cadeias
que ela aceita sao c, ca, cb, cc, caa, cba, cca, cab, entre varias outras. E, neste caso,
podemos facilmente identificar o padrao de tais cadeias de entrada.

Para que se chegue ao estado qaceita, € NECESSArio passar pelo estado g, esca-
neando um simbolo o # a logo antes. Ora, o Unico estado que antecede q, de fato
€ qo. E para que a sucessao seja esta correspondente, em qg, a cabeca da maquina
deve escanear o simbolo c.

Ja que nenhum outro estado faz com que a maquina retorne a qq, significa
que tudo isto s6 pode acontecer no inicio da atividade da maquina. E, logo apds
ela escanear o simbolo ¢ do inicio, a cabeca tentara andar para a esquerda, mas se
encontrara com o limite da fita. Dado isso, o préximo passo € sempre com a cabeca
no primeiro quadrado, tendo um b ali impresso. Portanto, a maquina ira, ap6s entrar
no estado g, para o estado de aceitacao.

Com isso, é visivel que as entradas que s&o aceitas pela nossa maquina sao
exatamente todas aquelas que comegam com o simbolo c. d

Defini¢ao 7. Dizemos que uma maquina de Turing M reconhece a linguagem A se,
e somente se A € o conjunto das cadeias de entrada que M aceita. Também dizemos
que A ¢ a linguagem de M, o que denotamos por L(M) = A.

E afirmamos que uma dada linguagem é Turing-reconhecivel se, e somente
se existe alguma maquina de Turing que a reconhece.

Uma maquina sempre possui uma linguagem. Pois mesmo que ela ndo aceite
entrada alguma, nesta situagéo teremos que L(M) = @. E, no caso exemplificado
acima, temos que L (M*) = {wjwy...wx € *; k> 1e w; = c}.

Quando uma maquina de Turing ndo chega nunca ao estado de aceitacao e
nem ao de rejeicao, dizemos que ela entrou em loop. Nessa condicdo, ela pode-
ria sim estar imprimindo uma cadeia infinita. Mas poderia também, por exemplo, ter
ficado “presa” em um conjunto finito de mesmos quadrados da fita, dos quais nao con-
segue sair devido a sua descricao e aos simbolos que estad escaneando. Como pode,
também, acabar envolvida fazendo coisas mais complicadas.

Por vezes, é conveniente que tenhamos uma maquina de Turing que acabe por
apenas chegar ou ao estado de aceitagdo ou ao de rejeicdo. Afinal, apés uma longa
passagem de tempo, pode ser dificil saber se uma dada maquina esta em loop ou se
ela vai chegar a um dos estados finais.

Definicao 8. Uma maquina de Turing que nunca entra em loop € chamada de um
decisor. Quando um decisor M reconhece uma linguagem A, dizemos que M decide
a linguagem A.
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E chamamos uma dada linguagem de decidivel se, e somente se existe alguma
maquina de Turing que a decide.

Ou seja, ndo basta que uma maquina de Turing aceite apenas e exatamente as
cadeias da linguagem A para que se afirme que A € uma linguagem decidivel. Sendo
Y o alfabeto da fita, € necesséario também que haja alguma maquina de Turing que,
além de reconhecer A, concomitantemente, rejeite todas as cadeias de ¥* — A. Nao
ha entrada sob a qual tal maquina entrara em loop.

No exemplo que demos acima, a linguagem L (M*) é Turing-reconhecivel. Tal-
vez queiramos afirmar que ela ndo é decidivel, mas, a principio, ndo o sabemos. Pois
sabemos que a maquina M* ndo a decide. Mas isso ndo quer dizer que néo exista
alguma outra maquina de Turing que decide esta linguagem.

Sendo assim, entendamos agora qual € a classe de maquinas de Turing que se
encaixam na descricdo que demos no inicio desta dissertagcdo. Recordemos, pois, a
definigéo 1, acrescida da condigao de colocarmos no inicio da fita os simbolos s.

Do jeito que Turing as definiu, sem tratarmos ainda da maquina universal, o
alfabeto de entrada € o conjunto vazio, pois a fita inicia sem simbolos visiveis. O
alfabeto da fita, tido por I'”, sempre possui a0 menos os simbolos 0, 1, o e claro, _.

O conjunto de estados, Q7 = {qo,q1,...,qn_1}, COM n > 5, por si s, ndo tem
nada de especial. Sendo q, 0 estado inicial, e fixando ¢,,—2 = qaceita € Jn—1 = Jrejeitas &
funcéo de transi¢éo 67 pode ser descrita como abaixo.

Teremos 67 (q0,.,) = (q1,9,R) e §7(q1,.) = (q2,9,R). Para X € {R,L} e
i,j € {2,3,...,n — 3}, ocorre que &7 (q;,a) = (q;,¢/,X); 6" (q2,_) = (g, 3,X) onde
B #9;e 8 (q;,a) = (q;,a,X), onde a = 2 se, e somente se o/ =2 e X = R. Tam-
bém permanece estabelecido que os digitos impressos nos F-quadrados ndo serao
apagados, e que neles serdo impressos da esquerda para a direita, sem pular ne-
nhum de tais quadrados. Cumpridas estas condi¢des, ha liberdade para se definir as
respectivas imagens.

Fixando ap = _,, a1 =0, o = 1 e a3 = 9, temos I'” = {ag, 1, ..., a1}, COM
m > 4. A partir de a,, podemos considerar os simbolos como marcadores. E entdo
a classe das maquinas M7 = (Q7,2,I'7,67, q0, 42, 4n—1) que Nos referiamos mais
cedo.

Observacao 4. Dentro dessa classe de maquinas, claramente poderiamos adotar di-
ferentes marcadores para um mesmo indice em diferentes alfabetos. Mas dois al-
fabetos da fita de mesma cardinalidade, para maquinas com mesmo @7, e com §7
estruturada da mesma forma, acabam cumprindo sempre 0 mesmo papel.

Afinal ndo é em si o formato particular de um marcador que lhe garante que
terd um determinado papel, mas simplesmente o fato de ele ser diferente dos demais.
Se o marcador x for escolhido como o simbolo a7, @a maquina, a partir dele, fard um
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trabalho equivalente ao que faria se «; fosse igual a y. Entéo, essencialmente, nessa
situacdo, o que importa é a cardinalidade de I'”.

Enfim, podemos notar algumas coisas. As maquinas desta classe nunca che-
gam aos estados de aceitacdo e de rejeicdo. Podem ser circulares ou ndo-circulares.
Nelas, o simbolo o s6 sera impresso em dois quadrados no comeco, a esquerda do
restante das impressdes. Elas podem usar a quantidade finita de marcadores que
quiser. O mesmo para a quantidade de estados.

E claro, sendo o alfabeto de entrada vazio, sé havera uma Unica cadeia a ser
impressa na fita para cada uma dessas maquinas. Claro que, propriamente falando,
um conjunto vazio, por definicdo, ndo € um alfabeto. Mas basta que compreendamos
que estamos chamando de alfabeto de entrada aquele conjunto da 7-upla que cumpre
0s requisitos para este papel.

3.6 COMPUTAVEIS E ENUMERAVEIS

Agora faremos a demonstracao de algo antes comentado. O fato de que os
numeros computaveis sdo enumeraveis. Sendo o conjunto dos numeros reais nao-
-enumeravel, isso significa que nem todo numero real é computavel.

Ja sabemos que os nimeros computaveis sao infinitos, pois ja provamos que
todos os racionais sdo computaveis. Isto significa que ha uma bije¢do do conjunto dos
nameros computaveis com o conjunto dos numeros naturais.

Esta nossa afirmacédo sera dada como corolario a partir das maquinas M7.
Antes, provaremos que, tomando uma quantidade enumeravel de alfabetos da fita,
as maquinas de Turing M existem em quantidade enumeravel. Consequentemente,
nessas condigdes, as maquinas da classe das M7 sdo enumeraveis. Isto implicara
na enumerabilidade das sequéncias computaveis.

E isto, por sua vez, implicar4 na enumerabilidade dos proprios niumeros com-
putaveis. Por qué? Basta retornarmos a definicdo deles. A partir dela, fazemos a
seguinte observagao. Um dado numero = € computavel, isto €, possui uma sequéncia
computavel equivalente a sua parte fracionaria, se, e somente se, para todo inteiro k,
ocorre que k + = também é computavel. Assim, se 3/5 = 0,6 € computével, também
0 s&o o numero 1,6, 0o numero 2,6, 0 5,6, 0 11,6, 0 234,6, 0 —0,4, 0 —1,4, 0 —3,4, 0
—20, 4, e tantos outros.

Vemos que descobrir uma sequéncia computavel, significa descobrir uma quan-
tidade infinita e enumeravel de nimeros computaveis. E dai, o conjunto de todos os
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nuameros computaveis se trata de

U {k+z kel

z€[0,1) é computavel

E isto concluira a prova, visto novamente que a reunidao enumeravel de enu-
meraveis € um conjunto enumeravel. Agora, prossigamos, com o resultado e sua
demonstracgao.

Teorema 3.6.1. Se tomamos uma quantidade enumeravel de alfabetos da fita, entao
a quantidade de maquinas de Turing existentes a partir deles é enumeravel.

Demonstracao. Basta que provemos que a quantidade de maquinas geradas por
qualquer um desses alfabetos sempre é enumeravel, pois dai o conjunto de todas tais
maquinas, descrito no enunciado, sera uma unido enumeravel de enumeraveis. Seja
entdo m uma fungdo de N em N — {0}, para a qual exista no maximo um elemento do
dominio cuja imagem seja igual a 1.

Para i € N, temos os alfabetos da fita I'; = {a; 0, i1, .., %m@-1}. Para cada
um deles, ha exatamente 2"()~! alfabetos de entrada X possiveis, visto que ¥ C
I'—{_}. Ou seja, cada um traz consigo uma quantidade finita de alfabetos de entrada.

Para cada alfabeto da fita ha também uma quantidade infinita enumeravel de
conjuntos de estado Q,, = {q0,91,.-.,9n-1}, Onde n € N — {0,1}. Para uma maquina
formada a partir de um deles, a fungédo de transigéo 0 : @xI' — @xI'x{R,L} dispde de
um dominio e de um contradominio finitos e, portanto, existe em finitas possibilidades
distintas, de acordo com as diferentes imagens que pode assumir para cada elemento
do dominio.

Ainda para uma dessas maquinas, as possiveis op¢des por qual sera o estado
inicial estdo em quantidade de n. Também é igual a n a quantidade de possiveis
opcoes pelo estado de aceitacdo. E dai é igual a n — 1 a quantidade relativa ao estado
de rejeigao.

Com isso, fixado numero n, € N qualquer, e com a sendo algum elemento do
conjunto {0,1,...,n — 1}, olhemos para o conjunto

M(no) = {(Qno: 2, Lo, J, Ja) Yaceita, clrejeita)§ X C Iy — {._,}>
01 Quo X iy = Qny x Iy x {R, L}

€ Ja, Jaceita, drejeita € Qnoa Jaceita 7 qrejeita}-

Por tudo o que acabamos de falar, conseguimos afirmar que M (n,) € um con-

junto finito. Seja, entdo, M = |J M(n). Trata-se exatamente do conjunto de todas
neN—{0,1}
as maquinas obtidas a partir do alfabeto da fita considerado inicialmente. E como € a

reunido enumeravel de conjuntos enumeraveis, ele €, entdo, enumeravel. [ |
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Tal teorema nos da um resultado mais geral. E a partir dele e da observacao 4,
chegamos a um resultado mais especifico.

Corolario 3.6.2. A classe das mdquinas de Turing iguais a M’ é um conjunto enume-
ravel. [ |

A partir de tais maquinas, obtemos as sequéncias computaveis. E mesmo que
nem todas essas maquinas cheguem a imprimir uma sequéncia assim, as sequéncias
computaveis, como lembramos antes, existem em quantidade infinita. Logo, o con-
junto delas é infinito e enumeravel. E dai, pelo argumento da reunido dos numeros
computaveis, chegamos a seguinte conclusao.

Corolario 3.6.3. O conjunto dos numeros computaveis é enumeravel. [

Ha um ultimo teorema, ainda, para esta secao, onde resgatamos observacoes
anteriores.

Teorema 3.6.4. Quanto aos numeros transcendentes:
a) ha uma quantidade enumeravel deles que sdo computaveis;
b) ha uma quantidade ndo-enumeravel deles que ndo sao computaveis.

Demonstracdo. Lembremo-nos do que diziam as observacdes 1 e 2. Ora, o0 conjunto
dos transcendentes € ndo-enumeravel. Mas também é verdade que o conjunto dos
nameros computaveis transcendentes ndo é vazio (vide o numero ).

Se representassemos 0 conjunto dos transcendentes como a unido entre os
transcendentes computaveis e os transcendentes ndo computaveis, entao estes dois
conjunto ou seriam ndo-enumeraveis, ou apenas um deles seria enumeravel. Mas,
como vimos h& pouco, os numeros computaveis existem em quantidade enumeravel.

Assim, a primeira opgao é excluida. E, sendo um destes dois conjuntos enu-
meravel, tem que ser o dos transcendentes computaveis. Logo, esta provado. [

Juntando as informagdes que reunimos até este momento, vemos algumas coi-
sas. Todos 0s numeros algébricos sdo computaveis, mas nem todos os numeros
computaveis sao algébricos.

E, pelo que ja tratamos antes, o numero = ndo é o unico transcendente. Nao sé
nao é o Unico, como na verdade ele esta acompanhado de infinitos outros numeros. E
mais, 0 conjunto destes, que é ndo-enumeravel, quando comparado ao conjunto dos
algébricos, é descomunal.

Assim, dada a enumerabilidade do conjunto dos computaveis, vemos que “exis-
tem muito mais nimeros ndao-computaveis do que nimeros computaveis”. E também,
que “existem muito mais numeros transcendentes ndo-computaveis do que transcen-
dentes computaveis”. Mesmo que estes ultimos conjuntos sejam todos infinitos.
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Nesta secao, € bom fazermos mencao também a estratégia utilizada por Tu-
ring para mostrar que suas maquinas lhe garantiam uma quantidade enumeravel de
sequéncias computaveis. Aproveitaremos algo dela quando formos falar da maquina
de Turing universal.

Sejam as nossas maquinas M’ = (Q7,2,T7,67, qo, 4n—2, 4n—1). Uma maquina
de Turing dessas computa sequéncias partindo de um estado inicial qo, da leitura dos
simbolos escaneados pela cabeca, das operacdes que serao feitas a cada leitura e
da sucessao de estados. E dada sua condicao de existéncia, onde a Unica cadeia de
entrada que recebe € a cadeia vazia, a maquina computa uma unica sequéncia, se €
que computa alguma.

Falamos isso pois poderiamos facilmente pensar em uma maquina de Turing
que imprimisse apenas dentro de E-quadrados, mesmo que traga a impressao de F-
-simbolos em sua descri¢gdo, as quais nunca acontecerao.

Além disso, podemos pensar em diferentes maquinas de Turing que computem
a mesma sequéncia. Por exemplo, a sequéncia do niumero (0,0_1)2 pode ser com-
putada por uma maquina que coloca um marcador apds cada digito zero e um outro
marcador apés cada digito um. Mas a mesma sequéncia também pode ser computada
por uma maquina de Turing que nao use marcador algum.

A estratégia pensada é identificar cada maquina de Turing com um numero na-
tural. Com isso, consequentemente, estaremos associando cada um desses numeros
naturais também a uma “sequéncia computavel”. As vezes, diversos nimeros serédo
associados a uma mesma sequéncia advinda de dado nimero computavel. As vezes
serao associados a uma “sequéncia computavel’ que nao contenha F-simbolos.

Pois bem, cada sequéncia computavel de um nimero computavel possuira al-
gum numero que a ela € associado. E, ao total, estes numeros naturais estardo em
quantidade infinita e enumeravel.

Reformulando, sejam 7' o conjunto de todas as maquinas de Turing M7, S~
a sequéncia que uma maquina M7 computa em seus F-quadrados, e S o conjunto
de todas as sequéncias S,,r. Encontraremos uma bijecdo f : T — N, sendo N' ¢ N
infinito. E, sendo a fungéo sobrejetora g : ' — 5, g (M”) = Sy, temos que a fungao
go f~1: N — S nos diz que as sequéncias computaveis sdo enumeraveis.

Caso tenhamos uma maquina M7 que ndo imprima em nenhum F-quadrado,
nds vamos dizer que S, = €. Agora, trataremos de explicar o que estara por tras da
bijecdo f acima comentada.

Podemos descrever M7 colocando em ordem toda a agdo prevista na maquina,
a partir do estado inicial, passando por todos os estados, através de cada simbolo
escaneavel. Comi,j e N0 <i<ne0<j<m,sejamuw;;,D;; € {RL}eq,
respectivamente o simbolo a ser impresso, a direcdo a ser tomada pela cabeca e o
estado sucessor quando a maquina esta no estado g; e escaneia o simbolo «;. Abaixo
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encontramos uma descricao tal como dissemos para esta maquina.

CIOOéOOéo,oDo,oCIo,o ; c10041610,1Do,1qo,1 Yo CIOOém—lao,m—lDo,m,—lclo,m—1 ;
q1ooar,0D10q10 5 -0 5 Gram—101m— 1D 1Gim—1 3 -
qnfla()anfl,Oanl,anfl,O Yo qnflamflanfl,mflanl,mflqnfl,mfl

Chamaremos esta descricdo para nossas maquinas de Turing de descricao
algébrica ordenada de M7. E a iremos substituir por um cédigo de letras corres-
pondente. Os estados q; serdo substituidos, respectivamente, pela letra D seguida da
letra A em quantidade de i + 1. Ou seja, 0 estado q, € substituido por DA, o estado ¢,
é substituido por DAA, o0 g, € substituido por DAAA, e assim por diante.

Os simbolos «a; serdo, respectivamente, substituidos pela letra D seguida da
letra C em quantidade de j. Ou seja, o simbolo «, é substituido por D, o simbolo a;
€ substituido por DC, 0 a5 é substituido por DCC, e assim por diante. Desta maneira,
nao havera uma futura confusao entre o simbolo «, e o estado q, como haveria se
substituissemos o estado inicial também por D simplesmente.

As operagdes de deslocamento, R e L, continuam sendo representadas assim,
uma vez que sao indicadas por uma letra cada. E, para separarmos cada uma des-
sas 5-uplas, estamos utilizando o “;”. Manté-lo-emos entre cada um dos cédigos que
substituira tais 5-uplas. A esta escrita, com tais letras seguindo esta ordem, para uma
de nossas maquinas, damos o nome de descricdo padrao de M7 .

Por exemplo, temos aqui abaixo a descricao tabular de uma maquina de Turing
que imprime a sequéncia relativa ao nimero (0,001),. Sejam entdo, nela, ay = x €
a5 =Y.

Observamos que, em verdade, a descricao da atividade da maquina nos esta-
dos qi1 € g2 € indiferente, tal como sempre o é para os estados de aceitacao e de
rejeicdo em qualquer situagéo. Pois as suas operagdes enquanto estiver sobre eles e
a sucessao de estado indicada nunca serao realizadas, uma vez que, no momento em
que as maquinas de Turing trocam para qualquer um dos dois, elas terminam todas
as suas atividades.

Logo ap6s a descrigao tabular, nés colocamos a descricao algébrica ordenada
da maquina de Turing entdo tomada. Estéa feita de maneira que a organizamos pelos
seus estados, desde o inicial até o final em ordem numérica, e, dentro de cada es-
tado, organizamos a descricao pelos simbolos escaneaveis, desde o inicial até o final,
também em ordem numérica.

E abaixo da descricao algébrica ordenada, colocamos a descricdo padrao da
mesma maquina de Turing.
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Tabela 38 — Descricao tabular do exemplo para uma maquina M7

Estado Simbolo Operacoes Estado final
qo Qualquer Ps, R 0
q1 Qualquer Ps, R qo
q2 Qualquer PO, R q3
qs Qualquer Px, L 4
04 B P3, R Js

X P.,R d6
9 { N&o x PR 0o
6 Qualquer PO, R q7
q7 Qualquer Py, L qs
ds 5 P3, R qs
o Qualquer P1,R q10
q10 Qualquer P,R o
q11 Qualquer P1,R q
q12 Qualquer P1,R q

Fonte: Autor (2024)

QOCMOCY3RCI1§ quéloésRCh; QOOQCY?,qu; Cl0043043RQ1; QOOl4043RCll; Cl0045043RQ1;

qscooRas; qaa1a1Ras; g Rs; quasasRas; guououRas; quasasRas;

C|12043CY2RC11; CI12044042RQ1; 120502 Rﬂh;

DADDCCCRDAA;DADCDCCCRDAA;DADCCDCCCRDAA;
DADCCCDCCCRDAA;DADCCCCDCCCRDAA;DADCCCCCDCCCRDAA;

DAAAAADDRDAAAAAA;DAAAAADCDCRDAAAAAA;
DAAAAADCCDCCRDAAAAAA;DAAAAADCCCDCCCRDAAAAAA;
DAAAAADCCCCDCCCCRDAAAAAA;
DAAAAADCCCCCDCCCCCRDAAAAAA;

DAAAAAAAAAAAAADCCCDCCRDAA;
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DAAAAAAAAAAAAADCCCCDCCRDAA,;
DAAAAAAAAAAAAADCCCCCDCCRDAA;

Seja ¥3 = {A,C,D,R,L,;}. Como podemos ver, cada maquina M7, por ter
uma descricdo algébrica ordenada unica, é traduzida em um elemento de X} Unico.
Chamaremos tal elemento de w 7. E ainda, cada elemento de Y%, pelo procedimento
inverso, quando possivel, € convertivel em uma descricdo ordenada algébrica Unica
de uma maquina M7, e, consequentemente, para M7 .

Com isso, seja W C 3, W = {wyr € 3; para M7 € T'}. Temos, entdo, uma
bijecao fi : T — W, f1 (MT) = wpr.

A partir disso, fazemos um ultimo e simples procedimento de substituicdo. Para
os elementos w,,r, cada letra “A” é substituida pelo algarismo “1”, cada letra “C” é
substituida pelo algarismo “2”, cada “D” é substituida por “3”, cada “R” é substituida
por “4”, cada “L’ por “5” e cada “;” por “6”.

Sendo assim, interpretemos cada cadeia desses digitos, obtida como descrito
acima, como um numero natural. Temos que cada wr Possui, por este método, um
correspondente k,m € N Unico.

Utilizando o exemplo que tomamos acima, da maquina que computa a sequén-
cia de (0,001),, 0 seu nimero natural correspondente esté abaixo.

313322243116313232224311631322322243116313222322243116

313222232224311631322222322243116

311111334311111163111113232431111116311111322322431111116
311111322232224311111163111113222232222431111116

311111322222322222431111116

31111111111111322232243116311111111111113222232243116

3111111111111132222232243116

E, de modo analogo ao argumento anterior, é visivel que cada elemento do
conjunto dos naturais, quando possivel, € convertivel, pelo procedimento inverso, em
uma cadeia w,r Unica. Assim, seja N' = {k . € N; para wy,r € W}. Temos, com
isso, uma bijegéo fo : W = N/, fo (wpr) = kpqr-

Por fim, tomamos f = f» o f;. Temos, portanto, a bijegdo f : T — N/, f (MT) =
kg, onde N’ C N.
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Esta é, entdo, outra maneira de provar a enumerabilidade das sequéncias com-
putaveis. E, consequentemente, dos nimeros computaveis.

Recordemos a proposigao 3.2.3, que nos diz que todo numero racional € com-
putavel. Ora, entre zero e um ha infinitos racionais. Assim, ja vemos que ha infini-
tas sequéncias computaveis de numeros racionais. Consequentemente, ha infinitas
sequéncias computaveis.

E como para cada sequéncia computavel ha algum namero natural associado
a ela, segue que tal conjunto de naturais também ¢ infinito. Isto €, N’ € de fato um
conjunto infinito.



86



4 ALGUNS TIPOS DE MAQUINAS DE TURING

Neste capitulo falaremos de duas outras versdes do conceito de maquinas de
Turing. Também definidas algebricamente, elas expandem a definicdo anterior. E, por
ultimo, finalmente trataremos da maquina de Turing universal.

4.1 MAQUINA DE TURING MULTIFITA

A primeira dessas outras versdes para maquinas de Turing é pensada como
sendo uma maquina com mais fitas. A segunda é pensada como sendo uma maquina
com varias possibilidades de transicao para uma mesma configuracdo. Chamamos
essas outras versdes de variantes do modelo da maquina de Turing.

Definicao 9. Dizemos que um exemplar de maquina de Turing variante e um exemplar
de maquina de Turing original (definicdo algébrica) sdo equivalentes quando as duas
reconhecem a mesma linguagem.

A primeira variante apresentada é a chamada maquina de Turing multifita, de-
finida pela 7-upla (@, >, T, 6, 9o, Gaceita, Jrejeita) COM @S mesmas condi¢gdes que uma ma-
quina de Turing como ja vinhamos vendo, exceto que § : Q x I'* — Q x I'* x {R,L}*,
para k > 2 natural.

Tal maquina vai ter k fitas e comecara com uma cadeia de entrada na primeira
delas, estando as demais em branco. Ela igualmente inicia no estado qo. Para cada
transicao, ela 1€ um simbolo de cada fita, passa para algum estado de @, imprime um
simbolo no quadrado escaneado de cada uma das fitas, e se move para uma dire-
cao determinada dentro de cada uma delas. A maquina de Turing multifita funciona,
portanto, como se tivesse k cabecgas, interdependentes, que agem ao mesmo tempo.

Exemplo 7. Vejamos como funciona uma maquina M cujo alfabeto da fita é I' =
{_,6,8,9,c,d}, o alfabeto de entrada é > = I" — {_}, o conjunto de estados é @ =
{90, 91, 92, 93, Gaceita, Frejeita }» O €Stado inicial é qo e tem uma fungéo de transicdo é ¢ :
QxT — QxI'x{R,L}*. Daremos especificagdes desta fungédo ao longo do exemplo.
Trata-se de uma maquina com quatro fitas.

Tomaremos como entrada, a cadeia 66dc8d. A maquina inicia escaneando o
primeiro quadrado de cada uma das fitas simultaneamente, com o estado q.

Suponhamos que §(qo,6,.,,..,..) = (90,8,¢,¢,6,R,R,L,R). Todos os préximos
quadrados escaneados serdo o seguinte da direita, exceto o da terceira fita. Afinal a
sua cabeca iria para a esquerda mas esbarra com o inicio da respectiva fita.
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Figura 19 — Computacao de exemplo de maquina de Turing multifita (parte 1)

lel6ldfefsld] [ [ [ [ [ [ [ T[]
HEEEEEEEEEEEEEEEEE
HEEEEEEEEEEEEEEEEE
HEEEEEEEEEEEEEEEEE

Fonte: Autor (2024)

Figura 20 — Computacao de exemplo de maquina de Turing multifita (parte 2)

8l6]dfc[s[d] [ [ [ |
el LT[ 1]
lel [ [ [T [[][]
oLl LTI 1]

Fonte: Autor (2024)

| |
HEEEENES
HEEEENES
HEEEENES
(

A maquina permanece no estado g, € continua escaneando um simbolo 6 na
primeira fita. Na verdade, todos os simbolos escaneados sdo iguais aos anteriores,
exceto um. O terceiro ja ndo é _, mas sim c. Entdo o préximo argumento do do-
minio de ¢ jaA ndo é mais o mesmo. E, na nossa fung¢do de transicao, temos que
5(90,6,,¢,.,) = (92,4, _,9,d,R,L,R,R). Entdo, o proximo estagio da maquina se en-
contra representado abaixo.

Figura 21 — Computacao de exemplo de maquina de Turing multifita (parte 3)

8ldldfe[s[d] | [ [ [ |
lel [ [ [T [ [[1]]
oLl LT T[]
Gl L LT[ 1]

(

Fonte: Autor (2024)

Depois disso, temos 6(q2,d,c, ,..) = (q1,.,8,6,¢,R,R,R,R). Com isso, a mé-
quina fica como na representagao abaixo.

Figura 22 — Computacao de exemplo de maquina de Turing multifita (parte 4)

8ldl fefsfal [ [ [T [ [ [T T[]
LI LTI TT] -~
ol I LTI TTIITT[] -~
JXCH I =X O
(

Fonte: Autor (2024)

I_ll_ll_l)

Em seguida, tendo a nossa fungéo de transi¢cdo sendo tal que §(q;,C,



89

(92,9,9,d,d,L, R, L, R), a maquina fica como a seguir.

Figura 23 — Computacao de exemplo de maquina de Turing multifita (parte 5)

Fonte: Autor (2024)

E assim a maquina prossegue. Ela pode entrar em loop. Pode chegar ao estado
de aceitacdo. Ou pode chegar ao estado de rejeicdo. A opcao dentre essas que se
realizard depende de como é definida a fungao de transicao. O

Usar uma maquina dessas pode ser conveniente em certas situagdes. E o
incrivel € que ela sempre € equivalente a alguma maquina de Turing “monofita”. E é
iSSO que iremos provar abaixo.

Teorema 4.1.1. Toda maquina de Turing multifita é equivalente a alguma maquina de
Turing de fita unica.

Demonstracdo. Seja S = (Q,%, 1,0, qo, qaceita, Jrejeita) UMa Maquina multifita, onde I' =
{ag,an, .. 01}, @ =1{d0,q1,- -, qn_1} €0 : Q x T¥ — Q x T'* x {R, L}*.

Tomaremos cada simbolo do alfabeto da fita e, a partir de cada um, criaremos
um novo simbolo com um ponto escrito acima do original. Seréo «,,, = &g, a1 = a4,
vy Qo1 = Gy,_1. E sejam também, digamos, as,, = #, asmi1 = $, aomie = 9,
Qomiz = @ € gy = %, sendo estes Ultimos simbolos tais que originalmente néo
estivessem em I'.

Sejam, entdo, " um conjunto de estados tal que @ C @', e um alfabeto I" =
{ap, a1, ..., asms4}. Tomaremos afungdo ¢’ : Q' x I — Q' x I" x {R, L}, a qual descre-
veremos a seguir. E também tomaremos a maquina M = (Q', X,1",0’, g, gaceita; Grejeita)-

A estratégia para provar tal equivaléncia se da criando espagos delimitados
lado a lado na unica fita onde seriam reproduzidos os simbolos e a computacao da
maquina multifita. O primeiro espaco é o dos quadrados onde ja estd a cadeia de
entrada. Os demais iniciam vazios tal como as fitas posteriores da maquina multifita
também iniciariam.

Dividiremos esta demonstragcao em quatro partes: A) a criacdo dos espacos
para cada fita, B) a descricdo do mecanismo para reconhecer e operar em cima de
cada espaco devidamente, C) a descricdo do mecanismo de aumento de um espaco
quando este ultrapassara sua borda, e D) a descricdo do mecanismo de aceitacao ou
de rejeicdo em imitacao a maquina multifita correspondente.
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Parte A. Abaixo colocamos alguns dos primeiros passos de M. Ela vai sobrepontear
o primeiro simbolo da cadeia de entrada. E apds percorrer a entrada sem modificar os
demais simbolos, ird imprimir 0s espagos correspondentes as outras fitas da maquina
S, que iniciam em branco.

Parai=0,1,...,m — 1, temos:

0" ( (a1
& (qi,J (92, _» L);
& (q), a) = (9}, o, R) se v #£ _;
&' (a4, o) = (a5, #. R);
&' (a5, ..) = (a5, 5, R);
o' (q5, ) = (a7, ., R);
¢’ (a7, ) = (a3, % R);

0" (95, o) = (99, %, R).

E seguimos o padrao das trés Ultimas imagens até &' (q5;,.) = (4541, R),
seguida pela imagem &' (4.1, ) = (5.0, #, R) € pela &' (qh40, ) = <q3 k1) L)

Estamos marcando com o ponto acima, em M, todos os simbolos escaneados
das cadeias presentes em cada fita de S. Separaremos, na Unica fita de M, as cadeias
entre si pelo simbolo # a direita e $ a esquerda. O inicio dessa sequéncia de cadeias
esta delimitado por o, e o fim também.

A maquina segue com outras transigdes, mas, por agora, iremos olhar mais
afastados da definicdo de M. A partir daqui até o restante da demonstragao, defini-
remos alguns estados e m-fungdes de modo que eles possam sobressaltar as con-
vencgdes de Sipser. Pois, como ja provamos, tais elementos poderéao ser trocados por
estados que obedecam as convencoes.

Mas antes, comecemos com a simplificagdo da atividade da maquina para um
conjunto de estados. Diremos, informalmente, que o trabalho de nossa maquina a
partir do estado ¢/, é descrito pelo pela tabela abaixo.

Tabela 39 — Descrigdo de M a partir do estado ndo convencional g}

Estado Simbolo Operacoes Estado final
, { o R,R, Pa;, L,L,P_, L q5
2 3, ndo a R,R,P3 L, L P_ q,
q5 Qualquer Ps, R, P$, R q,

Fonte: Autor (2024)

E com tal estado que movimentamos a cadeia de entrada duas unidades para
frente. Imprimimos no inicio da fita 0 © e o #. Quando chegamos a q/;, comeg¢aremos
a imprimir os simbolos relativos as cadeias das demais fitas de S, como também os
simbolos que as separam.



91

Parte B. Definimos, neste momento, uma notacao para sequéncia de argumentos em
uma m-fungéo. Para a € N positivo, denotamos (0,), = (71,---,%),ondeyq,...,v, €T
e x pode ser qualquer coisa, para marcar a sequéncia e diferencia-la de outras de
mesmo tamanho. E definimos que (oy), significa auséncia de uma sequéncia. Por
exemplo, para uma m-fungao b, temos b (qz, 4}, (03) 2, @m1s) = b(d2, 445 71, Y2, V3, Xmts),
e também b (a2, 4}, (00)s, ¥m+5) = b (42, a4}, Vms5)-

Nesta parte definiremos trés tipos de m-fungdes, a partir das quais sera feito o
trabalho principal da maquina.

O primeiro tipo € o das m-fungdes fp, cuja tarefa estabelecida € de encontrar os
simbolos sobreponteados. Eles indicam quais seriam os quadrados escaneados na
maquina multifita. Ao passo que sao encontrados, seus estados vao passando adiante
a informacgéo dos k simbolos escaneados a cada vez.

O segundo tipo é o das m-fungdes gtv, cuja tarefa estabelecida € a de operar
em cada um dos k espagos do modo como a maquina multifita faria. Ou seja, €
impresso no lugar certo um novo simbolo e fica garantido o deslocamento para direita
ou esquerda.

O terceiro tipo é o0 das m-funcbes 0p, cuja tarefa estabelecida é a de deixar o
proximo simbolo sobreponteado em cada espacgo apds feitas as respectivas opera-
¢Oes, para que, com as m-fungdes fp, o ciclo possa continuar. Isto indica quais seriam
os préximos quadrados escaneados em cada fita da maquina S.

Seja, entdo, b € N, com 1 < b < k — 1. Introduzimos as m-fungées fp, de find
point, que tém um estado e (k + b) simbolos como argumentos.

Tabela 40 — Descri¢céo de M a partir das imagens das m-fungées find point de (k + b+ 1) argumentos

Estado Simbolo Op. Estado final
# R py (€, (k)2 (00)y)
fp (Q:a (0k>za (Ub)y) { Nao # R ﬂJ (C, (U:)Z’ (0bb)y)
€ o) { et g gy

Fonte: Autor (2024)

A partir do estado fp (<, (0k)., (03),), @ Maquina procura, na proxima cadeia
entre dois simbolos #, o proximo simbolo sobreponteado da fita, e entdo mudara para
o0 estado gt (€, (o)., (0b)y)-

E ainda, definimos a atividade a partir da imagem da fung¢éo fp com (k + 1)
argumentos. Encontra-se na tabela 41.

Quanto a g, de get to work, esta notacdo esta atrelada a k£ m-funcbées que
aqui definimos. A maquina S tem um simbolo escaneado para cada uma das k fitas.
Chamaremos o simbolo escaneado da sua primeira fita de 3;, o da sua segunda fita
de (,, até o simbolo escaneado da sua k-ésima fita, que sera ;.
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Tabela 41 — Descri¢ao de M a partir das imagens da m-fungéo find point de (k + 1) argumentos

Estado Simbolo Operacoes Estado final

° R fp <%7 (U )2)

fp (B, (0%)-) { N&o o L fpl(‘B, (O:)Z)
Ut g (B, (o))

fp1 (B, (%)) { N&o ofmﬂ R fo1 (B, (o*zl:)z)

Fonte: Autor (2024)

Parar = 1,2,...,k, em M, quando um simbolo g, for trocado por sua versao
sobreponteada, chamaremos esta versao de 5_,. Isto €, 5_, = B,. Para definirmos o
comportamento da maquina a partir dos estados advindos das m-fungées g, obser-
vemos que, para i, € {0,1,...,m—1} e X, € {R,L}, temos, paraq € Q e algum ¢ € Q,
que

5(q,B1, B2y, Br) = (¢'s iy gy o+ oy, Xiy Xay oo, Xg) =

= (01 (q, B1, B2, - Br), 02 (q, B1, Bos -, Br) s - - -, 21 (¢, Brs By -+, Br)) -

Dado tudo isso, sendo B € @ — {qaceita; Grejeita} tratemos de gro. A partir dos
estados advindos da m-funcao gto, a maquina M vai fazendo, ao longo dos simbolos
sobreponteados de sua fita, as operacdes que a maquina S faria ao longo das suas,
nos seus quadrados escaneados.

Tabela 42 — Descrigao de M a partir das imagens das m-fungdes get to work (parte 1)

Estado Simb. Op. Estado final
gro (B, (%)) Qualquer Pa;,, Xq op (B, (o%)-)
gto (%7 (Uk)zv (Ub>y) Qualquer Paib+1’ Xb+1 op (st (O-k)% (Ub)y)

Fonte: Autor (2024)

Como dissemos, a descricdo acima esta feita para B € @ — {qaceita; Yrejeita }- Mas
ainda restam os outros estados de (’. E ainda, se o estado a que S chegasse fosse o
estado de aceitacdo ou o de rejeigcao, temos de fazer com que ele também seja estado
de M. Sendo € € (Q' — @) U {qaceita; cIrejeita}-

Tabela 43 — Descri¢cao de M a partir das imagens das m-fungbes get to work (parte 2)

Estado Simbolo Operacoes Estado final
gw (&, (0%).) Qualquer ¢

Fonte: Autor (2024)

Poderiamos descrever também a atividade de M sobre as imagens das ver-
sbes de grv com mais argumentos a partir dos estados restantes de @)’, mas nao sera
necessario. Elas ndo fardo diferenca na atividade da maquina, entdo sua descricao
fica livre.
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Em verdade, pelo modo como vao ser colocados tais estados dentro da ma-
quina, a partir deles a cabeca sempre escaneara exatamente os (5_,, afinal as m-
-fungdes fp envolvidas as conduzem a eles. Apenas colocamos, na tabela, as mes-
mas operag¢oes da maquina no estado como se dando para qualquer simbolo a fim de
completar a descrigao.

Apos fazer as operagbes correspondentes em um simbolo sobreponteado, a
maquina passa para o estado advindo da m-fungao op, com 0s mesmos argumentos
que tinha no estado recente.

Apresentamos, entéo, as m-funcgdes op, de draw a point, a seguir. Com a tabela
respectiva, ndo estamos descrevendo M apenas sobre as imagens de um par de
m-funcdes, mas sim de (k — 1) pares de m-fun¢des. Cada par com (k + b) argumentos.

Tabela 44 — Descricdo de M a partir das imagens das m-fungdes draw a point de (k + b) argumentos

Estado Simbolo Op. Estado final
a; Pamys f0(€,(0k )2, (0b—1)y,01)
(€, (k) z,(0b—-1)y) { # bpem(fp(€, (o) z,(0b—1)y))
N&o «; e ndo # R o1 (€,(0k)2,(0b—1)y)
o POlm+7’, fp(ev(gk)z,(abfl)y’ai)
apl(gv(ak)%(a’b*l)y) { Néo o 90

Fonte: Autor (2024)

Em tal estado op (<, (0%)., (03),), @ maquina imprime, no lugar de um simbolo
«; do alfabeto da fita de S, a versdo desse simbolo com o ponto em cima, e muda
para o estado fp (€, (o)., (03)y, ;). Se€ iSSO N&0 acontecer, é porque a maquina vai ter
escaneado, realmente, ou $, ou #.

Se $, ela vai para a direita, escaneia um simbolo «; € imprime a versao sobre-
ponteada dele. Em seguida, muda para o estado fp (€, (%), (03)y, ). Se #, ela entédo
seqguira para estados sobre os quais comentaremos mais a frente.

Também definimos, na tabela 45, a atividade de M a partir das imagens da
m-fungéo op de 2k argumentos. A partir do estado op (€, (0%), (0k—1),) @ Mmaquina
imprime o sobreponteado na cadeia relativa a k-ésima fita de S. E muda para o es-
tado fp (61(€, (ok).), (0k—1)y, ;). O estado q, destas duas ultimas tabelas sé esta ali
para completar a descricdo. Pois, nos estados advindos das m-fungdes op,, a cabeca
sempre escaneara um elemento de I'.

Ap6s a maquina sobrepontear o simbolo correspondente a k-ésima fita de S,
ela volta ao comeco da fita e vai, entao, aquele que é agora o novo primeiro simbolo
sobreponteado. E o padréo recomega, sendo o antigo estado B8, como argumento de
gto, substituido pelo estado em que a maquina S estaria apds escanear todos os sim-
bolos 3, anteriores durante préprio o estado B. E para isso que vamos carregando,
como argumento, simbolo apds simbolo enquanto percorremos da primeira até a ul-
tima das k cadeias separadas.
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Tabela 45 — Descricao de M a partir das imagens da m-funcao draw a point de 2k argumentos

Estado Simbolo Op. Estado final
a; Pomti  0(01(€,(0k)2).(0k—1)y, i)
(¢, (o) z,(0k—1)y) { # bpem(fp(¢,(0%)z,(0k—1)y))
N30 «o; e ndo # R 0p1(€,(0k) 25 (0k—1)y)
i P oy 01(€,(0k)2),(0k—1)y
09 (Eoe)enes)y) { Néz . amyi fp(01(€( k)ql( k—1)y>Qi)

Fonte: Autor (2024)

Parte C. Introduzimos, também, as m-fung¢des bpem, de begin printing at the end and
mark, e pem, de print at the end and mark, inspiradas na m-funcéo print at the end.
Elas e as demais m-funcdes a seguir sdo usadas para quando, durante a troca de
simbolos sobreponteados, a cabega se encontrar acima de #. Isso significa que, em
S, a maquina estaria expandindo sua cadeia impressa para além do final de uma fita.

E na maquina M, ndo queremos que isso dé problema nas cadeias que estao
lado a lado, separadas por # e $. Dai, se a cabeca iria sobrepontear um simbolo, mas
parou em #, seguimos o procedimento de mover para depois do atual fim da fita todas
as cadeias que estao a direita da cadeia atual, junto com seus delimitadores, deixando
0 antigo espaco delas em branco.

Explicando em que consistem os passos descritos abaixo, basicamente, iremos
copiar todos os simbolos a direita do #, onde a cabec¢a a sobrepontear se encontrou,
para o fim da fita, em ordem. Para isso, vamos substituindo-os por @, enquanto marca-
mos o novo fim da fita com %. Quando vamos copiar 0 9, chegamos ao ultimo simbolo
com o qual repetimos esse padrao. Ele substitui % no fim da fita. Substituimos o pri-
meiro dos @ por ', e apagamos os demais. Partimos, entao, para a cadeia relativa a
proxima fita de S, ou, se ja estdvamos na ultima, voltamos a primeira.

Dito isso, vejamos na tabela a atividade de M a partir das imagens das m-
funcbes antes citadas. Com o primeiro desses estados, bpem(€), sdo escaneados
indiferentemente os simbolos. Mas o real papel dele na maquina sera fazé-la substituir
o simbolo #, que é o simbolo que ela imediatamente encontrara, pelo simbolo @.

Tabela 46 — Descrigao de M a partir das imagens das m-fungées bpem e pem

Estado Simbolo Operacoes Estado final
bpem(C) Qualquer P@ pem(C)

° R, P#R,P% f(jaf(¢), @)
pem(¢) { N&o s R pem(€)

Fonte: Autor (2024)

O segundo desses estados, pem(€), a fara deixar impresso, imediatamente a
direita do fim da fita, o simbolo #, imprimir % logo a direita deste, e passar para o
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estado f(faf(¢), @).
Este estado f(faf(€), @) vem da m-fungéo f de dois argumentos, que aqui intro-
duzimos, inspirada na m-funcéo find. Descri¢cdo da atividade esta na tabela.

Tabela 47 — Descrigdo de M a partir das imagens da m-funcéo f

Estado  Simbolo  Operagoes Estado final
i@ { Naoo t ?((gj’ﬁ))
@) { e . L f;((e?’o%)
€ { Naoa R fg(g, o)

Fonte: Autor (2024)

Na nossa maquina, a partir deste estado, a cabeca procura o simbolo o mais
a esquerda da fita. Também devemos falar da m-funcéo faf, de find another in front.
Descricao da atividade encontra-se na tabela.

Tabela 48 — Descri¢cdo de M a partir das imagens da m-fungéo faf

Estado Simbolo Operacoes Estado final
a R jaf(@)

faf(€) { £, Nnao @ e nao s Pa@, R pnem(C, )
e PQ@, R poe(€)

Fonte: Autor (2024)

A partir desse estado, a maquina vai, comeg¢ando em uma fila de simbolos
@, encontrar o primeiro simbolo diferente. Se tal simbolo for ou ndo s, entéo tera
diferentes comportamentos, mas em ambos a maquina passa para um estado que
leva tal simbolo para o fim da fita. Esta m-funcdo pnem, de print at the new end and
mark, tem a atividade respectiva descrita na tabela abaixo.

Este estado pnem(C, o) providencia que a maquina leve para o atual fim da
fita, no lugar do simbolo %, o simbolo pés-@ escaneado durante o estado faf(¢). La
impresso, logo a direita dele a maquina imprime % novamente, como novo fim da fita,
e muda para o estado f(faf(€), @) novamente.

Tabela 49 — Descricdo de M a partir das imagens da m-funcéo pnem

Estado Simbolo Operacoes Estado final
% Pa, R, P% f(faf(€), @)
pnem(, a) { N&o % R prem(€, )

Fonte: Autor (2024)

E a m-funcdo que denominamos poe, de print old end, causa a atividade descrita
na tabela logo abaixo.
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Tabela 50 — Descricdo de M a partir da imagem da m-fungéo poe

Estado Simbolo Operacoes Estado final
% Ps, L f(er(€), @)
poel@ g0y R poe(€)

Fonte: Autor (2024)

Com esse estado, a maquina apagara o simbolo % ao fim da fita. O Ultimo
simbolo serd @ novamente. Nossa maquina de Turing, apos isso, no estado f(er(€), @),
procura o primeiro simbolo @. E, com a cabeca em cima dele, passa para o estado
et(€).

E definimos a m-funcéo et, de erase in a row. A atividade respectiva esta na
tabela abaixo. A partir do estado e¢r(€), nossa maquina de Turing apaga a fila de
simbolos @ onde a cabeca se encontra desde o comecgo. E quando escaneia o simbolo
pds-@, a maquina passa para o estado €.

Tabela 51 — Descrigdo de M a partir das imagens da m-funcao et

Estado Simbolo Operacoes Estado final
er(C) Qualquer P,R et1(€)
@ P_,R ey (€
(@ {  Ngpoa ) e

Fonte: Autor (2024)

Parte D. Dito isso, apdés a maquina chegar a imagem (qg(k+1),a, L> anteriormente
indicada na parte A), a cabeca de M vai retornar ao primeiro dos k simbolos sobre-
ponteados, ou seja, a f_;. Para isso, informalmente falando, faremos ¢, ., = qt.

Deste estado g™ ¢ @, para o qual a maquina passa ao chegar no simbolo 5_1,
definimos, também informalmente, a atividade provocada na maquina.

Tabela 52 — Descrigdo de M a partir do estado q*

Estado Simbolo Operacoes Estado final
* y R ar
| { N&o o L qt
qir { N~Oém+i gm(qo,ai,i,u, . 7._.)
ao O{m+z’ R ql

Fonte: Autor (2024)

Aqui ao final, trata-se da m-fungéo gt de (k + 1) argumentos. E ai a maquina
de uma so fita inicia a emulacéo das transicées da maquina multifita, agindo em cada
simbolo sobreponteado como S agiria em seu estado inicial. A maquina M, como foi
construida, chegara ao estado de aceitacao exatamente nas mesmas entradas que
levavam a outra maquina a ele.
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O estado qaceita @parecera aqui apenas quando toda a sequéncia de simbolos
B, € o argumento B de gt forem tais que a imagem de B com os estados S, na funcao
d nos levasse também a qaceita- O Mesmo vale para o estado qgjeita- [ |

Ainda é interessante notarmos que, embora haja tal equivaléncia, uma maquina
multifita é mais rapida para realizar tarefas que uma maquina de Turing comum rea-
lizaria com sua Unica fita. Pela propria demonstracdo dada é visivel que a maquina
comum demora um tanto para replicar a agdo da multifita.

4.2 MAQUINA DE TURING NAO-DETERMINISTICA

Outra variante importante € a maquina de Turing nao-deterministica. Ela é
definida pela 7-upla (Q, %,T', 9, qo, aceita; Grejeita), COM as mesmas condi¢ées que uma
maquina de Turing comum, excetoque ¢ : @ xI' — P (Q x I x {R,L}).

De que se trata? A maquina Ié um simbolo em algum estado e, em vez de
se dirigir simplesmente para uma triade de um simbolo, um estado e uma direcéo,
ela dirigir-se-a para um conjunto de distintas triades dessas. Isso significa que, apds
escanear uma configuracdo, a maquina se ramificara em diversas possibilidades. E
como nao ter apenas uma fita, mas sim fitas em paralelo, que surgem a partir dos es-
caneamentos anteriores e de quantas triades aparecem apds o escaneamento atual.

O funcionamento de uma maquina de Turing ndo-deterministica pode ser con-
siderado como uma arvore. E chamaremos de um né dessa arvore cada configuracao
que surge de uma leitura da maquina. Assim, um no é ou a configuracao formada pelo
estado g, junto do primeiro simbolo escaneado, ou € a configuracao formada pelo es-
tado de uma das triades da imagem de uma configuracao junto do simbolo escaneado
apos a cabeca se mover para a direcao indicada na mesma triade.

Dizemos que um segundo né é filho de um primeiro outro né se, e somente se
ele é a configuracdo de uma das fitas paralelas advindas imediatamente do escane-
amento do primeiro n6. Ao né inicial de toda a nossa computacdo damos o nome de
raiz da nossa “arvore”. Consequentemente, 0 no raiz nao é filho de nenhum outro né.

E dizemos que é um ramo dessa arvore cada sequéncia de nds, comegando
pela raiz, tal que, parai € N—{0}, o (:+1)-ésimo elemento dessa sequéncia é filho do
i-ésimo elemento dela. Mas se deve observar que um ramo pode ser finito ou infinito.
No caso de ser finito, havera um ultimo n6 que nao tem filhos. No caso de ser infinito,
cada né sempre tem um filho.

Diferente de uma maquina multifita, aqui vao surgindo novas configuracdes,
junto de uma direcdo, cada uma com seu estado proprio, e independente das outras
fitas em paralelo, a ndo ser pela questdo do estado de aceitacdo. Isso porque, para
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a maquina nao-deterministica, seu trabalho a partir de uma entrada termina se em
qualquer um de seus nds houver o estado de aceitacao.

Quando um né tem o estado de rejeigao, ele da fim ao seu ramo, mas néo
aos outros ramos da maquina. O mesmo acontece quando a imagem de um no, pela
funcéo de transicao, é o conjunto vazio.

Exemplo 8. Vamos ver como funciona a maquina M cujo alfabeto da fita é I' =
{_,1,s,t}, cujo alfabeto de entrada € ¥ = I" — {_}, cujo conjunto de estados € ) =
{90, 91, 92, Yaceita, Grejeita }» O €Stado inicial € q, e que possui uma funcdo de transigao
§:QxI'—=P(QxTI x{R,L}).

Para visualizarmos, tomaremos como entrada, a cadeia rrstt. A maquina inicia
escaneando o primeiro quadrado, com o estado qo. Para ajudar o acompanhamento de
cada no, colocaremos o estado atual acima do quadrado escaneado em cada figura.

Figura 24 — A raiz no exemplo de maquina de Turing ndo-deterministica

Jo

Lefrfsfefel [T LT L T[]

Fonte: Autor (2024)

Suponhamos, neste exemplo, que nossa fungéo de transicéo € tal que §(qo,r) =
{(91,.,R), (q1,t,L), (90,8, R)}. Isso vai dar origem a trés nés filhos da raiz. Para o
primeiro destes filhos, teremos a fita paralela abaixo representada, que se encontra
no estado q;.

Figura 25 — Primeiro filho da raiz no exemplo

q1
CLedsfefef TP T]

Fonte: Autor (2024)

Para o segundo filho da raiz, teremos a fita paralela abaixo representada, a
qual também se encontra no estado q;. O quadrado escaneado pela cabeca ainda &
o mesmo devido ao fato de que o ultimo deslocamento se deu do primeiro quadrado
da fita para o sentido da esquerda.

Figura 26 — Segundo filho da raiz no exemplo

a1

Lfrfsfefel [ [T T[T L[]

Fonte: Autor (2024)

E em seguida, representamos a fita paralela para o terceiro e ultimo filho da
raiz. Esta, diferente das fitas anteriores, se encontra no estado q,. Com 0 que vemos,
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nao havemos de nos espantar se cada uma dessas fitas der origem a caminhos muito
distintos uns dos outros nas computac¢des que ainda virao.

Figura 27 — Terceiro filho da raiz no exemplo

qo
slesfeftf [T [T T[T ]]

Fonte: Autor (2024)

Vemos que os trés nds que surgiram equivalem as configuragdes (qi,r), (qi,t)
e (qo,r). Podemos fazer um diagrama de arvore dos nés percorridos pela computacao
de nossa maquina de Turing até o momento. Segue na figura abaixo, nosso diagrama
para tal, desenhado no sentido da esquerda para a direita.

Figura 28 — Arvore da computagéo no exemplo (parte 1)

(91,1)

(d0, 1) (q1,1)

(g0, 1)

Fonte: Autor (2024)

Dados os trés filhos tidos a partir da raiz, estes trés darao seguimento a com-
putacdo em questéo. E tal computacéo seguira funcionando pelo mesmo principio.

Assim sendo, da transicao com base na nossa raiz surgiram trés fitas conside-
radas, a principio, separadamente. E cada uma das fitas paralelas sera submetida a
acao da maquina nao-deterministica.

Nao dizemos que tais fitas sdo consideradas de modo separado em absoluto
apenas pela questao do estado de aceitacdo. Afinal, se uma delas chegar a este
estado e as outras ndo, ainda assim as outras finalizam seu trabalho em funcao desta
uma. Se nao for isso, cada uma delas segue funcionando de forma independente.
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Ja notamos uma grande diferenca entre a maquina de Turing nao-deterministica
e a maquina de Turing (deterministica) multifita. Em ambas podemos falar, em certo
sentido, de varias fitas guardando cada uma seus simbolos e transi¢des entre simbo-
los com base em estados.

Contudo, na maquina multifita, o simbolo escaneado em uma dessas fitas in-
terfere em qual serd o estado sucessor a partir do qual a maquina operara em todas
as fitas presentes. Enquanto que, na maquina ndo-deterministica, cada fita seguira o
préprio caminho, a partir de seus simbolos e do estado especifico em que se encon-
tram.

Dada a fita do primeiro n6 dentre os trés filhos, suponhamos que §(q;,r) =
{(90,t,R), (q2,1r,L)}. Entdo, teremos a origem de dois nos, e com eles, duas fitas
paralelas. Abaixo, a primeira delas, que se encontra no estado qo. E na sequéncia, a
segunda delas, que se encontra no estado qs.

Figura 29 — Primeiro “neto” da raiz no exemplo

9o
Clelsfefef DT

Fonte: Autor (2024)

Figura 30 — Segundo “neto” da raiz no exemplo

q2
Llrlsfelef TP LTLT T[]

Fonte: Autor (2024)

Depois disso, nos dirigimos para o segundo dentre os nossos trés nés ante-
riores. Suponhamos, entdo, que d(q:,t) = {(q1,t,R), (41,1, L), (q42, _, R), (Qrejeita; 1, R) }-
Aqui teremos a origem de mais quatro nds, filhos do segundo filho da raiz. Deste
modo, presenciamos como a computacao continua, a partir de mais quatro fitas para-
lelas.

Abaixo, n6s vemos a primeira dessas fitas paralelas, a qual se encontra no
estado q;. A segunda dessas fitas também se encontra no estado q». Ja a terceira fita
paralela se encontra no estado q;. Enquanto que a quarta fita se encontra no estado

Jrejeita-

Figura 31 — Terceiro “neto” da raiz no exemplo

q1
ctledsfefef [T T[T

Fonte: Autor (2024)
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Figura 32 — Quarto “neto” da raiz no exemplo

q1
Lfrfs{tfel [ [T [T T[T ]|

Fonte: Autor (2024)

Figura 33 — Quinto “neto” da raiz no exemplo

q2
CLdsfefef TP ]]

Fonte: Autor (2024)

Figura 34 — Sexto “neto” da raiz no exemplo

Jrejeita

tlesfefef TP T[] ]

Fonte: Autor (2024)

E do terceiro de nossos trés nés antigos, ja conhecemos a transicdo. E a
mesma configuragcdo da raiz. Mais trés nos, trés fitas paralelas. A primeira, no es-
tado q;. A segunda, também no estado q;. E a terceira, no estado 5.

Figura 35 — Sétimo “neto” da raiz no exemplo

q1
sl Isfefef TP TP T T[T ]|

Fonte: Autor (2024)

Figura 36 — Oitavo “neto” da raiz no exemplo

q1
Lslelsfelef T[T T[T T[]

Fonte: Autor (2024)

Figura 37 — Nono “neto” da raiz no exemplo

qo
slslsJtltf [ [ [ [T [ [T [TT[]

Fonte: Autor (2024)

E a partir das transi¢cées agora contempladas na maquina, o diagrama da arvore

ficaria como a sequir.
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Figura 38 — Arvore da computagdo no exemplo (parte 2)

(d0,8)

(q1,1)
(90,T)

(92,7)

(Clrejeita7<|317 S)

Fonte: Autor (2024)

Na proxima etapa, os novos nos terdo seus filhos, exceto pelo N6 (grejeita, ). Ali
marca o fim de um ramo. E ja conhecemos a transigdo das configuracdes (q;,t) e
(91,1).

Supondo que §(q0.S) = {(90,5.R), (a0, , L), (41,1, L), (42,5, R). (drejia, S, R)}, €
também que i(qz,..) = @, (d2,1) = {(92,,R), (92,8, R)}, € o(q1,8) = {(q0.t. R)},
poderemos ver como o trabalho da maquina continua. Mas o facamos sem recorrer a
visdo de cada uma das fitas paralelas que surgem.

A partir dos nove nés que surgiram por ultimo, em vez de explicitarmos todas
as respectivas configuragdes completas, seguiremos desenhando a arvore que repre-
senta a computacao de nossa maquina nao-deterministica. Surgem, neste momento,
mais vinte filhos ao total.

O diagrama da arvore para a computagdo, com as transicées contempladas
agora, ficaria como na ultima figura deste exemplo, abaixo.

E assim a maquina segue. Ela continuara trabalhando até que algum dos nés
contenha o estado de aceitagdo. Se isso acontecer, todos os ramos findardo naquela
etapa. E se isso ndo acontecer, eles prosseguirdo indefinidamente. Como vimos,
alguns ramos séo interrompidos por si mesmos.

E, como podemos notar, se o estado de aceitacado nao se fizer presente a partir
dessa entrada, havera pelo menos um ramo que se estendera ao infinito. E o caso,
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Figura 39 — Arvore da computagdo no exemplo (parte 3)

(q0,1)

(qO,S) §307%§
(qlar q;:t
q2, ) (qrejeita, t)
(d0,8)
(qu,1)
(92, 1)
(a1, 1) ggiztr%
q27r
(qO’ r) (qh t) Jrejeitas r)
(Q2a3)
(q27r)
(92,)
(qrejeita, r)

(91,8)  (qo,1)

(a,8) (a0, 1)

(g0, "
’ qO,S) qu %

(qrejeitau t)

Fonte: Autor (2024)

aqui, do ramo de seguidos nés (qi,t) logo apds a raiz. Pois, analisando tal fita par-
ticular, vemos que a cabeca da maquina estd presa sempre no primeiro quadrado,
imprimindo o simbolo t, passando sempre para o estado q;. E dessa situacao nao
saira se a maquina nao parar sua atividade por completo. O

Cabe observarmos que as maquinas de Turing comuns também podem ser
consideradas nao-deterministicas. Pois elas sdo tais que, as imagens da fungéo de
transicdo, embora elementos daquele conjunto das partes, podem ser todas conjuntos
de um s6 elemento.

Ou seja, neste caso, para todos q € @ e o € I, havera algum ¢’ € @, algum
o € T'ealgum X € {R,L} com os quais sempre teremos 4(q,«) = {(q’, &/, X)}. Isto
significa que a maquina tera um s6 ramo. Ela n&o tera multiplas possibilidades de fita,
mas uma fita so6.

Chamando as maquinas de Turing comuns de maquinas deterministicas, pode-
mos afirmar o seguinte resultado.

Teorema 4.2.1. Toda maquina de Turing ndo-deterministica € equivalente a alguma
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maquina de Turing deterministica.

Demonstracdo. A estratégia utilizada aqui para reproduzir o trabalho de uma ma-
quina de Turing ndo-deterministica é fazer uma “busca em largura” através dos seus
ramos, em vez de uma “busca em profundidade”. A busca em profundidade consistiria
em explorar cada ramo em sua totalidade, desde a raiz até o seu fim. S6 que ramos
podem ser infinitos, e isso facilmente impediria de encontrarmos o estado de aceitacao
em outro ramo enquanto estivermos em um ramo infinito.

J& a busca em largura consistira em explorarmos os ramos sempre até os nés
que estao “a uma mesma distancia” da raiz. Queremos dizer, com isso, explorar pri-
meiro os ramos indo até os nés filhos da raiz (Que sdo em quantidade finita); depois
os ramos indo até os filhos dos filhos da raiz (também em quantidade finita); depois
os ramos indo até os filhos dos filhos dos filhos da raiz (quantidade finita); e assim por
diante. Deste modo, exploraremos todos os nés da maquina nao-deterministica. Se
em algum deles encontrarmos o estado de aceitagao, aceitaremos a entrada.

Seja, N = (Q, 3, T, 9, qo, qaceita, Grejeita) UMa maquina de Turing ndo-deterministi-
ca qualquer. Temos o alfabeto da fita I' = {ag, a4, ..., an_1} € 0 conjunto de estados
Q={9,91,---,qu1}-

Primeiramente, vamos aos casos mais simples. Se qo = qaceita; €Nt&0 basta
tomarmos uma maquina de Turing deterministica com o mesmo alfabeto de entrada e
cujo estado inicial também seja o estado de aceitagéo. Se qy = (rejeita, © MESMO, MAs
com o estado de rejeicao.

Agora, nos outros casos, vamos nos valer do teorema 4.1.1, o qual nos afirma a
equivaléncia entre uma maquina multifita e alguma maquina de uma unica fita. Cons-
truiremos uma maquina de trés fitas equivalente a nossa maquina nao-deterministica.

Sejam b € N o numero de elementos do conjunto @ xI" x {R,L} e @ um simbolo
que nao pertenca a I'. Agora, tomemos cada simbolo de I" e, a partir de cada um,
criaremos um novo simbolo com um ponto escrito acima do simbolo original. Assim,
a partir de «g, criamos o simbolo &y. A partir de «q, criamos o simbolo ¢;. E assim
seguimos até o simbolo «,,_;, a partir do qual criamos o simbolo &,,_1.

Seja, entdo, I'' = T'U {dy, d, ..., &m-1,@,1,2,3,...,b}. A maquina equivalente
a N que apresentaremos é

S= (Q,v Ea F/a 5/7 CIE), q{aceita? qllfejeita) ’

onde & : Q' x (I")* — Q x (I")* x {R,L}3. Seus estados e sua funcdo de transigéo
serdo especificados abaixo.

Vamos organizar as triades do conjunto @ x I' x {R,L} enumerando-as de 1
até b. A nossa maquina de trés fitas sera tal que sua primeira fita recebera a entrada,
e seus quadrados nunca receberdo mudanca. A terceira fita vai registrar qual “ramo”
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da maquina N estamos explorando. Seu primeiro quadrado ficara vazio, para marcar
o inicio da fita. Mas sera seguido por uma cadeia de simbolos da linguagem B =
{1,2,3,...,b}.

Esta cadeia mudara seguidamente, passando primeiremente pelas possibilida-
des com apenas um simbolo, depois pelas possibilidades com dois simbolos, depois
com trés, depois com quatro, e assim por diante. E, dentro de um mesmo compri-
mento, as cadeias mudarao, a principio, segundo a ordem lexicografica. Tal cadeia re-
presenta por quais possibilidades de triades estado/simbolo/direcdo passamos desde
a raiz. Definimos que a triade namero 1 sera (qo, o, R).

Por exemplo, a cadeia 2465 na terceira fita vai indicar o “ramo” que, apds a
raiz, passa para a segunda triade de @ x I x {R, L}, da segunda passa para a quarta,
da quarta para a sexta e da sexta para a quinta. Falamos de ramo entre aspas pois
nem todas estas triades estao presentes, de fato, naquele lugar da computagao de N.
Apenas estamos passando por esse ramo em potencial, mas o que vai distinguir se
tudo nele faz parte do trabalho de A serdo, como veremos, os estados da maquina S.

A segunda fita ira simular o trabalho que cada ramo de N teria com a cadeia
de entrada. Ele contard com o simbolo @ a sua extrema direita para marcar o fim da
fita. E o primeiro simbolo da segunda fita ficara sempre sobreponteado, enquanto os
outros ndo, para marcar o inicio da fita.

Por exemplo, abaixo a representacdo de um estagio de uma maquina S, que,
equivalente a uma maquina N, recebe a entrada egfh feg.

Figura 40 — Maquina de 3 fitas equivalente a uma maquina ndo-deterministica

elolidnlflefof [T L T[T 1]
Gl Lndflflelol [ [ [ laf [ [ 1] ]

| [15]39l47]24f67] 8 [p6[23[sifi2] [ | | [ | |

Fonte: Autor (2024)

O que a maquina esta explorando agora é o ramo por onde a maquina N teria
passado, respectivamente, pela triade de numero 15, pela de numero 39, pela 47, pela
24, pela 67, e que, no momento, ainda deve se estender passando pela 8, pela 56, pela
23, pela 81 e pela 12. A simulagao na segunda fita da maquina ja andou 4 unidades e
esta prestes a andar pela quinta vez.

Aqui vale observar que, embora haja mais de um digito em varios dos quadra-
dos da terceira fita, na verdade se trata de um simbolo s6. O conteudo 15 no segundo
quadrado ndo sdo um simbolo 1 e um simbolo 5, mas um Unico simbolo 15. O mesmo
para os semelhantes.

Atualmente estamos vendo os ramos em até 10 nds “de distancia da raiz”. E se
estamos nesta numeracéo vista na terceira fita, significa que ainda nao passamos por
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um ramo com estado de aceitacdo que estivesse presente na maquina N.

Mostrado isto, vamos as especificacdes. Em todas as transigdes, a direcao do
movimento na primeira fita sera igual a diregcdo na segunda fita. Isto se da para que
as duas estejam sempre juntas a fim de que a segunda fita sempre possa receber
novamente uma copia da cadeia de entrada.

Os primeiros estados da maquina S servem para copiar a entrada da primeira
fita para a segunda, marcar o fim desta com @, e imprimir 0 1 para comecar a cadeia
no segundo quadrado da terceira fita.

8" (99, B, B2, Bs) = (g1, B1, B2, B3, R, R, L) para 8, # .

0" (905 _» B2, B3) = (4 o, B2, B3, R, R, L).

o' (g, B1, B2, Bs) = (a1, B, B2, B3, R, R, L) para g, # _.

o' (1, _s B2, B3) = (45, ., Be, B3, R, R, L).

&' (a5, B1, B2, B3) = (a3, 51, @, B3, L, L, L).

&' (a3, By Bs) = (a3, 81, Bu, Bs, L, L, L).
(
(
(
(
(

1
/
1
!/
2
/
3
é’,) 517 527 63)
4
/
5
/
6

5 (q — (a. 81, %, 85, L, L R) para 4 € .
&' (a4, B, Ba, Bs) = (a5, B, B2, B3, R, R, L).

&' (dg, Br, Bas B3) = (45, B1, @, B, L, L, L).

&' (96, B1, B2, B3) = (a7, Br, B2, Bs, L, L, L).

&' (a7, Br, Ba, B3) = (a5, b1, L, Bs, L, L, R).

6 (q87 517 /827 ﬁ3> - <q07527 617 527 17 L7 L7 R) para 52 € I.
Agora, para todos os estados que forem descritos a seguir, fica definido o se-

guinte. Para todo estado q # q; especificado abaixo, ficam definidos outros trés esta-
dos (q)1, (q)2 € (q)3, para os quais:
&' (g, 81,@, B3) = ((9)1, B, ., B3, R, R, R).
8" ((9)1, B, B2, B3) = ((9)2, B1, ., B3, R, R, R).
6" ((q)2, Br, Ba, B3) = ((a)3, B1, @, B3, L, L, L).
&' ((a)3, B, B2, B3) = (q, B1, B2, B3, L, L, L).

Isto serve para que, se em algum momento durante a simulagdo na segunda
fita a cabega esbarrar com @, a maquina leva 0 @ duas unidades para a direita e
depois continua sua simulagdo normalmente. Deixaremos essa informagéo implicita
daqui para frente, entdo ndao mencionaremos 0 caso em que a maquina, nos estados
seguintes, lera o simbolo Q.

Ao final da transicao a partir do estado g3, colocamos que o estado sucessor era
q(l):%Q. E a partir daqui que se encontra o coragdo da nossa maquina S. Explicaremos
sua notacao mais a frente.

Também devemos mencionar os estados q; ao q},. Eles serdo os responsaveis
por fazer S recomegar seu trabalho, passando para o proximo ramo depois de ter
explorado um ramo anterior. No uso desses estados, a maquina encontra o fim da
segunda fita, marcado por @, o qual sempre estara a direita do fim da cadeia de
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entrada na primeira fita, para entdo reimprimir a cadeia de entrada da primeira fita
na segunda. Nisso, voltamos ao comeco da segunda (e da primeira) fita. E, por fim,
encontram o inicio da cadeia na terceira fita para que a maquina continue seu trabalho.

5/ (Cl9751,52,53) (99, B1, B2y, B3, R, R, L) para (5, # Q.
(99, 81, Q, B3) = (a1, £1, @, B3, L, L, L).
10, B1, B, B3) = (dlo, Br, B, B3, L, L, L) para 5, € T
q 0751752753) = (q,117617517ﬁ37|—; L, |—> para 3, € T
11, 81, B2, B3) = (q11, B1, B2, B3, L, L, L) para 3 # _.
11, 51, B2, ) = (411, 81, By oy L L R).
& (dia: B, o) = (965 B o7 L L R).

Agora explicaremos a notagdo antes mencionada. Sejam g € I" e i,k € N,
com0<i<n-1el <k < b Chamemos de t, a k-ésima triade do conjunto
Q) x I' x {R,L} tal qual o organizamos. Entado, temos que, para algum k acontece
que 6(q;, 5) = {ti,tiy,---, .}, onde Iy, Iy, ..., Iy S840 numeros distintos de 1 a b, ou
d(qs, 8) = 2. A partir disso, definimos o conjunto

—~

5/

/\/-\

6/
6/

PN

B, - {li,la, ..., s}, sed(q;, ) # 2, .
, se i(q;,p) =@

Agora, seja r € B. Um estado q;’; ¥ indica que vamos explorar a r-ésima triade,
sendo que r pode pertencer ao conjunto B, s ou ndo. Se pertencer, o estado tera
uma determinada postura nas transicées. Se nao pertencer, ele tera outra postura.
O numero 0 ao lado de r esta ali porque este € o primeiro estado que traz essas
informagdes relacionando a r-ésima triade com a configuragéo (g;, 5). Havera outros
em seguida.

O r de tais estados é definido pelo numero da cadeia na terceira fita a partir
do qual a maquina S vai simular o trabalho de A/ no momento. Como ja se sabe que
a primeira cadeia de todas a ser explorada € a 1, e 0 sera no primeiro quadrado da
segunda fita, do estado q; j& se partiu para o estado qé:g2. Tal estado indica que vamos
explorar a primeira triade, e a necessidade de tal simulagdo dependera da condicao
de ela estar presente no conjunto do 4(qo, 52), que era a configura¢do da raiz.

Paraum r € B, seja afuncdo f : B — {0,1,...,n — 1} tal que leva r até o
numero do estado de sua triade. Com isso, o estado da r-ésima triade se trata do
estado q(,

Sendo assim, dividimos em oito casos as possibilidades de estados qzﬁ com
suas transigées. A seguir apresentados os casos, deixamos as especificagdes de
suas transicdes para o apéndice A.

1. Comecemos pelo caso em que r € B; 3, com r # b, € também q;() 7# qaceita ©
df(r) 7 rejeita-
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A partir de tais estados a maquina simula, na segunda fita, a atividade de N no
ramo indicado. Imprime os simbolos correspondentes aos que N imprimiria. E
se move nas diregbes em que N se moveria. Em seguida, na terceira fita, anda
para a direita a fim de continuar a explorar o ramo.

Explora-lo-a, se ele continuar, em vista do simbolo escaneado anteriormente
na segunda fita e do estado de N correlacionado aos estados em que antes a
maquina S se encontrava. Pois ambos correspondem ao n6 de N, a partir do
qual saberemos quais seriam 0s estados sucessores na transicdo da maquina
nao-deterministica.

Se tal r € o ultimo simbolo da cadeia da terceira fita, chegamos ao final do ramo
presente. Tal cadeia, entdo, ndo termina com b, e nestes estados a maquina
troca o simbolo ao final pelo seu sucessor. E entdo passa para o estado qg,.

. Vejamos o0 caso em que r € B; 3, com r = b, € também q;,) # qaceita © qf(r) 7

Jrejeita-

A maquina ainda simula N na segunda fita. Mas logo depois verifica se o b da
terceira fita esta no final da cadeia ou néo.

Se ndo esta no final, entdo a maquina segue como faria no caso anterior. Se
esta no final, entao, na terceira fita, ela volta até o ultimo simbolo diferente de b
para troca-lo por seu sucessor, enquanto troca os simbolos b por 1. Mas se toda
a cadeia é formada por simbolos b, entédo ela troca todos por 1 e adiciona mais
um 1 a direita no fim da fita.

Nessa situacdo, aumentamos o comprimento da cadeia da terceira da fita em
uma unidade para comecar a explorar os ramos com mais um filho, segundo a
ordem lexicografica. Feito isso, a maquina passa para o estado .

Dado isso, agora vamos ao caso em que r € ; g, COM q(;) = Grejeita © 7 7 b.

Aqui, como o ramo se encontra em um estado de rejeicdo que estaria presente
na atividade de N/, cancelamos a simulagdo dele. E vamos além, pois cance-
lamos também todos os ramos naquele tamanho que passavam por aquele n6
com estado de rejeicdo. Pulamos varios elementos na ordem lexicografica, os
quais seriam rejeitados na maquina nao-deterministica, e partimos ja para um
ramo no mesmo tamanho, mas sem este né.

Para isto, além de trocarmos o simbolo da nossa triade na cadeia da terceira fita
por seu sucessor, trocamos todos os numeros a sua direita por 1. E passamos
para o estado qy.

. Vamos, entdo, para o caso em que r € B, g, COM qf(;) = qrejeita © 7 = b. AQuI

a maquina vai ter novamente o aproveitamento de pular elementos da ordem
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lexicografica.

Porém, como tal n6 com estado de rejeicao se encontra na b-ésima triade, en-
tdo a cadeia da terceira fita tera ainda que ser modificada em certos simbolos
anteriores a tal b, como também trocar todos os numeros a frente de tal b por 1.

Além de que ha a possibilidade de, até aquele nd, a cadeia ser formada toda
por simbolos b. Isso serd verificado e, tal como no caso 2, se assim for, além de
substituirmos todos os numeros por 1, ainda acrescentaremos outro 1 no fim da
fita.

E claro, ao final do procedimento com tais estados, a maquina passa para o
estado qj.

. H& o caso em que, para B, s # @, temos r ¢ B, 3, com r # b. Mas na verdade
temos aqui a mesma légica do caso 3.

Afinal, uma triade que nao esta em um ramo valido vai cancelar a simulagéo de
tal ramo na maquina multifita, assim como o faria a triade cujo estado fosse de
rejeicdo. E sabemos que os outros ramos que tivessem tal né naquela posicao
também seriam invalidos.

Podemos seguir, dai, o mesmo procedimento que o caso 3 faria, inclusive com
relacdo a sua cadeia da terceira fita e o sucessor do simbolo . E passamos
para o estado qy.

. H& também o caso em que, para B, 3 # @, temos r ¢ B, 5, com r = b. S6 que
temos aqui a mesma légica do caso 4.

A explicacao é a mesma que foi feita no caso 6, com a diferenga de que ocorre
a devida verificagdo a partir do simbolo b. E faremos tal procedimento ou para
apenas darmos o pulo na ordem lexicografica, ou para ja iniciarmos a explorar
0s ramos com maior comprimento. E passamos para qs.

. Temos o caso em que B; 3 = @. Neste caso basta definirmos os estados q;’g e
semelhantes para » = 1. Pois é a partir da primeira triade que exploraremos tal
caso e, como ele é tal que nao possui triade nenhuma, mal entramos e j&4 saimos
dele.

Assim como nos casos 3 e 4, aqui temos um pulo na ordem lexicografica. Esse
pulo exclui todos os ramos daquele tamanho que possuam aquele né cuja ima-
gem é vazia na fungéo de transi¢ao de N. E, feito isso, passamos para qj.

. Por fim, o caso em que r € B;3, COM qs,) = faceita- Quando isso acontece,
devemos ir para o estado de aceitacédo de S. Dado que é simples, abaixo, espe-
cificamos sua transicao.
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5/ (nga ﬁla 627 ﬁS) = (q;ceitaa 51a 527 637 L> L7 L)

Feitas tais descricbes de todos os casos, aquilo que nao foi especificado dos
estados acima e suas transicoes fica livre para ser definido, visto que nao afetara no
andamento da maquina. Assim, nossa maquina S vai simular os estados pelos quais
N passaria com os respectivos simbolos na segunda fita. Vai ignorar os nés por que
N nao passaria.

Quando N aceitasse uma entrada, S também vai aceitar, visto que vai simular o
trabalho de A/ até um né dela que tenha o estado de aceitagcao e, consequentemente,
aceitar. E quando A ndo aceitasse uma entrada, ndo chegando nunca ao estado de
aceitacdao, o0 mesmo vai acontecer com S, que s6 atinge a sua aceitagdo quando um
n6 de N atinge a sua.

Portanto, a maquina S é equivalente a maquina . [ |

4.3 A MAQUINA UNIVERSAL

Retornando nossos olhares para a classe das maquinas M7, hd uma maquina
em particular que merece nossa atencdo. Em verdade, a maquina de que vamos
falar ndo se encontra dentro de tal classe, do modo como a definimos, simplesmente
porque o alfabeto de entrada desta maquina néao € o conjunto vazio.

Trata-se da chamada maquina de Turing universal, ou simplesmente maquina
universal. Denotada aqui por &7, ela é a maquina capaz de replicar, ao longo da sua
fita, a computagdo dos F-simbolos que uma maquina M7 qualquer faria.

O conceito da maquina universal foi muito importante no desenvolvimento dos
primeiros computadores. A “existéncia” de uma maquina como U7 néo é dbvia. Turing
teve de mostrar como ela funcionaria. E, fisicamente falando, ela é importantissima
dentro da area da computacao, devido ao fato de que consegue simular outras maqui-
nas.

Ela trabalha a partir da descricao padrdao de uma maquina para replicar sua
sequéncia computavel. Portanto, as entradas da maquina universal consistem em
sequéncias dos simbolos D, A, C, R, L e ;. Além disso, posicionamos estes seis
simbolos nos F-quadrados da fita de &/7. E tais simbolos continuardo a aparecer
apenas em F-quadrados durante o trabalho da maquina.

Quando definimos a versao primaria das maquinas de Turing, haviamos menci-
onado que ela admitia entradas ndo-vazias, onde se intercalavam, entre os simbolos,
alguns espacos vazios. Pois que, devido ao espaco vazio, segundo a definicao algé-
brica de maquina de Turing que demos por ultimo, faremos uma adaptacao.
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No lugar do _,, usaremos, dentro do alfabeto de entrada, o simbolo . Ainda, o
alfabeto de entrada de ¢/7 poderia contar com o simbolo s, para ser colocado no inicio
da fita. Mas optaremos por deixar este lugar para inserir, inicialmente, dois simbolos
~. Mais a frente explicaremos o porqué. E podemos, também, adicionar o simbolo ::,
o qual marcara o fim da cadeia de entrada.

Sendo ¥, tal alfabeto de entrada, obviamente nem todas as entradas nos
serdo proveitosas. Deter-nos-emos apenas nas cadeias que apresentarem a forma de
uma descricao padrao junto das especificidades como recentemente comentamos.

A seguir, tomamos um exemplo de maquina M7 e o que seria a cadeia dela
a estar na entrada da maquina universal. Trata-se de uma maquina que computa a
sequéncia relativa ao nimero (0,10),.

O alfabeto da fita desta maquina M7 consiste dos simbolos ay = _,
as = 1 e a3 = 9. A descrigdo tabular dela corresponde ao que esquematizamos logo
abaixo.

ap =0,

Tabela 53 — Descri¢ao da maquina que computa (0,10),

Estado Simbolo Operacoes Estado final
o Qualquer Ps, R 0
q1 Qualquer Ps, R qo
D) Qualquer P1, R qs
qs Qualquer P.,R 4
qa Qualquer PO, R qs
ds Qualquer P.,R o

Fonte: Autoria prépria

A descrigao algébrica ordenada da maquina em questdo consta abaixo.

qovosRa1; goarasRay; goaaasRay; qoaszasRay;

g5 Ra2; gsa10Rq2; g5 Ras; gsazanRas;

Em seguida, sua descricao padrao.

DADDCCCRDAA;DADCDCCCRDAA;
DADCCDCCCRDAA;DADCCCDCCCRDAA;

DAAAAAADDRDAAA;DAAAAAADCDRDAAA;

DAAAAAADCCDRDAAA;DAAAAAADCCCDRDAAA;
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Dado isso, na entrada da maquina universal, teriamos o que esta representado
na figura abaixo.

Figura 41 — Exemplo de entrada conveniente para a maquina de Turing universal

]2l [2ID[2]A[SID][ D[ Z[cIZ[CIZ[CIZ[RIZID [

A[ZIAIZ [ZID[Z]A[ZIDIZ[c] 2D ZIc]Z[c[Z]C] 2]
RICIDICIAICIAICT ]

[CIC[D[SIA[C]ALD]

ATZ]IAIZIAIZ[A[CD[ZIC]Z[c[ZIc]ZIDIZRICID[ ]
ACIAICIAICE] T T T T T T T T T T T T ]

Fonte: Autor (2024)

Pois bem. Recordemos dois conceitos. Chamamos de configuragdo de um es-
tagio a informacéo do estado atual junto do simbolo escaneado pela maquina. E cha-
mamos de configuracdo completa de um estagio a informacao da presente sequéncia
de simbolos da fita, junto do quadrado escaneado e do estado atual.

Chamaremos de instrucao a descricao de algum estado especifico, junto de
um simbolo escaneavel, das operagdes que a maquina faz a partir destes, e do estado
sucessor. Ou seja, se trata, no contexto da fita da maquina ¢/, da informagao contida
entre dois simbolos ; seguidos.

Uma instru¢do é também o conteddo de uma linha das tabelas descritivas das
maquinas que vinhamos apresentando. E também pode ser considerada como um
ponto no gréfico da funcao de transicao.

Serao bastante utilizadas m-fungdes antes introduzidas. As m-fungdes:

f e g, que encontram, respectivamente, a primeira e a uUltima ocorréncia de dado
simbolo;

* cpe, que compara o conteudo de F-quadrados marcados por um par de E-simbo-
los e apaga tais marcadores em seguida;

* pe, que imprime um dado simbolo no fim da fita;
* ¢, que apaga os marcadores da fita;

* ce, que copia em ordem, para o fim da fita, os simbolos que possuem algum
marcador escolhido, e em seguida apaga tais marcadores.

O papel da maquina universal consiste em, a partir da descricao padrdao de uma
maquina M7 qualquer, escrever a sequéncia que ela computaria, imprimindo, para
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isso, um F-simbolo por vez. Com essa finalidade, a maquina /7 segue, basicamente,
o0 algoritmo a seguir.

Para a M7 de que a maquina universal estaria replicando a computagéo, ha a
certeza de que o estado inicial de tal maquina seria o chamado qq, € que o primeiro
simbolo escaneado seria o espaco em branco. Entdo ela imprime, nos primeiros F-
-quadrados apés o fim da fita, a sequéncia de simbolos :, D, A e D, indicando que esta
na configuracdo com q, (DA) e o simbolo escaneado _, (D).

A partir dai, ela vai comecar um procedimento ciclico. O préximo passo é mar-
car essa configuragcdo com um simbolo y, em cada um de seus F-quadrados. Em
seguida, vai ser feito um teste com uma por uma das instrucdes, desde a ultima delas
até a primeira. Tal teste consiste em: marcar a instrucao, em seu primeiro E-quadrado
(ao lado do simbolo ;), com um simbolo z; marcar sua configuragdo potencial (ou seja,
seu estado atual e seu simbolo escaneavel) com simbolos x; e comparar a configura-
cao potencial da instrucdo com a configuracao no final da fita.

A configuracdo no final de /7 representa a configuragéo atual de M7. Se n&o
forem iguais, apagam-se os marcadores x e y, € marca-se nhovamente a configuragéo
no final da fita (com o y), para que ela seja comparada com a configuragéo potencial
presente na instrugao anterior, pelo mesmo método.

Assim que duas configuragdes baterem, a maquina marca os quadrados cor-
respondentes as operacdes da instrucdo com os simbolos u e o estado sucessor com
os simbolos y. Também apaga todos os marcadores z da fita, e entdo faré algo que, no
primeiro momento, ndo é percebido, mas que em proximas configuracdes completas
fica visivel.

Ocorre que, sempre que se imprimem as configuracées completas ao final da
fita de U7, elas estéo dispostas, nos F-quadrados, do seguinte modo. Inicia com o
simbolo :. H& os simbolos D e C para representar os simbolos encontrados na fita
de M7 que precedem o simbolo escaneado. Ha, entdo, os simbolos D e A para
representar o estado atual. E, por fim, os simbolos D e C para representar o simbolo
escaneado e os simbolos posteriores da fita de M7 .

Agora a maquina universal se dirige para a configuracdo completa no final de
sua fita. O que ela faz, neste momento, é marcar com simbolos v os D e C preceden-
tes da representacao do estado atual, exceto o D e os C antecessores imediatos dela.
Estes ela marca com os simbolos x. Ela deixa a representacédo do estado atual e sim-
bolo escaneado sem marcadores e, entdo, marca os D e C posteriores com simbolos
w. E, por fim, imprime um : no F-quadrado seguinte.

Depois disso, a cabec¢a da maquina universal andara para tras a fim de exami-
nar as operagdes da instrugdo antes marcada com u. Se a operagao é de imprimir o
simbolo 0, isto é, possui a representa¢éo DC nos F-quadrados de ¢/7, entdo a cabeca
vai para o fim da fita e imprime, respectivamente, 0 e : nos proximos F-quadrados.
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Se a operacao é de imprimir o simbolo 1, isto é, possui a representacdo DCC nos
F-quadrados de /7, entdo a cabeca vai para o fim da fita e imprime, respectivamente,
1 e : nos préximos F-quadrados.

Se a operacao era de imprimir outro simbolo, entdo a cabeca nao o imprimira no
fim da fita, pois sé interessa a maquina universal registrar os F-simbolos computados
por M7. Depois disso, a cabega de ¢/ volta a andar para tras para examinar, desta
vez, a operagao de deslocamento que constava na instru¢cdo. Se ele for Rou L, a
maquina vai agir de um jeito ou de outro.

Pois o préximo passo € copiar, para o final da fita, a proxima configuragédo com-
pleta em que M7 se encontraria. De qualquer maneira, algumas coisas acontecer&o
com certeza. A cabeca apagara o marcador u presente na operacao de deslocamento.
A méquina copiara, primeiramente, todos os simbolos (da instru¢do) marcados com
v para o final da fita, que eram os D e C que representavam os primeiros simbolos
da antiga configuracao completa. E também a maquina copiard, por ultimo, todos os
simbolos marcados com w para o fim da fita, que eram os D e C que representavam os
simbolos da antiga configuragédo completa encontrados ap6s o quadrado escaneado.

O que muda sao os simbolos copiados para o fim da fita depois dos marcados
com v e antes dos marcados com w. Pois, se a operacao escaneada foi R, a maquina
copiara para o fim da fita os simbolos marcados, respectivamente, por x, uey. E se a
operacao escaneada foi L, a maquina copiara para o fim da fita os simbolos marcados,
respectivamente, por vy, x € u.

Afinal, se na maquina M7 a cabeca se moveria para a direita, a proxima con-
figuracdo completa teria o seu estado atual, o qual marcamos com y, imediatamente
depois do simbolo recém-impresso, o qual marcamos com u. E se em M7 a cabega
se moveria para a esquerda, a préxima configuracao completa teria o seu estado atual
imediatamente antes do antigo simbolo antecessor, 0 qual marcamos com x.

Dado isso, todos os marcadores sdo apagados e temos novamente uma confi-
guracao completa ao final da fita. Nela, marcaremos com y sua configuracao (estado
atual e simbolo escaneado de M7) e o ciclo recomeca.

Aqui cabe observar uma coisa. Os simbolos _ s6 apareceram na fita durante
a primeira vez que o ciclo acima referido estiver em agéo. Pois, ao final dela, todos
os marcadores serdo apagados. Mas como eles estardo presentes nessa vez, cabe
definirmos devidamente a fung¢do de transicdo para que eles ndo causem nenhum
problema.

Seja 0,7 a funcao de transicdo da maquina universal. Em verdade, s6 o que
precisamos é afirmar que, para todo q do conjunto de estados de ¢/7, e para algum ¢’
do mesmo conjunto, algum « do alfabeto de entrada, e algum X € {R, L}, temos que
our(9,.) = (d,a, X) se, e somente se o7 (q,_) = (¢, a, X).

Isso d& conta de que, no inicio de sua atividade, a maquina universal imprima
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os dois o do inicio da fita. Para essa finalidade é que 14 estavam presentes os dois
garantindo a o mesmo limitador presente na computagéo das maquinas M7.

Em verdade, esse recurso estabelecido na funcdo de transicdo da conta, em
geral, de que a maquina universal aja do mesmo jeito ao escanear _, e _.

Mais uma coisa a comentarmos é que, da maneira como foi elaborada a com-
putagdo dos F-simbolos da M7 na maquina universal, hd um problema. As maquinas
cuja computacao estamos replicando de fato ndo imprimem novos simbolos em cima
dos F-quadrados ja preenchidos. Sé que elas podem, por ventura, voltar a algum
desses F-quadrados, e em cima deles imprimirdo o mesmo F-simbolo que ja estava
ali, seguindo as convengdes de Sipser. S6 que a maquina universal, no momento
presente, nao faz essa diferenciacdo. Entao ela ird computar novamente o0 mesmo
F-simbolo sem que ele realmente tenha sido impresso em um novo F-quadrado.

Para arrumarmos isso, se percebemos que o simbolo escaneado representado
na configuracao completa € o 0 ou 0 1, nao iremos marcar os quadrados correspon-
dentes com y. Prevendo isso, vamos adicionar dois simbolos no alfabeto da fita de /7.
Trata-se de colocar nos marcadores x e y um “chapéu”. Ou seja, 0os novos simbolos
saoxey.

Assim, tal configuragé@o (que contém o F-simbolo), no fim da fita, sera marcada
com y. A maquina universal fard o exame para encontrar qual é a instrugao corres-
pondente a essa configuracdo, e marcara sua configuracado com os simbolos x. Em
seguida, os outros passos sao semelhantes. A diferenca é que, se adentramos neste
presente caso, a maquina nao imprimira o F-simbolo ao lado da configuragdo completa
como antes faria. Ela simplesmente ira levar para o fim da fita a préxima configuracéao
completa.

Originalmente a maquina universal ndo contemplava isso. Ela fora descrita,
usando as m-fungbes comentadas antes, com uma seérie de m-fungdes proprias. Fi-
zemos, aqui, algumas modificagdes e acréscimos envolvendo as m-fungdes que des-
crevem a maquina universal para dar conta do problema acima, mas deixamos para
detalha-los no apéndice B.

Pode ser que a maquina U/’ receba como entrada a descri¢gdo de uma maquina
de Turing que nédo seja da classe das maquinas M7. Mas aconteca que tal maquina
tenha instru¢gées que lhe permitam reproduzir sua computacdo dentro da maquina
universal, ou até entrar em conflito com ela, ou talvez seguindo sem problemas.

Imaginemos, pois, uma maquina que imprima 0 e 1 no que seriam os F-quadra-
dos, mas que, por ventura, substitui tais F-simbolos por outros nestes prdprios qua-
drados. Sendo assim, a reprodugéo de suas configuragdes completas esbarrara neste
problema, dadas as descri¢cdes que fizemos da maquina universal.

Ou entao, pensemos em uma maquina que deixe alguns F-quadrados com sim-
bolos alternativos a 0 e 1 ao longo de sua computacdo. Tais simbolos ndo serao

L
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registrados nas configuracdes completas da reproducao dentro da maquina universal.

E por isso, destacamos aqui o objetivo da presente maquina universal. Trata-se
de reproduzir especificamente a computagio das maquinas M7 . E isto ela fara. Ela
nao diferenciara as entradas que sao descrigdes de uma maquina dessa classe das
que nao sao. Ela continuara fazendo as transicbes como antes explicado.

Dito isso, ndo nos preocupemos a respeito de como ela vai agir perante en-
tradas que ndo sdo do interesse expresso. Ela foi considerada para fazer o trabalho
descrito diante das entradas convenientes. Vendo que ela cumpre este papel, sigamos
em frente.



5 SOBRE DECIDIBILIDADE

Neste capitulo visamos explorar uma série de problema cuja resolucao (ou nao)
€ basilar para o trato com problemas em capitulos posteriores. Para isso, nos aprofun-
daremos no uso das linguagens e comecgaremos a trabalhar muito mais com a nogao
de decidibilidade.

5.1 ALGORITMOS E MAQUINAS DE TURING

Agora, adentraremos no uso dos algoritmos, que sédo, basicamente, instrucoes
simples para realizar uma tarefa. Sao receitas. Eles podem, no contexto da disserta-
cao, ser definidos em termos de maquinas de Turing. Serao, em geral, o procedimento
empregado por uma maquina de Turing. Algoritmos podem ser detalhados ao nivel da
chamada descricao formal, podem sé-lo ao nivel da descricao de implementacao,
ou ainda, ao nivel da descricao de alto-nivel. Para as tarefas nas maquinas de Tu-
ring, estes sdo, respectivamente, os niveis mais baixo até o mais alto de abstragdo.
Sao assim considerados por descreverem o algoritmo com cada vez menos detalhes
e com mais generalidade.

No primeiro destes niveis, 0 da descricdo formal, expomos os detalhes da fun-
céo de transicao, os estados da maquina, esse tipo de coisa. Sua descricdo é algé-
brica e extensa. No nivel da descricao de implementacao falamos do movimento da
cabeca e de como sao armazenados os dados ao longo da fita, sem detalhar a fun-
céo de transicao e os estados da maquina. No terceiro nivel focamos mais no que a
maquina fard genericamente com sua computacédo, sem adentrar nas operacdes da
cabeca e preenchimento detalhado da fita.

Tanto no segundo e terceiro niveis, utilizamos muito mais a linguagem natural
para descrever. Enquanto que no primeiro nivel a descricdo é mais matematica. Ja
fornecemos algumas descri¢coes formais de maquinas de Turing até agora na disser-
tacdo. E, na secdo anterior, quando contamos como procede a maquina universal,
podemos dizer que fornecemos uma descricdo de implementagdo. Agora focaremos
em descri¢des de alto-nivel.

Até onde temos trabalhado, maquinas de Turing comegcam sempre com cadeias
de entrada. E assim continuaremos. Iremos utilizar objetos para “serem lidos” por
maquinas de Turing, mas isso porque 0s converteremos em uma cadeia especifica
correspondente. Diremos, para algum objeto O, que a sua representacdo como uma
cadeia é a codificacao de O, a qual denotamos por (O). Por exemplo, codificamos
maquinas M7, ha pouco, em cadeias do alfabeto {A,C,D,R,L,;,::,_}. Essa é uma
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opcao. Nao quer dizer que é a Unica.

Quando temos varios objetos, O, 0,, ..., Oy, para colocar na entrada da ma-
quina, o fazemos com uma unica cadeia denotada (Oq, Os, . .., Oy). Descreveremos os
algoritmos a seguir com um passo a passo enumerado e finito. Colocamos o algoritmo
entre aspas ao longo de paragrafos, escrevendo-o como que no segundo membro de
uma igualdade, onde o primeiro membro é a maquina de Turing que ele estiver des-
crevendo.

Quando o algoritmo for voltado a computar a partir de codificacdes de obje-
tos, ha sempre, implicitamente, a verificagdo de se a cadeia de entrada realmente
representa devidamente um objeto da forma desejada. Se ela verifica que ela assim
representa, prossegue. E se ela verifica que ela ndo consegue representar, entao
rejeita tal entrada.

Abaixo damos um exemplo de como seria a descrigdo em alto-nivel do algoritmo
da maquina universal anteriormente comentada. A verificacao implicita se limitara a
respeito de a entrada codificar ou ndo uma maquina de Turing.

Exemplo 9. Sendo /7 a maquina de Turing universal, temos que

UT = *“ Sobre uma entrada (M), onde M7 é da classe das maquinas que mais cedo
definimos, e a codificacao é tal como ja usamos:

1. Imprima a configuracgéo inicial de M7 ao final da fita.

2. Compare a configuragéo ao fim da fita com as configuragbes das instrugdes da
entrada até encontrar a instrugdo que possua a mesma configuragao do fim.

3. Imprima, ao lado da configuracdo completa ao fim da fita, o F-simbolo que a
instrucdo ordenaria imprimir, a menos que o simbolo atual da configuragéo ja
seja um F-simbolo.

4. Imprima, ao fim da fita, a representagdo da configuracdo completa de acordo
com o que a instrugdo encontrada ordenou a maquina M7 a fazer.

5. Encontre e marque a configuracao presente na configuracdo completa ao final

da fita. E entao, retorne ao terceiro passo do algoritmo. ” O

Vendo como se d& a descri¢cdo de alto-nivel de um algoritmo, passaremos a
utiliza-las para resolver alguns problemas, primeiramente, quanto a linguagens.
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5.2 AUTOMATOS FINITOS

Para tratarmos de linguagens mais simples, inicialmente, apresentaremos os
chamados autématos finitos. Eles sdo como que maquinas de Turing cuja cabeca
s6 anda para a direita na fita. Sua fita é finita, do tamanho exato da entrada que a
maquina estiver lendo no momento. Seu papel ndo esta em mudar os simbolos que
estdo nos quadrados, mas apenas os estados.

Uma diferenca para as maquinas de Turing é que as cadeias de entrada dos
autdématos finitos admitem o _, como um de seus simbolos.

Outra diferenca € que, em vez de simplesmente um estado de aceitagéo, eles
possuem um conjunto de estados de aceitacdo. Se, apds escanear o Ultimo dos sim-
bolos da cadeia de entrada, o autdmato finito se encontrar em um estado de aceitacao,
dizemos que ele aceitou a entrada. Se nao, ele nao aceitou.

Os autbmatos finitos podem, assim como as maquinas de Turing, ser determi-
nisticos ou nao-deterministicos. Abaixo, a definicao algébrica do caso deterministico.

Definicao 10. Sendo @ e X conjuntos finitos, chamamos de autémato finito deter-
ministico toda 5-upla (Q, %, d, qo, F') tal que

1. @ é o conjunto de estados;

2. ¥ é o alfabeto;

3. 0:Q x X — Q éafuncao de transicao;
4. qo € Q) é 0 estado inicial;

5. e ' C @ é o conjunto de estados de aceitacao.

Também chamados de AFD, os autdbmatos finitos deterministicos podem ter
desde nenhum até todos os seus estados como estados de aceitacao.

Exemplo 10. Sejam @ = {qo,q1,92,93}, X = {A,B,C,D} e F = {q1,93}. Seja s :
Q x ¥ — @ afuncéo tal que, para todo o € X:
0(qo, ) = (q1, D) = 6(qa, B) = 6(q2,C) = 0(q3, D) = q3;
6(q1, A) = 6(q1,C) = (g2, A) = 0(g3, A) = qa;
(g1, B) = 0(g2, D) = 6(a3, B) = a1;
(g3, C) = qo-
Seja entdo o AFD X = (@, X, 9, q0, F). Qual sera o veredito deste AFD diante
da entrada ACDAB?
Comecando no estado qo, tal AFD, pela fungéo de transig¢ao, vai sempre para o
estado g3, ndo importa qual seja o simbolo escaneado. E, com isso, o AFD se dirige
para o proximo simbolo, que é C.
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Figura 42 — Computacao do exemplo de AFD com entrada ACDAB (parte 1)

9o

AJc|D[A]B]

Fonte: Autor (2024)

Figura 43 — Computacao do exemplo de AFD com entrada ACDAB (parte 2)

qs
Alc]plA|B]

Fonte: Autor (2024)

Figura 44 — Computacao do exemplo de AFD com entrada ACDAB (parte 3)

qo0
AlC|D]A|B]

Fonte: Autor (2024)

No estado g3 escaneando C, o AFD vai para os estado q, e proximo simbolo.
Agora o AFD escaneia o simbolo D no estado qy. Passa para o simbolo, A, no
estado qs.

Figura 45 — Computacao do exemplo de AFD com entrada ACDAB (parte 4)

qs
Alc|p[A]B]

Fonte: Autor (2024)

No estado g3, escaneando A, nosso AFD passa para o proximo simbolo e para
o estado q5.

Figura 46 — Computacao do exemplo de AFD com entrada ACDAB (parte 5)

g2
Alc|D|A[B]

Fonte: Autor (2024)

E, por fim, no estado g2, com o simbolo B, passa para o estado g3, € 0 autbmato
finaliza sua atividade.

Figura 47 — Computacao do exemplo de AFD com entrada ACDAB (parte 6)

Alc|DlA]B]as

Fonte: Autor (2024)

Como o estado g3 pertence a F, segue que X aceita a entrada ACDAB.
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Agora, se fosse, a entrada DB A, como seria o veredito do nosso autdmato finito
deterministico?

Figura 48 — Computacao do exemplo de AFD com entrada DBA (parte 1)

do

Fonte: Autor (2024)

Comecando pelo estado q,, ao ler o simbolo D, X passa para o estado qs. E
anda para a direita.

Figura 49 — Computacao do exemplo de AFD com entrada DBA (parte 2)

qs

D|B]A]

Fonte: Autor (2024)

No estado g3, lendo o simbolo B, o préximo estado € q;. E vai para a direita.

Figura 50 — Computacao do exemplo de AFD com entrada DBA (parte 3)

qi
Fonte: Autor (2024)

E, por fim, no estado q;, com o simbolo A, o AFD passa para o estado g,, €
termina sua atividade.

Figura 51 — Computacao do exemplo de AFD com entrada DBA (parte 4)

D|B|A]a:

Fonte: Autor (2024)

Como g, ndo pertence a F, segue que X nao aceita a entrada DB A. O

Tal como nas maquinas de Turing, mencionamos anteriormente que também
ha uma versdo nao-deterministica de nosso objeto. Sao os autébmatos finitos nao-
-deterministicos, ou AFN’s. No entanto, ndo nos deteremos neles.

Assim como com maquinas de Turing, sendo B um autémato qualquer, ha sem-
pre uma linguagem sendo reconhecida. E a linguagem que consiste de todas as en-
tradas de ¥* a partir das quais chegamos a um estado de aceitacdo. E denotamos por
L(B) alinguagem que tal autdmato reconhece.

E interessante vermos que sempre ha alguma maquina de Turing “equivalente”
a um AFD, no sentido de reconhecerem a mesma linguagem. Em verdade ha uma
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excecao a isto, que é quando o alfabeto do AFD admite _, como um de seus simbolos.
Mas mostraremos, abaixo, como se da a relagao.

Proposicao 5.2.1. Para todo AFD cujo alfabeto ndo admita o simbolo _,, ha sempre
alguma maquina de Turing que reconhece a mesma linguagem.

Demonstracdo. Seja B = (Q, X, 4, qo, F') um autébmato finito deterministico, tal que
Lg%,

Sera montada a maquina de Turing Mz que vai reconhecer a linguagem de B.
Definiremos Mg = (Qo, 2, £ U {_}, b0, 90, Gaceita: Grejeita) -

Para isso, sejam @ C Qo € qaceita; Grejeita ¢ @- S€ para o € ¥ e q € ( tivermos
d(q, ) = ', entdo dy(q, ) = (q', a, R).

Seja i € N. Se tivermos g; € Q — F, entdo do(d;, ) = (Qrejeitar - R)- ES€ 05 € F
teremos 0o (i, .,) = (qaceitas ., R)-

Tal maquina de Turing reconhece a linguagem de B. Afinal, quando chega ao
final da fita, se B iria para um estado de F' no fim da entrada, segue que este mesmo
estado, em Mg, levara ao estado de aceitacdo quando chegar na parte vazia da fita.
E se B iria para um estado que ndo de F' ao fim da fita, segue que o0 mesmo estado,
em Mg, levara ao estado de rejeicdo na parte vazia da fita. |

Observacao 5. Seja B = (@, %, 0, qo, F') um AFD cuja linguagem admita cadeias com
o simbolo _. Ele ndo tem uma maquina de Turing “equivalente” a ele, mas ainda assim
ele ainda guardard uma correspondéncia com outros AFD’s.

Imaginemos, pois, um AFD B’ = (Q, X1, 61,q0, F'). Este sera tal que, sendo
f ¢ ¥ um simbolo qualquer, entédo ¥, = (XU {p}) —{_};e,separaa € X —{_} e
q € @, e sabendo que 6(q,«) = ¢’ e d(q, ) = q, teremos que

q9, sevy=aq,

61(q7’7): _ .
qg, sey=p

Acontece que a linguagem deste autdmato B’ é, basicamente, a linguagem
do autémato B, substituindo-se todos os simbolos _, por 8. E, por sua vez, B’ é
“equivalente” a alguma maquina de Turing, como demonstramos recentemente.

5.3 LINGUAGENS DECIDIVEIS

Apresentados os autématos, iremos agora para o roteiro de utilizar linguagens
para resolucao de certos problemas. Comecamos com o chamado accepting pro-
blem ou problema de aceitacao (para AFD’s), que trata se é possivel saber se um
dado AFD aceita uma determinada cadeia.
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Seja ¥ um alfabeto capaz de fazer as codificacbes que usaremos na sequén-
cia. Uma maneira de utilizar linguagens para resolver tal problema seria adotando a
linguagem

Aarp = {(B,w) € ¥*; B € um AFD que aceita a cadeia de entrada w}.

Pois que, o accepting problem é equivalente ao problema de testar se a cadeia
(B,w) aceita é ou ndo um membro da linguagem Aagp.

E, para resolver este ultimo problema, basta descobrirmos se a linguagem Aarp
€ decidivel, ja em uma maquina de Turing padrdo mesmo. Afinal, se ela for decidivel,
isto significa que podemos fazer uma “receita” através da qual aceitamos todas as
cadeias que o autbmato aceita, e rejeitar, com a maquina decisora, todas as outras.

Ou seja, se por algum algoritmo mostrarmos exatamente quais cadeias (B, w)
estdo em Aarp, teremos resolvido o problema de aceitacdo. E enunciamos a conclusao
desta questao pelo teorema abaixo.

Teorema 5.3.1. A linguagem Axrp € decidivel.

Demonstracdo. Definamos que a codificagdo de um AFD com uma cadeia de en-
trada, como usaremos aqui, apresenta a descricdo da 5-upla que define o AFD, e
também a cadeia de entrada presente.

Para tal, apresentamos a maquina de Turing descrita abaixo.

M = “ Sobre a entrada (B, w), onde B é um AFD e w é uma cadeia de entrada do
seu alfabeto:

1. Simule o funcionamento de B sobre a entrada w.

2. Se a simulagao termina no que seria um estado de aceitagdo de B, entdo aceite.
Se ela termina em um estado que néo de aceitagao, rejeite.”

Podemos verificar como é perceptivel que tal maquina realmente da conta do
trabalho. Comecemos pelo fato de que a codificagcdo de B com w vai trazer a informa-
cao da definicao formal de B.

A primeira coisa que M faria é checar se sua cadeia de entrada realmente esta
na forma de uma codificagdo como requerida. Se nao estiver, a maquina a rejeitara.

A maquina de Turing descrita no algoritmo pode agir de modo a representar
cada simbolo do alfabeto de B como, por exemplo, um primeiro sendo D, um segundo
sendo DC, um terceiro sendo DCC, e assim por diante; representar os estados de B
que nao sejam de aceitagdo como um primeiro sendo DA, um segundo sendo DAA,
e assim por diante; e representar os estados de aceitacdo de B como um primeiro



124

sendo DE, um segundo sendo DEE, e assim por diante. E ir simulando a operagéo de
B conforme as diretrizes da fung&o de transigdo do AFD.

Temos que M mantera o registro do estado atual e da posi¢ao atual de B sobre
a cadeia w. ApGs o ultimo dos simbolos da cadeia indicados na codificagcdo da cadeia
w, a maquina de Turing ird para seu estado de aceitacao se o ultimo estado de B fosse
representado com um D terminando com uma letra E. Se ndo fosse assim, iria para o
estado de rejeicao. [ |

Estamos cogitando dentro da nocao de que as maquinas de Turing apresentam
uma maneira de agir suficientemente eficaz para resolver problemas que seriam solu-
cionados por um conjunto finito de passos delimitados, isto €, por um algoritmo. Nao
estamos lidando aqui a fundo com a questao do tempo que levaria, mas sim com o
fato de que o conseguiria em algum momento.

Acontece que esta concepgao de que tais problemas solucionaveis por algo-
ritmo encontram uma solucdo equivalente, mediante linguagens, utilizando as ma-
quinas de Turing, é a postura geralmente adotada. Ela recebe o nome de tese de
Church-Turing. Church por causa de Alonzo Church, que procurou definir “algoritmo”
por um sistema de notacdes chamado A-calculo. E Alan Turing, pela definicdo através
de suas maquinas de Turing.

As definicdes de Church e de Turing foram demonstradas equivalentes pelo
proprio Turing. Por meio de ambas se procura formalizar a concepg¢ao intuitiva do que
seriam os algoritmos. Devido ao natural limite da capacidade humana de raciocinio, é
visivel que, se ha problemas que demandam certas condicdes ilimitadas para serem
resolvidos, entdo a solucao deles ordinariamente ndo estara ao nosso alcance.

Utilizando das ferramentas que dispomos para distinguir quais sdo esses pro-
blemas e quais ndo sao, podemos, a partir disso, focar os nossos esforcos em tarefas
produtivas. Ao descobrirmos que a linguagem Aarp € decidivel, ja sabemos algo das
possibilidades que temos para estudar a questdo dos AFD’s.

Poderiamos tratar de outros problemas neste contexto dos autdmatos. Um de-
les é o de vacuidade para a linguagem de um autémato finito. Trata-se de testar se,
dado um autémato finito deterministico, ha de fato alguma cadeia de entrada que ele
aceite. Isso fica traduzido a partir da linguagem

Varp = {(B) € £*; A é um AFD e L(A) = o).

Outro problema seria o de determinar se dois AFD’s reconhecem a mesma
linguagem. Se ele é decidivel ou ndo, o abordariamos a partir da linguagem

EQAFD = {<Bl, B2> < 2*, Bl e BQ sao AFD’se L (Bl> =L (Bg)} .
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Em ambos os casos conseguiriamos demonstrar que sim, as linguagens, e
consequentemente os problemas, sdo decidiveis. No entanto, o foco neste trabalho
sera colocado sim sobre os problemas correlacionados a estes, mas no universo das
proprias maquinas de Turing.

Antes de partirmos para tais problemas, terminaremos esta secao com um teo-
rema sobre equivaléncia a respeito de decidibilidade.

Primeiramente, tomemos a nota¢do de que, para um conjunto X, seja X o
conjunto complementar de X. Quando estivermos falando de um conjunto X que seja
uma linguagem a partir de um alfabeto 3, entdo X = ¥* — X.

Definicdo 11. Uma linguagem A é co-Turing-reconhecivel se, e somente se A é
uma linguagem Turing-reconhecivel.

Para preparar o teorema, demonstremos um resultado anterior. Ele é aqui tra-
zido devido ao fato de que, a primeira vista, mesmo que exista uma maquina de Turing
que reconheca uma linguagem A C ¥*, ndo sabemos se existe uma maquina assim
que admita como seu alfabeto de entrada o alfabeto 3.

Poderiamos pensar no caso em que A nao utiliza todos os simbolos de . para
compor suas cadeias. Nesta situagdo, poderia haver uma maquina de Turing que
reconhece A e cujo alfabeto de entrada esta contido em ¥, sendo, no entanto, distinto
dele. E com isso, acabdssemos pensando que ndo necessariamente ha uma maquina
que reconhecga nossa linguagem e cujo alfabeto de entrada seja X.

Ou entéo, nos depararmos com o caso em que ha uma maquina de Turing que
reconhece A e cujo alfabeto de entrada nao esta contido em >. Nesta situagdo, tal
alfabeto contém um subconjunto de ¥ com o qual ja é possivel obter a linguagem A,
e, novamente, pensassemos nao existir certeza de que houvesse uma maquina com
alfabeto de entrada ¥ e cuja linguagem € A.

Lema 5.3.2. Seja A uma linguagem a partir do alfabeto 3.. Se A é Turing-reconhecivel,
entao existe alguma maquina de Turing que a reconhece e cujo alfabeto de entrada é
2.

Demonstracdo. Deixemos livre o alfabeto da fita. Uma maquina de Turing qualquer
que reconhecesse esta linguagem, o faria devido a sua fungao de transicao. Ha dois
diferentes casos em que o alfabeto de entrada de uma maquina cuja linguagem € A
nao é X: i) quando ele é um alfabeto >’ C ¥; e ii) quando ele é um alfabeto ¥ O ¥
talque X" ¢ 3, eonde A C (X)) e X C X

Provaremos que, em qualquer um destes casos, ainda conseguimos montar
uma maquina de Turing nas condigdes exigidas.

i) Tenhamos um alfabeto ¥’ = {a;,as,...,a,} tal que A C (X)* C ¥*. Seja
M = (Q', X, 17,0, 40y, Gaceitar rejeita) @ PTESENtE MAQuina que reconhece A.
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Montaremos a maquina M, com alfabeto de entrada X, para reconhecer A. Ela
terd um conjunto de estados ampliado @)1, 0 qual contém ()’. Tera um alfabeto de
entrada I'; que contém I'. Terd uma fungao de transi¢édo ¢§;, na qual manteremos
as mesmas transigcbes da maquina anterior quando houverem as mesmas con-
figuragdes. Seu estado inicial sera um dos novos estados, o qual chamaremos
de g;. E seus estados de parada serdo os mesmos de M.

Ela, inicialmente, fara uma varredura sobre a cadeia de entrada. Se encontrar
um simbolo pertencente a ¥ — ¥’ nela, rejeita a entrada. Se nao encontrar,
retorna para o comeco da entrada e computa do jeito que M’ faria.

Para tal, na configuracao inicial, se o primeiro simbolo da fita ndo pertencer
a X — Y, ela vai substitui-lo por um simbolo correspondente. Considerando

ap =, esendo [" = {ag, a4, ...,apnr—1}, vamos utilizar de simbolos a, appryq,
., Qe Que n8o estivessem em IV. Tendo isso em mente, 0 nosso alfabeto
da fita sera I'y = Iy {Oé]\{/, QNI4T - ey OéM/+m/}.

Sejai =0,1,2,...,m'. Teremos que &, (45, ;) = (qi, arr4i, R). Na nossa tran-
sicdo, faremos a maquina, com o estado qi, percorrer a cadeia de entrada sem
mudar os simbolos, até que encontre o primeiro _,. Se, antes disso acontecer, a
maquina encontrar um simbolo de ¥ — 37, ela vai para o estado de rejeicdo. Tam-
bém vai para o estado de rejeicao se, na configuracao inicial, o simbolo pertencia
ay—X.

Quando durante o estado q; a maquina encontrar _,, ela mudara para o estado g3,
sem mudar o simbolo _. No estado atual, a maquina vai andar para a esquerda.

Novamente, ndo vai haver mudanca de simbolos, até ela encontrar um simbolo
ayr+i- Quando o fizer, é porque chegou no inicio da fita. Neste quadrado, ela
vai trocar o simbolo de volta para «;, vai mudar para o estado q; e andara para a
esquerda (continuando, entdo, no quadrado inicial).

Tenha entdo, nossa maquina, percorrido todos esses passos sem ser levada
a rejeicdo. Agora, como as transicées de M; sdo as mesmas de M’ para as
mesmas configuragdes, e a fita verificada s6 possui simbolos de ' e _, (o qual
obviamente também estava na maquina M’), segue que a linguagem que M;
reconhecer sera a mesma de M’.

Chamemos de M” a maquina que, neste caso, reconhece A. Ela possui o alfa-
beto de entrada X" antes descrito.

Mas ja que M” aceita somente cadeias de A C (¥')" C (¥”)", podemos montar
uma maquina de Turing M,, com mesmo alfabeto da fita que M”, mesmo con-
junto de estados, mesmas transigcdes também, mesmo estado inicial e estados
de parada, mas cujo alfabeto de entrada seja ¥'.
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A nova maquina ainda reconhecera A. Ora, ¥ C Y. Se for o caso em que
Y = %, chegamos ao nosso objetivo. Se for o caso em que ¥’ C ¥, basta
aplicarmos o mesmo procedimento que aplicamos no item ii) a maquina M., e
também chegaremos ao nosso objetivo. [

Teorema 5.3.3. Uma linguagem ¢ decidivel se, e somente se ela é Turing-reconhecivel
e co-Turing-reconhecivel.

Demonstracdao. Provemos primeiro que, se uma linguagem € decidivel, entao ela é
Turing-reconhecivel e co-Turing-reconhecivel.

Se alinguagem A é decidivel, significa que ha uma maquina M que aceita suas
cadeias e rejeita as cadeias fora dela. Entdo M reconhece A. Seja X o alfabeto de
entrada de M. Podemos construir a maquina M’ como descrita abaixo.

M’ = “ Sobre a entrada w, onde w é uma cadeia sobre o alfabeto X:

1. Emule M sobre a entrada w.

2. Se a maquina M aceita, entao rejeite. Se M rejeita, entao aceite.”

Tal maquina acima é um decisor da linguagem A. E, sendo assim ela reconhece
a A, ou seja, A é co-Turing-reconhecivel.

Estando a primeira parte provada, agora demonstraremos que, se uma lingua-
gem é Turing-reconhecivel e co-Turing-reconhecivel, entao ela é decidivel.

Seja, entdo, A = ¥* — A. Partimos da hipétese de que as linguagens A e
A s&o Turing-reconheciveis. Assim, pelo lema 5.3.2, existem uma maquina M, que
reconhece A e uma méaquina M, que reconhece A, ambas com alfabeto de entrada
Y.

Sejam {4, q},...,q,, } o conjunto de estados de M; e {qj,q7,...,q/, } 0 con-
junto de estados de M,. E também g1, € drejeita OS €Stados de aceitacado e de rejeicao
de M, € Qqeeita © Trejeita OS €Stados de aceitagao e de rejeicao de Mo.

Sejam 4, a funcao de transicao de M; e §; a fungéo de transi¢cdo de M,. Vamos
montar uma maquina M de duas fitas com mesmo alfabeto de entrada que M; e M,
e cujo alfabeto da fita seja a unido dos alfabetos da fita de M; e M,. Sejam qaceita ©
drejeita SEUS estados de aceitagdo e de rejeigdo respectivamente. Seja q, seu estado
inicial e seja ¢ sua funcao de transicao.

Tal maquina terd o seguinte trabalho. Ela recebe a entrada, copia-a para suas
duas fitas, e entdo, na primeira fita age como agiria M, enquanto que na segunda fita
age como agiria M,. Se M, aceitasse uma entrada w, entdo M a aceita. E se M,
aceitasse w, entdo M a rejeita. E s6 existem esses dois cenarios. Pois uma entrada
ou estd em A, e por isso é aceita por M;, ou estd em A, e por isso é aceita por M.
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Também convém a programarmos para que, quando M, rejeitasse w, entao M
rejeitasse. E quando M, rejeitasse w, entao M aceitasse. Pois se simplesmente igno-
rassemos as transi¢des de rejeicdo e deixdssemos a computagdo continuar, poderia
vir a acontecer de uma sucessao futura da maquina que teria rejeitado w nos levasse
ao estado de aceitacdo. Mostremos, pois, como nossa maquina funcionara.

Para 5 # _, qualquer e " qualquer, teremos ¢ (qo0, 5, 5") = (11,5, 5", R, R),
e teremos 0 (qo, ., ") = (as3,.,8",L,L). Teremos 4 (q1,5,5") = (q1,5,8",R,R) e
d(q1,.,0") = (g2,.,08",L,L). Teremos, ainda, ¢ (q2,5',.) = (92,8, ,L,L) e, para
B # _,0(qq2,5,8) = (g3, 0, 5,L,L). Com isso, copiamos a entrada para a segunda fita,
e comecgaremos a replicar as computagcdes de M; e M, sobre w.

Para isso, teremos q3 = (qp,q;)- Sejam¢,5 € N, 0 <i < ny, 0 < j < ny, sendo
i ¢ {i@’ i#} se q;@ = q:etceita e q;# = q?ejeita! e sendoj §é {]@’j#} se q;'/@ = qgceita e q;'/# =
Qo S para Xi, Xo € {R,L}, 6, (o/.q)) = (a*,".X1) € & (a”,q7) = (a™,q", Xa),
entao

5 ((aa)) 0 0”) = (a7, 0%, 0™, X1, Xs)

Enquanto que, por fim,
0 ((q;ceitw CI;/) ) O/v O//) =9 ((q/aceita7 q:*:ejeita) ) 0/7 O//) - (qaceitaa a,7 O/lﬂ Rv R) )

0 ((Cl;, qgceita) 70‘/7 O‘”) =9 ((qllfejeitaa qgceita) ’O/v O//) = (qrejeita> 0/7 O/la R> R) )

0 ((q:‘ejeita7 Cl;/) ) O/u Oé//) = (qrejeita7 O/7 0//7 R7 R) )

9 ((q;> q:';jeita) ) 0/7 O//) = (qaceita7 O/a O//a R7 R) .

As transicdes que nao foram especificadas ficam livres. Tais como aquelas que
envolvessem simbolos que sé se encontravam, anteriormente, no alfabeto da fita de
M, considerados agora sobre a segunda fita; ou que envolvessem simbolos que s6
se encontravam, anteriormente, no alfabeto da fita de M., considerados agora sobre
a primeira fita.

Vendo que a maquina multifita M cumpre o papel que descrevemos acima,
segue que ela é um decisor para a linguagem A. E, pelo teorema 4.1.1 e sua de-
monstracdo, sabemos que existe uma maquina de Turing de uma fita s6 que aceita as
mesmas entradas que M e rejeita as mesmas entradas que M.

Disso concluimos que a linguagem A é decidivel. E a segunda parte esta pro-
vada. [
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5.4 HALTING PROBLEM

Até agora vimos exemplos de linguagens decidiveis, as quais nos mostram que
certos problemas sao solucionaveis por algum numero finito de passos. Eis que res-
surge, entdo, a pergunta do Entscheidungsproblem: “existe algum problema para o
qual ndo ha, com um namero finito de passos, como saber emque casos ele é solu-
cionavel ou ndo?”. Apresentaremos um problema assim aqui. E a versdo do halting
problem, ou problema da parada, para a atual definigdo de maquinas de Turing.

Como ja vimos em secao anterior, tendo uma quantidade enumeravel de al-
fabetos, a quantidade de maquinas de Turing que se podem originar a partir desses
alfabetos também é enumeravel. Acontece que, devido a isso, podemos afirmar que
ha linguagens surgidas a partir desses alfabetos que nao sao Turing-reconheciveis.

Para enxergarmos isso, mostraremos que a quantidade de tais linguagens é
ndao-enumeravel. E com isso, a nossa afirmacdo ganha ainda um outro contorno.
Pois ndo apenas ha linguagens que nao sejam Turing-reconheciveis. Mas ha mais
linguagens que néo sao Turing-reconheciveis do que linguagens Turing-reconheciveis.

Antes de chegar a devida demonstracao disso, passamos pelo resultado abaixo.

Teorema 5.4.1. O conjunto dos numeros reais é ndo-enumeravel.

Demonstragcdo. Suporemos que o conjunto R € enumeravel. Sendo assim, como se
trata de um conjunto infinito, é possivel construirmos uma bijecdo f entre N e R. E
entdo, todo numero real deve ser imagem de algum natural através da funcao f.

Teriamos, assim, uma sequéncia de reais sendo formada, como no exemplo
abaixo.

£(0) = 14, 34400000 . . .

f(1) = —2,79454545 . ..

f(2) =103,12165702. . .

f(3) = 78,09982453 . . .

f(4) = 2000, 6300000. ..

S6 que agora, mostraremos que ha pelo menos um numero real que nao esta
na sequéncia. Seja i € N. Vamos tomar um numero real = € (0,1). Ele sera tal que
pode ser representado, na base decimal, de modo que o (i + 1)-ésimo algarismo apés
a virgula de = sera distinto do (i + 1)-ésimo algarismo ap6s a virgula de f(i). Além
disso, definimos que x ndo possui algarismos 0 € nem 9.

Este detalhe final é colocado para que = néo seja igual a nenhum numero da
sequéncia. Pois x poderia ter apenas a representacao decimal distinta, mas guardar
0 mesmo valor que algum outro real sequenciado.

Afinal, sabemos que, na base 10, podemos escrever certos racionais tanto com
infinitos digitos 0 seguidos a partir de uma posicao, e escrever 0 mesmo numero
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com infinitos digitos 9 seguidos a partir de uma posicdao. Por exemplo, 0s nimeros
3,599999. .. e 3,600000. .. s&o iguais. Ja com a nossa definigcdo, impedimos a repeti-
¢éo de numeros de aqui acontecer.

Sendo assim, z é diferente de f(0), pois ndo tem o seu primeiro algarismo apés
a virgula igual ao de f(0). Também z é diferente de f(1), pois ndo tem o seu segundo
algarismo apds a virgula igual ao de f(1). x é diferente de f(2), pois ndo tem o seu
terceiro algarismo apés a virgula igual ao de f(2). E assim segue.

A concluséo é que x € um numero real que ndo esta na sequéncia construida a
partir de f. Isso significa que a funcao f nao é sobrejetora, e portanto ndo é bijetora.
Chegamos a uma contradi¢do. Logo, o conjunto R sé pode ser ndo-enumeravel. B

Poderiamos ter apenas utilizado o teorema acima como um resultado previa-
mente aceito. Mas o proprio método que utilizamos para a sua demonstracao sera
recordado posteriormente. Ele é chamado de método da diagonal, pois forma como
que uma diagonal quando “ligamos” as casas decimais dos algarismos a partir dos
quais definiamos nosso numero z.

Trazemos uma exemplificacdo disso no esquema abaixo representado. Os al-
garismos relevantes para nossa demonstragdo, como vemos, foram apenas aqueles
colocados apés a virgula.

Figura 52 — Visualizag¢édo para o método da diagonal

7(0) = 14,[3]474]0lololo]o
fy =1 —2,[719lal5/4[5]4]5
f@)y=] 103, [1[2]1]6]5[7]0]2
f3) = 78, 10199[8]2]4[5]3
f(4)y=1 2000,]6[3]0l0]0fJol0]0

Fonte: Autor (2024)

Enfim, provamos a afirmacéo que era originalmente de nosso interesse na de-
monstracado do teorema abaixo.

Teorema 5.4.2. Se o conjunto ¥ € um alfabeto, entdo existe uma quantidade nao-
enumeravel de linguagens a partir de ..

Demonstracdo. Tomemos o caso em que ¥ = {a} é 0 nosso alfabeto, onde o € um
simbolo qualquer. Sabemos que as linguagens existentes a partir deste alfabeto sao
0s subconjuntos de X*.

Tomando qualquer alfabeto com mais de um simbolo, 0 seu conjunto das partes
evidentemente nao tera quantidade de elementos menor do que a do conjunto das
partes de >*. Portanto, para provarmos o teorema, é suficiente provarmos que P(3*)
€ ndo-enumeravel.
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Ora, podemos construir um fungéo sobrejetora que leve os elementos de P(X*)
até o conjunto dos numeros reais de zero a um.

Bom, sabemos que ¥* = {¢, o, aa, aca, acacq, . .. }. Sejam entao so = ¢, s1 = «,
Sy = aa, $3 = aaa, € assim por diante. Podemos tomar uma bijecdo f que identifica
cada linguagem A, tomada a partir do alfabeto >3, com uma sequéncia infinita de digi-
tosOe 1.

Seja i € N. Para a bijecdo que apontamos acima, cada sequéncia dessas sera
montada de maneira que a sequéncia correspondente a linguagem A tera o seu (i+1)-
-ésimo digito igual a 1 se o elemento s; € A, e tera o seu (i + 1)-ésimo digito igual a 0
se o elemento s; ¢ A. Denotaremos tal sequéncia por y 4.

Entéo, por exemplo, se, colocando na ordem que apresentamos os elementos
de ¥* anteriormente, tivermos A = {¢, aq, aaa, acaaaa, ... }, entdo teremos y4 =
1011001 ...

Vendo isso, cada linguagem A é determinada exatamente pelos elementos que
ela traz e pelos que nao traz de ¥*. Dai, cada linguagem vai ter sua sequéncia cor-
respondente sendo distinta da sequéncia correspondente de cada uma das demais.
E também, cada sequéncia representa um subconjunto distinto de ~*, pois seus digi-
tos posicionados mostram quais elementos A possui e quais n&o possui, definindo tal
linguagem como diferente das demais.

Por isso, sendo B o conjunto das sequéncias infinitas formadas apenas pelos
digitos 0 e 1, temos a bijecéo f : ¥* — B, dada por f(A) = xa.

E,sendo Y € B, diremos que Y;, € o (i+1)-ésimo digito elemento da sequéncia
Y. Agora construiremos uma funcéo sobrejetora g que leva cada sequéncia de B até
um numero real de zero a um.

Serda de modo que tal numero tera a parte inteira representada por 0 e, na
base binéria, terd a sua parte fracionaria formada pelo (i + 1)-ésimo digito a direita da
virgula igual a Yy;). Isto €, se Y = Y{o)Y(1)Y(2)Y(5) ..., entdo o numero real atribuido a
essa sequéncia sera (0, Y)Y )Y Y3 - - . ),

Como toda sequéncia dessas € um elemento x4, diremos que o numero real
atribuido a ela serd o numero 4. E anossa funcéo g : B — [0, 1] serd dada por g(xa) =
r4. Vemos que g € sobrejetora porque todo numero de zero a um € representado por
alguma sequéncia infinita dos digitos binarios.

Recordando o teorema 3.2.1, 0s nossos numeros irracionais serdo aqueles cuja
sequéncia é nao-perioddica. Os numeros racionais serao aqueles cuja sequéncia, a
partir de algum momento, é periddica, e isso inclui os racionais que normalmente se-
riam representados com finitos digitos. Pois eles possuem uma representacéo equi-
valente com infinitos digitos 0 apds aquele que seria normalmente o ultimo digito, ou
entdo eles possuem uma representacdo com infinitos digitos 1 seguidos a partir de
certa posicao. Este ultimo é, por exemplo, o caso do numero real 1, cuja representa-
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¢ao aqui seria (0,11111...)s.

Agora, tomando a fungdo h = g o f, temos uma funcao sobrejetora de P(3*)
em [0, 1]. E como o contradominio dessa fungéo é ndo-enumeravel, isso significa que
o conjunto de nossas linguagens também é nao-enumeravel. [

Observacgao 6. Podemos provar que o conjunto [0, 1] é ndo-enumeravel de maneira
similar a como provamos para R. Suporiamos que o conjunto € enumeravel e entao
listariamos apenas elementos seus na sequéncia. E aplicariamos o argumento com o
método da diagonal para mostrar a contradi¢ao.

Corolario 5.4.3. Existem linguagens que nao sao Turing-reconheciveis. |

Mais a seguir, vamos tratar do halting problem. Agora, seja > um alfabeto capaz
de codificar os objetos que vém na sequéncia. Comegaremos a trabalhar em cima de
tal problema através de uma linguagem que remete a um outro problema. Trata-se da
linguagem

Aut = {{M,w) € ¥*; M é uma maquina de Turing e M aceita w}.

Antes disso, introduziremos a maquina de Turing U, inspirada na antes apre-
sentada maquina de Turing universal. A maquina U ja visa simular maquinas de Turing
quaisquer. A seguir, sua descricao.

U = “ Sobre a entrada (M, w), onde M é uma maquina de Turing e w uma cadeia:
1. Simule a maquina M sobre a entrada w.

2. Se a maquina M, em algum momento, entra em seu estado de aceitacao, entdo
aceite. E se M, em algum momento, entra em seu estado de rejeicao, entao
rejeite.”

Assim como a maquina &7 buscava quais eram os estados em que uma ma-
quina M7 simulada entraria com cada configuragédo atual ao comparar tal configura-
¢do com as instrugdes que M7 possuia, podemos ter a maquina i/ fazendo trabalho
analogo com M.

Observacao 7. Lembrando que as maquinas chamadas de M7 s&o aquelas que per-
tencem a classe das maquinas tais como o proprio Alan Turing definiu, com o objetivo
de imprimir os F-simbolos 0 e 1, com o delimitador  no inicio da fita, etc.

Consideremos, como uma das possibilidades para esta maquina, aquela onde
ela funciona a partir dos termos do alfabeto de codificacdo que j4 estamos vendo
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desde U7, com alguns acréscimos. Apds a codificagdo da maquina M, vem a co-
dificacdo da cadeia w, em termos de D e C. Teria apenas um D se fosse a cadeia
vazia.

A maquina U verificara se a entrada que recebeu esta realmente na forma de
representar uma maquina de Turing seguida de uma entrada para seu respectivo al-
fabeto. Depois, quando chegar o momento em que, tal como /7, a maquina U/ levar
para o fim da fita a primeira configuracado completa da simulacdo, em vez de simples-
mente fazé-lo com o estado inicial e um espaco vazio, ela o fara com o estado inicial
precedendo toda a cadeia de entrada w. Depois disso 0s procedimentos sdo como na
maquina U7 .

S6 que, no caso da maquina U7, ela simulava maquinas M7, e estas ja tinham
um delimitador para indicar o inicio da fita, que era o simbolo a. Os estados de uma
maquina M7 j& eram tais que faziam a cabeca voltar para a direita quando escanea-
vam tal simbolo. E, desse modo, quando &/7 simulava as maquinas, néo tinha o risco
de ir para tras do que seria o inicio da fita de M7

Para a maquina U simular maquinas de Turing M quaisquer e nao ir para tras
do que seria o inicio de suas fitas, é necessario recorrer a algum artificio, visto que
nao ha obrigacao de as maquinas simuladas terem algum delimitador do seu inicio.
Mas é simples resolver isso.

Basta ajustar U/ para que, quando ela estiver imprimindo a primeira das configu-
racoes completas de M ao fim da fita, o primeiro simbolo dela, antes dos outros, seja
um |. Este simbolo devera ser reimpresso em cada nova configuragdo completa ao
fim da fita do mesmo jeito que os outros D e C néo referentes ao simbolo atualmente
impresso em M sao reimpressos em U.

Até entdo ndo usado neste contexto, o | indicara o inicio da fita da maquina
M. Se, na proxima configuracdo completa, os simbolos referentes ao estado de M
precederem |, estariamos no caso em que a cabeca da maquina simulada ja estava
no inicio de sua fita e tentou andar para a esquerda.

Se isso acontecer, a maquina U deve apagar esta configuracdo completa ao
final e substitui-la pela versdo em que os simbolos referentes ao estado atual, em vez
de estarem imediatamente antes de |, estejam imediatamente apds |, e depois venham
0s simbolos representando a cadeia da fita de M. Isso para garantir que a simulacéo
vai trazer a cabeca de M ainda dentro dos limites da fita simulada.

Ainda, ha a questao dos estados de aceitacao e de rejeicao. Conseguiriamos,
por exemplo, representar o estado de aceitagéo de M, na codificacdo com os simbolos
DE, o estado de rejeicdo com os simbolos DEE, e os demais estados de M com um
simbolo D seguido de simbolos A. Ajustando os estados de U/ para reconhecer tais
estados de M quando comparar a configuracao da fita virtual com as instru¢des de
M, podemos determinar que U/ entre em seu estado de aceitacdo quando verificar
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que o proximo estado de M seria o0 de aceitagdo; e que U entre em seu estado de
rejeicdo quando verificar que o proximo estado de M seria o de rejeigao.

E também ha a quest&o do alfabeto de entrada. Nas méquinas M7, o alfabeto
de entrada era vazio, entdao os Unicos simbolos da maquina eram aqueles que perten-
ciam ao alfabeto da fita. Mas em uma maquina qualquer, temos que estar preparados
para codificar simbolos que estejam apenas no alfabeto da fita, pois sem distinguir
entre os dois alfabetos, a mesma maquina pode ter uma linguagem ou outra.

Dito isto, uma das maneiras de aplicar isso é a seguinte. Continuamos repre-
sentando _,, que pertence ao alfabeto da fita, por D e os simbolos seguintes por DC,
DCC, DCCC,... Bom, o alfabeto da fita tem m simbolos, ag, ay, ..., a,,—1, onde ag = _.
E o alfabeto de entrada tem m’ < m simbolos, a;, as, ..., a,,.

Convencionaremos que os simbolos representados desde o DC até o represen-

m/ vezes

tado por D CCC...CC, séo todos os simbolos do alfabeto de entrada. E os simbolos
seguintes representados que houver sdo simbolos exclusivos do alfabeto da fita, junto
do ..

Apos as instrugbes todas das configuracdes que traz a descricao de M, ire-
mos colocar uma quantidade de m’ simbolos B, espacados entre si por um quadrado
preenchido com _. Isto servira para indicar que apenas os simbolos que forem repre-
sentados com até m’ caracteres C podem fazer parte de uma cadeia de entrada da
maquina.

A maquina universal, quando traz uma maquina M e uma entrada w, pode
fazer tal verificacdo quanto ao alfabeto de entrada comparando a quantidade de C’s
dos simbolos de w com a quantidade de B’s. Isto funciona mesmo se tal alfabeto for
vazio. A maquina U procurara algum B do inicio ao fim da descricdo de M e néo
encontrara.

Nas maquinas de Turing em geral ja n&o ha a obrigacao de importar-se com
F-quadrados e E-quadrados. E nem ha um conjunto universal e finito do que seriam
F-simbolos. Mas, neste ambito, o que costuma mais importar é se havera aceitacao
ou rejeicdo. Sendo o papel de U captar quando acontecem, € desnecessario se preo-
cupar, para tal maquina, com o papel que a maquina /7 tinha em imprimir, depois, 0s
simbolos do alfabeto em si mesmos. E muito menos se haveria impressdo em cima
de quadrados ja preenchidos anteriormente.

Agora, retornando a linguagem antes definida, vejamos primeiro que ela é
Turing-reconhecivel.

Proposicao 5.4.4. A linguagem Ay € Turing-reconhecivel.

Demonstracdo. Afirmamos que a maquina de Turing U/ reconhece a linguagem em
questao.
Ora, a maquina U/ aceita uma entrada (M, w) exatamente quando M aceita w;
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ela rejeita (M, w) quando M rejeita w; e ela entra em loop a partir de (M, w) quando
M entra em loop a partir de w.
Sendo assim, ela reconhece Ayr. [

E de nosso interesse aqui notarmos que, a maquina U reproduz o aspecto do
final do trabalho da maquina M para a cadeia w. Isto €, se o trabalho acaba em
rejeicdo, em aceitacao, ou se ele simplesmente ndao acaba. E, justamente por poder
nao acabar, a maquina U nao é um decisor.

E aqui reside o chamado accepting problem, ou, problema da aceitacdo. Com
U, s6 saberemos se a maquina M pararia seu trabalho sobre uma cadeia se em algum
momento I/ também parar. Nao estamos com um mecanismo que consiga rejeitar a
maquina M e entrada w quando, juntas, acabariam por entrar em loop.

Encontrar um mecanismo para isso seria, em outras palavras, encontrar uma
maquina de Turing que decidisse (M, w), aceitando tal entrada quando M aceitasse
w, € a rejeitando nos outros casos. Ou seja, uma maquina de Turing que decidisse a
linguagem Awr.

Todavia, a questao é que tal linguagem nao é decidivel, ou, se quisermos dizer,
indecidivel. Enunciamos tal teorema, o qual provamos daqui a pouco.

Teorema 5.4.5. A linguagem Ay € indecidivel.

Vamos demonstra-lo daqui a pouco, porque primeiro queremos dar um exemplo
de algo até entdo deixado de lado. Chegamos ja a conclusao de que existem lingua-
gens que nao sao Turing-reconheciveis, ou, se quisermos, Turing-irreconheciveis.
Mas n&o vimos nenhuma delas.

E, tomando a afirmacao de que a linguagem Ayt é indecidivel, podemos chegar
a uma linguagem Turing-irreconhecivel. E esta linguagem se trata de nada mais nada
menos que Ayr. A seguir.

Teorema 5.4.6. A linguagem Ayr é Turing-irreconhecivel.

Demonstracao. Pelo teorema 5.3.3, se uma linguagem € Turing-reconhecivel e co-
-Turing-reconhecivel, entdo ela é decidivel. Pela proposicao 5.4.4, a linguagem Ayt €
Turing-reconhecivel. Se ela fosse co-Turing-reconhecivel, entdo ela teria também que
ser decidivel. Mas isto é falso. Portanto, Ayt ndo é co-Turing-reconhecivel. Ou seja,
Ayt é Turing-irreconhecivel. [ ]

Agora que temos o0 nosso exemplo de linguagem que nenhuma maquina de
Turing reconhece, podemos prosseguir com a demonstracédo do teorema 5.4.5.

Nessa demonstracao, utilizaremos, em dado momento, 0 modo de trabalhar de
uma maquina de Turing dentro de outra maquina de Turing. Dizemos que este meca-
nismo interior a uma maquina M; que age como uma maquina M, é uma subrotina.
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Mais especificamente, a maquina M, sera subrotina da maquina M. A partir
de certo momento, M vai agir do jeito que M agiria, para cumprir uma determinada
tarefa. Este conceito aparecera outras vezes.

Demonstracao do teorema 5.4.5. Suponhamos que Ayt seja decidivel. Entao existe
uma maquina #H para a qual a entrada (M, w) é aceita se M aceita w, e € rejeitada se
M nao aceita w, seja porque M rejeita w ou porque ela entra em loop a partir de tal
entrada.

Agora, tomaremos uma maquina de Turing D da qual podemos dizer que H é
uma subrotina. A maquina D trabalha em cima das codificacdes de outras maquinas
de Turing M, isto &, de entradas (M).

D = “ Sobre a entrada (M), onde M é uma maquina de Turing capaz de receber
como entradas as codifica¢gdes de outras maquinas de Turing:

1. Emule H sobre a entrada (M, (M)).

2. Em vez dos estados finais que H daria sobre esta entrada, tenha que, se H ori-
ginalmente rejeitaria, entao aceite, e se H originalmente aceitaria, entao rejeite.”

Para que D reconheca se a maquina de Turing codificada em sua entrada re-
almente consegue receber as entradas mencionadas, basta verificar se o alfabeto de
entrada dela possui a quantidade de elementos maior ou igual ao tamanho do alfabeto
que estejamos adotando para a codificagdo. Afinal, diferentes alfabetos de mesmo ta-
manho serdo codificados de mesma maneira, entdo podemos considerar que aqueles
que atendem o requisito acima cumprem o mesmo papel de codificar.

Expliquemos o funcionamento da maquina D, sobre uma entrada (M). Ela
age como a maquina #, que verifica se a maquina M aceita a cadeia de sua propria
codificagdo (M), mas faz o contrario ao final, rejeitando as entradas que H aceitaria,
e aceitando todas as outras.

Assim, para uma maquina de Turing M, se H aceitasse a entrada (M, (M)),
isso significa que a maquina D vai rejeitar a entrada (M); e se H rejeitasse a entrada
(M, (M)), isso significa que a maquina D vai aceitar a entrada (M).

E, pela definicdo de #, podemos equivalentemente falar que, se M aceita a
entrada (M), isso significa que a maquina D vai rejeitar a entrada (M); e se M néo
aceita a entrada (M), isso significa que a maquina D vai aceitar a entrada (M).

Entretanto, se a maquina de Turing D faz isso ao ter como entrada a codificacao
de uma maquina de Turing qualquer, acontecera algo de errado quando a sua entrada
for a codificacao da propria D. Porque, pelo que acabamos de afirmar, decorre que,
se D aceita a entrada (D), isso significa que a maquina D vai rejeitar a entrada (D);
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e se D nao aceita a entrada (D), isso significa que a maquina D vai aceitar a entrada
(D).
Como isto é contraditério, segue que a linguagem Ayt ndo é decidivel. [

E ainda, podemos dizer que 0 método da diagonal esta implicitamente presente
na demonstracao acima. Pois, presumindo que fosse possivel termos as maquinas H
e D, teriamos uma tabela que representasse os estados finais das maquinas de Turing
a partir das entradas correspondentes as codificacbes de cada maquina de Turing.

Lembremos mais uma vez que, como vimos no teorema 3.6.1, tomando uma
quantidade enumeravel de alfabetos da fita para as maquinas de Turing, teremos uma
quantidade também enumeravel de maquinas de Turing advindas destes. Assim, ge-
neralizemos todos os alfabetos de m € N — {0} simbolos como se fossem 0 mesmo
alfabeto da fita. Afinal, o que importa aqui ndo € a natureza do simbolo, e todas as
maquinas de Turing que surgirem de um uUnico desses alfabetos ja guardariam todas
as possibilidades de acao, apenas rearranjando os simbolos segundo suas posicoes.

Partindo disso, poderiamos enumerar todas as maquinas de Turing existentes.
Aqui nos limitamos a enumerar as maquinas cujo alfabeto de entrada € suficiente-
mente grande para abarcar os simbolos do alfabeto de codificagdo de maquinas de
Turing que estivermos utilizando. Tomando-as entdo, as chamaremos de M,, M,
My, Ms, assim seguindo. E, primeiramente, trazemos um exemplo do que seria a
tabela que aponta quando uma maquina de Turing especifica aceita, rejeita ou entra
em loop a partir da entrada de cada codificacdo das maquinas de Turing.

Figura 53 — Exemplificagdo do resultado das computacdes das maquinas sobre as codificacoes

(Mo) | (M) | Ma) | (M)
M, | aceita | loop | aceita | rejeita
M | aceita | rejeita | aceita | loop
My | loop | rejeita | aceita | aceita
M | aceita | loop | rejeita | rejeita

Fonte: Autor (2024)

A linha representa a maquina que esta computando, e a coluna representa uma
entrada de tal maquina.

Agora, tomando o mesmo exemplo, podemos construir uma segunda tabela, a
qual aponta os estados finais da maquina H.

Em tal tabela, a linha relativa a uma maquina de Turing M; e a coluna relativa
a uma cadeia (M) dizem respeito, juntas, a se a maquina # vai aceitar ou rejeitar a
entrada (M;, (M;)). Ou seja, respectivamente, elas apontam se M, aceita (M) ou
se ndo a aceita.
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Figura 54 — Exemplificacdo do resultado da computacao de H sobre as maquinas com as entradas

“H | (Mo) | (My) | (Ma) | (M)
M | aceita | rejeita | aceita | rejeita
M | aceita | rejeita | aceita | rejeita
M | rejeita | rejeita | aceita | aceita
Ms; | aceita | rejeita | rejeita | rejeita

Fonte: Autor (2024)

E, por ultimo, apresentamos a mesma tabela, mas levando em conta que a
maquina D também esta entre as maquinas de Turing enumeradas. A maquina D
vai rejeitar ou aceitar as entradas dependendo exclusivamente do que acontecer na
diagonal principal de nossa tabela. Mais precisamente, na linha de D com a coluna de
(M), teremos o oposto do que temos na linha de M, com a coluna de (M,).

O preenchimento das primeiras células na coluna de (D) é hipotético e nao
guarda relacdo com as demais computacdes presentes na tabela.

Figura 55 — Exemplificacdo do resultado da computacao de H sobre as maquinas com as entradas
explicitada até a maquina D

“H | (Mo) | (My) | (My) | (M3) (D)
M, | aceita | rejeita | aceita | rejeita| - -- aceita
M | aceita | rejeita | aceita | rejeita aceita
M | rejeita | rejeita | aceita | aceita rejeita
M3 | aceita | rejeita | rejeita | rejeita rejeita
D |rejeita | aceita | rejeita | aceita ?

Fonte: Autor (2024)

E o grande revés aqui € que, entdo, na linha de D com a coluna de (D) teriamos
0 oposto do que temos na linha de D com a coluna de (D). Mas isso ndo faz sentido,
visto que temos apenas as opc¢des de aceitar e rejeitar. Neste ponto da diagonal néao
poderiamos aceitar e rejeitar a mesma coisa ao mesmo tempo.

Pois agora, que estamos em posse do resultado de que o accepting problem
€ indecidivel, podemos chegar a mesma conclusao quanto ao halting problem. Trata-
se de conseguir decidir quando alguma maquina de Turing, sobre uma determinada
entrada, para ou ndo. Parar significa quando entra no estado de aceitacao ou no de
rejeicao.
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Para tal, definimos a linguagem
PARAur = {{(M,w) € ¥*; M é uma maquina

de Turing e M para sobre a entrada w}.
Teorema 5.4.7. A linguagem PARAyr é indecidivel.

Demonstracdao. Mostraremos que, se a linguagem em questao fosse decidivel, entao
a linguagem Ayt também o seria, o que contradiz o teorema 5.4.5. Para mostra-lo,
construiremos a maquina hipotética que decide esta ultima.

Supondo, entédo, ser PARAyr decidivel, isso significa que existe uma maquina R
que decide PARAur. Ou seja, R aceita somente as entradas (M, w) onde a maquina
M aceita ou rejeita a entrada w, enquanto rejeita as demais entradas.

SO que, se isso é verdade, poderiamos construir uma maquina S como descrita
abaixo.

S = “ Sobre a entrada (M, w), onde M é uma maquina de Turing e w é uma cadeia:
1. Emule a maquina R sobre a entrada (M, w).
2. Se R rejeita, entao rejeite.
3. Se R aceita, entdo simule M sobre a entrada w até o final.

4. Se M aceitou a entrada w, entao aceite, e se M a rejeitou, entdo rejeite.”

Acontece que esta maquina decide Ayr. Pois as entradas (M, w) rejeitadas
por R, e consequentemente por S, sdo aquelas em que M entra em loop sobre w. As
entradas aceitas por R e rejeitadas por S sdo aquelas em que M rejeita a entrada w.
E as aceitas por S sdo todas as entradas em que M aceita a entrada w.

Isso significa que S aceita qualquer entrada (M, w) em que M aceita w, e
rejeita todas as outras entradas. Isto €, S decide a linguagem Ayr. Como isto ndo é
verdadeiro, segue que PARAyr € indecidivel. [

Com a demonstragao da indecidibilidade, tanto do halting problem como do ac-
cepting problem, a partir da hipétese de que a tese de Church-Turing esteja correta,
chegamos a enxergar ja uma barreira diante de problemas como estes. Pois, sendo
tais problemas indecidiveis, entdo nao ha o que possamos fazer para resolvé-los uni-
versalmente. Podemos conseguir dar conta de casos particulares, mas, tal como nao
h& uma maquina de Turing que decida tal linguagem, ndo ha um algoritmo que va dar
conta de todo o problema.
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Ao mesmo tempo, entendemos que, se tentdssemos insistir em encontrar uma
solucao universal para isto, estariamos perdendo nosso tempo, investindo inutiimente
nossos esfor¢cos. Tendo o conhecimento dessa limitagdo, podemos utilizar nossas
energias e recursos em outros problemas. Isto, é claro na hipétese de tal tese ser
verdadeira, algo de que, a principio, ndo possuimos uma certeza.



6 OU MENOS ESTADOS OU MENOS SiMBOLOS

Vejamos, agora, algumas alternativas para a computacao de certas maquinas.
Imaginemos uma maquina cujos alfabetos (da fita e de entrada) tém uma maior quan-
tidade de elementos, como também um conjunto de estados com mais elementos.
Podemos escolher fazer um trabalho anélogo ao dela, em outra maquina, diminuindo
ou 0s seus estados ou os seus simbolos.

6.1 UMA MAQUINA E DOIS ESTADOS ABRANGENTES

Na secado anterior introduzimos a maquina universal ¢/. Definida de um modo
mais genérico, ela conta com um alfabeto da fita de varios simbolos e com varios
estados. O que mostraremos nesta se¢ao € que qualquer maquina de Turing, inclusive
ela, pode ser replicada de modo a ter somente dois estados que operam tudo, fora a
aceitacao e a rejeicao. Isto é guiado pela publicacdo de Shannon (1956).

Para cada maquina de Turing, montaremos uma maquina de Turing correspon-
dente, com seus simbolos sendo multiplicados de modo a permitir que apenas dois
estados deem conta do que, em geral, a maquina original faria. Sendo M a maquina
original, chamaremos a nova maquina de M.

Havera simbolos em My que representam ndo simplesmente os simbolos de
M, mas a configuracdo em que M estaria naquele estagio. E também havera os sim-
bolos que fazem a transicdo de um simbolo/configuragdo para outro entre quadrados
adjacentes.

Os nossos dois estados de M)y serdo chamados de a e b, responsaveis, em
alguns casos, por levar a cabeca respectivamente para a direita e para a esquerda.
Tomando a maquina M, sejal’ = {ay, a4, ..., a,,—1} O Seu alfabeto da fita, com oy = _,
e @ =190,91 -..,qn._1} O Seu conjunto de estados. Seja, também, m’ < m o0 numero
de elementos do alfabeto de entrada de M, sendo ele ¥ = {ay, ay,...,a }. Edasua
funcéo de transicao. Eis como montaremos a nova maquina.

Aos (m — 1) simbolos de M que ndo ay, teremos (m — 1) simbolos correspon-
dentes, 1, 32, ..., Bm—1 €M M)y. E teremos os dois simbolos /5, e 3,,, ambos para se
referir ao que seria ay, mas com diferentes papéis, sendo 3, o préprio _..

Na maquina M) teremos ainda outros 4mn simbolos, que serdo denotados
POr Bri).jzy> SENdO Os indices i € {0,1,...,m — 1}, j € {0,1,...,n — 1}, z € {+, -},
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y € {R,L}, e onde
i, Sei#0,

h(i) = .
m, sei1=10

O valor de i indica o simbolo original, o valor de j indica o estado original, o
valor de x indica se o quadrado em questao esta transmitindo (+) ou recebendo (—)
informacéo, e o valor de y indica a direcdo para a qual a cabe¢a da maquina ira a partir
daquele quadrado.

Com tais simbolos faremos a transigao entre o que seria uma configuracao na
maquina original para outra configuragdo, e chamaremos este trabalho de transicao
da maquina M|, de operacao de salto.

No entanto, havemos de tomar simbolos que sirvam para o inicio da fita, e logo
mais o justificaremos. Dados os m' simbolos do alfabeto de entrada original, teremos
os simbolos correspondentes 1,7z, . .., Y, € também ., o, ... T € p1, P2y - P
Havera um simbolo ~,, com um papel Unico dentre os demais. Também para o inicio
da fita, teremos os simbolos A, As, ..., An. Ainda, os simbolos da forma A ;e y-

Seja, assim, I';3 0 conjunto de todos estes novos simbolos que nao estavam
em M, mais o simbolo #, = _. Seja X = {681, 52,---,Bw, 71,72, -- -7} E s€ja
Q[2] = {av b, Jaceita; cIrejeita}-

Com isso, seja a fungao dpy : 'y x Q) = 'z} X Qg X {R, L} como mais a seguir
definiremos. Esta serd a nossa funcao de transicdo. E assim consideramos ela, desta
vez, pois nos parece mais conveniente usar primeiro o simbolo e em segundo o estado
como coordenadas. Isso porque conversa melhor com a notagao de 3 ;.,- Esta
que, por sua vez, parece mais confortavel, pelo fato de deixar o indice dos simbolos
imediatamente apo6s o 3, familiar ao que ja vinhamos fazendo com os simbolos em
geral. Teremos, entdo, My = (Qp, X2}, '), 02, 4, Gaceita, drejeita) -

Ao todo, teremos (m+1)+4mn+m’+m/'+m/+1+m-+4mn = (8n+2)m+3m’+2
simbolos na méaquina Mjy;. Designando este numero como M)y, temos entdo que
(87”L + 2)m < M[g] < (STL + 5)m.

Cabe avisarmos que toda essa construcao esta sendo feita para quando o es-
tado inicial de M néo era um estado de parada. Pois se ele fosse de rejeicao ou
aceitacao, a maquina simplesmente rejeitaria ou aceitaria tudo. Nao precisariamos de
um alfabeto diferente, e poderiamos ficar apenas com os estados de parada.

Quanto a fungéo de transi¢cdo descrita abaixo, os dois primeiros itens tratam
do inicio de uma operagéo de salto. Tais transigdes mostram como um simbolo 3y,
sera sucedido por outro simbolo que, para a direita ou para a esquerda, representa
0 comecgo da recepgao das informagdes para que se imite a proxima configuracao da
maquina M.

O terceiro item trata da transigdo de um simbolo transmissor, que nao no final da
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transmissao, diante de a e b. Ele sera substituido pelo proximo simbolo de transmissao
até se chegue ao indice 0 quanto ao estado, e para o simbolo receptor ao seu lado,
lega o estado b.

O quarto item trata de um simbolo transmissor também, mas ao fim da trans-
miss&o. Por causa disso, ja é substituido por um simbolo 3, e lega o estado a para
o simbolo receptor ao lado.

O quinto item mostra como um simbolo receptor da seguimento a operacao
de salto atual quando encontra o estado b. E os itens do sexto ao nono mostram,
dependentes da transicdo na maquina original, como diante do estado a, o simbolo
receptor termina tal operacdo de salto. Ele sera substituido por um transmissor a
partir do que seria a préxima configuracao de M. Isto se o préximo estado em M nao
era de parada. Se o era, a maquina M, sera conduzida para a respectiva parada.

Os demais itens terdo seu papel explicado ao longo dos exemplos. Eles estédo
ai, em geral, devido a questao do simbolo com que a cadeia de entrada inicia, para que
possa haver uma devida reproducao da atividade de M a partir do presente alfabeto
de entrada.

Sejam q;, e q,,, respectivamente, os estados de aceita¢éo e de rejei¢cdo de M.
Sejam também i’ € {1,2,...,m'}, 7 € {0,1,...,n —2}, g € {a,b}, e J € {0,1,...,n —
1} — {j1,j=}. Se a funcao de transi¢cdo de M era §, e 0 ¢ {j1, -}, a nossa fungéo de
transi¢ao sera dp;. Abaixo a descrevemos.

1. 0 (Buoy @) = (Brino-p o, R).

2. 0 (Buiiy b) = (Brwo-L.aL).

3. 01 (Buiyjs1,4909) = (Brti)g.+90 0, 1)-

4. 0 (Briiy.o.+.:9) = (Bngiy» 4, 9)-

5. 021 (B gr,— ) = (Breoyjrsi—yr 4,9)-
(Bn( = (Bn(r),s+-m: b, R), s€ 6 (i, q;) = (o, 94, R).
(Bn = (Brey L0, L), s€ 6 (i, q;) = (ar, g4, L).
(Bn( = (Bhr)» Gaceita; ), 5€ 6 (i, q5) = (o, 45, Y).
(Bn( = (Bn(r)» drejeita; Y)» 8€ 0 (i, q;) = (v, 455, Y).

10. dp2) (fo, @) = (70, b, L).

11. 81 (Y0, @) = (Bo, drejeita, L)-

12. 613 (70, 6) = (Mn(r)a4.v: 0, Y), s€ 8 (0, 90) = (v, 94, Y).



144

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

0121 (70, 6) = (An(r)» Gacsitas Y), S€ 6 (00, do) = (ar, 454, Y).

6[2} (707 b) = (Ah(T)7 CIrejeitaa Y)a sed (Oé(), CIO) = (aTJ qJ? ) Y)

21 (B0, 8) = (Bmo,—L,a, L).

5[2} (’Yi/a a) = (Pi’> ba L), se o (ai/> Clo) = (ar; anY)'

(5[2} (py, Cl) = (6@"7 Jrejeita R)

02 (i, 0) = (Mugry,u4x- 8,Y), s€ 8 (vir, q0) = (ar, q.,Y).

5[2} (%”v Cl) = (Wi” b, L) sed (O_/Z ) qO) (047“7 q]17Y) ou o (ai/v qO) =

5[2} (ﬂ-i’u Cl) = (@’7 Jrejeita; R)-

Opz) (mir, b
Or (7, 0) = (Biro,— L, @, L).
012 (Aniy, @) = (Mngiro.—m: @, R).
0] (Mn(iy gt 0) =
02) (Ani) gt 0) =
Ofg] ()‘h )iy )
81 iy 11490 8) = iy 490, R)-
0121 (Mn(i).0.49 @) = (Angi), a, R).
opy (
op (
op (
op (

)‘h )3y ) ()‘h ),3'+1,—ys a, Z/) J

/\h ),d,—Y ) (/\h(r),J,+,Ya b’ Y): Se ) (aia qJ) =
)\h W NTE ) ()\h(r)y Jaceita s Y), sed (aia qj) =

M@y @) = (M), Grejeitas Y), S€ 8 (4, q;) =

As demais transi¢des ficam livres, pois nao interferirdo na computagédo da ma-

quina.

Comecemos mostrando como usamos as operagdes de salto para, com ape-
nas a € b, irmos fazendo trabalho analogo ao que faria a maquina M. Para isso,
suponhamos que, sendo 7,5 ¢ {ji,72}, entdo ¢ (as,q7) = (as, g5, R).

procedimento com a maquina M.

()\h J+Yab Y) 395<041an):
(Ah(r » Qaceita; ) se 0 (o, q;) =

(Ah s Qrejeitas ) se 0 (o, q;) =

5[2 T s ()\h » Qaceitas ) se 0 (o, qo) = (ar, q5,, Y).
=

)\h ) Urejeitas ) se ¢ (air, q0) = (a, Ay Y).

(a'r‘v qs, Y)
(Oém qj1>Y)'

(arv qj27 Y)

(ara q7, Y)
(ara qj1a Y)

(C(r, quaY)'

(ara qua Y)

Eis como é o
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Figura 56 — Exemplo de operagéo de salto na maquina My (parte 1)

a

\ B3 \ Bs | Bsr—w| Dis \ Bs \

Fonte: Autor (2024)

Deixamos o estado atual da maquina sendo indicado acima do quadrado es-
caneado. A proxima configuracdo se da a partir do item 6 da funcédo de transicao
)

Figura 57 — Exemplo de operagéo de salto na maquina My (parte 2)

b
\ B3 \ Bs \58,5,+,R| Bz | Be \

Fonte: Autor (2024)

Em seguida, a préxima configuracdo se da por causa do item 2 da transicao.

Figura 58 — Exemplo de operagéo de salto na maquina My (parte 3)

a

\ B3 \ Bs |58,5,+,R|513,0,—,L\ Be \

Fonte: Autor (2024)

E depois dela, a sequéncia de transi¢cdes que veremos se da por alternancia
entre os itens 3 e 5 da transicao.

Figura 59 — Exemplo de operagéo de salto na maquina My (parte 4)

b
| 1 B | B [Bsasr|Biso—L] Bs |
a
1 B | B IBsusr|Bisar] Bs |
b
] B | B [Bssar|Bisar] Bs |
a

1 B | B IBsser|Bise-r] Bs |

Fonte: Autor (2024)
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Figura 60 — Exemplo de operagéo de salto na maquina M) (parte 5)

b
’ ‘ B \ Bs ‘/88,17—&-3 [Bizs—L| Fo ‘
a
’ ‘ B \ Bs  |Bs14R |513,4,7,L\ Be ‘
b
’ ‘ B \ Bs ‘68,0,+,R [Biza—L] Fo ‘
a

[ B | B |Bsosr|Piss-L] Bs |

Fonte: Autor (2024)
Figura 61 — Exemplo de operagao de salto na maquina My (parte 6)

a

\ B3 \ Bs \ Bs  |Biss—L| Bs \

Fonte: Autor (2024)

E enfim, temos a configuracao obtida devido ao item 4.

Depois disto, dependera se, em M, o proximo movimento da cabeca seria para
a esquerda ou para a direita. Digamos que 3 ¢ {ji,j2}. Se tivéssemos § (a3,q5) =
(a0, g3, R), entdo My agiria a partir do item 6.

Figura 62 — Continuagao do exemplo com transicdo comum para a direita

b
| B | Bs | Bs |Pos+r| Bs |

Fonte: Autor (2024)

E a operacao de salto seria semelhante a que acabamos de realizar. Mas se,
ao contrario, tivessemos 0 (a13,95) = (aq0,93,L), @ nossa maquina agiria a partir do
item 7. A proxima configuragao seria, na verdade, como a seguir.

Figura 63 — Continuagao do exemplo com transicdo comum para a esquerda

a

| B | Bs | Bs JPos+L] Bs |

Fonte: Autor (2024)

Teriamos, entao, outra operacao de salto, mas, desta vez, com o simbolo antigo
a direita transmitindo a préxima configuracao para a esquerda.

Estes procedimentos com os primeiros 7 itens da descrigdo de dj5 englobam
toda a construcdo da nova maquina na bibliografia. Isto porque o autor ndo lidava
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com trés coisas que estdo sendo tratadas aqui: alfabeto de entrada, fita com inicio e
estados de parada. Por isso, originalmente, a maquina idealizada podia contar com
apenas dois estados.

No entanto, para que lidemos com uma maquina de Turing segundo a definicao
que apresentamos, devemos reelaborar algumas coisas. Ja é possivel ver quais outros
itens dedicamos a questao dos estados de parada.

Retomando o exemplo antes visto, digamos que § (a3, 45) = (aq0, q3,L), mas,
dessa vez, que j; = 3. Neste caso, recorreriamos ao item 8.

Figura 64 — Continuacéo do exemplo, com aceitagao

a

] B | B | Bs |Puss—o] Bs |

Jaceita

""‘63‘65|58|510\56\

Fonte: Autor (2024)

E nossa maquina, entao, aceitaria esta entrada, semelhantemente a como acei-
tou a entrada associada a ela na maquina original. E, caso ainda tivéssemos que
d (3, 95) = (10,93, L), porém j, = 3, acabariamos recorrendo ao item 9.

Figura 65 — Continuagao do exemplo, com rejeigao

a

L B | B | Bs |Puss—r] Bs |

Jrejeita

""‘63‘55'58|B10‘66‘

Fonte: Autor (2024)

E rejeitamos tal entrada. Mas, justamente nesta questao dos estados de parada
havera uma diferenga marcante entre M e M.

Todas as entradas aceitas por My seréo entradas associadas a alguma en-
trada aceita por M. E todas entradas aceitas por M estdao sempre associadas a
alguma entrada aceita por M.

Da mesma maneira se da quanto a entrar em loop. Todas as entradas de My
que entram em loop estdo associadas a alguma entrada de M que também entra em
loop. E a reciproca também vale. Isto é, todas as entradas de M que entram em loop
estdo sempre associadas a alguma entrada de My que entra em loop.

S0 que ha entradas rejeitadas por M)y que ndo estdo associadas a nenhuma
entrada de M. Por sua vez, todas as entradas rejeitadas por M estdo sim sempre
associadas a alguma entrada rejeitada por M.
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Mas o que queremos dizer com esta “associacdo”? Do modo como faremos,
cada cadeia de entrada de M possui pelo menos uma cadeia de entrada cuja con-
clusdo é correlacionada no que diz respeito a saida em My, tanto em questio de
simbolos como em questao do estado de parada.

E nenhuma cadeia de My esta associada a mais de uma cadeia de M. Re-
lembremos que temos como alfabeto de entrada X5 = {51, B2, - - -, Bovrs Y15 V25 -+ Yimr

Para a cadeia vazia, a Unica entrada associada é a propria cadeia vazia. A
cadeia «;, esta associada a cadeia v;,. E, com k£ > 1 natural, a cadeia a;, a;, e, - . . v,
esta associada as cadeias v;, uqus . . . u, de modo que us € {Siy, Viy }r us € {Biss Vi b --es
e up € {Biy: Vin }-

Isto é, uma cadeia de comprimento £ em M terd 2! cadeias respectivas em
M. Por exemplo, a cadeia de entrada a,a,5 esta associada a 4 cadeias na nova
maquina: v25348s, 128475, 127455 € Y2747s-

As demais cadeias da nova maquina nao estao associadas a nenhuma cadeia
da maquina original. Sao estas exatamente todas aquelas entradas que iniciam por
um simbolo 3;/, e, como verificaremos, serdo todas rejeitadas.

Na bibliografia original, estava determinado que o primeiro simbolo das cadeias
de entrada fosse da forma 3; ; _ , (na verdade da forma g3; ; _ ). Mas, como antes men-
cionamos, o autor ndo estava trabalhando com o conceito de alfabeto de entrada. E,
se adotassemos estes simbolos no nosso alfabeto de entrada, visivelmente a compu-
tacdo nao seria satisfatéria em entradas cujos simbolos posteriores ao inicial fossem
estes. As operacgdes de salto com eles ficariam comprometidas.

Como estes simbolos ja possuem uma definicdo, na funcao de transicédo, que
nao é compativel com algo restrito ao inicio da fita, decidimos criar simbolos exclusivos
para o inicio da fita. Estes primeiros simbolos sao os ;.. Estes, junto dos 5, compdem
todo o alfabeto de entrada.

No fundo, um simbolo v;; ndo significa somente um correspondente ao simbolo
a;, mas também a configuragédo (o, qo) localizada no primeiro quadrado da fita. Se
sera a primeira situagao ou a segunda, dependera da posigcdo em que ele se encontra
na entrada e de como tal cadeia comeca.

Tomemos, primeiramente, uma amostra do porqué de nao podermos, da ma-
neira como foi definida a transicdo, comecar com uma cadeia que possua apenas
simbolos 3, se tivermos a intengéo de replicar o trabalho da maquina original.

Figura 66 — Amostra da computacéo de entradas com apenas simbolos j3;/ (parte 1)

a

L5 1 8 [ 8 | | | |

Fonte: Autor (2024)

E o que veremos aqui € uma sequéncia do uso do item 1.



149

Figura 67 — Amostra da computacao de entradas com apenas simbolos 3; (parte 2)

(Bror| 55 | 5 ] | | |

a
(Bro.r B0 r[ D5 | | | |

’57,0,—,R \55,0,—,R \53,0,—,R | | \ ‘

Fonte: Autor (2024)

Quando a cabeca chega ao primeiro simbolo 5, = _,, devemos partir do item
10.

Figura 68 — Amostra da computagao de entradas com apenas simbolos 3;/ (parte 3)

b
’57,0,—3 \55,0,—3 [Bs0-r| 70 ‘ ‘ ‘

Fonte: Autor (2024)

Depois, passamos pelo item 5, seguido do item 11.
Figura 69 — Amostra da computagao de entradas com apenas simbolos 5,/ (parte 4)

a

’57,0,—,R \55,0,—,R \53,1,—,R [ 0 | ‘ ‘

Jrejeita

| B70-R|Bs0-Rr[F31.-R]| \ \ \

Fonte: Autor (2024)

Tal como neste caso, entradas assim sempre serao rejeitadas, ndo importando
0 que teria acontecido na maquina original com os simbolos analogos. Aquilo que
o autor definira nos levaria a sempre deixar simbolos da forma g, ;g no caminho e
nunca completar uma operacao de salto.

Aquilo que aconteceu quando a cabecga encontrou o primeiro simbolo vazio foi
fruto de nossa definigdo. Colocamos o simbolo ~, justamente para que a maquina
cheque se o antigo simbolo vazio estava no inicio da fita ou ndo. Se estava, o simbolo
~o Vvai acabar recebendo o estado b, e prosseguir com a computacdo. Se nao estava,
o simbolo ~, vai receber o estado a e rejeitar a entrada.

Esta definicdo foi pensada tanto para este caso (de uma entrada s6 com sim-
bolos da forma () quanto para a ocasiao em que ha a entrada vazia, visto que em
ambas o espaco vazio € lido conjuntamente com o estado a. Em todas as outras situ-
acoes, o simbolo 5, = _, sera escaneado com o estado b (sem contar os estados de

[}
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parada).

Afinal, quando a entrada néao é vazia, o espacgo vazio estard sempre a direita
dos outros simbolos. Quando o ultimo simbolo da cadeia for iniciar a operac¢ao de salto
com o quadrado vazio a sua direita, este quadrado vazio recebera, com a cabeca, o
estado b, responsavel por levar a cabecga de volta para a esquerda a fim de seguir com
tal operacao. E assim também sera com os outros espacgos vazios apds o fim da fita.

Exemplificamos isto abaixo, supondo, para tal, que § (ay, qs) = (ag, g4, R), com

4 ¢ {jb ]2}
Figura 70 — Exemplo de operacao de salto envolvendo o _, (parte 1)

a

| B | B | Bas—o] | |

Fonte: Autor (2024)

Depois, passamos pela transigcdo dada a partir do item 6.

Figura 71 — Exemplo de operagao de salto envolvendo o _, (parte 2)

b
| B | B [Paasnl | |

Fonte: Autor (2024)

E, pelo item 15, teremos conforme na sequéncia. Depois 0 que vem ¢é a alter-
nancia entre os itens que constituem uma operacao de salto.

Figura 72 — Exemplo de operagao de salto envolvendo o _, (parte 3)

a
| B | B |Brasr]|Bmo-] \
b
| B | B |Brser|Bmo—L] |
a

[ [ B [ B [PmenlBurd] |

Fonte: Autor (2024)

Mas do que se trata este beta com um indice m para os simbolos? Explicamos.
Quanto ao espaco vazio, ainda poderiamos levantar uma objecao. A de que o espago
vazio, para replicar o trabalho da maquina original, é passivel de aparecer, impresso,
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em outros lugares da fita. E justamente para isso que produzimos o simbolo 3,,.
Digamos que 0 (ap, q4) = (a3, qs5,L), com 5 & {j1, j2}.

Figura 73 — Continuagao do exemplo

a
’ o ‘ B3 ‘ Bs \ B2 |ﬁm,4,—,L| \
a
] B | B | B |Bssad] \
b

’ . ‘ Bs ‘ Bs ‘52,0,73 [ B35+ | ‘

Fonte: Autor (2024)

O simbolo 3,, ocupara o lugar que viria a ser de um espaco vazio quando im-
presso no quadrado correspondente de M. E o simbolo 3,, = () ja possui a mesma
maneira de alavancar a transigéo vista de inicio. Ou seja, usamos, com este simbolo,
0s mesmos primeiros itens que definem a fungéo de transi¢cdo da nossa maquina My,
0s quais antes exploramos.

Conseguimos perceber que a computagdo da maquina de Turing vai continuar
como planejado. Olhemos, agora, para as cadeias que comegam com um simbolo
pertencente ao conjunto {5y, fa, ..., Bm}, Mas que possuem algum simbolo da forma
~vi. Uma cadeia de entrada dessas persiste no problema de deixar pelo caminho
simbolos que deveriam servir para as operacdes de salto, até que chegue ao simbolo

Vit -
Para exemplificarmos, digamos que haja a transi¢cao 6 (as,q0) = (as,q4,R) €

4 ¢ {jr, j2}-

Figura 74 — Amostra do primeiro caso de computagao de entradas que iniciam em simbolos 3, e
possuem simbolos v, (parte 1)

a

L. G 1 8 | B | 5 | B | w |

a
1Boo~R|Bso-R|Bao—r[ 5 | B | s |

Fonte: Autor (2024)
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Figura 75 — Amostra do primeiro caso de computagcao de entradas que iniciam em simbolos 3, e
possuem simbolos ;. (parte 2)

a
1Boo~R|Bso-R|Bro—r[ 5 | B | 7w |
b
’59,0,—3‘/88,0,—,R|64,0,—,R| Ps \ B \ 78 \
a
1Boo~R|Bso~R|Bai-r|l 25 | B | s |

Jrejeita

[Boo—R|Bso-R|Bar-r| B | B | 15 |

Fonte: Autor (2024)

Aqui usamos, desde que chegamos em +s, respectivamente os itens 16,5 e 17
da transicéo.

S6 que ainda havemos de ver o que aconteceria se § (as, o) = (s, q4, R) mas
4 € {j1,j2}. Este caso aqui também terminara em rejeigao.

Figura 76 — Amostra do segundo caso de computa¢édo de entradas que iniciam em simbolos 5, e
possuem simbolos ;s

a
1Boo—R|Bso—R|Bro—r|[ % | B | 7w |
b
1Boo—R|Bso-R|[Bro—r|] ™ | B | w |
a
’59,0,73 ‘58,0,7,R \54,1,73 | =~ | 05 \ 8 ‘

Jrejeita

1Boo~R|Bso-R|Bai-r| Bs | B | 1 |

Fonte: Autor (2024)

Nesta situacao, o que acabamos usando séo os itens 19, 5 e 20 da transicao,
respectivamente. Com isto, fica visto como todas as entradas deste formato irdo aca-
bar em rejeigéo.

Este ultimo caso apresentado parece indiferente. Acontece que ele foi pensado
para uma situagcdo em que esta distingdo importa. Trata-se de um caso que ocorre
exatamente no inicio da fita.

Dado isso, voltemos nossos olhos para algo ainda ndo explorado: o inicio de
entradas associadas a entradas de M.

Ou seja, tomemos exemplos em que as entradas comecem com um simbolo da
forma ~;. Para isso, comecemos supondo que ¢ (a1, q0) = (a9, qs, L), € vejamos ja o
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que ocorreria se 3 € {j1,j2}. Recorremos, entdo, ao item 19 da fungéo de transi¢éo
mais uma vez.

Figura 77 — Exemplo do primeiro caso de um ~;/ inicial sobre o estado a

| 7al | 55 | 2 | Bis | 1 | \
b
[ ™ | 55 \ V2 \ B3 \ Y9 \ \

Fonte: Autor (2024)

Vejamos o que se da se 3 = j;. Utilizamos o item 21.
Figura 78 — Exemplo do primeiro caso com aceitagao

Jaceita

L | 8 [ % | Bis | % | |

Fonte: Autor (2024)

Enquanto que, se 3 = j,, utilizamos o item 22.
Figura 79 — Exemplo do primeiro caso com rejei¢cao

Jrejeita

L T 8 [ % | Bis [ % | |

Fonte: Autor (2024)

E aqui que se encontra a necessidade da distingdo. Pois devemos conseguir fa-
zer algo para que a maquina M aceite imediatamente a entrada caso M ja aceitasse
imediatamente a entrada associada. E também fazer o mesmo quando remetesse a
questao da rejeicao.

Como ocorre aqui, e sempre ocorrera, reservamos os simbolos \;) para serem
os simbolos que representam o que haveria no primeiro quadrado da maquina original.
Em verdade, os simbolos 7, servem apenas para a entrada, pois quando escaneados,
serdo substituidos sempre por simbolos de outro formato, e nunca substituem outros
simbolos no quadrado escaneado.

Como confirmaremos, no caso das entradas de M, associadas a entradas de
M, os simbolos ~;,, quando ndo no inicio da entrada, acabam sendo, depois, substi-
tuidos por simbolos 3, ;).

Lidemos novamente com a transicao d (ay, qo) = (a9, q3,L). SO que dessa vez,
a veremos a partir da situagéo onde 3 ¢ {j;,j2}. Recorremos, entdo, ao item 16 da
funcdo mais uma vez.
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Figura 80 — Exemplo do segundo caso de um +; inicial sobre o estado a (parte 1)

ST S T T
b
Lo B 1 2 [ Bz | 2 ] |

Fonte: Autor (2024)

Dai, usamos o item 18. Entendamos que os simbolos p;; servem para, quando
a transicdo em ¢ ndo resultar em parada, verificar se o simbolo ~;; anterior estava ou
nao no inicio da fita. Prossigamos com o exemplo.

Figura 81 — Exemplo do segundo caso de um +; inicial sobre o estado a (parte 2)

b
[Mosi] B | 2 | Bis | 1 | \

Fonte: Autor (2024)

Notemos que, caso a transicdo em ¢ levasse a cabecga original para a direita
em vez da esquerda, ainda pelo item 18, o primeiro quadrado, ap6s a transicdo em
djg) seria preenchido com Ay 3, r. Ainda nos encontrariamos no estado b como atual,
e estariamos escaneando o segundo quadrado da fita, pois a cabeca andou para a
direita.

Mas demos continuidade ao exemplo ja graficamente exposto. Diante do sim-
bolo escaneado )¢5, € do estado b, digamos que 0 (g, q3) = (o, qq,L), cOm 4 ¢
{j1,j2}. Recorremos, entéo, ao item 25 da transigao.

Figura 82 — Continuagao do exemplo do segundo caso (parte 1)

b
[Noarr] Bs [ 72 | Bis | » | \

Fonte: Autor (2024)

Diferente do que acontece com os simbolos da forma 5, 11+ ,, quando um
simbolo da forma A, ;.11 +, é escaneado com o estado b, ele ndo serd substituido na
ordem decrescente do indice relativo aos estados de M.

Isso porque este estado se encontra presente durante o escaneamento deste
simbolo quando tal simbolo sinalizava uma transmisséo: a transmissao de informacao
na operacao de salto. A cabeca tentou se mover para a esquerda em direcdo ao
simbolo que supostamente receberia tal informagéo. Mas, como se trata do inicio da
fita, estamos no mesmo quadrado.
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Entdo o que nés faremos € ja substituir o simbolo de My relativo a antiga
transmissdo de um estado a partir de um simbolo (ambos de M) pelo simbolo de
My relativo a proxima transmissdo de um estado a partir de um simbolo (de M,
novamente).

Caso tivéssemos 4 = j;, 0 que aconteceria, segundo o item 26, seria simples-
mente a impressao de \g no inicio da fita e, em seguida, a maquina entraria no estado
de aceitacdo. E se tivéssemos 4 = j,, segundo o item 27, a maquina faria apenas a
impressao de )¢ no inicio da fita com a sucessao para o estado de rejeicao.

Mas, continuando o exemplo, estamos novamente sobre um simbolo da forma
Nij+y COM O estado b. Dessa vez, digamos que 0 (as,q4) = (2,95, R), com 5 ¢
{j1, j2}. Ainda nos servimos do item 25 para esta transi¢cdo, mas desta vez ja sairemos
do primeiro quadrado.

Figura 83 — Continuagao do exemplo do segundo caso (parte 2)

b
Poser] Bs | 2 | Bz | v | |

Fonte: Autor (2024)

E a partir deste momento, o que presenciaremos dessa vez € uma operacao
de salto feita do inicio ao fim. Ela se dard com o primeiro quadrado, transmitindo a
informagéo do estado g5, para o segundo quadrado. Para isso, comegamos com 0
item 2 da transicdo. Depois disso, ndés vamos intercalando entre os itens 28 e 5 da
definicao.

Figura 84 — Continuagao do exemplo do segundo caso (parte 3)

a
[Aos+R|B50-L \ V2 \ B3 \ 79 ‘ ‘
b
’>\2,4,+,R [ Bso—L| 72 ‘ B3 ‘ 79 ‘ ‘
a
[AoaRr]B51,-L \ V2 \ B3 \ 79 ‘ ‘
b
’/\2,0,+,R [ Boa—L| 72 \ B3 \ 9 ‘ ‘
a
[Aoo+R]B55-L \ V2 \ B3 \ 79 ‘ ‘

Fonte: Autor (2024)
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E dai, pelo item 29, finalmente conseguimos imprimir um simbolo no primeiro
quadrado que nao seja proprio de operacdes de salto. Deixamos ali um representante,
para o inicio da fita, de um simbolo de M. No exemplo em questéo, este representante
€ 0 \sg.

Figura 85 — Continuagao do exemplo do segundo caso (parte 4)

a
L e [ Bsson] 2 | Bz | \

Fonte: Autor (2024)

E, comisso, a maquina My inicia sua computagdo. Mas, a partir deste exemplo
que estamos tomando para nosso caso, ainda convém checar duas coisas: como o
primeiro simbolo da fita (isto é, um )\;) recebe a informacao em uma operacao de salto
que comeca a sua direita, e como os simbolos ~;; do meio destas entradas funcionam
na sua computagao.

Para verificarmos isto, digamos que 6 (a5, q5) = (a1, g0, L), com 10 ¢ {j1, j=}.
Comecamos pelo item 6, seguido do item 24 da transi¢cao, e dai intercalaremos entre
os itens 3 e 30.

Figura 86 — Exemplo de operagao de salto envolvendo \; (parte 1)

a
[ A |@11,10,+,L\ V2 \ B3 ‘ 79 ‘ ‘

a
’)\2,0,—,R Brio—d 7 \ B3 \ 79 \ ‘
b
[Moo - r|Buiost] 72 | Bis | 7 | \
a
Moa-RrlBuo—r] 2 | Bis | 1w | ‘
b
[Moo—r|Briost] 2 | Bis | 7w | |
a
’>\2,10,—,R|511,0,—,L| V2 \ B3 \ 9 ‘ ‘

Fonte: Autor (2024)

Pelo item 4, n6s vemos que estamos prestes a chegar ao fim da operacao de
salto.
Olhando para o que seria a configuracdo da maquina original neste momento,
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Figura 87 — Exemplo de operacao de salto envolvendo \; (parte 2)

a
Poio—r] Bu | 2 | Bis | | ‘

Fonte: Autor (2024)
digamos que § (as, 4:0) = (a1, q6,L), com 6 ¢ {j1, jo}. Pelo item 31 da funcao, teremos

0 seguinte.

Figura 88 — Exemplo de operacao de salto envolvendo \; (parte 3)

b
I)‘1,6,+7|—| 611 ‘ Y2 ‘ ﬁ13 ‘ Y9 ‘ ‘

Fonte: Autor (2024)

E o procedimento diante desta configuracao é algo que ja conhecemos. Fa-
camos rapidamente a referéncia ao que aconteceria caso tivéssemos 6 € {ji, j»} na
sequéncia.

No caso de g ser o estado de aceitacéo, recorreriamos ao item 32 da funcéo
de transicao e teriamos o simbolo \; impresso no primeiro quadrado da fita, com o
estado atual qaceita- E NO caso de gg ser o estado de rejeigdo, nds recorreriamos ao
item 33, tendo o simbolo A\; sendo impresso no primeiro quadrado, com o estado atual
(rejeita-

Retornando ao exemplo como ele estava sendo proposto pelas figuras acima,
avancemos a nossa computagcédo em alguns passos, de modo que chegamos no esta-
gio que representamos por primeiro abaixo.

Figura 89 — Exemplo com ~; presente no meio de uma entrada apropriada (parte 1)

a
X Bue—i] 2 ] B | 1w | |

Fonte: Autor (2024)

Agora, para vermos quanto aquele ~, de nosso exemplo, digamos que ocorra a
transicao ¢ (au1, q2) = (o, q7, R), com 7 ¢ {j1, jo}. Pelo item 6 da fungéo de transicao,
temos como adiante.

Figura 90 — Exemplo com ~; presente no meio de uma entrada apropriada (parte 2)

b
| X Paogar] 2 | Bis | 1w ] \

Fonte: Autor (2024)
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E, como podemos ver através do item 23, prontamente teremos um simbolo do
formato 5, onde estava o v;. Fixamos esta definigdo pelo fato de que o uUnico
estado que os simbolos v, recebem quando estdo em algum lugar fora do inicio de
uma entrada € o estado b. Afinal eles estardo sempre a direita das antigas posi¢des
da cabega de M)y e, quando escaneados, iniciardo uma operagao de salto com o
simbolo a sua esquerda.

Sendo assim, 0 que teremos aqui € uma operacao de salto como todas as
outras, seguindo sempre a légica de replicar a computacao de M. Abaixo, sua repre-
sentacgao.

Figura 91 — Exemplo com ~; presente no meio de uma entrada apropriada (parte 3)

a
| X Paorar]| Bro—L] Bis | 1w | ‘

b
| X Paostr[Bro—t] Bis | 1w ] ‘

a
| X Pasir|Bor-L] Bis | e | ‘

Fonte: Autor (2024)

Com isso, conseguimos observar que nossa maquina de Turing fara o trabalho a
que se propde com estas entradas. Dara sequéncia a computacao delas, de modo que
se a maquina original entrasse em loop sobre uma determinada entrada ndo-vazia, a
maquina atual fara o mesmo sobre as entradas associadas a ela, e igualmente se
tratarmos da aceitacao e da rejeicao.

Seja, entdo, fiy : X* = P (EE]) a fungdo tal que fy(w) = A,, onde A, €
definido como sendo exatamente o conjunto de todas as cadeias de X, associadas
a w do modo como descrevemos antes. Assim, fiy € injetora, como também, para
w, w® e ¥* com w) #£ w?, temos que A, N A, e = @.

E ainda, conseguimos montar a nossa maquina My de tal forma que, para
z € E’[*z}:

+ se M aceita w € ¥*, entdo My aceita z € A,;

se M entra em loop sobre w € ¥*, entdo My entra em loop sobre =z € A,;

se M rejeita w € X%, entao My rejeita z € A,;

* se para todo w € ¥* tivermos z ¢ A, entdo My rejeita z.
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Cabe ainda destacarmos uma coisa. As cadeias «a;, o, . . . oy, formadas a
partir do alfabeto da fita de M, enquanto entradas, estdo associadas as cadeias de
entrada v;, usus . . . u;, formadas a partir do alfabeto de entrada de M, como ja havia-
mos falado.

Todavia, para K > 1 natural, fora as entradas no inicio de computacao, as ca-
deias ay,ap,ay, . . . a, tomadas a partir do alfabeto da fita de M que aparecem durante
a histéria de computagdo da maquina sobre uma entrada estdo sempre associadas,
ja por meio de uma outra relagdo, as cadeias A, v2vs ... vk, tomadas a partir do
alfabeto da fita de My, onde

{Bh(b)v’yh(b)} , sel<Iy < m’,

{ﬁh(lg)}, se b, =00u m’<1'2§m7

{Buey), )}, se1 < Iy <,

V3 € :
{Bh(f's)}v sels;=0o0um <Is<m

{ Bty iy}, sel<Ix <m,

{Bh(lK)}, SeIK:00Um/<IK§m'

Como também uma cadeia «;, que ndo na entrada, esta associada a cadeia
An(ry)- Neste quesito, a cadeia vazia na maquina original estara associada as cadeias
Am € AnBnBm - - - B

Notemos que isto vale inclusive para as saidas de nossas maquinas M. Ou
seja, quando comecamos com uma cadeia de entrada que satisfaz a primeira associ-
acao, ao terminarmos a computacao, a cadeia de saida é tal que satisfaz a segunda
associacao.

E temos falado mais de uma vez a respeito da cadeia vazia dentro da fita. Ve-
jamos, por fim, 0 que acontece com nossas maquinas de Turing diante de tal entrada.
Para isto, suponhamos que ocorre a transi¢éo ¢ (ag, q0) = (ao,ge, L), primeiramente
considerando 6 ¢ {j;,j»}. Olhamos, a partir disso, para o item 10 da funcao de transi-
¢ao de M.

Figura 92 — Exemplo com a entrada vazia (parte 1)

Fonte: Autor (2024)
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Pelo item 12, prosseguimos.

Figura 93 — Exemplo com a entrada vazia (parte 2)

b
[ A6 |

|

|

Fonte: Autor (2024)

Depois disso, supondo que 0 (az,q¢) = (ag,q4,R), com 4 ¢ {ji, .}, segue o

item 25.
Figura 94 — Exemplo com a entrada vazia (parte 3)

b
Ry |

|

Fonte: Autor (2024)

|

Dai prosseguimos com o item 15 de nossa fung@o, como nés antes ja haviamos

|

|

visto.
Figura 95 — Exemplo com a entrada vazia (parte 4)
a
[MeaR|Bmo-L | \
Fonte: Autor (2024)
Temos, a partir disto, uma operacao de salto, e a computagdo segue normal-
mente.

Voltando a situacao de ¢ (ag, q0) = (a2, q6, L), tenhamos agora que 6 = j;. En-
tao, logo apéds o item 10, usamos o item 13.

Figura 96 — Exemplo com a entrada vazia e aceitagédo imediata

a

Jaceita

LA ]

Fonte: Autor (2024)

E, finalmente, mais uma vez nessa mesma transicao em M, tenhamos, desta

vez, que 6 = j,. Passamos pelos itens 10 e 14.
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Figura 97 — Exemplo com a entrada vazia e rejeigdo imediata

a

Jrejeita

[ ] | | | | |

Fonte: Autor (2024)

Visto tudo isso, o que falavamos é claramente valido também para a entrada
vazia de M, associada a entrada vazia de M.

Como haviamos antes falado, para os casos em que a maquina M j& inicia
com um estado de parada, ndo usamos esta mesma construgdo para Mp,. Podemos,
em vez disso, usar o mesmo alfabeto de entrada X para My, e ela tera apenas dois
estados: o de aceitacado e o de rejeicdo. Ou se quisermos, colocamos a € b também.
Mas eles néo farao diferenca.

A méaquina My néo carecera de nenhuma operagao de salto. Tal nova maquina
inicia com o estado de aceitacao se M assim iniciava, e inicia com o estado de rejeicao
se M assim iniciava. Sendo assim, para estes casos, ou a linguagem de M, serd o
préprio ¥*, ou sera entao @.

E, fechando esta secao, finalmente podemos fazer uma importante afirmacao.
Se toda maquina de Turing pode ser replicada em uma maquina com apenas os quatro
estados que apresentamos, entdo o podemos fazer inclusive com a maquina universal.
Ou seja, existe a maquina Uj).

6.2 PARA UMA MAQUINA UNIVERSAL DE DOIS SiMBOLOS

Dado o que foi falado nesta ultima secao, finalizando o trabalho baseado no
mesmo autor, trazemos um resultado notavel, que mais a frente sera resgatado e
aprofundado nesta dissertacdo: podemos montar uma maquina de Turing universal
com apenas dois simbolos.

Um destes simbolos € o _,, no lugar do qual o autor usa o simbolo 0. Este faz
parte apenas do alfabeto da fita da maquina em questdo. O outro simbolo é 0 1, ja
constituindo o alfabeto de entrada. A ideia do autor era identificar as cadeias de uma
maquina de Turing original com cadeias de sequéncias binarias em uma nova maquina
que Ihe replicasse o funcionamento.

Sendo M a méaquina original, chamemos esta nova maquina de Turing de M.
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O autor, relembrando, nao lidava com o conceito de alfabeto de entrada. E, desse
modo, ele admitia que suas entradas tivessem os simbolos 0, isto é, os simbolos ..

Com m sendo a quantidade de simbolos do alfabeto da fita original, ele tomou
o numero [ tal que fosse o menor natural para o qual m < 2. Assim, ele distribuiria os
simbolos de M, identificando-os com sequéncias binarias, cada uma em [ quadrados
da nova maquina. Comega com o simbolo _, identificado com a sequéncia de apenas
simbolos 0, e vai identificando os demais na ordem numérica crescente.

Com uma série de estados para a nova maquina, ele analisa cada uma dessas
sequéncias como se fosse a leitura de um simbolo escaneado em M, enquanto car-
rega a informacéo daquele que seria o estado atual original. Depois disso, imprime a
nova sequéncia no lugar, anda para a direita ou esquerda, € ja carrega a informacao
do que seria o préximo estado. E segue indo de sequéncia em sequéncia.

Nesta se¢éo, nds trataremos de como fazer isto funcionar, na questao da cadeia
de entrada, com o 1 sendo o Unico simbolo do alfabeto de entrada. Primeiramente,
identificaremos cada cadeia de simbolos 1 com um numero natural. A cadeia 1 fica
identificada com o numero natural 0. A cadeia 11 fica identificada com o natural 1. A
cadeia 111 com o natural 2. A cadeia 1111 com o natural 3. E assim por diante.

Sendo assim, o que faremos depois € identificar cada niumero natural com um
par ordenado de um certo conjunto, utilizando método semelhante aquele com o que
muitas vezes é verificada a enumerabilidade do conjunto dos niumeros racionais. Para
y € N— {0}, seja T, o y-ésimo namero triangular. Isto é,tome T), =1+ 2+ 3+ --- +
(y — 1) + y. Com isto, definimos a bijecao v : (N — {0}) x N — N tal que

V(L, M) = TL+]V[ - M —1.

A tabela abaixo ilustra esta fungao.

Tabela 54 — Esquematizacao da fungéo v

INM | 0 1 2 3
vd Ve Ve Ve
1 0 1 3 6
e e Ve Ve
2 2 4 7 11
Ve Ve Ve Ve
3 5 8 12 17
vd vd Ve Ve
4 9 13 18 24
Ve Ve v

Fonte: Autor (2024)

Ela esta disposta de modo a entendermos a distribuicdo de v para contemplar
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todo o conjunto dos naturais. Iniciamos olhando para o valor 0 e seguimos as diago-
nais formadas pelas flechas de cima para baixo. Ap6s uma diagonal, a préxima é a
que se inicia, em cima, logo a direita de onde a ultima diagonal se iniciou.

Como se dara o que faremos? Ao recebermos uma cadeia de entrada, ela pode
ser vazia ou ndo. Se vazia, sera equivalente a cadeia vazia da maquina M. Se nao,
aplicaremos o seguinte.

Consideramos {ay, as, ..., o} 0 alfabeto de entrada de M. Se a nossa en-
trada em M!? possui exatamente (= + 1) simbolos, quer dizer que ela corresponde ao
natural x.

Aplicando »~! a este nimero, encontramos um par ordenado (k, M;). O pri-
meiro niumero deste par indicara a quantidade de simbolos que a cadeia de entrada
de M teria. Se k =1 e M; < m/, quer dizer que a entrada original € unitaria e que
seu simbolo é oy, 1. Ese k = 1e M; > m/, rejeitamos tal entrada, pois ela nao
corresponde a qualquer entrada de M.

Seja qual for o numero k, imprimiremos entdo uma cadeia de (k + 1) simbolos
1 no inicio da fita. Ao lado dela, separadas por [ — 1 espagos em branco, a cadeia de
(M; + 1) simbolos 1.

Agora, se k£ > 1, quer dizer que a nossa cadeia de entrada em M possui
exatamente k simbolos. Desta maneira, procederemos como adiante, por (k — 1)
vezes seguidas.

Ao nimero M, aplicaremos novamente a fungdo »~!. A partir de M, encon-
traremos o par (mq, Ms). No lugar da cadeia de (M; + 1) simbolos 1, desde onde
ela comecgava, a substituiremos por uma cadeia de (m; + 1) simbolos 1, com ([ — 1)
guadrados vazios a sua direita, e, por fim, a cadeia de (M, + 1) simbolos 1.

Se m; > m/, rejeitamos a entrada. Se m; < m/, isso significa que nosso pri-
meiro simbolo da entrada original era a,,,+1. Se k = 2, e My, > m/, rejeitamos a
entrada. E se k =2 e M, < m’, entdo teremos que M; = m,, onde 0 segundo e ultimo
simbolo da entrada é «,,,1-

Agora, se k > 2, aplicamos v~! a M,, obtendo o par (ms, M), e damos o0 mesmo
seguimento. Ao final, onde ndo contamos mais a primeira cadeia, dos (k+ 1) simbolos
1, teremos k cadeias de simbolos 1 em nossa fita, separadas por espacos em branco.

O préximo passo de nossa maquina sera reconhecer cada cadeia destas para
substitui-la pela sequéncia binaria correspondente ao seu simbolo do alfabeto de en-
trada. Ao mesmo tempo em que isto € feito, serdo removidos 0s espagos em branco
excessivos que separam as sequéncias. Isto é, aproximaremos as sequéncias uma
da outra. A partir dai, a maquina ja inicia a sua computagdo em réplica a maquina
original.

Agora mostraremos que isto é possivel com uma maquina de Turing. Quanto
ao reconhecimento das cadeias ao final e sua substituicdo pela versao binaria, isto
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€ mais evidente. Comecando pela ultima das cadeias, fazendo-o da direita para a
esquerda, vemos que conseguimos remover 0S espagos excessivos.

Afinal, teremos quadrados suficientes para, tanto na ultima cadeia quanto nas
outras, substitui-la por uma sequéncia binaria de [ quadrados, sem comprometer as
demais. Substituimos a ultima, e entdo a vamos mover para a esquerda, uma unidade
por vez, até nos depararmos com o simbolo 1 mais a direita da cadeia anterior.

A partir dele, paramos, e substituimos agora a cadeia anterior pela versao em
sequéncia binaria, e fazemos de novo a mesma coisa, exceto por um passo. Em
vez de moveremos apenas a sequéncia atual para a esquerda, moveremos tanto a
sequéncia atual quanto a ultima da fita. E continuamos assim até chegar a primeira.
E colocamos a primeira, seguida de todas as outras a sua frente, movendo-as para a
esquerda para que possamos encaixar nossa cadeia total, de modo que ela comece
no inicio da fita.

Agora, verificaremos que certos passos, anteriores a este que acabamos de
empreender, sdo possiveis com nossa maquina. Tratam-se dos passos relativos aos
nameros triangulares, onde conseguimos os pares ordenados a partir das cadeias
de 1. Ao receber a entrada de (z + 1) simbolos 1, nossa maquina de Turing fara
uma copia da entrada para depois de dois quadrados a direita do fim da fita, mas
espagando os simbolos 1 por um quadrado vazio. Assim, temos simbolos 1 de dois
em dois quadrados replicando a cadeia do inicio de fita.

Ela verificara entdo se o numero de simbolos 1 daquela entrada € sucessor
de um numero triangular. Vera se a cadeia possui exatamente (1 +1+2+---+4y)
simbolos 1, para algum y natural positivo. Para isso, ela, da esquerda para a direita,
apaga o primeiro 1 copiado e se dirige ao segundo.

Ela marca este segundo 1 copiado com outro 1 e verifica se a direita deste
marcador ha outro 1. Se ha, ela apaga o 1 que acabou de marcar. Depois disso, ela
marca o préximo 1 presente de dois em dois quadrados (os 1 da cépia da entrada)
com 1 e verifica se a direita deste marcador ha outro 1. Se h4, ela apaga o 1 recém-
-marcado. Retorna ao primeiro dos marcadores, o apaga, e se dirige para o préximo
1 de dois em dois quadrados (da copia) ndo marcado, se assim houver, para marca-lo
com 1. Verifica se ha um 1 a direita do marcador e, se ha, apaga o novo 1 marcado.

Ou seja, apagamos o primeiro dos 1 copiados. Marcamos o segundo. Apaga-
mos 0 segundo e seu marcador e marcamos o terceiro e quarto. Depois apagariamos
o terceiro e quatro e os marcadores, para marcar o quinto, sexto e sétimo. Isto é,
verificamos que ha (77 + 1) simbolos na cadeia de entrada. Depois que ha (75 + 1).
Depois que ha (753 + 1). E assim por diante.

Se houver outros 1 de dois em quadrados o ciclo continua, se nao ele para e
verifica quantos marcadores tém até entdo. Se ha M; marcadores, é porque o par
ordenado € (1, M;) e, com base neles, colocamos no inicio da fita uma cadeia de 2
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simbolos 1, (I — 1) quadrados vazios e uma cadeia de (M; + 1) simbolos 1.

Agora, se foi durante o procedimento de imprimir marcadores que foi verificado
que nao ha um novo 1 de dois em dois, a agdo € outra. Mesmo checando a au-
séncia destes respectivos simbolos 1, a maquina completara o servigo de, para cada
marcador passado, apaga-lo e deixar um marcador nos quadrados que seriam os in-
tercalantes a frente, embora o faca em estados distintos do quais fazia anteriormente.

Na primeira vez em que verificou que a direita do marcador ja ndo havia 1, nao
apagou o ultimo 1 marcado. Fez isto para que possa reimprimir os antigos simbolos 1
marcados na ultima leva de marcadores.

Por exemplo, se agora temos cinco marcadores fechando um ciclo, mas o ter-
ceiro destes marcadores ainda possui 0 1 a sua esquerda, quer dizer que nao havia
outro 1 de dois em dois quadrados apds este, e que vamos reimprimir os 1 primeiro
e segundo marcados. Neste caso, temos [(T5 — 2) + 1] simbolos 1 na entrada, isto €
(Is5—1—-1)+1=wv(4,1) + 1 simbolos 1.

Diante disso, vemos que, quando esbarramos no meio do ciclo, fecharemos o
ciclo com (k + M;) marcadores e com (k + 1) simbolos 1 marcados. Sabendo disso, a
magquina coloca, apds a cadeia inicial de (z + 1) simbolos 1 do inicio da fita, espagado
dela, uma cadeia de (k + 1) simbolos 1, (I — 1) quadrados vazios e uma cadeia de
(M; + 1) simbolos 1.

O que acabamos de mostrar foi um procedimento, em maquina de Turing, para
obter a imagem através da fungéo v~ . E, por ltimo, ha o caso em que, apds apagar
o primeiro quadrado dos copiados, ja ndo ha outros simbolos 1. Quer dizer que a
entrada era unitaria e, para este caso, o par ordenado é (1,0). A maquina coloca,
apos a cadeia de (z + 1) simbolos 1 do inicio da fita, uma cadeia de dois simbolos
1, (I — 1) quadrados vazios e uma cadeia unitaria. E fara o trabalho como a seguir é
descrito para qualquer caso com k = 1.

Depois de feita esta primeira vez, a maquina verificara se a cadeia de (k + 1)
simbolos é tal que £ = 1 ou ndo. Se sim, ela apagara a cadeia de (z + 1) simbolos
do inicio da fita, e a propria cadeia de (k + 1) também, e verifica se na Ultima cadeia
M, < m/ ou ndo. Se é, ele passa para o procedimento de substituicao pela sequéncia
binéria. Se nao é, rejeita.

Agora, se k£ > 1 tomaremos a cadeia de (M; + 1) simbolos 1 ao fim da fita e
recomecaremos, a partir dela, o procedimento para encontrar o préximo par ordenado.
Mas havera quatro diferengas.

Primeiro, que agora, para cada vez que for aplicada »~!, apagaremos o 1 mais
a direita da cadeia dos (k + 1) simbolos, sempre checando, ainda, um dado. Quando
a esquerda do simbolo apagado ainda houver um simbolo 1, nés iremos continuar
com este passo. Mas quando ndo houver, este passo de aplicar »~! acabara imedia-
tamente, conosco apagando inclusive a cadeia inicial da fita (dos (x + 1) simbolos).
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Segundo, que faremos a copia da Ultima cadeia para nela aplicar !, mas nédo
manteremos, depois, a cadeia original. Terceiro que também submeteremos a primeira
cadeia do novo par ordenado a verificagéo a respeito de ela corresponder a um natural
menor do que m’ ou ndo. Se corresponde, seguimos. Se nao corresponde, a entrada
é rejeitada.

E quarto, que cuidaremos para que haja o espacgo de (I — 1) quadrados vazios
entre a antiga penultima cadeia de simbolos 1 da fita e a primeira cadeia de nosso par
ordenado.

Com tudo isto esclarecido, podemos ver que a nossa tarefa consegue ser feita.
Deixamos, dai, para em outra secdo mais a frente explicar como se daria o restante da
computacgdo de uma maquina como M. Em geral, o que faremos segue a mesma
ideia. Apenas distinguimos o simbolo 0 do simbolo _,, e adicionamos outro simbolo
para separar as sequéncias bindrias.

Ja nesta primeira tarefa de distinguir as entradas de nossa nova maquina fica
visivel que utilizaremos uma grande quantidade de estados. E ainda, quando estiver-
mos trabalhando com as sequéncia bindrias ja bem dispostas, para cada estado da
maquina original utilizamos basicamente um conjunto de estados para cumprir a ta-
refa correspondente. Certamente, ao diminuirmos os simbolos, aumentamos em larga
escala os estados a serem utilizados, tal como o contrario também é verdade.

E, claro, concluindo esta parte, chegamos a afirmacao preparada desde o titulo
desta secdo. Existindo, para cada maquina de Turing M, esta versdao M que replica
seu trabalho com apenas dois simbolos, fica claro que existe também a maquina ¢4/?,
que replica, nessas condicdes, o trabalho da maquina universal.



7 REDUTIBILIDADE E COMPUTABILIDADE

Neste momento, daremos atencao a uma relacao especifica entre linguagens,
a partir da qual conseguiremos concluir o status em que se encontram resolugcdes dos
problemas a elas relativos.

7.1 REDUZINDO PROBLEMAS A OUTROS

Retornando algumas paginas, no ultimo resultado da secao 5.4 ndo precisa-
mos provar diretamente que o halting problem era indecidivel. Nés mostramos que
bastava saber que o accepting problem era indecidivel, para dai saber que o halting
problem também o era. E ai, tendo ja provado que o accepting problem é indecidivel,
resolvemos 0 nosso problema.

Isto é, reduzimos o problema da vez a um problema ja solucionado anterior-
mente. Faremos isto outras vezes ainda aqui. Foi muito importante que provassemos
a indecidibilidade da linguagem Ayr, pois poderemos provar a mesma propriedade
para outras linguagens, reduzindo a questao de volta a indecidibilidade de Ayr.

Tomemos um alfabeto ¥ com que consigamos codificar os objetos desta secao.
Eis aqui o problema da vacuidade das maquinas de Turing, elaborado a partir da
linguagem

Vur = {{M) € ¥*; M é uma maquina de Turing e L(M) = g}.

Antes de irmos ao resultado envolvendo isto, vejamos um resultado preliminar.

Lema 7.1.1. Sejam M uma maquina de Turing qualquer e w uma entrada a partir do
alfabeto de entrada desta maquina. Existe uma maquina de Turing que, ao receber
a entrada (M, w), consegue modificar a descricdo de M, de modo a fazé-la rejeitar
todas as entradas, sem contar w, na qual a maquina modificada continuara agindo do
mesmo modo que agiria originalmente.

A prova deste lema foi deixada no apéndice C. Em um nivel de descricdo mais
abstrato, a maquina em questao, a partir de tal entrada, compora os primeiros estados
e transic6es da versdo modificada de M de modo que eles sé nao provocam rejeicao
na maquina se escaneiam um por um, em ordem, os simbolos de w. Isso se da
sempre comparando os estados e transigdes compostos com os simbolos de w, do
primeiro ao ultimo. Denominaremos a maquina assim construida por Mw].

A proxima composicao sera tal que o estado, com a cabeca da maquina mo-
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dificada tendo ido para a direita ap6s o fim de w, s6 admita transicdo sem rejeicao
se o simbolo escaneado for _,, para garantir que a entrada acaba ali. Dado isso, as
composic¢oes seguintes levam a cabecga de volta ao inicio da fita.

E as ultimas composi¢des serdo a partir da descricao original de M. O ultimo
dos estados anteriores deve ser sucedido por aquele estado que correspondia ao
antigo estado inicial. E este deve ser sucedido pelos estados correspondentes aos
outros estados originais da maquina. Dai, a maquina descrita agora fara o que M
faria com a entrada w.

Um comentario a fazermos é que, para conseguirmos descrever a nova ma-
quina, usamos o artificio de imprimir, em um lugar especifico da fita, tantos simbolos
(iguais) quanto era o tamanho do alfabeto da fita de M. Isso, pois, para poder co-
brir todas as transicées. Seguidamente vamos comparando quantos simbolos dessa
sequéncia estdo marcados para preenchermos as instru¢des dos estados e suas tran-
sicoes conforme os simbolos escaneados.

Dito isso, na posse do lema, vamos ao teorema.

Teorema 7.1.2. A linguagem Vyr € indecidivel.

Demonstracdao. Provaremos que, se tal linguagem fosse decidivel, entdo a linguagem
Ayt também o seria, o que contradiz o teorema 5.4.5. Para fazé-lo, construiremos a
maquina hipotética que decide esta ultima.

Supondo que Vyr seja decidivel, existe uma maquina R que decide tal lingua-
gem. Ou seja, R aceita exatamente as entradas (M) em que M é uma maquina de
Turing e L(M) = @, e rejeita as outras.

Também, como de conhecimento, a partir de uma maquina de Turing M qual-
quer, podemos construir uma maquina que rejeite todas as cadeias exceto uma esco-
Ihida, na qual mantém o comportamentento de M. Se essa cadeia é w, tal maquina
construida a partir de M sera a maquina M w].

A ideia a ser utilizada é a de que, se a maquina R diz se uma maquina tem
linguagem vazia ou ndo, entao ela fara isso com a maquina M|w]. Se a linguagem
desta maquina for vazia, significa que M[w| ndo aceita w e, consequentemente, M
néo aceita w. E se a linguagem dela for ndo-vazia, significa que M]w] aceita w (pois
€ a Unica cadeia que ela poderia aceitar) e, consequentemente, M aceita w.

Sendo assim, vamos construir uma maquina S como descrita abaixo.

S = “ Sobre a entrada (M, w), onde M é uma maquina de Turing e w é uma cadeia:
1. Elabore a descricdo da maquina Mw].
2. Emule a maquina R sobre a entrada (M{w]).

3. Se R aceita, entdo rejeite. Se R rejeita, entdo aceite.”
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Quando R aceita a entrada (M|w]), isto significa que M nao aceita w, pois
L (M]w]) = @. E isto esta provocando rejeigdo em S. E quando R rejeita (M]w]), isto
significa que M aceita w, pois L (M]w]) # @. E isto esta provocando a aceitacdo em
S.

Sendo assim, S é um decisor de (M, w) quanto a M aceitar w, isto é, S decide
Avr. Como isto ndo pode ser verdadeiro, segue que Vyr € indecidivel. [ |

Sabendo que temos outras linguagens indecidiveis, para provar a indecidibili-
dade de outras, podemos reduzir o problema a alguma linguagem que nao Ayr. Como
o problema de decidir se duas maquinas de Turing sdo equivalentes, elaborado a partir
da linguagem

EQur = {{M1, M) € &*; M, e M, s@o maquinas de Turing e L(M;) = L(M,)}.

Para resolver este problema, dessa vez o reduziremos ao problema da decidi-
bilidade de Vyr.

Teorema 7.1.3. A linguagem EQyr é indecidivel.

Demonstracdao. Mostraremos que, se esta linguagem fosse decidivel, entao a lingua-
gem Vyr também o seria, o0 que contradiz o teorema 7.1.2. Para fazé-lo, construiremos
a maquina hipotética que decide esta ultima.

Supondo que EQyr seja decidivel, existe uma maquina R que decide tal lin-
guagem. Ou seja, R aceita exatamente as entradas (M, Ms) em que M; e M, sdo
maquinas de Turing e L(M,) = L(M,), e rejeita as outras.

Acontece que, se tivermos uma maquina cuja linguagem sabemos que € vazia,
entdo, com a maquina R, podemos comparar tal linguagem a qualquer outra. Se
a maquina R aceita a entrada com estas duas maquinas, significa que elas tém a
mesma linguagem, e, consequentemente, a segunda maquina tem linguagem vazia.
E se a maquina R rejeita a entrada com estas duas maquinas, significa que elas tém
linguagens diferentes, e, consequentemente, a segunda maquina tem linguagem nao-
-vazia.

E realmente conhecemos maquinas cuja linguagem é vazia. Elas rejeitam todas
as entradas. Para isso, basta que seu estado inicial seja o proprio estado de rejeicao.
Os outros estados e as transi¢des ficam livres para organizarmos. Tomemos, entao,
uma maquina M;, que € assim e, portanto, tem linguagem vazia.

Vamos construir uma maquina S como descrita abaixo:

S = “ Sobre a entrada (M), onde M é uma maquina de Turing:

1. Emule R sobre a entrada (M, M).
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2. Se R aceita, entdo aceite. Se R rejeita, entdo rejeite.”

Quando R aceita a entrada (M, M,), estd dizendo que a linguagem de M é
vazia. E isto esta provocando a aceitacdo em S. E quando R rejeita (M, M,), esta
dizendo que a linguagem de M ¢é nao-vazia. E isto esta provocando a rejeicao de S.

Sendo assim, S é um decisor de (M) quanto a sua vacuidade, isto &, S decide
Vur. Como isto ndo pode ser verdadeiro, segue que EQur € indecidivel. [

7.2 REDUTIBILIDADE POR MAPEAMENTO

Temos reduzido um problema a outro recorrentemente, sem um método sis-
tematico. Agora apresentaremos uma maneira de reduzir um problema a outro, por
meio do que chamaremos de funcdoes computaveis. Elas servirdo para converter
instancias de um problema A em instancias correspondentes de um problema B.

Definicao 12. Seja ¥~ um alfabeto. Uma fungéo f : ¥* — ¥* é uma fungdo computavel
se, e somente se existe uma maquina de Turing M tal que, para cada entrada w € ¥*,
termina sua atividade com exatamente a cadeia f(w) em sua fita.

Ha diversos exemplos de maquinas que satisfazem tal condicdo para uma fun-
¢cao computavel.

Exemplo 11. Podemos pensar facilmente em uma maquina que, para a,b € N positi-
vos, recebe a entrada (a, b) e, ao final de seu trabalho, imprime a saida (a+b). Tais co-
dificagbes podem ser feitas a partir do alfabeto ¥ = {Y,Z}, onde YY...YZYY...Y =

a vezes b vezes
(a,by e (a) =YY...Y.
N——
a vezes
Tomamos a fungao f : ¥* — ¥* tal que
a vezes b vezes
" —_—" .
fw) g, sew#YY...YZYY...Y para quaisquer a,b € N — {0},
w) = .
YY...Y, sew=YY...YZYY...Y paraa,b e N — {0}
a+b vezes a vezes b vezes

A maquina M que montamos para fazer esse trabalho vai procurar o primeiro
Z. Se ele estiver no primeiro quadrado, ela apagara todos os simbolos posteriores, e
voltara ao comeco para apagar o Z e finalizar sua atividade.

Se 0 Z nao for o primeiro, ela vai deixar os primeiros simbolos intactos até
encontrar o primeiro Z. Se chegar ao fim e ndo houver Z, ela apaga todos e termina.
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Se houver, ela substitui este Z por um Y e verifica o proximo simbolo a direita. Se
ele é um _ ouum Z, entdo ela imprime um _, no lugar deste e em todos os outros
da direita até encontrar o proximo _. Depois volta e apaga todos os simbolos até o
primeiro, e entéo finaliza.

Se imediatamente a direita do antigo primeiro Z havia Y, ela o mantém. E assim
mantera enquanto estiver encontrando apenas Y indo para a direita. Se a direita de
um Y ela encontra _,, ela simplesmente volta para este ultimo Y, imprime _, no lugar
do ultimo Y e finaliza. Mas se ela encontra Z, ela apaga toda a fita, e finaliza.

Tal maquina faz exatamente o que queriamos para podermos afirmar que f é
uma funcdo computavel. Pois ela termina seu trabalho com apenas uma quantidade
de (a+b) simbolos Y no inicio de sua fita se, e somente se a entrada que recebeu era
deaY’s,umZ, ebY’s. Etermina sempre com a fita vazia nas outras entradas. O

Exemplo 12. Sejam ¥~ = {_,A,B,C,D,E,L,R,u,u,v,x,X,y,y,%,%,;,#}, M uma ma-
quina de Turing qualquer e u alguma cadeia do alfabeto de entrada de M. Entédo po-
demos checar que f : £* — X* tal que f (M, u)) = (M[u]) e f(w) = Ase w # (M, u),
€ uma fungdo computével.

Aqui, M[u] é a maquina de Turing modificada descrita no lema 7.1.1, a qual
rejeita todas as entradas que nao u, € que age como agiria M em u. No apéndice C
fornecemos uma maquina AV que, a partir de M e u, constréi M[u]. S6 adicionaremos
a esta maquina quatro coisas.

Quando ela verificar que a entrada que recebe ¢é diferente de (M, u), ela deixara
a fita vazia, imprimira um A no inicio e depois rejeitara.

* Quando a entrada esta de acordo, ap6s ela concluir a descricdo da maquina
M{u], que esta mais para a direita na fita, ela a trara para o inicio da fita.

» Os espacos vazios entre dois simbolos distintos de _, nessa descricdo serdo
substituidos por .

+ Depois de feitas todas estas ultimas duas coisas, no caso da entrada “legitima”,
a maquina aceita.

Com isso, teremos uma maquina que mostra que f é uma fungcao computavel,
pois termina em A ou em (M u]) quando deve. O

Dados os exemplos, agora vamos ao conceito que utiliza as fungdes computa-
veis para reduzir problemas a outros.

Definicao 13. Sejam X um alfabeto e A e B linguagens de X. Entdo dizemos que a
linguagem A é redutivel por mapeamento a linguagem B, denotado por A <., B, se
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e somente se existe uma funcado computavel f : ¥* — ¥* onde, para todo w € ¥*,
temos que
we A<= f(w) € B.

Neste caso, a funcao f é chamada de reducao de A para B.

Observe que f ndo precisa ser injetiva, e muito menos uma bijecao.

Se temos uma reducédo de A para B, isso significa que os elementos de %*
que pertencem a A sé tém como imagens elementos de B, e que 0s elementos de
B s6 sao imagens de elementos de A. Consequentemente, os elementos de ¥* que
pertencem a A s6 tém como imagens elementos de B, e os elementos de B sé séo
imagens de elementos de A.

Observacao 8. Fica claro, com isso, pela definicao de redutibilidade por mapeamento,
que A <, B equivale a A <., B.

Agora, vejamos uma proposi¢ao que sera futuramente utilizada.

Proposicao 7.2.1. Para toda fungcdo computavel f : ¥* — ¥* e toda cadeia w € ¥*, é
possivel encontrar uma maquina que termine sua atividade com f(w) de maneira que
o0 ultimo quadrado escaneado seja o primeiro da fita.

Demonstracao. Junto de f, temos alguma maquina M cuja entrada € w € cuja saida
é f(w). Esta maquina termina sua atividade em um quadrado qualquer. Ela tem um
alfabeto dafital' > X U {_}.

Tomando os elementos § € X, vamos definir, para cada um deles, um novo sim-
bolo 3 correspondente. Como também, para o simbolo _, definimos o novo simbolo _,
correspondente. Usando as letras bg, como referéncia a begin, definimos, com isso,
o0 conjunto Xpg = {é;a € X U {_}}. Construiremos a maquina bg(M) descrita abaixo,
com o mesmo alfabeto de entrada > que a maquina M, e com alfabeto da fita I' U Xpg.

bg(M) = “ Sobre a entrada w:
1. Emule a maquina M sobre w.

2. Quando no inicio da fita finalmente estiver a cadeia f(w), € a maquina M fosse
parar, faca o seguinte. Ande para a esquerda, imprimindo & no lugar de cada
«. Quando escanear o primeiro &, mantenha-o e va para a direita. Mantenha
cada « até encontrar o primeiro «. Quando o encontrar, mantenha-o e va para a
esquerda, substituindo cada & por «. Quando escanear o primeiro «, mantenha-
0 e va para a esquerda. Se M aceitava, aceite. Se M rejeitava, rejeite. ”
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Com este artificio acima, encontramos o primeiro quadrado. Nés substituimos
simbolos « por & para fazer isto. O momento em que a cabega escaneia um & € 0
sinal de que ela ja esta no primeiro quadrado, pois tentou andar para a esquerda e
permaneceu onde estava.

Antes de terminarmos a computacéao, tratamos de deixar a saida como estava
em M. Para isso, a maquina mantém cada & e a cabeca vai se dirigir para o fim da
fita. Quando & chegar, retornara para o inicio de modo que trocard cada um dos &
pelo a respectivo.

Assim, a maquina bg(M) tem a mesma saida f(w), e vai terminar sua atividade
no primeiro quadrado da fita. Sabemos disso pois 0 momento em que ela escanear
um « sera quando a cabeca tentou andar para a esquerda, mas na verdade nao saiu
do primeiro quadrado, no qual ela ja substituiu 0 & por «. |

Observacgao 9. A partir da descricao (M) de uma maquina de Turing, podemos, atra-
ves também de uma maquina de Turing, compor a descrigéo (bg(M)). Para tal, esta
segunda maquina verifica a quantidade m’ de B’s que ha em (M) a fim de acres-
centar (m’ + 1) simbolos na descricdo da nova maquina, que serdo os « citados na
demonstracao acima.

Ela vai colocar esses novos simbolos nas instru¢des dos antigos estados, que
em verdade ndo mudara nada na atividade. Depois ela substituird os estados sucesso-
res que fossem os de aceitacao e de rejeicdo por dois novos estados respectivamente.
A nova maquina terd um trabalho, na pratica, igual a partir de qualquer um destes dois
estados. Exceto que, ao fim das sucessdes que comegaram no primeiro, a maquina
aceitara, e ao fim das sucessdes do segundo, a maquina rejeitara. Com isso, basta
descrevermos como compor os estados da nova maquina partir de um destes dois, e
com o outro sera mesmo, com excec¢ao do final.

Seja m a quantidade de simbolos do alfabeto da fita de M. Neste estado subs-
tituto do antigo estado de aceitagédo, descrevemos que, com a leitura dos simbolos «
da demonstracao, havera a sua substituicdo pelo simbolo &, o qual corresponde a re-
presentagcdo do mesmo a, mas com mais m simbolos C. Havera, concomitantemente,
0 andar para a esquerda, e 0 seguir no mesmo estado. Quanto aos simbolos que sao
puramente do alfabeto da fita, fora o _,, a descrigcao fica livre. E quanto aos simbolos
&, a instrugdo o mantera, o movimento serd de andar para a direita, e mudara para um
novo estado sucessor.

Na instrucao deste ultimo estado, também serdo mantidos os & ao escanea-los,
havera o movimento para a direita e 0 mantimento do préprio estado. Mais uma vez,
os simbolos puramente do alfabeto da fita, sem o _, poderao ter qualquer descricao
nesta instrucdo. Ja os «, ao serem escaneados, serdo mantidos, 0 movimento sera
para a esquerda, e o estado sucessor sera outro novo estado.

Com este terceiro novo estado, sdo substituidos os & por «, diminuindo, entéo,
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sua representacao em m simbolos C. O movimento da maquina sera para a esquerda,
e a sucessao mantém o mesmo estado. A descricdo das instrugcdes com os simbolos
escaneados puramente do alfabeto da fita, sem _,, sdo livres. A descricdo para os « €
de manté-los, andar para a esquerda e passar para o novo estado de aceitacao.

Fosse entdo n a quantidade dos estados de M. O que faremos é acrescen-
tar novos estados. Primeiramente com D seguido de, respectivamente, (n + 1) e de
(n + 2) simbolos A, associados ao primeiro tipo dos trés novos estados antes apre-
sentados. Aqueles associados ao segundo tipo dos novos estados serdao os estados
representados por D com respectivamente (n + 3) e com (n + 4) simbolos A. E, para
o terceiro tipo dos novos estados, teremos respectivamente os estados representados
por D com (n + 5) e com (n + 6) simbolos A.

O primeiro estado de cada uma dessas trés duplas € o que vai conduzir a
maquina a aceitagdo. O segundo é o que vai conduzir a maquina a rejeicdo. Assim,
do primeiro trio, se segue o estado DE, de aceitagdo. E do segundo trio, o estado
DEE, de rejeicao.

Temos, entdo a construgdo de bg(M) por meio de uma maquina de Turing.

Agora, a partir da definicdo da relagdo <, sistematizamos uma resoluc¢do de
um primeiro problema a partir de um segundo. E o0 que nos garante isso é o resultado
a sequir.

Teorema 7.2.2. Se A <, B e B é uma linguagem decidivel, entdo A é decidivel.

Demonstracao. Por requisito da definicdo, existe um alfabeto ¥ do qual A e B séao
linguagens. E, pelas préprias definicdes, existem uma maquina de Turing M; que
decide B e uma f reducado de A para B. Com esta ultima, sabemos que ha uma
maquina de Turing M que recebe as entradas w € ¥* e acaba em f(w) € ¥*. A partir
disso, construiremos a maquina N, de alfabeto de entrada X, como descrita abaixo.

N = “ Sobre a entrada w:
1. Emule a maquina M, sobre w e nos fornega f(w) ao final.

2. Emule a maquina M, sobre f(w). Se M, aceitar, aceite. Se M, rejeitar, rejeite.”

Por f ser redugéo de A para B, ocorre que w € A se, e somente se f(w) € B.
Como M, aceita f(w) € B e rejeita f(w) ¢ B, segue que N aceita w € A e rejeita
w ¢ A. Portanto, N’ € um decisor de A. |

Corolario 7.2.3. Se A <,, B e A é uma linguagem indecidivel, entdo B é indecidivel.
|
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E com este ultimo resultado obtemos diversas provas de indecidibilidade. Po-
demos revisitar problemas antes resolvidos, onde usamos técnicas de redutibilidade,
e vejamos brevemente como poderiam ser resolvidos utilizando redutibilidade por ma-
peamento. Para isso, eis 0 exemplo abaixo.

Exemplo 13. No teorema 5.4.7 haviamos abordado o halting problem, onde demons-
tramos a indecidibilidade de PARAyr reduzindo o problema a Ayr. Chegamos a uma
contradigdo quando mostramos que um decisor da primeira linguagem poderia ser uti-
lizado para se decidir a segunda. Aqui, vamos ver como fariamos pelo método atual.

Precisamos de uma reducao por mapeamento de Ayt para PARAyr. Isto é,
precisamos de uma fun¢ado computavel f onde, para uma maquina de Turing M e um
cadeia sua w, tenhamos f (M, w)) = (M’,w’), de modo que

<M, w) € Ayt < <./\/l/, w’) € PARAwT.

E para mostra-la, construimos a maquina de Turing F como descrita abaixo.

F = “ Sobre a entrada z:

1. Verifique se ela é uma entrada (M, w). Se sim, siga para o proximo passo. Se
nao, apague toda a fita, e, com a fita vazia, rejeite.

2. Construa a maquina M’ a seguir.

M’ = “ Sobre a entrada y:

1. Emule M sobre a entrada y.
2. Se M aceita y, entdo aceite.

3. Se M rejeita y, entdo entre em loop. ”

3. Compute a cadeia (M’ w) desde o inicio da fita e entao aceite.”

O passo inicial desta maquina garante que uma entrada que nao € sequer uma
codificacdo de uma maquina de Turing com uma cadeia nao va parar sobre uma en-
trada pertencente a PARAyr.

O seu passo seguinte lida com uma codificagéo “legitima”. Ele constr6i uma
maquina M’ que, ao final, serd apresentada com a entrada w que acompanhava a
maquina M inicialmente. Cabe falarmos que nao € dificil de se pensar em como
construir tal maquina em F.

Digamos que M tenha n estados. Basta que, quando F estiver lendo as ins-
trucoes de M, ela retire 0 estado de rejeicdo de onde ele se encontrava como estado
sucessor. No lugar dele, colocara um estado novo, o q,. Este serd acrescentado
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nas instrugcdes, como também o estado q,.1. No primeiro deles, a maquina imprime
sempre o simbolo _, sobre qualquer escaneamento, vai para a direita e passa para
o estado q,.:- E no estado q,.1, @ maquina imprime o simbolo _, sobre qualquer
escaneamento, vai para a esquerda e passa para o estado q,,.

Isso garante que M’ entrara em loop quando M rejeitasse. E nao interferira
em M’ imitar M quando ela aceitasse ou entrasse em loop.

Agora, veja que, se a entrada (M, w) € Ay, entdo (M’ ,w) € PARAyr. Pois,
neste caso, M aceita w. Consequentemente, M’ também aceita w, e disto segue que
M’ para sobre w. Assim, (M’ w) € PARAwur.

E também veja que, se a entrada (M,w) ¢ Anr, entdo (M’ w) ¢ PARAwmr.
Pois, neste caso, M nao aceita w. Consequentemente, M’ também nao aceita w.
Ela também n&o vai rejeitar w, pois tal maquina sé chega a aceitacdo ou entra em
loop sobre suas entradas. E disto segue que M’ ndo para sobre w. Assim, (M’ w) ¢
PARAwT.

Portanto, 7 mostra que f satisfaz aquilo que dissemos, e podemos afirmar que
Aur <m PARAwr. E, pelo corolario 7.2.3, como Ayr é indecidivel, segue que PARAur
também ¢é indecidivel. O

Pois bem. Uma vez provados estes resultados relativos a linguagens serem
ou ndo decidiveis, podemos facilmente chegar aos resultados semelhantes relativos a
linguagens Turing-reconheciveis.

Teorema 7.2.4. Se A <,, B e B € uma linguagem Turing-reconhecivel, entdo A é uma
linguagem Turing-reconhecivel.

Demonstracdo. A demonstragao € andloga a do teorema 7.2.2. Em vez de lidarmos
com maquinas que decidissem A e B, o fariamos com maquinas que as reconhecem.
[

E, tomando o contrapositivo do teorema anterior, obtemos o seguinte.

Corolario 7.2.5. Se A <,, B e A ndo é uma linguagem Turing-reconhecivel, entdo B
ndo é uma linguagem Turing-reconhecivel. [

Em posse destes resultados, resolvamos algo concernente ao problema de
identificar se duas maquinas de Turing possuem a mesma linguagem. Para tal, re-
cordamos a linguagem EQyr. Antes haviamos mostrado que ela € indecidivel. Agora
vamos além.

Teorema 7.2.6. A linguagem EQyr nédo é Turing-reconhecivel e também ndo é co-
-Turing-reconhecivel.

Demonstracdo. Primeiro mostraremos que i) EQyr ndo é Turing-reconhecivel, e de-
pois, que ii) EQyr também néo o é.
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Para ambos, utilizaremos o conhecimento tomado do teorema 5.4.6, de que a
linguagem Ayt ndo é Turing-reconhecivel, e o corolario 7.2.5.

i) Provaremos que Ayt <m EQur. Para tal, segundo a observagao 8, basta provar-
mos que Ayt <m EQur.

Em vista disso, construimos a maquina descrita abaixo, com alfabeto de entrada
2.

F, = “ Sobre a entrada z:

1. Verifique se ela € uma entrada (M, w), onde M é uma maquina de Turing
e w uma cadeia de entrada dela. Se sim, siga para o préximo passo. Se
n&o, construa a maquina M, a seguir.

M = “ Sobre qualquer entrada:
1. Rejeite. ”
E fornega a cadeia (M, M;) como saida e entdo aceite.

2. Construa as maquinas M, antes descrita, e M, a seguir.
M, = *“ Sobre qualquer entrada:

1. Apague toda a entrada.

2. Emule M sobre w. Se M aceitar w, entdo aceite. Se ela rejeitar, entdo
rejeite. ”

3. Forneca a cadeia (M;, M,) como saida e entéo aceite.”

Ora, se a maquina M aceita w, entdo a maquina M., aceitard todas as en-
tradas que receber. E se M nao aceitar w, entdo M, ndo aceitara nenhuma
das entradas que receber. No primeiro caso, L(M;) # L(M,), e no segundo,
No primeiro caso, (M, M) ¢ EQur, € no segundo, (M;, Ms) € EQur. Lem-

brando que néo é dificil montar uma maquina tal que L(M;) = @. Basta que seu
estado inicial seja o estado de rejeigao.

E claro, quando = # (M, w), a saida da maquina é (M, M;) € EQur. Assim,
definindo a fungao f; : ¥* — X* tal que fi(z) é a saida da maquina F; sobre a
entrada x, temos uma fungdo computavel.

Deste modo, podemos dizer que = = (M, w), onde M aceita w se, e somente
se fi(z) € EQur. Isto €, z € Ayt < f1(z) € EQur. Portanto, Ayr <m EQur.
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ii) Provaremos que Ayt <m EQur. Para tal, segundo a observacao 8, basta provar-
mos que Ayt <m EQur.

Em vista disso, construimos a maquina descrita abaixo, com alfabeto de entrada
>

F, = “ Sobre a entrada x:

1. Verifique se ela € uma entrada (M, w), onde M é uma maquina de Turing
e w uma cadeia de entrada dela. Se sim, siga para o préximo passo. Se
nao, apague tudo da fita e entéo rejeite.

2. Construa as maquinas M3 e M, a sequir.

M3 = “ Sobre qualquer entrada:
1. Aceite. ”
M, = * Sobre qualquer entrada:

1. Apague toda a entrada.
2. Emule M sobre w. Se M aceitar w, entdo aceite. Se ela rejeitar, entdo
rejeite. ”

3. Forneca a cadeia (M3, M,) como saida e entdo aceite.”

Vendo que o caso de M, é o mesmo do item anterior, agora ocorre que, se M
aceita w, entdo L(M3) = L(M,), e se M nao aceita w, entdo L(M3) # L(My).

No primeiro caso, (M3, M,) € EQur, € no segundo, (M3, M,) ¢ EQyr. E claro,
é facil montar uma maquina tal que L(M3) = X*. Basta que seu estado inicial
seja o estado de aceitacéo.

E ainda, quando = # (M, w), a saida da maquina é ¢ ¢ EQur. Assim, definindo
a fungéo f, : ¥* — ¥* tal que f,(z) é a saida da maquina ¥, sobre a entrada z,
temos uma fungdo computéavel.

Deste modo, podemos dizer que = = (M, w), onde M aceita w se, e somente se
fg(:E) € EQur. Isto é, z € Ayt &= fg(l‘) € EQur. Portanto, Ayt <m EQur. ]

Antes da préxima se¢do, demonstraremos que ha uma importante propriedade
dentro da relagéo de redugéao por mapeamento.

Proposicao 7.2.7. A relacdo <, é transitiva.
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Demonstracdo. Sejam ¥ um alfabeto e A, B, C linguagens quaisquer de ¥ tais que
A <y B e B <y C. Quer dizer que existem fungdes computaveis fi, f» : ¥* — X* tais
quez € A<= fi(z) e Beye B+ fy(y) e C.

Também quer dizer que existem maquinas de Turing M, e M, tais que M;
sobre a entrada x para em f;(x), e M, sobre a entrada y para em f,(y).

Tomemos afungdo f = foof;. Ora, z € Ase, somentese fi(x) € B. E fi(x) € B
se, e somente se f>(fi(x)) € C,isto é, se f(x) € C. Portanto x € A <= f(z) € C.

E afuncao f € computavel. Para vé-lo, facamos o seguinte. A partir da maquina
M, tomemos a maquina bg(M;), como definida na demonstracdo da proposicao
7.2.1.

Construiremos a M como descrita mais abaixo, com mesmo alfabeto de en-
trada ¥ que as maquinas anteriores.

M = “ Sobre a entrada z:
1. Emule bg(M,) sobre z.

2. Quando bg(M,) fosse parar, sobre a saida f;(w), emule a maquina M, e nos
forneca f(fi(x)) ao final.”

A maquina bg(M,) fornece a mesma entrada f;(w), mas termina no primeiro
quadrado da fita. Com isso, podemos prosseguir para emular M, sobre f(w).

Sendo assim, a maquina M nos fornece o que precisadvamos. A funcado f é
entdo computavel. Logo, <, é transitiva. [

E ainda, inspirados nesta ultima demonstragdo, cabe colocarmos duas coisas:
uma definicdo e uma pertinente observacao.

Definicao 14. Sejam dadas duas maquinas de Turing M; e M., cujo alfabeto da
fita da primeira contém o da segunda, que sempre exibem saidas e cujas saidas de
M séo possiveis entradas de M,. N6s combinamos M; e M, quando, em uma
nova maquina M, a entrada w é recebida pela subrotina M; e, quando a maquina M;
chegaria em um estado de parada, M entra na subrotina M., obtendo, da computacéo
de tal maquina, a sua saida sobre w.

Percebamos que, ainda que fungdes computaveis [ e g estejam atreladas as
maquinas M; e M, respectivamente, a saida da maquina que combina as duas sobre
uma entrada w nao precisa ser g(f(w)). Isto porque ao final da primeira subrotina,
quando chegar no ponto em que M, pararia, pode ser que a maquina nao esteja
sobre o primeiro quadrado da fita. E é facil ver que, ndo estando ali, quando comecar
a atividade da segunda subrotina, ela agird segundo os estados de M,, mas por
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comecar em outro quadrado, a sucessao de configuragdes pode mudar radicalmente
a saida.

A saida sera sempre g(f(w)) quando estivermos combinando duas maquinas
de Turing das quais a primeira sempre termina no primeiro quadrado da fita. E o caso
da maquina resultado da combinagao de uma bg (M;) com uma M.

E agora, com a definicdo fornecida, vamos a observagao e depois passemos
para a préxima secao.

Observacao 10. Sejam M; e M, duas maquinas passiveis de combinagcdo. Entao
existe uma maquina de Turing que, a partir da entrada (M, M5), d4 como saida a
descricdo de uma maquina fruto da combinacao de M; com M.

De fato, chamemos tal maquina de C e mostremos como ela funciona. Sendo
n; 0 numero de estados de M; e ny, 0 numero de estados de M,, a descricdo dos
estados de M, é integrada a descricdo de M..

Adotemos, para explicar que isso é possivel, a codificacdo de maquinas de
Turing usual desta dissertacéo até entao, com simbolos, D, A, C, B, etc. Para integrar
as duas maquinas, as representacdes dos estados de M, adicionaremos n; simbolos
A, visto que serdo os préximos estados da maquina total.

E sejam m; e m, as quantidades de simbolos dos alfabetos da fita de M;
e de M., respectivamente. Também adicionaremos os (m; — msy) simbolos (que a
primeira maquina tinha e a segunda nao) para a descricdo de M,. Na realidade
podemos colocar quaisquer instrugdes em tais configuragdes, pois a subrotina M.
nunca trabalhara com estes simbolos.

Se os antigos estados de aceitacao e de rejeicdo da maquina M, ficavam res-
pectivamente na posicao r; € r,, de 1 a n; — 1, entdo agora eles, em vez de serem
representados por DE e DEE, o ser&o por D com (r; + n;) simbolos A e por D com
(ro + n1) simbolos A. Estes dois estados serao supérfluos, e ja veremos o porqué.

Mas se ou r; ou r, é a posicao 0, entao simplesmente apagaremos a descricao
de M, e daremos como saida a propria (M,).

E também, sendo respectivamente r; e r, as posi¢ées do estado de aceitagao
e do estado de rejeicao de M, se ou uma ou outra é a posicao 0, entdo apagaremos
a descricdo de M, e daremos como saida a prépria (Ms).

Agora, no caso em que nenhum estado de parada das maquinas originais fosse
seu estado inicial, faremos o seguinte. Quanto aos estados de M, cujo estado suces-
sor era o0 estado de aceitacdo, agora serdo sucedidos pelo estado da posi¢cédo ni, 0
antigo estado inicial de M,. E fazemos o mesmo com relagdo ao estado de rejeicao
quando sucessor na maquina M.

Mantemos as instrucdes dos estados de aceitacao e de rejeicdo da antiga M;
pois serao os estados de parada da nova maquina. Quando a parte correspondente a
antiga M, se dirigisse para os estados de parada, € para esses que ela ird. Nao ira
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nunca para os estados de posi¢ao r, + ny € ro + nq.

E a quantidade de simbolos B de M; sera a mesma quantidade usada para os
B da nova maquina. Pois o alfabeto de entrada sera o mesmo. A combinagdo esta
feita.

No entanto, a maquina C nao analisara, quando receber como entrada a des-
cricdo de um par de maquinas de Turing, se elas satisfazem as condi¢des para serem
combinadas. Ela apenas realizara o seu trabalho.

Dizemos, quando duas maquinas nao passiveis de combinagdo estdo como
entrada de C, que ela fara uma tentativa de combinacao. C vai agir em vista dos
passos de adaptar os simbolos nas instrucdes da segunda maquina e os estados nas
duas.

Mas isso pode nao resultar em uma combinagcdo. Como quando as saidas da
primeira maquina admitissem cadeias que ndo correspondam a entradas da segunda.
Ou quando a primeira maquina entrar em loop para determinadas cadeias de entrada.
Ou pode simplesmente ndao conseguir construir uma maquina de Turing de fato. Como
quando o alfabeto da fita da segunda maquina possuia mais simbolos do que o da
primeira.

Enfim, ela pode falhar para certos pares de maquinas. Ainda assim, utiliza-
remos a sua computagdo em momentos convenientes mais a frente, onde ela nao
falhara ou onde sua falha n&o possui relevancia.
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8 EXPLORANDO A COMPUTABILIDADE

Aqui, faremos uso de um conceito similar para computabilidade, que nos servira
para verificar uma coisa: fungdes que parecem ser computaveis mas que nao o sao.

8.1 RADO-COMPUTABILIDADE

Poderiamos pensar que é muito complicado encontrar funcbées de ¥* em X* que
nao sejam computaveis. Que precisariamos de um alfabeto de entrada relativamente
grande para chegar ao conhecimento de alguma mais facilmente. Com base em Radé
(1962), mostraremos que € possivel verificar fungdes ndo-computaveis de maneira
consideravelmente acessivel com um alfabeto binario.

Primeiramente, vamos tratar das definicbes que o autor utiliza. Usando uma
maquina de Turing com apenas dois simbolos, , e 1, ele toma o alfabeto de entrada
{1}. Em verdade, ele fala de 0 em vez de _, mas ambos cumprem o mesmo papel.
Vamos adaptar algumas coisas.

Definicao 15. Fixamos a bije¢do n : {1}* — N U {¢} como aquela em que

€, Sew =g,

W) =9 sew=111...11"
—_—

(z+1) vezes

Ele identifica as cadeias ndo-vazias de {1}* com os numeros naturais. O nu-
mero = € N é identificado com a cadeia de exatamente (z + 1) simbolos 1 seguidos.
Em particular, note que n(1) = 0.

E, quando fala de uma funcao computavel f, ele toma que ela obtém a imagem
f(z) quando acontece o seguinte: logo a direita dos (= + 1) primeiros quadrados da
fita, preenchidos com 1, o proximo quadrado esté vazio, e a direita dele ha exatamente
[f(z) + 1] quadrados preenchidos com 1 no momento em que a maquina de Turing
para. Neste estagio, o quadrado escaneado é o ultimo da fita.

Por exemplo, nos termos dele, se temos uma fungcao computavel tal que f(3) =
6, entdo a maquina para quando estéa do seguinte modo.

Figura 98 — Exemplo de saida para a computabilidade segundo Radé

Al Aty PP

Fonte: Autor (2024)
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Esta definicdo ndao cabe como uma saida dentro da nossa definicdo de funcao
computavel, pois no meio da cadeia final ha um _, o qual ndo esta no alfabeto de
entrada. No entanto, isto é contornavel. Podemos, a esta maquina, adicionar estados
que coloqguem a ultima sequéncia de simbolos 1 logo no inicio da fita, apagando a
primeira sequéncia.

Em vista disto, trazemos uma definicdo e um teorema.

Defini¢cdao 16. Dizemos que uma fungédo f : NU {¢} — N U {¢} é Radé-computavel
quando:

a) f(w) = ¢ se, e somente se w = ¢;

b) existe uma maquina de Turing com alfabeto de entrada {1} e alfabeto da fita
{1,_} tal que, para a entrada ¢, a saida € ¢, para a entrada w # ¢, a saida é
w _ n Y f(w)), e cujo Gltimo quadrado escaneado € o Ultimo quadrado da fita.

Teorema 8.1.1. Existe uma funcdo f Rado-computavel se, e somente se existe uma
fungdo computavel h : {1}* — {1}* tal que h (n7'(x)) = n71(f(x)).

Demonstracdo. Primeiramente, i) partiremos da existéncia de f para provar a exis-
téncia de h, e depois ii) provaremos a reciproca.

i) Para tal, ha a estratégia a seguir. Tomando uma maquina que Rad6-computa f,
a modificamos a partir do momento em que ela entraria no estado de parada.
Em vez de cessar sua atividade, fazemos ela recuar, do ultimo quadrado, até
encontrar o quadrado vazio que separa as sequéncias. Nele imprimimos 1, a
esquerda dele imprimimos _, e andamos mais uma vez para a esquerda. Se ai
h& o simbolo 1, dirigimo-nos para o fim da fita, quando hd o 1 seguido de _, e
apagamos o 1.

Recomegamos o mesmo procedimento, até que, na tentativa descrita de ir para
a esquerda duas vezes seguidas, na segunda ndo encontremos o0 1, mas o ..
Pois isto indica que ja estamos no inicio da fita. Neste estagio, ha um quadrado
vazio logo no inicio da fita. O que fazemos é imprimir nele o simbolo 1, ir até o
fim da fita, apagar o ultimo simbolo 1, e entdo chegar ao ultimo quadrado para
ai parar.

Esta feito. Temos a saida igual a exatamente [f(x) + 1] simbolos 1 seguidos. A
(z+1) vezes

——
entrada era 111...11 = n~!(z). A saida é, entédo h(n~*(z)) = ' (f(z)). O caso
com a entrada ¢ é evidente.

ii) O caso com a entrada ¢ dispensa comentarios. Quanto aos outros casos, a es-
tratégia aqui sera fazer uma copia da entrada para ap6és o fim da fita, e fazer a
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computacao acontecer ali. Sé que temos de cuidar o caso em que a cabeca da
maquina estaria no quadrado correspondente ao primeiro e tentaria ir para a es-
querda. Precisamos fazer isto ser imitado sem dano no decorrer da computagéao.

Faremos o seguinte. Ap6s dois quadrados vazios a direita da entrada, impri-
mimos 1. Logo a direita dele imprimimos outro 1, pelo primeiro 1 da entrada.
Apd6s um quadrado vazio a direita dele, outro 1, pelo segundo 1 da entrada. E
vamos imprimindo simbolos 1 de dois em dois quadrados até que, a direita os
dois simbolos 1 adjacentes, haja = simbolos 1 intercalados.

Para que consigamos fazer isto, podemos, ap6s imprimir os dois 1 adjacentes,
voltar para o fim da entrada original, apagar o ultimo 1 e checar se a esquerda
dele ha outro 1. Se ha, depois disso, retornar ao fim da fita para, imprimir, ap6s
um quadrado vazio, outro 1. E ir repetindo este ciclo.

Quando, apés apagar um simbolo 1 da fita e a esquerda dele nao tiver nada,
€ porque chegamos ao primeiro quadrado e ja teremos imprimido todos os 1
intercalados necessarios. Agora, imprimimos de volta o inicio da fita com sim-
bolos 1 até refazer a entrada original. Paramos de imprimir quando, a direita, ja
houver outro 1, que se trata do primeiro daqueles adjacentes. Ao encontra-lo,
apagamos os dois simbolos 1 a esquerda dele, e depois andamos a direita até
chegarmos ao segundo dos dois adjacentes. Esta exemplificado abaixo.

Figura 99 — Exemplo de cépia da entrada para a direita

Gl LTl

g P ol e L]

Fonte: Autor (2024)

Para a atividade restante desta maquina, preparamos os estados baseados nos
estados que tinha a maquina que computava a funcao k. Ela vai agir de maneira
semelhante a como agiria tal maquina, escaneando nossa copia como se fosse
a entrada.

Mas, pelo fato de tal copia ter um espaco vazio entre seus simbolos 1, os esta-
dos da maquina original, com excec¢éo dos estados de parada, como que serdo
divididos em dois estados. Um é usado apés o escaneamento de um simbolo na
posicao dos 1 intercalados, com a cabeca ja tendo se deslocado para a esquerda
ou para a direita, e o outro € para escanear o simbolo da posicao referida.

O primeiro destes dois procura ver se a cabeca esta sobre um quadrado vazio
ou ndo. Se esta, a maquina segue na dire¢cao recém-movimentada, e vai para
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0 segundo estado fruto da divisao, o qual imitara o comportamento da maquina
original. Se no entanto, no primeiro dos dois estados, esta sobre 1, quer dizer
que a cabeca tentou ir para a esquerda do quadrado que corresponde ao pri-
meiro quadrado da fita, e a instrugdo € que a cabeca retorne para a direita, e
continue imitando o comportamento da original.

Com isso, a nova maquina computara de modo semelhante a original, mas,
quando antes ocorreria a parada com uma sequéncia de n(h(z)) simbolos 1
sobre a fita, agora havera os (x + 1) primeiros 1, seguidos, apds dois quadra-
dos vazios, dos dois 1 adjacentes, e, apés mais um quadrado vazio, exatamente
n(h(x)) simbolos 1 intercalados. E ndo serd agora a parada. Retornamos ao
primeiro quadrado dos dois adjacentes.

Exemplificando, se n(h(3)) = 5, entdo podemos checar, abaixo, como seria.

Figura 100 — Exemplo de computagdo em cima da cépia

g [ A L]

e [ e ol fof o o] A ] ] ]

Fonte: Autor (2024)

Chegando ai, vamos a sua esquerda imprimir outro 1. Agora a distancia entre
a entrada original e os adjacentes € de um quadrado. Os ultimos passos vém
agora. Temos, atualmente, trés adjacentes e, a partir deles, junto dos intercala-
dos, temos [n(h(z)) + 1] simbolos 1 até o fim da fita. Iremos juntar n(h(z)) em
uma unica sequéncia continua no final.

Para isso, a direita dos trés adjacentes, andamos até o proximo 1, verificando
se dois quadrados a direita dele ha outro 1. Se h4, voltamos dois quadrados
a esquerda, apagamos o 1 nele presente e voltamos a esquerda até encontrar
um 1 para, a direita dele, imprimir outro 1. Andamos a direita até o proximo 1 e
recomegamos o ciclo.

Quando, dois quadrados a direita do 1 encontrado no momento em que a cabeca
reiniciava o ciclo, nao houver outro 1, significa que chegamos ao fim da fita.
Voltamos dois quadrados a esquerda, apagamos o 1 ali presente, e voltamos
a esquerda até encontrar o ultimo 1 para entdo o apagar. Esta pronto, pois
ja temos a quantidade exata para a sequéncia de simbolos 1 ap6s a entrada
original, e, chegando no atual ultimo 1 da fita, chegamos ao estado para parar a
maquina.
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Isto significa que montamos uma maquina que Radé-computa a funcao f tal que,
diante de uma entrada de (z + 1) simbolos 1, isto é, a entrada ~'(z), obtém
como imagem a mesma cadeia que computaria i sobre n(x). Ora, isto quer
dizer que a quantidade de simbolos 1 de . (n~'(z)) é f(x) + 1. Ou seja, que,

h(n~(z)) =0~ (f(2)) u

Isto significa o seguinte. Quando existe uma funcao Rad6-computavel f, existe
também uma fungéo computavel 4 que, em vez de imprimir a sequéncia de [f(x) + 1]
simbolos 1 a direita da cadeia de entrada, a imprime no lugar da propria cadeia de
entrada. E vice-versa.

Observacao 11. Na realidade, para o autor, diante de uma cadeia de entrada, o pri-
meiro quadrado escaneado sera o Ultimo quadrado da fita. Entretanto, é evidente que
podemos comegcar pelo primeiro quadrado e imitar o comportamento da maquina se-
gundo ele define. Assim, diante das funcbes Radd-computaveis f que aparecerem a
frente, ndo distinguiremos a sua capacidade de imprimir f(z) segundo sua definigdo
pede, comegando a cabe¢a da maquina pelo primeiro quadrado da fita ou pelo ultimo.

Originalmente, ele também admite entradas com o simbolo _, (ou 0), de modo
que, entre uma sequéncia de simbolos 1 e outra, houvesse um unico ., que as se-
parasse. Nesta situacdo, a funcédo f de uma variavel vai reconhecer apenas a ultima
sequéncia de simbolos 1. Se, ap6s um _,, a ultima sequéncia é de (x + 1) simbolos 1,
a maquina computard f(z), sem se importar com as sequéncias de 1 anteriores.

Observacao 12. Uma coisa importante, que usaremos logo mais, se trata de que, se
existe uma funcdo f Rad6-computével, e assim, para todo = € N existe um f(z) € N,

entdo existe outra fungdo Rado-computavel g tal que, g(x) = > f(4).
=0

Nao é tao trabalhoso chegarmos a esta conclusao. Fégamos 0 seguinte. Pe-
guemos a maquina M que computa f e fagamos algumas modificacées. Diante da
cadeia de (z + 1) simbolos 1, ela imprimira, apds o fim da fita, os [f(z) + 1] simbolos
1 seguidos. Mas em vez de parar, ela continua.

Ela volta para antes dos ultimos [f(z) + 1] simbolos 1 e apaga o 1 mais a di-
reita da sequéncia antecessora. Dirige-se para a esquerda e tera agora = simbolos 1
sequenciados da cabeca para tras. O que fazemos é criar novos estados baseados
nos estados originais de M para que, neste momento, se houver mais simbolos 1 ali,
a maquina compute outros [f(z — 1) + 1] simbolos 1.

S6 que estes ndo serdao impressos apds um espaco vazio a direita dos x simbo-
los 1, mas sim seguindo os [f(z) + 1] inicialmente impressos, sem espago vazio que
os distancie. Para tal, colocamos estados intermediérios entre o reconhecimento da
sequéncia e a impressao dos simbolos apoés ela, a fim de levarmos a cabeca até o
fim da fita carregando a informacéao devida. E, apés isto, apagamos o ultimo 1 da fita,
obtendo, até agora, uma sequéncia [f(x — 1) + f(x) + 1] simbolos 1 no fim.
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Recomecamos este procedimento, até termos apagado o ultimo (ou primeiro,
da esquerda para a direita) 1 da sequéncia antecessora. Apds isto, 0s reimprimimos,
com o Unico espacgo entre a sua sequéncia e a préxima, que € a ultima e que ja possui

exatamente f(0) + f(1) +--- + f(z) + 1 = [f} f(i)] + 1 simbolos 1. Entédo, o que
=0

dissemos esta verificado.

Observacao 13. Cabem ainda mais dois rapidos comentarios. Com tudo o que perce-
bemos até aqui sobre maquinas de Turing, ndo € dificil ver que ha uma dessas funcdes
Rado-computaveis que consiga realizar o trabalho de dar, como saida de x € N, a ca-
deia identificada com f(z) = 2.

E também que, dadas trés maquinas relativas a trés funcdes Radd-computaveis
fi, fo e fstaisque, paray € N, fi(y) > f3(y), conseguimos montar uma maquina que
Radé-compute g tal que

g, Sexr =g,
g(z) = ,
fi(x) + folw), sew#e

e uma maquina que Rado-compute h tal que

£, ser =c¢,

filz) = fa(x), sex#e

Afinal, fazemos com que as maquinas de g e de h Rad6-computem o que seria
fi(x) e, depois, voltando para a entrada, Radé-computem, apdés o fim da fita, o que
seria fy(x). No caso de g, juntamos as duas cadeias finais em uma s0, subtraindo um
simbolo 1. No caso de h, apagamos a cadeia de f;(x) e, para cada simbolo apagado,
apagamos um simbolo da cadeia de f;(x), da direita para a esquerda, acrescentando
um simbolo 1 ao final.

Com isso, vamos a proxima sec¢ao, cujo conteudo foi preparado por esta. Co-
nheceremos fungdes que nao sdao Radd-computaveis, e, conforme o teorema 8.1.1,
as funcdes correlacionadas ndo-computaveis.

8.2 FUNCOES NAO-COMPUTAVEIS

Para montar uma maquina com um alfabeto binario tal como aqui apresenta-
mos, com o requisito de ndo haver estado de parada no estado inicial, pode ser usado
0 seguinte sistema.
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Figura 101 — Exemplo de conjunto de cartbes para o Busy Beaver Game

C, Cs Cs
01 0 20 1 1 140 1 1 2
1 11 3{1 10 21 100

Fonte: Rado (1962)

Representamos os estados da maquina por cartdes. O estado inicial serd sem-
pre o cartdo 1, dito C;. O segundo cartédo, C., € outro estado. O terceiro também. As
informagdes que eles carregam s&o as seguintes:

» Na primeira coluna estdo os simbolos a serem escaneados, o 1 ou o0 0, que aqui
estamos identificando com o _..

Na segunda coluna estdo os simbolos a serem impressos neste estado sobre
aquele simbolo escaneado da mesma linha.

» Na terceira coluna esta representado o movimento da cabeca da maquina, com
0 significando esquerda e 1 significando direita.

A quarta coluna indica o cartdo/estado sucessor.

Neste exemplo, trouxemos trés cartdes, trés estados com os quais uma certa
maquina de Turing funciona. Podemos ver que ha um estado sucessor indicado por
0, embora nao haja um cartdo 0. Bom, o cartdao C, é referente ao estado de parada.
Suas instrugdes, se existissem, seriam supérfluas.

O autor utiliza apenas um estado de parada, sem distinguir entre aceitagéo e
rejeicdo. Aqui, diremos que, nas maquinas com que estivermos trabalhando, o estado
de parada sera sempre o estado de aceitacdo. O estado de rejeicao existe, mas nunca
sera um estado sucessor. Se ha n cartdes com instrugdes especificadas, o estado de
aceitacao sera referente ao cartdo C, e o estado de rejeicao sera referente ao cartao
Cri1-

Com tais cartdes, adentramos em um jogo relativo a estas maquinas de Turing:
0 Busy Beaver Game (jogo do castor ocupado). Para cada inteiro positivo ha uma
versao deste jogo, adaptada as regras. Deve-se montar o seu proprio baralho de n
cartdes, com um inicial, a fim de atingir a pontuacdo maxima de um certo modo. A
seguir, as regras.

1. O jogador, a partir de um numero n € N — {0}, escolhe seu baralho ordenado de
n cartdes, 0s quais sdo conforme explicados anteriormente.
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2. A maquina montada a partir dos cartées inicia por C; em uma fita com a entrada
vazia, e deve parar sua atividade ap6s um determinado nimero s de shifts, isto
é, de deslocamentos da cabeca.

3. O jogador inscreve seu baralho e o numero s de deslocamentos para a classifi-
cagao dentro do International Busy Beaver Club.

4. O arbitro verifica se a maquina montada com o baralho realmente para em s
deslocamentos. E um trabalho relativamente facil, visto que basta ele reproduzir
tal maquina até s deslocamentos. Se ele vé que ela ultrapassa os s, entdo a
inscricao é rejeitada. Se ela para antes dos s, € devolvida ao jogador para que
ele faca a correcado. E se ela realmente para em s shifts, entdo o score, isto é, a
pontuacao do jogador, sera a quantidade de simbolos 1 que a maquina tem na
configuracdo completa final.

Abreviando o nome das versbées do jogo para BB-n, o jogador campeao é
aquele que obtiver a maior pontuacao. O baralho para BB-3 que desenhamos acima,
por exemplo, tem pontuacdo igual a 6. E esta, inclusive, ja foi provada ser a maior
pontuacgao possivel para BB-3.

Olhando para a regra 4, vemos que uma inscricao valida para o BB-n € um par
(M, s), onde:

a) M é uma maquina de Turing montada a partir de n cartdes especificados;
b) s € um inteiro positivo;

¢) M comeca sua atividade pelo cartdo C; em uma fita com entrada vazia e para
apdés exatos s deslocamentos.

A verificacdo do arbitro diante das inscricdes/pares é um problema decidivel.
Tratando como linguagem, composta exatamente pelos pares validos para BB-n, ela é
decidivel. De fato, basta usar, como subrotina, a maquina universal, fazendo-a emular
M em até s deslocamentos.

Devemos notar que, se duas inscri¢cdes (M, s;) e (Mo, s2) séo tais que M; =
M, entdo, obviamente, s; = so. Visto isso, ha um numero limitado de maquinas de
Turing a serem montadas dentro de BB-n, que podem ou n&o fazer parte de inscri¢des
validas.

Para o caso de em um estado a maquina escanear o 0 (ou seja, ), ha duas
possibilidades de simbolo a imprimir (0 ou 1), ha duas possibilidades de movimento
(esquerda ou direita) e ha (n + 1) possibilidades de estado sucessor (de C, até C,,),
sendo que ha n estados a terem tais instrugdes especificadas, e tudo isto ainda é
considerado novamente devido ao potencial escaneamento do 1. Sendo entdo N(n)
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0 numero total das maquinas de Turing montadas a partir dos baralhos de n cartdes
especificados, temos que
N(n) = [4(n + 1)

Também é verdade que sempre existe alguma inscri¢cdo valida para BB-n. Basta
que no cartado Cq, na linha referente ao escaneamento do 0, a instrucéo indique 1 1 0,
onde a maquina imprime 1, anda para a direita e vai para o estado de parada. Teremos
uma inscrigdo (M, 1) valida para BB-n. Na verdade mais de uma, pois esta carrega
consigo varias possibilidades de instrugbes para a linha referente ao escaneamento do
1 no mesmo cartdao, como também varias possibilidades de instrucdes para os outros
(n — 1) cartdes.

Com isso, seja E, 0 conjunto das inscricoes validas para BB-n. Entéo ja sabe-
mos que ele é um conjunto ndo-vazio. Sendo N.(n) a quantidade de elementos de E,,,
entdo podemos ver que se trata de um numero finito tal que

1 < Ne(n) < N(n) = [4(n + 1)]*".

E claro, conseguimos sempre decidir se um par (M, s) € ou ndo uma inscricao
valida. Assim, podemos dizer que o conjunto E,, € bem-definido. Ele € um conjunto
nao-vazio e finito, entéo, a principio, imaginamos que a funcéo N., de sua quantidade
para cada n, € Rado-computavel. Afinal, temos até uma cota superior para ela, dada
por uma expressao bastante simples. Mas, surpreendentemente, ela ndo o é. E
veremos isto ao final desta secéo.

Antes, veremos 0 caso de uma fungéo envolvendo as pontuac¢des de cada ins-
crigdo vélida. Seja, para cada (M, s) € E, (as inscrigdes vélidas), o(M, s) a pontua-
¢éo desta inscricdo. Olhando para o conjunto das pontuagdes conseguidas a partir de
um F,, claramente, mais uma vez temos um conjunto bem-definido, ndo-vazio e finito.
E composto todo por inteiros ndo-negativos.

O que checaremos € que, a ele, esta atrelada uma funcédo que também parece
Rado6-computavel, mas que ndo o €. Trata-se da funcédo X, : NU{¢} — NU{e} definida
por

Ym(n) = max[o(M,s)], para (M, s) € E,.

Embora nao seja Radé-computavel, tomando um valor particular para n é per-
feitamente possivel encontrarmos o valor de ¥,(n), visto que podemos definir o con-
junto £, a partir do qual testariamos todas as possibilidades. Agora, para chegarmos
a conclusao de que ela nao é Radd-computavel, tomemos uma notagdo que nos au-
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xiliara.
Definicao 17. Sendo f e ¢ duas funcées Radd-computaveis, nés diremos que [ ul-

trapassa g se, e somente se existe algum ny € N de modo que, se n > ny, entao
f(n) > g(n). Isto sera denotado por f(z) = g(z).

Dado isso, vamos provar o resultado preliminar ao antes anunciado.
Lema 8.2.1. Para toda fungdo Rado-computavel f, ocorre que ¥p(x) = f(x).

Demonstracdo. Tomemos uma funcdo f Raddé-computavel qualquer. Definamos,
comela,afuncdo FF: NU{e} - NU{e}talque F(s) =c e

xT

Fz)=>_[f(i)+].

=0

Resgatando aquilo que dissemos na observagéo 13, fica claro que a fungdo F
€ Radé-computavel. Como também sao claras, para = € N, as seguintes afirmacoes:

F(x) > f(x), (8.1)
F(x) > 2°, (8.2)
F(z+1) > F(x). (8.3)

Logo, existe uma maquina de Turing M que Radé-computa F. E, para cada
r € N, definimos uma maquina de Turing binaria M@ que, sobre a entrada vazia,
imprime (x + 1) simbolos 1 e para com a cabega sobre o ultimo deles.

Tal maquina pode ser construida com exatamente (x+1) cartdes especificados.
Os z primeiros, na linha de instrugdo do escaneamento do 0, servem para imprimir 0s
x primeiros simbolos 1, andar para a direita e ir para o préximo cartdo da fila. O cartao
C..1 imprime o ultimo 1, anda para a esquerda e seu sucessor pode ser qualquer
cartdo, desde que este, na linha do escaneamento do 1, imprima 1, ande para a
direita e cujo sucessor seja C,. Com isso, esté feito.

Como vimos no teorema 8.1.1, sendo F' Radé-computavel, existe uma funcao
computavel h cujas saidas sobre n~!(z) sdo n~'(F(z)). Entdo ha uma maquina de
Turing binaria M, que computa h. E, relembrando a observacao 11, ndo precisamos
nos preocupar se a atividade de Mz comega no primeiro ou no ultimo quadrado da
fita, e 0 mesmo observamos quando, a partir dela, obtemos M,,. E seja C o niumero
de cartdes especificados de M,,.

Sendo assim, fagamos o seguinte. Podemos ver que M@ e M, sdo passi-
veis de combinagdo. Assim, combinemos, respectivamente, as maquinas M® e M,,,
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e, depois, combinemos o resultado com outra maquina M;,. Chamemos esta nova
maquina de /\/lﬁf). Ela possui (1 + = + 2C') cartdes especificados.

Esta maquina de Turing imprime os (x + 1) simbolos 1 na primeira parte. Segue
para a segunda, partindo do fim de tal cadeia, para imprimir entao [F'(x) + 1] simbolos
1 no lugar. E segue para a terceira parte, partindo também do fim, para imprimir, no
lugar, [F'(F(x)) + 1] simbolos 1. E entao para no ultimo quadrado.

Tomando a funcao da pontuagdo maxima, e olhando para a pontuacéao atrelada
a maquina M\, entdo é verdade que

Sm(1+ 2+ 20) > F(F(z)). (8.4)

Ora, é evidente que z? = 1 + = + 2C, e tendo isto e (8.2) em mente, temos que

F(z) = 1+ +2C. (8.5)

Tomando (8.3), vemos que, dentro dos naturais, a funcdo F' sempre cresce.
Com isso, e com (8.5), segue que

F(F(z)) = F(1+x +20). (8.6)

Juntando as afirmacdes (8.4) e (8.6), chegamos ao fato de que
Sm(1 4z +2C) = F(1+ x4+ 20).

Com isto, e com (8.1), temos que
Ym(l4+2+2C) = f(1+z+20C).

Deste modo, tomando ny = 1 + z + 2C, para todo n > n,, temos que Xn(n) >
f(n) e, portanto, X (n) = f(n). |

Teorema 8.2.2. A funcéo X, ndo é Radd-computavel.

Demonstracdo. Pelo lema anterior, X (z) > f(x) para toda fungéo f Rad6-computa-
vel. Ora, por definigdo, ndo € possivel que X (z) > Xn(z). Logo, ¥y ndo é Radéd-
-computavel. (]

Com o teorema acima, e o teorema 8.1.1, segue que nao existe uma maquina
que, sobre a entrada n~!(z) obtenha a saida ! (X (z)). Concluimos algo a mais
entao.

(z+1) vezes [Em(z)+1] vezes

A

Corolario 8.2.3. A fungdo f : {1}* — {1} talque f(111...11) = 111...11 ndo é
computavel. [}
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Agora, olhemos para outra funcéo, S : NU {¢} — NU {¢}, tal que

S(n) = max(s), para (M,s) € E,.

Trata-se da fungé&o que, em suma, obtém, a partir de n € N — {0}, o maior
nuamero de deslocamentos de uma maquina de n cartdes especificados que ndo entre
em loop sobre a entrada vazia. Estas sdo todas as maquinas de F,, e, claramente,
estdo em numero finito positivo.

Também é claro que o numero de simbolos 1 impressos na saida destas ma-
quinas tem que ser menor ou igual ao seu numero de deslocamentos. Deste modo, a
maior das pontuacdes ndao pode ser maior que 0 maximo de deslocamentos, ambos
para um mesmo n. Assim, € verdade que

S(n) > Xm(n)

e, consequentemente,
S(n) = f(n)
para toda funcdo f Radé-computavel. E segue, dai, o resultado abaixo.

Teorema 8.2.4. A fungdo S ndo é Radd-computavel.

Como também a consequéncia.
(+1) vezes [S(2)+1] vezes
Corolario 8.2.5. A fungdo f : {1}* — {1} tal que f(111...11) = 111...11 néo é
computavel. ]

Observacao 14. Esta Gltima informagéao diz respeito exatamente a indecidibilidade do
halting problem. Pois se, para um dado numero de cartées especificados, por algum
algoritmo universal soubéssemos qual € o numero maximo de deslocamentos que a
cabeca da maquina faz antes de parar, bastaria checarmos para cada uma delas quais
nao param até percorrerem este nimero de deslocamentos. Conseguiriamos decidir
quais maquinas entram e quais ndao entram em loop, 0 que ja vimos que € impossivel.

E claro, aqui estamos desconsiderando transicdes para o estado de rejeico.
No entanto, € visivel que, essencialmente, o problema ainda € o mesmo e que chega-
mos a mesma conclusao.

E, por fim, demonstraremos a incomputabilidade de mais uma das funcées en-
volvidas no Busy Beaver Game.
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Teorema 8.2.6. A funcdo N, ndo é Rado-computavel.

Demonstracdo. Mostraremos que se N, fosse Rad6-computavel, entdo S também o
seria. E, pela contrapositiva, concluiremos que N,, ndo o é.

Basta vermos que se N, € Radd-computavel, entdo conseguimos determinar, a
(n+1) vezes

partir de uma entrada 111 ... 11, a quantidade de elementos de F,, com uma maquina
de Turing. Sabendo disso, apdés encontrarmos o valor de N.(n), o utilizariamos como
um delimitador.

Encontrado este valor, 0 nosso préximo passo com a maquina é reproduzir a
computacdo de todas as maquinas de BB-n (que sao finitas) e verificar quais param
para diferentes valores de s deslocamentos. Para fazer tal reproducéo, ela checa o
valor de n que recebeu e vai variando, nas instrugdes das maquinas de BB-n que
escrever, 0 simbolo a imprimir, a direcdo da cabeca e o estado sucessor segundo uma
ordem. Isso é perfeitamente possivel, e ao fim ela cobrira todas as maquinas de BB-n.

Fazer isto apenas com simbolos 1 e _, leva mais tempo, mas conseguimos
fazer acontecer. Basta dispor bem as cadeias de 1 e os espagcamentos entre elas,
tal como fizemos outras vezes aqui. Para verificar os valores de s, realizaremos a
computacao de cada maquina de BB-n com a subrotina de uma maquina universal, tal
como aquela de que comentamos na secao 6.2, de apenas dois simbolos.

Consultando as instru¢ées montadas de cada vez, nossa maquina testa cada
uma das simulac¢ées que faz sobre o que seria uma fita vazia, parando em exatamente
s deslocamentos, variando tal valor desde 1 até os seguintes na ordem crescente. Ela
vai registrando quais destas maquinas chegaram a aceitagcdo com este niumero de
deslocamentos e vai imprimindo uma marcagéao cada vez que encontra uma maquina
dessas.

Em algum momento ela vai conseguir percorrer todas as maquinas que estao
em BB-n. E saberd disso quando encontrar a [N.(n)]-ésima maquina que parar em
uma certo valor de s. E este valor de s sera, portanto, o maximo possivel para BB-n,
isto &, sera S(n).

Portanto, conseguiriamos registrar tal valor em uma cadeia de [S(n) + 1] sim-
bolos 1 ao lado da cadeia inicial de (n + 1) simbolos 1 da fita, apagando o restante da
fita. Com isso, concluiriamos que a fungcao S é Rad6-computavel.

Mas sabemos que isto contradiz o teorema 8.2.4. Logo, a funcdo N, nao é
Rado-computavel. [

E, obviamente, a consequéncia.

(z+1) vezes [Ne(z)+1] vezes
"

A

Corolario 8.2.7. A fungdo f : {1}* — {1}* tal que f(111...11) = 111... 11 ndo é
computavel. [}
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Assim, chegamos ao conhecimento de algumas funcgdes relativamente simples,
mas que se apresentam como ndo-computaveis.



9 ULTIMAS BASES

Usamos este capitulo para preparar os préximos dois. Gastamos tais paginas
para, quando tratarmos das demonstracées finais, ja termos em nossa mente as no-
cOes claras de alfabetos a serem usados e de como nos referirmos ao histérico de
trabalho de uma maquina de Turing a partir de uma entrada.

9.1 ALGUMAS CONVENCOES

Aqui retornamos ao que haviamos comecgado na se¢ao 6.2, com relacéo a retra-
tar simbolos diversos a partir de sequéncias binérias. Convém definirmos um conjunto
que utilizaremos daqui a umas segoes.

Definicao 18. Denominaremos ¥, o alfabeto {0,1, @}, e I'c 0 alfabeto ¥, U {_}.

A letra e se da em referéncia a palavra every. A partir deste alfabeto iremos re-
presentar codificagbes de cadeias que antes eram compostas por simbolos de outros
alfabetos, e poderemos fazer isso com todos os alfabetos que imaginarmos.

Muito falamos de funcées computaveis e trabalhamos com elas. S6 que elas
sempre sdo fungdes de um conjunto sobre ele mesmo, o qual deve ser algum alfabeto
sob a operacgao estrela. Em uma dada situacao poderiamos querer considerar, mais
naturalmente, a uma fungéo f : X7 — 3. E, sendo estes dois alfabetos apresentados
diferentes, ndo terminamos em uma fungédo computével.

Agora, fosse I' 0 alfabeto da fita da maquina que computaria, a partir de uma
entrada x, a saida f(x). E fosse m a quantidade de elementos de I". Se I" é igual a
{_}, entdo o que faremos a seguir € dispensavel. Agora, se ' e possui mais de dois
simbolos, existe um K € N tal que 2% +1 < m < 2K+ 41,

Tendo nocao disso, entendemos que somos capazes de identificar cada sim-
bolo de I' — {_} com um numero de 0 até m — 2 representados na base binaria. Mais
precisamente, representados com K algarismos bindrios seguidos.

Para isso utilizamos os simbolos 0 e 1. E utilizamos o simbolo @ para separar
entre si as representacoes de simbolos de I'. Como o simbolo _,, por causa da de-
finicdo de maquina de Turing, tem que estar presente, ele fica representado por ele
mesmo. E por isso teremos, para alfabeto da fita, o conjunto I'e.

Mais precisamente, representaremos o simbolo _, de I utilizando exatamente K
simbolos _, seguidos. Isto se da para que, quando substituido pela sequéncia referente
a outro simbolo de I', 0 espago a ocupar na fita seja o0 mesmo.
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E claro, por vezes, em uma cadeia de entrada, pode aparecer uma sequéncia
de O’s e 1’s, entre dois @’s, que exceda o numero m — 2 na base binaria. Isso signi-
fica que conseguimos representar todos os simbolos de I' e também uma quantidade
infinita de outros simbolos na mesma maquina.

Como queremos representar somente os simbolos de I', trataremos de con-
tornar este problema. Isto pode ser feito de varias formas. Por exemplo, quando a
maquina em que estivermos verificar que, entre dois @’s, sem outro @ no meio, hou-
ver mais do que (K + 1) simbolos 0 e 1, ela considera esta entrada como “ilegitima”
e a descartara, fazendo algo como apagar toda a fita e entdo rejeitar. E, a fim de
facilitarmos nossa linguagem daqui para frente, diremos que uma maquina de Turing
descarta uma entrada quando, logo apés verifica-la, ela apaga toda a fita e entao
rejeita.

Bom, se estdvamos codificando um alfabeto cuja quantidade de simbolos era
ainda m < 25!, entdo nos restam (25+! — m + 1) simbolos que supostamente estéo
sendo representados na base binaria e que ndo possuem um correspondente em T'.
Para isto devemos ter, em nossa maquina, os comandos especificos para descartar
entradas que possuam sequéncias com nimeros binarios de m — 1 até 25+1 — 1.

Por exemplo, se o alfabeto da fita tivesse 6 simbolos. Entdo haveria 5 simbolos
representados na base binaria, desde 0 000 até o 100. O que fariamos é deixar nossa
maquina de tal modo que rejeitasse entradas que trouxessem as sequéncias 101, 110
e 111. No restante da computacao, apés a leitura da entrada, ainda poderia aparecer
a sequéncia _,_, , que representariao _, de I'.

E ainda, ha a distincdo entre o alfabeto de entrada e o alfabeto da fita. Diga-
mos que fosse m’ a quantidade de simbolos do alfabeto de entrada. Para resolver
isso, estenderemos o procedimento de agora ha pouco. Ao verificar a cadeia de en-
trada, a maquina a descartara se houver sequéncias da base binaria que excederem
a representacdo de m’ — 1 até o 2K+! — 1.

Assim, se o alfabeto de fita tinha 6 simbolos, mas o alfabeto de entrada tinha
apenas 3, entdo seus elementos serdo representados por meio das sequéncias desde
000 até 010. E, na entrada, a maquina descartara as cadeias que trouxerem alguma
sequéncia dentre as seguintes: 011, 100, 101, 110 e 111. O que nao quer dizer que,
apods isso, ao longo da atividade da maquina, ndo havera sequéncias 011 ou 100.
Podera haver sim, para representar os simbolos do alfabeto da fita original. Como
também a sequéncia __, . Ja as sequéncias restantes, no caso das 101, 110 e 111,
nem isso.

N&o precisamos nos preocupar com 0s casos em que o alfabeto da fita teria um
ou dois simbolos. Como também no caso em que o alfabeto de entrada fosse vazio.
Sao situagdes excepcionais e que também possuem representacées possiveis com
os alfabetos que definimos, embora possam ser dispensaveis.
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Ao lado do @, n6s usamos 0 0 e 0 1, mas na realidade poderiamos usar quais-
quer dois simbolos distintos para este papel de englobar todos os alfabetos. Porém,
convencionamos assim mesmo, € comum.

Ainda, é proveitoso ter uma nogao mais apurada de como poderia ser o alfabeto
da fita, I', formado para satisfazer o que falamos acima. E também como poderia ser
o alfabeto de entrada, ¥, formado a partir de alfabetos >; (aquele sob a operacéo
estrela no dominio de uma funcéao) e ¥, (no contradominio).

E possivel termos um ¥ igual a ©; U ¥,. Com ele, ja conseguimos ter acesso
a uma funcao computavel. Pois as entradas e as saidas ja possuem simbolos dos
alfabetos que queriamos. E podemos descartar cadeias de entrada indesejadas. Por
exemplo, cadeias que possuam algum simbolo de X,, fazendo com que, na pratica, a
nossa maquina conseguisse trabalhar tal como a fungéo de >; em 3.

E, neste caso, o alfabeto I' pode ser a mesma uniéo, junto de todos os simbolos
que a maquina de Turing utilizasse para computar ao longo de seu trabalho até a saida.

Vendo que existe tal funcdo computavel, de ¥* em ¥* que cumpre o mesmo
papel que uma fungéo de X7 em X5, vamos a um resultado a respeito de convertermos
tal maquina para uma maquina de Turing que funcione a partir de X, e T'e.

Teorema 9.1.1. Para cada fungdo computavel f : ¥* — ¥* existe uma fungdo compu-
favel fo : ¥f — X% tal que, para todo w € ¥*, fo({(w)) = (f(w)).

Demonstracdo. Seja M uma maquina que computa f, e I' o alfabeto da fita desta
maquina. Usando o procedimento que vinhamos descrevendo, identificando cada sim-
bolo de I' com um numero na base binaria desde o zero, com excecao do ..

Colocamos cada sequéncia bindaria entre dois @’s. Descartamos entradas que
tiverem sequéncias binarias que ultrapassem o numero de digitos e entradas que néo
o ultrapassem mas cujas sequéncias ndo estao identificadas com simbolos de I'. Tam-
bém o fazemos para entradas com alguma sequéncia identificada com elementos que
pertencem puramente a T'.

Além disso, se 0 minimo de casas para representar todos os elementos de I'
na base binaria € K, fixamos que todos os simbolos de I" serao representados com K
quadrados. Para isto, basta acrescentar digitos 0 no inicio de algumas das represen-
tacoes. Entdo, entradas com sequéncias binarias de menos de K quadrados também
serdo descartadas. O caso do , de I' sera semelhante, pois o representaremos com
K quadrados vazios seguidos.

Sendo assim, as transi¢cdes para a nova maquina serdo do seguinte modo. O
primeiro estado da nova maquina reconhece se o primeiro simbolo é @. Se ndo é @
e nem _, ocorre o descarte. Se é @, a cabega vai para a direita e ha (K — 1) estados
sucessores que verificam se ha 0 ou 1. Se com algum deles a maquina encontra o _,
ou 0 @, ha o descarte. Eles levam sempre a cabega da maquina para a direita.
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Ao ultimo deles sucede-se um estado que visa reconhecer se ha um @, estado
este distinto do estado inicial. Se ndo ha, descartamos. Se ha, seguimos para a direita
e repetimos os ciclo, recomegando pelos (K —1) estados. A maquina s6 vai considerar
a entrada como legitima se, a direita 0 estado para reconhecer @ que néo o inicial,
houver um quadrado vazio.

Depois disso a maquina vai para a esquerda em um mesmo estado, até que se
encontre com um @. Se no movimento para a esquerda deste simbolo ndo houver
outro @, ela retorna ao estado antecessor, indo para a esquerda. Se houver outro @,
significa que ela chegou ao inicio da fita.

Depois disso, a maquina fara novamente o caminho do inicio ao fim da fita, mas
para reconhecer se as sequéncias binarias apenas representam simbolos do alfabeto
de entrada de M. Se nao, descarta. Se sim, volta ao inicio da fita.

Todos os estados acima descritos reimprimem o simbolo nos quadrados, exceto
o estado inicial, que tem um comportamento diferente se ele escaneia _,. Mas por
enquanto, trabalhamos olhando para o caso em que né&o foi assim.

O préximo passo é o de escanear toda a primeira sequéncia binaria de K sim-
bolos para reconhecer a qual simbolo de ¥ ela se refere. Com o Ultimo destes estados
encontra 0 @, ja com a informacao necessaria. Comeca a voltar para a esquerda em
um mesmo estado até encontrar o @. Ali, muda para o estado a fim de que come-
cemos a imprimir a sequéncia que substitui os simbolos naqueles K quadrados, indo
para a direita. Nisto, a maquina passa por K estados até chegar no @.

Agora, se 0 simbolo que o estado inicial escaneou foi _, ele imprime alio @. A
maquina anda para a direita, seguida de (K —1) estados que andam para a direita sem
imprimir algo novo. O proximo estado imprime outro @, e 0 comportamento a seguir é
0 mesmo descrito no paragrafo anterior, visto que, consequentemente, a informacao
atual é a de que a primeira sequéncia corresponde ao simbolo , emTI.

Tanto neste caso quanto no caso anterior, largamente descrito, o proximo passo
sera o descrito nos proximos paragrafos. Mas precisavamos citar o presente caso, pois
a entrada vazia também corresponde a uma cadeia w € ¥*.

Dai, comecamos a trabalhar a partir dos movimentos e impressdes da maquina
original. Se vamos nos basear em um estado que levava a cabeca de M para a direita,
aqui passaremos por K estados que levam para a direita desde o @ que finalizava a
sequéncia anterior, 0os quais reconhecem qual é o simbolo de I' representado por tal
sequéncia.

Depois vem um estado que chega ao proximo @ ou a um _, (isto se ja ultra-
passamos o fim da fita). A presenca deste estado especifico atual j& € consequéncia
da informacao de qual simbolo de I" esta representado naquela sequéncia. Com ele,
a maquina imprime @ e vai para a esquerda, sendo ele sucedido por um outro estado
que se repetird levando a cabecga para a esquerda até encontrar o @. Quando chega
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nele, a maquina muda de estado e vai para a direita, de modo a percorrer mais K
estados com os quais imprimira a nova sequéncia naquele espaco, correspondente
ao simbolo que sucederia aquele representado anteriormente. O proximo estado che-
gara no @ do fim desta sequéncia, ja preparado com a informagéo que corresponde
ao estado sucessor e direcao tomada a partir da antiga configuracéao atual de M.

Agora, se ia para a esquerda, o procedimento € parecido. Do @ final, o su-
cessor € um estado que vai levando a cabecga para a esquerda até encontrar um @.
Passa para outro estado, ainda levando a cabeca para a esquerda, até encontrar ou-
tro @. Depois que o encontra, o restante se da igual ao que foi descrito no caso do
movimento para a direita.

Logo vemos que, apesar de precisar de muito mais estados do que tinha M,
a nova maquina possui um numero finito de estados. Definimos que seus estados
de aceitacao e de rejeicao, fora na situacédo de descarte, sé aparecem logo apos a
cabeca imprimir um @. Na nova maquina, o estado de parada devido s6 aparecera
apds a impressao da sequéncia no ultimo espaco.

Visto tudo isso, fica claro que os simbolos de I" serdo devidamente codificados
na nova maquina, até que ela chegue a aceitacao ou a rejeicao para uma cadeia (w).
Assim, a saida que obtemos a partir de uma entrada (w) é a simples codificacao da
saida f(w) sobre o alfabeto Y. [

Em posse desse resultado, trazemos uma definicao que nos auxiliara.

Definicao 19. Sejam f uma fungdo computavel e f. uma fungédo, também compu-
tavel, definida como esta no enunciado do teorema anterior. Entdo, se M é uma
maquina que computa f, chamaremos de M, a maquina como esta na demonstragcéao
do mesmo teorema e, portanto, que computa fe.

Teorema 9.1.2. Seja f uma fungcdo computavel e M uma maquina de Turing que a
compute. Existe uma maquina de Turing que, a partir de uma entrada (M), da como
saida (M.,).

Demonstracdo. Mostremos esta maquina. Chamemo-la de £. Ela verifica os simbo-
los existentes em M e, para cada um, com excegao do _,, apos o fim da fita, imprime
uma sequéncia de 0 e 1 seguindo a ordem crescente do sistema binario posicional,
primeiro sem colocar simbolos 0 & esquerda.

Ja mostramos conseguir fazer estas sequéncias consecutivas, tal como na de-
monstracao do teorema 4.2.1, sobre maquinas nao-deterministicas. A diferenca é que
nao estamos trocando uma sequéncia pela sua sucessora, mas colocando a suces-
sora ao lado da sua antecessora. Aqui podemos, a cada impressao de uma sequéncia,
imprimir uma copia dela a sua direita, e sobre esta copia fazemos a sequéncia con-
secutiva. Feita, fazemos uma coépia dela a sua direita, e seguimos, checando se néo
ultrapassamos o numero de simbolos do alfabeto da fita de M sem o _..
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Quando chegarmos ao fim, se a quantidade de digitos desta ultima sequéncia
€ K, e se ja ndo estamos nela, preenchemos com mais sequéncias consecutivas
até chegar aquela formada por exatamente K simbolos 1. Depois preenchemos as
sequéncias anteriores, indo para tras, com simbolos 0 a esquerda a partir daquela
que verificarmos que tem (K — 1) simbolos. Checamos quantos simbolos cada uma
tem e preenchemos com os 0 a fim de completar K simbolos.

Para que consigamos fazer isto, quando ndo houver quadrados vazios sufici-
entes para preencher com simbolos 0, iremos mover a porgéo dali até o fim da fita
em algumas unidades para a direita. Assim teremos quadrados livres para podermos
completar cada sequéncia binaria a fim de que tenham K digitos.

Ja temos o numero de simbolos do alfabeto de entrada registrado na descricao
de M. A partir disso, vamos formando as instru¢cdes de M,. As primeiras sdo as
mesmas para quaisquer maquina M., da primeira varredura da entrada, apenas tendo
que levar em conta a quantidade K de simbolos a cada sequéncia entre dois @’s
consecutivos.

As préximas sdo da segunda varredura, para checar que na fita de M, s6 ha
simbolos do alfabeto de entrada de M sendo representados. Para isto, construimos
(2K + 1) estados. O estado do primeiro quadrado da sequéncia visa checar se ali ha
0 ou 1. Se 0, ele passa para um estado que vai simplesmente levar a cabeca para
a direita até encontrar o @ e recomecar o ciclo se ndo encontrar, a direita dele, um
espaco vazio. Se ali ha 1, a maquina passa para outro estado.

Este também visa checar se ali ha 0 ou 1. A partir deste momento, o estado
sucessor ou € um ou € outro, se ou 0 ou 1. E isto é determinado pela comparacéao
feita pela £ entre as sequéncias binarias escritas e o tamanho do alfabeto de entrada
de M. Os estados agora construidos vao afunilando o reconhecimento para que, no
ultimo dos sucessores aponte qual das sequéncias esta ali. Se é uma das sequén-
cias posterior ao niumero de simbolos de tal alfabeto de entrada, o estado levara aos
estados de descarte. Se nao, ele repetira o ciclo até que encontremos um espaco
vazio.

No espaco vazio, construimos os dois estados que levam de volta ao inicio da
fita. E entdo construimos os estados que visam fazer o trabalho como na transicéo da
maquina M. Primeiro, os K estados que sucedem o estado inicial no caso da entrada
vazia, que imprime _,, seguidos do estado que imprime @.

Agora, sejam m o numero de elementos do alfabeto da fita de M e n o seu
namero de estados. Consultando as sequéncias binarias registradas no inicio, para
cada estado de M, construimos (1+2+422+ .- +25) + K = (287 —1) + K =
2K+l 1 K — 1 estados, sendo que (K + 1) deles passaram de um @ ao préximo para,
neste, fornecer a informagao de qual seria a configuracao atual de M.

A parte calculada entre parénteses (das poténcias de base 2) diz respeito ao
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escaneamento de 0 ou 1. As K partes calculadas fora dos parénteses dizem respeito
aos K estados usados quando o simbolo escaneado a direita do @ era _,, até que se
percorra 0s K quadrados e se possa imprimir um @ a direita deles.

Em verdade, alguns destes (2™ + K — 1) estados serdo supérfluos em algu-
mas maquinas M, pois havera (2% — m — 1) das sequéncias bindrias registradas que
nao corresponderao a nenhuma sequéncia a se fazer presente apoés verificada uma
entrada legitima.

Como sucessor das sequéncias de estados relativas a estes (2 — m — 1) sim-
bolos inexistentes em M, colocamos o estado de rejeicdo, embora ele nao va ser
realmente posto em pratica neste contexto. Para cada um dos m estados que sao
os ultimos de uma sequéncia das apontadas acima, desta vez correspondentes a um
simbolo de M, colocamo-los para fazer a maquina imprimir @ e ir para a esquerda.
Cada um deles é sucedido por outro estado que carrega a informacgao da configuracao
€ que procura 0 @ mais préximo a esquerda.

Quando o encontra, passa para uma sequéncia de K estados com que M, vai
imprimir a sequéncia binaria ou de _, do que seria o simbolo a ser impresso em M, 0s
quais definimos pela consulta da sequéncia binaria registrada correspondente. Elas
também carregam a informacao do que seria o estado sucessor em M e da direcao
tomada. Para isso as instru¢ces da entrada recebida por £ sdo consultadas.

Se a transicdo do momento exigiria o deslocamento para a direita, 0s mesmos
tipos de estados descritos acima ja bastam. Mas ainda falta construir os estados que
reproduzem o movimento para a esquerda. Na realidade, o que precisamos sao mais
dois estados para cada estado de M. Um para encontrar o primeiro @ a esquerda, e
um segundo para encontrar o segundo, ambos carregando a informacgao do estado de
M. E a continuidade é igual.

Os estados de aceitagédo e de rejeicao sao definidos e sucedem tal como em
M, apbs a mudanga de uma sequéncia de K quadrados e a impressao de @.

Usando este método, consultando as instrucdes recebidas, as sequéncias bi-
narias montadas e comparando-as com a quantidade de simbolos que tem o alfabeto
de M, conseguimos, com &£, construir a descricdo da maquina Me. [ |

Observacao 15. Lembremos de algo que poderia passar despercebido. Do modo
como definimos as maquinas M., ela também possui uma versao correspondente a
uma maquina do tipo bg (N) para uma maquina de Turing N qualquer, ou seja, uma
maquina (bg (NV)),. Mas esta ultima néo termina de fato no primeiro quadrado de sua
propria fita.

O que nao quer dizer que ndo possamos construir uma maquina equivalente
que faca isso. Na verdade é bem simples. Tomando uma maquina M, qualquer, como
as entradas legitimas sempre comegam por @, basta criar os estados que procurem
dois simbolos @ seguidos a esquerda, e teremos encontrado o inicio da fita. Eles
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substituem os estados de parada e sao sucedidos por eles. A esta maquina modificada
com este intuito damos 0 nome de bge(Me).

Pois bem, anteriormente haviamos falado, a partir de uma fung¢éo f : ¥} — X3
correlacionada a uma maquina de Turing, em unir os alfabetos presentes no dominio
e contradominio em um alfabeto de entrada X para termos uma nova fungao, esta,
computavel. Mas dependendo das finalidades, € util acrescentar mais simbolos para
formar X do que apenas aqueles da referida uniao.

Uma situagao que requer algo assim seria aquela em que procuramos montar
uma maquina que lide com codificagbes de certos objetos como se fosse uma coor-
denada dentre outras que a cadeia de entrada pode fornecer. Fosse, neste sentido, >’
um alfabeto do qual queremos obter entradas quaisquer e ~” um alfabeto a partir do
qual obtemos objetos P de uma certa classe, sendo ambos alfabetos diferentes, com
interseccado nao-vazia.

Digamos que tenhamos o objetivo de trabalhar com entradas do tipo (u, (P)),
com v € (X)". Acontece que, se o dominio da funcéo por tras desta maquina fosse
(X)* x (£")*, o método que vinhamos adotando para primeiro transformar em fungéo
computavel ja ndo serve, pois aqui o dominio ndo € nem sequer um alfabeto sob a
operacao estrela.

Como ao alfabeto de entrada tém que pertencer todos os simbolos presentes
tanto em » como em (P), entéo tal alfabeto conteria a0 menos a unido de ¥’ com X".
S6 que, sendo assim, se torna mais dificil, para certas entradas, elaborar um algoritmo
que distinga quando ha um par tal como proposto acima.

E, se é conveniente que haja uma separagao entre u e (P), se ela ficasse a
cargo de um simbolo de ', entdo ficaria dificil distinguir se ele nao faz parte das
cadeias desejadas como u. Semelhante seria se tomassemos um simbolo de X" para
esta tarefa.

Pensando em situagées como esta, adotamos a seguinte convencdo. Para
quando quisermos possuir uma cadeia que € separavel em determinadas partes me-
nores, ambas pertencendo a um conjunto (Z#)*, vamos trabalhar com algum ele-
mento v ¢ X% e montar o alfabeto X% U {~}.

Trataremos de situagdes nas quais houver uma cadeia w divisivel de forma que
w = wWyw®, onde temos wV, w® € ($#)". E, para isto, usaremos a notagéo de
que w = (w», w®). Na verdade, este simbolo v esta fazendo exatamente o papel da
virgula. Sé ndo usamos como simbolo a prépria virgula porque ela poderia ja estar
presente no alfabeto ©#, entdo tomamos um representante genérico. Mas podemos,
em geral, pensar que o simbolo se trata da prépria virgula.

Esta notacdo pode ser estendida, se quisermos. Teriamos, para s > 1 natu-
ral, comi = 1,2,...,s e w? € (Z#)*, que <w(1),w(2), e ,w(s)> = w(l)vw@)v...vw(s).
Enfim, o alfabeto de entrada que teremos para uma maquina com esse objetivo sera
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¥ = ¥# U {~}. E é este que sera convertido a partir de Y.
Sendo assim, finalizamos esta se¢do com duas observagoes.

Observacao 16. Resumindo, conseguimos ver que fungbes de X7 em 3% que pos-
suirem uma maquina de Turing que as computa podem ser tratadas a partir de uma
funcdo computavel, de X* em X*.

Como também vemos que fungdes de (3')* x (£”)* em ¥, com uma maquina de
Turing que computa suas saidas a partir de entradas que representam seus elementos
do dominio, com o auxilio de um simbolo exterior ~, também o podem. Utilizariamos
mecanismos de descarte para entradas que nao da forma w = (w™, w®) onde w") €
(X)* e w® e (2")*.

Observacao 17. Todas estas funcdes acima sdo convertiveis em funcées computa-
veis de X} em X%. Sendo assim, iremos considerar, quando trabalharmos com fun¢des
como apresentadas acima, que elas recaem em fungdes computaveis.

9.2 HISTORIAS DE COMPUTAGAO

Sejam M uma maquina de Turing e w uma entrada possivel dela. Se tal ma-
quina para sobre esta entrada, chamamos de historia de computacao para M so-
bre w a sequéncia de configuracdes completas (ou seja, cadeia da fita + estado +
quadrado escaneado) por que passou esta maquina a partir desta entrada, desde a
primeira, em ordem, até ultima.

Obviamente, para algum [ € N — {0}, sendo esta sequéncia (Cy,Cs,...,C)),
o elemento () se trata da configuracdo completa inicial. Se M aceita w, 0 que te-
mos é a historia de computacao de aceitacao para M sobre w, e assim, C; é uma
configuracdo completa de aceitacdo. E se M rejeita w, 0 que temos é a histoéria de
computacao de rejeicao para M sobre w, e assim, C; é uma configuragdo completa
de rejeicao

Deste modo, podemos afirmar que maquinas de Turing deterministicas tém, no
maximo, uma histéria de computacao para cada entrada. Ja as maquinas de Turing
n&o-deterministicas, para cada entrada, podem ter mais de uma, as quais correspon-
deriam aos ramos finitos dela. Trouxemos tal conceito pois, a partir de histérias de
computacdo, também conseguimos fazer redugdes de problemas envolvendo decidi-
bilidade.

Um primeiro problema desses a apresentarmos trata de um tipo restrito de ma-
quinas, os autématos linearmente limitados, que em quase tudo funcionam como
as maquinas de Turing convencionais. Nestas maquinas a diferenca é que a sua ca-
beca ndo se move para os quadrados de fora da entrada, seja para a esquerda (como
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ja era comum), seja para a direita (0 que € novo). Se a cabeca fosse ultrapassar esses
limites, no proximo estagio ela continuaria no mesmo quadrado limitrofe.

Podemos abreviar seu nome para ALL. Assim, se um ALL recebe, por exemplo,
uma entrada de quatro simbolos, sua cabega s6 vai se mover pelos quatro primeiros
quadrados da fita. Se ele recebe uma entrada de dez simbolos, a cabeg¢a s6 se movera
pelos dez primeiros quadrados.

Exemplo 14. Tomemos, para exemplificar, um ALL cujo alfabeto da fita € o conjunto
dos algarismos do sistema decimal e que recebe a entrada 123678.

Figura 102 — Exemplo de computagéo de um ALL
1]2[3]6]7
2]3[6]7]8]
0l4[3]6]7[8]
[4]5[6]7]8]
ol8[s]6l7[8]

0[8[6]5]0]8]
0[8[6]5]0]2]
0[sl6]5[0]4

Fonte: Autor (2024)

Os ALLs podem mover a cabeca tanto para a esquerda quanto para a direita
ao longo de seus estados. Perceba ainda que, da antependltima para a penultima fita
representadas no exemplo, o que ocorreu foi que a cabecga andaria para a direita, mas
chegou ao limite do fim da fita. Permaneceu no mesmo quadrado, portanto, mas com
o simbolo que por ultimo fora impresso. E essa maquina continuara trabalhando até
chegar ou ao estado de aceitacdo, ou ao de rejeicao. Pode entrar em loop também. [J

A memoria de um ALL para uma entrada w especifica € limitada, no sentido de
que, a cada estagio, ele podera registrar um numero finito de configuragdes completas
em sua fita. Em torno dessa afirmacao, temos o seguinte resultado.

Lema 9.2.1. Seja B um ALL que possui q estados e g simbolos no alfabeto da fita. Se
B esta sobre uma entrada de comprimento k, entdo existem exatamente qkg* configu-
racbées completas distintas possiveis.
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Demonstracdo. A maquina, em um estagio qualquer, vai se encontrar em um estado
dentre ¢ distintos, com a cabeg¢a em um quadrado dentre k distintos, e com uma cadeia
sobre a fita.

Esta cadeia tem comprimento &, sendo que em cada uma de suas k posicoes
pode haver qualquer um dos g simbolos do alfabeto da fita. Assim, ha ¢* cadeias
possiveis na fita.

Sendo esses trés itens simultaneos e considerados sem restricdes para a con-
figuracdo completa, a quantidade total dessas ultimas é o produto da quantidade de
cada um dos trés. Portanto, ha exatamente ¢kg* configuragdes completas distintas
possiveis. [ |

Agora, seja > um alfabeto capaz de codificar os objetos que vém a seguir. Seja,
entéo, a linguagem

AaL = {(B,w) € ¥*; B éum ALL que aceita a cadeia de entrada w}.

Sendo os ALLs muitissimo semelhantes as maquinas de Turing, um modo de
os codificarmos se da tal como vinhamos mostrando usualmente. Isto é, utilizando
os simbolos D, A, C, B, ..., com alguma distincdo a fim de que néo ficasse igual a
codificacdo das maquinas de Turing.

Conseguimos simula-los a partir de uma maquina de Turing semelhante a ma-
quina universal. Para garantir que tal maquina fara bem este trabalho, satisfazendo a
condicao de que a cabega virtual do ALL simulado ndo ultrapassara o limite da direita
da entrada, podemos fazer o seguinte.

Quando simulavamos maquinas de Turing, nés haviamos deixado o | no inicio
das configuragdes completas trazidas para o final da fita da maquina i, a fim de néo
ultrapassar o limite da esquerda da maquina simulada. Similarmente, deixaremos um
F ao final das configuracbes completas na maquina simuladora presente. Quando
o quadrado escaneado fosse o posterior ao fim, tal configuracdo sera apagada e o
quadrado escaneado sera o mesmo de antes, o ultimo da direita.

Proposicao 9.2.2. A linguagem Ax.; € decidivel.

Demonstracao. Como um ALL funciona de forma quase igual a uma maquina de
Turing, parte do que faremos é, dentro de uma maquina de Turing, simula-lo com a
entrada respectiva.

Agora, denotemos por ¢ o numero de estados do ALL a ser simulado, por g
o0 numero de simbolos do seu alfabeto da fita, e por £ 0 comprimento da entrada w
sobre a qual ele esta. Assim sendo, outra parte do que faremos consiste em limitar
essa simulagdo a gkg”* estagios de funcionamento do ALL. Isso porque, se o ALL néo
parar até esse numero, como ele esta sempre reduzido aqueles quadrados, se ele
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repetir uma configuracdo completa em algum momento, ele entrard em um ciclo de
mesmas configuracées completas.

E, entrando neste ciclo, dele ndo saird. Mas como ha exatamente gkg* configu-
ragoes completas distintas, se até findar esse numero ele ndo passou por um estado
de aceitacao ou de rejeicao, entao ele nao passara mais. Ou seja, entrou em loop.

Tendo isso em mente, construamos a maquina de Turing £, como descrita
abaixo.

L = * Sobre a entrada (B, w), onde B € um ALL e w é uma cadeia:
1. Simule B sobre w por gkg* estagios dele ou até que ele pare.

2. Se B parou, entdo aceite se B aceitou e rejeite se B rejeitou. E se B nao parou,
entao rejeite.”

Quando B aceita w, consequentemente £ aceita a entrada (B, w). Quando B
rejeita w, consequentemente L rejeita a entrada (B, w). E quando B entra em loop
sobre w, consequentemente L rejeita (B, w).

Sendo assim, £ somente aceita as entradas (B, w) quando B aceita w, rejei-
tando todas as outras entradas. Isto €, £ decide a linguagem Aa .. Portanto AaL €
decidivel. [

Este resultado nos mostra que a versdo do accepting problem para ALLs é
decidivel, ao contrario de como é com as maquinas de Turing. Agora, nem tudo €
diferente. O problema de vacuidade dos ALLs, assim como o das maquinas de Turing,
também é indecidivel. Para o constatarmos, definimos a linguagem

ValL = {<B> eY*; BéumALLe L(B) = @}.

Feito isso, demonstremos a nossa afirmagédo. E o faremos reduzindo o pro-
blema de vacuidade dos ALL para o accepting problem das maquinas de Turing, atra-
vés de historias de computacao.

Proposicao 9.2.3. A linguagem V., é indecidivel.

Demonstracdao. Mostraremos que, se a linguagem Vu | fosse decidivel, entdo a lin-
guagem Ayt também o seria, o que contradiz o teorema 5.4.5. Para mostra-lo, cons-
truiremos a maquina hipotética que decide esta ultima.

Supondo que Vp | seja decidivel, existe uma maquina R que decide tal lingua-
gem. Isto é, R aceita somente as entradas (B) em que B éum ALL e L(B) = 2, e
rejeita todas as outras. Usaremos essa maquina a seguir.
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Agora, sejam M uma maquina de Turing qualquer e w uma cadeia de seu
alfabeto de entrada. Construiremos, a seguir, um ALL denotado por B[M, w]|, do qual
a linguagem ¢é o conjunto composto por um unico elemento: a histéria de computacao
de aceitagcdo da maquina M sobre w.

Fica claro que M n&o aceita w, se, e somente se L (B[M,w]) = @. Este ALL
verificara se a sua entrada é a sequéncia de configuracées completas que leva M,
desde seu estado inicial, no inicio da cadeia de entrada, até o estado de aceitacao.

Para ! € N — {0}, denote por (Cy,Cs,...,C;) a codificagdo de uma histéria de
computagao (arbitraria) para M. Teremos que B[M, w| sera de fato um ALL pois ele
nunca precisara sair dos limites da entrada que recebe para fazer o seu trabalho, como
veremos.

O nosso ALL deve verificar se a C; é a configuracdo completa inicial de M
sobre w; se, parai € N,com 1 < <[ -1, cada C;,, € a configuragdo completa que
segue imediatamente de C;; e se C; é uma configuragdo completa de aceitacao para
M.

Tomemos a nossa entrada ou Como w = wyws . . . wg, OU COMO UM espago vazio
se w = ¢, e também q, como o estado inicial de M. Para tal, deixamos na propria
constituicdo de B[ M, w] que ele deve reconhecer se a primeira configuracao codifi-
cada corresponde ou a qow,ws ... wk, OU a qo_, NO caso da cadeia vazia. Como essa
configuracao € certa, a necessidade da leitura dela é deixada esquematizada ao se
construir o ALL.

Depois, a partir da fungéo de transicdo de M, o ALL deve verificar as configu-
racdes completas sdo de fato sucessoras uma da outra. Para isto, deve verificar se
os simbolos nas posicdes dos quadrados entre C; e C;; sS40 as mesmas, com exce-
cao da posicao sobre a qual a cabeca de M estava em C;, e também das posicdes
adjacentes a esta.

Nestas Ultimas posic¢des, a verificacdo devera ser a respeito de se a fungéo de
transicdo de M foi devidamente aplicada. Deste modo, B[M,w| deve ter, em sua
constituicado, para quando chegar este momento, a informagéo das transi¢cées que M
faria de acordo com o estado e com o simbolo escaneado.

Com isso, neste passo, B[ M, w] esta diante de determinado estado, e em deter-
minado simbolo escaneado em C}, ou seja, esta diante de uma configuragdo. Aquela
mesma posicao de quadrado ja teria, em C; 1, 0 simbolo que consta na imagem desta
configuracao através da funcao de transicdo. Além de, em C;,;, 0 novo quadrado
escaneado ser aquele para o qual a direcao correta levava a cabeca de M. Como
também, o estado sucessor correto deve ali estar.

O ALL deve entao, nas posicoes em geral, comparar, um por um, os simbolos
de tais posigoes, entre uma configuracdo completa e outra. Para registrar as posi¢coes
ja verificadas, podemos usar o recurso de trocar o simbolo que ali estava por sua
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versao com um ponto em cima. Assim, se estivermos adotando a codificacdo por
meio dos simbolos D, A, C, ..., neste passo irfamos substituir alguns deles por D, A,
C, etc.

E, apds tudo isto, se tal histéria de computacédo estiver de acordo, resta a
B[M, w] verificar se a C; é realmente uma configura¢cdo completa de aceitacdo. Como
a condicao de as configuracdes completas serem as devidas sucessoras uma da ou-
tra foi satisfeita, tudo o que é necessario fazer é ver se o estado presente em C; é 0
estado de aceitacdo. Se o for, entdo tal histéria de computacao esta na linguagem de
B[M,w|. Se néo o for, entdo néo esta.

E possivel ver que conseguimos construir o ALL B[M,w] a partir de uma ma-
quina de Turing que receba a entrada (M, w), seguindo o roteiro dos passos dados
acima. E, tendo isso em mente, construiriamos a maquina de Turing S como descrita
abaixo.

S = “ Sobre a entrada (M, w), onde M é uma maquina de Turing e w é uma cadeia:
1. A partir de M e w, construa o ALL B| M, w] conforme descrito anteriormente.
2. Emule a maquina R sobre a entrada (B[M, w]).

3. Se R rejeita, entdo aceite. Se R aceita, entdo rejeite.”

Se R rejeita (B[M,w]), isso significa que L (B[M,w]) # @. Consequente-
mente, B[ M, w] tem uma histéria de computag¢éo de aceitagéo, o que implica que M
aceita w. E é nesta situagdo que a maquina S esta aceitando a entrada (M, w).

Se R aceita (B[M,w]), isso significa que L (B[M,w]) = @. Consequente-
mente, B[M, w] ndo tem uma histéria de computagéo de aceitagéo, o que implica que
M néo aceita w. E nesta situagdo a maquina S rejeita (M, w).

Sendo assim, S aceita (M, w) se, e somente se M aceita w. Isto é, S decide
Ayr. Como isto ndo é verdadeiro, segue que V. é indecidivel. [

Este recurso das historias de computagéo serd utilizado novamente no préximo
capitulo, dedicada a um problema especifico.



10 O PROBLEMA DA CORRESPONDENCIA DE POST

Eis que, entdo, trazemos um resultado importante, a fim de nos ajudar a ex-
pandir nossa visao quanto ao alcance das maquinas de Turing para resolver certas
situacdes. Da-se em torno de um problema que, levando o nome do matematico Emil
Post, por si s6, ndo esta ligado a maquinas de Turing ou semelhantes, mas que tam-
bém é indecidivel.

10.1 ESTABELECENDO O PROBLEMA

Descrevemos, a seguir, o chamado problema da correspondéncia de Post,
ou simplesmente PCP. Tomamos sempre um conjunto de dominds, nos quais suas
duas pontas possuem, cada, uma cadeia, como abaixo.

Figura 103 — Exemplar de dominé

]

Fonte: Autor (2024)

Olhemos para um conjunto especifico de dominds, dado a seguir.

] (a5}

Eis que jogaremos um jogo. Seu objetivo, usando esse conjunto, € procurar
uma sequéncia finita de seus dominds, podendo repeti-los, de modo que a cadeia
lida na parte de cima dessa sequéncia seja igual a cadeia lida na parte de baixo
dela. Chamamos esta sequéncia de emparelhamento. E, com o conjunto de dominds
acima, conseguimos fazer o emparelhamento abaixo.

Figura 104 — Dominés do conjunto emparelhados

i % i dbca
db| |dd] [db ca
Fonte: Autor (2024)

A cadeia de cima, ao final, & dbdddbca. E a cadeia de baixo também. Com
os dominds intactos, os simbolos de cima nao ficam exatamente alinhados ao seu
correspondente de baixo. Podemos redesenhar tal emparelhamento para que fiquem
alinhados.
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Figura 105 — Emparelhamento desenhado

d|b d|d|d b ¢ a
d bld d|d blc a
Fonte: Autor (2024)

Esta forma de representar sera usada na demonstracdo da indecidibilidade
posteriormente. Mas conseguimos representar este emparelhamento porque, para
o conjunto em questao, era possivel. Ha conjuntos de dominds para os quais ndao ha
emparelhamento. A seguir um exemplo.

(BEEREIE)

Para este conjunto de domin6s ndao ha emparelhamento possivel porque as
cadeias de baixo sdo sempre mais longas que as cadeias de cima. Assim, qualquer
sequéncia teria a parte de baixo maior que a de cima, e as duas nunca seriam iguais.

Haviamos dito que o objetivo do jogo era procurar um emparelhamento, € nao
necessariamente encontra-lo, justamente porque por vezes ele nao existe. Podemos
dizer que a pessoa vence 0 jogo com um conjunto de dominds se conseguir concluir
a respeito de tal conjunto ter um emparelhamento.

E justamente nisso que consiste o problema da correspondéncia de Post: des-
cobrir quando uma colecao de dominds possui emparelhamento e quando nao possui.

Como ja adiantamos, tal problema é indecidivel. Ele ndo possui uma solucao
com algoritmos. Mostra-lo-emos através da versao dele para linguagens. Para a de-
finir, vejamos que as entradas a serem consideradas por ele, isto &, suas instancias,
serdo conjuntos P de dominds,

{1 - )

ondep € N—{0},e,parai € N, 1 <i < p, temos que t; e s; S840 sequéncias nao-vazias.
Um emparelhamento fica definido como uma sequéncia finita (iq,is,...,7;) de
numeros naturais de 1 a p, tais que t;,t;, ...t;, = s;, S, - .. ;. E 0 problema da corres-
pondéncia de Post acaba trabalhando com a determinacao de se P possui ou ndo um
emparelhamento.
Para isso, definimos entdo uma linguagem. Através de uma determinada ma-
neira de codificar, teremos

PCP = {(P) € ¥;; P é uma instancia do problema da
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correspondéncia de Post que tem um emparelhamento}.

O que faremos a seguir € demonstrar, através de uma redugao, que o problema
da correspondéncia de Post é indecidivel. Provaremos que o accepting problem é
redutivel por mapeamento ao problema da correspondéncia de Post. No entanto, para
concluirmos isto, utilizaremos uma linguagem intermediaria, que fara a transi¢ao entre
a Ayt e a PCP.

Entao, antes de irmos para a proxima secao, onde demonstraremos o teorema
que aborda essa questdo, daremos alguns passos importantes.

Lema 10.1.1. Sgja M uma maquina de Turing qualquer. Existe uma maquina de
Turing K que, ao ler uma entrada (M), fornece (R(M)) como saida, onde R(M) é
uma maquina de Turing correspondente a M, de modo que R(M) nunca tenta andar
para a esquerda do inicio de sua fita.

Demonstracado. Seja M = (Q,%,T',6, 90, qaceita, drejeita) UMa maquina de Turing qual-
quer,com @ = {qo,q1,---,qn-1r € I' = {ag, 1, ..., 1 }. Esté fixado que oy = _.

Se o estado inicial de M é de aceitagdo ou de rejeicdo, podemos considerar
R(M) = M, pois M jé é tal que ndo vai andar para a esquerda a partir do primeiro
quadrado. Isto porque ela ndo fara deslocamento algum.

Ja se o estado inicial ndo € um estado de parada, o que iremos fazer é construir
uma maquina de Turing R(M) que substitui sempre o simbolo do primeiro quadrado
por um simbolo correspondente. Esta nova maquina, ao ler tal simbolo, nunca tenta ir
para a esquerda. Em vez disto, ela anda para a direita e volta para a esquerda logo
em seguida. O funcionamento do restante de suas atividades é mantido, para ter o
mesmo efeito que M teria.

Enfim, para R(M), tomaremos simbolos, distintos entre si, apresentados no
conjunto I'y = {am, m_1, ..., a2,_1}. Tomamo-los de modo talque I'NT"; = @ e, para
i€ N,com0 <i< m,o simbolo «,,,; sera o correspondente de «;.

Também tomaremos uma quantidade de (n+1) novos estados. Sejam r;,r, € N
tais que q,, = qaceita € dr, = rejeita- AgOra tomemos o conjunto Q" = {dqg., 47, ds; - - - G5, }-
Para j € N, com 0 < j < n, temos que q),, = q;.

Sejaentdo I" =T UT;. Tomaremos afungdo &' : Q' xI" — Q' xI'" x {R, L}, cuja
lei descrevemos a seguir.

Para qualquer valor de 4, para algum i#* € N, com 0 < i# < m, e para algum
j# € N, com 0 < j# < n, se §(qo, ;) = (q;#,ai#,R>, entdo teremos &' (q)), ;) =

(a4j#, Xmyin, R), € 5€ 6 (do, i) = (qj4, iz, L), teremos & (qf, ;) = (q;ﬂ#ﬂ, Qi R>.
Para quaisquer valores i € j, e com eles valores i* € N, com 0 < i* <m, e j* €

N, onde 0 < j* < n, teremos que, se 0 (q;, ;) = (q;+, =, R), entdo &' (¢, anri) =

(a)+, myi=, R), € 5€ 6 (q;, 25) = (0%, o=, L), ent@o &' (a1, amri) = (dyje 15 @mrins R).
Para quaisquer valores i e j, teremos &' (q),, ;1. ;) = (4,1, . L).
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Nos estados ¢’ ;, com os simbolos «;, deixamos que as transigoes por ¢’ sejam
iguais as transigbes de q; com os simbolos «;. Quanto as demais transigbes destes
estados, diremos que serdo para o estado gaceita, IMprimindo _,, e indo para a direita.
Mas, em verdade, elas poderiam ser quaisquer, pois nao farao diferenca.

Pois bem. A maquina R(M) = (@', %, 1,4, 95,9, 1, 4.,,,) satisfaz o que pro-
curdvamos.

Nos estados q; € q),, @ maquina, quando no primeiro quadrado, imprime sim-
bolos correspondentes aos «a; que originalmente apareceriam ali, nunca tenta ir para
a esquerda, e prossegue, deixando rastro igual ao que deixava M. Quando com tais
estados, nos demais quadrados, ela faz a mesma coisa que M fazia.

E os estados q;,, ;,, s6 apareceréo no segundo quadrado, servindo para a ca-
beca retornar ao primeiro quadrado quando originalmente M teria tentado ir para a
esquerda do inicio da fita no passo anterior. Entao eles sempre lerdo apenas simbo-
losdeT.

Assim, R(M) reconhecera a mesma linguagem que M. Agora, vejamos quanto
a K. O dever dela ¢ ajustar a descricao de M para que se torne R(M).

No caso em que ela verifica que o estado inicial € um estado de parada, ela
simplesmente mantém a descricao de M. Vejamos, entdo, no outro caso.

Para isso, ela pode verificar o numero de simbolos e 0 numero de estados de
M, registrando ambos a direita na fita com dois simbolos distintos. Podem ser, diga-
mos, simbolos u para o numero de simbolos e simbolos v para o nimero de estados,
acrescido de um x a direita, todos espagados por um quadrado cada. Consultara esse
numero representado pela quantidade de u’s e de v’s seguidamente.

Ao fim da fita, KC vai escrevendo as instrucées de q;, 0 estado inicial de R(M).
Elas contam com todos os simbolos escaneaveis, de oy a as,—1, assim como todas
as instrugdes daqui para frente. Para isso, ela primeiro traz o0 mesmo numero de
instrugdes original de qo, € depois escreve as outras a partir da comparagao/marcagao
dos simbolos u.

Para fazer as mudangas de acrescentar m simbolos C, e (n + 1) simbolos A,
a maquina vai utilizando das comparacées com u € com v € x. Para escrever as
instrucdes dos (2n + 1) estados a maquina comega escrevendo as instru¢des proprias
de q;. Depois escreve as instrugbes dos n seguintes baseadas nas instrugcdes dos n
estados de M. E os ultimos n novos estados se baseiam na mesma quantidade.

Depois disso, copia os simbolos B para o fim da fita, devidamente espacados.
E entdo, sdo apagadas as instrugdes de M, os u, v, x, completamos 0s espacos em
branco entre as instrugées de R(M) com _ no lugar. E levamos tudo para o inicio da
fita.

Com isso, vemos que a maquina X consegue cumprir a tarefa necessaria, e o
resultado esta provado. [
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Através de uma determinada maneira de codificar, sejam os conjuntos
MM = {{(M,w) € ¥; M € uma maquina

de Turing e w € uma entrada de M}

PP = {(P) € ¥}; P é uma instancia
do problema da correspondéncia de Post}.

Podemos entender que uma mesma codificagcdo de maquina de Turing diz res-
peito a inUumeras maquinas de Turing. Todas elas possuindo alfabetos da fita de
mesmo tamanho com simbolos de «, até «,,_;, alfabetos de entrada de mesmo tama-
nho, mesma quantidade de estados desde q, até q,,_1, mesma posi¢do dos estados
inicial, de aceitacdo e de rejeicdo e fungbes de transic¢éo tais que levam um par (q;, o;)
até o trio (q., a7, X), com X € {R,L}.

Ou seja, terao mesma codificacdo maquinas de Turing que se comportam da
mesma maneira, mesmo que com simbolos diferentes. Assim como terdo mesma
codificacao as instancias do problema da correspondéncia de Post com dominéds se-
melhantes onde mudam apenas o formato do simbolo em cada posi¢cdo, mas nao a
mesma ocorréncia de dado simbolo em cada posicao.

Definiremos uma linguagem auxiliar para conseguirmos chegar a questao que
envolve a decidibilidade do problema da correspondéncia de Post. Esta linguagem
lida, no fim das contas, com o que chamaremos de problema da correspondéncia
de Post modificado. Tal problema trata de se uma instancia do problema original
possui emparelhamento a partir de um de seus dominds especificos.

Assim, se uma dada instancia do problema original possui p dominds, a partir
dela temos p instancias distintas do problema modificado a considerar. Para cada uma
delas relativa a um dos dominés, de modo a verificarmos se, comegando por ele, ha
emparelhamento. Por isso, fica definida a linguagem

PCPM = {<P, [ED € X, Pe PP, [ﬂ € P e P possui
S

. o R
um emparelhamento cujo primeiro dominé é [—} }
S
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10.2 TRABALHANDO EM CIMA DO PROBLEMA

Nossa estratégia sera mostrar que um problema indecidivel pode ser redutivel
por mapeamento ao PCP. Este problema sera o accepting problem das maquinas de
Turing. E, para mostrarmos isto, usaremos a linguagem PCPM como intermediaria.

Esta secao, entdo, é totalmente dedicada a demonstracdo de dois lemas, que
implicam no grande teorema da indecidibilidade do PCP.

Lema 10.2.1. Sendo
Aur = {M,w) € £; M é uma maquina de Turing e M aceita w},
entao Ayt <, PCPM.

Demonstracao. A primeira coisa que faremos € A) construir uma funcao especifica
de X} em X} que leva os elementos de MM em PP. A seguir, mostraremos que
B), uma maquina de Turing M aceita w se, e somente se um elemento P’ € PCPM
é imagem de (M, w) através dessa funcdo. Dai, mostraremos que, C) a partir dela,
formamos uma funcdo computavel com a mesma caracteristica. Com isto, teremos
provado o lema 10.2.1.

Parte A. Tomando entdo uma entrada (M, w), a partir dela iremos construir uma ins-
tancia do problema da correspondéncia de Post ao final do processo, de modo que as
cadeias dos dominds dessa instancia visem representar uma histéria de computacao
de aceitagao de M sobre w.

Quando o natural £ > 0 é o comprimento da entrada, seja w = wywsy. .. w.
Usando a notagdo comum para o estado inicial, para conseguirmos fazer o empare-
Ihamento da histéria de computacdo que queremos, a configuragdo completa inicial
deve ser qowws ... w,. Caso w = ¢, diremos que a configuracdo completa inicial é
qo..- De qualquer maneira, isso significa que o inicio da cadeia emparelhada deve ser
fixo.

Cabe, ainda, falarmos que tudo o que faremos sera usando uma maquina de
Turing. Entdo devemos entender que, quando estivermos falando de um dominé, o que
usaremos, na pratica, sera a codificacao dele dentro da maquina. Dito isso, 0 domind
para comegarmos representando a configuragdo completa inicial de nossa histéria de
computacao de aceitagao, para o caso de k£ > 0, esta na figura 106.

E no caso de w = ¢ temos como na figura 107.

Ja na maquina, o que realmente teremos sao, respectivamente,

> < [#qowlwf gy wk#} > o0 <[#qﬁi#} > /
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Figura 106 — Desenho do primeiro dominé para entrada ndo-vazia

##

# QowiWa- - - Wy #

Fonte: Sipser (2005)

Figura 107 — Desenho do primeiro domind para a entrada vazia

i

# o = #

Fonte: Sipser (2005)

., . t .
Chamemos o dominé apresentado acima de [—1 . Requisitamos que os empa-
S1

relhamentos a serem dispostos comecem por este domin6 e ndo por qualquer um. Por

isso, em vez de utilizarmos pura e simplesmente o problema da correspondéncia de

Post, adentraremos agora no problema da correspondéncia de Post modificado, pois
131

visamos que nossos emparelhamentos iniciem pelo referido [—] .
S1

Dito isso, vamos impor mais um requisito, o qual ndo comprometera em nada
realmente. Em vez de tomarmos a maquina M e a partir dela formarmos os dominés,
vamos tomar a maquina R(M) indicada no lema 10.1.1.

Sejam @ = {q0,91,---, 9,1} 0 conjunto de estados de R(M), qaceita S€U €Stado
de aceitagéo e qyejeita SEU €Stado de rejeicdo. O nosso primeiro domind sera

(| #
ltl | #qowiws . .. wk#} , sek>0,
ot
_# )
\ _#CIo,_,#} ’ se k = 0.

Depois disso, devemos ir consultando como se d& o trabalho de R(M) com a
entrada w, para dai ir formando e encaixando os préximos dominoés.

No momento, ja sabemos que, na cadeia de cima do primeiro dominé, devemos
prosseguir com a configuragdo completa inicial. E na cadeia de baixo ja podemos pas-
sar para a préxima configuracdo completa. Sabendo disso, definimos como trabalhar
com os dominds, e no caso, a cabega da maquina R(M) ira agora para a direita.

Mas essa mudanca sé afeta o quadrado escaneado e seus quadrados adjacen-
tes. Entdo também definimos como trabalhar com os dominds que dizem respeito ao



218

restante dos simbolos da configuragao completa.
Sejam I e § respectivamente o alfabeto da fita e a fung¢éo de transigéo de R(M).
Consideremos q € @ — {qaceita, Grejeita}- FOrmamos entéo, para todos /1, 52,05 € I' e

para todo q' € @, se d(q, 51) = (¢', B2, R), 0os dominéds l%} ;esed(q, 1) = (q, P L),
2
B34

B, } . Todos esses dominds serdo contados em FP’.
q' P3Pz

E, para preenchermos o restante de simbolos das configuragcdes completas,

A

formamos ainda os dominés [ﬁ_} , também contados em P'.
1

Observemos que todos estes dominds estdo em quantidade finita. Para enten-
dermos como seria a continuidade do pretenso emparelhamento, vejamos um pouco
de como colocariamos os dominds para o proximo estagio da maquina R(M). Supo-
nhamos, para isso, que, tomando o exemplo da cadeia de entrada ndo-vazia, tivésse-
mos §(qo, w1) = (q3,, R), onde o € T".

0s dominds [

Figura 108 — Desenho do inicio de um possivel emparelhamento com nossos dominés

# Jo w1 W2 W3 --- Wi # |« q3 (Wa2| W3

Fonte: Autor (2024)

Ou seja, sequenciamos, respectivamente, os dominés da figura abaixo.

Figura 109 — Dominds recém-sequenciados (parte 1)

a7 o) 1] [
#Fqow Wows . .. WrH | | aqz | |wa ] | w3

Fonte: Autor (2024)

Prosseguindo com o0 nosso empreendimento, também formamos os dominds

l%} e [i#} contados dentro de P’. Ambos servem para serem colocados ao final

de uma configuragcdo completa, de modo a separar a atual da posterior.

O segundo desses dominds € colocado quando o quadrado escaneado pela
cabeca de R(M) ja chegou ao primeiro quadrado vazio apés o fim de sua fita. Assim,
n&o deixamos o estado atual sem um simbolo a sua direita na configuragdo completa.
E se deve seguir adicionando tal dominé sempre que tal cabeca persistir em andar
para a direita apds o fim da fita.

Ja o primeiro deles é colocado quando o estado da configuragédo completa esta
em qualquer lugar, exceto para além do fim da fita. Assim os dois cumprem seu papel.
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Também formamos todos os dominds {m} e [%Ltaﬁl] E por fim, o
Jaceita Jaceita
dominé {%}

Nao faremos um domin6 semelhante a estes a partir do estado de rejeicéo, e
isto é proposital. Os dominds apresentados até aqui sdo todos os dominds de F’,
formados a partir de M e w.

Denominamos entdo g : MM — ¥} a fungéo para a qual g((M,w)) = (P'),
sendo P’ o par ordenado constituido da instancia do problema da correspondéncia de

. .|t
Post montada como acabamos de descrever, seguida do domino L—l] .
1
Parte B. Primeiro vamos provar que 1) se M aceita w, entdo (P') € PCPM; e em
seguida, 2) a reciproca.

Parte B. 1. Como vinhamos mostrando, apos o inicio do pretenso emparelhamento

Bl |#] | #

em ﬁ—l] 0s dominds [ﬁ_] {%} [—#] e 0s dominds das transicdes em § iam se-
quencilando bem. Seguirﬁos complet?:mdo com os dominés, consultando qual seria a
préxima configuragdo completa de R(M) a partir de w.

Usamos os dominds com os estados para os movimentos de esquerda e de
direita. Usamos os dominds apenas com simbolos para o restante da configuracédo
completa. E os dominds com # para separar as configuragcdes completas posteriores.
Isso até encontrar um estado de parada.

Se em algum momento passarmos para o estado de rejeicdo, paramos com
os dominds e a tentativa de emparelhamento. Mais precisamente, fica claro que néao
havera emparelhamento a partir da entrada w em questdo. Afinal, ndo ha dominds
com o estado de rejeicdo na cadeia de cima.

E isto vale inclusive para quando o estado inicial é o estado de rejeicdo. Nao
havera como dar continuidade ap6s o primeiro domind, visto que, sendo qy = qrejeitas
nao fizemos dominds com ¢, na cadeia de cima.

Agora, quando se trata do estado de aceitagdo, teremos formado todos os do-
ﬁlqaceita] e {Qaceitaﬁl

Jaceita Jaceita . L . _
A partir do momento em que ja temos o estado de aceitacdo na configuracao

completa, o que nos falta € terminar de alinhar a cadeia de cima com a cadeia de
baixo, pois a histdria de computac¢ao por nds procurada acabou de ser encontrada.

O que os ultimos dominds farao é adicionar simbolos que ja ndo representam
novas configuragdes completas para que, apds a configuracao completa de aceitacao
debaixo, eles vao diminuindo a diferenca de tamanho entre a cadeia de cima e a
debaixo.

E eles o fazem de modo a prosseguir até logo antes de essa diferenca se tornar

minds [ } , contados em P'.
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nula. Podemos dizer que, com estes dominds, estamos acrescentando pseudopassos
a nossa histéria de computacao. Eles, de fato, ndo estao significando nada em termos
da computacdo da maquina original. Servem apenas com o propdsito de concluir o
emparelhamento.

Vamos completando o emparelhamento, junto desses dominds, com os domi-

nés [%} {%} . Para que a diferenca de tamanho entre as duas cadeias finalmente
1

se torne realmente nula e fechemos o emparelhamento, adicionaremos o dominé

|:qaceita##
#

Para percebé-lo, vejamos com o exemplo abaixo, onde, para um natural » > 0,
temos 3, v1, 72, Vr—2, Yr—1,7 € L', temos q € Q_{Ciaceita; Qrejeita} e onde a Ultima transigéo
de R(-A/l) foi 6/@7 ﬁ) = (Claceitaa%—la R)-

Figura 110 — Desenho da concluséo de um emparelhamento com nossos dominés

# \l\\\%\*2 qaceitam&

ao final.

”gﬂcbce@ﬁ# Jaceita(Vr | # [Jaceita

Fonte: Autor (2024)

Os dominds que finalizaram este emparelhamento eram, respectivamente, os
colocados a seguir.

Figura 111 — Dominds recém-sequenciados (parte 2)
BB ) B B
#17Inl [el T e T L1 9aceita] T L] T L#]

{ﬂ] [ﬁ] {%_2} |:7r—1qaceita:| {,Y_] {ﬁ}

Vil 2l 2] L aceita ] L) T L#]]

{ﬁ} [ﬁ} {’Yr—ﬂlaceita} {&1 {ﬁ}

71 ’ Y2 Y Jaceita 7 Vr 7 # o

5] ] B
#11m]) L daceta | L) T L#]

{71Qaceita:| {&} [ﬁ} {Qaceita%":| {ﬁ} {qaceita##}
Qaceita | LVr) L#] | daceta | L#]’ #

Fonte: Autor (2024)

Vemos que estes dominds estdo em quantidade finita e, quando ha a histé-
ria de computacdo de aceitacdo, o emparelhamento com os dominds que dispomos
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acontece.
E isto ocorre mesmo quando o estado inicial é o proprio estado de aceitacéao.

#
#q0w1w2 .. wk#

} , 0 que iniciara com os pseudopassos a completarem o emparelha-

Pois, sendo qy = (aceita, @ direita do dominé inicial colocaremos

Jow1
w1y
mento também.

Assim, quando M aceita w, ocorre que g ((M,w)) = P’ € PCPM.

o dominé {

Parte B. 2. Agora mostraremos que todos os emparelhamentos possiveis dessas
instancias do PCPM que sao imagem de g incluem sempre, desde seu inicio, uma das
possibilidades listadas a seguir.

Ou inclui o emparelhamento visto acima, baseado na histéria de computacao
de aceitacdo. Ou inclui uma variacao dele. Tal variacao se da com relacao aos pseu-
dopassos, aqueles apds a configuracdo completa de aceitacao.

Ou seja, outros emparelhamentos existentes sempre trardo, em seu inicio, al-
gum emparelhamento que tenha toda a histéria de computacao de aceitacao em ques-
tdo. Podem ser os mais simples dentre eles, apenas acrescidos de mais dominds a

i A

frente. Poderiamos colocar, por exemplo, m a frente, ou dominés do formato {—}
1

Ou mesmo repetir a sequéncia feita para o emparelhamento primario apds ele mesmo.

Quanto as variacoes, elas se dao no sentido de que, dependendo da posicao
da cabeca de R(M) nos seus quadrados, podemos optar por ordenar os dominos
que incluem o estado de aceitagdo em cima de mais de um jeito. No exemplo visual
que demos logo acima, optamos por ir colocando os dominds que cobriam desde
Yr—10aceita, INDO em ordem decrescente até 7, qaceita € SO depois colocamos 0 domind
COM {aceitaVr-

Mas seria possivel colocar em outras ordens, como iniciando em ~,_1qaceita;
depois colocando qaceitar» € dai decrescermos desde de 7, _2qaceita at€ V1 qaceita- COMO
também poderia ser com outras ordens.

Além de que, conseguiriamos, em quantidade limitada, colocarmos dominéds

i i

{—#] no lugar de dominds {ﬁ} dentro dos pseudopassos, alongando o seu numero.

Em verdade, um mesmo elemento de PCPM pode ser imagem de mais de um
elemento de M M. Basta que duas maquinas de Turing distintas tenham todos os
seus elementos da 7-upla identicamente codificados, exceto o alfabeto de entrada,
sendo que o alfabeto de entrada da primeira é subconjunto do alfabeto de entrada da
segunda.

Podemos ver que, na construgdo dos dominds nao é feita distincao entre os
alfabetos. Entéo, para uma entrada que for aceita na primeira maquina acima citada,
a instancia P’ baseada nessa dupla serda a mesma instancia que seria baseada na
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dupla da mesma entrada, com a segunda maquina.

Uma outra possibilidade é de as codificacbes de duas maquinas de Turing dis-
tintas difiram entre si apenas nas transi¢coes feitas a partir das configuragdes cujo
estado € um estado de parada. Afinal, estas configuragdes nunca dardo origem as
suas imagens de fato na computacado. Também neste caso, a instancia P’ é a mesma.

E claro, também podemos combinar estes dois fatores, desta diferenga apon-
tada com relacdo ao alfabeto de entrada e das transicbes a partir dos estados de
parada. Duas maquinas de Turing que difram em suas configuracbes somente por
causa destes pontos dardo origem a mesma instancia P’.

Mas, fora isso, ndo ha outra situacdo de mesma imagem através de g. Pois
nesta funcao, fungdes de transicdo com diferentes comportamentos modificam os do-
minds. Alfabetos da fita de diferentes tamanhos também. O mesmo para o conjunto
de estados. E a escolha de qual sera o estado inicial, do estado de aceitagdo e do
estado de rejeicao, cada uma, resultam também em diferentes conjuntos de dominds.

Dito isso, se houver emparelhamento possivel, dividiremos a tarefa agora em
duas. Trata-se de i) mostrar que ndo podemos interromper um emparelhamento tal
como mostrado antes a fim de reiniciar a histéria de computacgao, intercalando duas
histérias ou mais. E ii) mostrar que o emparelhamento visto (baseado na histéria
de computagéo de aceitacao) ou uma de suas variagdes serdo incluidos necessaria-
mente.

Parte B. 2. i. Algo imaginavel de ser incluido para que ocorresse um emparelhamento,
mas que em verdade é impossivel de sé-lo, se trata de uma intercalacédo de configu-
racoes completas, em ordem, a partir de um dado momento. Estendendo-se até um
outro momento, tais configuracbes completas seriam advindas da mesma histéria de
computacdo de aceitagdo, colocada repetidas vezes.

Quanto as intercalacoes, se existissem, estariam baseadas na colocacao de

.|t . o ~ ,
outro dominé || no meio de uma histéria de computagdo. Suponhamos que exista
S

1
H = (C41,Cy,...,C)), ahistéria de computacao de aceitagédo de R(M) sobre w, com [
sendo o numero natural da configuragdo completa de aceitagcdo. Apds a primeira vez

que H comecar a ser montada com os dominds, hipoteticamente poderiamos, no lugar

., ., |t . .
de um dominé {ﬁ} , colocar o dominé —} , pois ele também comeca com # em suas

duas cadeias. Mﬁs vamos mostrar que iz%[o nao produz qualquer emparelhamento.

Sendo um natural [;, com 1 < I; < [, 0 domind inicial pode ser colocado, olhando
para a cadeia de baixo, logo apds a configuragdo completa C),, ou apds alguma das
vezes em que se monta algo da fita de R(M) que tem o estado de aceitagéo, o que
chamamos antes de pseudopassos.

Apoés isso, para completar o emparelhamento, seria necessario entdo revezar,
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. .|t . .
a partir deste segundo dominé [—1 , para que os alinhamentos sejam montados ora
51

com as configuracées completas ou com os pseudopassos da primeira H, ora com as
configuracées completas ou com os pseudopassos da segunda H.

Compreendamos que os pseudopassos sao considerados, embaixo, como sen-
do a reproduc¢ao da configuracdo completa de aceitacao de H sempre com um simbolo
amenos. E, sejar aquantidade de simbolos de I" representados na configuragdo com-
pleta C; montada nos domindés. Entao havera, para cada uma das duas repeticdes de
H, um nuamero de r; e de r, pseudopassos, com r1,r, > r (por causa da possibilidade

de se colocar dominéds [i] ).

_H#
Chamaremos, entao, cada um deles, pela ordem em que aparecem ao longo do
pretenso emparelhamento, de Fi;, F» 4, ..., F,, 1, para a primeira vez que terminamos

H. E, da mesma forma, chamaremos de F} ,, Fi,, ..., F,, » 0S pseudopassos para a
segunda vez que terminamos H. Assim, para cada H montada, ela terminaria com

qaceita##} _ |:F7"1,1##:| _ |:F7’2,2##:|'

seus pseudopassos mais o domind l

# # #
Vamos também considerar o primeiro dos dominés como t—l] = [ 1
51 #C1#

Mais a seguir, na figura 112, uma ilustracdo simplificada do que estamos falando,
onde o primeiro dominé foi colocado apenas mais uma segunda vez, o sendo apés a
configuracdo Cj,, com l; > r + 1 neste exemplo. Para isso, tomaremos i = [ + r, — [,
usado na ilustracao.

No6s temos a mesma histéra H sendo reproduzida duas vezes. Quando ela

{Qaceita##

o era uma sb vez, o dominé terminava seus pseudopassos seguintes.

Contudo, agora as configuracées completas e pseudopassos da primeira reproducao
intercalam-se com os da segunda.

Originalmente conseguiamos colocar o dominé no fim, pois a di-

Frl,l##
#

ferenca de comprimento entre as cadeias de cima de debaixo era de apenas duas
unidades. Para que a cadeia de cima alcangasse o emparelhamento com a debaixo,
lhe faltava apenas qaceita € #, respectivamente. Mas com a repeticdo de H, ndo con-
seguimos fazer o mesmo.

A diferenca de comprimento ja € maior do que duas unidades, e ndo é possivel
finalizar apenas a primeira reproducédo e continuar com a segunda, pois embora a
cadeia de cima deva receber exatamente um qaceita € UM #, ela ndo pode receber o
segundo # que ha no mesmo domind, pois 0 que ha na continuacdo da cadeia de
baixo ja é a préxima configuracao ou o préximo pseudopasso da segunda reproducao
de H.

Ao mesmo tempo, ndo ha domind que possua apenas qaceita €M Sua cadeia de

Jaceita#F 7
7

cima, como também ndo ha domind, além de [ } que comece COM (aceita #
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Figura 112 — Desenho da tentativa de intercalagdo para um emparelhamento com 0s nossos dominés

&02 Cs L#
# Oy #(Co|# |Csl#

Fonte: Autor (2024)

em cima. Portanto, ndo ha como prosseguir, dai. Nao havera emparelhamento.
Vale observar, também, que o primeiro dominé s6 conseguiria ser uma outra vez

i i

— |, mas ndo |— |. Entdo nem
| mas oo | 2|

sequer é no fim de qualquer configuracao completa que se poderia, hipoteticamente,
acrescentar novamente o primeiro domino.
E ainda, a impossibilidade de emparelhamento ndo seria diferente mesmo se

colocado no lugar de um dominé que poderia ser {

, U . . .
acrescentassemos o dominé —1] uma terceira vez, estendendo a intercalacdo. Ha-
S1

veria alternancia entre trés reprodugdes de H, cada uma comegando em momentos
diferentes, mas cairiamos no mesmo problema de finalizar a primeira delas em algum
momento.

, t1 . .
Analogamente se acrescentassemos [—} uma quarta vez, uma quinta, enfim,
S1

quantas vezes, de maneira finita, quiséssemos. N&o ha como fazé-lo e chegar a
um emparelhamento. E com isso, ja deixamos provado que, apés uma configuracao
completa, embaixo, 0os Unicos dominds que a podem suceder imediatamente sdo ou

7)o 1]

=l|,ou [—].

HEd

Parte B. 2. ii. Agora, mostraremos que s6 ha os emparelhamentos conforme PCPM

se ha a histéria de computagéo de aceitagédo de R(M) sobre w.
Pois bem. Apds o obrigatorio domind —1] inicial, ha os casos em que k& > 0
S1

e em que k£ = 0. Em ambos, o proximo domind tem que ser aquele cujo primeiro
simbolo acima é qo. S6 que os unicos dominds que temos neste formato sdo aqueles

destinados a transicao ou, no caso em que o estado inicial & o estado de aceitagao,
do1

qo
Sabemos, como € o inicio da fita de R(M), que o movimento sera para a direita.

0s dominds [ } Tratemos desse segundo caso depois.
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Consequentemente teremos, acima no domind, a configuracao inicial, e abaixo, o sim-
bolo impresso e 0 estado sucessor, respectivamente. E este dominé é o Unico que traz
tal configuragdo acima, e embaixo ele continua exatamente com o que a configuracédo
completa faria.

Depois podemos ter ou ndo o fim da fita de R(M). Se néo, entdo para comple-
tar com os simbolos da cadeia da primeira configuragcdo completa, sé ha dominds no

B

formato [ﬁ_] , pois outros dominds com simbolos de I' em cima contém estados. E as-
1

sim se vai preenchendo. Como ja mostramos, depois de uma configuragdo completa,

deveremos colocar ou [%} , OU [ﬁ]

Em todos os dominds de até entdo na sequéncia, a cadeia de baixo neles era
maior ou igual, em comprimento, a cadeia de cima. Também é verdade que, se o
estado da configuracao completa, na cadeia de baixo, ja chega ao fim da fita, (como
seria com o caso da cadeia de entrada vazia ou com uma cadeia de entrada unitaria),

o domin6 [i#} € obrigatdrio a seguir.

AfinaT, para que mais a frente algum dominé alinhe, em cima, o referido estado
que ja esta ali embaixo no fim da fita, tal dominé precisa ter um simbolo de I imediata-
mente apds tal estado. Lembremos que ndo ha dominds com estados de @ no fim de
sua cadeia particular debaixo, exceto pelo estado qaceita; d0 qual ndo é o0 caso neste
momento. Como também nao ha domindés com um estado de @ seguido de # no fim
de sua cadeia debaixo.

E vemos que o padrao descrito nos paragrafos acima se repetira. O que pode
mudar € apenas se a proxima configuracao vai exigir uma transicao para a esquerda
ou para a direita.

No caso da esquerda, o domind traz um simbolo antes do estado, que pode ser
qualquer um de I'. Mas mesmo assim, ele s vai se encaixar se aquele simbolo ja
estava na cadeia debaixo do pretenso emparelhamento, e se a configuragéo a frente
de tal simbolo acima é a configuracao que ja estava na configuracao completa abaixo.
E em qualquer um dos casos, de direita e de esquerda, o comprimento das cadeias
dos dominds ainda seguird 0 mesmo ditame anterior.

Claramente a sequéncia de dominds seguira esse padrao até chegar ao estado
de aceitacao ou ao de rejeicdo. Se nado chegar a nenhum dos dois, ndao havera em-
parelhamento, visto que a cadeia debaixo continuara maior em comprimento que a
cadeia de cima.

Se a sequéncia chega ao estado de rejeicao também nao havera emparelha-
mento, pois nao formamos nenhum dominé que possui 0 estado de rejeicao na sua
cadeia de cima, que se alinharia com o estado de rejeicdo que ja ha embaixo, sucessor
da dltima configuracao.

Se a sequéncia chega ao estado de aceitacao, o emparelhamento que mostra-
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mos acontece, ou variacdes dele, como comentadas. E alguma delas deve acontecer
para haver emparelhamento. Afinal, a partir do momento em que fecha a configuracao
completa de aceitacdo, € necessario diminuir a diferengca de tamanho entre a cadeia
de cima e a de baixo.

Isso ndo é possivel apenas com dominds puramente de simbolos de I', como

ja vimos. Deve acontecer, entdo, com dominds que incluam o estado de aceitacao
ﬁlqaceita] e

em cima. E os domin6s que temos assim sdo aqueles dos formatos [
Jaceita

|:qaceita61

Jaceita
na cadeia debaixo, j4 estavam ao lado do estado de aceitacdo. Assim, com estes

el i

dominds e com os dominds de formato [ﬁ_] e {—} vamos repetindo, ao final, a

} Sendo assim, temos que o0s usar aqui, e respeitando os simbolos que,

1 i

ultima configuracao completa, mas com cada vez menos simbolos nela, até que sobre
ali, na ultima repeticao, apenas o estado de aceitacao.

E estes Ultimos passos, com o domind de aceitagdo e os seguintes, valem
também para o caso que falamos no inicio. Isto €, para quando o estado inicial é o
estado de aceitacdo. Ja comecaremos tendo que continuar a sequéncia de dominds

do/S

qo
dominéds de transicao.

E com ele, seguem os dominds com o restante da configuracdo completa e os
pseudopassos. Tanto para este caso particular (de gy = qaceita), COMO para 0s outros
casos, vale o que seguiremos falando.

com o dominé [ } , Visto que, sendo estado de parada, q, ndo aparecera dentre 0s

#
e

minds {il um numero finito de vezes. Mas se trocarmos o domind anterior por este

Até podemos, neste ponto (dos pseudopassos), no lugar de [ } colocar do-

Gltimo de um modo ilimitado, nunca chegaremos ao emparelhamento pressuposto.
Isso porque, embora a cadeia de cima, a cada pseudopasso, diminuisse em uma uni-
dade a diferenga dos comprimentos, este ultimo dominé anula essa diminuicdo ao
acrescentar um _, ao lado dos ultimos simbolos abaixo antes do proximo #. Sendo
assim, a diferenca entre o comprimento das cadeias ainda deve se encaminhar para
a mesma conclusao.

Pois que, apds todos esses passos, a diferenca de comprimento entre as ca-
deias serda, tal como no exemplo, de apenas duas unidades. E a anulamos com o

Jaceita# 7

domindé Este, alias, era o unico dominé que poderia vir agora. Pois os

ultimos simbolos da cadeia debaixo S0 (aceita € #, NA0 hd dominds com apenas qaceita
em cima, e ele é o Unico domin6 com # a direita de qaceita- E, deste modo, ele completa
o emparelhamento primordial.

Assim, todo emparelhamento que vier, deve comecar com este emparelha-
mento primordial ou com uma variagao dele. E tal emparelhamento nos mostra que
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existe a histéria de computacao de aceitacdo de R(M) sobre w e, consequentemente,
de M sobre w.

Parte C. Comecemos tomando a fungédo f : ¥ — X3 tal que, se z € MM, entdo
f(x)=g(x),esex ¢ MM, entdo f(x) =e.

E visivel que, seguindo padrao similar ao da codificagdo das maquinas de Tu-
ring, os dominds seguidos do domind escolhido para primeiro nao precisam de muito
mais representacdes em X, que aquelas ja usadas em vista das maquinas de Turing
para representa-los. Usa-se algo para o #, algo para separar a cadeia de cima da
cadeia de baixo, e algo para delimitar o inicio e fim de um dominé.

Dito isso, vamos fazer o seguinte. Construamos a maquina de Turing descrita
abaixo, segundo a codificacdo que estamos utilizando.

M’ = “ Sobre a entrada z:

1. Verifique se ela é uma entrada (M, w) € M M. Se sim, passe para 0 proximo
passo. Se nao, descarte.

2. Construa a maquina R(M).

3. Apartir de (R(M), w), construa, como saida, a instancia P’ como antes descrita,
e entdo aceite. ”

Ora, para construir os dominds da instancia é necessario verificar:

; ., |t
» a cadeia de entrada w, no caso do domind [—1] :

S1
- cada simbolo, no caso dos dominds {@} [ﬁlqaceita] e [qa"eitaﬂl};
51 (Jaceita Jaceita

+ as transigdes, no caso dos dominds de transicédo para a direita;

* as transicées e cada simbolo, no caso dos dominds de transicdo para a es-
querda;

i i

* nada, no caso dos dominos {%} e [—]

i

* a posicao dos estados de parada no caso de [t—l] l

S1
{qaceita##}

51qaceita} e [Qaceitaﬂl] o

Jaceita Jaceita
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Todas estas coisas sdo acessiveis a partir da entrada (R(M), w). Claramente,
uma maquina de Turing é capaz de fazer esse trabalho de verificagéo e construcao.

o . - t
E também é capaz de destacar o dominé que definimos como [—1} de modo
S1

que seja o segundo componente do par ordenado P’. Ela verificara que o domind ao
qual cabe este papel é o Unico dominé em P’ que possui # seguido de gy, ha cadeia

. . t
de baixo, se tratando justamente de | -1 |.
S1

Falamos, no ultimo item listado, de verificar a posicdo dos estados de parada
por causa do caso em que qo = qaceita- O€ ViStO que sdo iguais, a maquina tera de
codificar os dominés relacionados com 0s mesmos simbolos no que diz respeito ao
estado neles representado.

Refletindo as entradas e saidas desta maquina, temos justamente a funcao
[ — X%, tal que f(x) = e sex # (M,w) € MM, e f(x) = g(x) = P se
r=(M,w) € MM.

Vemos que a maquina sempre para sobre uma saida, sendo esta saida f(z) €
¥ a cadeia vazia ou uma saida P'.

Ela € a cadeia vazia se, e somente se a entrada = ndo se refere a uma maquina
M com uma cadeia w adequada.

Como ja visto ao longo dos itens A) e B), através da funcao ¢, a instancia P’
que surge a partir de uma dupla de M e w tera o emparelhamento requisitado para
PCPM se, e somente se M aceita w, isto é, se e somente se (M, w) € Aur.

Assim, com tudo isto, & verdade, para todo = € X}, que = € Aur <= f(x) €
PCPM. Portanto, também é verdade que Ayt <m PCPM. [ |

E agora, o ultimo lema que precede o teorema com o qual concluiremos o as-
sunto do capitulo. Veremos que, para cada uma das instancias P’ do problema da cor-
respondéncia de Post modificado tem uma instancia correspondente P do problema
original. Ocorre que haviamos colocado como uma imposi¢éo o fato de que, para ser
elemento de PCPM, a codificacdo da instancia deveria dizer respeito a um conjunto

. . Lt .
de dominds cujo emparelhamento comegasse por um dominé —} do conjunto.
S

No entanto, se dependesse apenas do problema original, todas as instancias
montadas como na demonstragdo acima, a partir de uma maquina de Turing e de uma
entrada, teriam um emparelhamento e ndo apenas aquelas que surgem de um ele-

A

mento de Ayr. Pois basta tomarmos dominds seus do formato [—] ou simplesmente

A
i

um dominé {# . Por si s6 eles ja concluem um emparelhamento.

S6 que os emparelhamentos de que vinhamos tratando nos itens anteriores

estavam correlacionados a histéria de computagéo de aceitacdo de R(M) sobre w,

t . A .
comecando com {—1] O que faremos, agora, é converter instancias P’ quaisquer,
S1
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relativas a o PCPM, cada qual em uma instancia correspondente P, relativa ao PCP,
cujo emparelhamento depende do emparelhamento de P’ no PCPM.
E, basicamente, montaremos, a partir de P’ cuja segunda componente fosse
K—l] uma instancia P cujos unicos emparelhamentos possiveis precisam iniciar por
1

., ) t
um domind associado a {—1] )
S1

Lema 10.2.2. E verdade que PCPM <, PCP.
Demonstracdo. Sendo a € N — {0} um ndmero qualquer, seja u = ujus . ..u, uma

cadeia qualquer de comprimento a, € * um simbolo que nao pertenca a I' U {#}.
Definimos as cadeias u, ux € xux COmo

*U = *Up * Ug * U ¥+ * Ug,

Uk = Uy * Ug * UG * + =+ X Ug*,

KUk = kU7 *k Ug * Uz %« ++ * Ug * .

Assim, a cadeia xu € resultado de se colocar um simbolo x antes de cada
simbolo de u. A cadeia ux 0 é de se colocar um simbolo x depois de cada simbolo de
u. E xux, de se tomar u e deixa-la com exatamente um x antes e depois de cada um
de seus simbolos.

Deste modo, com um p € N — {0}, se a nossa instancia F’, relativa ao PCPM,

PR D

construiremos a instancia P, relativa ao PCP, tal que
My | 0
) Sp* ’ <> .

p— *T1 *T1 *T9 *tg
o [ xsik | | six | T [ sax | | s3x |
Aqui, ¢ € um simbolo usado para esta instancia, cujo dominé sera aquele que

finaliza o emparelhamento primordial. O que acontecera aqui é que temos uma instan-

cia do PCP, mas para que possa haver emparelhamento, este precisa comecar pelo
*tq

. Afinal, este é o Unico dominé cujas cadeias de cima e debaixo iniciam
*S1%

pelo mesmo simbolo, o qual se trata justamente de .

Depois disso, o pretenso emparelhamento da instancia P segue basicamente o
mesmo raciocinio que o da instancia P’ seguia. Os simbolos * entre os simbolos das
cadeias dos dominds nao vao interferir nisso.

Vemos que todos os dominds, exceto um, ndo sdo capazes de serem o ultimo
do emparelhamento, pois eles terminam na cadeia de baixo com o simbolo * € na

dominé {
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cadeia de cima com algum simbolo distinto de . E, para que o emparelhamento seja

fechado, utilizamos exatamente o domind [*—} )

¢
E perceptivel que a partir de P’ conseguimos construir P com uma méaquina de

Turing. A partir de cada domin6 que era de P’, a maquina formara um novo domino
colocando um x a esquerda de cada simbolo nas cadeias de cima, e um x a direita de

cada simbolo nas cadeias de baixo. E ndo esquecendo da formacao do dominé {%} :

E, indicado pelo segundo componente do par ordenado P’, a maquina de Turing
terd a informacgao sobre a partir de qual dominé fazer também a versdo com mais uma
estrela.

Ora, se P’ tinha o emparelhamento requisitado por PCPM, sera semelhante em
P, com seus dominds. O emparelhamento de P deverd incluir, em seu inicio, alguma
das sequéncias dispostas dos dominds correspondentes aos dominds do emparelha-
mento requisitado por PCPM que havia em P'.

Se existia emparelhamento sob a condicdo do PCPM em P’, apds serem se-
quenciados os dominds correspondentes de P, imediatamente apos eles 0 novo em-

O

aquele correspondente ao antigo ultimo domind de um emparelhamento ser colocado,
ainda restara uma diferenga de comprimento entre a cadeia de cima e a cadeia de
baixo. Diferenga de uma unidade, onde falta um simbolo * ao final da cadeia de cima.

parelhamento sera fechado pelo domino [ﬁ . Pois, diferente de em P’, depois de

O
claramente, isso ndo afeta em nada o fato de que os dominds de P chegaram a um

emparelhamento baseado no emparelhamento de P'.

. . ) o *Q
O emparelhamento s6é ocorrera quando, apds estes dominds, vier {—} E,

E ainda, depois de colocado o domind {K} poderiamos colocar o dominé

*1 Lo . : ,
|: ! :|, que e O unico que comega com O mesmo simbolo em cima e embaixo. E
*S1Kk

partiriamos para outros emparelhamentos possiveis, mais longos que anteriores. E
essa continuidade apenas repetiria outra sequéncia de dominds baseada em algum
emparelhamento de P’, conforme requisitado pelo PCPM.

Em verdade, isso se da com todos os emparelhamento que quisermos formar

colocando dominds {%} em quantidade finita. Entre dois dominds {%} 0 que ha-
vera € uma sequéncia de dominds de P baseada em uma sequéncia de dominéds de
P’ que faz um emparelhamento.

E é claro que, se P’ ndo tinha o emparelhamento requisitado pelo PCPM, entéao
P nao tera emparelhamento. Tal pretenso emparelhamento sé poderia comecar por

*t , . s . .
L 1*} . Porém, seguiria a sequéncia correspondente a dos dominés de P'.
S1

Afinal, a cadeia sequenciada nos dominos de P, em cima ou embaixo, seria
basicamente aquela onde os elementos das posi¢cdes impares sao * € 0s elementos
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das posicoes pares sao os elementos da cadeia que haveria a partir da sequéncia dos
dominds de P’. Os simbolos x ndo trazem nada de novo nessa questdo do empare-
lhamento entéo.

O Unico domin6 de P que talvez interferisse nisso, por sua construgdo nao ne-

cessitar de algum domin6é de P’, é 0 {%} . Entretanto, ele nunca podera ser colocado

porque, para isso, precisa que a diferenga entre os comprimentos das cadeias seja
de uma unidade. Ele é o uUnico dominé com o simbolo ¢. E a diferenca entre os
comprimentos é sempre maior que um. Entdo ele ndo muda essa conjuntura.

Sendo assim, construamos, abaixo, a maquina de Turing de que falamos antes.

M = “ Sobre a entrada z:

1. Verifique se a entrada x € igual a P’, codificacao de uma instancia do problema
da correspondéncia de Post modificado, isto é, sendo o par ordenado composto
por, respectivamente, um conjunto de dominds e um de seus dominéds. Se sim,
passe para o proximo passo. Se nao, descarte.

2. A partir de P’, construa a saida (P), como antes foi descrita. E entdo aceite. ”

Com a maquina, definimos a funcdo f : £ — X, tal que f(z) =csex # P, e
f(P") = (P),onde P' € PCPM.

Bom, se © # P’, entdo sua imagem através de f ndo é sequer um elemento
de PP. Se © = P’ e P’ ndo tem emparelhamento sob a condicdo de PCPM, entéo
f(z) = (P) ¢ PCP, pois, como expunhamos antes, o emparelhamento de P depende
do emparelhamento de P'. E, por conta disso, se + = P’ e P’ tem tal emparelhamento
requisitado, entéo f(z) = (P) € PCP.

Assim, é verdade, para todo z € 3%, que x € PCPM < f(z) € PCP. E
portanto, é verdade que PCPM <, PCP. [

E, finalmente, o nosso teorema.
Teorema 10.2.3. A linguagem PCP é indecidivel.

Demonstracdo. A partir dos lemas 10.2.1 e 10.2.2 acima, da proposigéo 7.2.7 (sobre
a transitividade de <,,) e do corolario 7.2.3 (sobre a indecidibilidade de A para B se
A <n B), concluimos o que o enunciado deste teorema esté correto. [



232



11 TEOREMA DA RECURSAO

Este é o dltimo capitulo antes das consideracoes finais. Veremos um resultado
pelo qual tomamos conhecimento de que ha maquinas que conseguem imprimir a
descrigdo de si mesmas e, além disso, fazem outras operagdes que quisermos. E o
chamado teorema da recursao. Para que cheguemos até sua conclusé@o, usaremos
alguns resultados e definigcdes auxiliares.

Definicao 20. Sendo X um alfabeto qualquer, para toda entrada w € ¥*, definimos
a maquina P, que, para qualquer entrada, imprime w no inicio da fita, volta para o
primeiro quadrado e para.

Nao é dificil ver que tal maquina existe. Podemos monta-la de modo a ir até
o fim da entrada que receber sem modifica-la e, ao chegar no primeiro _, volta até o
inicio apagando cada simbolo, parando quando escanenar o primeiro _, (sinal de que
ja esta no primeiro quadrado).

A partir dai, ela imprime a cadeia w. Para isto, podemos usar |w| estados
distintos para imprimi-la. Pois se w = ¢, ja a temos, sem necessitar de mais nada por
agora. E se |w| > 0, entdo cada um destes estados imprimir4d um dos simbolos da
cadeia, da esquerda para a direita.

E, como vimos na proposicao 7.2.1, é possivel termos uma maquina que faz
tudo isso e que volta para o primeiro quadrado ao fim de sua atividade.

Dito isto, vamos para um resultado a respeito da maquina P,,.

Lema 11.0.1. Existe uma fungdo computavel q : ¥>* — ¥* tal que, q(w) = (Py).

Demonstracdo. Seja ¥, o alfabeto do qual queremos retirar nossas entradas e ¥ 0
alfabeto que fornece as entradas para codificacbes de maquinas de Turing quaisquer.
Tomemos ¥ = ¥, U X,. Vamos definir a fungédo ¢ : ¥* — ¥* tal que g(w) = (Py)-

Seguindo os passos anteriormente descritos nesta secao, a partir da entrada
w, podemos montar a maquina Q descrita abaixo, cujo alfabeto de entrada é X..

Q = “ Sobre a entrada w:

1. Codifiqgue w sob o alfabeto .

2. A partir de (w), construa a maquina de Turing P,, isto €, @ maquina a seguir.

P, = “ Sobre qualquer entrada:

1. Apague a entrada e volte para o comeco.

2. Escreva w na fita.
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3. Volte para o comeco e entdo aceite. ”

3. Forneca a cadeia (P,,) como saida e entao aceite.”

O primeiro passo pode se dar tendo algum estado de Q o qual, dependendo
do simbolo escaneavel de ¥, leve a computagdo a uma codificagdo especifica a ser
desdobrada. Como o simbolo que é o «; levar a impressédo da codificacdao DC, o
simbolo a3 levar a impressao da codificacdo DCCC, o a; a impressao de DCCCCCCC,
etc.

Agora, a respeito dos proximos passos, sabemos como proceder quanto a des-
crever os dois primeiros passos para a codificacao de P,,. Descrevemo-los logo apds
a definicao 20. E quanto ao terceiro, também sabemos, pois o descrevemos na obser-
vacao 9 (secéao 7.2), sobre fornecer, por meio de uma maquina de Turing, a descricao
de uma outra maquina que faca o trabalho e volte ao comeco.

Com amaquina Q, fica satisfeita a prova de que ¢ € uma funcao computavel. B

Agora, com a fungao ¢, iremos construir uma maquina cujo papel é o de dar
a descrigao de si mesma. Para isso ela é dividida em duas partes, A e B, para que
consiga fazer referéncia a si mesma. Assim, o resultado que buscamos é a maquina
que combina A e B, a qual, sobre qualquer entrada, d4 como saida (A B).

Em vista disso, a parte .4 vai imprimir a descri¢do de B. Usara como subrotina
a maquina Pz. O que fara a maquina B? Imprimira ainda a descri¢éo de A usando
Pay? Se assim fosse, teriamos a parte A em fungdo de B e a B em fungdo de A.
S0 que isso nao pode acontecer, pois estariamos violando a logica, basicamente com
uma peticao de principio, onde queremos chegar a uma conclusdo e agimos como se
ja tivéssemos posse dela.

Para fazer aquilo a que nos propomos, vamos definir como seria 5 sem ser em
funcéo de A. Enquanto a parte A ficara definida para fornecer a saida (55) a partir de
qualquer entrada, a parte 1 fard um trabalho Unico para cada entrada que receber, a
fim de que, na maquina de nosso interesse, ela receba como entrada a descricao de
si prépria, (B).

Usando entdo o lema relativo a maquina P,,, descrevemos B a seguir.

B = “ Sobre a entrada (M), onde M, uma maquina de Turing, sera usada como uma
porcao de uma maquina de Turing:

1. Obtenha a cadeia ¢((M)) = Prq-

2. Combine a descrigéo ¢({M)) com a descrigdo (M) de modo a formar uma ma-
quina de Turing completa.
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3. Imprima a descricao dessa nova maquina e entao aceite. ”

Ja vimos, pela observacédo 10 (secao 7.2), que podemos combinar maquinas
dentro de outra maquina de Turing. Podemos afirmar, entdo, que estd montada a parte
B. E, com ela, ja podemos definir a parte A, abaixo formalmente descrita.

A= 'P<3>.

Tendo agora as duas partes, fixaremos a definicdo de uma maquina de Turing
especifica.

Definicao 21. Denominamos como AUTO a maquina de Turing que combina as partes
A e B recém-descritas. E dizemos, entdo, que (AUTO) = (AB). As duas partes
sdo combinadas do mesmo modo como ¢((M)) e (M) o séo quando explicamos o
funcionamento da maquina 5.

Pois bem, vejamos como é o funcionamento desta maquina AUTO.

1. Primeiro, A trabalha. Ela imprime () na fita e volta para o comeco.
2. Agora B trabalha. Ela recebe a entrada que é (B).

3. B obtém ¢((B)) = (A), e a combina com () de modo a formar uma nova ma-
quina de Turing completa.

4. B imprime a descrigao (A B) e entdo aceita.

Por que dissemos que ¢((B)) = (A)? E porque ¢({B)) = P, e haviamos
definido a propria A como P .

A chave da questédo estava na complicagdo de ter um comando que fizesse
referéncia apenas a si mesmo. Entdo o que montamos foi uma estrutura como a
seguinte:

Imprima duas cdpias do texto sequinte, sendo a segunda entre aspas.
“Imprima duas copias do texto sequinte, sendo a sequnda entre aspas.”

O comando primordial, a porcdo sem aspas, corresponde a parte B da maquina
AUTO. Em teoria, poderia ter vindo qualquer conteudo naquelas aspas abaixo, e teria-
mos feito o trabalho com ele. E o fato do conteudo ser a sentenca do proprio comando
€ 0 que causa a reproducéo de si mesmo.
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A porcao de baixo, aquela com aspas, corresponde a parte A da maquina, que
traz para ser trabalhada a partir do comando primordial a sentenca dele mesmo. Ela,
ao fornecer a descrigdo deste comando garante que o resultado seja a reproducéo da
propria totalidade.

Eis que, conhecendo a maquina AUTO, podemos implementar seu funciona-
mento em outras maquinas que precisarmos, de modo a fazé-las imprimirem suas
proprias descri¢cdes e trabalharem com elas. E faremos isso com base no resultado
central deste capitulo.

Teorema 11.0.2 (Teorema da recursao). Sejam > um alfabeto com que codificare-
mos maquinas de Turing et : ¥* x ¥* — ¥* uma fungcdo computada por uma maquina
de Turing T. Entdo existe a uma fungéo r : ¥* — ¥* computada por uma maquina R,
onde, para toda entrada w € ¥*, ocorre que

r(w) =t ((R), w).

Demonstracdo. Construiremos a maquina R de modo similar & construgdo da ma-
quina AUTO. Ela tera trés partes, A, B e T, sendo 7 a mesma do enunciado.

Tomemos z € X*. Haviamos definido, neste capitulo, a maquina P.. Sobre
qualquer entrada u, ela imprimia a saida z, voltava para o comego da fita e parava.
Seja v ¢ ¥ um simbolo. Inspirados na maquina P,, montamos a maquina P., cujo
alfabeto de entrada é . Para uma entrada v € ¥* e utilizando do v, a maquina
imprime a saida (u, z) € (X U {~y})*, volta para o comego da fita e para.

Vemos que tal maquina pode ser considerada associada a uma funcéo, a qual
chamamos de p’, de ¥* em (X U {~})*. E assim como, neste capitulo, pudemos definir
a funcéo ¢, podemos definir uma fungdo computavel ¢’ : ¥* — >* para a qual ¢'(u) =
(P!). A esta funcdo esta associada uma maquina de Turing Q'.

Pois que, com isso, definiremos a parte A da maquina R como A = Pj; 1. Isto
quer dizer que, sobre uma entrada w € ¥*, a parte A fornece 0 que seria a saida
(w, BT), esta a partir do alfabeto X U {~}.

E para podermos ter A assim, precisamos ter definido B e 7. Esta ultima ja
temos. Definimos a parte B, entdo, como descrita a seguir. Essas duas partes séao
combinadas tal como explicamos a respeito da combinagdo das partes da maquina
AUTO anteriormente neste capitulo.

B = “ Sobre a entrada v:

1. Examine se v = (w, M), onde w € ¥* e M é uma maquina de Turing. Se v néo
é desta forma, entdo descarte. Se é desta forma, va para o préximo passo.

2. Distinga (M) do restante da entrada e fornega a cadeia ¢'((M)).
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3. Combine a descrigcéo ¢'({M)) com a descricao (M) de modo a formar uma méa-
quina de Turing completa.

4. Fornega a saida (¢'(M) M, w), volte para o primeiro quadrado da fita e entao
aceite. ”

Pois bem. Na atividade da maquina formada respectivamente por A, B e T,
primeiro acontece que, sobre uma entrada w, a parte A fornece a cadeia (w, 37) no
inicio da fita e volta para o primeiro quadrado.

Depois B inicialmente toma apenas (B T), fornece ¢ ((BT)) = <7DZBT>> = (A).
Essa descri¢cao sera entdo combinada com a propria (B7). E dai B fornece a cadeia
(ABT,w) e volta para o primeiro quadrado.

E, por fim, nossa maquina trabalhara como faria a maquina 7 sobre a entrada
(ABT,w) e fornecer uma saida em X*. Seja, portanto, r : ¥* — ¥* a fun¢do cujas
imagens sobre um determinado elemento sdo as saidas da nossa maquina de trés
partes sobre 0 mesmo elemento. Considerando (AB7T) = (R), temos que a saida
r(w) € igual a saida que 7T teria sobre a entrada (R, w). Isto é, r(w) = t((R), w).

Assim, r é fungdo computavel e a maquina R satisfaz o que procuravamos. B

O que, no fundo, este teorema esta afirmando? Que é possivel termos uma
maquina que obtém sua propria descricdo e que pode se utilizar dela para seguir
computando depois. E, a partir do momento que esta demonstrado, podemos utilizar
este resultado para implementar, em maquinas de Turing, a subrotina de ela obter a
descricao de si mesma, e depois seguir fazendo seu trabalho.

E interessante comentar que os chamados virus de computador, para conse-
guirem se espalhar entre computadores, podem usar da construcéo descrita na prova
do teorema acima. Mas como assim? E objetivo de um virus de computador, ao inva-
dir um computador hospedeiro, ficar transmitindo copias de si mesmo, isto €, de sua
propria descricao algoritmica, para outras maquinas acessiveis. E conseguem fazer
tal trabalho e outros através do mecanismo que acabamos de apresentamos.

Apresentaremos, por fim, dois resultados, onde aplicamos o teorema da re-
cursdo. O primeiro deles é simplesmente uma maneira mais facil de demonstrar a
indecidibilidade da linguagem do accepting problem.

Teorema 11.0.3. A linguagem Ay € indecidivel.

Demonstracdao. Suponhamos que exista uma maquina de Turing H que decida Ayr.
Ou seja, trata-se de uma maquina que somente aceita entradas * = (M, w) onde a
maquina de Turing M aceita sua entrada w. Chegaremos, em breve, a uma contradi-
cao.

Construiremos a maquina B a seguir.
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B = *“ Sobre a entrada w:

1. Forneca, através do teorema da recursdo, a descrigdo de si mesma, isto é, (B).
2. Emule a maquina #H sobre a entrada (B, w).

3. Finalize fazendo o oposto do que # faria. Assim, se H aceita (B, w), entéo
rejeite. E se H rejeita (B, w), entdo aceite. ”

Ora, ou a maquina B aceita w, ou ela ndo aceita w. Deste modo, devido a
subrotina H, deveriamos sempre acabar ou em aceitagao, ou em rejeicdo. Nunca em
loop.

Mas se B aceita w, isto significa que (B,w) € Aur. Assim, H aceita (B,w), €
isto implica que B rejeita a entrada w. Mas isto é uma contradigéo.

Do mesmo modo, se B rejeita w, isto significa que (B,w) ¢ Aur. Assim, H
rejeita (B, w), e isto implica que B aceita a entrada w. Novamente, uma contradigéo.

Portanto, a existéncia da maquina B € um absurdo. E segue que a existéncia
da maquina H também o é. Logo, Ayt € indecidivel. [ |

Percebamos a sagacidade desta demonstragao perante a primeira demonstra-
céo que fizemos deste teorema.

Originalmente, haviamos construido uma maquina de Turing que, diante de
cada entrada (M), deveria emular a suposta H sobre a entrada (M, (M)), e o estado
de parada seria também o oposto. Entretanto, nés s6 notamos a contradi¢cao existente
na existéncia desta maquina ao emularmos, sobre ela, a descricao dela mesma.

Ja nesta ultima demonstracdo, na maquina que construimos, nos ja temos ime-
diatamente acesso a descricao dela mesma, seja qual for a entrada que receba. Nao
precisamos de uma entrada especifica para perceber onde esta a contradigéo. E isto,
gracas ao teorema da recursao.

E, antes do ultimo resultado, vamos estabelecer ainda um conceito. Diremos
qgue uma fungcdo computavel € uma transformacao de descricao de maquinas de
Turing quando a imagem de uma descricao (M;) de maquina de Turing é também
a descrigao (M,) de uma maquina de Turing, e cujos demais elementos do dominio
acabam sendo descartados.

O ultimo resultado € também chamado de a versao do ponto fixo do teorema da
recursdo. Lembrando que um ponto fixo de uma funcao € um valor que nao é modifi-
cado através da aplicacao dela sobre si. Aqui, este “ponto fixo” estda mais relacionado
a manter a linguagem de uma maquina de Turing através de uma funcao.
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Teorema 11.0.4. Sejat : X* — ¥* uma transformacao de descricdo de maquinas de
Turing qualquer. Entéao existe uma maquina de Turing F tal que t({F)) descreve uma
maquina de Turing equivalente a F.

Demonstracdao. Sabendo que ¢ é uma fungcao computével, construamos a maquina
F como abaixo.

F = “ Sobre a entrada w:

1. Fornega, através do teorema da recursao, a descricao de si mesma, isto &, (F).
2. Compute t((F)), obtendo a descri¢do (G) de uma maquina de Turing.

3. Emule, a partir dai, a maquina G sobre a entrada w. ”

Ora, sobre qualquer entrada w, 0 que a maquina F vai fazer, a partir de um
dado momento, € emular a computacao de G sobre w. E a maquina G, sobre qual-
quer entrada w, por definicdo, obviamente, vai computar sobre tal entrada w. Desta
maneira, as maquinas F e G terdo a mesma linguagem.

Mas G = t((F)). Sendo assim, as maquinas F e t((F)) sdo equivalentes. N
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12 CONSIDERACOES FINAIS

Nosso trabalho se deu muito mais dentro do campo conceitual do que do campo
pratico. Como no exemplo do teorema a respeito da equivaléncia entre uma maquina
de Turing multifita com alguma maquina de Turing de uma Unica fita. Sao sim varios
passos a mais que a segunda usa para replicar a primeira, porém, ainda sao finitos.
Mas nossa concentragao, aqui, se encontra justamente no ponto de, num sentido mais
amplo, podermos resolver tais problemas, sem nos importarmos com a diferenga de
tempo.

Deparando-nos com o conceito da redutibilidade, diante de problemas indecidi-
veis, podemos chegar ao conhecimento de que outros problemas também sao indeci-
diveis. Fizemos muito isso em torno do accepting problem. A partir de problemas dos
quais sabemos que nao ha uma forma universal de resolver, chegamos a outros com
a mesma carateristica.

E valendo-se dessa relagao entre linguagens, ha muito o que explorar a respeito
da resolubilidade de certos problemas. Com maquinas de Turing, somos capazes de
investigar certas questdes nestes campos. Um exemplo disso € no @mbito do chamado
word problem. Para compreender, vejamos alguns conceitos.

Se um conjunto S esta contido em um grupo G, entao os elementos de S sdo
geradores de G se, e somente se cada elemento de G pode ser escrito como um
produto de finitos elementos de S e seus inversos, de modo que estao operando entre
si segundo a operacao definida no grupo. E dizemos que um grupo G é finitamente
gerado por um conjunto S se, cumprindo as condicdes anteriores, S ainda é finito.

O produto de dois elementos a,b € G € denotado, geralmente, por ab. Assim,
podemos indicar os elementos do grupo por cadeias de seus elementos. A partir do
subconjunto S, formamos o grupo livre Fg, que consiste em tomar todas as cadeias
formadas a partir dos elementos de S e seus inversos. Uma cadeia é também cha-
mada de palavra (sobre o alfabeto S U S~!). Por isso o nome de word problem.

Quando um elemento x esta, na palavra, adjacente ao seu inverso z~}, a pa-
lavra é equivalente aquela onde ambos estes elementos sdo omitidos. Assim, para
S = {a,b,c}, as palavras b= 'b"'cbacca e b~ b~ cbaa em Fs sdo a mesma.

Fora este tipo de reducéao, cada palavra de Fs € um elemento Unico e irrepetivel
por outras palavras do mesmo conjunto. Inclui-se também, no grupo livre, a cadeia
vazia, que é o elemento neutro do grupo. A operagdo aqui € a concatenagédo de
palavras.

Agora, tomando um conjunto de palavras de F, formamos um conjunto R. Seja
N o menor subgrupo normal em Fs ao qual pertencem todos os elementos de R. E
denominada a apresentacao (S | R) o grupo quociente Fs/N. Os elementos de R sao
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chamados de relacoes desta apresentacao.

E dizemos que o grupo G tem a apresentacao (S| R) quando G € isomorfo ao
conjunto quociente respectivo. E facil ver que todo grupo finitamente gerado admite
uma apresentacao finita, isto é, com S e R finitos.

Sendo 1 o elemento neutro de G, podemos entender que os elementos r do
conjunto N, em particular as relagbes em R, sdo aqueles elementos de Fs que sdo
identificados com 1 no quociente. Deste modo, olhando para Fs/N, pertencem a uma
mesma classe de equivaléncia ndo somente as palavras com e sem zx~! em sua
constituicdo, mas também as palavras com e sem r em sua constituicao.

Tomando o mesmo conjunto S anteriormente usado, e sendo por exemplo R =
{bb, ca}, entédo as palavras ba~'cab e ba~'b fazem parte da mesma classe de equiva-
Iéncia na apresentacéo. E, portanto, representam o mesmo elemento de G.

Ocorre que o word problem consiste em encontrar uma solug¢ao algoritmica que
descobra se, para uma determinada apresentacédo, com geradores e relacdes finitas,
duas palavras quaisquer pertencem ou ndo a mesma classe de equivaléncia.

Equivalentemente, podemos considerar o problema de decidir se dada uma
palavra arbitraria sobre o alfabeto SUS~! (elemento de Fs) é equivalente ao elemento
neutro de G (no quociente Fs/N ~ G).

O papel das maquinas de Turing seria comparar as duas palavras. Ver em
que condicdes especiais tal mecanismo vai conseguir decidir a respeito de toda uma
classe de palavras, ou quando nao € possivel chegar a uma conclusao.

Ainda, tanto as maquinas de Turing como o recurso de codificar instancias de
uma forma binaria sdo muito vistos e utilizados em teoria da complexidade computaci-
onal. Aqui apresentamos as maquinas de Turing deterministicas de uma ou mais fitas,
e nao-deterministicas. Mas ainda ha outros modelos computacionais de serventia
nesta area, por exemplo probabilisticos ou quanticos.

Todo este trabalho usando linguagens e procurando sistematizar algoritmos é
aproveitado a nivel tedrico e pratico. Persistem ai os conceitos de indecidibilidade e
de redutibilidade. E trabalhada a otimizacdo de certos procedimentos, e também o
estudo de certos problemas importantes tanto dentro quanto fora da Matematica.

O leitor que tiver ficado familiarizado com o conteudo desta dissertacao ja es-
tard com um escopo importante para se debrugar nestas areas. E nelas, podera lidar
com aspectos que aqui deixamos de lado, como 0 uso de recursos computacionais
(tempo de execucdo e espaco de armazenagem) habeis para o trabalho das maqui-
nas.

No ambito relativo ao recurso de tempo, encontra-se justamente um dos mai-
ores problemas da Mateméatica no milénio: o problema P versus NP. Tomemos um
conjunto ¥* para tratar um problema. Dizemos que esse problema é decidivel em
tempo polinomial se ha uma maquina cujo tempo que leva para completar sua com-
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putacdo em cima do conjunto varia como uma fungao polinomial do comprimento das
cadeias de entrada dele. E quando um problema é decidido em tempo polinomial,
dizemos informalmente que ele foi rapidamente decidido.

A classe dos problemas para os quais existe um algoritmo de modo a providen-
ciar rapidamente uma resposta sua é chamada de P. A classe dos problemas para os
quais existe um algoritmo de modo a verificar rapidamente uma resposta € chamada
de NP. E o problema P versus NP consiste em provar se as duas classes sao iguais
ou né&o.

Se for mostrada a igualdade, isto poderia repercutir no ambito da criptografia de
sistemas computacionais. Na Matematica em si, isto poderia facilitar a classificacao
e trabalho em cima de determinados problemas quando identificados em uma das
duas classes. Afinal, para um problema que soubéssemos estar em NP, saberiamos
automaticamente que ele esta em P.

Além de que tais classes se relacionam diretamente com o objeto desta disser-
tacdo. Pois a classe NP, onde verificamos rapidamente as solucdes, estd associada
ao conceito das maquinas de Turing ndo-deterministicas. Através de maquinas deste
tipo verificamos em tempo polinomial que uma linguagem atende a algum requisito
dentre diferentes possibilidades.

Enquanto que a classe P, onde encontramos rapidamente solugdes, estd as-
sociada ao conceito das maquinas de Turing deterministicas. Através de maquinas
assim encontramos em tempo polinomial solugdes para dados problemas. Sendo as-
sim, tudo o que estd em P, estd em NP. Mas cabe verificar a reciproca.

E ainda, caso mostrada a igualdade entre as duas classes, havera consequén-
cias na area de Logistica, na qual podemos pensar a partir do conhecido problema do
caixeiro viajante. Ele trata de descobrir o caminho 6timo para percorrer um namero
limitado de cidades sem passar pela mesma cidade duas ou mais vezes, poupando
distancia, tempo e custos.

Algebricamente, tal problema consiste no seguinte. Seja C' = {¢y,¢a, ..., ¢, } um
conjunto finito de cidades. A distancia entre duas cidades c; e ¢; é p; ;, sendo p; ; = p;;
e pi; = 0. A partir disso formamos uma matriz simétrica (p; ;), € um grafo ligando as
cidades.

E seja

S ={o:{1,...,n} —-{1,...,n}; o é bijegéo

tal que o (i) # i para todo i do dominio}

um conjunto de permutacdes. A tarefa estd em encontrar a permutagéo 7 € S/ para a
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qual a chamada funcao objetivo, f : S/, — R, definida por

n—1
flo) = Zpa(z’),o(i+1) Tt Po(n),o(1)
i=1

possui em f(7) seu valor minimo.

O que esta fungcdo descreve é a distancia total do circuito entre as cidades,
dando uma volta inteira sem repeticdo. O conceito que motiva tal problema é relativa-
mente simples. Podemos uséa-lo para comegar a compreender outras situagdes mais
complexas na Logistica.

E a partir da resolucdo de P vs NP, e depois, da resolu¢cao do problema do
caixeiro viajante, as operacdes nesta area poderiam ficar mais praticas. Mas isto su-
pondo também que conseguiriamos uma prova construtiva envolvendo tais instancias.

E por isso, havemos de esclarecer algumas coisas também. O mais provavel-
mente considerado, atualmente, é que se, fosse finalizado o problema P vs NP, seria
demonstrada a diferenga entre as duas classes, e ndo a sua igualdade.

Além de que, mesmo que fosse demonstrada a sua igualdade, isso nao signifi-
caria prontamente encontrar as resolucdes para os problemas dessas classes. Pois,
ainda que todos pudessem comprovadamente ser resolvidos em tempo polinomial, o
grau desses polindmios pode ser tdo grande quanto imaginarmos.

Fora que, como acabamos de comentar no problema do caixeiro viajante, tal-
vez nao obtivéssemos uma prova do tipo que consiga construir os algoritmos de que
necessitamos, mas sim uma prova que apenas demonstra a existéncia de tais algorit-
mos. Para isso, novamente, € requisitada a dedicagcdo em vista de, sob determinadas
hipéteses, checar quando temos resolugées mais acessiveis dentro de uma classe
delimitada.

Pois bem, concluimos esta dissertacao, escrita de modo a expor ao leitor sobre
a teoria das maquinas de Turing e suas consequéncias basicas. Com as descricdes
mais detalhadas ao longo das demonstracdes, exploramos a maneira como atingia-
mos resultados ja apontados nas bibliografias. Esperamos ajudar a abrir caminho para
que outros estudantes e pesquisadores possam, entao, se aprofundar em areas afins
e nelas contribuir.
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APENDICE A — ESPECIFICACOES PARA A CONVERSAO DE UMA MAQUINA
NAO-DETERMINISTICA

Considerando a maquina S da demonstracao do teorema 4.2.1, trazemos aqui
as transicbes dos estados que constituem sua principal tarefa: simular os ramos da
maquina nao-deterministica A/ dentro da segunda fita de S, seguindo a numeracao de
sua terceira fita.

Continuaremos a adotar as notagcées dadas durante a demonstragdo do teo-
rema. Assim, lembrando do que escrevemos antes, o conjunto B; s trata-se do con-
junto dos nimeros de 1 a b que representam as triades que estao presentes na ima-
gem de 46(q;, 5).

E, tomassemos um r € B, 3,, com p, € I' qualquer. Temos que, quando a r-
-ésima triade fosse ser simulada apds o no6 (q;, 32), nés vamos chama-la, entdo, de
(4,72, %), onde f : B — {0,1,...,n — 1} é a fungdo que leva r até o nimero do
estado de sua triade. E definimos afungédo ¢g: B — Btalque g(b) =1leg(x) =z +1
para x # b.

Separamos as situacdes de nossas transicdes em oito casos, dentro dos quais
explicaremos aquelas que julgamos serem as principais transigoes.

1 O CaSO em que r E BZ ﬁ, Com r 7é b e tambem Qf 7") % qace|ta e qf # qrejena
Temos as transicdes e os estados a seguir.

0" (a;5: B, B, Bs) = (a75 B, Bas B, L, L, L).
&' (975, Br, Ba,r) = (473, Br, 72, 1 %o, X, R) para B, €T
5 (a7 81, o) = (73, 81,527, X0, X, R) para f € T.
8 (a73 Brs Bas ) = (475 B Bos L RORLL).
&' (9775, Br, Ba, s) = < ».500 B1s B2, 5, R R, R) para,cTes e B.
o (q;’z,ﬂuﬁz, ) (qf ) 52,&,62,3 R,R, R) para, el es e B.
0" (ai73: Br o, ) = (dgs B, Ba, g(r), L L, L).

E na transicdo do estado qZ’g que exercemos o grande papel de imprimir o sim-
bolo que seria impresso no ramo de N/, o simbolo aqui representado por 7, (ou
4,) no lugar de f» (ou ). E também, o papel de andar, na segunda fita, na
diregdo em que N andaria, a diregao X,.

Na transicao do estado qlﬁ, o papel é o de sairmos dos estados que represen-

tam a triade numero r relacionada com o conjunto §(g;, 3), para irmos para os
s,0

estados g5, 5,-
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Aqui, s € o proximo simbolo da terceira fita, indicando a continuidade do ramo. O
simbolo f(r) € o numero do estado que pertencia a triade numero r, a partir do
qual a maquina N faz sua préxima transigéo. E ., que é o simbolo escaneado
na segunda fita (ou escaneado em seu correspondente sobreponteado), € o
préximo simbolo que N escanearia.

Mas isso € no caso em que a cadeia da terceira fita de fato ndo terminou. Se
ela terminou, a transi¢éo do estado q;’; % nos leva ao estado qlﬁ, sem mudar os
simbolos das trés fitas. De volta ao mesmo simbolo r da terceira fita, a transi-
cao com este novo estado sera tal que troca r por seu sucessor (representado
por g(r)), ndo mexe consideravelmente nas outras duas fitas, e nos leva para
o estado gy;. Ou seja, chegamos ao ponto em que S recomecara seu trabalho,
explorando o préximo ramo.

. Ocasoemaque r € B; 3, comr = b, e também qy(,) # qaceita © s(r) 7 Yrejeita-

As transicoes a partir dos estados q,7, qlﬂ eq '3 tém a mesma estrutura que o
caso anterior. A diferenca esta nas posteriores.

(qmﬁl,ﬂz, ) = (q?;ﬁ,ﬁl,ﬁg,l,L, L, L>.

5 (A%, 81, B2r5) = (ahs B, Ba.g(s), L L L) paras € B, s #b.
5 (a5, 61, 0,2) = (a8 B o, L LLR).

o (a5 B Ba. s ) = (alh B, Ba. By, L L R) para s # .

5 (a4, 51, B ) = (3, u, o, 1, L R).

Nas transicdes com a mesma estrutura que a anterior, a maquina simula A na
segunda fita. E nas transi¢cdes descritas logo acima, a maquina esta verificando
se 0 b da terceira fita esta no final da cadeia ou néo.

Quando a maquina chega ao estado q , isso significa que o b em questao era
o ultimo simbolo da cadeia, tal como acontece no caso anterior. A maquina
procura o ultimo simbolo na terceira fita, anterior ao b, que seja distinto de b,
enquanto vai mudando os simbolos b por que passa até la por 1.

Quando encontra este simbolo, s, 0 troca por seu sucessor (0 simbolo g(s)),

e passa para o estado q; a fim de explorar o préximo ramo. Quando o que

encontra, ao fim, € um quadrado vazio, € porque toda a cadeia da terceira fita

era formada por simbolos b. Entdo, apds trocar todos eles por 1 no caminho até
. b4

ali, ela passa para o estado q;’5

Neste estado ela procura o0 espaco vazio que sinaliza o final da terceira fita,
enquanto vai passando por todos os simbolos dela, apenas os reimprimindo.
Assim que encontra o quadrado vazio ao fim, imprime 1 no lugar, para que agora
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ramos com maior comprimento sejam explorados. E, por isso, o préximo estado
é qq.

. O caso em que r e B; 3, cOM qr;) = qrejeita € 7 7 b. A estrutura da transi¢éo a
partir do estado q;; 0 & a mesma. Vejamos com Seus Sucessores.

o' (qi:BaBl?BZ?r) = (qi:ﬁvﬁhﬁ%g(r)? L,L,R).

&' (475, Br, B2, s) = (475, B, B2, 1,L,L,R) para s € B.

o' (CI::;,ﬁl?ﬁ%u) = (99, 51, B2, , L, L, L).

Apés trocar o r na cadeia por seu sucessor g(r), a direita na terceira fita, a ma-
quina vai para o estado q;";;. Este substitui todos os simbolos posteriores da

cadeia por 1, pois todos aqueles simbolos que viriam apés o antigo r represen-
tariam ramos que seriam rejeitados.

A transicéo de q;’; ° s6 vai para o estado ¢}, quando escaneia o simbolo _,, que
sinaliza o fim da tercelra fita. E assim, pulamos alguns elementos da ordem
lexicografica e exploraremos outro ramo.

. Ocasoemaquer € B; g, COM qs,) = qrejeita © 7 = b. Para a transigio a partir de
qlﬁ, a estrutura é a mesma que nos casos anteriores. A seguir, a transicao com
seus sucessores.

o' (qi”é, By, Ba, b)
'3, 01, Bb) = (03,61, B2 LLLL).
a2, B, o, s ) (qi:ﬁ,ﬁl,ﬁg,g(s), L,L, R) parasec B, s #b.
a3 BB ) = (@05 81 L LLR).
v, B, By ) = (a5 B, B B, L, LR ) para fis # .

l
'
'
il
5 (a3, 51, B) = (a2t 61, 52, 1LLLR).
'
'
7 (s
'
7 (s

(ql 89 b1, B2, L, L, L, L)_

vk B By ) = (a4 B, By L L R) para fy # .
vk B, By ) = (. B B, L L L L.
15812, ) = (a5, B, By s, L L R) para s # .
qzﬁa@laﬁ%._.) = <Q?,’2751,52,1,L7 L, R)-
5;51;5%53) = (le,’g’ﬁbﬁz, LLL, R) para s # _.
o' (qi’5,51,527u> = (q9, 81, B2, 1, L, L, L).

No estado qm’ a maquina imprime _, no lugar do b da cadeia para que, daqui
a pouco, este quadrado vazio seja encontrado como a antiga posi¢cdo onde se
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encontrava o b. Como o estado da b-ésima triade € de rejeicao, dispensaremos
todos os simbolos que vém depois de nosso b, pois seriam rejeitados em seus
ramos. Troca-los-emos por simbolos 1. Mas temos de verificar se, até aquele b,
a cadeia era formada somente por outros b ou nao.

Isso fazemos no estado sucessor de qf;é, o estado qf;;. Ele tera transicdes, na
questao de simbolo e diregdo na terceira fita, assim como do primeiro estado
apresentado na explicagdo do caso 2 acima. Mas os estados sucessores serao
diferentes.

Se, neste estado, a maquina escaneia b nesta fita, ela continua no estado. Se
ela escaneia um simbolo distinto de b e de _, ela vai para o estado qf;g. E o caso
em que nao havia somente simbolos b antes na cadeia.

Tratando dessa situacdo, no estado qug a transicao é tal que a maquina, na
terceira fita, vai para a direita reimprimindo os simbolos de B que ja estéo 14,
e mantendo-se no estado. Mas quando encontra o _, que € onde estava 0 b
inicialmente escaneado, ela imprime 1 no lugar, segue para a direita e muda
para o estado q.";.

Neste estado a maquina segue indo para a direita, trocando todos os simbolos
de B por 1 e mantendo-se no estado enquanto isso. Agora, quando escaneia o
_» chegou ao fim da fita. Mantém o _, naquele quadrado e segue para o estado
qq a fim de explorar outro ramo.

Mas, de volta ao estado q?f;’ a maquina pode acabar escaneando o _, sina-
lizando que havia apenas simbolos b antes na cadeia. Neste caso, o estado
sucessor é qff;. Seu papel é quase o0 mesmo do estado qf;g: mesmos simbolos
impressos sobre 0s mesmos escaneamentos, mesmas direcées, e mantém a
maquina no mesmo estado enquanto escaneia simbolos de B.

SO que, quando nele a maquina escaneia o0 _, onde estava o b inicialmente
escaneado, 0 estado sucessor ¢ q,’5. O papel deste é quase 0 mesmo de q;’; em
questao de escaneamento de simbolos de B, impressao, direcao e sucessao de
estado nessa situagao.

Mas quando nele a maquina escaneia _, em vez de manter tal simbolo, ela
imprime 1 no lugar. Afinal, a parte anterior da cadeia, formada somente por
simbolos b, e o fato de nos encontrarmos, em A/, em um estado de rejeicao,
nos diz que ja podemos aumentar o comprimento da cadeia da terceira fita. A
maquina vai, entdo, para o estado qj.

O caso em que, para B, 3 # @, temos r ¢ B, 5, com r # b. Tal como comentado
na propria demonstracéo do teorema, a estrutura das transi¢cdes dos estados de
tal caso é igual a estrutura encontrada no caso 3.
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6. O caso em que, para B; 3 # <, temos r ¢ B, 35, com r = b. Tal como comentado
na propria demonstracédo do teorema, a estrutura das transi¢cdes dos estados de
tal caso € igual a estrutura encontrada no caso 2.

7. O caso em que B, 3 = @. Neste caso, basta definirmos o estado no qual » = 1.
Isto porque comecaremos a explorar tal caso na primeira triade, e como ele é tal
que nenhuma triade realmente se encaixa, mal entramos e ja saimos do caso.

Vejamos a estrutura da transi¢cdo de seus estados.

(q15751a62a63) = (qilbla/glaﬂ%;n L L L) para 63 7é [y
(%57517527._,) (qzﬁ7ﬁ17627u7L L L)
8 (973, B, B2, b) = (a5, A1, B 1, L, L, L).
5/(157517627 ) (157517ﬂ27 )aL7L7R) paraSEBaS#b'
o' (q1ﬁ7/817/827|_1) (ql,87/817527._.7 La L7 R)
o' (ngjﬂljﬁmﬁs) (qi,’gjﬁljﬁmﬁ& L,L,R) para s # _ e (s # ..
o' (quﬁ?ﬁlJBQn_,) = (%{’53751752717'—7 L7 R)
o' (qzﬁ7/81?62’|_4) (%751732,._.7 La L7 L)
o' (qzﬂ751762763) = (q;7§761762717L7 L7 R) para 63 7£ ry
o' (qz/fjaﬁla/BQa._,) (%7517527._.» Lv L7 L)
o' (q167 517 627 BS) = (Clzl,’g’ 617 B27B37 La L7 R) para 53 # € B3 7é |_:
o' (q157/817/827|_1) (qg)’/817/82717L) L7 L)
o' (qzﬁa ﬂla BQa ._.) = (q::[? 617 527 17 L> L7 R)
(qzﬁ7 617 627 63) (qig? 617 627 17 LJ L7 R) para ﬁ?} 7£ [y
(qzﬂ7/81’62’|_4) (%751752, 17 L L I—)

No estado qzﬁ, a maquina se encontra, na terceira fita, uma unidade a direita
do quadrado escaneado que nortearia a simulagdo do atual né de N. “Nortea-
ria” porque, na verdade, nenhum né correspondente a este quadrado vai fazer
qualquer diferenga. Ja que o n6 anterior resultou, em N, em uma imagem vazia,
todos os nés posteriores a ele ndao fazem parte de ramos validos.

Bom, se no atual quadrado escaneado da terceira fita a maquina encontra o _,
ela o mantém. Se encontra qualquer outro simbolo, o troca por /. O primeiro
sinaliza que ali é o fim da fita. O segundo sinaliza que nao.

Em ambos os casos a maquina, na terceira fita, volta para o quadrado corres-
pondente ao n6 atual, e o estado sucessor é qi’g. Este estado tem aquele papel
ja visto de verificar se dali para tras a cadeia € formada somente por simbolos b
ou nao.
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Se ela nao for, o estado sucessor, quando encontrar um simbolo de B que nao
b, sera q};. Até ai a maquina ia para a esquerda, substituindo, se encontrasse, b
por 1. E, neste momento, substituiu o simbolo distinto de b por seu sucessor.

Nesta situacao, no estado qgg, a maquina anda para a direita, reimprimindo os
simbolos de B dentro de cada quadrado e mantendo-se em tal estado. Mas ela
vai encontrar, em algum momento, o simbolo impresso durante o estado qi’g.

Se este simbolo é _, ela 0 mantém e passa para q,. Se este simbolo é _, ela
o troca por 1, vai para a direita e passa para o estado q;’g. Neste estado, a
maquina vai substituindo todos os simbolos da cadeia por 1 até chegar ao fim
da fita. Ali ela escaneia _, o mantém, e passa para o estado q,. E o pulo na
ordem lexicografica, como ja vinhamos fazendo, sem aumentar o comprimento
da cadeia.

Agora, retornemos ao estado q;’g. Se nele a maquina verifica que a cadeia,
antes, era formada somente por simbolos b, ela comeca a andar para a direita,
agora no estado q:ﬁ. Ela o faz reimprimindo os simbolos de B que encontra,
mantendo-se neste estado. Isso até encontrar o simbolo impresso durante o
estado q,;.

O procedimento, neste momento, € parecido com o visto no estado qi’g. S6 que
aqui, se a maquina escaneia _,, ela o substitui por 1 antes de passar para o
estado qy. Se escaneia _, ela ainda imprime 1, mas, indo para a direita, passa
para o estado g; ;.

Neste ultimo, a maquina vai trocando tudo na cadeia por 1, indo para a direita
e mantendo-se no estado. Contudo, quando escaneia _, no fim da fita, também

o troca por 1 antes de passar para o estado q;. Ou seja, os estados qz.ljg e qil;g

servem para a situagao em que iremos aumentar o comprimento da cadeia.

O caso em que r € B; 3, COM () = Jaceita- A S€QUIr, a transicao.

5/ (qzjgu 617 627 63) = (q;ceita7 517 527 637 L7 LJ L)
Simplesmente somos levados para o estado de aceitagdo da maquina S.



APENDICE B - ADENDOS PARA A MAQUINA UNIVERSAL

Como sabemos, a maquina universal idealizada por Turing é descrita, informal-
mente, por meio de uma série de m-fungdes e de estados nao convencionais. Neste
apéndice, apresentaremos alguns deles e apresentaremos também as alteragcbes que
fizemos na maquina para fundamentar a ndo-repeticdo da computagédo do simbolo de
um mesmo F-quadrado.

Uma das m-fungdes é a con, devido a configuration. Ela é a responséavel, na
maquina, por marcar as configuragdes presentes tanto nas configuracées completas
como nas instrucdes. Originalmente, Turing a descrevera com apenas duas linhas no
que se referia a cony (€, a). Mas Post (1947) sugere a corregdo que aqui trazemos,
onde adicionamos a terceira linha, em que se escaneia um simbolo diferente de A e
de D. Esta foi pensada, realmente, para quando o simbolo escaneado durante esse
estado é _..

Tabela 55 — Descrigcao a partir da m-fungéo con originalmente

Estado Simbolo Operacoes Estado final
Ndo A R, R con(<, )
con(€.a) | A L, P, R cony (€, )
A R, Pa, R cony (€, a)
cony (€, ) D R, Pa, R cony (€, )
Ndo A e nao D PD, R, Pa, R, R, R ¢
cona (€, ) { Ng% . R,RPaF,{ R con2(€€, )

Fonte: Petzold (2008)

Acontece que essa m-funcdo, na maquina, aparece para fazer marcar ou com
y, OU com x, ou com _, as configuracdes. Sé que, a partir dela, ndo é analisada a
configuracdo de modo a verificar se nela esta representado algum dos F-simbolos (0
ou 1). Assim, seja 8 € {x,y}. A modificacao que fazemos esté na tabela 56.

Para con(¢, ), a descricdo segue sendo a original. E para outros simbolos que
vierem a ser argumentos dessas m-fungdes, a definicdo dela fica livre. O que modi-
ficamos ainda mantém a impressdo dos marcadores x ou y. Mas, caso ao escanear
toda a configuracdo a maquina verifique que o simbolo dela é 0 0 ou 0 1, entdo a
cabeca agira para comecar a imprimir, no lugar do antigo marcador, a sua versao com
o “chapéu”.

Em verdade, ela s6 chegard a substituir todos os antigos marcadores pelos
novos quando estivermos usando a m-fungao fcon, acrescentada esta por nés e cuja
acao na maquina é descrita na tabela 57.

Tanto para esse estado como para os que apresentaremos a frente, apenas
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Tabela 56 — Descricao a partir da m-fungéo con por nés modificada

Estado Simbolo Operacoes Estado final
Nao A R, R con(€, )
con(e,5) { A L, P3, R cony (€, )
A R, P53, R cony (€, 5)
cony (€, 3) { D R, P53, R cony(€, §)
Nao AenaoD PD,R, P53, R, R,R ¢
C R, P53, R cong(¢,
con(€, f) { N&o C R BR 3(¢ g
C R, P53, R cony (<, 5)
(€ !
cons(€.5) | Néo C L, P3, L, L feon(€, )
C Ra Pﬁ, R c0n5(¢, 5)
¢ P
cony(€.6) Néo C L, P3, L, L feon(€, 4)
C R, P53, R cons (&,
cons(€,6){ N&o C U e
Fonte: Autor (2024)
Tabela 57 — Descri¢éo a partir da fun¢do fcon
Estado Simbolo Operacoes Estado final
Ps, L, L con(C,
jean(e. 5) { Na% 3 RR f Ez g

Fonte: Autor (2024)

os estamos nomeando com a letra § na frente para fazer referéncia ao fato de que
eles aparecem no caso particular em que ha um F-simbolo sendo representado na
configuracao ao fim da fita.

Com estes novos estados, ainda iremos, ao final de sua atividade, para o
mesmo estado sucessor € a que a maquina iria com a antiga transicao para con(¢, ).
E além disso, tanto fecon(€, 5) como con; (€, 5) deixardo a cabeg¢a da maquina em cima
do simbolo marcador que foi utilizado. E isto sera essencial para o que vem a seguir.

Na maquina universal, os unicos estados que realmente serdo argumentos de
con S840 quatro: tom, tmp, simy e [([(me;)). Os dois primeiros provavelmente fazem
referéncia a palavra compare. Os dois ultimos serao vistos posteriormente. Os quatro
séo estados ndo convencionais, para facilitar a descricdo da maquina.

O papel de tom é fazer encontrar a instrugdo mais a direita que nao estiver mar-
cada com z em seu inicio e entdo imprimir tal marcador ali. Manté-lo-emos intacto. O
papel a partir de tmp € o de comparar a configuracao presente na instru¢cao, marcada
com simbolos x, com a configuracdo presente no final da fita, marcada com y. Com a
sugestao de Davies (2004), a descricado a partir dele fica como na tabela 58.

S6 que agora, com as nossas alteragdes, ha a possibilidade de as configura-
cOes respectivas estarem marcadas com X e y. Por isso, modificamos a transicao de
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Tabela 58 — Descri¢ao da atividade da maquina universal sobre o estado tmp originalmente

Estado Simbolo Operacoes Estado final
tmp Qualquer cpe(e(e(anf, x),y), sim, x, y)

Fonte: Petzold (2008)

tal estado, conforme a tabela 59.

Tabela 59 — Descrigao da atividade da maquina universal sobre o estado tmp por nés modificada

Estado Simbolo Operacoes Estado final
pmp { X cpe(e(e(anf, ), y), fsim, X, y)
Nao x cpe(e(e(anf,x),y), sim, x,y)

Fonte: Autor (2024)

E por isso que fizemos com que os estados advindos das novas m-funcées pro-
videnciassem que a maquina terminasse suas atividades com a cabeca exatamente
acima do marcador. Pois, agora, € com este simbolo escanedvel que a maquina en-
trard no estado tmp. E, dependendo de qual for o marcador, a maquina fara ou a
comparacao a partir dos E-simbolos x e y, ou a partir dos E-simbolos x e y.

Se as sequéncias de F-simbolos marcadas “batessem” uma com a outra ou
ndo, os marcadores seriam apagados de qualquer forma. E ainda serdo. E se nao
batessem, ap6s isso, a maquina passaria para o estado nao convencional anf. Ainda
passara, e nao modificaremos seus efeitos imediatos.

Mas se elas batessem, entdo, apds isso, a maquina passaria para o estado
ndo convencional sim, devido & palavra similar. E o que ainda vai acontecer caso os
marcadores das configuracdes forem aqueles que ndo possuem o “chapéu”. A seguir,
a descricao a partir dele.

Tabela 60 — Descrigao da atividade da maquina universal sobre o estado sim originalmente

Estado Simbolo Operacoes  Estado final
sim Qualquer f'(simy, simy, 2)
simy Qualquer con(simy, )
. A simg
Stz { N&o A L, Py, R, R, R simy
. Nao A L, Py e(mt, z)
s { A L, Py,R, R, R simg

Fonte: Petzold (2008)

A segunda linha do estado sim, ja vem modificada segundo sugestdo de Post,
que deixou o primeiro L no lugar do que originalmente era um R. Até ai, nada que
tenhamos acrescentado.

Contudo, se os marcadores forem aqueles com o “chapéu”, entdo o proximo
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estado serd o que chamamos de fsim. Semelhante a sim, a descricdo da atividade
provocada por ele se encontra a seguir.

Tabela 61 — Descrigao da atividade da maquina universal sobre o estado fsim

Estado Simbolo Operacoes Estado final
fsim Qualquer i (fsim,, fsim,, z)
fsim, Qualquer con(fsim,, )
. A fsimg
feim, { Nao A L, Pu, R, R, R fsim,
. Nao A L, Py e(fme, z)
feim, { A L, Py, R, R, R fsim,

Fonte: Autor (2024)

Apd6s a maquina encontrar a instrugdo correta, a partir do estado sim, o que
ela faria seria marcar com simbolos u suas operacdes e com simbolos y seu estado
sucessor. E também apagaria os simbolos z da fita. Ela ainda fara ambas essas
coisas com o estado fsim. A diferenca é que, com sim, apds apagar os simbolos z,
a maquina passa para o estado nao convencional m¢. E com fsim, a maquina passa
para o estado ndo convencional que chamamos fmé.

O estado mt recebe esse nome provavelmente devido a palavra mark. E a partir
dele que a maquina faz as marcacdes na configuracdo completa ao final de sua fita
com os simbolos v, x e w, como descrito a seguir.

Tabela 62 — Descrigao da atividade da maquina universal sobre o estado m¢

Estado Simbolo Operacoes Estado final
mé Qualquer g(méy,;:)

¢ Nao A R, R me;
s { A LLLL me,
R, Px, L, L, L mé,
mEQ { mé4
N&o C e nao : R, Px,L, L, L mé;
¢ Nao R,Pv,L, L, L mé;
s { R, R me,

mé, Qualquer con(I(l(me5)), )
mé { Nao _, R, Pw, R mé;
b » P: sh

Fonte: Petzold (2008)

O primeiro argumento na m-fungéo g do estado sucessor de mt ja vem corrigido
por Petzold, pois originalmente ali ndo constava o argumento m¢;, e sim mt. Cabe des-
tacar também que a terceira linha de me, € destinada realmente a quando a maquina
escanear o simbolo D.

Apds marcar a configuracdo completa ao final da fita, a maquina mudaria para
o estado n&o convencional sh, cujo nome se deve a palavra show. O objetivo de sh é
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fazer a maquina computar, ao final da fita, o F-simbolo que a instrucao mandar. Se a
instrucdo mandasse computar um E-simbolo, a maquina nao o computaria.

Depois disso, a maquina passaria para o estado ndo convencional inst, cujo
nome provavelmente se deve a instruction ou a instigate. Ele é o responsavel por
levar a préxima configuracao completa para o fim da fita.

Ocorre que, na situacdo que estamos enfrentando, a instru¢do manda sim que
se compute um F-simbolo, porém nao o queremos computar. Para tal, definimos o
estado fme. Ele € semelhante ao estado m¢, mas a grande diferenga € que, ao final da
atividade que ele derroga, a maquina nao passara para o estado sh, e sim ira direto
para o estado inst.

Esté descrita, logo abaixo, a postura da maquina universal a partir do estado fm¢
que acrescentamos. Assim sendo, com a definicao atual, poderemos prosseguir com
0 que a maquina universal faria, e ndo teremos repeticdo do simbolo de um mesmo
F-quadrado.

Tabela 63 — Descrigao da atividade da maquina universal sobre o estado fmt

Estado Simbolo Operacoes Estado final
fmé Qualquer g(fmé,, )

Néo A R, R fme,
fméy { A L L L L fme,
R, Px,L, L, L fme,
fme, { fmt,
Nao C e nao : R, Px,L, L, L fmé,
NaO Ra PV, L! La L meS
ms { R, R fmé,

fme, Qualquer con([(I(fmey)), )
e néo _ R, Pw, R fme,
fmé; { - P: inst

—

Fonte: Autor (2024)

Ainda, os simbolos que seriam escaneados pela maquina, tanto durante o es-
tado sh como durante o estado inst, ndo serao um problema. Pois ambos esses esta-
dos séo, na pratica, indiferentes ao simbolo escaneado.

Nés ndo trouxemos a descricdo da atividade a partir de sh com seus estados
auxiliares, e nem a partir de inst com seus auxiliares. Mas basta vermos como tais
descricoes comegam.

Tabela 64 — Descri¢ao tabular de um exemplo de maquina de Turing

Estado Simbolo Operacoes Estado final
sh Qualquer f(shy, inst, u)
insty Qualquer g([(insty), u)

Fonte: Turing (1937)



258

Ora, a partir de sh, a maquina vai ter a mesma acao, seja qual for o simbolo
escaneado. E a partir de inst também. Com sh, ndo vai ter nenhuma operagéao que
traga algo novo para o quadrado onde a cabecga se encontra. E com inst também.

O que o estado sucessor de sh providencia é que a cabeca procure onde esta
a primeira ocorréncia do simbolo u na fita. Entdo podemos dizer que a maquina “se
desliga” da influéncia de onde a cabeca foi deixada quando passou para o estado sb.

E com inst ndo é muito diferente. Pois a cabeca procurara onde esta a ultima
ocorréncia do simbolo u na fita. A maquina também, entao, “se desligard” da influéncia
do simbolo que escaneia quando passa para o estado inst.

Logo, as modificagdes e acréscimos que aqui fizemos se mostram estarem de
acordo com a atividade e finalidade da maquina universal.



APENDICE C - DEMONSTRACAO DO LEMA 7.1.1

Antes de comegarmos a demonstrag&do, imaginemos aqui a descrigdo padrao
de uma maquina de Turing, dada anteriormente na dissertacéo, codificada nos simbo-
los D, A, C, R, L, E, B e;, todos eles separados entre si por um simbolo _,. E a entrada
w sera codificada em D e C, de acordo com a enumeracgao do alfabeto da fita de M.
Se tal alfabeto é {ag, a4, ..., an_1}, entdo representamos «, por D, a; por DC, a, por
DCC, e assim por diante.

O conjunto de estados de M, sendo {qo,q1,--.,9,_1}, fica convencionado com
qo sendo o estado inicial. Temos que os estados de aceitacao e de rejeicdo sao re-
presentados, respectivamente, por DE e DEE. Os demais estados continuam repre-
sentados de modo que q, fica como DA, q; fica como DAA, g, como DAAA, e assim
por diante. Apds a descrigdo das instrugdes de M, temos os simbolos B indicando
quantos sao os simbolos do alfabeto de entrada. E separamos a codificacao de M da
codificagdo de w pelo caractere #.

Usando exemplo semelhante ao usado quando explicamos a maquina univer-
sal, seja M tal que seu alfabeto da fita consista nos simbolos ag = _, a3 =0, ap = 1
e az = 9. E digamos que seu alfabeto de entrada seja {0,1}. Ela tem a seguinte
descrigcao tabular.

Tabela 65 — Descri¢ao tabular da maquina M

Estado Simbolo Operacoes Estado final
qo Qualquer Ps, R 0
q1 Qualquer Ps, R qo
J2 Qualquer P1, R q3
qs Qualquer P.,R Q4
4 Qualquer PO, R s
s Qualquer P,R o

Fonte: Autor (2024)

Mas, aqui, vamos dizer que g4 = (aceita © 45 = rejeita- OUA descrigdo algébrica
ordenada, adaptada para as condi¢des atuais, consta abaixo.

qovoasRa1; goarasRay; goaaasRay; goaszasRay;

c15040040RC|2§ 501 RCI2; Q5042040RCI2; CI5CY3040RQQ; 2

Em seguida, sua descricdo padrao seria esta.
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DADDCCCRDAA;DADCDCCCRDAA;
DADCCDCCCRDAA;DADCCCDCCCRDAA;

DEEDDRDAAA;DEEDCDRDAAA;
DEEDCCDRDAAA;DEEDCCCDRDAAA;BB

Se colocdssemos, ao lado, a entrada 0010, esta ficaria representada como

abaixo.
DCDCDCCDC

E, para a codificacdo na maquina, vamos usar, enfim, o seguinte.

 oDCACDCIDLICLC_CCRODIACAL;

_DCACDLCCD_CLCLCOROIDCACAL

JDCECECDLCLCCDIRCIDCACACAC

JDCECECDZCCCCICCDZRCODCACACAD; CBOBL #
_D_CCD_CCD_CZC_DZCC;
Tomando essa forma para lidarmos, facamos a demonstracao.

Demonstragcao. Convencionamos que, sempre, oy = .. Dado isso, serd N a nossa
maquina modificadora.

N = “ Sobre a entrada (M, w), onde M é uma maquina de Turing e w é uma cadeia:

1. Leve a cabeca da maquina até a entrada w e verifique qual € o seu primeiro
simbolo representado, marcando seu D e cada um de seus C com um x no lugar
dos _ a direita. Va para o final da fita e escreva um v. Va para o inicio da fita e
marque o estado da instru¢do com z. Este primeiro estado € onde h& o primeiro
D, e é representado ou por DA, ou por DE, ou por DEE. V& para a proxima
instru¢cdo e marque o seu estado com y. Compare os simbolos marcados com z
com os simbolos marcados com y. Se baterem, va para o fim da fita e escreva
outro v duas unidades a direita do antigo v. Depois substitua cada y por y,
e apos o ultimo y, va para a préxima instrucdo e marque seu estado com y.
Compare os marcados com z com 0s marcados com y e repita tal processo até
nao bater. Quando ndo bater, apague todos os z, y e y da fita e siga para o
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proximo passo.

2. Marque o primeiro v com z. Escreva a primeira nova instrucao apés o fim da
fita, com _, D _, A para o estado gy, marque-a (ao lado dos simbolos nao vazios,
claro) com u, imprima D a direita para o simbolo escaneado «,, marque-o com
y, imprima outro D a direita, para o simbolo «, a ser impresso pela maquina
modificada, e depois _, R para o movimento da direita. Compare os marcados
com x com 0s marcados com y. Se nao baterem, apos o final da fita imprima _,
D _ E _ E, e depois um _, ;. Se baterem, transcreva o que esta marcado com
u para apos o fim da fita, espagados entre si por um quadrado cada, e adicione
um _, A, e entdo um _, ;. Substitua os u por u e os y pory.

3. Va até o ultimo z e, se houver um v a direita dele, marque este v com outro z.
Transcreva para apos o fim da fita tudo o que estda marcado com u, espacados
entre si por um quadrado cada, e apague os u enquanto o faz. Marque este
estado representado ao final com u. Transcreva para apés o fim da fita tudo o
gue esta marcado com y, espacados entre si por um quadrado cada, apague
0s y enquanto o faz, e adicione um _, C a direita do fim. Marque este simbolo
representado ao final com y e transcreva os marcados com y para apos o fim da
fita, espacados entre si por um quadrado cada. Imprima _, R a direita e compare
0s marcados com x com os marcados com y. Se forem diferentes, imprima _
D _, E _ E apds o fim da fita, e depois um _, ;. Se forem iguais, transcreva os
marcados com u para apoés o fim da fita, espacados entre si por um quadrado
cada, e adicione um _, A, e depois um _, ;. Substitua os u por u e os y por y.
E entdo volte para ver se ha um v ao lado do ultimo z. Quando ndo ha outro v,
apague os marcadores z e 0s marcadores y, e siga para o proximo passo.

4. Substitua os x (que marcavam o primeiro simbolo de w) por X e, se houver,
marque o préximo simbolo representado de w com x. Procure o primeiro v da
fita € o marque com z. Entdo transcreva tudo o que esta marcado por u para
apés o fim da fita, espagados entre si por um quadrado cada, apagando os u
enquanto isso, e adicionando um _, A apos o fim da fita. Marque este estado
representado ao final com u. Imprima D a direita e 0 marque com y. Transcreva
tudo o que esta marcado com y para apéds o fim da fita, espagados entre si por
um quadrado cada, imprima _, R a direita e compare os marcados com x com
os marcados com y. Se diferentes, escreva _, D _, E _ E apéds o fim da fita, e
depois um _, ;. Se iguais, transcreva os marcados com u para apés o fim da fita,
espagados entre si por um quadrado cada, e adicione um _, A a direita, e depois
um _, ;. Substitua os uporue osy pory.

5. V4 até o ultimo z da fita e repita o processo do item 3. Quando n&o se encontrar
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mais novos v, repita o processo do item 4. Quando tiver feito as instrucées do es-
tado referente ao ultimo simbolo de w, ndo havera mais simbolos representados
logo depois do ultimo marcador x. A cabeca, indo para a direita procurando-o,
mudara de comportamento quando encontrar, no lugar disso, um v. Ai, a ma-
quina apagara todos os marcadores x e x. Marque com x 0 estado da ultima
instrucdo no fim da fita, em seu D e seus A. Marque o primeiro v com z. Trans-
creva para apés o fim da fita os marcados com x, espagados entre si por um
quadrado cada. Marque o estado representado ao final da fita com u, imprima
D a direita, marque-o0 com y e transcreva o marcado com y para apos o final
da fita. Imprima _, L a direita. Transcreva o marcado com u para o fim da fita e
adicione um _ Aeum _ ;. Substitua os u porue osy pory.

Va até o ultimo z e, se houver um v a direita dele, marque este v com outro z.
Transcreva para apés o fim da fita tudo o que estd marcado com u, espacados
entre si por um quadrado cada, e apague os u enquanto o faz. Marque este
estado representado ao final com u. Transcreva para apés o fim da fita tudo o que
esta marcado com y, espagados por um quadrado cada, apague 0s y enquanto
o faz, e adicione um _, C apds o fim. Marque este simbolo representado ao
final com y e transcreva os marcados com y para apés o fim da fita, espagados
por um quadrado cada. Imprima _, L apés o fim, escreva D _, E _ E e depois
escreva um _, ;. Substitua os u por u e os y pory.

Repita o item 6 até ndo haver mais novos v.

Quando nao houver mais novos v, apague todos os z. Procure, comparando,
qual é a ultima instrugdo antes da marcada com x, que possui 0 seu estado
enumerado menor do que o estado marcado com x. Ao encontra-lo, marque-o
com x e apague as marcagdes de x que ja existiam antes. Marque o primeiro
v com z e entdo transcreva, para apés o fim da fita, espagados entre si por um
quadrado cada, os marcados com u, apagando os u enquanto isso. Adicione
um _, A apés o fim e marque esta representagdo de um estado com u. Imprima
D a direita e 0 marque com y. Transcreva o que foi marcado com y para apos
o fim da fita, espacados entre si por um quadrado cada. Imprima _ L a direita e
transcreva o marcado por u para apés o fim da fita, adicionando um _, A a direita,
e depois um _, ;. E substitua os u por u e os y pory.

Va até o ultimo z e, se houver um v a direita dele, marque este v com outro z.
Transcreva para apés o fim da fita tudo o que estd marcado com u, espacados
entre si por um quadrado cada, e apague o0s u enquanto o faz. Marque este es-
tado representado ao final com u. Transcreva para o fim da fita tudo o que esta
marcado com y, espagados entre si por um quadrado cada, apague 0s y en-
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quanto o faz, e adicione um _, C apés o fim. Marque este simbolo representado
ao final com y e transcreva os marcados com y para apés o fim da fita, espaca-
dos entre si por um quadrado cada. Imprima _, L a direita. Transcreva para o fim
da fita o que estd marcado com u, espagados entre si por um quadrado cada,
adicione um _, A a direita, e depois um _, ;. Substitua os u por u e os y pory.

Repita o item 9 até ndo haver mais novos v. Repita o item 8 até que se marque
com x as instrucdes do primeiro estado. Apds 0 processo se repetir com este,
volte para a esquerda procurando estados e encontre o simbolo #, que € sinal
para parar com tal procedimento. Apague todos os marcadores x, 0S U € 0S y.
Va para o fim da fita € marque os A do estado da ultima instrucdo com y.

Va para o inicio da fita e marque com x o estado da primeira instrucao, seja
ele representado com A ou em E (no caso do estado de aceitagdo ou do de
rejeicdo), e marque com z todo o restante da instrucdo. Transcreva o que foi
marcado com x para o final da fita, espacados entre si por um quadrado cada,
enquanto substitui cada x por X. Verifique se o Ultimo simbolo da fita € A ou E.
Se A, procure o Ultimo y, substitua-o por y e adicione um _, A ap6s o fim da fita.
Procure novamente o Ultimo y e repita o processo até ndo haver mais y na fita.
Entao siga em frente com o proximo passo. Se E, substitua todos os y da fita
por y e siga em frente com o proximo passo.

Transcreva tudo o que foi marcado com z para apés o final da fita, espacados
entre si por um quadrado cada, enquanto substitui cada z por z. Verifique se
o ultimo simbolo da fita € A ou E. Se A, procure o ultimo y, substitua-o por y
e adicione um _, A apés o fim da fita. Procure novamente o Ultimo y e repita
0 processo até nao haver mais y na fita. Adicione um _, ; ap6s o fim da fita e
siga em frente com o préximo passo. Se E, substitua todos os y da fita por y,
adicione um _, ; ap6s o fim da fita e siga em frente com o préximo passo.

Procure o ultimo z da fita e marque com x , na instrugcao imediatamente posterior
a dele, o estado, e com z o restante desta instrucdo. Apague os X e z da fita e
transcreva tudo o que foi marcado com x para apés o final da fita, espagados
entre si por um quadrado cada. Sera repetido 0 mesmo processo feito anterior-
mente a partir da transcricdo dos marcados por x no item 11. O procedimento
para quando, apds encontrar o ultimo z da fita e estiver procurando o estado da
préxima instrugcdo, a cabeca se deparar com o simbolo #.

Marque os B da fita com z e depois transcreva tais simbolos marcados para apds
o final da fita, espacados entre si por um quadrado cada. Adicione um _, ; apos
o fim da fita.
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15. Apague tudo que ha antes do # na fita. Apague tudo a partir do # até antes do
primeiro D que aparecer.”

Esta maquina faz a modificacdo necessaria na descricao da maquina M. A
contagem inicial dos v serve para saber o tamanho do alfabeto de M. Os primei-
ros estados impressos se guiam pela quantidade de z, para que cada estado seja
esquematizado segundo cada simbolo do alfabeto. O simbolo é comparado com o
primeiro simbolo de w para que sempre o reconhega, e rejeite todos os outros. Isto
esta representado até o item 3.

Se o estado reconhece o simbolo, andamos para a direita e teremos o préximo
estado, fazendo o mesmo com o préximo simbolo de w. E assim também com o
proximo, até que cheguemos ao ultimo simbolo de w e o ultimo desses primeiros
estados.

O primeiro estado logo depois disso tem uma tarefa singular. Ele deve verificar
se 0 simbolo a direita do ultimo simbolo de w é realmente o simbolo . Porque, se nao,
a nossa cadeia ndo sera realmente w. Isso € descrito nos itens 5 e 6, onde todos os
simbolos recebem rejeicao, exceto «a,. E aqui ja comecamos a andar para a esquerda.

Agora, os estados precisam fazer a cabeca da maquina retornar ao primeiro
simbolo apds verificar que a cadeia € a que nos interessa. Para isso, ela esta retor-
nando, com o mesmo niimero de passos, para o primeiro quadrado. E isso que esta
fazendo enquanto acompanha a regressao de marcagdes em x dos primeiros estados.
Dos itens 8 até o 10 se esta percorrendo tal caminho.

Esses foram os estados adicionados na descricdo da maquina M. Agora de-
vemos escrever os estados originais dela, aqueles que ja constam na descri¢cao co-
dificada na entrada. Entdo, o que fazemos é trazé-los para o final da fita. Os novos
estados sdo aqueles com que a maquina M inicia trabalhando agora, e apds todos
eles, vem o que seria o antigo estado g, de M.

Assim, além de simplesmente realocarmos para a posi¢ao mais a direita na fita,
temos que ajustar a numeragéo dos estados originais. Em verdade o que vai acontecer
€ que todos terdo seu numero acrescido da mesma quantidade, que é a quantidade de
novos estados. E esta quantidade é também o numero do ultimo estado computado
pela maquina no fim da fita.

E o que resolvemos fazer, mostrado no final do item 10 até o 13, foi marcar
tal nimero de simbolos A com a letra y, para saber quantos A adicionar enquanto
transcreviamos cada instrucéo original para o fim da fita. Fazemo-lo tanto no estado
da instrucdo quanto no estado sucessor, tomando o cuidado para nao o fazer nos
estados de aceitacao e de rejeicao, que nao tém marcagdao com A.

O item 14 transcreve os simbolos B para o fim da nova descricdo, de modo a
indicar os simbolos que fazem parte do alfabeto de entrada, que ainda sdo os mesmos.
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Por fim, apagamos tudo o que ha antes das novas instru¢oes, sobrando apenas
elas mesmas. E estas instrugdes ja descrevem a maquina que rejeita todas as cadeias
que nao w, € que age como M agiria diante de tal cadeia. [
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