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TRANSVERSO

por

Carlos Alberto Vaz de Morais Junior

Dissertação apresentada ao curso de Mestrado do Programa de
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Resumo

Dissertação de Mestrado
Programa de Pós-Graduação em F́ısica
Universidade Federal de Santa Maria

TRANSIÇÕES DE PRIMEIRA ORDEM NO MODELO VIDRO DE SPIN ISING

FERMIÔNICO EM UM CAMPO TRANSVERSO

AUTOR: CARLOS ALBERTO VAZ DE MORAIS JUNIOR

ORIENTADOR: SERGIO GARCIA MAGALHÃES

Data e Local da Defesa: Santa Maria, 31 de outubro de 2006.

O presente trabalho analisa o modelo vidro de spin Ising com um campo transverso,
descrito no ensemble grande canônico, em uma formulação fermiônica, em que os ope-
radores de spin são escritos como uma combinação bilinear de operadores de criação e
destruição. Neste modelo, o campo transverso Γ é um mecanismo de “flipagem” dos
spins, que insere flutuações de natureza quântica, que podem conduzir a temperatura de
transição Tf ao ponto cŕıtico quântico (PCQ). Neste caso, a transição de fase vidro de
spin-paramagnética ocorre em T = 0. Por outro lado, flutuações de carga controladas pelo
potencial qúımico mostram a existência de um ponto tricŕıtico. O método das réplicas
com simetria de réplicas e a aproximação estática são usados para resolver este problema.
Contudo, a solução com simetria de réplicas apresenta certos problemas na fase vidro
de spin como, por exemplo, entropia negativa em baixas temperaturas. Desta forma, as
condições de estabilidade são derivadas para testar a solução gerada pelo modelo.

O objetivo geral é observar os efeitos combinados das flutuações quânticas e de carga
na competição entre as fase paramagnética e vidro de spin. A partir das condições de
estabilidade, as soluções geradas pela simetria de réplicas são vistas detalhadamente na
forma de diagramas de fase. As condições de estabilidade, todavia, mostram outras apli-
cações no presente problema, uma vez que podem, inclusive, ser utilizadas na derivação
do ponto tricŕıtico.∗

∗Palavras-Chave: Flutuações de Carga, Flutuações Quânticas, Condições de Estabilidade, Ponto Tri-

cŕıtico



Abstract

Master’s Thesis
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FIRST-ORDER TRANSITION IN THE FERMIONIC ISING SPIN GLASS

MODEL IN A TRANSVERSE FIELD

AUTHOR: CARLOS ALBERTO VAZ DE MORAIS JUNIOR

ADVISER: SERGIO GARCIA MAGALHÃES

Time and Place: Santa Maria, October 31th, 2006.

The present work analyzes the fermionic Ising spin glass model in a transverse magne-
tic field. The problem is written in the Grand Canonical ensemble with the spin operators
represented by bilinear combinations of fermionic fields. The transverse field is a spin“flip”
mechanism and inserts quantum fluctuations, which can lead the transition temperature
Tf to quantum critical point (QCP). In this case, the phase transition from spin glass to
paramagnetic phases occurs in T = 0. On the other hand, charge fluctuations controlled
by chemical potential µ show the existence of a tricritical point. The replica method with
replica symmetry and static approximation are used to solve this problem. However, the
replica symmetry solution shows some problems, like negative entropy in low tempera-
tures. Thus, the stability conditions are derived to test the generated solution of this
model.

The main purpose of this work is to study the competition between spin glass and
paramagnetic phases with both quantum and charge fluctuations. After the stability
conditions are derived, a detailed sight into the generated solution is shown under the
form of diagrams phase. The stability conditions, however, show another applications in
the present problem, once they can be used, for instance, in the tricritical point derivation.∗

∗Keywords: Charge Fluctuations, Quantum Fluctuations, Stability Conditions, Tricritical Point



Sumário

1 Introdução p. 8

2 Desenvolvimento Experimental e Teórico p. 12
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3.2.3 Estados Coerentes Para Férmions . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 34



3.3 Formulação de Integrais Funcionais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 36

3.3.1 Integrais de Caminho Fermiônicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 37

4 Modelo p. 41

4.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 41
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5.2 Estabilidade da Simetria de Réplicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 64

5.3 Cálculo da Matriz Hessiana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 65
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1 Introdução

Por volta de 1970, determinados sistemas magnéticos foram largamente estudados

experimentalmente. Neles, impurezas foram depositadas em hospedeiros metálicos não

magnéticos. A introdução destas impurezas produzia então uma polarização dos elétrons

de condução do metal hospedeiro. Como conseqüência, o momento magnético de cada

impureza, ao sentir esta polarização, procurava se alinhar com o momento das impurezas

restantes. Dada a colocação aleatória das impurezas, as interações entre os momentos

das impurezas podiam ser tanto positivas quanto negativas. Devido a esta “competição”

de interações entre os momentos, nenhuma ordem de longo alcance convencional, ferro-

magnética ou antiferromagnética, por exemplo, poderia ser estabelecida. Todavia, estes

sistemas apresentavam uma espécie de transição de “congelamento” para uma espécie de

nova “ordem” na qual os spins eram alinhados em direções aleatórias. A este tipo de

ordem que descreve este comportamento de aleatoriedade e competição de interações foi

atribúıda a denominação vidro de spin.

Na fase vidro de spin, acredita-se que os momentos magnéticos estão congelados em

direções aleatórias. Em outras palavras, o vidro de spin é uma coleção de spins em que, à

baixa temperatura, há um congelamento desordenado, no lugar dos padrões periódicos ou

uniformes que se costumam encontrar em magnetos convencionais. Para produzir tal es-

tado, duas condições são necessárias. Primeiramente, deve haver competição de diferentes

interações entre os momentos, de tal forma que nenhuma configuração seja favorecida atra-

vés das interações (isto comumente é chamado de frustração). Segundo, estas interações

devem ser no mı́nimo parcialmente aleatórias. Desde então, vários estudos experimentais

foram feitos com o intuito de observar a existência da fase vidro de spin e também sua

competicão com diversos tipos de ordenamento (ferromagnética e supercondutora, por

exemplo).

Na parte teórica, uma série de modelos foram propostos, em sua grande maioria uti-

lizando teorias de campo médio, que tornavam posśıvel encontrar parâmetros de ordem e

descrever diagramas para a fase vidro de spin. Para descrever teoricamente a fase vidro de
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spin, Edwards e Anderson (1975) propuseram um modelo de curto alcance que introduziu

desordem e foi o primeiro que escreveu o problema vidro de spin em termos de parâme-

tros de ordem. Neste modelo, as interações entre impurezas ocorrem somente entre pares

de vizinhos mais próximos. Em seguida, Sherrington e Kirkpatrick (1978) introduziram

um modelo de Ising com interações de longo alcance, de modo que as impurezas podiam

interagir com todas as outras impurezas da rede. Este modelo tem como sua principal

caracteŕıstica ser exatamente solúvel.

Apesar de mostrar bons resultados nas transições de fase em altas temperaturas, o

modelo de Ising de Sherrington e Kirkpatrick (1978), que utilizava em sua resolução o

método das réplicas, apresentou certos problemas a baixas temperaturas, entre eles, um

valor negativo para a entropia. Com isso, Almeida e Thouless (1978) investigaram a solu-

ção gerada pelo método das réplicas e descobriram que esta solução com simetria na fase

vidro de spin é totalmente instável. Em 1980, Bray e Moore escreveram uma formula-

ção quântica para modelo vidro de spin Ising introduzido por Sherrington e Kirkpatrick.

Algum tempo depois, Theumann e Gusmão (1984) introduziram uma formulação fermi-

ônica no problema vidro de spin, em que os operadores de spin foram representados pela

combinação bilinear de operadores de criação e destruição. Na resolução deste problema

vidro de spin escrito em termos de operadores, o formalismo das integrais de caminho

fermiônicas foi utilizado. Porém, a utilização neste modelo da aproximação estática, com

a qual as correlações no tempo são desprezadas, pode comprometer a solução em baixas

temperaturas, desde que as correlações desprezadas podem conter efeitos importantes. Já

em 1984, Ishii e Yamamoto acrescentaram no modelo de Sherrington e Kirkpatrick uma

componente, conhecida como campo transverso Γ, a qual introduz um mecanismo de “fli-

pagem”, contrário ao ordenamento dos spins, que permite acessar transições de fase no

ponto cŕıtico quântico, em que ocorrem transições de fase em temperatura T = 0. Em

2002, Theumann, Schmidt e Magalhães acrescentaram o campo transverso Γ no modelo

vidro de spin fermiônico, introduzindo este mecanismo de “flipagem” dos spins, e, por

conseqüência, o acesso ao ponto cŕıtico quântico também no formalismo fermiônico.

Paralelamente, Ghatak e Sherrington (1977) propuseram um modelo de curto alcance,

com spin S generalizado, em que efeitos de campos de cristal, através de um parâmetro

anisotrópico D, foram introduzidos para observação de propriedades anisotrópicas em

sistemas vidro de spin. Como resultado, este modelo demonstrou a existência de transições

descont́ınuas em certas regiões do diagrama T × D. Naturalmente, a utilização do método

da réplicas levaram Lage e Almeida (1982), agora em um modelo de longo alcance, a

derivar as condições de estabilidade da solução gerada no modelo Ghatak e Sherrington
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(1977).

Posteriormente a estes trabalhos, Rosenow e Oppermann (1996), em um sistema vidro

de spin descrito no ensemble grande canônico dentro do formalismo fermiônico, também

observaram a existência destes comportamentos não usuais na competição entre as fase

paramagnética e vidro de spin. Foi posśıvel observar que, com a introdução de flutua-

ções de carga, além das usuais transições cont́ınuas, estes sistemas vidro de spin também

apresentam transições de fase descont́ınuas, separadas através de um ponto tricŕıtico. Em

1999, Feldmann e Oppermann introduziram um mapeamento entre os modelos fermiô-

nico no ensemble Grande Canônico (ISGf) e o modelo de Ghatak e Sherrington (GS), o

que possibilitou relacionar de forma direta as propriedades termodinâmicas em ńıvel de

energia livre de ambos os modelos. No entanto, Perez e Sherrington (2005) foram além e

observaram que os modelos ISGf e GS eram mapeáveis não somente em ńıvel de energia

livre, mas também em ńıvel de densidade de estados.

O trabalho em questão tem por objetivo, dentro de uma formulação fermiônica, de

observar os efeitos, que até então haviam sido estudados isoladamente, das flutuações

quânticas e de carga, agora combinados, no problema vidro de spin. Desta forma, espera-

se observar quais são os efeitos que a “flipagem” dos spins tem sobre regiões de primeira

ordem, entre outros, bem como observar quais efeitos que as flutuações no número de ocu-

pação exercem sobre as transições de fase em T = 0. Além disso, o método das réplicas

também é utilizado na resolução deste problema. Desta forma, neste trabalho, também é

feita a derivação das condições de estabilidade da solução gerada pelo “ansatz” de sime-

tria de réplicas, que demonstram, inclusive, possuir outras aplicações, o que inclui, por

exemplo, a localização do ponto tricŕıtico. Para um melhor entendimento, este trabalho

apresenta os resultados separados em dois caṕıtulos. No caṕıtulo dois, é apresentado o de-

senvolvimento experimental do problema vidro de spin e também a fundamentação teórica

necessária para a derivação do modelo proposto. O caṕıtulo três apresenta o formalismo

de segunda quantização, uma álgebra para variáveis anticomutantes e a formulação das

integrais de caminho fermiônicas que é utilizado para tratar com o problema vidro de spin

em termos de operadores que não comutam. O caṕıtulo quatro é reservado ao cálculo

anaĺıtico do modelo vidro de spin Ising fermiônico, em que os spins são escritos como

uma combinação bilinear de operadores de criação e destruição. Ainda neste caṕıtulo, são

discutidos os resultados demonstrando a existência das transições de primeira ordem, bem

como os efeitos que as flutuações quânticas e de carga exercem sobre a competição entre as

fases paramagnética e vidro de spin. O caṕıtulo cinco é focado na derivação das condições

de estabilidade da solução gerada pela utilização do “ansatz” de simetria de réplicas no
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modelo fermiônico. Em seguida, é apresentada uma seção com resultados relacionados à

solução paramagnética que fornece uma série de informações interessantes. Além disso, é

observado também que o estudo da estabilidade fornece uma visão completa da solução

com simetria de réplicas na competição entre as fases em questão. Finalmente, o último

caṕıtulo faz um apanhado geral das principais caracteŕısticas vistas durante os caṕıtulos

três e quatro, bem como descreve a utilização dos conceitos reproduzidos em trabalhos

futuros.
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2 Desenvolvimento Experimental

e Teórico

2.1 Introdução

Neste caṕıtulo, são apresentados os principais conceitos experimentais e teóricos en-

volvidos na descrição da fase vidro de spin. Uma seção experimental relata as evidências

experimentais que confirmaram a existência da fase vidro de spin, bem como suas prin-

cipais caracteŕısticas. Ainda nesta parte, são relatadas as evidências observadas quando

um campo perpendicular, conhecido como campo transverso, é aplicado no composto

LiHoxY1−xF4. Em seguida, é inclúıda uma seção que descreve suscitamente parte do tra-

tamento anaĺıtico utilizado na resolução dos problemas teóricos, entre eles o método das

réplicas. O segmento final apresenta dois modelos vidro de spin que possuem transições de

primeira ordem, além das usuais transições de segunda ordem. No problema vidro de spin

em espećıfico, estas regiões costumam apresentar uma série de soluções metaestáveis para

os parâmetros de ordem. Além disso, tais sistemas apresentam comportamentos tricŕıti-

cos. Com isso, para um melhor entendimento destes fenômenos, o modelo vidro de spin

fermiônico (ISGf) e o modelo clássico de Ghatak e Sherrington (GS), ambos apresentando

transições de primeira ordem e comportamentos tricŕıticos, são discutidos.

2.2 Resultados Experimentais

2.2.1 Observações Experimentais na Fase Vidro de Spin

A fase vidro de spin é caracteriza pelo congelamento dos momentos magnéticos, de

forma aleatória, a baixas temperaturas. Seu surgimento se deve a dois fatores: deve haver

competição entre interações ferromagnéticas (positivas) e antiferromagnéticas (negativas)

e estas interações devem ser aleatórias. Experimentalmente, uma série de compostos

apresentam este tipo de ordenamento. Sugere-se que esta ordem, na qual observa-se que
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os momentos magnéticos estão “congelados” em escalas de tempo macroscópicas, tenha

magnetização espontânea local mi = 〈Si〉 não nula para um dado śıtio i, ainda que a

magnetização média M = N−1
∑

imi sobre todos os śıtios o seja. De fato, compostos

que apresentam o ordenamento vidro de spin demonstram a existência de picos na susce-

tibilidade magnética, seguidos pela redução do valor da suscetibilidade, que são efeitos da

magnetização espontânea local mi não nula, como mostram os exemplos da figura 1. É

relevante salientar também que, na fase vidro de spin, a redução no valor da susceptibili-

dade magnética ocorre desde que não há mais resposta do sistema ao campo magnético

aplicado. O surgimento do pico na suscetibilidade ocorre em uma transição de fase de se-

gunda ordem entre o estado paramagnético desordenado e o estado vidro de spin. Outra

Figura 1: A suscetibilidade de Cu-0.1% Mn, Ag-0.5% Mn, Au-0.5% Mn, Au-0.2% Cr,
and Ag -1.0 % Mn pela temperatura para um campo magnético H = 20 Oe e 100 Hz
(FISCHER; HERTZ, 1991). O pico na suscepbilidade magnética marca a transição entre
as fases paramagnética e vidro de spin para diferentes compostos.

importante caracteŕıstica observada experimentalmente na fase vidro de spin é que ela

não possui nenhuma ordem de longo alcance, o que a diferencia drasticamente de uma

ordem ferromagnética ou antiferromagnética, por exemplo. Além disso, em sistemas vi-



14

dro de spin, para T < Tf , é encontrada experimentalmente uma magnetização remanente,

observada em escalas de tempo macroscópicas, quando um campo externo já aplicado é

desligado. Esta universalidade de caracteŕısticas observadas no fenômeno vidro de spin,

como desordem e competição de interações, podem ser reproduzidas por meio de modelos.

Em um destes modelos, os spins Si se localizam em posições aleatórias R, interagindo de

forma assintótica como em

J(R) = J0
cos(2KF +ϕ0)

(KF R)3
; R → ∞ (2.1)

Aqui, J0 e ϕ0 são constantes, e KF é o número de onda de Fermi do metal hospedeiro.

A caracteŕıstica oscilatória, dependente da distância R entre impurezas magnéticas, ob-

servada na equação 2.1, foi introduzida por Ruderman e Kittel (1954) em trabalhos sobre

magnetismo nuclear, e aplicada posteriormente por Kasuya (1956) e Yosida (1957) no pro-

blema vidro de spin. Desde então, interações que descrevem este caráter oscilatório, onde

os elétrons de condução polarizados possibilitam interações entre momentos magnéticos

das impurezas, são chamados interações RKKY. Este caráter oscilatório e dependente da

distância R, como mostra a figura 2, surge devido à colocação aleatória das impurezas.

Figura 2: A interação de troca RKKY plotada como uma função da distância
(BINDER; YOUNG, 1986).

Considerando que a distância entre spins é aleatória, algumas das interações de um

determinado spin com o restante serão positivas, favorecendo o alinhamento paralelo, e

negativas, favorecendo o alinhamento anti-paralelo: Percebe-se que nenhuma configuração

dos spins consegue satisfazer todos os v́ınculos de troca nesta interação oscilatória. Esta

caracteŕıstica, conhecida como frustração, é o segundo ingrediente básico, juntamente com
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o congelamento desordenado apresentado no comportamento vidro de spin.

Para ilustrar a f́ısica da frustração, considera-se o exemplo simples de uma rede qua-

drada com interações entre vizinhos mais próximos, que podem ser positivas (+) ou ne-

gativas (-). Agora, examinamos algumas das posśıveis configurações de spin nessa rede

quadrada que tem quatro acoplamentos mútuos como mostra a figura 3. Se o número de

Figura 3: Frustração em uma rede quadrada: (a) uma rede não frustrada; (b) uma rede
frustrada.

interações + e − é par (figura 3a), então é sempre posśıvel encontrar uma configuração

que satisfaça todas as interações. Quando um spin é fixado, determina-se o valor do spin

vizinho, multiplicando-se o valor da interação que conecta o spin fixado e este vizinho.

Logo, não haverá interações conflitantes vindas do spin originalmente fixado.

Por outro lado, se o número de interações negativas é ı́mpar (figura 3b), então haverá

um conflito quando são analisadas todas as interações da rede. O v́ınculo conectando

o último e o primeiro spin originalmente fixado não será satisfeito. Ao tentar satisfazer

os v́ınculos ao redor do spin originalmente fixado, outras interações não serão satisfei-

tas. Portanto, o termo frustração refere-se à inabilidade de satisfazer todas interações

simultaneamente.

2.2.2 Transições Vidro de Spin em Temperatura Zero

Se as flutuações quânticas se apresentam com intensidade suficiente, elas têm um

grande impacto na natureza das interações entre os momentos na temperatura de con-

gelamento Tf e nas transições de fase em si. O modelo Ising em um campo magnético
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perpendicular ao eixo z, conhecido como campo transverso Γ, com o hamiltoniano

H = −
∑

ij

Jijσ
z
i σ

z
j − Γ

∑

i

σx
i (2.2)

é uma construção teórica que introduz a mecânica quântica no problema vidro de spin.

Aqui, Jij é uma variável de acoplamento aleatória e σz e σx são as matrizes de Pauli. O

campo transverso tem o papel de um operador que formalmente combina os auto-estados

de spin puros. Experimentalmente, o efeito do campo transverso é observado em ligas de

LiHoxY1−xF4.

O composto de LiHoxY1−xF4 é uma diluição isoestrutural, em que ı́ons magnéticos

Ho3+ e não magnéticos Y 3+ ocupam aleatoriamente os śıtios de terras-raras R nas redes

LiRF4, que têm sua estrutura central no formato tetragonal (WU et al., 1991). A interação

dominante entre os momentos é dipolar, e um certo ńıvel de diluição destrói qualquer

ordem de longo alcance. Neste caso, um valor de x = 0.167 na amostra é suficiente para

produzir desordem e frustração e, por conseqüência, uma fase vidro de spin. A partir de

então, um campo magnético Ht perpendicular ao eixo Ising z é aplicado no material.

Figura 4: Parte imaginária da suscetibilidade χ
′′

pela freqüência f em T > Tg para uma
série de valores de campo transverso com intervalos de 1−KOe. A velocidade de resposta
na fase paramagnética sobe drasticamente quando o campo transverso introduz flutuações
quânticas (WU et al., 1991).

Os efeitos da mecânica quântica são aparentes na resposta do sistema a este campo
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magnético aplicado, onde essa resposta é dependente da freqüência. A figura 4 mostra a

parte imaginária da suscetibilidade χ
′′

para vários valores de Ht em T = 0.175K, uma

temperatura ainda na fase paramagnética. A aplicação do campo transverso afeta radi-

calmente a escala de tempo da resposta do sistema. Com o aumento de Ht, a freqüência

de pico fp aumenta sua magnitude em duas ordens de grandeza com somente Ht = 6kOe.

Este aumento na freqüência de pico altera os processos de relaxação e afeta os modos de

tempos longos.

Figura 5: Contrapartida da figura 4 para T < Tf em Ht = 0. Com o aumento de Ht a
resposta do sistema se torna paramagnética (WU et al., 1991).

Já na figura 5, é plotada a χ
′′

em função de f para vários valores deHt para T = 0.05K.

Observa-se que para um dado Ht, em torno de Ht = 8KOe, χ
′′
(f) simula o resultado para

T > Tf em Ht = 0, indicando os efeitos deste campo magnético transverso. Em ambas

as fases, o efeito do campo transverso é introduzir flutuações quânticas que facilitam os

processos de relaxação, desde que os modos de tempos longos são afetados devido ao

deslocamento da resposta do sistema para altos valores de f . Como conseqüência, há um

decréscimo da temperatura de transição Tf juntamente com o aumento de Hf .
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2.3 Conceitos Teóricos Gerais e Modelos

2.3.1 Teoria de Réplicas

O cálculo de qualquer quantidade f́ısica na mecânica estat́ıstica começa a partir da

função de partição, que é o traço sobre e−βH(J) e é uma função das interações da amostra.

Esta quantidade f́ısica geralmente é definida por

F (J) = − 1

β
lnZ(J) (2.3)

em que F é energia livre e uma variável extensiva em função de J , e Z = Tre
−βH(J) é a

função de partição. O próximo passo é calcular a média sobre todas as posśıveis configu-

rações de distribuição de impurezas, já que estas são distribúıdas de forma aleatória. Este

procedimento é conhecido como média configuracional e é denotado da seguinte forma:

〈F (J)〉 = − 1

β
〈lnZ(J)〉 = − 1

β

∫

dJP (J) lnZ(J) (2.4)

na qual a função de partição Z(J) não é uma quantidade extensiva. Calcula-se no entanto

lnZ, desde esta é uma quantidade extensiva. Porém, lnZ apresenta certas dificuldades

anaĺıticas durante o cálculo da média configuracional 〈lnZ〉. Há uma forma que contorna

esta dificuldade. Pode-se transformar 〈lnZ〉 na média da função de partição 〈Z〉 usando

um procedimento que consiste essencialmente na identidade

〈lnZ〉 = lim
(n→0)

(〈Zn〉 − 1)/n (2.5)

Para n inteiro, Zn pode ser expresso como

Zn =

n
∏

α=1

Zα (2.6)

e α é um ı́ndice mudo. A utilização desta técnica torna o cálculo 〈lnZ〉 relativamente

simples. O conjunto α = 1, · · · , n pode ser interpretado como réplicas idênticas do sistema

real, compartilhando a mesma distribuição de probabilidade dos Jij.

2.3.2 Ergoticidade e Parâmetros de Ordem

Quando um experimento é feito em um intervalo de tempo muito grande, o sistema

explora todas as regiões do espaço de fase com igual probabilidade, de modo que a média

temporal realizada pelo experimento seja equivalente a uma média na mecânica estat́ıstica,

em que todos os estados de equiĺıbrio estão inclúıdos, avaliados com a distribuição canônica
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e−βH

Z
. (2.7)

Logo, quando um sistema é encontrado no equiĺıbrio com a probabilidade de Gibbs-

Boltzmann ∝ e−βH em qualquer uma das posśıveis configurações, é dito ergótico. Porém,

sistemas não ergóticos possuem restrições a uma parte do espaço de fase. Um exemplo

da quebra de ergoticidade ocorre no ferromagneto de Ising. Abaixo da temperatura de

Curie, ocorre uma magnetização espontânea, e o sistema encontra-se em um estado com

spins apontando para cima ou para baixo com igual probabilidade. Para reproduzir este

comportamento, é preciso restringir o espaço de fase na mecânica estat́ıstica, quebrando

a ergoticidade, escolhendo então uma das magnetizações, processo que é feito quando

um campo H é aplicado. Da mesma forma, também é necessário restringir o espaço de

fase para reproduzir o comportamento encontrado na fase vidro de spin, mas de maneira

diferente. Como no problema vidro de spin o sistema se encontra em muitos estados

termodinâmicos, não há como escolher um espaço configuracional espećıfico. Entretanto,

para contornar esta situação, é posśıvel associar a cada um dos estados termodinâmicos

um peso estat́ıstico apropriado. Uma vez que seja feita a média sobre todos os pesos

estat́ısticos, que pode ser associada a um parâmetro de ordem, o comportamento vidro de

spin é reproduzido.

Como o parâmetro de ordem é uma forma de caracterizar o ordenamento vidro de spin,

é necessário introduzir um conceito formal sobre o seu significado. Uma fase vidro de spin

possui propriedades termodinâmicas distintas em relação a uma fase paramagnética desor-

denada como, por exemplo, calor espećıfico, e, para caracterizar estas diferenças, utiliza-se

o conceito de parâmetro de ordem. Em um ferromagneto, por exemplo, o parâmetro de

ordem é a magnetização espontânea (por śıtio)

M =
1

N

∑

i

〈Si〉 (2.8)

em que Si é o valor do spin em um śıtio i. Magnetização é um exemplo t́ıpico de um

parâmetro de ordem que é a medida que define se um sistema está ou não em estado

ordenado no sentido propriamente dito. A utilização dos parâmetros de ordem é útil para

demarcar as diferentes fases através da representação de diagramas de fases, em que são

determinados contornos que separam os diferentes ordenamentos.
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2.3.3 Modelo de Sherrington e Kirkpatrick (SK)

Um modelo teórico muito utilizado para estudar a fase vidro de spin é o modelo de

interações de longo alcance proposto por Sherrington e Kirkpatrick (1978), definido pelo

hamiltoniano

H = −
∑

ij

JijSiSj − h
∑

j

Si (2.9)

em que a soma ij da equação (2.9) cobre todos os pares distintos de spins Si, em que Si

assume os valores −1 e +1. Define-se h como um campo magnético paralelo externo e Jij

uma variável com distribuição de probabilidade gaussiana dada por

P (Jij) =
1

J

√

N

2π
exp

[

− N

2J2

(

Jij −
J0

N

)2
]

(2.10)

em que J2 é a variância e J0 descreve a tendência para uma ordem ferromagnética. Calcu-

lando a média configuracional da energia livre através do método das réplicas, o seguinte

resultado é obtido:

− βf = lim
(n→0)

[

−β
2J2

4n

∑

α6=β

q2
αβ − βJ0

2n

∑

α

m2
α +

1

4
β2J2 +

1

n
lnTre

L

]

(2.11)

em que

L = β2J2
∑

α<β

qαβS
αSβ + β

∑

α

(J0mα + h)
∑

i

Sα. (2.12)

As variáveis qαβ e mα foram introduzidas para linearizar o problema na resolução das

integrais gaussianas. Contudo, tais variáveis representam parâmetros de ordem. A variá-

vel mα = 〈Sα〉 representa o parâmetro de ordem ferromagnético e qαβ = 〈Sα〉2 define o

parâmetro de ordem vidro de spin (ver Sherrington e Kirkpatrick (1978)).

Ao assumir a solução com simetria de réplicas, qαβ = q e mα = m, e utilizando a

condição de extremização da energia livre da equação (2.11) em relação a estes parâmetros,

as seguintes equações são obtidas (SHERRINGTON; KIRKPATRICK, 1978):

m =

∫

Dz tanhβρ(z) (2.13)

q =

∫

Dz tanh2 βρ(z) (2.14)

em que Dz = dz exp(−z2/2)/
√

2π e ρ(z) = J
√
qz + J0 + h.
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Na fase paramagnética, a média 〈Si〉 é nula em cada śıtio, e como conseqüência,

m = q = 0. Já na fase ferromagnética, há um ordenamento uniforme no espaço com

orientações na direção positiva, de tal forma que 〈Si〉 > 0 em grande parte dos śıtios, o

que resulta m > 0 e q > 0. Dentro da fase vidro de spin, a média 〈Si〉 pode ser não nula

em um dado śıtio. Todavia, a média sobre todo os śıtios M = N−1
∑

imi o é, o que indica

que m = 0 e q > 0.

A utilização do“ansatz”de simetria de réplicas no modelo SK apresenta o problema de

entropia negativa a baixas temperaturas. Esta observação motivou Almeida e Thouless

(1978) a estudar a estabilidade da solução com simetria de réplicas do modelo SK, através

da introdução de pequenas perturbações na energia livre, como uma forma de garantir

ou testar sua estabilidade. Com a expansão até segunda ordem em torno da solução

com simetria de réplicas, é obtida uma matriz Ḡ, conhecida como matriz Hessiana. Para

que a solução com simetria de réplicas seja estável, todos os autovalores desta matriz

Ḡ, −λ+, λ− e λat−, devem ser positivos. Contudo, no modelo SK, enquanto que a fase

paramagnética apresenta todos os autovalores positivos, a fase vidro de spin mostra que o

terceiro autovalor, λat, conhecido como replicon, é negativo na fase vidro de spin, indicando

que a solução com simetria de réplicas é instável dentro desta fase (para uma revisão mais

completa, ver Nishimori (2001)). No modelo proposto, o “ansatz” de simetria de réplicas

também é utilizado de tal forma que a estabilidade da solução com simetria obtida no

presente trabalho é objeto de estudo durante todo o caṕıtulo cinco.

2.4 Transições de Primeira Ordem

Uma vez apresentada a definição de ordenamento e transições de fase, se faz necessária

a complementação acerca dos conceitos anteriormente introduzidos. Para tal, considere

primeiramente o potencial termodinâmico Ω e suas derivadas em uma dada transição. Se

as derivadas primeiras de Ω exibirem singularidades, o que significa matematicamente que

a função não é definida em um dado ponto, a transição é dita de primeira ordem. Em con-

trapartida, se as derivadas primeiras são cont́ınuas, há transição de segunda ordem. Em

regiões de primeira ordem, um ou mais parâmetros que descrevem o sistema apresentam

as chamadas soluções metaestáveis. Soluções metaestáveis são aquelas que correspondem

ao mı́nimo local do potencial termodinâmico. Há também os chamados fenômenos mul-

ticŕıticos, demarcados por “pontos multicŕıticos”, em que diversas linhas cŕıticas distintas

se encontram. Como em outros sistemas, o problema vidro de spin também apresenta

transições de primeira ordem e fenômenos multicŕıticos, como poderá ser visto nas próxi-
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mas seções. No entanto, regiões com múltiplas soluções apresentam certas dificuldades na

escolha das soluções fisicamente aceitáveis e serão discutidas no decorrer deste trabalho.

Logo, o restante deste caṕıtulo voltará a sua atenção para dois modelos vidro de spin

distintos que demonstram a existência de regiões com transições descont́ınuas (ver Binder

(1987)).

2.4.1 Modelo de Ghatak e Sherrington (GS)

Em 1977, Ghatak e Sherrington generalizaram o modelo de vidro de spin Ising de

longo alcance de Sherrington e Kirkpatrick para um spin S arbitrário e inclúıram o termo

anisotrópico D para levar em consideração os efeitos dos campos de cristal. A introdução

deste parâmetro tem um importante papel, como é visto a seguir. Determinados com-

postos tais como (T i1−xVx)xO3 mostram um caráter anisotrópico na fase vidro de spin

para certo alcance de x (Dumas et al. (1979)). Na solução de simetria de réplicas para S

inteiro, o modelo GS mostra tanto transições de segunda ordem quanto de primeira ordem

entre as fases paramagnética e vidro de spin.

O modelo introduzido por Ghatak e Sherrington (1977) é dado pelo seguinte hamil-

toniano

H = −
∑

ij

JijSiSj +D
∑

i

S2
i (2.15)

em que os N spins Si = ±S e a soma (ij) é feita sobre todos os pares distintos de spins;

Jij é uma variável aleatória com distribuição de probabilidade gaussiana

P (Jij) =

(

N

2πJ2

)1/2

exp

(

−
NJ2

ij

2J2

)

(2.16)

e D
∑

i S
2
i é a componente que simula os efeitos de campos de cristal responsáveis pela

introdução do caráter anisotrópico ao problema vidro de spin. A simetria de réplicas

que consiste da identidade ln x = limn→0[(x
n − 1)/n] é usada para calcular a média

configuracional da energia livre por spin

−βf = lim
n→0

1

Nn
(〈Zn〉 − 1). (2.17)

A energia livre é avaliada pelo método “steepest descent”, em que os parâmetros pα e qαβ

são escolhidos de maneira a extremizar a energia livre

pα = 〈(Sα)2〉 ; qαβ = 〈SαSβ〉 (2.18)

Restringindo o problema para o caso em que os spins assumem os valores S = −1, 0, 1 e
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utilizando o “ansatz”de simetria de réplicas, as soluções da equações dos extremos tomam

a forma

pα = p ; qαβ = q (2.19)

para todo α e β. A energia livre obtida através da solução com simetria de réplicas resulta

em

f =
p2 − q2

4T
− T

∫ ∞

−∞

dx√
2π
e−x2/2 ln z(x) (2.20)

em que

z(x) = 1 + 2e−βDe
1
2
β2(p−q) cosh(β

√
qx). (2.21)

As condições de extremização da energia livre (2.20) com respeito a q e p são, respectiva-

mente,

p =

∫ ∞

−∞

dx√
2π
e−x2/2ϕ2(x) (2.22)

q =

∫ ∞

−∞

dx√
2π
e−x2/2 [ϕ1(x)]

2 (2.23)

com

ϕ2(x) =
cosh(β

√
qx)

2e−βDe−
1
2
β2(p−q) + cosh(β

√
qx)

(2.24)

ϕ1(x) =
sinh(β

√
qx)

2e−βDe−
1
2
β2(p−q) + cosh(β

√
qx)

. (2.25)

No entanto, ϕ1(x), ϕ2(x) e z(x) podem ser reescritos em termos da variável x∗, que é

definida por

x∗ =
1√
q

(

D − p− q

2T

)

(2.26)

de tal forma que

ϕ2(x) =
2e−

√
qx∗/T

z(x)
cosh(

√
qx

T
) (2.27)

ϕ1(x) =
2e−

√
qx∗/T

z(x)
sinh(

√
qx

T
) (2.28)

sendo que, agora

z(x) = 1 + 2e−
√

qx∗/T cosh

(√
q

T
x

)

. (2.29)

Este procedimento utilizado por Costa, Yokoi e Salinas (1994) reduz o problema de duas

equações não lineares acopladas ao problema de uma única equação, possibilitando tam-

bém, através de métodos numéricos, a obtenção de todas as soluções para os parâmetros

p e q nas regiões de primeira ordem. Para o parâmetro q, as múltiplas soluções são obser-

vadas na figura 6(a). Além disso, os três autores citados estudaram em detalhes a solução
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Figura 6: Figura (a): Parâmetro de ordem vidro de spin q como uma função do parâmetro
anisotrópico D para algumas temperaturas representativas, indicando as múltiplas solu-
ções do parâmetro q dentro de uma faixa de temperatura. Figura (b): Diagrama de fase
D versus T com uma visão detalhada da estabilidade da solução com simetria de réplicas
(COSTA; YOKOI; SALINAS, 1994).

com simetria de réplicas, que é apresentada sob a forma de um diagrama de fases D versus

T . O surgimento do parâmetro de ordem p, através da generalização para um S arbitrário

ao modelo GS, afeta diretamente a estabilidade da solução com simetria de réplicas. No es-

tudo da estabilidade do modelo SK, por exemplo, somente foram encontrados autovalores

positivos e negativos. Porém, durante a análise da estabilidade do modelo GS, autovalores

negativos e até mesmo complexos são obtidos em algumas regiões do diagrama de fases

e podem ser observados pelos śımbolos Re > 0 (autovalores complexos com a parte real

positiva) e Re < 0 (autovalores complexos com a parte real negativa) no diagrama da

figura 6(b), indicando uma instabilidade adicional da solução em relação ao modelo SK.

Ainda na figura 6(b), os śımbolos + e − indicam a região onde os autovalores λ± são po-

sitivos e negativos, respectivamente. Observa-se também que as curvas separando todas

as regiões demarcadas se encontram no ponto T , que é um ponto tricŕıtico, sendo que a

linha TJ define a linha de transição de primeira ordem. A linha que separa as soluções

paramagnética e vidro de spin é dada pelo replicon λat e, devido à negatividade do auto-

valor λat, a solução com simetria de réplicas na fase vidro de spin é também instável no

modelo GS. Além disso, Costa, Yokoi e Salinas utilizaram as condições de estabilidade da

solução paramagnética, primeiramente estudadas por Lage e Almeida (1982), como base

para localização do ponto tricŕıtico. Demarcaram inclusive a exata localização da linha

de primeira ordem comparando as energias livres das soluções paramagnéticas e vidro de

spin, justificando que quando são comparadas às energias livres de ambas as soluções,

somente as soluções estáveis se encontram continuamente, de tal forma que as soluções
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metaestáveis podem ser descartadas.

2.4.2 Vidro de Spin Ising Fermiônico (ISGf)

O modelo de vidro de spin Ising fermiônico (ISGf) é descrito pelo hamiltoniano grande

canônico

Ĥ = −
∑

ij

Jijσ̂iσ̂j − µ
∑

i

n̂i, (2.30)

sendo que o acoplamento Jij é uma distribuição gaussiana em torno do zero com variância

J2. A principal diferença deste modelo para modelos clássicos é que os spins são dados

em termos de operadores fermiônicos que atuam sobre um espaço de quatro estados por

śıtio, dois deles não magnéticos | 00〉 e |↑↓〉, e dois estados magnéticos |↑ 0〉, | 0 ↓〉

σ = a†↑a↑ − a†↓a↓ ; n = a†↑a↑ + a†↓a↓ (2.31)

sendo n o número de ocupação. Neste modelo, o potencial qúımico µ introduz flutuações

Figura 7: Vizinhanças do Ponto Tricŕıtico (PTC) para um potencial qúımico positivo.
Acima de PTC ocorre uma transição de segunda ordem entre as fases paramagnética e
vidro de spin. Abaixo de PTC surge uma transição de primeira ordem. A linha d define
o limite de validade da solução vidro de spin e a linha b define o limite de validade da
solução paramagnética.(ROSENOW; OPPERMANN, 1996)

no número de ocupação dos śıtio (flutuações de carga), devido aos estados não magnéticos

provenientes do espaço fermiônico. O procedimento para obtenção da solução do problema

vidro no modelo fermiônico é assunto recorrente dos caṕıtulos três e quatro. No entanto,
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alguns resultados ilustrativos são demonstrados nesta seção, lembrando apenas que o

tratamento formal utilizado para problemas fermiônicos ainda não foi apresentado.

Uma vez obtido o potencial termodinâmico, ele é extremizado com respeito a q e q̄,

de tal forma que

q̄ =

∫ ∞

−∞

dx√
2π
e−x2/2%2(x) (2.32)

q =

∫ ∞

−∞

dx√
2π
e−x2/2 [%1(x)]

2 (2.33)

com

%2(x) =
cosh(β

√
qx)

cosh(βµ)e−
1
2
β2(p−q) + cosh(β

√
qx)

(2.34)

%1(x) =
sinh(β

√
qx)

cosh(βµ)e−
1
2
β2(p−q) + cosh(β

√
qx)

. (2.35)

Neste modelo fermiônico, são observadas transições de fase com a existência de com-

portamentos tricŕıticos, que surgem devido à mudança na concentração de férmions, ajus-

tada pelo potencial qúımico. Trabalhando no ensemble grande canônico, o modelo ISGf

mostra que, com o aumento no potencial qúımico, somente há transição de segunda or-

dem até o ponto tricŕıtico localizado em Ttc = 1/3. Para Ttc < 1/3, todavia, o sistema

apresenta uma transição de primeira ordem (descont́ınua), como é vista na figura 7, em

que as vizinhanças do ponto tricŕıtico (PTC) são mostradas em um diagrama T versus

µ. Neste diagrama, a transição cont́ınua ocorre na curva (a) acima do PTC. Abaixo de

PTC, transições termodinâmicas de primeira ordem (descont́ınuas) surgem sobre a curva

(c). As curvas (b) e (d) limitam a região de existência das fases ordenadas.

2.4.3 Mapeamento Entre os Modelos ISGf e GS

A apresentação de dois modelos distintos neste caṕıtulo é validada pelo fato de que

há uma estreita relação entre os modelos ISGf no ensemble grande canônico e modelo GS

clássico. Observando atentamente as equações dos parâmetros de ordem (2.22) e (2.32), e

também (2.23) e (2.33), é notável a equivalência entre estas soluções, desde que obedeçam

à seguinte relação:

eβD = eβµ + e−βµ (2.36)

Esta equação que define um mapeamento em ńıvel de potencial termodinâmico (energia

livre) entre os modelos ISGf e GS foi introduzida por Feldmann e Oppermann (1999).

Como conseqüência direta da equação (2.36), as propriedades termodinâmicas de ambos os
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modelos estão diretamente relacionadas. No modelo Ghatak e Sherrington, a introdução

do parâmetro anisotrópico D proporciona o surgimento de transições de primeira ordem,

assim como µ o faz no modelo fermiônico. No modelo clássico de spin generalizado que

possui um parâmetro de ordem pα, os autovalores λ± são negativos e até mesmo complexos

em algumas regiões do diagrama de fase. O mesmo ocorre no modelo fermiônico, em

que são obtidos autovalores negativos e complexos. Perez e Sherrington (2005), em um

trabalho complementar, conclúıram que o modelo ISGf é mapeável ao modelo clássico GS

não somente em ńıvel de potencial termodinâmico, mas inclusive em ńıvel de densidade

de estados.

Dadas as caracteŕısticas apresentadas dos modelo ISGf e GS, é natural que, através

do mapeamento, seja posśıvel comparar resultados gerais obtidos no modelo ISGf com

aqueles obtidos por Ghatak e Sherrington para o modelo GS. Dentro deste contexto, o

presente trabalho, que tem por objetivo introduzir flutuações quânticas no modelo ISGf

através do campo transverso, utilizará a técnica introduzida por Costa, Yokoi e Salinas

para demarcar a linha de transição de primeira ordem no modelo ISGf. Em adição

às caracteŕısticas citadas anteriormentes, os conceitos introduzidos por Lage e Almeida

(1982) durante a análise das condições de estabilidade da solução com simetria do modelo

Ghatak e Sherrington são de grande importância na obtenção do ponto tricŕıtico do mo-

delo fermiônico proposto. Além disso, o formalismo fermiônico, apresentado no decorrer

deste trabalho, permitirá estudar a competição entre a fase vidro de spin e diversos outros

tipos de acoplamentos entre férmions, como por exemplo supercondutividade.
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3 Métodos Utilizados

3.1 Introdução

Durante este caṕıtulo, é feita uma revisão sobre os métodos necessários para o cálculo

das integrais funcionais utilizadas no tratamento de sistemas de muitas part́ıculas idênti-

cas, e que atuam como base formal para o trabalho apresentado nos caṕıtulos seguintes.

Sistemas de muitas part́ıculas podem ser descritos em segunda quantização, sendo que

qualquer operador f́ısico pode ser expresso em termos de operadores de criação e des-

truição. Logo, é posśıvel introduzir este tipo de formalismo também no problema vidro

de spin, já que este, basicamente, é um problema de muitos corpos. Primeiramente, é

feita uma introdução sobre o formalismo de segunda quantização. Na seção seguinte, é

introduzida a base dos estados coerentes, uma base natural para sistemas de muitas par-

t́ıculas, que são auto-estados dos operadores de destruição. Na representação de férmions

idênticos, que é o caso do presente trabalho, é requerida uma álgebra especial para tra-

tar com a anticomutatividade dos operadores que representam as part́ıculas em questão.

Como conseqüência, é apresentada uma seção a cerca da álgebra de variáveis anticomu-

tantes, utilizada posteriomente na base dos estados coerentes para férmions, e conhecida

como álgebra de Grassmann. Finalmente, é feita a descrição do formalismo das integrais

de caminho fermiônicas, bem como o procedimento tomado para o cálculo da função de

partição, dentro da mecânica estat́ıstica, com hamiltonianos que possuem operadores que

anticomutam. Para uma descrição mais completa dos assuntos que são abordados neste

caṕıtulo, ver Negele e Orland (1988).

3.2 Segunda Quantização

Para sistemas de muitas part́ıculas idênticas, é útil definir operadores que criam (a†α)

ou destroem (aα) part́ıculas em um estado espećıfico. Estes operadores geram o espaço de

Hilbert completo pela sua ação sobre um único estado de referência, assegurando também
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uma base para a álgebra dos operadores dentro deste espaço.

Para cada estado de part́ıcula única |λ〉 do espaço de part́ıcula única H, é definido um

operador criação de bóson ou férmions a†λ pela sua ação sobre qualquer estado |λ1 . . . λN〉,
que é simetrizado ou antisimetrizado no espaço de bósons ou de férmions, respectivamente

a†λ|λ1 . . . λN〉 = |λλ1 . . . λN〉. (3.1)

Em uma base ortonormalizada, a†λ atuando sobre um estado resulta

a†λ|λ1 . . . λN 〉 =
√
nλ + 1|λλ1 . . . λN〉. (3.2)

sendo nλ o número de ocupação do estado |λ〉. Fisicamente, o operador a†λ adiciona uma

part́ıcula sobre o estado em que opera, neste caso, o estado |λ〉 e simetriza ou antisimetriza

o novo estado. Devido ao prinćıpio de exclusão de Pauli, em que é permitido apenas um

férmion por estado, a equação (3.1) toma a seguinte forma

a†λ|λ1 . . . λN〉 =

{

|λλ1 . . . λN〉 se |λ〉 ∈ |λ1 . . . λN〉
0 se |λ〉 /∈ |λ1 . . . λN〉

(3.3)

Em sistemas de muitas part́ıculas, é importante definir o estado vácuo, denotado por

|0〉, que representa um estado sem part́ıculas. Um operador a†λ, agindo sobre o vácuo, cria

uma part́ıcula no estado |λ〉
a†λ|0〉 = |λ〉 (3.4)

Como conseqüência, os operadores de criação geram um espaço de Fock completo através

da repetida ação sobre o vácuo.

Bases convenientes para o espaço de Fock utilizam tanto estados normalizados como,

por exemplo, {|0〉, |λ1〉, |λ1λ2〉, |λ1λ2 . . . λN〉, . . .}, quanto estados não normalizados, tais

como {|0}, |λ1}, |λ1λ2}, |λ1λ2 . . . λN}, . . .}. Com isso, a relação de completeza no espaço

de Fock, válida tanto para estados normalizados quanto para não normalizados, é definida

por

1 = |0〉〈0| +
∞
∑

N=1

1

N !

∑

λ1...λN

|λ1 . . . λN}{λ1 . . . λN | (3.5)

= |0〉〈0| +
∞
∑

N=1

1

N !

∑

λ1...λN

(

∏

λ

nλ!

)

|λ1 . . . λN}{λ1 . . . λN |

Através das propriedades de simetria ou antisimetria dos estados de muitas part́ıculas, são
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impostas relações de comutação ou anticomutação entre os operadores de criação. Para

qualquer estado |λ1 . . . λN} e qualquer estado de part́ıcula única |λ〉 e |µ〉, estas relações

são definidas por:

a†λa
†
µ|λ1λ2 . . . λN} = |λµλ1 . . . λN}

= ζ|µλ1 . . . λN} (3.6)

= ζa†λa
†
µ|λ1λ2 . . . λN}

sendo que, através das propriedades de permutação dos estados espećıficas para bósons e

para férmions, ζ assume os valores +1 e −1, respectivamente. A partir da equação (3.6),

a seguinte condição é obtida:

a†λa
†
µ − ζa†µa

†
λ = 0 (3.7)

na qual é conveniente introduzir a seguinte notação:

[a†λ, a
†
µ]ζ = a†λa

†
µ − ζa†µa

†
λ = 0. (3.8)

Os operadores a†λ e a†µ não são auto-adjuntos. Contudo, os operadores aλ são adjuntos dos

operadores de criação a†λ. Com base nesta afirmação, prontamente são obtidas as relações

de comutação dos operadores de destruição, que seguem a adjunta da equação (3.7)

[aλ, aµ]−ζ = aλaµ − ζaµaλ = 0. (3.9)

Como último passo, são definidas as relações de comutação entre os operadores de criação

e destruição para estados de muitas part́ıculas. Assim como no cálculo anterior, são

introduzidos dois estados |λ〉 e |µ〉 pertencentes à base ortogonal {|α〉}. Logo,

aλa
†
µ|α1 . . . αn} = aλ|µα1 . . . αn}

= δλµ|α1 . . . αn} +
n
∑

i=1

ζ iδλαi
|µα1 . . . α̂i . . . αn} (3.10)

a†µaλ|α1 . . . αn} =

n
∑

i=1

ζ i−1δλαi
|µα1 . . . α̂i . . . αn} (3.11)

substituindo a equação (3.11) em (3.10), a seguinte relação é obtida:

a†λaµ|α1 . . . αn} = (δλµ + ζaµa
†
λ)|µα1 . . . αn}. (3.12)

Logo, para qualquer estado |α1 . . . αn}, os operadores de criação e destruição satisfazem
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as equações dos operadores

[aλ, a
†
µ]−ζ = aλa

†
µ − ζa†µaλ = δλµ. (3.13)

Assim, bósons satisfazem as relações de comutação

[aλ, a
†
µ]− = aλa

†
µ + a†µaλ = δλµ (3.14)

e férmions satisfazem as relações de anticomutação

[aλ, a
†
µ]+ = aλa

†
µ − a†µaλ = δλµ. (3.15)

3.2.1 Estados Coerentes

A base dos estados coerentes é análoga à base dos auto-estados de posição na mecânica

quântica. Embora esta base não seja ortonormal, ela cobre todo o espaço de Fock. Tal

como os estados de posição |−→r 〉 são definidos como auto-estados do operador −̂→r , os estados

coerentes são definidos como auto-estados dos operadores de destruição. Para entender

esta afirmação, considere um vetor geral |φ〉 do espaço de Fock, que pode ser expandido

como

|φ〉 =
∞
∑

n=0

∑

α1...αn

φ1 . . . φn|α1 . . . αn〉 (3.16)

sendo que |φ〉 tem componentes com um número mı́nimo de part́ıculas. Aplicando qual-

quer operador de criação em |φ〉, observa-se que o número mı́nimo de part́ıculas em |φ〉
aumenta em um. A partir deste acréscimo em |φ〉, é posśıvel que o estado resultante

não seja proporcional ao estado original. Se esta situação de fato ocorrer, o operador

de criação não pode ter um auto-estado no espaço de Fock. Por outro lado, aplicando

um operador de destruição em |φ〉, o número de part́ıculas no estado |φ〉 decresce por

um. Desde que |φ〉 pode conter um número máximo de part́ıculas, nada próıbe que uma

part́ıcula seja destrúıda, o que permite que |φ〉 tenha auto-estados.

Quando um operador de destruição age sobre um estado coerente, surge uma diferença

significativa entre bósons e férmions. As relações de comutação e anticomutação implicam

na ocorrência da seguinte relação dos comutadores

[φα, φβ]−ζ = 0 (3.17)

Para férmions, os autovalores não comutam e, para acomodar esta caracteŕıstica não
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usual, é necessário introduzir variáveis anticomutantes chamadas variáveis de Grassmann.

Para bósons, contudo, os autovalores comutam. Como o presente trabalho é apresentado

em uma formulação fermiônica, a álgebra dos estados coerentes para bósons não é apre-

sentada. No entanto, a seção seguinte devotará atenção especial à álgebra das variáveis

anticomutantes, conhecida como álgebra de Grassmann. Logo após, é introduzida uma

seção contendo as propriedades dos estados coerentes para férmions.

3.2.2 Álgebra de Grassmann

Quando são utilizados operadores para descrever algum sistema, é necessário definir

uma base. Para a representação de sistemas fermiônicos, é escolhida a base dos estados

coerentes que são auto-estados dos operadores de destruição. Entretanto, em sistemas

fermiônicos, os correspondentes operadores de criação e destruição anticomutam. De

forma a acomodar esta idéia não usual, é preciso introduzir variáveis anticomutantes

chamadas variáveis de Grassmann. A álgebra de Grassmann é definida por um conjunto

de geradores, que são denotados por {ξα}, α = 1, . . . , n. Estes geradores anticomutam:

ξαξβ + ξβξα = 0 (3.18)

tal que, em particular,

ξ2
α = 0. (3.19)

A base da álgebra de Grassmann é feita pelo produto distinto de todos os geradores.

Assim, um número na álgebra de Grassmann é uma combinação linear com coeficien-

tes complexos dos números {1, ξα1, ξα1ξα2 , . . . ξα1ξα2 . . . ξαn}. As seguintes propriedades

definem a conjugação em uma álgebra de Grassmann:

(ξα)∗ = ξ∗α (3.20)

(ξ∗α)∗ = ξα (3.21)

Se λ é um número complexo

(λξα)∗ = λ∗ξ∗α (3.22)

e é válida também para qualquer produto de geradores

(ξα1 . . . ξαn)∗ = ξ∗αn
ξ∗αn−1

. . . ξα∗
1
. (3.23)

Devido à propriedade (3.19), qualquer função anaĺıtica nesta álgebra é uma função
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linear

f(ξ) = f0 + f1ξ (3.24)

e esta é a forma obtida para representação dos estados coerentes de uma função de onda.

Similarmente, a representação dos estados coerentes de um operador na álgebra de Gras-

smann será uma função de ξ∗ e ξ e deve ter a forma

A(ξ∗, ξ) = a0 + a1ξ + ā1ξ + a12ξ
∗ξ. (3.25)

Assim como em funções complexas ordinárias, a derivada pode ser definida para funções

com variáveis de Grassmann. As derivadas de funções com variáveis de Grassmann pos-

suem as mesmas propriedades das derivadas de funções complexas, exceto pelo fato de

que, quando o operador derivativo ∂
∂ξ

age sobre ξ, a variável ξ tem necessariamente que

ser anticomutada até estar adjacente a ∂
∂ξ

∂

∂ξ
(ξ∗ξ) =

∂

∂ξ
(−ξξ∗) (3.26)

= −ξ∗.

Uma vez definida a derivação para variáveis de Grassmann, as seguintes condições são

prontamente obtidas:

∂

∂ξ
A(ξ∗, ξ) = a1 − a12ξ

∗ (3.27)

∂

∂ξ∗
A(ξ∗, ξ) = ā1 + a12ξ (3.28)

∂

∂ξ

∂

∂ξ∗
A(ξ∗, ξ) = −a12 (3.29)

= − ∂

∂ξ∗
∂

∂ξ
A(ξ∗, ξ)

a partir da equação (3.29), observa-se que os operadores ∂
∂ξ∗ e ∂

∂ξ
anticomutam.

A integração sobre as variáveis de Grassmann é definida como um mapeamento linear

que possui as propriedades fundamentais das integrais ordinárias sobre funções em que

a integral de uma forma diferencial exata é zero. Esta exigência implica que a integral

sobre 1 seja 0, desde que 1 é o derivativo de ξ. A integração sobre ξ é a única não nula,

desde que ξ não seja derivativo. Logo,

∫

dξ1 = 0 (3.30)
∫

dξξ = 1.
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É natural definir a integração para variáveis conjugadas da mesma forma

∫

dξ∗1 = 0 (3.31)
∫

dξ∗ξ∗ = 1.

3.2.3 Estados Coerentes Para Férmions

Quando são constrúıdos estados coerentes para férmions, primeiramente se define uma

álgebra de Grassmann G através da associação de um gerador ξα em cada operador de

destruição aα, e um gerador ξ∗α em cada operador de criação a†α. Desta forma, constrói-se

um espaço de Fock generalizado como um conjunto de combinações lineares dos estados

do espaço de Fock F com coeficientes na álgebra de Grassmann G. Qualquer vetor | ψ〉
dentro do espaço de Fock generalizado pode ser expandido através da seguinte equação:

| ψ〉 =
∑

α

χα | φα〉 (3.32)

sendo χα variáveis de Grassmann e | φα〉 vetores do espaço de Fock. Para tratar com

expressões contendo combinações de variáveis de Grassmann e operadores de criação e

destruição, é necessário melhorar a definição das variáveis de Grassmann para especificar

as relações de comutação entre ξ e o operador de destruição a e as adjuntas destas ex-

pressões com ambos os parâmetros. As relações de comutação para férmions obedecem às

seguintes equações:

[ξ̃, ã]+ = 0 (3.33)

e
(

ξ̃, ã
)†

= ã†ξ∗ (3.34)

sendo ξ̃ denota qualquer variável de Grassmann em {ξα, ξ
∗
α} e ã é qualquer operador em

{aα, a
∗
α}. Definimos aqui os estados coerentes para férmions por

|ξ〉 = e−
P

α ξαa†
α |0〉 (3.35)

=
∏

α

(

1 − ξαa
†
α

)

|0〉.

A combinação ξαa
†
α comuta com ξβa

†
β tal que a equação (3.34) reproduz termos não

nulos na expansão da exponencial. Apesar dos estados coerentes pertencerem ao estado

generalizado do espaço de Fock e não ao espaço dos férmions, o ponto crucial é que

qualquer estado f́ısico do espaço dos férmions pode ser escrito em termos dos estados
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coerentes. Para um estado único α, relações de anticomutação entre aα, a
†
α e ξα produzem

a relação

aα

(

1 − ξαa
†
α

)

|0〉 = +ξα|0〉 (3.36)

=
∏

α

(

1 − ξαa
†
α

)

|0〉.

Com uso da equação (3.35) e considerando o fato de que aα e ξ comutam com a combinação

ξβa
†
β para β 6= α, obtêm-se as condições desejadas para os autovalores.

aα|ξ〉 = aα

∏

β

(1 − ξβa
†
β)|0〉 (3.37)

=
∏

α6=β

(1 − ξβa
†
β)aα(1 − ξαa

†
α)|0〉

=
∏

α6=β

(1 − ξβa
†
β)ξα(1 − ξαa

†
α)|0〉

= ξα
∏

α6=β

(1 − ξβa
†
β)|0〉

= ξα|ξ〉.

De forma semelhante, a adjunta do estado coerente é

〈ξ| = 〈0|e−
P

α aαξ∗α = 〈0|e
P

ξ∗αaα (3.38)

e a†α atuando no auto-estado 〈ξ| resulta em

〈ξ|a†α = 〈ξ|ξ∗α. (3.39)

A relação de completeza na base dos estados coerentes para férmions é definida pela

seguinte equação

∫

∏

α

dξ∗αdξαe
−

P

α ξ∗αξα|ξ〉〈ξ| = 1. (3.40)

Se os estados 〈ψi|ξ〉 e 〈ξ|ψi〉 contêm variáveis de Grassmann, suas relações de comutação

seguem a seguinte equação:

〈ψi|ξ〉 〈ξ|ψj〉 = 〈−ξ|ψi〉 〈ψj|ξ〉 . (3.41)
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As relações de completeza providenciam uma expressão útil para o traço de qualquer

operador, sendo que {|n〉} define um conjunto completo de estados

TrA =
∑

n

〈n|A|n〉 (3.42)

=

∫

∏

α

dξ∗αdξαe
−P

α ξ∗αξα
∑

n

〈n|ξ〉〈ξ|A|n〉

=

∫

∏

α

dξ∗αdξαe
−

P

α ξ∗αξα〈−ξ|A
∑

n

|n〉〈n|ξ〉

=

∫

∏

α

dξ∗αdξαe
−

P

α ξ∗αξα〈−ξ|A|ξ〉.

3.3 Formulação de Integrais Funcionais

Dentro da mecânica estat́ıstica quântica, é conveniente introduzir o formalismo fermi-

ônico, ideal na representação de sistemas de muitos corpos. Para tal, algumas definições

foram necessárias. No decorrer deste caṕıtulo, procurou-se demonstrar que é posśıvel

construir uma base de estados coerentes, que são auto-estados dos operadores de des-

truição, especificamente para férmions. Dada a não comutatividade dos autovalores na

representação fermiônica, se fez necessário a introdução da álgebra de Grassmann, que

permite o manuseio com variáveis que anticomutam. Além disso, também se definiu o

traço de qualquer operador f́ısico dentro desta base.

Porém, como calcular a função de partição de um hamiltoniano que é formado por

operadores que não comutam? Uma forma para tratar com a não comutatividade dos

operadores que formam o hamiltoniano é utilizar a formulação das integrais de caminho

de Feynman na base dos estados de posição e momento. Para o tratamento com sistemas

fermiônicos, contudo, é conveniente introduzir a formulação de integrais funcionais dentro

da base dos estados coerentes, em que os operadores do hamiltoniano são expressos em

termos dos operadores de criação e destruição. Neste caso, leva-se em consideração o fato

de que, como se tratam de férmions, é preciso substituir operadores de criação e destruição

por variáveis de Grassmann para tratar com a não comutatividade dos operadores. A seção

seguinte tem como objetivo apresentar uma pequena revisão sobre esta formulação.
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3.3.1 Integrais de Caminho Fermiônicas

Considere primeiramente a função de partição no ensemble grande canônico

Z = Tre
−β(Ĥ−µN̂) (3.43)

sendo Ĥ = Ĥ(a†α, aα) um hamiltoniano descrito em segunda quantização, µ o potencial

qúımico e N̂ o número de ocupação, definido por N̂ =
∑

α a
†
αaα. Utilizando o conceito

introduzido na equação (3.42), é posśıvel escrever a função de partição em um formato

apropriado no tratamento de muitos corpos

Z =

∫

∏

α

dφ∗
αdφαe

−
P

α φ∗
αφα〈−φα|e−β(H̄−µN̄)|φα〉 (3.44)

onde o sinal de menos no bra 〈−φ| surge através da regra de anticomutação definida em

3.41.

Agora, são apresentados os passos chave para cálculo da função de partição do hamil-

toniano Ĥ em termos dos operadores que não comutam. Para tanto, é preciso escrever a

exponencial da função de partição na forma normal ordenada, o que dentro do formalismo

de segunda quantização significa que todos os operadores de criação estão à esquerda dos

operadores de destruição

e
i
h̄

εH(a†,a) = : e
i
h̄

εH(a†,a) : +
∑

n=0

(−iε
h̄

)n+2
H(a†, a)n+2

(n + 2)!
−
∑

n=0

(−iε
h̄

)n+2
: [H(a†, a)]n+2 :

(n+ 2)!

= : e
i
h̄

εH(a†,a) : −
( ε

h̄

)2∑

n=0

(−iε
h̄

)n

(n+ 2)!

[

H(a†, a)n+2− : [H(a†, a)]n+2 :
]

= : e
i
h̄

εH(a†,a) : +O(ε2)

(3.45)

sendo um operador O(a†, a) definido na forma normal por : O(a†, a) :.

Em seguida, o elemento de matriz 〈−φα|e−β(H̄−µN̄)|φα〉 da equação 3.44 pode ser

pensado como um operador evolução temporal, de tal forma que

U(φα,fTf ;φα,iTi) = lim
M→0

〈

−φα,f

∣

∣

∣
e−

ε
h̄
(Ĥ−µN̂)M

∣

∣

∣
φα,i

〉

(3.46)

a notação abaixo define as extremidades do operador evolução

φα,0 = φα,i (3.47)

φ∗
α,M = φ∗

α,f .
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Como os elementos desse operador evolução não podem ser calculados em intervalos de

tempo finitos, foi preciso separar o intervalo de tempo τf − τi do operador evolução da

equação 3.46 em M partes infinitesimais de tamanho ε através das seguintes condições:

ε =
τf−τi

M
; β = τf − τi. (3.48)

Na equação 3.46, o elemento de matriz do operador evolução é calculado entre o estado

coerente inicial |φi〉 tendo a componente φα,i e um estado final 〈φf | com componentes φ∗
α,f .

Sobre o operador evolução temporal, é introduzida M-1 vezes a relação de completeza

definida por

1 =
∏

α

dφ∗
α,kdφα,ke

−
P

α φ∗
α,kφα,k |φα,k〉〈φα,k|. (3.49)

Assim como na equação 3.45, o hamiltoniano H(a†α, aα) da equação 3.46 também é escrito

na forma normal ordenada:

eεH(a†a) =: eεH(a†a) : +O(ε2). (3.50)

Com isso, a utilização da forma normal ordenada sobre um operador evolução temporal

infinitesimal produz um erro que é da ordem ε2 vezes um número finito, quando os opera-

dores atuam sobre uma função de onda diferenciável e normalizada, tal que no limite de

ε→ 0

: eεH(a†a) : +O(ε2) ': eεH(a†a) : . (3.51)

O próximo passo é calcular os elementos de matriz das exponenciais na forma normal

ordenada

U(φ∗
α,f tf ;φα,iti) = lim

M→∞
〈φα,f |e−

ε
h̄
(Ĥ−µN̂)M |φα,i〉 (3.52)

= lim
M→∞

∫ M−1
∏

k=1

∏

α

dφ∗
α,kdφα,ke

−
PM−1

k=1

P

α φ∗
α,kφα,k

× 〈φk| : e−
iε
h̄

H(a†
α ,aα) : +O(ε2)|φk−1〉

' lim
M→∞

∫ M−1
∏

k=1

∏

α

dφ∗
α,kdφα,ke

−
PM−1

k=1

P

α φ∗
α,kφα,k

× e
PM−1

k=1 (
P

α φ∗
α,kφα,k−1− iε

h̄
H(φ∗

α,kφα,k−1)).

Em integrais funcionais, é conveniente introduzir uma trajetória φα(t) para representar o
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conjunto {φα,1φα,2 . . . φα,M}. Assim, é posśıvel introduzir a seguinte notação

φ∗
α,k

φα,k − φα,k−1

ε
= φ∗

α(t)
∂

∂t
φα(t) (3.53)

e

H(φk
α, φα,k−1) = H(φ∗

α(t), φα(t)) (3.54)

esta notação de trajetória e derivada é puramente simbólica. Dentro desta notação, ope-

rador pode ser escrito como

U(φ∗
α,f tf ;φα,iti) =

∫ φ∗
α(tf )

φα(ti)

D [φ∗
α(t)φα(t)] e

P

α φ∗
α(tf )φα(tf ) (3.55)

× e
i
h̄

R tf
ti

dt[
P

α ih̄φ∗
α(t) ∂φα

∂t
(t)−H(φ∗

α(t),φα(t))]

sendo
∫ φ∗

α(tf )

φα(ti)

D [φ∗
α(t)φα(t)] = lim

M→∞

∫ M−1
∏

k=1

∏

α

dφ∗
α,kdφα,k. (3.56)

Observa-se, na expressão (3.55), que as condições de contorno especificam φα,0 e φ∗
α,M ,

que não há variáveis φ∗
α,0 ou φα,M , e que todas as variáveis internas conjugadas φ∗

α,k e

φα,k com ı́ndices variando de k = 1 até M − 1 são integradas. Na notação de trajetória,

φ∗
α(t) e φα(t) são associados com variáveis deslocadas φ∗

α,k e φ∗
α,k−1, respectivamente, tal

que φ∗
α(tf ) e φα(ti) são especificados pelas condições de contorno, mas φα(tf) e φ∗

α(ti)

correspondem a variáveis internas de integração não sujeitas a condições de contorno.

A equivalência do estado coerente interior e exterior nas integrais de caminho é en-

fatizada rotulando φα = −φα,M . Finalmente, substituindo a equação (3.56) em (3.44), a

função de partição resultante é

Z = lim
M→0

∫ M
∏

k=1

∏

α

dφ∗
α,kdφα,ke

−S(φ∗,φ) (3.57)

sendo S(φ∗, φ) a ação

S(φ∗, φ) = ε
M
∑

k=2

[

∑

α

φ∗
αk

{

φ∗
α,k − φα,k−1

ε
− µφα,k−1

}

+H
(

φ∗
α,k, φα,k−1

)

]

+ ε

[

∑

α

φ∗
α1

{

φ∗
α,1 − ζφα,M

ε
− µζφα,M

}

+H
(

φ∗
α,1, ζφα,M

)

]

. (3.58)
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Usando a notação de trajetória, a ação S pode ser reescrita

Z =

∫ φ∗
α(τf )

φα(τi)

D [φ∗
α(t)φα(t)] (3.59)

× e−
R β
0 dτ[

P

α φ∗
α(τ)( ∂

∂t
−µ)φα(τ)+H(φ∗

α(τ),φα(τ))].

Observa-se que a integração sobre variáveis de Grassmann satisfaz condições de con-

torno antiperiódicas para férmions. A partir desta análise relacionada às integrais de

caminho, é posśıvel utilizar este formalismo no cálculo da função de partição para sis-

temas fermiônicos. Na próxima seção, a aproximação de integrais funcionais é utilizada

para tratar com a não comutatividade dos operadores de criação e destruição em sistemas

vidro de spin com uma representação fermiônica para as variáveis de spin Ising.
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4 Modelo

4.1 Introdução

Nesta seção, é introduzida a formulação fermiônica no modelo vidro de spin Ising de

alcance infinito, sendo que os operadores de spins são representados pela combinação bili-

near de operadores fermiônicos. Além disso, um campo magnético perpendicular aos ope-

radores de spin no eixo z, conhecido como campo transverso, é acrescentado ao modelo. O

campo transverso é um mecanismo que“flipa”os spins, permitindo o acesso a transições de

fase em T = 0, em que ocorrem somente flutuações quânticas. Na formulação fermiônica,

os operadores de spin atuam em um espaço com quatro auto-estados por śıtio; um ocupado

com spin para cima, outro ocupado com spin para baixo, e dois estados não magnéticos,

um deles não ocupado e o outro duplamente ocupado. Com base nesta descrição, dois

modelos podem ser apresentados nesta formulação. O primeiro, conhecido como modelo

2S, ou de dois estados, tem um v́ınculo que descarta os estados não magnéticos, possi-

bilitando a utilização de uma formulação fermiônica para o problema vidro de spin 1/2,

o que permite a comparação com resultados prévios de Theumann, Schmidt e Magalhães

(2002). Já no modelo fermiônico 4S, ou de quatro estados, não há restrição quanto ao

número de estados por śıtio, e a introdução de um potencial qúımico, naturalmente des-

crito em sistemas grande canônicos, permite flutuações de carga no sistema e possibilita

observar comportamentos interessantes nas transições de fase. Este caṕıtulo é distribúıdo

da seguinte maneira: na seção seguinte, são apresentados os cálculos anaĺıticos para os

modelos 2S e 4S. Na última seção, uma discussão dos resultados e do comportamento

das transições de fase são o objeto de estudo.
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4.2 Vidro de Spin Fermiônico com Campo Trans-

verso

O modelo de Sherrington e Kirkpatrick (1978) (SK), por possuir uma solução anaĺı-

tica exata, foi largamente utilizado para descrever sistemas vidro de spin. Neste modelo,

as variáveis de spin Ising são clássicas, isto é, Si = ±1. Por outro lado, a representação

fermiônica do modelo SK, além de permitir estudar o problema vidro de spin em pre-

sença de flutuações quânticas e de carga, permite também estudar a competição entre o

estado vidro de spin e outros acoplamentos entre férmions como, por exemplo, supercon-

dutividade. Nesta formulação, os operadores de spins são escritos como uma combinação

bilinear de operadores fermiônicos. Este tipo de formalismo tem como vantagem introdu-

zir uma representação conveniente para estados de muitos corpos. Nessa representação,

tem-se o seguinte hamiltoniano:

Ĥ = −
∑

ij

JijŜz
i Ŝ

z
j − 2Γ

∑

i

Ŝx
i . (4.1)

Neste caso, Ŝ é um operador de spin escrito como uma função bilinear de operadores de

criação e destruição. Os operadores de spin da equação (4.1) são definidos como:

Ŝz
i = 1

2
[n̂i↑ − n̂i↓ ] ; Ŝx

i = 1
2
[c†i↑ci↓ + c†i↓ci↑] (4.2)

sendo n̂i = c†iσciσ o operador número de ocupação, c†iσ(ciσ) os operadores de criação

(destruição), com σ =↑ ou ↓ indicando as projeções dos spins e Jij uma variável aleatória

com a seguinte distribuição de probabilidade gaussiana:

P (Jij) = (N/32πJ2)1/2 exp(−NJ2
ij/32J2). (4.3)

Na formulação fermiônica, Theumann, Schmidt e Magalhães (2002) apresentaram dois

modelos fermiônicos; o modelo conhecido como 4S, com quatro auto-estados por śıtio, e

o modelo 2S, com dois auto-estados por śıtio. No modelo de quatro auto-estados, dois

deles são não magnéticos. Porém, no modelo conhecido como 2S, estes auto-estados não

magnéticos são descartados com a introdução de um v́ınculo que fixa o número de ocu-

pação ni↑ + ni↓ = 1, através de uma integral de v́ınculo em cada śıtio. Nesta seção, os

dois modelos são apresentados, mas somente os resultados para o modelo 4S são discu-

tidos. Resultados para o modelo 2S sem campo transverso são utilizados somente para

comparação com resultados clássicos conhecidos. A formulação das integrais de caminho

com variáveis de Grassmann, comumente utilizada para descrever sistemas fermiônicos, é
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aplicada na solução deste problema. A função de partição no ensemble grande canônico,

descrita para o modelo de quatro estados, é definida por

Z4S = Tre
−β(H̄−µN̄). (4.4)

Enquanto que o modelo de estados, ou 2S, por sua vez, tem a seguinte restrição inclusa

à função de partição para garantir um número de ocupação médio igual a um por śıtio

(THEUMANN; SCHMIDT; MAGALHÃES, 2002):

Z2S = Tr

[

e−βH̄
∏

j

δ(nj↑ + nj↓ − 1)

]

. (4.5)

O v́ınculo para o modelo 2S tem a seguinte representação na forma integral

δ(nj↑ + nj↓ − 1) =
1

2π

∫ 2π

0

dxje
ixj [nj↑+nj↓−1]. (4.6)

É posśıvel escrever uma função de partição generalizada, escrita na forma de uma integral

de caminho fermiônica e que descreve ambos os modelos.

Z {µ} =

∫

D(φ ∗ φ)e( s−2
2

)Nβµ
∏

j

1

2π

∫ 2π

0

dxje
−yjeA{µ} (4.7)

sendo A {µ} definido pela seguinte equação:

A {µ} =

∫ β

0

dτ

[

∑

jσ

φ∗
jσ(τ)

(

− ∂

∂τ
+
yj

β

)

φjσ(τ) −H(φ∗
jσ(τ), φjσ(τ))

]

. (4.8)

As variáveis s e yi foram introduzidas nas equações (4.8) e (4.7) para representar a função

de partição generalizada. Para a função de partição no modelo 4S, que tem dois estados

magnéticos (| ↑ 0〉, | ↓ 0〉) e dois estados não magnéticos (|00〉, | ↓↑〉), escolhe-se s = 4

e yi = βµ de tal forma que o termo e( s−2
2

)Nβµ se cancela com a exponencial do v́ınculo,

reduzindo a função de partição a

Z4S {µ} =

∫

D(φ∗φ)eA4S{µ} (4.9)

com

A4S {µ} =

∫ β

0

dτ

[

∑

jσ

φ∗
jσ(τ)

(

− ∂

∂τ
+ µ

)

φjσ(τ) −H(φ∗
jσ(τ), φjσ(τ))

]

. (4.10)

Na representação do modelo 2S, que tem dois estados magnéticos (| ↑ 0〉, | ↓ 0〉), escolhe-

se s = 2 e yj = ixj . Assim, o termo e( s−2
2

)Nβµ se reduz a um, e a função de partição toma
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o seguinte formato

Z2S {µ} =

∫

D(φ ∗ φ)
∏

j

1

2π

∫ 2π

0

dxje
−xjeA2S{µ} (4.11)

sendo A2S {µ} definido pela seguinte equação:

A2S {µ} =

∫ β

0

dτ

[

∑

jσ

φ∗
jσ(τ)

(

− ∂

∂τ
+
ixj

β

)

φjσ(τ) −H(φ∗
jσ(τ), φjσ(τ))

]

. (4.12)

Na equação (4.8), H (φ∗
iσ(τ), φiσ(τ)) é definido por

H(φ∗
iσ(τ), φiσ(τ)) = −1

4

∑

ij

Jij

∑

σσ′

σσ
′
φ∗

iσ(τ)φiσ(τ)φ∗
jσ′(τ)φjσ′(τ) −

∑

jσ

Γφ∗
jσ(τ)φj−σ(τ).

(4.13)

A equação (4.8) pode ser separada em duas partes

A {µ} = AΓ + ASG (4.14)

em que AΓ representa a componente que contém o termo yi, o campo transverso e um

termo livre

AΓ =

∫ β

0

dτ
∑

jσ

[

φ∗
jσ(τ)

(

− ∂

∂τ
+
yj

β

)

φjσ(τ) + Γφ∗
jσ(τ)φj−σ(τ)

]

(4.15)

e ASG é a componente responsável pelo surgimento da fase vidro de spin

ASG =
1

4

∑

ij

Jij

∑

σσ′

σσ
′
φ∗

iσ(τ)φiσ(τ)φ∗
jσ′(τ)φjσ′(τ). (4.16)

Para problemas que são homogêneos no tempo ou que têm uma função temporal periódica

em um intervalo que vai de 0 a β, é conveniente utilizar a transformada de Fourier do

espaço τ para o espaço das freqüências

φ∗
jσ(τ) =

∑

ωn

e
iωnτ

β φjσ(ωn) ; φjσ(τ) =
∑

ωm

e−
iωmτ

β φjσ(ωm) . (4.17)

Utilizando a transformada de Fourier primeiramente na equação (4.15), AΓ é reescrito em

função das freqüências de Matsubara

AΓ =
∑

m,n

∫ β

0

dτ exp

(

iωmτ

β
− iωnτ

β

)

× 1

β

∑

jσ

[

φ∗
jσ(ωm) (iωn + yj)φjσ(ωn) + βΓφ∗

jσ(ωm)φj−σ(ωn)
]

.
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Da mesma maneira, reescreve-se também ASG em função das freqüências de Matsubara

ASG =
∑

pq,rs

∫ β

0

dτ exp

(

i(ωp − ωq)τ

β
− i(ωr − ωs)τ

β

)

×
{

1

4

∑

ij

Jij

∑

σσ′

σσ′φ∗
iσ(ωp)φiσ(ωq)φ

∗
jσ′(ωs)φjσ′(ωr)

}

. (4.18)

As freqüências de Matsubara são convenientemente reescritas através das seguintes con-

dições:

Ωγ = ωp − ωq ; Ων = ωr − ωs (4.19)

de tal forma que a seguinte expressão é obtida:

ASG =
∑

γq,νr

∫ β

0

dτ exp

(

iωγτ

β
− iωντ

β

)

×
{

1

4

∑

ij

Jij

∑

σσ′

σσ′φ∗
iσ(Ωγ + ωq)φiσ(ωq)φ

∗
jσ′(ωr − Ων)φjσ′(ωr)

}

. (4.20)

Com isso, as integrais que surgem nas equações (4.18) e (4.20) são prontamente calculadas

com a utilização da seguinte identidade:

∫ L

−L

exp
(nπx

L
− mπx

L

)

dx =

{

0 se m 6= n

2L se m = n
(4.21)

A expressão resultante após a utilização da identidade (4.21) em AΓ é definida pela equação

AΓ =
∑

jσ

∑

n

[

φ∗
jσ(ωn) (iωn + yj)φjσ(ωn) + φ∗

jσ(ωn)βΓφj−σ(ωn)
]

(4.22)

Finalmente, a expressão (4.22) pode ser escrita em uma representação matricial

AΓ =
∑

j

∑

n

[

φ∗
j↑(ωn) φ∗

j↓(ωn)
]

[

iωn + yj βΓ

βΓ iωn + yj

][

φj↑(ωn)

φj↓(ωn)

]

(4.23)

As matrizes da expressão (4.23) são conhecidas como espinores, e definidas da seguinte

forma:

Ψ†
j(ωn) =

[

φ∗
j↑(ωn) φ∗

j↓(ωn)
]

; Ψj(ωn) =

[

φj↑(ωn)

φj↓(ωn)

]

(4.24)
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Com isso, AΓ pode ser expressa na seguinte forma compacta:

AΓ =
∑

j

∑

n

Ψ†
j(ωn)γ−1

j Ψj(ωn) (4.25)

As matrizes de Pauli são utilizadas para representar γ−1
j e ASG

σx =

(

0 1

1 0

)

; σy =

(

0 −i
i 0

)

; σz =

(

1 0

0 −1

)

(4.26)

sendo γ−1
j definido por um termo potencial mais uma parte complexa, em que I é a matriz

identidade, e uma componente do campo transverso:

γ−1
j = (iωn + yj) I + βΓσx (4.27)

Da mesma maneira, a expressão para ASG após a integração toma a seguinte forma:

ASG =
∑

ij

βJij

∑

γ

1

2

∑

σq

σφ∗
iσ(Ωγ + ωq)φiσ(ωq)

1

2

∑

σ′r

σ′φ∗
jσ′(ωr − Ωγ)φjσ′(ωr) (4.28)

Introduzindo a seguinte notação para representar a equação (4.28)

Sz
i (Ωγ) = 1

2

∑

σq σφ
∗
iσ(Ωγ + ωq)φiσ(ωq) ; Sz

j (−Ωγ) = 1
2

∑

σ′r σ
′φ∗

jσ′(ωr − Ωγ)φjσ′(ωr)

(4.29)

ASG assume o seguinte formato, sendo que σ indica a projeção dos spin, σ =↑ ou ↓

ASG =
∑

γ

∑

ij

βJijS
z
i (Ωγ)S

z
j (−Ωγ) (4.30)

As variáveis Sz
i (Ωγ) e Sz

j (−Ωγ) também podem ser escritas na forma matricial

Sz
i (Ωγ) =

[

φ∗
i↑(Ωγ + ωq) φ∗

i↓(Ωγ + ωq)
]

[

1 0

0 −1

][

φi↑(ωq)

φi↓(ωq)

]

(4.31)

e

Sz
j (−Ωγ) =

[

φ∗
j↑(ωr − Ωγ) φ∗

j↓(ωr − Ωγ)
]

[

1 0

0 −1

][

φj↑(ωr)

φj↓(ωr)

]

(4.32)

Com uso da definição de espinores e das matrizes de Pauli, Sz
i (Ωγ) e Sz

j (−Ωγ) são escritos

na seguinte forma compacta:

Sz
i (Ω) = 1

2

∑

q

Ψ†
i (ωq + Ωγ)σzΨi(ωq) Sz

j (−Ω) = 1
2

∑

r

Ψ†
j(ωr − Ωγ)σzΨj(ωr) (4.33)

sendo ω e Ω funções periódicas e antiperiódicas definidas por ωm = (2m)π e Ωn = (2n+1)π,

respectivamente. Na aproximação estática, as flutuações no tempo das correlações spin-
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spin são desprezadas. Neste caso, o termo Ωγ é tomado nulo na equação (4.30), o que

resulta na obtenção da componente estática da parte vidro de spin

Ast
SG =

∑

ij

βJijS
z
i (0)Sz

j (0) (4.34)

com

Sz
i (0) = 1

2

∑

q

Ψ†
i (ωq)σ

zΨi(ωq) Sz
j (0) = 1

2

∑

r

Ψ†
j(ωr)σ

zΨj(ωr). (4.35)

Assim, através do formalismo das variáveis de Grassmann, e utilizando a transformada de

Fourier do espaço do tempo imaginário para as freqüências, a ação total assume o seguinte

formato:

A {µ} =
∑

j

∑

n

Ψ†
j(ωn)γ

−1
j Ψj(ωn) +

∑

ij

βJijS
z
i (0)Sz

j (0) (4.36)

A partir daqui, é posśıvel prosseguir com o procedimento padrão para obtenção da média

configuracional da energia livre por śıtio usando o formalismo das réplicas.

F = − 1

βN
lim
n→0

Zn − 1

n
(4.37)

De acordo com o formalismo das réplicas, toma-se a média configuracional da n-ésima

potência da função de partição

Z(n) =

∫

∏

ij

P (Jij)dJij

∫

∏

α

D(φ†
αφα)e(

s−2
2

)Nβµα
∏

j

1

2π

∫ 2π

0

dxjαe
−yjαeAα{µ} (4.38)

com

Aα {µ} =
∑

αj

∑

n

Ψ†
αj(ωn)γ−1

j Ψαj(ωn) +
∑

α

∑

ij

βJijS
z
αi(0)Sz

αj(0) (4.39)

sendo α = 1 . . . n o ı́ndice de réplicas. A integral sobre Jij pode ser calculada independen-

temente para cada par (ij) utilizando a distribuição de probabilidade na equação (4.3), e

resulta em

Z(n) =

∫

∏

α

D(φ†
αφα)e(

s−2
2

)Nβµα
∏

j

1

2π

∫ 2π

0

dxjαe
−yjα

× exp





∑

αj

∑

n

Ψ†
jα(ωn)γ−1

j Ψjα(ωn) +
8β2J2

N

∑

(ij)

(

∑

α

Sz
iαS

z
jα

)2


 (4.40)

em que se configura Sz
jα(0) = Sz

jα para forma de simplicidade. São explicitados os termos

α = β e α 6= β do termo quadrático do expoente

∑

(ij)

(

∑

α

Sz
iαS

z
jα

)2

=
∑

α

∑

(ij)

(Sz
iα)2(Sz

jα)2 + 2
∑

(αβ)

∑

(ij)

Sz
iαS

z
iβS

z
jαS

z
jβ (4.41)
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Os ı́ndices (ij) e (αβ) indicam as somas com i 6= j e α 6= β, respectivamente. Com

o intuito de facilitar a resolução do problema, as somas sobre (ij) são reescritas, o que

resulta na redução da soma sobre dois śıtios para a soma sobre apenas um śıtio

∑

(ij)

(Sz
iα)2(Sz

jα)2 =

[

(

∑

j(S
z
jα)2

)2

−∑j

(

(Sz
jα)2

)2
]

∑

(ij)

Sz
iαS

z
jβS

z
iαS

z
jβ =

[

(

∑

j S
z
jαS

z
jβ

)2

−
∑

j(S
z
jαS

z
jβ)2

] (4.42)

sendo que os termos quadráticos
(

∑

j(S
z
jα)2

)2

e
(

∑

j S
z
jαS

z
jβ

)2

dominam no limite de

N → ∞. Dessa forma, pode-se desprezar os termos lineares em N tal que

∑

(ij)

(Sz
iα)2(Sz

jα)2 '





(

∑

j

(Sz
jα)2

)2


 ;
∑

(ij)

Sz
iαS

z
jβS

z
iαS

z
jβ '





(

∑

j

Sz
jαS

z
jβ

)2


 (4.43)

A função de partição toma a seguinte forma

Z(n) =

∫

∏

α

D(φ†
αφα)e(

s−2
2

)Nβµα
∏

j

1

2π

∫ 2π

0

dxjαe
−yjα

× exp





∑

αj

A0
αj +

8β2J2

N

∑

α

(

∑

j

(Sz
jα)2

)2

+
16β2J2

N

∑

(αβ)

(

∑

j

Sz
jαS

z
jβ

)2




(4.44)

com

A0
αj =

∑

n

Ψ†
jα(ωn)γ−1

j Ψjα(ωn). (4.45)

A redução da soma sobre dois śıtios para a soma sobre um śıtio na equação (4.44) trouxe

como conseqüência a introdução de termos quadráticos à função de partição. Para resolver

este problema, é utilizada a transformação de Hubbard-Stratonovich,

exp

(

a2

2

)

=

√

1

2π

∫

dx exp

[

−x
2

2
+ xa

]

(4.46)

Utilizando a identidade (4.46) para reescrever os termos quadráticos da função de partição

da equação (4.44), as seguintes expressões são obtidas:

e
8(βJ)2

N

P

α(
P

j(S
z
jα)2)2 =

√

N(βJ)2

2π

∫

∏

α

dqαe
[
−N(βJ)2

2

P

α q2
α+4(βJ)2

P

jα qα(Sz
jα)2] (4.47)

e

e
16(βJ)2

N

P

αβ(
P

j Sz
jαSz

jβ)2 =

√

N(βJ)2/2

2π

∫

∏

(αβ)

dqαβe
[−N(βJ)2

P

(αβ) q2
αβ+8(βJ)2

P

jαβ qαβSz
jαSz

jβ ].

(4.48)
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A partir da identidade (4.46), os campos auxiliares qα e qαβ são introduzidos, e a função

de partição toma a seguinte forma:

Z(n) =(βJ)2N/
√

2

2π

∫

∏

α

dqα

∫

∏

(αβ)

dqαβ

× exp







N



−(βJ)2





∑

(αβ)

q2
αβ +

1

2

∑

α

q2
α



+ ln Λα











(4.49)

com

Λα =

∫

∏

α

D(φ†
αφα)e(

s−2
2

)βµα
1

2π

∫ 2π

0

dxαe
−yα

× exp







∑

α

A0
α + 4(βJ)2





∑

α

qα(Sz
α)2 + 2

∑

(αβ)

qαβS
z
αS

z
β











.

(4.50)

sendo as somas sobre j explicitadas. O surgimento do parâmetro qα levanta uma impor-

tante questão. No modelo de Sherrington e Kirkpatrick (1978), S2 = 1, de tal forma que

elementos diagonais da matriz das réplicas são unitários. Todavia, no modelo fermiônico,

o surgimento de um novo parâmetro se deve justamente ao fato de que os termos que

compõem essa diagonal agora são escritos em termos de operadores.

As integrais em (4.49) podem ser avaliadas pelo método “steepest descent”, de ma-

neira que os parâmetros qα e qαβ são escolhidos de forma a extremizar o argumento da

exponencial em Λα na equação (4.49). Logo,

qα = 1
(βJ)2

∂
∂qα

ln Λα = 4 〈(Sz
α)2〉 ; qαβ = 1

2(βJ)2
∂

∂qαβ
ln Λα = 4

〈

Sz
αS

z
β

〉

(4.51)

Assumindo a solução com simetria de réplicas

qα = 4 〈(Sz
α)2〉 = q̄

qαβ = 4
〈

Sz
αS

z
β

〉

= q
(4.52)

sobre as somas α e (αβ), e considerando que a soma (αβ) na equação (4.50) pode ser

reduzida para uma soma sobre uma única réplica

∑

αβ qαβS
z
αS

z
β = 1

2
q
[

(
∑

α S
z
α)2 −

∑

α (Sz
α)2] ;

∑

α qα(Sz
jα)2 = q̄

∑

α(Sz
jα)2 (4.53)
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é obtida a seguinte forma para Λα:

Λα =

∫

∏

α

D(φ†
αφα)e(

s−2
2

)βµα
1

2π

∫ 2π

0

dxαe
−yα

× exp







∑

α

A0
α + 4(βJ)2(q̄ − q)

∑

α

(Sz
α)2 + 4(βJ)2q

(

∑

α

Sz
α

)2






. (4.54)

Após este procedimento, ainda persistem termos quadráticos em (4.50). Novamente, o

aux́ılio da identidade de Hubbard-Stratonovich é requerida. As somas sobre α com a

linearização resultam em

e4(βJ)2(q̄−q)
P

α(Sz
α)2 =

√

1

2π

∫

∏

α

dξαe
P

α

»

− ξ2α
2

+2βJ
√

2(q̄−q)ξαSz
α

–

(4.55)

e4(βJ)2q(
P

α Sz
α)

2

=

√

1

2π

∫

dze

h

− z2

2
+2βJ

√
2qz

P

α Sz
α

i

(4.56)

o que resulta na seguinte equação para Λα:

Λα = e(
s−2
2

)βµα
1

2π

∫ 2π

0

dxαe
−yα

∫

dz

2π
e

−z2

2

∏

α

∫

dξα
2π

e−
P

α ξ2α
2

∫

D(φ†
αφα)

× exp

{

∑

α

[

A0
α + 2βJ

√

2(q̄ − q)ξα(Sz
α) + 2βJ

√

2qz Sz
α

]

}

. (4.57)

Introduzindo uma notação compacta para as integrais

∫

dz
2π
e

−z2

2 =

∫

Dz ;

∫

dξα

2π
e−

P

α ξ2α
2 =

∫

Dξα. (4.58)

Lembrando que Sz
α é definido na equação (4.35), Λα toma a seguinte forma:

Λα =

∫

Dz

∫

Dξα
∏

α

e(
s−2
2

)βµα
1

2π

∫ 2π

0

dxαe
−yαIα(z, ξα, q, q̄) (4.59)

sendo

Iα(z, ξα, q, q̄) =

∫

D(φ†
αφα) exp

{

∑

α

∑

n

Ψ†
α(ωn)G−1

nαΨα(ωn)

}

(4.60)

G−1
nα é o elemento de matriz definido por

G−1
nα = γ−1

n + (βJ
√

2qz + βJ
√

2(q̄ − q)ζα)σz (4.61)

e

γ−1
n = (iωn + y) I + βΓσx. (4.62)
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A simetria de réplicas assegura que

Λα =

∫

Dz

{
∫

Dξe(
s−2
2

)βµ 1

2π

∫ 2π

0

dxe−yI(z, ξ, q, q̄)

}n

(4.63)

de tal forma que as somas sobre α são realizadas.

Com uso das propriedades da álgebra de Grassmann, é posśıvel reescrever a equação

(4.63) com aux́ılio da seguinte identidade:

∫ n
∑

i=1

dξ∗i dξie
−

P

i giξ∗i ξi = detG (4.64)

logo,

I(z, ξ, q, q̄) =

∫

D(φ†φ) exp

{

∑

n

Ψ†(ωn)G
−1
n Ψ(ωn)

}

=
∏

n

det(γ−1
n + h(z, ξ, q, q̄)σz)

(4.65)

com h(z, ξ, q, q̄) definido por

h(z, ξ, q, q̄) = βJ
√

2qz + βJ
√

2(q̄ − q)ξ. (4.66)

A função I(z, ξ, q, q̄) pode ser reescrita

I(z, ξ, q, q̄) =
∞
∏

n=−∞

[

iωn + y +
√

∆
] [

iωn + y −
√

∆
]

(4.67)

sendo ∆

∆ = h2(z, ξ, q, q̄) + (βΓ)2. (4.68)

A soma sobre as freqüências de Matsubara na equação (4.67) é feita no apêndice 3. Com

isso, I(z, ξ, q, q̄) se reduz a

I(z, ξ, q, q̄) = 2ey
[

cosh (y) + cosh(
√

∆(z, ξ, q, q̄))
]

(4.69)

onde ∆(z, ξ, q, q̄) é definido por

∆(z, ξ, q, q̄) = h2 + (βΓ)2 (4.70)

com h definido por

h = βJ
√

2qz + βJ
√

2(q̄ − q)ξ. (4.71)
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Substituindo a equação (4.69) em (4.63), Λα assume a seguinte forma:

Λα =

∫

Dz

{
∫

Dξ2e
s−2
2

βµ

[

1

2π

∫ 2π

0

dx cosh (y) + cosh
√

∆(z, ξ, q, q̄)

]}n

(4.72)

em que

1

2π

∫ 2π

0

dx cosh (y) =

{

0 se y = ix

cosh (βµ) se y = βµ
(4.73)

Assim, ao tomar o limite das réplicas n→ 0, é obtida a equação (4.74). Lembrando que,

ao assumir s = 2, o modelo de dois estados é representado. Quando s = 4 é escolhido, o

modelo de quatro estados é representado. Desta forma, o grande potencial termodinâmico

generalizado pode ser escrito por

Ω =
βJ2

2

[

q̄2 − q2
]

+
(s− 2)

2
µ− 1

β
ln 2

− 1

β

∫

Dz ln

[

(s− 2)

2
cosh (βµ) +

∫

Dξ cosh(
√

∆(z, ξ, q, q̄))

]

. (4.74)

Os parâmetros de ordem são obtidos através da condição de extremização do potencial

termodinâmico. Logo, as equações ponto de sela resultam em

q =

∫

Dz

[

∫

Dξ sinh(
√

∆(z, ξ, q, q̄))
(s−2)

2
cosh (βµ) +

∫

Dξ cosh(
√

∆(z, ξ, q, q̄))

]2

(4.75)

e

q̄ =

∫

Dz

[

∫

Dξ cosh(
√

∆(z, ξ, q, q̄))
(s−2)

2
cosh (βµ) +

∫

Dξ cosh(
√

∆(z, ξ, q, q̄))

]

(4.76)

sendo

∫

Dz =
∫

dz√
2π
e−z2/2 ;

∫

Dξ =
∫

dξ√
2π
e−ξ2/2. (4.77)

A partir da equação S/K = β2 ∂Ω
∂β

, a entropia também é derivada. Já observada em

modelos clássicos (SHERRINGTON; KIRKPATRICK, 1978), a entropia na solução com si-

metria de réplicas do modelo fermiônico também apresenta valores negativos para baixas

temperaturas, indicando um problema sério no uso desta aproximação. Porém, ques-

tões relacionadas à solução com simetria de réplicas não são discutidas aqui, pois são o

tema principal do caṕıtulo seguinte que trata da estabilidade da solução com simetria de

réplicas.
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S

k
= −3

2
β2J2

(

q̄2 − q2
)

− β

∫

Dz
sinh (βµ)

K(z, ξ, q, q̄)
µ (4.78)

− (βΓ)2

∫

Dz
1

K(z, ξ, q, q̄)

∫

Dξ
sinh

√

∆(z, ξ, q, q̄)
√

∆(z, ξ, q, q̄)
+

∫

ln [2K(z, ξ, q, q̄)]

sendo K(z, ξ, q, q̄) definido por

K(z, ξ, q, q̄) =
(s− 2)

2
cosh (βµ) +

∫

Dξ cosh(
√

∆(z, ξ, q, q̄)). (4.79)

4.3 Resultados

A seção anterior serviu de ponto de partida para a introdução de dois modelos fermiô-

nicos que descrevem a competição entre as fases paramagnética e vidro de spin. Enquanto

que o modelo 2S possui uma restrição quanto ao número de ocupação por śıtio, o mo-

delo 4S possibilita a introdução de flutuações de carga através do potencial qúımico. Em

ambos os casos, porém, a presença de um campo magnético transverso é responsável

pela introdução de flutuações de natureza quântica. É importante salientar que, em al-

tas temperaturas, os momentos magnéticos são predominantemente governados através

de flutuações térmicas, e flutuações de natureza quântica podem ser desprezadas. En-

tretanto, próximo a T = 0, flutuações quânticas passam a ser relevantes. Dentro deste

contexto, o campo transverso desempenha o papel de mecanismo de “flipagem” dos spins

a baixas temperaturas. Eventualmente pode levar a temperatura de transição Tf a um

ponto cŕıtico quântico, em que a transição de fase se dá à temperatura nula.

A partir da condição de extremização do potencial termodinâmico, são obtidas as

equações para os parâmetros de ordem q e q̄. Em seguida, com o uso de métodos numé-

ricos, as soluções destas equações são encontradas, tornando posśıvel descrever, através

de diagramas de fase, a competição entre as fases paramagnética e vidro de spin. Como

o objetivo principal é estudar o comportamento das transições de fase com a introdução

de flutuações quânticas e de carga, somente são apresentados os resultados para o modelo

4S, já que a utilização do modelo 2S sem campo transverso, neste caso, serve apenas

como base de comparação com resultados clássicos já conhecidos.



54

4.3.1 Resultados com Potencial Qúımico Fixo

Nesta seção, são apresentados os diagramas de fase T/J versus Γ/J , sendo T a tem-

peratura, Γ o campo transverso e J2 a variância da variável Jij, para um determinado

valor de potencial qúımico µ/J fixo. Além disso, é apresentado também em detalhes o

comportamento do parâmetro de ordem q como função do campo transverso Γ.

Resultados conhecidos e demonstrados por Theumann, Schmidt e Magalhães (2002)

mostram que, à medida que Γ/J aumenta, a temperatura de transição, denotada por

Tf , diminui, demonstrando a existência de um ponto conhecido como ponto cŕıtico quân-

tico, que pode ser determinado analiticamente resultando no valor cŕıtico Γc = 2
√

2J

(ver Theumann, Schmidt e Magalhães (2002)), a partir do qual as transições de fase são

governadas somente por efeitos quânticos.
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Figura 8: Diagrama de fase Γ/J x T/J para diversos valores de potencial qúımico: (a)
µ/J = 0,(b) µ/J = 0.5,(c) µ/J = 1.0 e (d) µ/J = 1.5. A linha de transição próxima a
Γc/J = 0 é extrapolada. Para q = 0, a fase é paramagnética e para q 6= 0 a fase é vidro de
spin. O parâmetro q̄ pode ser não nulo em ambas as fases. As figuras (a) e (b) indicam
uma transição de segunda ordem entre as fases paramagnética e vidro de spin. As figuras
(c) e (d) indicam transições de primeira ordem (definidas pelas linhas pontilhadas) em
baixas temperaturas.

Os diagramas de fase T/J versus Γ/J para diversos valores de µ/J fixo são apresen-

tados na figura 8. É importante salientar que, em todos resultados numéricos, assume-se
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Figura 9: Parâmetro de ordem q versus Γ/J para diversos valores de potencial qúımico e
temperatura: (a) µ/J = 1.0 e (b) µ/J = 1.5. Observa-se nas figuras (a) e (b) que para
um determinado intervalo de Γ/J , ocorrem múltiplas soluções vidro de spin em algumas
temperaturas espećıficas. Neste intervalo, um determinado valor de Γ/J apresenta duas
soluções vidro de spin distintas.

que J = 1/
√

2, o que garante a comparação, com ajuda do mapeamento da equação

(2.36), dos resultados obtidos no modelo 4S sem campo transverso, e aqueles apresen-

tados por Costa, Yokoi e Salinas (1994). Na figura 8(a), para µ/J = 0, a linha sólida

indica uma transição de segunda ordem separando as fases paramagnética e vidro de

spin. Observa-se que, conforme o campo transverso aumenta, a correspondente tempe-

ratura de transição de fase Tf diminui, resultado que concorda com o trabalho prévio de

Theumann, Schmidt e Magalhães (2002), desde que o mecanismo de “flipagem” é desfa-

vorável ao ordenamento dos spins. Além disso, os resultados obtidos para o ponto cŕıtico

quântico Γc correspondem ao valor Γc = 2
√

2J definido anteriormente. Na figura 8(b),

para µ/J = 0.5, observa-se também a dependência da temperatura cŕıtica com o poten-

cial qúımico, já que (Tf)µ/J 6=0 < (Tf)µ/J=0 em Γ/J = 0. Porém, mesmo com µ/J 6= 0, o

valor do ponto cŕıtico quântico (PCQ) permanece inalterado. Contudo, como é observado

nas figuras 8(c), para µ/J = 1 e 8(d), para µ/J = 1.5, além das usuais transições de

segunda ordem, o aumento do potencial qúımico demonstra a existência de uma região

de primeira ordem, caracterizada pela presença de múltiplas soluções dos parâmetros de

ordem na região entre as duas linhas pontilhadas.

As múltiplas soluções podem ser observadas em mais detalhe na figura 9, em que o

parâmetro q é mostrado em função de Γ/J para dois valores fixos de µ/J . Para µ/J = 1,

as temperaturas escolhidas mostram claramente a existência de mais de uma solução do

parâmetro q em um determinado intervalo de Γ/J . Para T > 0.3, somente existe uma

única solução para q. Para µ/J = 1.5, a temperatura na qual um determinado intervalo
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de Γ/J começa a apresentar mais de uma solução para parâmetro q diminui em relação a

µ/J = 1, assumindo um valor em torno de T/J ' 0.11.

As regiões de primeira ordem nos diagramas 8(c) e 8(d) foram demarcadas, sem preci-

são, através da solução numérica encontrada para os parâmetros de ordem. No entanto, a

utilização somente deste procedimento não garante a exata localização do ponto que separa

as transições de primeira e segunda ordem. As regiões de primeira ordem e a localização

do ponto que separa as regiões de primeira e segunda ordem foram primeiramente demons-

tradas para modelo fermiônico no ensemble grande canônico por Rosenow e Oppermann

(1996). No presente trabalho, a localização exata deste ponto devotará atenção especial

do próximo caṕıtulo.

4.3.2 Resultados para um Campo Transverso Fixo

Nesta seção, são discutidos o comportamento dos parâmetro de ordem q, o grande

potencial termodinâmico Ω e a entropia S como uma função de µ/J para diversos valores

de Γ/J e T/J fixos. Em seguida, os diagramas de fase T/J versus µ/J para diversos valores

de Γ/J fixo definindo as linhas de transição entre a fase vidro de spin e paramagnética

serão analisados, em especial na região de primeira ordem.

Já observado anteriormente na figura 8, transições de primeira ordem apresentam

a seguinte caracteŕıstica: o surgimento de múltiplas soluções dos parâmetros de ordem.

Uma das dificuldades envolvidas durante o cálculo numérico das equações dos parâmetros

de ordem em regiões de primeira ordem é a posśıvel perda de alguma solução importante, o

que nos leva a alguns comentários acerca desta afirmação. Costa, Yokoi e Salinas (1994),

quando estudaram o modelo clássico de Ghatak e Sherrington, que também apresenta

regiões de primeira ordem, contornaram o problema da obtenção das múltiplas soluções

através do uso de um parâmetro auxiliar x∗, como mostram as equações (2.27) e (2.28)

do caṕıtulo dois. Neste modelo, as equações para os parâmetros de ordem q e p foram

reescritas em termos da variável x∗. Este processo reduziu o problema de duas equações

não lineares acopladas

q = q(T, p)

p = p(T, q)
(4.80)

ao problema de uma equação, já que a equação para o parâmetro de ordem q não possui

mais dependência em p

q = q(T, x∗) (4.81)

como este é um problema de uma variável, neste caso q, não é dif́ıcil assegurar que há uma
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Figura 10: Parâmetro de ordem q pelo potencial qúımico para diversos valores de tem-
peratura e Γ/J : (a) Γ/J = 0,(b) Γ/J = 0.5,(c) Γ/J = 1.0 e (d) Γ/J = 1.5. Para um
determinado intervalo de µ/J , surgem múltiplas soluções vidro de spin em algumas tem-
peraturas espećıficas. Este levantamento de múltiplas soluções é útil na escolha da solução
estável. O detalhe em (a) representa um aumento na região de múltiplas soluções com
Γ/J = 0.

única raiz positiva para um dado T e x∗. Substituindo o resultado obtido do parâmetro

q na equação do parâmetro de ordem p, o valor do parâmetro p é determinado

p = p(T, x∗). (4.82)

Este procedimento leva à obtenção de todas as soluções para ambos os parâmetros q e

p, sendo que as múltiplas soluções para o parâmetro q são mostradas na figura 6(a) do

caṕıtulo dois.

No modelo fermiônico com campo transverso, a situação é mais complicada. A utili-

zação do método introduzido por Costa, Yokoi e Salinas (1994) para o levantamento de

todas as soluções dispońıveis é incompat́ıvel com introdução do campo transverso na fase

vidro de spin, já que sua introdução não possibilita a resolução anaĺıtica de uma das duas

integrais apresentadas nas equações para os parâmetros q e q̄, sendo q̄ equivalente ao p do

modelo GS, no lugar de uma única integral encontrada nas equações para os parâmetros q

e p do modelo clássico de Ghatak e Sherrington (1977) (GS), o que impossibilita escrever
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uma variável x∗ que reduza o problema a uma única equação.

Diante da impossibilidade da utilização do método de levantamento de múltiplas solu-

ções introduzido por Costa, Yokoi e Salinas (1994) para o modelo fermiônico com campo

transverso na fase vidro spin, uma outra alternativa foi utilizada. O levantamento das

múltiplas soluções das equações dos extremos (4.75) e (4.76) neste presente trabalho em

regiões de primeira ordem é feito através das etapas descritas a seguir. Como procedi-

mento inicial, as equações para os parâmetros de ordem q e q̄ são resolvidas numericamente

através do método de Newton. Dentro do método de Newton, é feita uma escolha de so-

lução inicial para ambos os parâmetros q e q̄, já que estas são equações acopladas, como

observa-se na equação (4.80). Em uma região de segunda ordem, o método converge para

uma única solução final dos parâmetros q e q̄, independente da solução inicial escolhida.

Em regiões de primeira ordem, todavia, a escolha da solução inicial no método numérico

utilizado afeta diretamente o valor da solução final dos parâmetros q e q̄, de tal forma

que soluções iniciais distintas convergem para duas ou mais soluções finais. Com base

nesta consideração, o levantamento de todas as soluções finais dos parâmetros q e q̄ é feito

através do cálculo numérico destes parâmetros com todas as posśıveis configurações de

solução inicial existentes, que são alteradas através de um pequeno passo, possibilitando

assim a obtenção das soluções vidro de spin, que foram vistas na figura 9 e novamente

observadas na figura 10, em que o parâmetro de ordem vidro de spin q é mostrado como

uma função de µ/J para diferentes valores de temperatura.

De acordo com a figura 10(a), o parâmetro de ordem q para temperatura T/J > 1/3

tem solução única para cada valor de µ/J . Para temperaturas entre T/J < 1/3 e T/J >

0.06, há um intervalo no potencial qúımico onde ocorrem duas soluções. Finalmente, para

T/J < 0.06, há um pequeno intervalo onde ocorrem quatro soluções vidro de spin que

é detalhada no aumento da figura 10(a). Na figura 10(b), com T/J > 0.31, a solução

vidro de spin em função de µ/J tem um valor único. Abaixo desta temperatura, ocorre o

surgimento de mais soluções vidro de spin para este valor de Γ/J . Na figura 10(c) quando

Γ/J = 1 , o surgimento de múltiplas soluções somente ocorre em T/J < 0.24. Para este

valor de Γ/J , ocorre uma diminuição do intervalo da região onde µ/J tem mais de uma

solução para q. Finalmente, para Γ/J = 1.5, na figura 10(d), somente em T/J < 0.13

ocorrem múltiplas soluções. Além disso, o intervalo de µ/J em que surge a transição de

primeira ordem diminui ainda mais.

O potencial termodinâmico Ω em função de µ/J para diversos valores de Γ/J e T/J

também é mostrado na figura 11. Na figura 11(a), a linha que representa o potencial
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Figura 11: Potencial termodinâmico em função do potencial qúımico para vários valores
de temperatura e Γ/J :(a) Γ/J = 0,(b) Γ/J = 0.5,(c) Γ/J = 1.0 e (d) Γ/J = 1.5. Os
detalhes em (c) e (d) representam um aumento na região de primeira ordem. Em um
determinado intervalo de µ/J , o potencial termodinâmico apresenta dois ramos distintos.
Utilizando um critério de continuidade, o potencial termodinâmico fisicamente aceitável
corresponde ao menor valor de Ω (ramo inferior) e corresponde a um maior valor par q.

termodinâmico se bifurca em dois ramos, indicando uma transição de primeira ordem.

Geralmente, condições de estabilidade são utilizadas para descartar soluções não f́ısicas.

No entanto, as condições de estabilidade derivadas do modelo Ghatak e Sherrington (1977)

não se mostraram válidas na escolha da solução fisicamente aceitável em regiões de múlti-

plas soluções vidro de spin apresentadas por este modelo. Contudo, Costa, Yokoi e Salinas

(1994), que observaram este problema em sua análise do modelo GS, voltaram suas aten-

ções para o potencial termodinâmico e propuseram o seguinte critério: o potencial termo-

dinâmico fisicamente aceitável seria aquele no qual o ramo de Ω, posicionado na região de

uma única solução, se encontraria continuamente com o ramo de Ω na região de múltiplas

soluções. Neste caso, o ramo inferior, correspondente ao menor valor para Ω e a um maior

valor para q, é aquele que deve ser selecionado. O ramo superior indica todas as soluções

metaestáveis e portanto deverá ser descartado. Devido ao mapeamento da equação (2.36),

este critério pode ser utilizado com segurança no modelo fermiônico com µ/J 6= 0. No
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Figura 12: A entropia pelo potencial qúımico para diversos valores de temperatura e Γ/J :
Γ/J = 0,(b) Γ/J = 0.5,(c) Γ/J = 1.0 e (d) Γ/J = 1.5. Devido a utilização do “ansatz”
de simetria de réplicas, a entropia se torna negativa à baixas temperaturas. Também
são observadas ramificações na entropia, indicando uma região de múltiplas soluções. Da
mesma forma, o critério de continuidade utilizado na escolha do ramo estável do potencial
termodinâmico pode também ser utilizado na escolha do ramo estável da entropia.

presente trabalho, a utilização deste critério é estendida para µ 6= 0 e Γ 6= 0.

A entropia da solução vidro de spin como uma função de µ/J para diferentes valores

de Γ/J e T/J é apresentada na figura 12. Quando Γ/J = 0 e T/J = 0.05, a entropia se

torna negativa para pequenos valores de µ/J . Com Γ/J = 0.5 e T/J = 0.05, a entropia

ainda assume valores negativos. Porém, ao assumir os valores Γ/J = 1.0 e Γ/J = 1.5,

a entropia deixa de ser negativa e passa a ter valores positivos, independentemente da

temperatura. Enquanto que a causa para uma entropia negativa em Γ/J = 0 e Γ/J = 0.5

pode ser justificada pela utilização do “ansatz”de simetria de réplicas, os valores positivos

da entropia em qualquer temperatura quando Γ/J = 1 e Γ/J = 1.5 podem ser descritos

como efeitos da utilização da aproximação estática.

Na figura 13 são apresentados os diagramas de fase µ/J versus T/J para diversos

valores de Γ/J fixo. Para Γ/J = 0, a figura 13(a) mostra que o aumento de µ/J diminui
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Figura 13: Diagrama de T/J x µ/J para diversos valores de Γ/J :(a) Γ/J = 0,(b) Γ/J =
0.5,(c) Γ/J = 1.0 e (d) Γ/J = 1.5. Em todos os valores de Γ/J apresentados a linha
pontilhada interior (correspondente a curva com µ/J menor em T/J = 0.05) define ao
limite de validade da solução paramagnética. A linha pontilhada exterior (correspondente
a curva com µ/J maior em T/J = 0.05) define o limite de validade da solução vidro
de spin. Observa-se também a dependência da região de múltiplas soluções e do ponto
tricŕıtico com Γ/J .

a temperatura de transição. A linha sólida indica uma transição de segunda ordem, e a

região de primeira ordem é indicada pelas linhas pontilhadas. A partir da solução numérica

dos parâmetros de ordem, foi posśıvel demarcar, sem precisão, a região onde ocorrem as

múltiplas soluções para os diferentes valores de Γ/J . No entanto, a localização exata

do ponto que separa as transições de primeira e segunda ordem e da linha de transição

de primeira ordem será deixada para o próximo caṕıtulo, em que são introduzidas as

condições de estabilidade da solução com simetria de réplicas.

Observadas na figura 13(a), as duas linhas pontilhadas demarcam a região com múlti-

plas soluções do parâmetro q, vistas na figura 10. Na figura 13(b), para Γ/J = 0.5, a de-

pendência da temperatura cŕıtica pelo campo transverso é observada já que (Tf)Γ/J=1.5 <

(Tf)Γ/J=1 < (Tf)Γ/J=0.5 < (Tf)Γ/J=0 em µ/J = 0. A temperatura que separa as transições

de primeira e segunda ordem, que será denominada Ttc , e potencial qúımico equivalente a



62

 0
 0.5

 1
 1.5

 2  0
 0.5

 1
 1.5

 2 0.1
 0.2
 0.3
 0.4
 0.5
 0.6
 0.7
 0.8
 0.9

T/J

SG
PA

µ/J
Γ/J

T/J

 0
 0.5

 1
 1.5

 0
 0.5

 1
 1.5

 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
T/J

SG

PA

µ/J
Γ/J

T/J
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linha de transição de primeira e nem o ponto tricŕıtico. No entanto, mostra uma idéia
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Ttc, denominado µtc , também mostram sua dependência para Γ/J 6= 0: Observa-se que,

enquanto
(

Ttf

)

Γ/J=1.5
<
(

Ttf

)

Γ/J=1
<
(

Ttf

)

Γ/J=0.5
<
(

Ttf

)

Γ/J=0
, µtf segue a dependência

com Γ/J de tal forma que
(

µtf

)

Γ/J=1.5
>
(

µtf

)

Γ/J=1
>
(

Ttf

)

Γ/J=0.5
>
(

Ttf

)

Γ/J=0
. Além

disso, a região de múltiplas diminui a cada aumento de Γ/J .

Isoladamente, os efeitos do campo transverso e do potencial qúımico são distintos.

O campo transverso tem como principal objetivo introduzir flutuações quânticas, através

de um mecanismo de “flipagem” dos spins, tornando posśıvel observar transições de fase

em T/J = 0. O potencial qúımico, por sua vez, através das flutuações de carga, muda o

número médio de ocupação e, conseqüentemente, conduz o sistema a regiões de primeira

ordem. Atuando em conjunto, é posśıvel observar as seguintes caracteŕısticas sobre o

diagrama de fases: dependência do par (Ttc, µtc) com Γ/J e dependência de Tf com µ/J

e Γ/J . Há também o surgimento de regiões de primeira ordem somente para valores

altos de µ/J , com ([µ/J ' 0.96]Γ/J=0, [µ/J ' 1.01]Γ/J=0.5, [µ/J ' 1.13]Γ/J=1, [µ/J '
1.41]Γ/J=1.5). Observa-se também que o valor do PCQ independe do potencial qúımico, e

que há um decréscimo da região de múltiplas soluções com aumento de Γ/J .

Com isso, para um melhor entendimento do efeito do potencial qúımico e do campo

transverso na competição entre as fases vidro de spin e paramagnética, um diagrama de
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fases em três dimensões foi constrúıdo e mostrado na figura 13. No diagrama, não está

demarcada a localização exata do ponto que separa as regiões de primeira e segunda ordem

e a linha de transição de primeira ordem, porém, mostra uma idéia geral da competição

entre as fases paramagnética e vidro de spin com Γ/J e µ/J combinados.
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5 Estabilidade da Solução no

Modelo Fermiônico

5.1 Introdução

No caṕıtulo precedente, os efeitos que flutuações quânticas e de carga tinham sobre o

comportamento das transições de fase foram largamente discutidos. No entanto, algumas

questões permaneceram em aberto. Enquanto que foram observadas múltiplas soluções

para os parâmetros de ordem, indicando regiões que apresentavam transições de primeira

ordem, o exato ponto de separação entre transições de primeira e segunda ordem, conhe-

cido como ponto tricŕıtico, ainda não havia sido localizado. Abaixo deste ponto, na região

de primeira ordem, a exata linha de transição de primeira ordem não foi demarcada, bem

como a escolha das soluções estáveis não foram claramente discutidas. Este caṕıtulo tem

por objetivo elucidar estas questões e também analisar alguns problemas que são inseridos

no modelo através da utilização da solução com simetria de réplicas. Na seção seguinte,

são introduzidas as condições de estabilidade da solução com simetria de réplicas, que uti-

lizam perturbações para observar a validade deste tipo de solução. Em seguida, o limite

da validade das condições de estabilidade e da solução paramagnética sem campo trans-

verso são investigados, e seus resultados comparados com trabalhos prévios. Finalmente,

quando Γ/J é introduzido, o limite da validade das condições de estabilidade da solução

com simetria de réplicas na solução paramagnética é tomado para diferentes valores de

Γ/J . A partir do limite da validade das condições de estabilidade da solução paramagné-

tica, e utilizando conceitos introduzidos em trabalhos prévios, o ponto tricŕıtico e a linha

de transição de primeira ordem são localizados.

5.2 Estabilidade da Simetria de Réplicas

A solução com simetria de réplicas produz bons resultados nas transições de fase em

altas temperaturas. No entanto, sua utilização apresenta certos problemas: esta apro-
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ximação demonstra uma falha que é, por exemplo, manifestada pelo valor negativo da

entropia a baixas temperaturas. Algumas suspeitas para o surgimento deste problema

recáıam na utilização do método “steepest descent”, em que o limite N → ∞ é tomado

primeiro, ainda que a ordem correta seja n → 0 e somente depois N → ∞. Contudo, foi

estabelecido que a suposição da simetria de réplicas qαβ (∀(αβ);α 6= β) é a real fonte do

problema.

Como a energia livre derivada sob o “ansatz” de simetria de réplicas tem o problema

da entropia negativa a baixas temperaturas (SHERRINGTON; KIRKPATRICK, 1978), é

natural investigar a possibilidade de que o parâmetro de ordem qαβ pode assumir vários

valores dependendo dos ı́ndices de réplica α e β. A teoria para estudar a estabilidade

da solução com simetria de réplicas surgiu como um esforço matemático para analisar a

validade da solução com simetria. Observa-se, entretanto, que este estudo tem implicações

f́ısicas muito interessantes, demonstrando a existência de uma grande variedade de estados

estáveis no espaço de fase. Uma condição necessária para a confiabilidade da solução com

simetria de réplicas é que a energia livre tem que ser estável para desvios infinitesimais

em torno da solução. Para analisar esta estabilidade, a exponencial que surge no cálculo

da função de partição é expandida em pequenos desvios até segunda ordem, em torno da

solução com simetria de réplicas

∫

∏

α

dqα

∫

∏

(αβ)

dqαβ exp
[

−βN
{

fRS +O2 (εα; ηαβ)
}]

(5.1)

sendo fRS o termo resultante da solução com simetria de réplicas e o termo de segunda

ordem é a perturbação.

5.3 Cálculo da Matriz Hessiana

Nesta seção, são derivadas as condições de estabilidade que devem ser satisfeitas pela

solução de simetria de réplicas gerada pelo vidro de spin fermiônico com potencial qúımico

não nulo e campo transverso, descrito no ensemble grande canônico pelo hamiltoniano

H = −
∑

ij

JijŜ
z
i Ŝ

z
j − 2Γ

∑

i

Ŝx
i (5.2)

sendo o termo µ responsável pelas flutuações de carga e Γ responsável pelas flutuações

de natureza quântica. Este modelo fermiônico tem como caracteŕıstica o surgimento de

mais um parâmetro de ordem, já que a componente diagonal da matriz das réplicas não
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é mais unitária. O modelo em questão apresenta tanto transições cont́ınuas quanto de

primeira ordem. De fato, como visto nos caṕıtulos anteriores, são as flutuações de carga

as responsáveis pela origem do surgimento de transições de primeira ordem. As condições

aqui obtidas são utilizadas para a análise da estabilidade deste modelo vidro de spin Ising

fermiônico no ensemble grande canônico com a introdução do campo transverso. O grande

potencial termodinâmico no ensemble grande canônico para este modelo toma a seguinte

forma:

−βΩ

N
= lim

n→0



−β
2J2

2

∑

α

q2
α − β2J2

∑

(αβ)

q2
αβ + lnΛα



 /n (5.3)

sendo

Λα =

∫

∏

αβ

D(φ∗φ)e[
P

α Aα
Γ+

P

α 4β2J2qα(Sα)2+
P

(αβ) 8β2J2qαβSαSβ ]. (5.4)

Com intuito de observar se o grande potencial termodinâmico com simetria de réplicas é

um máximo, condição essa exigida pela utilização do método “steepest descent”, introdu-

zimos pequenas perturbações nos parâmetros yαβ e xα. Estes parâmetros foram reescritos

de acordo com as equações

qαβ =
yαβ

2β2J2 ; qα = xα

β2J2 (5.5)

tal que a energia livre reescalada tenha a seguinte forma:

−βΩ

N
= lim

n→0



− 1

2β2J2

∑

α

x2
α − 1

4β2J2

∑

(αβ)

y2
αβ + lnΛα



 /n (5.6)

sendo

Λα =

∫

∏

αβ

D(φ∗φ)e[
P

α Aα
Γ+

P

α 4(xα)(Sα)2+
P

(αβ) 4yαβSαSβ ]. (5.7)

Introduzindo pequenos desvios em torno da solução com simetria de réplicas

xα = x + εα ; yαβ = y + ηαβ (5.8)

o termo ln Λα pode ser escrito como

ln

∫

∏

αβ

D(φ∗φ)eLα = ln

∫

∏

αβ

D(φ∗φ)eLRS+
P

α 4εα(Sα)2+
P

αβ 4ηαβSαSβ (5.9)

com a notação LRS =
∑

α A
α
Γ + 4

∑

α x(Sα)2 + 4
∑

(αβ) ySαSβ definindo à parte referente

a solução com simetria de réplicas.

Primeiramente, expande-se a equação (5.9) em torno de εα e ηαβ com ajuda de série

de Taylor para função de duas variáveis. Em seguida, usando o fato de que a solução com
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simetria de réplicas é aquela que extremiza o grande potencial termodinâmico, observa-se

que os termos lineares em εα e ηαβ são nulos. Com isso, a expressão resultante é

−βΩ

N
= lim

n→0
[ΩRS +Opert] /n (5.10)

sendo

ΩRS = −
∑

α
x2

2β2J2 − 1
2

∑

αβ
y2

4β2J2 + ln
∫
∏

αβ D(φ∗φ)eLRS ; Opert = −1
2
∆. (5.11)

A equação (5.10) é separada em duas partes; a solução com simetria de réplicas e Opert,

que é o termo perturbativo em que estão associados todos os termos de segunda ordem

de Ω com respeito a εα e ηαβ. A função ∆ é definida por

∆ =
∑

αβ

(

δαβ

β2J2
− 16

[

〈S2
αS

2
β〉 − 〈S2

α〉〈S2
β〉
]

)

εαεβ

− 2
∑

δ,αβ

(

16
[

〈Sδ)
2SαSβ〉 − 〈(Sδ)

2〉〈SαSβ〉
])

εδηαβ

+
∑

αβ,δ

(

δαβ,δγ

2β2J2
− 16 [〈SαSβSγSδ〉 − 〈SαSβ〉〈SγSδ〉]

)

ηαβηδγ . (5.12)

A matriz dos coeficientes desta forma quadrática em εα e ηαβ é definida por Ḡ e conhecida

como matriz Hessiana. A estabilidade da solução com simetria de réplicas exige que todos

os autovalores desta matriz sejam positivos. Para derivar os autovalores, é necessário listar

todos os elementos da matriz Ḡ. Os coeficientes dos termos de segunda ordem em ε têm

apenas dois tipos de valores:

Gαα =
1

(βJ)2
− 16

[

〈(Sα)4〉 − 〈(Sα)2〉2
]

= A (5.13)

Gαβ = −16
[

〈(SαSβ)2〉 − 〈(Sα)2〉2
]

= B (5.14)

Há ainda duas espécies de elementos de matriz provenientes dos termos cruzados

Gα,αβ = 16〈(Sα)2〉〈SαSβ〉 − 16〈(Sα)2SαSβ〉 = C (5.15)

Gδ,αβ = 16〈(Sδ)
2〉〈SαSβ〉 − 16〈(Sδ)

2SαSβ〉 = D (5.16)

Os coeficientes dos termos de segunda ordem em η têm três tipos de valores diferentes.

Além dos elementos da diagonal, há ainda dois outros tipos de elementos fora da diagonal.

Enquanto que alguns elementos fora da diagonal possuem apenas um dos ı́ndices de réplica
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em comum, o restante possui todos os ı́ndices de réplicas diferentes:

G(αβ)(αβ) =
1

2(βJ)2
− 16

[

〈(SαS
2
β)〉 − 〈SαSβ〉2

]

= P (5.17)

G(αβ)(αδ) = −16
[

〈(Sα)2SβSδ〉 − 〈SαSβ〉2
]

= Q (5.18)

G(αβ)(γδ) = −16
[

〈SαSβSγSδ〉 − 〈SαSβ〉2
]

= R (5.19)

Todos os sete elementos listados acima compõem a matriz Ḡ. A segunda igualdade define

as quantidades A,B,C,D, P,Q e R em termos das correlações de spin. Devido à simetria

da matriz sob permutação dos ı́ndices, um conjunto completo de autovetores pode ser

encontrado para valores gerais de n. Primeiramente, a matriz completa tem o seguinte

formato:

Ḡ =



























G11 . . . G1,n G1,12 . . . G1,n(n−1)/2

...
...

...
...

...
...

Gn,1 . . . Gn,n Gn,12 . . . Gn,n(n−1)/2

G12,1 . . . G12,n G12,12 . . . G12,n(n−1)/2

...
...

...
...

...
...

Gn(n−1)/2,1 . . . Gn(n−1)/2,n Gn(n−1)/2,12 . . . Gn(n−1)/2,n(n−1)/2



























(5.20)

A dimensionalidade da matriz Ḡ é igual à soma das dimensões espaciais de εα e ηαβ, em

que cada elemento é definido por uma função de correlação. O próximo passo é investigar

as condições de estabilidade das soluções encontradas, comprovando a positividade de

todos os autovalores. Estes são obtidos utilizando a equação dos autovalores

Ḡϑ = λϑ, ϑ =

(

{εα}
{ηαβ}

)

(5.21)

Os autovalores são encontrados no apêndice A e serão apenas mencionados aqui. O

primeiro tipo de autovetor ϑ1 tem εα = a e ηαβ = b e é uniforme em ambas as partes.

Este autovalor, no limite de n→ 0, igual a

λ± =
1

2

{

(A− B) + (P − 4Q+ 3R) ±
√

[(A− B) − (P − 4Q + 3R)]2 − 8(C −D)2

}

(5.22)

O segundo tipo de autovetor ϑ2 tem εθ = a para uma réplica espećıfica e εα = b no caso

contrário, e ηαβ = c quando α ou β é igual a θ e ηαβ no caso contrário. O autovalor

deste autovetor se torna degenerado com λ1 no limite de n→ 0. Na realidade, o primeiro
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tipo de autovalor é apenas um caso especial, já que ele pode ser encontrado através da

combinação linear de diferentes vetores do segundo tipo. O terceiro e último tipo de

autovetor ϑ3 tem εθ = a, eν = b (para duas réplicas espećıficas θ, ν) e εα = c para α

diferente de θ ou ν, e ηθν = c, ηθα = ηνα = d. Caso contrário ηαβ = e. O autovalor obtido

é

λat = P − 2Q+R (5.23)

As condições de estabilidade local exigem que todos os autovalores sejam positivos.

Porém, o autovalor λat, também conhecido como replicon, sempre é negativo na solução

vidro de spin. Portanto, a simetria de réplicas não consegue satisfazer a positividade

de todos os seus autovalores na fase vidro de spin. Quando a análise da estabilidade

da solução com simetria de réplicas foi introduzida por Almeida e Thouless (1978) no

modelo clássico de spin 1/2 de Sherrington e Kirkpatrick (1978), os resultados obtidos

apresentaram somente autovalores positivos e negativos. No entanto, dentro da formulação

fermiônica, a presença do novo parâmetro de ordem qα introduz inclusive autovalores

complexos, que são observados nos diagramas de fases da figura 20.

5.4 A Solução Paramagnética

Na solução paramagnética, todos os autovalores são positivos ou, no mı́nimo, não

nulos, de tal forma que esta solução sempre seja estável para flutuações do “ansatz” de

simetria de réplicas. Somente há autovalores negativos na solução vidro de spin, resultado

que é observado, por exemplo, no modelo clássico de Sherrington e Kirkpatrick. Assim, é

razoável a utilização das condições de estabilidade local para obtenção dos contornos que

limitam a solução paramagnética, como será visto a seguir.

O primeiro passo é impor que necessariamente os autovalores sejam positivos, desde

que o objeto de investigação nesta seção é a própria solução paramagnética

λ± =
1

2

{

(A− B) + (P − 4Q + 3R) ±
√

[(A− B) − (P − 4Q+ 3R)]2 − 8(C −D)2

}

≥ 0

(5.24)

λat = P − 2Q+R ≥ 0 (5.25)

em que

A− B =
1

(βJ)2
− 16

[

〈(Sα)4〉 − 〈(SαSβ)2〉
]

(5.26)
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P − 4Q+ 3R =
1

2(βJ)2
− 16

[

〈(SαSβ)2〉 − 4〈(Sα)2SβSδ〉 + 3〈SαSβSγSδ〉
]

(5.27)

P − 2Q+R =
1

2(βJ)2
− 16

[

〈(SαSβ)2〉 − 2〈(Sα)2SβSδ〉 + 〈SαSβSγSδ〉
]

(5.28)

sendo as médias dos spins as correlações, que são calculadas no apêndice B. O termo

(C −D) da equação dos autovalores λ± é nulo na fase paramagnética.

A introdução das condições de estabilidade local demonstram, contudo, adicionar

importantes informações, que serão vistas no decorrer deste caṕıtulo. Para identificar

o contorno da solução paramagnética, algumas questões são postas em prática: na fase

paramagnética, o parâmetro de ordem q, responsável pelo surgimento da fase vidro de

spin, é nulo. O limite da validade da solução paramagnética é dada quando as condições

de estabilidade local são exatamente nulas, de tal forma que

λ± =
1

2

{

(A− B) + (P − 4Q+ 3R) ±
√

[(A−B) − (P − 4Q+ 3R)]2
}

= 0 (5.29)

λat = P − 2Q+R = 0 (5.30)

sendo as componentes dos autovalores λ± e λat definidas pelas seguintes equações Γ = 0

A−B =
1

(βJ)2
−
∫

Dzφ2(z)[1 − φ2(z)] (5.31)

P − 4Q+ 3R =
1

2(βJ)2
−
∫

Dz[φ2
2(z) − 4φ2(z)φ1(z) + 3φ4

1(z)] (5.32)

P − 2Q+R =
1

2(βJ)2
−
∫

Dz [φ2(z) − φ1(z)]
2 (5.33)

em que

φ2(z) =
cosh(βJ

√
2qz)

e−(q̄−q)(βJ)2 cosh(βµ) + cosh(βJ
√

2qz)
(5.34)

φ1(z) =
sinh(βJ

√
2qz)

e−(q̄−q)(βJ)2 cosh(βµ) + cosh(βJ
√

2qz)
. (5.35)

Para q = 0, φ1(z) = 0 e φ2(z) se reduz a q̄. Na solução paramagnética, a partir da equação

(4.76), em que é assumido q = 0, o parâmetro de ordem q̄ toma a seguinte forma:

q̄ =
1

e−(βJ)2 q̄ cosh(βµ) + 1
. (5.36)

Da mesma maneira, a condição de estabilidade local do autovalor λat = P − 2Q + R na
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solução paramagnética se reduz a

λat =
1

2(βJ)2
− q̄2 ≥ 0. (5.37)

No limite da validade da estabilidade local, λat = 0. Assim, a seguinte condição é extráıda,

considerando que somente termos positivos são relevantes

q̄ =
1√
2βJ

(5.38)

substituindo (5.38) em (5.36), é obtida uma relação entre µ e T/J que define o limite da

estabilidade da solução paramagnética

µat =
1

β
cosh−1

[(√
2βJ − 1

)]

e
1√
2
βJ
. (5.39)

Para o autovalor λ±, quando q = 0, a seguinte expressão é obtida:

λ± = q̄2 − q̄ + 1/(βJ)2 ≥ 0. (5.40)

Novamente, no limite da estabilidade da solução paramagnética, λ± = 0. A partir deste

procedimento, é obtida a seguinte solução da equação (5.40):

q̄ =
1 ±

√

1 − 4/(βJ)2

2
(5.41)

substituindo (5.41) em (5.36), a seguinte condição é extráıda:

µ± =
1

β
cosh−1

[

(1 ±
√

1 − 4/(βJ)2)2

4/(βJ)2
e

4J2

1±
√

1−4/(βJ)2

]

. (5.42)

Primeiramente, observam-se as seguintes condições: quando o limite das réplicas n→ 0 é

tomado, o parâmetro q se torna negativo. Como conseqüência, há uma inversão na extre-

mização do potencial termodinâmico Ω, de tal forma que o parâmetro q aparentemente

maximiza Ω. Por outro lado, o parâmetro q̄ permanece positivo no limite de n → 0, tal

que nenhuma inversão ocorra na extremização de Ω em relação a q̄. Logo, enquanto Ω é

maximizado com respeito a q, ele é minimizado com respeito a q̄.

Agora, é necessário observar com atenção a figura 15, que apresenta um diagrama de

fases obtido através das equações (5.39) e (5.42). Para q = 0, há três posśıveis soluções

para o parâmetro q̄ na região entre as linhas RD e DO (região B), onde as linhas são

obtidas através das equações µ+ e µ− respectivamente, e definidas em (5.42). Fora desta

região, todavia, a solução para o parâmetro q̄ é única (região A). Porém, na região B, duas

das três soluções encontradas são instáveis, desde que somente a menor solução para q̄,
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devido aos critérios de estabilidade e também à condição de extremização de Ω, é estável.

A partir daqui também é introduzida a linha KF , definida pela equação µat da equação

5.39, juntamente com um ponto de encontro, chamado Ttc, entre as linhas µ− e µat. É

observado que dentro da curva KTtcO a solução paramagnética é instável, incluindo a

região dDTtc, já que todos os autovalores λat e λ± são negativos nesta região. Finalmente,

considera-se as soluções restantes: sobre a linha RD, o valor de parâmetro q̄ na região B

é idêntico ao valor do parâmetro q̄ na região A. Acima de Ttc, o parâmetro q̄ da fase pa-

ramagnética se encontra continuamente com o parâmetro q̄ da fase vidro de spin. Abaixo

de Ttc, todavia, o parâmetro q̄ da fase paramagnética não se encontra continuamente com

o parâmetro q̄ da solução vidro de spin, indicando uma descontinuidade. Dessa forma,

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1  1.2  1.4
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 0.36
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d

Figura 15: Região de estabilidade paramagnética: dentro da curva KTcO a solução pa-
ramagnética é instável. Acima do ponto Ttc, o parâmetro q̄ da solução paramagnética se
encontra continuamente com o parâmetro q̄ da solução vidro de spin. Abaixo de Ttc, no
entanto, o parâmetro q̄ da solução paramagnética não se encontra continuamente com o
parâmetro q̄ da solução vidro de spin.

abaixo do ponto Ttc, o sistema entra em uma região de primeira ordem, sendo que o va-

lor que o parâmetro q̄ assume, no limite da validade da solução paramagnética, acima e

abaixo de Ttc, é determinado pelas seguintes condições:

q̄ < 1√
2βJ

para T/J > Ttc/J

q̄ >
1−
√

1−4/(βJ)2

2
para T/J < Ttc/J.

(5.43)
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Desta forma, o limite da estabilidade da fase paramagnética é determinada pelas equações

µat = 1
β

cosh−1
[(√

2βJ − 1
)]

e
1√
2
βJ

µ− = 1
β

cosh−1

[

(1−
√

1−4/(βJ)2)2

4/(βJ)2
e

4J2

1−
√

1−4/(βJ)2

]

(5.44)

o que implica que não há solução paramagnética estável quando

µ < µat para T/J > Ttc/J

µ > µ− para T/J < Ttc/J.
(5.45)

no limite da estabilidade, as soluções para q̄ são idênticas, de tal forma que

1√
2βJ

=
1 −

√

1 − 4/(βJ)2

2
(5.46)

a qual gera uma equação quadrática que resulta em

Ttc/J =
1

3

√
2. (5.47)

A locação do ponto tricŕıtico é dada através da substituição da temperatura cŕıtica en-

contrada em (5.39), tal que

µat/J ' 0.96
√

2. (5.48)

Estas linhas se encontram no ponto Ttc/J = 1/3
√

2 e µat/J ' 0.96
√

2, onde todos os

autovalores são nulos.

Como é visto nesta seção, as idéias introduzidas no caṕıtulo dois relacionadas à utiliza-

ção das técnicas introduzidas por Lage e Almeida (1982) na localização do ponto tricŕıtico

e Costa, Yokoi e Salinas (1994) para obtenção da linha de transição de primeira ordem

no modelo GS são utilizadas para obtenção do valor do ponto tricŕıtico e da linha de

transição de primeira ordem no modelo fermiônico ISGf com campo transverso nulo. O

procedimento seguinte é, dentro do formalismo estudado até agora, observar o efeito das

flutuações quânticas sobre as condições de estabilidade da solução com simetria de réplicas,

a partir da introdução do campo transverso.

5.5 Condições de Estabilidade com a Introdução do

Campo Transverso

Na seção anterior, os critérios de estabilidade foram analisados no modelo fermiônico,

e, assim, foram obtidas as equações que definem o limite de estabilidade da solução para-
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magnética para campo transverso nulo. Os critérios para localização da linha de segunda

ordem e do ponto tricŕıtico neste modelo fermiônico utilizaram as mesmas idéias introdu-

zidas por Lage e Almeida (1982), e esta utilização é justificada através do mapeamento

proposto por Feldmann e Oppermann (1999). Dessa forma, as condições de estabilidade

foram generalizadas para incluir flutuações quânticas com a introdução do campo trans-

verso. De fato, os termos que compõem os autovalores λ± e λat para Γ 6= 0 agora podem

ser escritos por:

A− B =
1

β2J2
−
∫

Dz





∫

Dξ 1
∆2

(

h4 + 3β2Γ2
(

1 − 5h2

∆

)

cosh
√

∆
)

K(q, ξ)





−
∫

Dz





∫

Dξ 1
∆3/2

(

2h2 − 1 + 5h2

∆

)

sinh
√

∆

K(q, ξ)





+

∫

Dz





∫

Dξ
(

h2 cosh
√

∆
∆

+ (βΓ)2 sinh
√

∆

∆3/2

)

K(q, ξ)





2

(5.49)

P − 4Q+ 3R =
1

2β2J2
−
∫

Dz





∫

Dξ
(

h2 cosh
√

∆
∆

+ (βΓ)2 sinh
√

∆

∆3/2

)

K(q, ξ)





2

+4

∫

Dz





∫

Dξ
(

h2 cosh
√

∆
∆

+ (βΓ)2 sinh
√

∆

∆3/2

)

K(q, ξ)









∫

Dξ h sinh
√

∆√
∆

K(q, ξ)





2

−3

∫

Dz





∫

Dξ h sinh
√

∆√
∆

K(q, ξ)





4

(5.50)

P − 2Q+R =
1

2β2J2
−
∫

Dz









∫

Dξ
(

h2 cosh
√

∆
∆

+ (βΓ)2 sinh
√

∆

∆3/2

)

K(q, ξ)



−





∫

Dξ h sinh
√

∆√
∆

K(q, ξ)





2



(5.51)

sendo novamente o termo C − D nulo na fase paramagnética. Com base nas condições

de estabilidade obtidas, e lembrando que na fase paramagnética o parâmetro q respon-

sável pela fase vidro de spin é nulo, é posśıvel obter o limite da validade da solução

paramagnética para qualquer valor de Γ. A partir da consideração de que o autovalor



75

 0 0.2 0.4 0.6 0.8  1 1.2 1.4 1.6 1.8  2  0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
 1.2 1.4 1.6 1.8 2 0

 0.1
 0.2
 0.3
 0.4
 0.5
 0.6
 0.7

T/J

PA

µ/J
Γ/J

T/J

 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

 0
 0.2

 0.4
 0.6

 0.8
 1
 1.2

 1.4
 1.6

 1.8

 0
 0.1
 0.2
 0.3
 0.4
 0.5
 0.6
 0.7

T/J

PA

µ/J
Γ/J

T/J

Figura 16: Diagrama 3D T/J x µ/J x Γ/J em dois ângulos, indicando uma região de
limite da estabilidade paramagnética. Este resultado pode ser comparado com o diagrama
em três dimensões, obtido através dos parâmetros de ordem, do caṕıtulo anterior.

λat = P − 2Q+R é nulo, e considerando que q é nulo, a seguinte condição é extráıda:

q̄ =
1√
2βJ

(5.52)

Quando configura-se Γ 6= 0 na solução paramagnética, um novo valor do parâmetro q̄,

dependente de Γ, é obtido

q̄ =









∫

Dξ

(

h0 cosh
√

∆0

∆0
+ (βΓ)2 sinh

√
∆0

∆
3/2
0

)

K(ξ)









(5.53)

com K(ξ) definido por

K(ξ) = cosh (βµ) +

∫

Dξ cosh(
√

∆0) (5.54)

sendo

∆0 = h2
0 + (βΓ)2 (5.55)

com h0 = βJ
√

2q̄ξ. Substituindo q̄ em (5.53), é obtida uma relação que define o limite da

estabilidade da solução paramagnética

µat =
1

β
cosh−1

{

∫

Dξ

[

(√
2βJ

h2
at

∆at

− 1

)

cosh
√

∆at +
√

2βJ
(βΓ)2 sinh

√
∆at

∆
3/2
at

]}

(5.56)

no qual hat =
√√

2βJξ e ∆at = h2
at + (βΓ)2. O diagrama de fases da figura 16 é

obtido através do µat da equação (5.56) para diversos valores de Γ. Este diagrama indica
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o contorno da linha de segunda ordem que separa a região paramagnética da vidro de

spin. A equação (5.56) para Γ = 0 se reduz à equação (5.39). A segunda condição de

estabilidade é obtida através do autovalor λ± de tal forma que

q̄ =
f(q̄, T,Γ) ±

√

f(q̄, T,Γ) − 4/(βJ)2

2
(5.57)

na qual f(q̄, T,Γ) é definido por

f(q̄, T,Γ) =

∫

Dξ

[

1
∆2

0

[

h4
0 + 3(βΓ)2

(

1 − 5h2
0

∆0

)]

cosh
√

∆0 + 3(βJ)2

∆
5/2
0

[

2h2 − 1 + 5h2

∆0

]

sinh
√

∆0

]

∫

Dξ

(

h2
0 cosh

√
∆0

∆0
+ (βΓ)2

∆
3/2
0

)

(5.58)

com ∆0 = h2
0 + (βΓ)2 e h0 = βJ

√
2q̄ξ, sendo q̄ agora definido a partir da equação (5.57).

Com isso, é posśıvel encontrar as equações que determinam o segundo contorno do limite

da estabilidade da solução paramagnética.

µ± =
1

β
cosh−1

{

∫

Dξ

[

(

h2
±

∆±f(q̄, T,Γ)
− 1

)

cosh
√

∆± +
(βΓ)2 sinh

√
∆±

f(q̄, T,Γ)∆
3/2
±

]}

(5.59)

sendo

h± = βJ

√

f(q̄, T,Γ) ±
√

f(q̄, T,Γ) − 4/(βJ)2ξ (5.60)

e ∆± = h2
± + (βΓ)2.

O ponto de encontro Ttc, e os valores assumidos por q̄ acima e abaixo deste ponto

para Γ/J 6= 0 resultam em

q̄ < 1√
2βJ

para T/J > Ttc/J

q̄ >
f(T,Γ)−

√
f(T,Γ)−4/(βJ)2

2
para T/J < Ttc/J

(5.61)

para Γ/J 6= 0 não há solução paramagnética estável quando

µ < µat para T/J > Ttc/J

µ > µ− para T/J < Ttc/J
(5.62)

Finalmente, no limite da condição de estabilidade, em que as equações (5.52) e (5.57) se
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Figura 17: Diagramas de fase µ/J x T/J para diversos valores de Γ/J : Γ/J = 0,(b)
Γ/J = 0.5,(c) Γ/J = 1.0 e (d) Γ/J = 1.5, indicando a região onde a solução paramagnética
é instável. A partir destes diagramas define-se o ponto tricŕıtico para diversos valores de
Γ/J .

igualam, o valor para a temperatura cŕıtica com Γ 6= 0 é definido por:

Ttc/J =
1

3

√
2f(T,Γ) (5.63)

no qual f(t,Γ) assume a seguinte forma:

f(t,Γ) =
∫

Dξ
[

1
∆2

p

(

h4
p + 3(βΓ)2

(

1 − 5h2
p

∆

))

cosh
√

∆p + 3(βJ)2

∆
5/2
p

(

2h2
p − 1 + 5h2

∆p

)

sinh
√

∆p

]

∫

Dξ

(

h2
p cosh

√
∆p

∆p
+ (βΓ)2

∆
3/2
p

)

(5.64)

assumindo que hp =
√√

2βJ e ∆p = h2
p + (βΓ)2. A localização do potencial cŕıtico é

definido através da substituição da temperatura cŕıtica Ttc/J em 5.56. Logo, a partir

das equações (5.56) e (5.59), é obtido o contorno que indica a região de instabilidade

paramagnética para diferentes valores de Γ.
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Figura 18: Os autovalores λ± como uma função de µ/J para T/J = 0.08 com diversos
valores de Γ/J : Γ/J = 0,(b) Γ/J = 0.5,(c) Γ/J = 1.0 e (d) Γ/J = 1.5. Diferentemente
do modelo SK, o modelo fermiônico apresenta os autovalores λ± negativos e até mesmo
complexos na fase vidro de spin.

Na figura 17, são apresentados valores exatos do par P temperatura tricŕıtica Ttc e

potencial qúımico tricŕıtico µtc obtidos através das condições de estabilidade na solução

paramagnética. Para Γ/J = 0, abaixo do segmento APO, a solução paramagnética é

totalmente instável. O ponto tricŕıtico para este valor de Γ/J é definido em Ttc/J = 1/3,

com µc/J ' 0.96 correspondente. Abaixo da linha OPR, surgem as múltiplas soluções.

Para Γ/J = 0.5, diminui o intervalo onde ocorrem múltiplas soluções e, novamente, abaixo

do segmento APO, a solução paramagnética é instável. O ponto tricŕıtico muda seu valor

para aproximadamente Ttc/J ' 0.309 e µc/J ' 0.99. Com Γ/J = 1, a diminuição

do valor da temperatura cŕıtica é acentuada e seu valor fica em torno de Ttc/J ' 0.23

com µc/J ' 1.13 correspondente. Finalmente, para Γ/J = 1.5, o valor da temperatura

cŕıtica diminui ainda mais, permanecendo em torno de Ttc/J ' 0.13, com µc/J ' 1.42

correspondente.

Na figura 19, é mostrado o parâmetro q̄ como uma função de µ/J para vários valores

de Γ/J em uma temperatura na região de primeira ordem. Os resultados indicam a

existência de múltiplas soluções também para o parâmetro q̄ na solução paramagnética.
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Figura 19: Parâmetro de ordem q̄ pelo potencial qúımico na fase paramagnética (q = 0)
para vários valores de Γ/J e T/J fixo: (a) Γ/J = 0,(b) Γ/J = 0.5,(c) Γ/J = 1.0 e (d)
Γ/J = 1.5. Para todos os valores de Γ/J somente o ramo inferior de q̄, corresponde ao me-
nor valor, encontra condições de estabilidade dos autovalores e condições termodinâmicas
de extremização de potencial termodinâmico.

Há ainda a figura 18, onde as partes reais e complexas dos autovalores λ± são plotados

em função de µ/J . No intervalo do eixo y < 0, os autovalores são complexos e sua parte

real também foi plotada. Para Γ/J = 0, a parte real dos autovalores torna-se negativa

para grandes valores de µ/J . Com Γ/J = 0.5 ainda há uma parte real positiva, contudo,

para valores maiores de Γ/J , o intervalo inteiro de µ/J possui autovalores reais negativos.

Nesta seção, como último resultado, são apresentados os diagramas de fase para di-

ferentes valores de campo transverso. A análise da estabilidade proporciona uma visão

detalhada da solução como simetria de réplicas. A marcação do ponto tricŕıtico e da linha

de transição de primeira ordem foram feitas utilizando conceitos que foram introduzidos

por (LAGE; ALMEIDA, 1982), mas discutidos em mais detalhe por Costa, Yokoi e Salinas

e foram introduzidos no caṕıtulo dois. De maneira geral, as linhas de primeira ordem

foram demarcadas através da comparação das soluções paramagnética e vidro de spin.

Na figura 20(a), a linha pontilhada indica a exata transição de primeira ordem, em
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Figura 20: Diagramas de fase µ/J x T/J para diversos valores de Γ/J :(a) Γ/J = 0,(b)
Γ/J = 0.5,(c) Γ/J = 1.0 e (d) Γ/J = 1.5. Este diagramas fornecem uma visão detalhada
da solução com simetria de réplicas na fase vidro de spin. A linha cheia superior é definida
através do autovalor λat: abaixo desta linha a solução vidro de spin é instável. Na fase
vidro de spin, os autovalores λ± podem ser negativos e complexos. A linha pontilhada
define a transição de primeira ordem e Ttc indica o ponto tricŕıtico.

contrapartida aos diagramas de fase apresentados no caṕıtulo três, em que apenas a região

com múltiplas soluções era demonstrada e não havia nenhum rigor em relação à marcação

do ponto tricŕıtico. T indica o ponto tricŕıtico exato que separa as transições de primeira

e segunda ordem, sendo a linha de segunda ordem indicada pela linha sólida superior.

Observa-se que o replicon, o autovalor da equação (5.23), sempre é negativo abaixo da

linha de transição que separa a fase paramagnética e vidro de spin, de tal forma que a

solução vidro de spin sempre é instável mediante a simetria de réplicas. Além disso, na

região indicada por +, os autovalores λ± são reais e positivos. Por outro lado, em regiões

indicadas por Re, os autovalores são complexos, sendo que as regiões rotuladas por Re>0

ou Re<0 definem se a parte real destes autovalores complexos é positiva ou negativa. Na

região indicada por −, os autovalores são reais e negativos. Além disso, a figura 20 mostra

algumas caracteŕısticas vistas no caṕıtulo anterior, como a dependência da temperatura

cŕıtica pelo campo transverso, sendo (Tf)Γ/J=1.5 < (Tf )Γ/J=1 < (Tf)Γ/J=0.5 < (Tf )Γ/J=0
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em µ/J = 0 e a dependência do par temperatura tricŕıtica Ttc e o potencial qúımico

equivalente a Ttc , denominado µtc com Γ/J . Observa-se também instabilidades adicionais

dos autovalores λ± nas figuras 20(b), 20(c) e 20(d) em relação a 20(a), desde que somente

em 20(a) há uma pequena região com autovalores positivos a baixas temperaturas.
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6 Conclusão

Este trabalho teve por objetivo analisar o modelo de spin Ising fermiônico na pre-

sença de um campo magnético transverso Γ e um potencial qúımico µ variável. Neste

modelo fermiônico, os spins foram escritos como uma combinação bilinear de operadores

de criação e destruição fermiônicos. Como estes operadores não comutam, a álgebra de

Grassmann foi introduzida especialmente para tratar com esta não comutatividade. O

cálculo da função de partição para tratar com a não comutatividade dos operadores no

hamiltoniano utilizou o formalismo das integrais de caminho fermiônicas. Questões relaci-

onadas à utilização do“ansatz”de simetria de réplicas neste modelo fermiônico, bem como

as falhas manifestadas, por exemplo, no valor negativo para a entropia, foram levantadas.

Com isso, foi introduzido um estudo detalhado acerca da estabilidade da solução com

simetria de réplicas no modelo fermiônico. Nesta análise, foram derivados três autovalo-

res: −λat, λ− e λ+−. Em certas regiões, estes três autovalores se mostraram positivos,

de tal forma que a solução encontrada no “ansatz” de simetria de réplicas era estável.

No entanto, observou-se que a solução com simetria de réplicas é sempre instável de-

vido ao autovalor negativo λat, conhecido como replicon, na fase vidro de spin, fato já

ocorrido no modelo SK. Porém, além da instabilidade da solução vidro de spin devido

ao replicon λat, foram descobertas instabilidades adicionais dos autovalores λ± que não

ocorriam no modelo clássico SK, já que agora os autovalores λ± podiam ser negativos e

até mesmo complexos na fase vidro apresentada pelo modelo ISGf. No entanto, tais ins-

tabilidades adicionais dos autovalores λ± já haviam sido observadas no modelo clássico de

Ghatak e Sherrington (GS). Os modelos ISGf e GS, apesar de utilizarem formalismos tão

distintos, mostravam caracteŕısticas semelhantes como, por exemplo, linhas de primeira

ordem e pontos tricŕıticos, além do fator de instabilidade adicional citado anteriormente.

Em ambos os modelos, observou-se que as estabilidades são afetadas pelo surgimento de

um parâmetro de ordem extra. No caso do modelo fermiônico proposto, são as correlações

〈Ŝ(ω)Ŝ(ω + Ω)〉 não unitárias as responsáveis pelo surgimento do parâmetro extra q̄.

Dada a quantidade de caracteŕısticas semelhantes entre os modelos ISGf e GS um



83

mapeamento proposto por Rosenow e Oppermann (1996) foi utilizado entre estes dois

modelos. Este mapeamento possibilitou que a técnica utilizada por Lage e Almeida

(1982), para localização do ponto tricŕıtico no modelo GS, pudesse ser introduzida no

modelo ISGf. Além disso, também possibilitou a utilização da técnica apresentada por

Costa, Yokoi e Salinas (1994) para demarcação da linha de primeira ordem no modelo

ISGf. A partir de uma base sólida, foi posśıvel avançar no problema vidro de spin fer-

miônico. Através da introdução do Γ, foi posśıvel observar os efeitos da introdução de

flutuações de natureza quântica em conjunto com as flutuações de carga providênciadas

pelo potencial qúımico no problema vidro de spin.

Com isso, estes efeitos atuando em conjunto foram examinados em uma série de re-

sultados numéricos que, em linhas gerais, demonstraram as seguintes caracteŕısticas: sur-

gimento de múltiplas soluções dos parâmetros de ordem e, conseqüentemente, transições

de primeira ordem para diversos valores de campo transverso não nulos. Dependência da

temperatura tricŕıtica Ttc e potencial qúımico cŕıtico µtc com o campo transverso. De-

pendência da temperatura de transição Tf com o campo transverso juntamente com o

potencial qúımico. Foi visto também que a ordem de grandeza da região de múltiplas

soluções depende do campo transverso.

Igualmente, observou-se que para Γ > Γc o sistema é sempre paramagnético, indepen-

dentemente do potencial qúımico ou temperatura aplicada.

Além dos resultados relacionados às flutuações quânticas e de carga, foi levantada

a questão da estabilidade do “ansatz” de simetria de réplicas. Em tais resultados, foi

detectada uma pequena instabilidade adicional proveniente dos autovalores λ± na região

vidro de spin para diversos valores de Γ.

A partir do limite de validade das condições de estabilidade local na solução para-

magnética, foram obtidos os contornos que separam as soluções paramagnéticas e vidro

de spin. Também com aux́ılio das condições de estabilidade local, foi derivada uma relação

entre o ponto tricŕıtico e o campo transverso Γ.

Os resultado obtidos neste trabalho foram comparados com aqueles obtidos em traba-

lhos prévios. Para Γ = 0, é recuperado o valor do ponto tricŕıtico primeiramente obtido

por Rosenow e Oppermann (1996) no modelo fermiônico. Para µ = 0, a linha de transi-

ção Tf e ponto cŕıtico quântico Γc = 2
√

2J obtidos por Theumann, Schmidt e Magalhães

(2002) foram recuperados.

Dada a riqueza de detalhes envolvidos no problema Ghatak e Sherrington, é natural
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dar continuidade ao estudo deste modelo como possibilidade para trabalhos posteriores.

Para tal, o formalismo fermiônico será utilizado, o que possibilitará a introdução de outras

competições com a fase vidro de spin, como supercondutividade, por exemplo. Além

disso, este novo formalismo possibilitará a introdução de efeitos de natureza quântica

ao modelo através do campo transverso. Posteriormente, o caráter anisotrópico e as

flutuações de carga serão observados em conjunto sobre o problema vidro de spin. Há

também a possibilidade de analisar a competição vidro de spin e antiferromagnetismo no

modelo GS com duas sub-redes, trabalho primeiramente proposto por Korenblit e Shender

(1985). Finalmente, há como possibilidade utilizar a técnica conhecida como quebra de

simetria de réplicas (QSR), que corrige o problema da negatividade da entropia, e é

apresentada por Parisi (1980).
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APÊNDICE A

Neste apêndice, são derivados os autovalores e autovetores da matriz Hessiana Ḡ (ver

equação (5.20)), que é matriz relacionada as componentes das perturbações introduzidas

na solução com simetria de réplicas. A derivação destes autovalores é exigida justamente

pela solução com simetria de réplicas. Desde que esta matriz será diagonalizada, todos

os autovalores devem ser positivos para garantir a estabilidade da solução do “ansatz” de

simetria de réplicas. Logo, o objetivo principal é encontrar todos os autovalores associados

aos autovetores e desta forma cobrir todo o espaço gerado pela matriz Ḡ que tem n +

n(n−1)/2 = n(n+1)/2 dimensões. Esta tarefa exige a escolha de autovetores apropriados,

bem como a dimensionalidade produzida de cada um deles (ALMEIDA; THOULESS, 1978).

Para isto, utiliza-se a equação dos autovalores

Ḡϑ = λϑ, ϑ =

(

{εα}
{ηαβ}

)

(A.1)

em que śımbolo {εα} são os vetores coluna que vão de ε1 até εn e {ηαβ} indo de η12 até

ηn−1,n

A.1 Autovalor 1

Há três tipos de autovalores. O primeiro tratado na presente seção tem a forma

εα = a; ηαβ = b. Os elementos da matriz Ḡ são definidos pelas equações que vão desde

(5.13) até (5.19), de tal forma que

Ḡ =



























A B . . . B C C . . . D . . . D
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...

B . . . . . . A D . . . D . . . . . . C

C C . . . D P Q . . . Q . . . D
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...

D . . . C . . . D R . . . R . . . P



























(A.2)
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a primeira linha da parte superior da matriz Ḡ associada com o autovetor tem a forma

(

A B B . . . B C . . . C D D . . . D
)

(µ1) = λ (µ1) (A.3)

sendo que ϑ1 é

ϑt
1 =

(

a . . . a b . . . b
)

tal que a primeira linha da equação dos autovalores Ḡµ1 = λµ1 seja

Aa + (n− 1)Ba+ (n− 1)Cb+
1

2
(n− 1)(n− 2)Db = λ1a. (A.4)

Os elementos A e B da primeira linha estão relacionados com a, que tem dimensão n.

Como A tem apenas um a associado, o restante, que é (n − 1) vezes a, fica relacionado

com B. Da mesma forma, os elementos C e D estão vinculados com b, que tem n(n−1)/2

dimensões. O elemento C está associado (n− 1) vezes com b, restando 1/2(n− 2)(n− 3)

vezes b vinculado ao elemento D. A primeira linha da metade inferior da mesma equação

dos autovalores, correspondente a ηαβ, associada com o autovetor tem a forma

(

C C D . . . D P Q . . . Q D . . . D
)

(µ1) = λ (µ1) (A.5)

sendo que ϑ1 foi definido anteriormente. A parte inferior produz a seguinte relação:

2Ca+ (n− 2)Da+ Pb+ 2(n− 1)Qb+
1

2
(n− 2)(n− 3)Rb = λ1a (A.6)

Na relação acima, os elementos C e D estão relacionados com a, sendo que C tem duas

vezes a associados e D tem (n − 2) vezes a vinculados, completando a dimensão de a,

que é n. P tem um b associado e Q tem 2(n − 2) vezes b vinculados, restando para R

1/2(n− 2)(n− 3) vezes b associados para completar o espaço de b. O autovalor λ1 pode

ser obtido através de um sistema de equações lineares provenientes das equações (A.4) e

(A.6), o que resulta em dois autovalores não degenerados:

λ1 =
X ±

√
Y 2 + Z

2
(A.7)

sendo

X = A+ (n− 1)B + P + 2(n− 2)Q+ 1/2(n− 2)(n− 3)R (A.8)



87

Y = A+ (n− 1)B − P − 2(n− 2)Q− 1/2(n− 2)(n− 3)R (A.9)

Z = 2(n− 1) {2C + (n− 2)D}2 (A.10)

Este autovalor no limite de n→ 0 se reduz a

λ1 =
1

2

{

A−B + P − 4Q±
√

(A−B − P + 4Q− 3R)2 − 8(C −D)2
}

(A.11)

A.2 Autovalor 2

A próxima escolha do vetor ϑ2 tem εθ = a (para uma réplica espećıfica θ) e εα = b

para α 6= θ, ηαβ = c se α, β = θ e ηαβ = d para α, β 6= θ, no qual este vetor tem a

forma (a, b, . . . , b, c, . . . , c, d, . . . , d). Encontrando a equação dos autovalores para a linha

superior e inferior e utilizando a condição de ortogonalidade na qual ϑ1ϑ2 = 0, onde

ϑt
1 tem a forma (x, x, . . . , x, y, y, . . . , y) com x e y não nulos, encontra-se um sistema de

equações lineares facilmente calculável

(A− B − λ)a+ (n− 1)(C −D)c = 0 (A.12)

n− 2

n− 1
(C −D)a+ [P + (n− 4)Q− (n− 3)R− λ] c = 0. (A.13)

A condição de a e c são não nulos resulta nos seguintes autovalores

λ2 =
X ±

√
Y 2 + Z

2
(A.14)

sendo que, neste caso,

X = (A−B) + P + (n− 4)Q− (n− 3)R (A.15)

Y = A−B − P − (n− 4)Q+ (n− 3)R (A.16)

Z = (n− 2)(C −D)2 (A.17)

No limite de n → 0, este valor se degenera com λ1. Há n posśıveis escolhas da réplica θ,

de tal forma que é posśıvel escolher n diferentes autovetores µ2. Dentro do subespaço n,
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nem todos os autovetores ϑ1 e ϑ2 podem ser independentes. No entanto, não pode haver

mais do que n vetores independentes neste espaço. Portanto, são obtidos até n vetores

independentes formados a partir de ϑ1 e ϑ2. Relembrando o fato de que λ1 e λ2 são

duplamente degenerados, pode-se afirmar que o austovetores ϑ1 e ϑ2 formam um espaço

dimensional 2n.

A.3 Autovalor 3

O terceiro tipo de autovetor ϑ3 tem εθ = a, eν = b (para duas réplicas espećıficas θ, ν)

e εα = c para α diferente de θ ou ν, e ηθν = c, ηθα = ηνα = d, caso contrário ηαβ = e.

Utilizando as condições de ortogonalização ϑ2ϑ3 = 0, ϑ1ϑ2 = 0 e ϑ1ϑ3 = 0, são alcançadas

as condições necessárias para obtenção do valor de λ3.

Pc+ 2(n− 2)Qd+
1

2
(n− 2)(n− 3)Re = λ3c (A.18)

com

d = −c/(n− 2) e = −2d/(n− 3) e = 2c/(n− 2)(n− 3). (A.19)

Logo

λ3 = P − 2Q+R (A.20)

Como a = b = 0, a parte superior da equação dos autovalores corresponde a {εα} é

nula. Portanto, a dimensão dos autovetores para λ3 corresponde somente aos elementos

ηαβ, que é n(n − 1)/2. Contudo, n vetores já foram utilizados na relação λ1, λ2 e a

real degenerescência, ou o número de vetores independentes para este terceiro autovetor,

é n(n − 3)/2. Junto com a degenerescência de λ1 e λ2, completa-se todo o espaço de

n(n+ 1)/2 vetores.
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APÊNDICE B

B.1 Cálculo das Correlações

Os valores das correlações são as seguintes:

16〈S4
α〉 =

∂4Λα(q, z)

∂Hα

∣

∣

∣

∣

Hα=0

(B.1)

sendo

Λα(q, z) =

∫

Dz
∏

α

[

eβµα

(

cosh(βµα) +

∫

Dξα cosh(
√

∆α)

)]

(B.2)

e ∆α

∆α = h2
α + (βΓ)2 (B.3)

com hα definido por

hα = βJ
√
qz + βJ

√
χ̄ξα (B.4)

A equação (B.2) pode ser reescrita da seguinte forma

Λα(q, z,Hα) =

∫

Dz
∏

α
′ 6=α

[

eβµ
′
α

(

cosh(βµ
′
α) +

∫

Dξα′ cosh(
√

∆α′ )

)]

(B.5)

×
[

eβµα

(

cosh(βµα) +

∫

Dξα cosh(
√

∆α)

)]

em que ∆α′ é

∆α′ = (βJ
√
qz + +βJ

√
χ̄ξα′ +Hα′ )2 + (βΓ)2. (B.6)

Substituindo (B.6) em (B.1), derivando em relação a Hα e tomando o limite de n → 0,

chega-se à seguinte expressão:

16〈S4
α〉 =

∫

Dz

∫

Dξ
1

K(q, ξ)

×
{

1

∆2

[

h4 + 3β2Γ2

(

1 − 5h2

∆

)

cosh
√

∆

]

+
1

∆3/2

[

2h2 − 1 +
5h2

∆

]

sinh
√

∆

}

.

(B.7)
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A variável ∆(q, z) agora é

h = βJ
√

2qz + βJ
√

2̄χξ. (B.8)

A segunda correlação é definida por

16〈(SαSβ)2〉 =
∂Λα(q, z)

∂H2
α∂H

2
β

∣

∣

∣

∣

∣

Hγ,β=0

(B.9)

Seguindo o procedimento padrão anteriormente apresentado

Λα(q, z,Hγ, Hβ) =
∫

Dz
∏

α6=α′ ,β

[

eβµα
(

cosh(βµα) +
∫

Dξα cosh(
√

∆α)
)]

×
[

eβµ
α
′
(

cosh(βµα′ ) +
∫

Dξα′ cosh(
√

∆α′ )
)] [

eβµβ
(

cosh(βµβ) +
∫

Dξβ cosh(
√

∆β)
)]

(B.10)

derivando em relação a Hα
′ e Hβ e tomando o limite de n → 0, a seguinte expressão é

encontrada:

16〈(SαSβ)2〉 =

∫

Dz





∫

Dξ
(

h2 cosh
√

∆
∆

+ (βΓ) sinh
√

∆

∆3/2

)

K(q, ξ)





2

(B.11)

com ∆(q, z) definido anteriormente. As correlações restantes serão apenas apresentadas

aqui, já que o procedimento para encontrá-las é o mesmo utilizado anteriormente:

16〈(Sα)2SβSδ〉 =

∫

Dz









∫

Dξ

(

h2 cosh
√

∆
∆

+ (βΓ) sinh
√

∆

∆3/2

)

K(q, ξ)





(

∫

Dξ h sinh
√

∆
∆1/2

K(q, ξ)

)2


 (B.12)

16〈SαSβSγSδ〉 =

∫

Dz

[

∫

Dξ

(

h sinh
√

∆
∆1/2

K(q, ξ)

)]4

(B.13)

sendo

K(q, ξ) = cosh(βµ) +

∫

Dξ cosh
√

∆(q, ξ). (B.14)
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APÊNDICE C

Neste apêndice, é efetuada a soma sobre as freqüências de Matsubara.

ln I(z, ξ, q, q̄) =

∞
∑

n=−∞

[

ln
(

iωn + y + ∆
1
2 )
)

+ ln
(

iωn + y − ∆
1
2 )
)]

(C.1)

escrevendo ln I(z, ξ, q, q̄) em um formato apropriado, a solução pode ser encontrada através

do método dos reśıduos. Para isso, a expressão C.1 é derivada em relação a y, resultando

na seguinte equação:

∂ ln I(z, ξ, q, q̄)

∂y
=
∑

n

[

1

iωn + y +
√

∆
+

1

iωn + y −
√

∆

]

(C.2)

A somatória pode prontamente ser substitúıda por uma integral no plano complexo

∞
∑

n=−∞
F (iωn) =

∑

n

1

iωn − ε
= − 1

2πi

∮

C′
F (ω)f(ω)dω (C.3)

com

F (ω) =
1

iω + y ±
√

∆
(C.4)

sendo f(ω) a função de Fermi, que possui singularidade em todo seu eixo imaginário

f(ω) =
1

eω + 1
= ∞ (C.5)

para todo ωn = (2n+1)π e n = 0,±1,±2, . . . A validade da equação C.3 é obtida por meio

do método dos reśıduos (ver Mattuck (1976, p. 250)). A integral em C, que corresponde

ao plano ω (o plano dado pelos eixos real e imaginário), é igual à integral do reśıduo em

torno de C
′
no eixo imaginário, que engloba os múltiplos ı́mpares de π no eixo, além dos

reśıduos dos pólos de F (ω) no eixo real. Se a integral F (ω)f(ω) → 0 quando C → ∞, é

posśıvel escrever

∮

C

F (ω)f(ω)dω =

∮

C′
F (ω)f(ω)dω + 2πi

∑

reśıduos deF (ω)f(ω) (C.6)
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Desta forma,
∑

(iωn) pode ser definida com a soma dos reśıduos de F (ω)f(ω) para os

pólos de F (ω) no eixo real, de tal forma que a integral C.3 assume o seguinte formato:

∮

C′
F (ω)f(ω)dω = −

∮

C′
F (ω)dω

1

2
[f+(ω) − f−(ω)]

= −
∮

C′
F (ω)

1

2
tanh

(ω

2

)

dω. (C.7)

Logo, a equação (C.3) resulta em

∞
∑

n=−∞
F (iωn) =

1

2πi

∮

C′
F (ω) tanh

(ω

2

)

dω (C.8)

A partir das equações (C.6) e (C.7), as somas da equação (C.2) resultam em

∂ ln I(z, ξ, q, q̄)

∂y
=

1

2
tanh

(

y +
√

∆

2

)

+
1

2
tanh

(

y −
√

∆

2

)

. (C.9)

O caminho inverso é tomado, e a integral sobre y na equação C.9 é feita resultando em

ln I(z, ξ, q, q̄) = ln cosh

(

y +
√

∆

2

)

+ ln cosh

(

y −
√

∆

2

)

(C.10)

a qual pode ser reescrita como

I(z, ξ, q, q̄) =
cosh(y) + cosh

√
∆

2
. (C.11)
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