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Resumo

Dissertacao de Mestrado
Programa de Pds-Graduagao em Fisica
Universidade Federal de Santa Maria

TRANSI(;()ES DE PRIMEIRA ORDEM NO MODELO VIDRO DE SPIN ISING
FERMIONICO EM UM CAMPO TRANSVERSO
AUTOR: CARLOS ALBERTO VAZ DE MORAIS JUNIOR
ORIENTADOR: SERGIO GARCIA MAGALHAES
Data e Local da Defesa: Santa Maria, 31 de outubro de 2006.

O presente trabalho analisa o modelo vidro de spin Ising com um campo transverso,
descrito no ensemble grande candnico, em uma formulacao fermionica, em que os ope-
radores de spin sao escritos como uma combinagao bilinear de operadores de criagao e
destruicao. Neste modelo, o campo transverso I' é um mecanismo de “flipagem” dos
spins, que insere flutuacoes de natureza quantica, que podem conduzir a temperatura de
transicao Ty ao ponto critico quantico (PCQ). Neste caso, a transi¢ao de fase vidro de
spin-paramagnética ocorre em 7" = (. Por outro lado, flutuacoes de carga controladas pelo
potencial quimico mostram a existéncia de um ponto tricritico. O método das réplicas
com simetria de réplicas e a aproximagcao estatica sao usados para resolver este problema.
Contudo, a solucao com simetria de réplicas apresenta certos problemas na fase vidro
de spin como, por exemplo, entropia negativa em baixas temperaturas. Desta forma, as
condicoes de estabilidade sao derivadas para testar a solucao gerada pelo modelo.

O objetivo geral é observar os efeitos combinados das flutuacoes quanticas e de carga
na competicao entre as fase paramagnética e vidro de spin. A partir das condi¢oes de
estabilidade, as solugoes geradas pela simetria de réplicas sao vistas detalhadamente na
forma de diagramas de fase. As condic¢oes de estabilidade, todavia, mostram outras apli-
cagoes no presente problema, uma vez que podem, inclusive, ser utilizadas na derivacao
do ponto tricritico.ﬁp

*Palavras-Chave: Flutuagoes de Carga, Flutuagoes Quanticas, Condigoes de Estabilidade, Ponto Tri-
critico



Abstract

Master’s Thesis
Programa de Pds-Graduagao em Fisica
Universidade Federal de Santa Maria

FIRST-ORDER TRANSITION IN THE FERMIONIC ISING SPIN GLASS
MODEL IN A TRANSVERSE FIELD
AUTHOR: CARLOS ALBERTO VAZ DE MORAIS JUNIOR
ADVISER: SERGIO GARCIA MAGALHAES
Time and Place: Santa Maria, October 31th, 2006.

The present work analyzes the fermionic Ising spin glass model in a transverse magne-
tic field. The problem is written in the Grand Canonical ensemble with the spin operators
represented by bilinear combinations of fermionic fields. The transverse field is a spin “flip”
mechanism and inserts quantum fluctuations, which can lead the transition temperature
Ty to quantum critical point (QCP). In this case, the phase transition from spin glass to
paramagnetic phases occurs in 7" = 0. On the other hand, charge fluctuations controlled
by chemical potential u show the existence of a tricritical point. The replica method with
replica symmetry and static approximation are used to solve this problem. However, the
replica symmetry solution shows some problems, like negative entropy in low tempera-
tures. Thus, the stability conditions are derived to test the generated solution of this
model.

The main purpose of this work is to study the competition between spin glass and
paramagnetic phases with both quantum and charge fluctuations. After the stability
conditions are derived, a detailed sight into the generated solution is shown under the
form of diagrams phase. The stability conditions, however, show another applications in
the present problem, once they can be used, for instance, in the tricritical point derivation [l

*Keywords: Charge Fluctuations, Quantum Fluctuations, Stability Conditions, Tricritical Point
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1 Introducao

Por volta de 1970, determinados sistemas magnéticos foram largamente estudados
experimentalmente. Neles, impurezas foram depositadas em hospedeiros metdlicos nao
magnéticos. A introducao destas impurezas produzia entao uma polarizacao dos elétrons
de conducao do metal hospedeiro. Como conseqiiéncia, o momento magnético de cada
impureza, ao sentir esta polarizacao, procurava se alinhar com o momento das impurezas
restantes. Dada a colocacao aleatoria das impurezas, as interacoes entre os momentos
das impurezas podiam ser tanto positivas quanto negativas. Devido a esta “competicao”
de interagoes entre os momentos, nenhuma ordem de longo alcance convencional, ferro-
magnética ou antiferromagnética, por exemplo, poderia ser estabelecida. Todavia, estes
sistemas apresentavam uma espécie de transicao de “congelamento” para uma espécie de
nova “ordem” na qual os spins eram alinhados em direcoes aleatérias. A este tipo de
ordem que descreve este comportamento de aleatoriedade e competicao de interagoes foi

atribuida a denominagao vidro de spin.

Na fase vidro de spin, acredita-se que os momentos magnéticos estao congelados em
direcoes aleatorias. Em outras palavras, o vidro de spin é uma colecao de spins em que, a
baixa temperatura, hd um congelamento desordenado, no lugar dos padroes periddicos ou
uniformes que se costumam encontrar em magnetos convencionais. Para produzir tal es-
tado, duas condicoes sao necessarias. Primeiramente, deve haver competicao de diferentes
interacoes entre os momentos, de tal forma que nenhuma configuragao seja favorecida atra-
vés das interagoes (isto comumente é chamado de frustracao). Segundo, estas interacoes
devem ser no minimo parcialmente aleatorias. Desde entao, varios estudos experimentais
foram feitos com o intuito de observar a existéncia da fase vidro de spin e também sua
competicao com diversos tipos de ordenamento (ferromagnética e supercondutora, por

exemplo).

Na parte tedrica, uma série de modelos foram propostos, em sua grande maioria uti-
lizando teorias de campo médio, que tornavam possivel encontrar parametros de ordem e

descrever diagramas para a fase vidro de spin. Para descrever teoricamente a fase vidro de



spin, [Edwards e Andersonl (T975]) propuseram um modelo de curto alcance que introduziu
desordem e foi o primeiro que escreveu o problema vidro de spin em termos de parame-

tros de ordem. Neste modelo, as interagoes entre impurezas ocorrem somente entre pares

de vizinhos mais proximos. Em seguida, Sherrington e Kirkpatrick| (T978) introduziram

um modelo de Ising com interagoes de longo alcance, de modo que as impurezas podiam
interagir com todas as outras impurezas da rede. Este modelo tem como sua principal

caracteristica ser exatamente soluvel.

Apesar de mostrar bons resultados nas transicoes de fase em altas temperaturas, o

modelo de Ising de [Sherrington e Kirkpatrick (T978), que utilizava em sua resolugao o

método das réplicas, apresentou certos problemas a baixas temperaturas, entre eles, um
valor negativo para a entropia. Com isso, [Almeida._e Thonless (T978) investigaram a solu-

¢ao gerada pelo método das réplicas e descobriram que esta solu¢ao com simetria na fase

vidro de spin é totalmente instavel. Em [T980, Bray e Moord escreveram uma formula-

¢ao quantica para modelo vidro de spin Ising introduzido por [Sherrington e Kirkpatrickl.
Algum tempo depois, [Thenmann_e Gusmaol (T984) introduziram uma formulacao fermi-

onica no problema vidro de spin, em que os operadores de spin foram representados pela

combinagao bilinear de operadores de criacao e destruicao. Na resolucao deste problema
vidro de spin escrito em termos de operadores, o formalismo das integrais de caminho
fermionicas foi utilizado. Porém, a utilizacao neste modelo da aproximagcao estatica, com
a qual as correlagoes no tempo sao desprezadas, pode comprometer a solucao em baixas
temperaturas, desde que as correlacoes desprezadas podem conter efeitos importantes. J&

em [1984! [[shii e Yamamotol acrescentaram no modelo de [Sherrington e Kirkpatrickl uma

componente, conhecida como campo transverso I', a qual introduz um mecanismo de “fli-
pagem”, contrario ao ordenamento dos spins, que permite acessar transigoes de fase no

ponto critico quantico, em que ocorrem transicoes de fase em temperatura 7' = 0. Em

2002, [Theumann, Schmidt e Magalhaes acrescentaram o campo transverso I' no modelo

vidro de spin fermionico, introduzindo este mecanismo de “flipagem” dos spins, e, por

conseqiiéncia, o acesso ao ponto critico quantico também no formalismo fermionico.

Paralelamente, [(Ghatak e Sherrington! (T977) propuseram um modelo de curto alcance,

com spin S generalizado, em que efeitos de campos de cristal, através de um parametro
anisotréopico D, foram introduzidos para observacao de propriedades anisotrépicas em
sistemas vidro de spin. Como resultado, este modelo demonstrou a existéncia de transicoes

descontinuas em certas regioes do diagrama 1" x D. Naturalmente, a utilizacao do método

da réplicas levaram [Lage e Almeidal (T982), agora em um modelo de longo alcance, a

derivar as condicoes de estabilidade da solucao gerada no modelo (Ghatak e Sherrington!
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(T977).

Posteriormente a estes trabalhos, [Rosenow e Oppermann| (T996]), em um sistema vidro
de spin descrito no ensemble grande canonico dentro do formalismo fermionico, também
observaram a existéncia destes comportamentos nao usuais na competicao entre as fase
paramagnética e vidro de spin. Foi possivel observar que, com a introducao de flutua-
¢oes de carga, além das usuais transi¢goes continuas, estes sistemas vidro de spin também
apresentam transicoes de fase descontinuas, separadas através de um ponto tricritico. Em
1999, [Feldmann e Oppermann| introduziram um mapeamento entre os modelos fermio-
nico no ensemble Grande Canonico (ISGf) e o modelo de [Ghatak e Sherrington| (GS), o
que possibilitou relacionar de forma direta as propriedades termodinamicas em nivel de
energia livre de ambos os modelos. No entanto, [Perez e Sherringtonl (2005) foram além e
observaram que os modelos ISGf e GS eram mapedaveis nao somente em nivel de energia

livre, mas também em nivel de densidade de estados.

O trabalho em questao tem por objetivo, dentro de uma formulacao fermionica, de
observar os efeitos, que até entao haviam sido estudados isoladamente, das flutuacoes
quanticas e de carga, agora combinados, no problema vidro de spin. Desta forma, espera-
se observar quais sao os efeitos que a “flipagem” dos spins tem sobre regioes de primeira
ordem, entre outros, bem como observar quais efeitos que as flutuacoes no nimero de ocu-
pagao exercem sobre as transi¢oes de fase em T = 0. Além disso, o método das réplicas
também é utilizado na resolucao deste problema. Desta forma, neste trabalho, também é
feita a derivacao das condigoes de estabilidade da solucao gerada pelo “ansatz” de sime-
tria de réplicas, que demonstram, inclusive, possuir outras aplicagoes, o que inclui, por
exemplo, a localizagao do ponto tricritico. Para um melhor entendimento, este trabalho
apresenta os resultados separados em dois capitulos. No capitulo dois, é apresentado o de-
senvolvimento experimental do problema vidro de spin e também a fundamentacao tedrica
necessaria para a derivagao do modelo proposto. O capitulo trés apresenta o formalismo
de segunda quantizagao, uma algebra para variaveis anticomutantes e a formulacao das
integrais de caminho fermionicas que é utilizado para tratar com o problema vidro de spin
em termos de operadores que nao comutam. O capitulo quatro é reservado ao célculo
analitico do modelo vidro de spin Ising fermionico, em que os spins sao escritos como
uma combinacao bilinear de operadores de criacao e destruicao. Ainda neste capitulo, sao
discutidos os resultados demonstrando a existéncia das transi¢oes de primeira ordem, bem
como os efeitos que as flutuagdes quanticas e de carga exercem sobre a competicao entre as
fases paramagnética e vidro de spin. O capitulo cinco é focado na derivacao das condigoes

de estabilidade da solucao gerada pela utilizacao do “ansatz” de simetria de réplicas no
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N

modelo fermionico. Em seguida, é apresentada uma secao com resultados relacionados a
solucao paramagnética que fornece uma série de informacoes interessantes. Além disso, é
observado também que o estudo da estabilidade fornece uma visao completa da solucao
com simetria de réplicas na competicao entre as fases em questao. Finalmente, o tdltimo
capitulo faz um apanhado geral das principais caracteristicas vistas durante os capitulos
trés e quatro, bem como descreve a utilizacao dos conceitos reproduzidos em trabalhos

futuros.
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2 Desenvolvimento Experimental
e Teorico

2.1 Introducao

Neste capitulo, sao apresentados os principais conceitos experimentais e tedricos en-
volvidos na descricao da fase vidro de spin. Uma secao experimental relata as evidéncias
experimentais que confirmaram a existéncia da fase vidro de spin, bem como suas prin-
cipais caracteristicas. Ainda nesta parte, sdo relatadas as evidéncias observadas quando
um campo perpendicular, conhecido como campo transverso, é aplicado no composto
LiHo,Y,_ . Fy. Em seguida, é incluida uma secao que descreve suscitamente parte do tra-
tamento analitico utilizado na resolucao dos problemas tedricos, entre eles o método das
réplicas. O segmento final apresenta dois modelos vidro de spin que possuem transicoes de
primeira ordem, além das usuais transicoes de segunda ordem. No problema vidro de spin
em especifico, estas regioes costumam apresentar uma série de solugoes metaestaveis para
os parametros de ordem. Além disso, tais sistemas apresentam comportamentos tricriti-
cos. Com isso, para um melhor entendimento destes fenomenos, o modelo vidro de spin
fermionico (ISGf) e o modelo classico de [Ghatak e Sherrington! (GS), ambos apresentando

transicoes de primeira ordem e comportamentos tricriticos, sao discutidos.

2.2 Resultados Experimentais

2.2.1 Observacoes Experimentais na Fase Vidro de Spin

A fase vidro de spin é caracteriza pelo congelamento dos momentos magnéticos, de
forma aleatoria, a baixas temperaturas. Seu surgimento se deve a dois fatores: deve haver
competicao entre interagoes ferromagnéticas (positivas) e antiferromagnéticas (negativas)
e estas interacoes devem ser aleatorias. Experimentalmente, uma série de compostos

apresentam este tipo de ordenamento. Sugere-se que esta ordem, na qual observa-se que
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os momentos magnéticos estao “congelados” em escalas de tempo macroscopicas, tenha
magnetizacao espontanea local m; = (S;) nao nula para um dado sitio i, ainda que a
magnetizagao média M = N~ m; sobre todos os sitios o seja. De fato, compostos
que apresentam o ordenamento vidro de spin demonstram a existéncia de picos na susce-
tibilidade magnética, seguidos pela redugao do valor da suscetibilidade, que sao efeitos da
magnetizagao espontanea local m; nao nula, como mostram os exemplos da figura [l E
relevante salientar também que, na fase vidro de spin, a reducao no valor da susceptibili-
dade magnética ocorre desde que nao ha mais resposta do sistema ao campo magnético
aplicado. O surgimento do pico na suscetibilidade ocorre em uma transicao de fase de se-

gunda ordem entre o estado paramagnético desordenado e o estado vidro de spin. Outra

5.0} :"’.
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Figura 1: A suscetibilidade de Cu-0.1% Mn, Ag-0.5% Mn, Au-0.5% Mn, Au-0.2% Cr,
and Ag -1.0 % Mn pela temperatura para um campo magnético H = 20 Oe e 100 Hz
(FISCHER; HERT7Z], 199T)). O pico na suscepbilidade magnética marca a transi¢ao entre
as fases paramagnética e vidro de spin para diferentes compostos.

importante caracteristica observada experimentalmente na fase vidro de spin é que ela
nao possui nenhuma ordem de longo alcance, o que a diferencia drasticamente de uma

ordem ferromagnética ou antiferromagnética, por exemplo. Além disso, em sistemas vi-
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dro de spin, para T" < T}, é encontrada experimentalmente uma magnetiza¢ao remanente,
observada em escalas de tempo macroscépicas, quando um campo externo ja aplicado é
desligado. Esta universalidade de caracteristicas observadas no fenomeno vidro de spin,
como desordem e competicao de interacoes, podem ser reproduzidas por meio de modelos.
Em um destes modelos, os spins S; se localizam em posigoes aleatérias R, interagindo de
forma assintética como em

T(R) = DG R oo 21)

Aqui, Jy e ¢y sao constantes, e Kr é o numero de onda de Fermi do metal hospedeiro.
A caracteristica oscilatéria, dependente da distancia R entre impurezas magnéticas, ob-
servada na equagcao [Z]] foi introduzida por [Ruderman e Kittel (T954)) em trabalhos sobre
magnetismo nuclear, e aplicada posteriormente por [Kasuyal (T956)) e [Yosidal (T957) no pro-
blema vidro de spin. Desde entao, interacoes que descrevem este carater oscilatorio, onde
os elétrons de condugao polarizados possibilitam interacoes entre momentos magnéticos
das impurezas, sao chamados interacoes RKKY . Este cardter oscilatério e dependente da

distancia R, como mostra a figura B surge devido a colocacao aleatéria das impurezas.

JiliR}

Figura 2: A interacao de troca RKKY plotada como uma funcao da distancia
(BINDER; YOUNG] [T986)).

Considerando que a distancia entre spins é aleatoéria, algumas das interacoes de um
determinado spin com o restante serao positivas, favorecendo o alinhamento paralelo, e
negativas, favorecendo o alinhamento anti-paralelo: Percebe-se que nenhuma configuragao
dos spins consegue satisfazer todos os vinculos de troca nesta interacao oscilatéria. Esta

caracteristica, conhecida como frustragao, é o segundo ingrediente bésico, juntamente com
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o congelamento desordenado apresentado no comportamento vidro de spin.

Para ilustrar a fisica da frustracao, considera-se o exemplo simples de uma rede qua-
drada com interagoes entre vizinhos mais préximos, que podem ser positivas (+) ou ne-
gativas (-). Agora, examinamos algumas das possiveis configuragoes de spin nessa rede

quadrada que tem quatro acoplamentos mituos como mostra a figura Bl Se o nimero de

(a) (b)

=0 fo——oll

Figura 3: Frustragdo em uma rede quadrada: (a) uma rede nao frustrada; (b) uma rede
frustrada.

interagoes + e — é par (figura Bh), entdao é sempre possivel encontrar uma configuracao
que satisfaca todas as interacoes. Quando um spin é fixado, determina-se o valor do spin
vizinho, multiplicando-se o valor da interacao que conecta o spin fixado e este vizinho.

Logo, nao havera interacgoes conflitantes vindas do spin originalmente fixado.

Por outro lado, se o nimero de interagoes negativas é impar (figura Bb), entao havera
um conflito quando sao analisadas todas as interacoes da rede. O vinculo conectando
o tultimo e o primeiro spin originalmente fixado nao sera satisfeito. Ao tentar satisfazer
os vinculos ao redor do spin originalmente fixado, outras interagoes nao serao satisfei-
tas. Portanto, o termo frustracao refere-se a inabilidade de satisfazer todas interagoes

simultaneamente.

2.2.2 Transigcoes Vidro de Spin em Temperatura Zero

Se as flutuagoes quanticas se apresentam com intensidade suficiente, elas tém um
grande impacto na natureza das interacoes entre os momentos na temperatura de con-

gelamento T e nas transi¢oes de fase em si. O modelo Ising em um campo magnético
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perpendicular ao eixo z, conhecido como campo transverso I', com o hamiltoniano
— E z __Z E xT
ij i

é uma construcao tedrica que introduz a mecanica quantica no problema vidro de spin.
Aqui, J;; é uma variavel de acoplamento aleatéria e 0% e 0 sao as matrizes de Pauli. O
campo transverso tem o papel de um operador que formalmente combina os auto-estados
de spin puros. Experimentalmente, o efeito do campo transverso é observado em ligas de
LiHo,Y, . Fy.

O composto de LiHo,Y,_.Fy é uma diluicao isoestrutural, em que fons magnéticos
Ho*" e nao magnéticos Y3+ ocupam aleatoriamente os sitios de terras-raras R nas redes
LiR Fy, que tém sua estrutura central no formato tetragonal (WU et"all, [T99T]). A interacao
dominante entre os momentos é dipolar, e um certo nivel de diluicao destréi qualquer
ordem de longo alcance. Neste caso, um valor de x = 0.167 na amostra é suficiente para
produzir desordem e frustracao e, por conseqiiéncia, uma fase vidro de spin. A partir de

entao, um campo magnético H; perpendicular ao eixo Ising z é aplicado no material.

I
-]

I | i | |
LiHo.Y1_F4 '
=187

v'" (emu/mol Ho)
[+
[

—

100-1 ' m‘

f (Hz)

Figura 4: Parte imagindria da suscetibilidade x" pela freqiiéncia f em T > T, para uma
série de valores de campo transverso com intervalos de 1 — KQOe. A velocidade de resposta
na fase paramagnética sobe drasticamente quando o campo transverso introduz flutuagoes
quanticas (WU ef all [T99T]).

Os efeitos da mecanica quantica sao aparentes na resposta do sistema a este campo
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magnético aplicado, onde essa resposta é dependente da freqiiéncia. A figura Hl mostra a
parte imaginaria da suscetibilidade x" para vérios valores de H, em T = 0.175K, uma
temperatura ainda na fase paramagnética. A aplicacdo do campo transverso afeta radi-
calmente a escala de tempo da resposta do sistema. Com o aumento de H;, a freqiiéncia
de pico f, aumenta sua magnitude em duas ordens de grandeza com somente H; = 6kQOe.
Este aumento na freqiiéncia de pico altera os processos de relaxacao e afeta os modos de

tempos longos.

12 T T ' T T
. T =352 mKk
Z]'[Z:J M A | SEp oy Aa S
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© 8F H ﬁ""ﬁﬁ O Lﬂ% o
E v 7 ke Al " . |:||:I A
~— LY £ v * 0O
- A10 % . o,
E o1z .5":" L ]
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m 4- & E‘D .. ]
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LY |
o
n

f (Hz)

Figura 5: Contrapartida da figura @l para 7" < Ty em H;, = 0. Com o aumento de H; a
resposta do sistema se torna paramagnética (WU ef all [T99T]).

Jé na figural, é plotada a x" em funcéo de f para vérios valores de H, paraT = 0.05K.
Observa-se que para um dado H;, em torno de H; = 8 KOe, XN( f) simula o resultado para
T > Ty em Hy = 0, indicando os efeitos deste campo magnético transverso. Em ambas
as fases, o efeito do campo transverso é introduzir flutuagoes quanticas que facilitam os
processos de relaxagao, desde que os modos de tempos longos sao afetados devido ao
deslocamento da resposta do sistema para altos valores de f. Como conseqiiéncia, ha um

decréscimo da temperatura de transicao Ty juntamente com o aumento de Hy.
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2.3 Conceitos Teoricos Gerais e Modelos

2.3.1 Teoria de Réplicas

O célculo de qualquer quantidade fisica na mecanica estatistica comeca a partir da
funcao de particéo, que é o traco sobre e ##(/) e é uma funcéo das interacoes da amostra.
Esta quantidade fisica geralmente é definida por

F(J) = —% In Z(J) (2.3)

em que F é energia livre e uma variavel extensiva em funcio de J, e Z = T,e PH) ¢ a
funcao de particao. O proximo passo é calcular a média sobre todas as possiveis configu-
racoes de distribuicao de impurezas, ja que estas sao distribuidas de forma aleatoria. Este

procedimento é conhecido como média configuracional e é denotado da seguinte forma:

1

(F(J)) = —= (In Z(J)) = —E/dJP(J)an(J) (2.4)

1
]
na qual a fungao de partigdo Z(J) nao é uma quantidade extensiva. Calcula-se no entanto
In Z, desde esta é uma quantidade extensiva. Porém, In Z apresenta certas dificuldades
analiticas durante o calculo da média configuracional (In Z). H4 uma forma que contorna
esta dificuldade. Pode-se transformar (In Z) na média da funcdo de particao (Z) usando
um procedimento que consiste essencialmente na identidade

(InZ) = lim ((Z") —1)/n (2.5)

(n—0)

Para n inteiro, Z™ pode ser expresso como
7" = 1] Za (2.6)
a=1

e a é um indice mudo. A utilizagdo desta técnica torna o célculo (InZ) relativamente
simples. O conjunto a = 1,--- ,n pode ser interpretado como réplicas idénticas do sistema

real, compartilhando a mesma distribui¢ao de probabilidade dos J;;.

2.3.2 Ergoticidade e Parametros de Ordem

Quando um experimento é feito em um intervalo de tempo muito grande, o sistema
explora todas as regioes do espaco de fase com igual probabilidade, de modo que a média
temporal realizada pelo experimento seja equivalente a uma média na mecanica estatistica,

em que todos os estados de equilibrio estao incluidos, avaliados com a distribuicao canonica
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—BH
Z

Logo, quando um sistema é encontrado no equilibrio com a probabilidade de Gibbs-

e

(2.7)

Boltzmann o< e #" em qualquer uma das possiveis configuracoes, ¢ dito ergético. Porém,
sistemas nao ergdticos possuem restricoes a uma parte do espago de fase. Um exemplo
da quebra de ergoticidade ocorre no ferromagneto de Ising. Abaixo da temperatura de
Curie, ocorre uma magnetizacao espontanea, e o sistema encontra-se em um estado com
spins apontando para cima ou para baixo com igual probabilidade. Para reproduzir este
comportamento, é preciso restringir o espaco de fase na mecanica estatistica, quebrando
a ergoticidade, escolhendo entao uma das magnetizacgoes, processo que é feito quando
um campo H é aplicado. Da mesma forma, também é necesséario restringir o espaco de
fase para reproduzir o comportamento encontrado na fase vidro de spin, mas de maneira
diferente. Como no problema vidro de spin o sistema se encontra em muitos estados
termodinamicos, nao ha como escolher um espago configuracional especifico. Entretanto,
para contornar esta situagao, é possivel associar a cada um dos estados termodinamicos
um peso estatistico apropriado. Uma vez que seja feita a média sobre todos os pesos
estatisticos, que pode ser associada a um parametro de ordem, o comportamento vidro de

spin ¢ reproduzido.

Como o parametro de ordem é uma forma de caracterizar o ordenamento vidro de spin,
é necessario introduzir um conceito formal sobre o seu significado. Uma fase vidro de spin
possui propriedades termodinamicas distintas em relagao a uma fase paramagnética desor-
denada como, por exemplo, calor especifico, e, para caracterizar estas diferencas, utiliza-se
o conceito de parametro de ordem. Em um ferromagneto, por exemplo, o parametro de

ordem é a magnetizacdo espontanea (por sitio)

1
M= (S) (2.8)

i
em que S; é o valor do spin em um sitio 7. Magnetizagao é um exemplo tipico de um
parametro de ordem que é a medida que define se um sistema estd ou nao em estado
ordenado no sentido propriamente dito. A utilizacao dos parametros de ordem é til para
demarcar as diferentes fases através da representacao de diagramas de fases, em que sao

determinados contornos que separam os diferentes ordenamentos.
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2.3.3 Modelo de Sherrington e Kirkpatrick (SK)

Um modelo tedrico muito utilizado para estudar a fase vidro de spin é o modelo de
interagoes de longo alcance proposto por [Sherrington e Kirkpatrick] (T978), definido pelo

hamiltoniano

H==> J;SSi—h)_ S (2.9)
ij J

em que a soma ij da equacao (9] cobre todos os pares distintos de spins S;, em que S;
assume os valores —1 e +1. Define-se h como um campo magnético paralelo externo e J;;

uma variavel com distribuicao de probabilidade gaussiana dada por

P = Sy |- (1= %) 210)

em que .J? é a variancia e Jy descreve a tendéncia para uma ordem ferromagnética. Calcu-
lando a média configuracional da energia livre através do método das réplicas, o seguinte

resultado é obtido:

: 52J2 2 ﬁJO 2 1 2 72 1 L
— =1 — - — — —InT, 2.11
em que
L=3T") qupS*S + 8> (Joma+h) D S* (2.12)
a<pf a i

As varidveis q,3 e m, foram introduzidas para linearizar o problema na resolugao das
integrais gaussianas. Contudo, tais variaveis representam parametros de ordem. A varia-
vel m, = (S*) representa o parametro de ordem ferromagnético e g,5 = (S*)? define o

parametro de ordem vidro de spin (ver Sherrington e Kirkpatrick] (1978)).

Ao assumir a solucao com simetria de réplicas, ¢g,3 = ¢ € m, = m, e utilizando a
condicao de extremizagao da energia livre da equagao (22I1]) em relagao a estes parametros,

as seguintes equacoes sao obtidas (SHERRINGTON; KIRKPATRICK], [T978):

m = /thanhﬁp(z) (2.13)

q= /Dz tanh? Bp(z2) (2.14)

em que Dz = dzexp(—2z%/2)/v2m e p(z) = J\/qz + Jo + h.
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Na fase paramagnética, a média (S;) é nula em cada sitio, e como conseqiiéncia,
m = q = 0. Ja& na fase ferromagnética, ha um ordenamento uniforme no espago com
orientagoes na dire¢ao positiva, de tal forma que (S;) > 0 em grande parte dos sitios, o
que resulta m > 0 e ¢ > 0. Dentro da fase vidro de spin, a média (S;) pode ser nao nula
em um dado sitio. Todavia, a média sobre todo os sitios M = N~1 3" m; o0 é, o que indica

que m=0eq>0.

A utilizacao do “ansatz” de simetria de réplicas no modelo SK apresenta o problema de
entropia negativa a baixas temperaturas. Esta observacao motivou IAlmeida. e T'houless
(T978) a estudar a estabilidade da solu¢ao com simetria de réplicas do modelo SK, através
da introducao de pequenas perturbacoes na energia livre, como uma forma de garantir
ou testar sua estabilidade. Com a expansao até segunda ordem em torno da solugao
com simetria de réplicas, é obtida uma matriz G, conhecida como matriz Hessiana. Para,
que a solucao com simetria de réplicas seja estavel, todos os autovalores desta matriz
G, =My, A_ e Ag—, devem ser positivos. Contudo, no modelo SK, enquanto que a fase
paramagnética apresenta todos os autovalores positivos, a fase vidro de spin mostra que o
terceiro autovalor, A4, conhecido como replicon, é negativo na fase vidro de spin, indicando
que a solugao com simetria de réplicas é instdavel dentro desta fase (para uma revisao mais
completa, ver [Nishimori (200T))). No modelo proposto, o “ansatz” de simetria de réplicas

também ¢é utilizado de tal forma que a estabilidade da solucao com simetria obtida no

presente trabalho é objeto de estudo durante todo o capitulo cinco.

2.4 Transicoes de Primeira Ordem

Uma vez apresentada a definicao de ordenamento e transicoes de fase, se faz necessaria
a complementacao acerca dos conceitos anteriormente introduzidos. Para tal, considere
primeiramente o potencial termodinamico {2 e suas derivadas em uma dada transicao. Se
as derivadas primeiras de €2 exibirem singularidades, o que significa matematicamente que
a funcao nao é definida em um dado ponto, a transicao é dita de primeira ordem. Em con-
trapartida, se as derivadas primeiras sao continuas, hé transicao de segunda ordem. Em
regioes de primeira ordem, um ou mais parametros que descrevem o sistema apresentam
as chamadas solucoes metaestaveis. Solugoes metaestaveis sao aquelas que correspondem
ao minimo local do potencial termodinamico. Ha também os chamados fenomenos mul-
ticriticos, demarcados por “pontos multicriticos”, em que diversas linhas criticas distintas
se encontram. Como em outros sistemas, o problema vidro de spin também apresenta

transigoes de primeira ordem e fenomenos multicriticos, como podera ser visto nas préxi-
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mas se¢oes. No entanto, regides com multiplas solucoes apresentam certas dificuldades na
escolha das solucoes fisicamente aceitaveis e serao discutidas no decorrer deste trabalho.
Logo, o restante deste capitulo voltarda a sua atengao para dois modelos vidro de spin
distintos que demonstram a existéncia de regides com transigoes descontinuas (ver [Binder

(T987)).

2.4.1 Modelo de Ghatak e Sherrington (GS)

Em [1977, |(Ghatak e Sherrington| generalizaram o modelo de vidro de spin Ising de
longo alcance de Sherrington e Kirkpatrick| para um spin S arbitrario e incluiram o termo
anisotrépico D para levar em consideracao os efeitos dos campos de cristal. A introducao
deste parametro tem um importante papel, como é visto a seguir. Determinados com-
postos tais como (T%;_,V,),O3 mostram um cardter anisotrépico na fase vidro de spin
para certo alcance de z (Dumas et all (I979)). Na solucao de simetria de réplicas para S
inteiro, o modelo GS mostra tanto transicoes de segunda ordem quanto de primeira ordem

entre as fases paramagnética e vidro de spin.

O modelo introduzido por [Ghatak e Sherringtonl (T977) é dado pelo seguinte hamil-

toniano

H=-> J;SS;+DY S} (2.15)
i 7

em que os NV spins S; = +S5 e a soma (ij) é feita sobre todos os pares distintos de spins;

Ji; € uma variavel aleatéria com distribuicao de probabilidade gaussiana

N \ Y2 NJ?
P(J;;) = (27TJ2) exp (— 2J2J) (2.16)

e DY, 57 é a componente que simula os efeitos de campos de cristal responséveis pela

introducao do cardater anisotropico ao problema vidro de spin. A simetria de réplicas
que consiste da identidade Inz = lim,_o[(z" — 1)/n| é usada para calcular a média

configuracional da energia livre por spin

_Bf = lim ——((Z") — 1), (2.17)

n—0 Nn

A energia livre é avaliada pelo método “steepest descent”, em que os parametros p, € ¢ag

sao escolhidos de maneira a extremizar a energia livre

Po = <(Soz)2> i Gap = (SaSp) (2.18)

Restringindo o problema para o caso em que os spins assumem os valores S = —1,0,1 e
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utilizando o “ansatz” de simetria de réplicas, as solucoes da equagoes dos extremos tomam

a forma
Pa=D ; Gag=4¢ (2.19)

para todo a e 3. A energia livre obtida através da solucao com simetria de réplicas resulta

em ) )
P’ —q Fodr e
= - T —e In2(xz 2.20
f T ;- (z) (2.20)
em que

z(x) =1+ 2¢ PP ez (P=0) cosh(8/qx). (2.21)

As condigoes de extremizagao da energia livre (2200) com respeito a ¢ e p sdo, respectiva-

mente, > d
— =gy (x
p_/oo\/ﬂ pa(z) (2.22)
q= /_Oo \;%e_x% (1 ()] (223)
com @) = cosh(B3./qx) (2.24)
2 2¢—BDe—38%(p—a) 4 cosh(83./qx) |
sinh x

p1(z) = L] 2

 2eBDe=3P (=) 4 cosh(ﬁ\/c_]x).

No entanto, ¢1(x), @o(x) e z(z) podem ser reescritos em termos da varidvel z*, que é

ot = % (D - %) (2.26)

definida por

de tal forma que

2~V /T VT
= ————cosh(~— 2.2
rla) = 2 cosh( ) (2.27)
DeVar /T i
= inh 2.2
er(a) = X sinh () (2.28)
sendo que, agora
2(z) = 1+ 2e V¥ /T cosh (g:p) . (2.29)

Este procedimento utilizado por [Costa, Yokoi e Salinas (1994) reduz o problema de duas
equacoes nao lineares acopladas ao problema de uma tinica equacao, possibilitando tam-
bém, através de métodos numeéricos, a obtencao de todas as solugoes para os parametros
p e ¢ nas regioes de primeira ordem. Para o parametro ¢, as multiplas solugoes sao obser-

vadas na figuraffi(a). Além disso, os trés autores citados estudaram em detalhes a solugao
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Figura 6: Figura (a): Parametro de ordem vidro de spin ¢ como uma fun¢ao do parametro
anisotropico D para algumas temperaturas representativas, indicando as multiplas solu-
¢oes do parametro ¢ dentro de uma faixa de temperatura. Figura (b): Diagrama de fase
D wversus T com uma visao detalhada da estabilidade da solucao com simetria de réplicas
(COSTA; YOKOL; SALINAS] [1994)).

com simetria de réplicas, que é apresentada sob a forma de um diagrama de fases D versus
T. O surgimento do parametro de ordem p, através da generalizacao para um S arbitrario
ao modelo GS, afeta diretamente a estabilidade da solucao com simetria de réplicas. No es-
tudo da estabilidade do modelo SK, por exemplo, somente foram encontrados autovalores
positivos e negativos. Porém, durante a analise da estabilidade do modelo GS, autovalores
negativos e até mesmo complexos sao obtidos em algumas regioes do diagrama de fases
e podem ser observados pelos simbolos Re > 0 (autovalores complexos com a parte real
positiva) e Re < 0 (autovalores complexos com a parte real negativa) no diagrama da
figura Bl(b), indicando uma instabilidade adicional da solugao em relagdo ao modelo SK.
Ainda na figuraBl(b), os simbolos + ¢ — indicam a regiao onde os autovalores Ay sao po-
sitivos e negativos, respectivamente. Observa-se também que as curvas separando todas
as regioes demarcadas se encontram no ponto 7', que é um ponto tricritico, sendo que a
linha 7T'J define a linha de transicao de primeira ordem. A linha que separa as solugoes
paramagnética e vidro de spin é dada pelo replicon A\, e, devido a negatividade do auto-
valor Ay, a solugao com simetria de réplicas na fase vidro de spin é também instavel no
modelo GS. Além disso, [Costa, Yokoi e Salinas utilizaram as condicoes de estabilidade da
solugdo paramagnética, primeiramente estudadas por [Lage e Almeidal (T982), como base
para localizacao do ponto tricritico. Demarcaram inclusive a exata localizacao da linha
de primeira ordem comparando as energias livres das solugoes paramagnéticas e vidro de
spin, justificando que quando sao comparadas as energias livres de ambas as solucoes,

somente as solucoes estaveis se encontram continuamente, de tal forma que as solucoes
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metaestaveis podem ser descartadas.

2.4.2 Vidro de Spin Ising Fermionico (ISGf)

O modelo de vidro de spin Ising fermionico (ISGf) é descrito pelo hamiltoniano grande

canonico
ij i

sendo que o acoplamento J;; ¢ uma distribui¢ao gaussiana em torno do zero com variancia
J?. A principal diferenca deste modelo para modelos cldssicos é que os spins sao dados
em termos de operadores fermionicos que atuam sobre um espaco de quatro estados por

sitio, dois deles nao magnéticos | 00) e |T]), e dois estados magnéticos |T 0), | 0 |)

o= a%aT - aIal ;o= a$aT + aIal (2.31)

sendo n o nimero de ocupagao. Neste modelo, o potencial quimico p introduz flutuagoes

Paramagnetica d PAR

Vs PTC
i P
. -~
cCr/ s

s eparacao de fase

temperatura

~-C

Concentracao de férmions

Temperatura

Vidro de Spin

cy4d-~d
Potencial quimica

Figura 7: Vizinhangas do Ponto Tricritico (PTC) para um potencial quimico positivo.
Acima de PTC ocorre uma transicao de segunda ordem entre as fases paramagnética e
vidro de spin. Abaixo de PT'C' surge uma transicao de primeira ordem. A linha d define
o limite de validade da solucao vidro de spin e a linha b define o limite de validade da
solucdo paramagnética.(ROSENOW; OPPERMANN, [T996)

no nimero de ocupacao dos sitio (flutuagoes de carga), devido aos estados ndo magnéticos
provenientes do espaco fermionico. O procedimento para obtencao da solucao do problema

vidro no modelo fermionico é assunto recorrente dos capitulos trés e quatro. No entanto,
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alguns resultados ilustrativos sao demonstrados nesta secao, lembrando apenas que o
tratamento formal utilizado para problemas fermionicos ainda nao foi apresentado.

Uma vez obtido o potencial termodinamico, ele é extremizado com respeito a q e ¢,

de tal forma que

g= / e "1 0y () (2.32)

> d;z: _22/9 2
o[ = () (2.33)
o o) cosh(83,/qx)
02(x) = cosh(Ba)e 3700 + cosh(3v/az) (2.34)
01() = Sinh(f/4e) (2.35)

cosh(Bp)e~ 27 @P=9) 4 cosh(83,/qx) .

Neste modelo fermionico, sao observadas transicoes de fase com a existéncia de com-
portamentos tricriticos, que surgem devido a mudanga na concentracao de férmions, ajus-
tada pelo potencial quimico. Trabalhando no ensemble grande canénico, o modelo [SGf
mostra que, com o aumento no potencial quimico, somente ha transicao de segunda or-
dem até o ponto tricritico localizado em Ty, = 1/3. Para T}, < 1/3, todavia, o sistema
apresenta uma transicao de primeira ordem (descontinua), como é vista na figura [, em
que as vizinhangas do ponto tricritico (PTC) sao mostradas em um diagrama T versus
p. Neste diagrama, a transigao continua ocorre na curva (a) acima do PTC. Abaixo de
PTC, transigoes termodinamicas de primeira ordem (descontinuas) surgem sobre a curva

(c). As curvas (b) e (d) limitam a regiao de existéncia das fases ordenadas.

2.4.3 Mapeamento Entre os Modelos ISGf e GS

A apresentacao de dois modelos distintos neste capitulo é validada pelo fato de que
ha uma estreita relagao entre os modelos ISGf no ensemble grande canonico e modelo GS
classico. Observando atentamente as equagoes dos parametros de ordem (222)) e (232), e
também ([Z23) e ([233), é notavel a equivaléncia entre estas solugdes, desde que obedecam
a seguinte relagao:

PP = P 4 = PH (2.36)

Esta equagdo que define um mapeamento em nivel de potencial termodinamico (energia
livre) entre os modelos ISGf e GS foi introduzida por [Feldmann e Oppermann (1999).

Como conseqiiéncia direta da equacao (236), as propriedades termodinamicas de ambos os
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modelos estao diretamente relacionadas. No modelo (Ghatak e Sherrington, a introducao
do parametro anisotrépico D proporciona o surgimento de transicoes de primeira ordem,
assim como u o faz no modelo fermionico. No modelo classico de spin generalizado que
possui um parametro de ordem p,,, os autovalores A sao negativos e até mesmo complexos
em algumas regides do diagrama de fase. O mesmo ocorre no modelo fermionico, em
que s@o obtidos autovalores negativos e complexos. [Perez e Sherringtonl (2005), em um
trabalho complementar, concluiram que o modelo ISGf é mapedvel ao modelo classico GS
nao somente em nivel de potencial termodinamico, mas inclusive em nivel de densidade

de estados.

Dadas as caracteristicas apresentadas dos modelo ISGf e GS, é natural que, através
do mapeamento, seja possivel comparar resultados gerais obtidos no modelo ISGf com
aqueles obtidos por [Ghatak e Sherrington| para o modelo GS. Dentro deste contexto, o
presente trabalho, que tem por objetivo introduzir flutuagoes quanticas no modelo ISGf
através do campo transverso, utilizard a técnica introduzida por [Costa, Yokoi e Salinas
para demarcar a linha de transicdo de primeira ordem no modelo ISGf. Em adigao
as caracteristicas citadas anteriormentes, os conceitos introduzidos por |Lage e Almeidal
(T982) durante a analise das condigoes de estabilidade da solugao com simetria do modelo
Ghatak e Sherrington| sao de grande importancia na obtencao do ponto tricritico do mo-
delo fermionico proposto. Além disso, o formalismo fermionico, apresentado no decorrer
deste trabalho, permitira estudar a competicao entre a fase vidro de spin e diversos outros

tipos de acoplamentos entre férmions, como por exemplo supercondutividade.
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3 Meétodos Utilizados

3.1 Introducao

Durante este capitulo, é feita uma revisao sobre os métodos necessarios para o calculo
das integrais funcionais utilizadas no tratamento de sistemas de muitas particulas idéenti-
cas, e que atuam como base formal para o trabalho apresentado nos capitulos seguintes.
Sistemas de muitas particulas podem ser descritos em segunda quantizagao, sendo que
qualquer operador fisico pode ser expresso em termos de operadores de criacao e des-
truicao. Logo, é possivel introduzir este tipo de formalismo também no problema vidro
de spin, ja que este, basicamente, é um problema de muitos corpos. Primeiramente, é
feita uma introdugao sobre o formalismo de segunda quantizacao. Na secao seguinte, é
introduzida a base dos estados coerentes, uma base natural para sistemas de muitas par-
ticulas, que sao auto-estados dos operadores de destruicao. Na representacao de férmions
idénticos, que é o caso do presente trabalho, é requerida uma algebra especial para tra-
tar com a anticomutatividade dos operadores que representam as particulas em questao.
Como conseqiiéncia, é apresentada uma segao a cerca da algebra de variaveis anticomu-
tantes, utilizada posteriomente na base dos estados coerentes para férmions, e conhecida
como algebra de Grassmann. Finalmente, é feita a descricao do formalismo das integrais
de caminho fermionicas, bem como o procedimento tomado para o calculo da funcao de
particao, dentro da mecanica estatistica, com hamiltonianos que possuem operadores que
anticomutam. Para uma descricao mais completa dos assuntos que sao abordados neste

capitulo, ver [Negele e Orland| (T988).

3.2 Segunda Quantizacao

Para sistemas de muitas particulas idénticas, é titil definir operadores que criam (a)
ou destroem (a,,) particulas em um estado especifico. Estes operadores geram o espago de

Hilbert completo pela sua acao sobre um tnico estado de referéncia, assegurando também
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uma base para a algebra dos operadores dentro deste espaco.

Para cada estado de particula unica |A) do espaco de particula unica H, é definido um
operador criacao de bdoson ou férmions ai pela sua ac@o sobre qualquer estado [A1...Ay),

que é simetrizado ou antisimetrizado no espaco de bdsons ou de férmions, respectivamente

alld . AN) = M. Ay, (3.1)

Em uma base ortonormalizada, ai atuando sobre um estado resulta

al|A - AN) = Vs F 1AL Ay, (3.2)

sendo my o nimero de ocupagao do estado |\). Fisicamente, o operador a; adiciona uma
particula sobre o estado em que opera, neste caso, o estado |A) e simetriza ou antisimetriza
o novo estado. Devido ao principio de exclusao de Pauli, em que é permitido apenas um

férmion por estado, a equacao (Bl) toma a seguinte forma

|)\)\1)\N> Se |)\> € |)\1)\N>

3.3
0 se |[A) & A Aw) 39

CL;|)\1)\N> = {

Em sistemas de muitas particulas, é importante definir o estado vacuo, denotado por
) Y
|0), que representa um estado sem particulas. Um operador ai\, agindo sobre o vacuo, cria

uma particula no estado |\)

a}[0) =) (3.4)

Como conseqiiéncia, os operadores de criacao geram um espaco de Fock completo através

da repetida acao sobre o vacuo.

Bases convenientes para o espaco de Fock utilizam tanto estados normalizados como,
por exemplo, {|0),|A1), |[AA2), [AMA2. .. ANn), ...}, quanto estados ndo normalizados, tais
como {|0}, A1}, [AiAe}, [AMAa. .. An}, ...} Com isso, a relacdo de completeza no espago
de Fock, valida tanto para estados normalizados quanto para nao normalizados, é definida

por

= 1000+ Y xS0 e v A (3.5)

= \0><0\+Z% > (Hnﬂ) (A AvHAL AN

Através das propriedades de simetria ou antisimetria dos estados de muitas particulas, sao



30

impostas relacoes de comutacao ou anticomutacao entre os operadores de criacao. Para
qualquer estado |A;... Ay} e qualquer estado de particula tnica |A\) e |u), estas relagoes

sao definidas por:

alaMAa. AN} = A A}

= (lpA. . Av) (3.6)
= COJ;CLL‘)\l)\Q e )\N}

sendo que, através das propriedades de permutacao dos estados especificas para bdsons e
para férmions, ¢ assume os valores +1 e —1, respectivamente. A partir da equagao (B),
a seguinte condicao é obtida:

T
a,a

— CaLai =0 (3.7)

.I.
o
na qual é conveniente introduzir a seguinte notacao:

[ T T

al,al)e = aAaL - Calai\ = 0. (3.8)

Os operadores a; e aL nao sao auto-adjuntos. Contudo, os operadores a, sao adjuntos dos

operadores de criagao ai. Com base nesta afirmacao, prontamente sao obtidas as relagoes

de comutagao dos operadores de destrui¢do, que seguem a adjunta da equacao (B7)
lax, au)—¢ = axa, — Cayay = 0. (3.9)

Como tltimo passo, sao definidas as relacoes de comutacao entre os operadores de criagao
e destruicao para estados de muitas particulas. Assim como no cédlculo anterior, sao

introduzidos dois estados |\) e |u) pertencentes a base ortogonal {|a)}. Logo,

aAaL|oz1 ant = anpag.oag}
= 5AH‘&1...(X”}+ZCi(s)\ai ualdlan} (310)
i=1
aLaA|0z1 Q)= Z C v, lpps . A} (3.11)
i=1

substituindo a equagao (BII) em (BIM), a seguinte relagao é obtida:

alaular ... o} = (O + Capal)pan .. o). (3.12)

Logo, para qualquer estado |ag ... a,}, os operadores de criagdo e destruigao satisfazem
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as equacoes dos operadores
[ax, aL],C = a,\aL - CaLa,\ = O (3.13)
Assim, bésons satisfazem as relacoes de comutacgao
[ax, aL], = a,\aL + aLa,\ =0z, (3.14)
e férmions satisfazem as relagoes de anticomutacao

[ax, aL]Jr = a,\aL - aLa,\ = O (3.15)

3.2.1 Estados Coerentes

A base dos estados coerentes é analoga a base dos auto-estados de posi¢ao na mecanica
quantica. Embora esta base nao seja ortonormal, ela cobre todo o espaco de Fock. Tal
como os estados de posicdo | 7°) sdo definidos como auto-estados do operador ?, os estados
coerentes sao definidos como auto-estados dos operadores de destruicao. Para entender
esta afirmagao, considere um vetor geral |¢) do espaco de Fock, que pode ser expandido

CcOo1mo

) =" 1. bulon...an) (3.16)

n=0aq...an
sendo que |¢) tem componentes com um nimero minimo de particulas. Aplicando qual-
quer operador de criagdo em |¢), observa-se que o nimero minimo de particulas em |¢)
aumenta em um. A partir deste acréscimo em |¢), é possivel que o estado resultante
nao seja proporcional ao estado original. Se esta situagao de fato ocorrer, o operador
de criagao nao pode ter um auto-estado no espaco de Fock. Por outro lado, aplicando
um operador de destruicdo em |¢), o nimero de particulas no estado |¢) decresce por
um. Desde que |¢) pode conter um nimero méximo de particulas, nada proibe que uma

particula seja destruida, o que permite que |¢) tenha auto-estados.

Quando um operador de destruicao age sobre um estado coerente, surge uma diferenca
significativa entre bosons e férmions. As rela¢oes de comutacao e anticomutacao implicam

na ocorréncia da seguinte relagao dos comutadores

[P, Bgl-¢ =0 (3.17)

Para férmions, os autovalores nao comutam e, para acomodar esta caracteristica nao
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usual, é necessario introduzir varidveis anticomutantes chamadas variaveis de Grassmann.
Para boésons, contudo, os autovalores comutam. Como o presente trabalho é apresentado
em uma formulacao fermionica, a algebra dos estados coerentes para bdsons nao é apre-
sentada. No entanto, a secao seguinte devotara atencao especial a algebra das variaveis
anticomutantes, conhecida como algebra de Grassmann. Logo apds, é introduzida uma

secao contendo as propriedades dos estados coerentes para férmions.

3.2.2 Algebra de Grassmann

Quando sao utilizados operadores para descrever algum sistema, é necessario definir
uma base. Para a representacao de sistemas fermionicos, é escolhida a base dos estados
coerentes que sao auto-estados dos operadores de destruicao. Entretanto, em sistemas
fermionicos, os correspondentes operadores de criagao e destruicao anticomutam. De
forma a acomodar esta idéia nao usual, é preciso introduzir varidveis anticomutantes
chamadas variaveis de Grassmann. A algebra de Grassmann é definida por um conjunto

de geradores, que sao denotados por {£,},a =1,...,n. Estes geradores anticomutam:

§alp +Ep8a =0 (3.18)

tal que, em particular,

£ =0. (3.19)

«

A base da algebra de Grassmann é feita pelo produto distinto de todos os geradores.
Assim, um numero na algebra de Grassmann é uma combinacao linear com coeficien-
tes complexos dos numeros {1,&u,, &0 8ass - - - Earas - - - Ea,, }- As seguintes propriedades

definem a conjugacao em uma &algebra de Grassmann:

()" =& (3.20)
(&) =¢a (3.21)

Se A é um nimero complexo
(A&a)" = A&, (3.22)

e ¢ valida também para qualquer produto de geradores

(Car - €an)” = €080, 1 - - Car- (3.23)

Devido a propriedade (BI9), qualquer funcao analitica nesta algebra é uma fungao
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linear
(&) = fo+ fi§ (3.24)

e esta é a forma obtida para representacao dos estados coerentes de uma funcao de onda.
Similarmente, a representacao dos estados coerentes de um operador na algebra de Gras-

smann sera uma funcgao de £* e £ e deve ter a forma

A(E7,€) = ao + 1€ + @1€ + ang™E. (3.25)

Assim como em fungoes complexas ordindrias, a derivada pode ser definida para funcoes
com variaveis de Grassmann. As derivadas de fungoes com varidaveis de Grassmann pos-
suem as mesmas propriedades das derivadas de func¢oes complexas, exceto pelo fato de

que, quando o operador derivativo a% age sobre &, a variavel ¢ tem necessariamente que

ser anticomutada até estar adjacente a a%
0 0
— (& —(=&¢&° 2
€O = el (326

Uma vez definida a derivacao para varidveis de Grassmann, as seguintes condigoes sao

prontamente obtidas:

a%A(g*,g) = a; — aé” (3.27)
862*/1(5*,5) = a) +apé (3.28)
a% 862*/1(5‘,5) = —ap (3.29)
— A
a partir da equacio ([EZJ), observa-se que os operadores 6‘2‘* e 8% anticomutam.

A integragao sobre as variaveis de Grassmann é definida como um mapeamento linear
que possui as propriedades fundamentais das integrais ordinarias sobre fungdes em que
a integral de uma forma diferencial exata é zero. Esta exigéncia implica que a integral
sobre 1 seja 0, desde que 1 é o derivativo de . A integragao sobre £ é a tinica nao nula,

desde que £ nao seja derivativo. Logo,
/ el = 0 (3.30)

/dgg - 1
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E natural definir a integragao para variaveis conjugadas da mesma forma

/d§*1 = 0 (3.31)
/ derer = 1.

3.2.3 Estados Coerentes Para Férmions

Quando sao construidos estados coerentes para férmions, primeiramente se define uma
algebra de Grassmann G através da associagao de um gerador &, em cada operador de
destruicao a,, e um gerador £* em cada operador de criacdo a,. Desta forma, constréi-se
um espago de Fock generalizado como um conjunto de combinacoes lineares dos estados
do espago de Fock F' com coeficientes na algebra de Grassmann G. Qualquer vetor | 1)

dentro do espaco de Fock generalizado pode ser expandido através da seguinte equacao:
[9) = Xa | ¢a) (3.32)

sendo y, varidveis de Grassmann e | ¢,) vetores do espaco de Fock. Para tratar com
expressoes contendo combinacoes de varidveis de Grassmann e operadores de criacao e
destruicao, é necessario melhorar a definicao das varidveis de Grassmann para especificar
as relacoes de comutacao entre & e o operador de destruicao a e as adjuntas destas ex-
pressoes com ambos os parametros. As relagoes de comutacao para férmions obedecem as
seguintes equagoes:

[§,a]+ =0 (3.33)

~ AT
(S, d) = a'¢” (3.34)
sendo ¢ denota qualquer varidvel de Grassmann em {£a, &5} e a é qualquer operador em

{aa,al}. Definimos aqui os estados coerentes para férmions por

€) = e Tataci|) (3.35)

= ] (1 —&al)10).

07

A combinacio &,al comuta com fgaL tal que a equacao (B34) reproduz termos nao
nulos na expansao da exponencial. Apesar dos estados coerentes pertencerem ao estado
generalizado do espaco de Fock e nao ao espago dos férmions, o ponto crucial é que

qualquer estado fisico do espago dos férmions pode ser escrito em termos dos estados
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coerentes. Para um estado tinico o, relagoes de anticomutacio entre a,, al, e &, produzem

a relacao

o (1 —&al)[0) = +&10) (3.36)

= J](-¢adh)0).

«

Com uso da equagao (B3H) e considerando o fato de que a, e £ comutam com a combinagao

§5a}3 para 3 # «, obtém-se as condicoes desejadas para os autovalores.

al€) = au J](1—&pal)0) (3.37)
5
= H(l — ﬁﬁag)aa(l - faa(l”o)
a#f
= H(l — fﬁa;r;)ga(l - faaL)|O>
a#f
= &[]0 - ¢gah)o)
a#f
= §a|€>

De forma semelhante, a adjunta do estado coerente é
(€] = (0fe™ 20k = (e o (3.38)
e al atuando no auto-estado (£| resulta em
(€lal, = (€l&5- (3.39)

A relacao de completeza na base dos estados coerentes para férmions é definida pela

seguinte equacao
/ [Tdgsdeae == ¢) (] = 1. (3.40)

Se os estados (¢;|€) e (£|1);) contém varidveis de Grassmann, suas relagoes de comutacao

seguem a seguinte equagao:

(Wil€) (€lh3) = (=€lea) (¥51€) - (3.41)
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As relacoes de completeza providenciam uma expressao 1til para o trago de qualquer

operador, sendo que {|n)} define um conjunto completo de estados
T.A = Z<n\A|n> (3.42)
_ / [Joczaoe -5 3 ey clai)
- / [Ttcsdsee =S54 3 Inyone
— [ Massdtae =5 (=glj6).

3.3 Formulacao de Integrais Funcionais

Dentro da mecanica estatistica quantica, é conveniente introduzir o formalismo fermi-
onico, ideal na representacao de sistemas de muitos corpos. Para tal, algumas definigoes
foram necessarias. No decorrer deste capitulo, procurou-se demonstrar que é possivel
construir uma base de estados coerentes, que sao auto-estados dos operadores de des-
truicao, especificamente para férmions. Dada a nao comutatividade dos autovalores na
representacao fermionica, se fez necessario a introducao da dlgebra de Grassmann, que
permite o manuseio com varidveis que anticomutam. Além disso, também se definiu o

traco de qualquer operador fisico dentro desta base.

Porém, como calcular a funcao de particao de um hamiltoniano que é formado por
operadores que nao comutam? Uma forma para tratar com a nao comutatividade dos
operadores que formam o hamiltoniano é utilizar a formulacao das integrais de caminho
de Feynman na base dos estados de posicao e momento. Para o tratamento com sistemas
fermionicos, contudo, é conveniente introduzir a formulagao de integrais funcionais dentro
da base dos estados coerentes, em que os operadores do hamiltoniano sao expressos em
termos dos operadores de criacao e destruicao. Neste caso, leva-se em consideracao o fato
de que, como se tratam de férmions, é preciso substituir operadores de criagao e destruicao
por variaveis de Grassmann para tratar com a nao comutatividade dos operadores. A secao

seguinte tem como objetivo apresentar uma pequena revisao sobre esta formulacao.
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3.3.1 Integrais de Caminho Fermionicas

Considere primeiramente a funcao de particao no ensemble grande canonico
Z = T, PH-#R) (3.43)

sendo H = H(al,a,) um hamiltoniano descrito em segunda quantizacao, u o potencial
quimico e N o ntimero de ocupagdo, definido por N = 3 ala,. Utilizando o conceito
introduzido na equacao (B.42), é possivel escrever a fungdo de partigdo em um formato

apropriado no tratamento de muitos corpos
7= / [Td¢sdoae =090 (— e F-15) g, (3.44)

onde o sinal de menos no bra (—¢| surge através da regra de anticomutagao definida em

BT

Agora, sao apresentados os passos chave para calculo da funcao de particao do hamil-
toniano H em termos dos operadores que nao comutam. Para tanto, é preciso escrever a
exponencial da funcao de particao na forma normal ordenada, o que dentro do formalismo
de segunda quantizacao significa que todos os operadores de criagao estao a esquerda dos

operadores de destruicao

; n+2 n ; n+2 n .
pieH(ata) _ . jieH(ala) | +Z —ie\"™" H(aﬂa) +2 B —ie\"2 . [H(aﬂa)] +2 .
—~\h (n+2)! ano h (n+2)!

= ehetlehe) - (%)2 (T+) [H(a',a)"**— : [H(al,a)]""* ]

= e%eH(aT,a) . +0(62)
(3.45)

sendo um operador O(a', a) definido na forma normal por : O(a', a) :.

Em seguida, o elemento de matriz <—q§a|e_ﬁ<ﬁ_“ﬁ)|¢a) da equagao B4l pode ser

pensado como um operador evolucao temporal, de tal forma que

. € (H— N\M
U(gba,fo; gba,iﬂ) = ]\141210 <_¢a,f e i (H=pN) ¢o¢,i> (346)
a notacao abaixo define as extremidades do operador evolugao
Pap = Qo (3.47)

Qﬁ,M = sz,f-
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Como os elementos desse operador evolucao nao podem ser calculados em intervalos de
tempo finitos, foi preciso separar o intervalo de tempo 74 — 7; do operador evolucao da
equacao em M partes infinitesimais de tamanho e através das seguintes condigoes:

e — Tf];[n- . B=1,—Ti (3.48)

Na equacao B48, o elemento de matriz do operador evolucao é calculado entre o estado
coerente inicial |¢;) tendo a componente ¢, ; e um estado final (¢ com componentes ¢, ;.
Sobre o operador evolucao temporal, é introduzida M-1 vezes a relacao de completeza

definida por
l= Hdgbzykdgbavkei 2 (b;’kd)a’k |¢o¢,k> <¢a,k|- (349)

Assim como na equacao B49 o hamiltoniano H(a! . a,) da equacao também é escrito
3 H o) Y s

na forma normal ordenada:
ellala) = eetl@a) . L O(e2). (3.50)

Com isso, a utilizacao da forma normal ordenada sobre um operador evolucao temporal

infinitesimal produz um erro que ¢ da ordem ¢?

vezes um numero finito, quando os opera-
dores atuam sobre uma funcao de onda diferenciavel e normalizada, tal que no limite de
e—0

ecH(ata) . +0(€?) =~ ectaa) . (3.51)
O préximo passo é calcular os elementos de matriz das exponenciais na forma normal
ordenada

U(pg sts; aits) = lim <¢o¢,f|e_%(H_MN)M|¢a,i> (3.52)

M—o0

M-1
= lim / [T [Tdorsdane i e disdos

M—o0
k=1 «

X (g e FHER) L LO(E) gy y)

M—-1
lim / Hqus;kd%ke—zﬁi‘fZm;m,k

M—oo
k=1 «

% el (Za dhpba-1— K H(S) pak-1))

12

Em integrais funcionais, é conveniente introduzir uma trajetéria ¢, (t) para representar o
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conjunto {Pa,10a2 - - - Ga.nm}. Assim, é possivel introduzir a seguinte notagao

(ba,k - (ba,kfl
€

0
G = 0L(0) 55601 (3.53)

H (¢, dak-1) = H($a(t), dalt)) (3.54)

esta notacao de trajetéria e derivada é puramente simbédlica. Dentro desta notacao, ope-

rador pode ser escrito como

5 (ts) X
U($% sty daiti) = / D [87,(t) a(t)] 2 9alir)dalls) (3.55)
¢a(ti)

b il AT inon (028 0)—H(S5(1).0a )]

sendo

o5 (tf) M—1
[ plnwent) = gim_ [ TITTd0sdous (3.56)

lti) M—oo J b2 2
Observa-se, na expressao (B:2H), que as condi¢oes de contorno especificam ¢, € O
que nao ha variaveis ¢f 5 ou ¢an, € que todas as varidveis internas conjugadas ¢, , e
®a,r com indices variando de & = 1 até M — 1 sao integradas. Na notacao de trajetoria,
¢5(t) e ¢a(t) sdo associados com varidveis deslocadas ¢, e ¢7, |, respectivamente, tal
que ¢ (tr) e ¢o(t;) sao especificados pelas condigoes de contorno, mas ¢(tr) e ¢k (¢;)

correspondem a variaveis internas de integracao nao sujeitas a condig¢oes de contorno.

A equivaléncia do estado coerente interior e exterior nas integrais de caminho é en-
fatizada rotulando ¢, = —¢, ». Finalmente, substituindo a equacdo (B.50) em (B.44), a

funcao de particao resultante é

M
—_ 1 * 7S(¢*7¢)
Z = lim / [T 1% kddare (3.57)

k=1 «
sendo S(¢*, ¢) a acao
. . o [ ok — Pan .
S(00) = X | S ] P b 4 H (0 bi)
k=2 a

+ ¢ Z¢Zl {w - Mg(ba,M} +H ((bz,lv C‘ba,M)] . (358)

«
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Usando a notacao de trajetéria, a agao S pode ser reescrita

5 (T5)
7 = / D[65(8)6a(?)] (3.50)
¢a(7—i)

w e Jo Ar[a 65T (G 1) da(r)HH (94 (1).ba(r)]

Observa-se que a integracao sobre variaveis de Grassmann satisfaz condig¢oes de con-
torno antiperidédicas para férmions. A partir desta andlise relacionada as integrais de
caminho, é possivel utilizar este formalismo no calculo da funcao de particao para sis-
temas fermionicos. Na proxima se¢ao, a aproximacao de integrais funcionais é utilizada
para tratar com a nao comutatividade dos operadores de criacao e destruicao em sistemas

vidro de spin com uma representacao fermionica para as varidveis de spin Ising.
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4 Modelo

4.1 Introducao

Nesta secao, é introduzida a formulacao fermionica no modelo vidro de spin Ising de
alcance infinito, sendo que os operadores de spins sao representados pela combinagao bili-
near de operadores fermionicos. Além disso, um campo magnético perpendicular aos ope-
radores de spin no eixo z, conhecido como campo transverso, é acrescentado ao modelo. O
campo transverso ¢ um mecanismo que “flipa” os spins, permitindo o acesso a transigoes de
fase em T' = 0, em que ocorrem somente flutuacoes quanticas. Na formulacao fermionica,
os operadores de spin atuam em um espaco com quatro auto-estados por sitio; um ocupado
com spin para cima, outro ocupado com spin para baixo, e dois estados nao magnéticos,
um deles nao ocupado e o outro duplamente ocupado. Com base nesta descricao, dois
modelos podem ser apresentados nesta formulagao. O primeiro, conhecido como modelo
25, ou de dois estados, tem um vinculo que descarta os estados nao magnéticos, possi-
bilitando a utilizacdo de uma formulagao fermiénica para o problema vidro de spin 1/2,
0 que permite a comparacao com resultados prévios de ['heumann, Schmidt e Magalhaes
(2002). J& no modelo fermiodnico 4S5, ou de quatro estados, ndo hé restrigao quanto ao
numero de estados por sitio, e a introducao de um potencial quimico, naturalmente des-
crito em sistemas grande canonicos, permite flutuagoes de carga no sistema e possibilita
observar comportamentos interessantes nas transicoes de fase. Este capitulo é distribuido
da seguinte maneira: na secao seguinte, sao apresentados os calculos analiticos para os
modelos 25 e 4S. Na tltima secao, uma discussao dos resultados e do comportamento

das transicoes de fase sao o objeto de estudo.
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4.2 Vidro de Spin Fermionico com Campo Trans-
Verso

O modelo de [Sherrington e Kirkpatrickl (T978)) (SK), por possuir uma soluc¢ao anali-
tica exata, foi largamente utilizado para descrever sistemas vidro de spin. Neste modelo,
as variaveis de spin Ising sao cléassicas, isto é, S; = £1. Por outro lado, a representacao
fermionica do modelo SK, além de permitir estudar o problema vidro de spin em pre-
senca de flutuacoes quanticas e de carga, permite também estudar a competicao entre o
estado vidro de spin e outros acoplamentos entre férmions como, por exemplo, supercon-
dutividade. Nesta formulacao, os operadores de spins sao escritos como uma combinacao
bilinear de operadores fermionicos. Este tipo de formalismo tem como vantagem introdu-
zir uma representacao conveniente para estados de muitos corpos. Nessa representacao,

tem-se o seguinte hamiltoniano:

H=-) J;S:S:—20) S, (4.1)
i 7

Neste caso, S é um operador de spin escrito como uma funcao bilinear de operadores de

criagao e destruigao. Os operadores de spin da equacao (Bl sao definidos como:

A

S; =4l — ) S = el e+ cler) (4.2)

7 7 it

sendo n; = c}acw o operador nimero de ocupagao, C;ra(cia) os operadores de criagao
(destruic@o), com o =7 ou | indicando as projecoes dos spins e .J;; uma varidvel aleatéria

com a seguinte distribuicao de probabilidade gaussiana:
P(Ji;) = (N/32mJ*)' % exp(—=N JZ /32.J%). (4.3)

Na formulagao fermioénica, [Theumann, Schmidt e Magalhaeg (2002) apresentaram dois
modelos fermionicos; o modelo conhecido como 45, com quatro auto-estados por sitio, e
o modelo 2S5, com dois auto-estados por sitio. No modelo de quatro auto-estados, dois
deles sao nao magnéticos. Porém, no modelo conhecido como 25, estes auto-estados nao
magnéticos sao descartados com a introdugao de um vinculo que fixa o nimero de ocu-
pacao n;; + n;; = 1, através de uma integral de vinculo em cada sitio. Nesta secao, os
dois modelos sao apresentados, mas somente os resultados para o modelo 45 sao discu-
tidos. Resultados para o modelo 25 sem campo transverso sao utilizados somente para
comparacao com resultados classicos conhecidos. A formulagao das integrais de caminho

com variaveis de Grassmann, comumente utilizada para descrever sistemas fermionicos, é
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aplicada na solugao deste problema. A funcao de particao no ensemble grande canonico,

descrita para o modelo de quatro estados, é definida por
Zus = Toe~P(H=1N), (4.4)

Enquanto que o modelo de estados, ou 25, por sua vez, tem a seguinte restri¢cao inclusa
a funcao de particao para garantir um nimero de ocupacao médio igual a um por sitio

(THEUMANN; SCHMIDT; MAGALHAES|, 2002):

ZZS - Tr

676[:[ H5(”jT +n; — 1)] . (45)

J

O vinculo para o modelo 25 tem a seguinte representacao na forma integral

1 2 )
d(nj+mnj —1) = o / dajetmimartni =1, (4.6)

E possivel escrever uma funcao de particao generalizada, escrita na forma de uma integral

de caminho fermionica e que descreve ambos os modelos.

s—=2 ]_ m
Z{u} = /D(gb s ¢)el 5 INBH H %/0 dx ;e i (4.7)
J

sendo A {u} definido pela seguinte equagao:

A{p} = / dr [Z Do (T) <—— + %) Pio(T) = H(jo(7), qug(r))] : (4.8)

As varidveis s e y; foram introduzidas nas equagoes ({£8) e (7)) para representar a funcao
de particao generalizada. Para a funcao de particao no modelo 45, que tem dois estados
magnéticos (| 7 0),| | 0)) e dois estados nao magnéticos (|00),| [T)), escolhe-se s = 4
e y; = Bu de tal forma que o termo ("2 $INBH g6 cancela com a exponencial do vinculo,

reduzindo a funcao de particao a

Zus ) = / D(gp)edisti (4.9)

Aus {1} = / dr [Z% (——w) b3o(r) = H(&p(r). 61a(7)) | . (4.10)

Na representacao do modelo 25, que tem dois estados magnéticos (| T 0),| | 0)), escolhe-

. . =2 ~ .~
se s =2 ey; =izr;. Assim, o termo T INB g6 reduz a um, e a funcao de particao toma
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o seguinte formato
1 2m A
Zes(u) = [ Doxo) [ 5z [ dmpemse (4.11)
» 0
J

sendo Asg {1} definido pela seguinte equagao:
B o T
Aas (= [ ar [Z 50() (~3 + ) el = H(G 1) 030(r) | (412

Na equagao ([{ER), H (¢5,(T), ¢ir (7)) é definido por

H(¢7,(7), dio(T :——ZJ@]ZM% )bia ()G (T) b (7 ZF% )bj-o(T).

(4.13)
A equacao (BES) pode ser separada em duas partes

A{pt = Ar + Asc (4.14)

em que Ar representa a componente que contém o termo y;, 0 campo transverso e um

termo livre
= [0S [6e) (g + B eile) e D650 ot0)] 1

e Asg é a componente responsavel pelo surgimento da fase vidro de spin
Ase = ZJZJZ“ Dio(T)io (T) Do (T) Djor (T). (4.16)

Para problemas que sao homogéneos no tempo ou que tém uma funcao temporal periddica
em um intervalo que vai de 0 a 3, é conveniente utilizar a transformada de Fourier do
espaco T para o espaco das freqiiéncias

() =D €T b0lwn) 3 0io(T) =D e B jolwm) (4.17)

Wn Wm

Utilizando a transformada de Fourier primeiramente na equagao (EIH), Ar é reescrito em

funcao das freqiiencias de Matsubara

Z/ﬁ dr exp (iwmr B iwnr)
o Jo 5 5

X % Z (035 (win) (iwn + Y;) Djo(wn) 4+ BTG (win)Dja(wn)] -
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Da mesma maneira, reescreve-se também Agg em funcao das freqiiéncias de Matsubara

B ; _ ; —
Asq = Z/o dr exp <z(wp ﬁwq)T - ey ﬁ%)T)

pq,rs

X {i Z Jij Z Ug’gb:g(wp)gbia(wq)qf);a,(ws)q§j0/ (wr)} . (4.18)

As freqiiéncias de Matsubara sao convenientemente reescritas através das seguintes con-

digoes:
Qo =w,—w, ; ) =w —ws (4.19)

de tal forma que a seguinte expressao é obtida:

/3 . .
Agy — Z/ dr exp (zng_zwﬁ,,T)
0

yq,vr

X {i D T Y 006 + w)io(We) 0 (wr — ) o (wr)} . (4.20)

Com isso, as integrais que surgem nas equacoes (EI8) e (20) sdo prontamente calculadas

com a utilizacao da seguinte identidade:

L
0
R S I e o

L 2L se m=n

A expressao resultante apés a utilizacao da identidade (EEZ1]) em Ar é definida pela equagao

Ar =) > [#50(wn) (i + 1) $jo(wn) + S0 (wa) BT (wn)] (4.22)

jo n

Finalmente, a expressao (B-22) pode ser escrita em uma representagao matricial

A= O [ enen) 60 ]

As matrizes da expressao (H23) sdo conhecidas como espinores, e definidas da seguinte

W, + Y 6T
oI 1wy, + Y;

[ ijT(Wn)

4.23
ijl(wn) ] ( )

forma:

P51(on) ] (4.24)

Uhwa) = | 6% (wp) 0% (wn) | 5 Ti(wn) =
j(wn) jrwn) 95 ( )] (wn) [¢jl(wn)
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Com isso, Ar pode ser expressa na seguinte forma compacta:
Ar =) 0> Uhwa)y; ' 5 (wn) (4.25)
7 n

As matrizes de Pauli sao utilizadas para representar fyj’l e Asa

(o 1) (o —z’) <1 0)
O = ;o = ; 0, = (4.26)
10 v 0 0 —1

sendo %—1 definido por um termo potencial mais uma parte complexa, em que [ é a matriz

identidade, e uma componente do campo transverso:
vt = (iwn +y;) I + Lo, (4.27)

Da mesma maneira, a expressao para Agg apds a integracao toma a seguinte forma:
Ase =3 B0y 3 5 S0 000 )i )y S oG — D)ioler) (429
ij Y oq a'r
Introduzindo a seguinte notagao para representar a equagao (E25)
S; () = % Zo’q 00, (1) + wg)dio(wy) Sf(_Q'y) = % > o U,‘b;‘a' (wr — Q) @jor (wr)

(4.29)

Agq assume o seguinte formato, sendo que ¢ indica a projecao dos spin, o =7 ou |

Asa =D > BJ;S7(Q2,)8;(—9,) (4.30)
SAY)
As varidveis S7(€2,) e S7(—£2,) também podem ser escritas na forma matricial
10 ][ éi(w,)
SF Q) = | ¢ . 4.31
F0) = [ (6t G0+ ] [o 1 | [aﬁu(wq)] .
e -
L0 djp(wr)
SH—Q) = | & (w. — * (o, — 4.32
e [0 —1] _¢jl<wr>] .

Com uso da definicdo de espinores e das matrizes de Pauli, S7(2,) e S7(—£2,) sdo escritos

na seguinte forma compacta:
Si(Q)) = %Z\Dj(wq + Q)0 V(W) Sf(_Q) = %Z\D;(wr - Q)0 V;(w,) (4.33)
q s

sendo w e ) fungoes periddicas e antiperiddicas definidas por w,,, = (2m)7 e Q, = (2n+1)m,

respectivamente. Na aproximacao estatica, as flutuagoes no tempo das correlagoes spin-
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spin sao desprezadas. Neste caso, o termo 2, é tomado nulo na equagao ([E30), o que

resulta na obtencao da componente estatica da parte vidro de spin

ASa =) BJ;;57(0)S5(0) (4.34)
ij
com

S0 Z\IIT (wg)o*Wi(w,) S3(0 Z\IIT (W) oW (wy). (4.35)

Assim, através do formalismo das varidaveis de Grassmann, e utilizando a transformada de
Fourier do espaco do tempo imagindrio para as freqiiéncias, a agao total assume o seguinte

formato:
Ay =) T wa)y W (wa) + D BT557(0)S3(0) (4.36)
i n ]
A partir daqui, é possivel prosseguir com o procedimento padrao para obtencao da média

configuracional da energia livre por sitio usando o formalismo das réplicas.

1. Zn—1
F=—gylim = (4.37)

De acordo com o formalismo das réplicas, toma-se a média configuracional da n-ésima

poténcia da funcao de particao

— /HP(Jij)dJij/HD(¢L¢a)e( 2

1 2m
H— / drjae Vieetelth  (4.38)
. 2 Jo

Ao {u} = ZZ@ m%+Zng (0 (439)

sendoa=1...n0 1nd1(3e de réplicas. A integral sobre J;; pode ser calculada independen-
temente para cada par (ij) utilizando a distribuigao de probabilidade na equacao (E3), e

resulta em

1 2
/HD@L%)@( H%/O djoe” "
a J
SBQJQ 2
X exp ZZ\P;Q(WH)VJI\PJQ(WH) (Z Sfasza> (4.40)
aj n

em que se configura S%,(0) = 5%, para forma de simplicidade. Sao explicitados os termos

a = [ ea# [ do termo quadratico do expoente

2 (Z Sfasfa) =22 (% +2ZZSZ 55357555 (4.41)

(i) a (ij) ) (i)
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Os indices (ij) e (af) indicam as somas com ¢ # j e a # [3, respectivamente. Com
o intuito de facilitar a resolugdo do problema, as somas sobre (ij) s@o reescritas, o que

resulta na reducao da soma sobre dois sitios para a soma sobre apenas um sitio

S8 = (57 - 5, (53]
(45)

I [DIE A S Y

(i9)

(4.42)

2 2
sendo que os termos quadréticos <E j(Sfa)Q) e (E i 554 JZB) dominam no limite de

N — 00. Dessa forma, pode-se desprezar os termos lineares em N tal que

Y (S5)2(S5)? = (Z(Sm?) Z 5285550555 = (Z A m) (4.43)

(4) J

A funcao de particao toma a seguinte forma

o2 I
= /1;[D<¢:rx¢a)€( 2 )NBMO‘I;[%/O‘ dll?jae_yf"
2 2
(
X exp ZA 86 S <Z(S]Za)2> + 165 S Z <Z ja jﬁ)

J (af)

4.44)

com

A% =D U (@) e (wn). (4.45)

A redugao da soma sobre dois sitios para a soma sobre um sitio na equacao (244)) trouxe
como conseqiiéncia a introducao de termos quadraticos a funcao de particao. Para resolver

este problema, ¢ utilizada a transformacao de Hubbard-Stratonovich,

o (5) < i [ [ o

Utilizando a identidade (B240) para reescrever os termos quadraticos da func¢ao de partigao

da equagao (EEZ4), as seguintes expressoes sao obtidas:

LTSN \/7 / H TG Y B Dy 0S5 (4.47)

elmJ) (X5 57a575)" — ﬁJ N(BI)/2 qu el TN B Eiap) 15 T8(BI)* Zjap 108550575l

(4.48)
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A partir da identidade (EZ46), os campos auxiliares ¢, € ¢ag sao introduzidos, e a funcao

de particao toma a seguinte forma:

Z(n) =(3.7) N/W/Hd J T daus

(aB)
(4.49)
X exp an6+ an +1InA,
(aB)
com
1 27
[ Tetonom L [
(4.50)

X exp ZA°+4 3.J)? an (52) +22qaﬂszsﬁ

sendo as somas sobre j explicitadas. O surgimento do parametro ¢, levanta uma impor-
tante questao. No modelo de [Sherrington e Kirkpatrick] (T978), S* = 1, de tal forma que
elementos diagonais da matriz das réplicas sao unitarios. Todavia, no modelo fermionico,
o surgimento de um novo parametro se deve justamente ao fato de que os termos que

compoem essa diagonal agora sao escritos em termos de operadores.

As integrais em (E49) podem ser avaliadas pelo método “steepest descent”, de ma-
neira que os parametros g, € ¢o3 sao escolhidos de forma a extremizar o argumento da

exponencial em A, na equagao (E49). Logo,

T InAg =4((S2)%) ; Gus = 2-InA, =4(S25%) (4.51)

2(/3J)2 ap

Assumindo a soluc¢ao com simetria de réplicas

o =4((82)%) =1

(4.52)
Gap = 4(S2S3) = ¢

sobre as somas « e (aff), e considerando que a soma (a/3) na equagao (EE0) pode ser

reduzida para uma soma sobre uma unica réplica

> s GapSaSs = 3a (0 82)? = X0 (S2)7] 1 Y dal(Si)? =42 ,(S5)?  (4.53)
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é obtida a seguinte forma para A,:

s—2 1 2m
_ T (552)Bpa _—_ —Ya
A, = /lal D(¢! ¢n)e H 27T/O dx,e” Y

X exp{ Y AL+ A(BI)(q—q) > (S +4(8T)q (ZS;) - (454)

«

Apbs este procedimento, ainda persistem termos quadraticos em (EL). Novamente, o
auxilio da identidade de Hubbard-Stratonovich é requerida. As somas sobre o com a

linearizacao resultam em

€2 — .
ABDa0) 52 _ QL / T d.e™ |- anrA s (4.55)
m

ABa(sasz) _ L / deel 7 +28Ive= 20 53] (4.56)
2

o que resulta na seguinte equacao para A,:

s—2 1 2 dz 722 dé- Za 5(21
— (*57)Bpa _—_ Yo [ 27 5 e = T
A, e 27 ), dx,e /27re 1;[/ o € /D(¢a¢a)
X exp {Z [Ag +287V/2(7 — )€a(S7) + 28.0/22 S;] } . (4.57)

Introduzindo uma notacao compacta para as integrais

_52 a2
/g—;e 2 :/Dz ; /6125_7?6_275 Z/Dfa- (4.58)

Lembrando que SZ ¢é definido na equacao (E30)), A, toma a seguinte forma:

o 1 27‘(‘
Ay = /Dz/Dgage< ﬁﬂ“a%/o dzae " 10(2,€a, ¢, q) (4.59)

sendo
1(2,80,4,9) = /D<¢L¢a) exp {ZZ\I/L(wn)Gnal\I/a(wn)} (4.60)

G} é o elemento de matriz definido por

Gl =+ (BT 2qz + BIV2(G — q)C)o? (4.61)

vt = (iw, +y) I + BLo”. (4.62)
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A simetria de réplicas assegura que

21 n
A, = /Dz{/Dfe(sgg)ﬁ“Qi/ dxe_yl(z,f,q,q)} (4.63)
TJo

de tal forma que as somas sobre «a sao realizadas.

Com uso das propriedades da dlgebra de Grassmann, é possivel reescrever a equagao

EB3) com auxilio da seguinte identidade:
/ D dedgem B9 = det G (4.64)
i=1

logo,

1(2,6,4,9) = /D(aﬁ%) exp {Z\I’T(wn)Gnl‘I’(wn)} = [[det(v," + h(z,¢,0.9)0%)

(4.65)
com h(z, &, q,q) definido por
h(z.€,4,0) = 0/ 20z + BI/2(7 — )¢ (4.66)
A funcao I(z,€, q,q) pode ser reescrita
1600 =[] [iwn +y+ \/K} [iwn +y— \/Z] (4.67)
sendo A
A=z 6,4.9) + (BT (468)

A soma sobre as freqiiéncias de Matsubara na equagao (EEG1) é feita no apéndice 3. Com

isso, 1(z,&,q,q) se reduz a

I(z,€,q,q) = 2e¥ |cosh (y) + cosh(y/A(z, &, q, (‘7))} (4.69)

onde A(z,&,q,q) é definido por

A(z,€,¢,q) = h* + (AT)” (4.70)

com h definido por

h = BJ\/2qz + BJ/2(G — ). (4.71)
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Substituindo a equacao (E0Y) em (EGJ), A, assume a seguinte forma:

A, = /Dz{/D€2es;25M {%/0 7Td:zccosh ) + cosh /A(z,€,q,q ]} (4.72)

em que

21

27 Jo

0 se Yy =1x

(4.73)
cosh (Bu) se y=Ppu

dx cosh (y) = {
Assim, ao tomar o limite das réplicas n — 0, é obtida a equagao (E74)). Lembrando que,
ao assumir s = 2, o modelo de dois estados é representado. Quando s = 4 ¢é escolhido, o
modelo de quatro estados € representado. Desta forma, o grande potencial termodinamico

generalizado pode ser escrito por

5J2

Q = [q —q]+(8_2)u—lln2

2 B
- /Dzln[ )cosh (Bp) + /Dgcosh \/m)} . (474

Os parametros de ordem sao obtidos através da condicao de extremizagao do potencial

termodinamico. Logo, as equagoes ponto de sela resultam em

J D¢ sinh(v/A(z,€,4,9)) :
_[p, 4.75
q / [@ cosh (Bu) + [ D& cosh(/A(z, &, g, C]))] o)

7: /Dz [ [ D¢ cosh(v/A(z,€,4,9)) ] (4.76)
@ cosh (Bp) + [ D& cosh(v/A(z,€,q,7))

sendo
B wm

A partir da equacao S/K = (3?22 5> @ entropia também é derivada. Ja observada em
modelos classicos (SHERRINGTON; KIRKPATRICK], [T978), a entropia na solugao com si-
metria de réplicas do modelo fermionico também apresenta valores negativos para baixas
temperaturas, indicando um problema sério no uso desta aproximacao. Porém, ques-
toes relacionadas a solucao com simetria de réplicas nao sao discutidas aqui, pois sao o
tema principal do capitulo seguinte que trata da estabilidade da solucao com simetria de

réplicas.
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S 3 nas sinh ()
T = P 6/D quqw (4.78)
sinh \/A(z,¢, 4, q)
— 1
(8T) /Dz quq/g quq /n2KZ€qq)]

sendo K(z,§,q,q) definido por

K(z,¢,q¢,q) = (s ; 2) cosh (Bu) + /Df cosh(v\/A(z,€,q,7)). (4.79)

4.3 Resultados

A secao anterior serviu de ponto de partida para a introducao de dois modelos fermio-
nicos que descrevem a competicao entre as fases paramagnética e vidro de spin. Enquanto
que o modelo 25 possui uma restricao quanto ao numero de ocupacao por sitio, o mo-
delo 45 possibilita a introducao de flutuacoes de carga através do potencial quimico. Em
ambos os casos, porém, a presenca de um campo magnético transverso é responsavel
pela introducao de flutuagoes de natureza quantica. E importante salientar que, em al-
tas temperaturas, os momentos magnéticos sao predominantemente governados através
de flutuacoes térmicas, e flutuacoes de natureza quantica podem ser desprezadas. En-
tretanto, proximo a 1" = 0, flutuagdes quanticas passam a ser relevantes. Dentro deste
contexto, o campo transverso desempenha o papel de mecanismo de “flipagem” dos spins
a baixas temperaturas. Eventualmente pode levar a temperatura de transicao 7Ty a um

ponto critico quantico, em que a transicao de fase se da a temperatura nula.

A partir da condicao de extremizacao do potencial termodinamico, sao obtidas as
equacgoes para os parametros de ordem ¢ e ¢. Em seguida, com o uso de métodos numé-
ricos, as solugoes destas equacgoes sao encontradas, tornando possivel descrever, através
de diagramas de fase, a competicao entre as fases paramagnética e vidro de spin. Como
o objetivo principal é estudar o comportamento das transicoes de fase com a introdugao
de flutuagoes quanticas e de carga, somente sao apresentados os resultados para o modelo
4S5, ja que a utilizagdo do modelo 2S5 sem campo transverso, neste caso, serve apenas

como base de comparagao com resultados cléssicos ja conhecidos.
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4.3.1 Resultados com Potencial Quimico Fixo

Nesta segao, sao apresentados os diagramas de fase T'/J versus I'/J, sendo T a tem-

peratura, [' o campo transverso e J? a variancia da varidvel .J;;, para um determinado
valor de potencial quimico u/J fixo. Além disso, é apresentado também em detalhes o

comportamento do parametro de ordem ¢ como funcao do campo transverso I'.

Resultados conhecidos e demonstrados por [Theumann, Schmidt e Magalhaes (2002)
mostram que, a medida que I'/J aumenta, a temperatura de transigdo, denotada por
T, diminui, demonstrando a existéncia de um ponto conhecido como ponto critico quan-
tico, que pode ser determinado analiticamente resultando no valor critico I'y, = 2v/2J
(ver [Theumann, Schmidt e Magalhaes (2002))), a partir do qual as transi¢oes de fase sdo

governadas somente por efeitos quanticos.

0.7 T T T 0.7 T T T
a b
0.6 @ E 0.6 (®) E
05 PA E 05 PA E
- 04 E 04 E
l—
03 SG E 0.3 SG E
0.2 E 0.2 E
01 E 01 E
0 ! ! ! 0 ! ! !
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Figura 8: Diagrama de fase I'/.J x T'/J para diversos valores de potencial quimico: (a)
pu/J =0,b) p/J =0.5,(c) u/J =10e (d) u/J = 1.5. A linha de transicdo préxima a
I'./J = 0 é extrapolada. Para ¢ = 0, a fase é paramagnética e para g # 0 a fase é vidro de
spin. O parametro ¢ pode ser nao nulo em ambas as fases. As figuras (a) e (b) indicam
uma transicao de segunda ordem entre as fases paramagnética e vidro de spin. As figuras
(c) e (d) indicam transi¢oes de primeira ordem (definidas pelas linhas pontilhadas) em
baixas temperaturas.

Os diagramas de fase 7'/J versus I'/J para diversos valores de p/.J fixo sdo apresen-

tados na figura B E importante salientar que, em todos resultados numéricos, assume-se
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Figura 9: Parametro de ordem ¢ versus I'/J para diversos valores de potencial quimico e
temperatura: (a) u/J = 1.0 e (b) pu/J = 1.5. Observa-se nas figuras (a) e (b) que para
um determinado intervalo de I'/.J, ocorrem multiplas solugoes vidro de spin em algumas
temperaturas especificas. Neste intervalo, um determinado valor de I'/.J apresenta duas
solugoes vidro de spin distintas.

que J =1/ V2, 0 que garante a comparacao, com ajuda do mapeamento da equacio
@30), dos resultados obtidos no modelo 45 sem campo transverso, e aqueles apresen-
tados por [Costa, Yokoi e Salinag (1994)). Na figura B(a), para u/J = 0, a linha sélida
indica uma transicao de segunda ordem separando as fases paramagnética e vidro de
spin. Observa-se que, conforme o campo transverso aumenta, a correspondente tempe-
ratura de transicao de fase T’y diminui, resultado que concorda com o trabalho prévio de
Theumann, Schmidt e Magalhaeg (2002), desde que o mecanismo de “flipagem” é desfa-
voravel ao ordenamento dos spins. Além disso, os resultados obtidos para o ponto critico
quantico I', correspondem ao valor T, = 2v/2J definido anteriormente. Na figura R(b),
para u/J = 0.5, observa-se também a dependéncia da temperatura critica com o poten-

cial quimico, j& que (TF), ;.o < (Ty) em I'/J = 0. Porém, mesmo com u/J # 0, o

J=0
valor do ponto critico quantico (PCQ)ﬂ/permanece inalterado. Contudo, como ¢é observado
nas figuras Bl(c), para p/J = 1 e B(d), para u/J = 1.5, além das usuais transi¢oes de
segunda ordem, o aumento do potencial quimico demonstra a existéncia de uma regiao
de primeira ordem, caracterizada pela presenca de multiplas solugoes dos parametros de

ordem na regiao entre as duas linhas pontilhadas.

As multiplas solugoes podem ser observadas em mais detalhe na figura @, em que o
parametro ¢ é mostrado em fungao de I'/J para dois valores fixos de pu/J. Para pu/J =1,
as temperaturas escolhidas mostram claramente a existéncia de mais de uma solucao do
parametro ¢ em um determinado intervalo de I'/J. Para T" > 0.3, somente existe uma

unica solugao para q. Para p/J = 1.5, a temperatura na qual um determinado intervalo
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de I'/J comega a apresentar mais de uma solugao para parametro ¢ diminui em relagao a

p/J =1, assumindo um valor em torno de 7'/J ~ 0.11.

As regioes de primeira ordem nos diagramasB(c) eB(d) foram demarcadas, sem preci-
sao, através da solucao numérica encontrada para os parametros de ordem. No entanto, a
utilizagao somente deste procedimento nao garante a exata localizacao do ponto que separa
as transicoes de primeira e segunda ordem. As regides de primeira ordem e a localizacao
do ponto que separa as regioes de primeira e segunda ordem foram primeiramente demons-
tradas para modelo fermionico no ensemble grande candnico por [Rosenow e Oppermann
(T996)). No presente trabalho, a localizacdo exata deste ponto devotard atencao especial

do préximo capitulo.

4.3.2 Resultados para um Campo Transverso Fixo

Nesta se¢ao, sao discutidos o comportamento dos parametro de ordem ¢, o grande
potencial termodinamico €2 e a entropia S como uma fungao de p/.J para diversos valores
deI'/J e T/ J fixos. Em seguida, os diagramas de fase 7'/ J versus u/.J para diversos valores
de I'/J fixo definindo as linhas de transi¢ao entre a fase vidro de spin e paramagnética

serao analisados, em especial na regiao de primeira ordem.

J& observado anteriormente na figura [, transi¢coes de primeira ordem apresentam
a seguinte caracteristica: o surgimento de multiplas solugoes dos parametros de ordem.
Uma das dificuldades envolvidas durante o calculo numérico das equacgoes dos parametros
de ordem em regioes de primeira ordem ¢ a possivel perda de alguma solugao importante, o
que nos leva a alguns comentarios acerca desta afirmacao. [Costa, Yokoi e Salinag (1994)),
quando estudaram o modelo cléassico de |Ghatak e Sherringtonl que também apresenta
regioes de primeira ordem, contornaram o problema da obtencao das multiplas solucoes
através do uso de um parametro auxiliar z*, como mostram as equagoes (Z21) e (Z28)
do capitulo dois. Neste modelo, as equagoes para os parametros de ordem ¢ e p foram
reescritas em termos da variavel x*. Este processo reduziu o problema de duas equagoes
nao lineares acopladas
q=4q(T,p) (4.80)
p=pT.q)
ao problema de uma equacao, ja que a equacao para o parametro de ordem ¢ nao possui

mais dependéncia em p

q=q(T,z") (4.81)

como este é um problema de uma variavel, neste caso ¢, nao é dificil assegurar que ha uma
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Figura 10: Parametro de ordem ¢ pelo potencial quimico para diversos valores de tem-
peratura e I'/J: (a) I'/J = 0,(b) I'/J = 0.5,(c) I'/J = 1.0 e (d) '/J = 1.5. Para um
determinado intervalo de p/J, surgem multiplas solugoes vidro de spin em algumas tem-
peraturas especificas. Este levantamento de multiplas solucoes é 1til na escolha da solucao
estavel. O detalhe em (a) representa um aumento na regiao de multiplas solu¢oes com

r/J=0.

Unica raiz positiva para um dado T e x*. Substituindo o resultado obtido do parametro

¢ na equacao do parametro de ordem p, o valor do parametro p é determinado
p=p(T, x"). (4.82)

Este procedimento leva a obtencao de todas as solucoes para ambos os parametros ¢q e
p, sendo que as multiplas solugbes para o parametro ¢ sao mostradas na figura Bl(a) do

capitulo dois.

No modelo fermionico com campo transverso, a situacao é mais complicada. A utili-
zagdo do método introduzido por [Costa, Yokoi e Salinas (1994) para o levantamento de
todas as solugoes disponiveis é incompativel com introducao do campo transverso na fase
vidro de spin, ja que sua introducao nao possibilita a resolucao analitica de uma das duas
integrais apresentadas nas equacoes para os parametros q e ¢, sendo ¢ equivalente ao p do
modelo GS, no lugar de uma tnica integral encontrada nas equagoes para os parametros ¢

e p do modelo classico de [Ghatak e Sherrington| (T977) (GS), o que impossibilita escrever
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uma variavel z* que reduza o problema a uma tunica equagcao.

Diante da impossibilidade da utilizagao do método de levantamento de multiplas solu-
¢oes introduzido por [Costa, Yokoi e Salinas (1994)) para o modelo fermionico com campo
transverso na fase vidro spin, uma outra alternativa foi utilizada. O levantamento das
multiplas solugoes das equagoes dos extremos (L7H) e ({70) neste presente trabalho em
regioes de primeira ordem ¢ feito através das etapas descritas a seguir. Como procedi-
mento inicial, as equacoes para os parametros de ordem ¢ e ¢ sao resolvidas numericamente
através do método de Newton. Dentro do método de Newton, é feita uma escolha de so-
lucao inicial para ambos os parametros ¢ e ¢, ja que estas sao equagoes acopladas, como
observa-se na equagao (EE80). Em uma regiao de segunda ordem, o método converge para
uma unica solucao final dos parametros ¢ e ¢, independente da solucao inicial escolhida.
Em regioes de primeira ordem, todavia, a escolha da solucao inicial no método numérico
utilizado afeta diretamente o valor da solucao final dos parametros ¢ e ¢, de tal forma
que solucoes iniciais distintas convergem para duas ou mais solucoes finais. Com base
nesta consideracao, o levantamento de todas as solugoes finais dos parametros ¢ e ¢ é feito
através do calculo numérico destes parametros com todas as possiveis configuracoes de
solugao inicial existentes, que sao alteradas através de um pequeno passo, possibilitando
assim a obtencao das solugoes vidro de spin, que foram vistas na figura @l e novamente
observadas na figura [0, em que o parametro de ordem vidro de spin ¢ é mostrado como

uma funcao de p/J para diferentes valores de temperatura.

De acordo com a figura [[l(a), o parametro de ordem ¢ para temperatura 7'/J > 1/3
tem solugao tnica para cada valor de p/J. Para temperaturas entre 7'/J < 1/3 e T/J >
0.06, ha um intervalo no potencial quimico onde ocorrem duas solugoes. Finalmente, para
T/J < 0.06, hd um pequeno intervalo onde ocorrem quatro solugoes vidro de spin que
é detalhada no aumento da figura [[(a). Na figura [(b), com 7'/J > 0.31, a solugao
vidro de spin em fungao de p/.J tem um valor inico. Abaixo desta temperatura, ocorre o
surgimento de mais solugoes vidro de spin para este valor de I'/J. Na figura [[l§c) quando
I'/J =1, o surgimento de miltiplas solugoes somente ocorre em 7'/J < 0.24. Para este
valor de I'/J, ocorre uma diminui¢ao do intervalo da regiao onde p/J tem mais de uma
solucdo para ¢. Finalmente, para I'/J = 1.5, na figura [[0(d), somente em 7'/J < 0.13
ocorrem multiplas solu¢oes. Além disso, o intervalo de p/J em que surge a transicao de

primeira ordem diminui ainda mais.

O potencial termodinamico 2 em funcao de u/J para diversos valores de I'/J e T'/.J

também é mostrado na figura [[Il Na figura [[1l(a), a linha que representa o potencial
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Figura 11: Potencial termodinamico em funcao do potencial quimico para vérios valores
de temperatura e I'/J:(a) I'/J = 0,(b) I'/J = 0.5,(c) I'/J =1.0e (d) I'/J = 1.5. Os
detalhes em (c) e (d) representam um aumento na regiao de primeira ordem. Em um
determinado intervalo de u/J, o potencial termodinamico apresenta dois ramos distintos.
Utilizando um critério de continuidade, o potencial termodinamico fisicamente aceitdavel
corresponde ao menor valor de  (ramo inferior) e corresponde a um maior valor par g.

termodinamico se bifurca em dois ramos, indicando uma transi¢ao de primeira ordem.
Geralmente, condicoes de estabilidade sao utilizadas para descartar solugoes nao fisicas.
No entanto, as condigoes de estabilidade derivadas do modelo|Ghatak e Sherrington| (T977)
nao se mostraram vélidas na escolha da solugao fisicamente aceitdvel em regioes de multi-
plas solugodes vidro de spin apresentadas por este modelo. Contudo, (Costa, Yokoi e Salinas
(T994), que observaram este problema em sua anélise do modelo GS, voltaram suas aten-
¢oes para o potencial termodinamico e propuseram o seguinte critério: o potencial termo-
dinamico fisicamente aceitdvel seria aquele no qual o ramo de €2, posicionado na regiao de
uma unica solucao, se encontraria continuamente com o ramo de {2 na regiao de multiplas
solugoes. Neste caso, o ramo inferior, correspondente ao menor valor para {2 e a um maior
valor para ¢, é aquele que deve ser selecionado. O ramo superior indica todas as solugoes
metaestaveis e portanto devera ser descartado. Devido ao mapeamento da equacao (230),

este critério pode ser utilizado com seguranca no modelo fermionico com p/J # 0. No
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Figura 12: A entropia pelo potencial quimico para diversos valores de temperatura e I'/.J:
r/J=0,b)I'/J =05,c) '/J=10¢e (d) I'/J = 1.5. Devido a utilizagdo do “ansatz”
de simetria de réplicas, a entropia se torna negativa a baixas temperaturas. Também
sao observadas ramificacoes na entropia, indicando uma regiao de multiplas solugoes. Da
mesma forma, o critério de continuidade utilizado na escolha do ramo estavel do potencial
termodinamico pode também ser utilizado na escolha do ramo estavel da entropia.

presente trabalho, a utilizagao deste critério é estendida para pu # 0 e I' # 0.

A entropia da solugao vidro de spin como uma funcao de p/J para diferentes valores
de I'/J e T/J é apresentada na figura [[2 Quando I'/J =0 e T/J = 0.05, a entropia se
torna negativa para pequenos valores de p/J. Com I'/J = 0.5 e T'//J = 0.05, a entropia
ainda assume valores negativos. Porém, ao assumir os valores I'/J = 1.0 e I'/J = 1.5,
a entropia deixa de ser negativa e passa a ter valores positivos, independentemente da
temperatura. Enquanto que a causa para uma entropia negativaem I'/J =0eI'/J = 0.5
pode ser justificada pela utilizacao do “ansatz” de simetria de réplicas, os valores positivos
da entropia em qualquer temperatura quando I'/J =1 e I'/J = 1.5 podem ser descritos

como efeitos da utilizagao da aproximacao estatica.

Na figura [[3 sdo apresentados os diagramas de fase u/J versus T'/J para diversos

valores de I'/J fixo. Para I'/J = 0, a figura [[3(a) mostra que o aumento de p/J diminui
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Figura 13: Diagrama de T'/J x u/J para diversos valores de I'/J:(a) I'/J = 0,(b) I'/J =
0.5,(c) I'/J =1.0e (d) I'/J = 1.5. Em todos os valores de I'/J apresentados a linha
pontilhada interior (correspondente a curva com p/J menor em 7'/J = 0.05) define ao
limite de validade da solugao paramagnética. A linha pontilhada exterior (correspondente
a curva com p/J maior em T/J = 0.05) define o limite de validade da solug¢ao vidro
de spin. Observa-se também a dependéncia da regiao de muiltiplas solugoes e do ponto
tricritico com I'/J.

a temperatura de transicao. A linha sélida indica uma transicao de segunda ordem, e a
regiao de primeira ordem é indicada pelas linhas pontilhadas. A partir da solugao numérica
dos parametros de ordem, foi possivel demarcar, sem precisao, a regiao onde ocorrem as
multiplas solugoes para os diferentes valores de I'/J. No entanto, a localizacao exata
do ponto que separa as transicoes de primeira e segunda ordem e da linha de transicao
de primeira ordem sera deixada para o préximo capitulo, em que sao introduzidas as

condicoes de estabilidade da solucao com simetria de réplicas.

Observadas na figura[[3(a), as duas linhas pontilhadas demarcam a regiao com multi-
plas soluc¢oes do parametro ¢, vistas na figura Na figura [[3(b), para I'/J = 0.5, a de-

pendéncia da temperatura critica pelo campo transverso é observada ja que (7) <

r/J=15
(Tr)rjs=1 < Tp)rjs—os < (Tf)p/ o €m p/J = 0. A temperatura que separa as transigoes

de primeira e segunda ordem, que serda denominada 7}, , e potencial quimico equivalente a
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Figura 14: Diagrama de Fase 3D em dois angulos indicando o contorno de segunda ordem
que separa as fases vidro de spin e paramagnética. Neste diagrama nao é definida a exata
linha de transicao de primeira e nem o ponto tricritico. No entanto, mostra uma idéia
geral da competicao PA e SG com I'/J e p/J combinados.

T;., denominado i, , também mostram sua dependéncia para I'/J # 0: Observa-se que,
enquanto (th)r/le.s < (th)r/le < (th)F/J:O.5 < (th)F/J:O, fit, segue a dependéncia
com I'/J de tal forma que ('utf)r/le.s > (“t.f)r/1:1 > (th)F/JZQ5 > (th)I‘/J:O' Além

disso, a regiao de multiplas diminui a cada aumento de I'/J.

[soladamente, os efeitos do campo transverso e do potencial quimico sao distintos.
O campo transverso tem como principal objetivo introduzir flutuacoes quanticas, através
de um mecanismo de “flipagem” dos spins, tornando possivel observar transi¢oes de fase
em T'/J = 0. O potencial quimico, por sua vez, através das flutuagoes de carga, muda o
nimero médio de ocupacao e, conseqiientemente, conduz o sistema a regioes de primeira
ordem. Atuando em conjunto, é possivel observar as seguintes caracteristicas sobre o
diagrama de fases: dependéncia do par (T, i) com I'/J e dependeéncia de Ty com p/J
e I'/J. H4 também o surgimento de regides de primeira ordem somente para valores
altos de pu/J, com ([/J ~ 0.96]r/5=0, [1t/J ~ 1.01)r/5=05, [1t/J ~ 1.13]p/5=1, [0/ J ~
1.41]r/=15). Observa-se também que o valor do PCQ independe do potencial quimico, e

que hd um decréscimo da regiao de multiplas solu¢oes com aumento de I'/.J.

Com isso, para um melhor entendimento do efeito do potencial quimico e do campo

transverso na competicao entre as fases vidro de spin e paramagnética, um diagrama de
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fases em trés dimensoes foi construido e mostrado na figura I3 No diagrama, nao esta
demarcada a localizagao exata do ponto que separa as regioes de primeira e segunda ordem
e a linha de transicao de primeira ordem, porém, mostra uma idéia geral da competicao

entre as fases paramagnética e vidro de spin com I'/J e p/J combinados.
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5 FEstabilidade da Solucao no
Modelo Fermiomnico

5.1 Introducao

No capitulo precedente, os efeitos que flutuacoes quanticas e de carga tinham sobre o
comportamento das transicoes de fase foram largamente discutidos. No entanto, algumas
questoes permaneceram em aberto. Enquanto que foram observadas multiplas solucoes
para os parametros de ordem, indicando regices que apresentavam transicoes de primeira
ordem, o exato ponto de separacao entre transicoes de primeira e segunda ordem, conhe-
cido como ponto tricritico, ainda nao havia sido localizado. Abaixo deste ponto, na regiao
de primeira ordem, a exata linha de transi¢ao de primeira ordem nao foi demarcada, bem
como a escolha das solugoes estaveis nao foram claramente discutidas. Este capitulo tem
por objetivo elucidar estas questoes e também analisar alguns problemas que sao inseridos
no modelo através da utilizagao da solucao com simetria de réplicas. Na secao seguinte,
sao introduzidas as condicoes de estabilidade da solucao com simetria de réplicas, que uti-
lizam perturbacoes para observar a validade deste tipo de solucao. Em seguida, o limite
da validade das condicoes de estabilidade e da solu¢ao paramagnética sem campo trans-
verso sao investigados, e seus resultados comparados com trabalhos prévios. Finalmente,
quando I'/J é introduzido, o limite da validade das condiges de estabilidade da solucao
com simetria de réplicas na solugao paramagnética é tomado para diferentes valores de
I'/J. A partir do limite da validade das condigbes de estabilidade da solugao paramagné-
tica, e utilizando conceitos introduzidos em trabalhos prévios, o ponto tricritico e a linha

de transicao de primeira ordem sao localizados.

5.2 Estabilidade da Simetria de Réplicas

A solucao com simetria de réplicas produz bons resultados nas transicoes de fase em

altas temperaturas. No entanto, sua utilizacao apresenta certos problemas: esta apro-
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ximacao demonstra uma falha que é, por exemplo, manifestada pelo valor negativo da
entropia a baixas temperaturas. Algumas suspeitas para o surgimento deste problema
recalam na utilizacao do método “steepest descent”, em que o limite N — oo é tomado
primeiro, ainda que a ordem correta seja n — 0 e somente depois N — oco. Contudo, foi
estabelecido que a suposicao da simetria de réplicas gn5 (V(af); a # ) ¢é a real fonte do

problema.

Como a energia livre derivada sob o “ansatz” de simetria de réplicas tem o problema
da entropia negativa a baixas temperaturas (SHERRINGTON; KIRKPATRICK] [T978), é
natural investigar a possibilidade de que o parametro de ordem ¢,3 pode assumir vérios
valores dependendo dos indices de réplica o e 3. A teoria para estudar a estabilidade
da solugao com simetria de réplicas surgiu como um esfor¢o matematico para analisar a
validade da solucao com simetria. Observa-se, entretanto, que este estudo tem implicagoes
fisicas muito interessantes, demonstrando a existéncia de uma grande variedade de estados
estaveis no espaco de fase. Uma condigao necessaria para a confiabilidade da solu¢ao com
simetria de réplicas é que a energia livre tem que ser estavel para desvios infinitesimais
em torno da solucao. Para analisar esta estabilidade, a exponencial que surge no célculo
da funcao de particao é expandida em pequenos desvios até segunda ordem, em torno da

solugao com simetria de réplicas

/qua/ [ 1 dges exp [=BN { frs + O (€ainag) }] (5.1)

(aB)
sendo frs 0 termo resultante da solucao com simetria de réplicas e o termo de segunda

ordem ¢ a perturbacao.

5.3 Calculo da Matriz Hessiana

Nesta secao, sao derivadas as condicoes de estabilidade que devem ser satisfeitas pela
solugao de simetria de réplicas gerada pelo vidro de spin fermionico com potencial quimico

nao nulo e campo transverso, descrito no ensemble grande canonico pelo hamiltoniano
H=-) J;8;5 —2r') S (5.2)
ij i

sendo o termo p responsavel pelas flutuacoes de carga e I' responséavel pelas flutuagoes
de natureza quantica. Este modelo fermionico tem como caracteristica o surgimento de

mais um parametro de ordem, ja que a componente diagonal da matriz das réplicas nao
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¢ mais unitaria. O modelo em questao apresenta tanto transicoes continuas quanto de
primeira ordem. De fato, como visto nos capitulos anteriores, sao as flutuacoes de carga
as responsaveis pela origem do surgimento de transicoes de primeira ordem. As condigoes
aqui obtidas sao utilizadas para a andlise da estabilidade deste modelo vidro de spin Ising
fermionico no ensemble grande canénico com a introdugao do campo transverso. O grande

potencial termodinamico no ensemble grande canonico para este modelo toma a seguinte

forma:
— 30 i 32J?
— = lim |- Y@ -8TD s+ InA.| /n (5.3)
a (aB)
sendo
A, = /H D(gb*gb)e[za AR+ 48220 (Sa )+ 2 (03) 85T apSaSp] (5.4)
af

Com intuito de observar se o grande potencial termodinamico com simetria de réplicas é
um maximo, condi¢ao essa exigida pela utilizacao do método “steepest descent”, introdu-
zimos pequenas perturbagoes nos parametros y,s € x,. Estes parametros foram reescritos

de acordo com as equacoes

Gapg = ng—ﬁﬂ ;o Qo = 5%32 (55)

tal que a energia livre reescalada tenha a seguinte forma:

- 1 9 1 2
N | gl e T gl e T e (56)
sendo
Ba= [ T D6 )elEn A+ Eeton)5o i s, 657
af

Introduzindo pequenos desvios em torno da solucao com simetria de réplicas

To=T+€ ; Yo=Y+ Nap (5.8)

o termo In A, pode ser escrito como
1“/ I D@ ¢)ets = / [T D7 )elnst3a dea(Se) ™ Ean sy (5.9)
af af

com a notagao Lrs = >, AZ 4+ 4> x(Sa)* + 4 > (ap) YSaSs definindo a parte referente

a solugao com simetria de réplicas.

Primeiramente, expande-se a equacao (B9) em torno de €, e 1,3 com ajuda de série

de Taylor para funcao de duas varidaveis. Em seguida, usando o fato de que a solucao com
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simetria de réplicas é aquela que extremiza o grande potencial termodinamico, observa-se

que os termos lineares em ¢, e 7,3 sao nulos. Com isso, a expressao resultante é

Q
_% = lim [QRS + Opert] /n (5'10)

n—0

sendo

2 2 %
QRS - - Za 2,6’3:2J2 - %Zaﬁ 4,6’y2J2 + hlfHa,@ D(gb ¢)6LRS ) Opert = _%A (511)
A equacao (BI0) é separada em duas partes; a solugdo com simetria de réplicas e Opere,
que é o termo perturbativo em que estao associados todos os termos de segunda ordem

de €2 com respeito a €, € 7,3. A funcao A é definida por

A=Y (;;;2 — 16 [(S2S2) — <s§><sg>}) €t

ap
_ QZ (16 [<55)2Sa55> — <(S‘S)2><SaSB>D -
6,08
Sup i
+ ;ﬁ:& (Qﬁg 75— 161(3a555,55) <Sa55><5755>]) N, (5.12)

A matriz dos coeficientes desta forma quadratica em €, e 1,5 é definida por G e conhecida
como matriz Hessiana. A estabilidade da solucdo com simetria de réplicas exige que todos
os autovalores desta matriz sejam positivos. Para derivar os autovalores, é necessario listar
todos os elementos da matriz G. Os coeficientes dos termos de segunda ordem em e tém

apenas dois tipos de valores:

1 4y 227
Goa = By 1o [((Sa)®) = ((Sa)")?] = A (5.13)
Gag = —16[((SaS5)*) — ((8a)*)’] = B (5.14)

H4 ainda duas espécies de elementos de matriz provenientes dos termos cruzados

Goos = 16((S4)*)(S0Ss) — 16{((54)%S.S5) = C (5.15)

Gsap = 16((55)°)(SuSs) — 16((S5)254S5) = D (5.16)

~—

Os coeficientes dos termos de segunda ordem em 7 tém trés tipos de valores diferentes.
Além dos elementos da diagonal, ha ainda dois outros tipos de elementos fora da diagonal.

Enquanto que alguns elementos fora da diagonal possuem apenas um dos indices de réplica
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em comum, o restante possui todos os indices de réplicas diferentes:

Gano = 57575 — 16 [(5aS3) = (Su53)%] = P (5.17)
Glapyas) = —16[((Sa)*S5Ss) — (SaSs)?] = Q (5.18)
Gape) = —16[(825559,55) — (SaSs)%] = R (5.19)

Todos os sete elementos listados acima compdem a matriz G. A segunda igualdade define
as quantidades A, B, C, D, P, e R em termos das correlacoes de spin. Devido a simetria
da matriz sob permutacao dos indices, um conjunto completo de autovetores pode ser

encontrado para valores gerais de n. Primeiramente, a matriz completa tem o seguinte

formato:
Gn e Gin G112 e G1nn-1)/2
_ G, Gun G, Grn(n—
G 1 , 12 n(n—1)/2 (5.20)
G121 ce Gian Gi2,12 e Gr2.n(n-1)/2
Gnm-v/21 -+ Gonm-1)2n Grm-1)212 -+ Gnm=1)/2,n(n-1)/2

A dimensionalidade da matriz G ¢ igual a soma das dimensoes espaciais de €, € 1,3, em
que cada elemento é definido por uma fung¢ao de correlacao. O préximo passo é investigar
as condicoes de estabilidade das solugoes encontradas, comprovando a positividade de

todos os autovalores. Estes sao obtidos utilizando a equacao dos autovalores

=N, 9= ( tea) ) (5.21)
{Nas}

Os autovalores sao encontrados no apéndice A e serao apenas mencionados aqui. O
primeiro tipo de autovetor ¥; tem €, = a € 7,3 = b e é uniforme em ambas as partes.

Este autovalor, no limite de n — 0, igual a

Ay =

N)I*—‘

{(A B)+ (P —4Q +3R) + \/[(A— B) — (P — 4Q + 3R]’ — 8(C — D)?
(5.22)

O segundo tipo de autovetor ¥y tem €y = a para uma réplica especifica e ¢, = b no caso

contrario, e 1,3 = ¢ quando a ou 3 ¢ igual a 6 e 7,3 no caso contrario. O autovalor

deste autovetor se torna degenerado com A; no limite de n — 0. Na realidade, o primeiro
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tipo de autovalor é apenas um caso especial, ja que ele pode ser encontrado através da
combinacao linear de diferentes vetores do segundo tipo. O terceiro e tultimo tipo de
autovetor 3 tem ¢y = a, €, = b (para duas réplicas especificas 0,v) e €, = ¢ para «
diferente de 6 ou v, e 1y, = ¢, Npa = Nva = d. Caso contrario 1,3 = e. O autovalor obtido
é

At =P —2Q+ R (5.23)

As condigoes de estabilidade local exigem que todos os autovalores sejam positivos.
Porém, o autovalor \,, também conhecido como replicon, sempre é negativo na solugao
vidro de spin. Portanto, a simetria de réplicas nao consegue satisfazer a positividade
de todos os seus autovalores na fase vidro de spin. Quando a andlise da estabilidade
da solugdo com simetria de réplicas foi introduzida por [Almeida_e Thonless (T978) no
modelo cléssico de spin 1/2 de Sherrington e Kirkpatrickl (T978)), os resultados obtidos
apresentaram somente autovalores positivos e negativos. No entanto, dentro da formulacao
fermionica, a presenca do novo parametro de ordem ¢, introduz inclusive autovalores

complexos, que sao observados nos diagramas de fases da figura 20l

5.4 A Solucao Paramagnética

Na solucao paramagnética, todos os autovalores sao positivos ou, no minimo, nao
nulos, de tal forma que esta solugdo sempre seja estavel para flutuagoes do “ansatz” de
simetria de réplicas. Somente ha autovalores negativos na solugao vidro de spin, resultado
que é observado, por exemplo, no modelo classico de Sherrington e Kirkpatrickl Assim, é
razoavel a utilizacao das condigoes de estabilidade local para obtencao dos contornos que

limitam a solugao paramagnética, como sera visto a seguir.

O primeiro passo é impor que necessariamente os autovalores sejam positivos, desde

que o objeto de investigacao nesta segao é a prépria solugao paramagnética

Ay :%{(A—B)+(P—4Q+3R)i\/[(A—B)— (P—4Q+3R)]2—8(C—D)2} >0
(5.24)
At =P —2Q+R>0 (5.25)

em que )
A= B = —16[{(Sa)") = ((Sa55)*)] (5.26)

B2
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P—4Q+3R - ﬁ 16 [((SaS5)?) — 4((S4)2S555) +3(54555,55)]  (5.27)
P20+ R= s — 16 [(Su5a) (57530 + (5u535,5] (529

sendo as médias dos spins as correlagoes, que sao calculadas no apéndice B. O termo

(C' — D) da equagao dos autovalores Ay é nulo na fase paramagnética.

A introducao das condicoes de estabilidade local demonstram, contudo, adicionar
importantes informacoes, que serao vistas no decorrer deste capitulo. Para identificar
o contorno da solugao paramagnética, algumas questoes sao postas em pratica: na fase
paramagnética, o parametro de ordem ¢, responsavel pelo surgimento da fase vidro de
spin, é nulo. O limite da validade da solucao paramagnética é dada quando as condigoes

de estabilidade local sao exatamente nulas, de tal forma que

)\i:%{(A—B)+(P—4Q+3R)i\/[(A—B)—(P—4Q+3R)]2} =0 (5.29)

At =P—2Q0+R=0 (5.30)

sendo as componentes dos autovalores AL e )\, definidas pelas seguintes equagoes I' = 0

A-B— ﬁ _ / D(2)[1 — éa(2)] (5.31)
P=4Q+3R = g — [ el — 40+ 30i(a] (32
P-2Q+R= Q(TIJ)z - /Dz [02(2) — p1(2)]° (5.33)

em que
22) = oy fﬁiﬁfgﬁfﬁihwm@ (5:34)
o) sinh(8.]y/2q2) 55

e~ @B cosh(Bu) + cosh(B.Jv/2¢z)
Para g = 0, ¢1(2) = 0 e ¢o(z) se reduz a . Na solugdo paramagnética, a partir da equacao
[(ETG), em que é assumido ¢ = 0, o parametro de ordem ¢ toma a seguinte forma:

1

. 5.36
e~ BN cosh(Bu) + 1 (5-36)

q:

Da mesma maneira, a condigao de estabilidade local do autovalor A\, = P — 2Q + R na
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solugao paramagnética se reduz a

1

Nt = 2GR g > 0. (5.37)

No limite da validade da estabilidade local, A\,; = 0. Assim, a seguinte condigao é extraida,

considerando que somente termos positivos sao relevantes

1
= 7557 (5.38)

substituindo (B38)) em (B30, é obtida uma relacao entre e T'/J que define o limite da

]

estabilidade da solucao paramagnética

ot = %Cosh_l [(\/iﬁJ - 1)] evi®l, (5.39)

Para o autovalor Ay, quando ¢ = 0, a seguinte expressao é obtida:
M= —q+1/(BJ)*>0. (5.40)

Novamente, no limite da estabilidade da solucao paramagnética, AL = 0. A partir deste

procedimento, é obtida a seguinte solugao da equagao (B40):

1+ /1—4/(3J)?

7= 5.41
q 5 (5.41)
substituindo (B-47]) em (B30), a seguinte condigao é extraida:
1o (1= 4/(B))
4+ = — cosh e1EV1=4/(81)2 | 5.42
cB 4/(87)? 42

Primeiramente, observam-se as seguintes condigoes: quando o limite das réplicas n — 0 é
tomado, o parametro ¢ se torna negativo. Como conseqiiéncia, ha uma inversao na extre-
mizacao do potencial termodinamico €2, de tal forma que o parametro ¢ aparentemente
maximiza ). Por outro lado, o parametro ¢ permanece positivo no limite de n — 0, tal
que nenhuma inversao ocorra na extremizacao de €2 em relacao a ¢. Logo, enquanto {2 é

maximizado com respeito a ¢, ele é minimizado com respeito a q.

Agora, é necessario observar com atencao a figura [0, que apresenta um diagrama de
fases obtido através das equagoes (B39) e (B42). Para g = 0, ha trés possiveis solugoes
para o parametro ¢ na regiao entre as linhas RD e DO (regiao B), onde as linhas sao
obtidas através das equagdes 4 e u_ respectivamente, e definidas em (£42)). Fora desta
regiao, todavia, a solugao para o parametro ¢ é unica (regido A ). Porém, na regiao B, duas

das trés solugoes encontradas sao instaveis, desde que somente a menor solugao para ¢,
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devido aos critérios de estabilidade e também a condicao de extremizacgao de €, é estavel.
A partir daqui também é introduzida a linha K F', definida pela equacao . da equacao
B39 juntamente com um ponto de encontro, chamado T, entre as linhas pu_ e fiq. E
observado que dentro da curva KT;.O a solucao paramagnética é instavel, incluindo a
regiao dDTy., ja que todos os autovalores A\, e Ay sao negativos nesta regiao. Finalmente,
considera-se as solugoes restantes: sobre a linha RD, o valor de parametro ¢ na regiao B
é idéntico ao valor do parametro ¢ na regido A. Acima de Tj., o parametro ¢ da fase pa-
ramagnética se encontra continuamente com o parametro ¢ da fase vidro de spin. Abaixo

de T}, todavia, o parametro q da fase paramagnética nao se encontra continuamente com

o parametro ¢ da solucao vidro de spin, indicando uma descontinuidade. Dessa forma,

0.7 T T T T T T T
0.36
0.35
0.6 | b
0.34 |
0.33 |
0.5 F b
0.32
0.95 0.96 0.9
0.4 Regido A
=
03 |
0.2 Regido B
0.1 4
O 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

Figura 15: Regiao de estabilidade paramagnética: dentro da curva K7T.0 a solugao pa-
ramagnética é instavel. Acima do ponto T}., o parametro ¢ da solucao paramagnética se
encontra continuamente com o parametro ¢ da solucao vidro de spin. Abaixo de Tj., no
entanto, o parametro ¢ da solu¢ao paramagnética nao se encontra continuamente com o
parametro ¢ da solucao vidro de spin.

abaixo do ponto T}, o sistema entra em uma regiao de primeira ordem, sendo que o va-
lor que o parametro ¢ assume, no limite da validade da solugao paramagnética, acima e

abaixo de T, é determinado pelas seguintes condigoes:

‘ -

1—6‘ /J1—4/(BJ)2 e 1= T (5-43)
————  vparaT/J < T/ J.

K L=y
Vo A
)
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Desta forma, o limite da estabilidade da fase paramagnética é determinada pelas equagoes

e e (5:44)

Hat = écosh [(\/_ﬁj — 1)] 6%6‘]
o=t

o que implica que nao ha solugao paramagnética estavel quando

< pge paraT/J > T /J

(5.45)
w>p_  paraT/J < T/
no limite da estabilidade, as solugoes para ¢ sao idénticas, de tal forma que
1 1—+/1—4/(6J)>
V23J 2
a qual gera uma equacao quadratica que resulta em
1
T/ J = g\/5. (5.47)

A locacao do ponto tricritico é dada através da substituicao da temperatura critica en-
contrada em (:39), tal que
fiat/J =~ 0.96/2. (5.48)

Estas linhas se encontram no ponto Ty./J = 1/3\/5 e fat/J =~ 0.96\/5, onde todos os

autovalores sao nulos.

Como € visto nesta secao, as idéias introduzidas no capitulo dois relacionadas a utiliza-
¢ao das técnicas introduzidas por [Lage e Almeidal (T982) na localizacao do ponto tricritico
e [Costa, Yokoi e Salinag (1994 para obtengao da linha de transi¢do de primeira ordem
no modelo GS sao utilizadas para obtencao do valor do ponto tricritico e da linha de
transicao de primeira ordem no modelo fermionico ISGf com campo transverso nulo. O
procedimento seguinte é, dentro do formalismo estudado até agora, observar o efeito das
flutuagoes quanticas sobre as condigoes de estabilidade da solucao com simetria de réplicas,

a partir da introducao do campo transverso.

5.5 Condicoes de Estabilidade com a Introducao do
Campo Transverso

Na secao anterior, os critérios de estabilidade foram analisados no modelo fermionico,

e, assim, foram obtidas as equacoes que definem o limite de estabilidade da solugao para-
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magnética para campo transverso nulo. Os critérios para localizacao da linha de segunda
ordem e do ponto tricritico neste modelo fermionico utilizaram as mesmas idéias introdu-
zidas por [Lage e Almeidal (T982), e esta utilizacao é justificada através do mapeamento
proposto por [Fel[dmann e Oppermannl (T999). Dessa forma, as condigoes de estabilidade
foram generalizadas para incluir flutuagoes quanticas com a introducao do campo trans-
verso. De fato, os termos que compoem os autovalores Ay e A\, para I' # 0 agora podem

ser escritos por:

1 —/Dz ngﬁ (h4+3ﬁ21—‘2( —%)Cosh\/g)

A—B=
322 K(q,§)
[ Deghs (202 = 14+ %) sinh VA
— | Dz 5.49
/ K(q,¢€) (549)
_ , . 2
j‘Dg (h cosAh\/Z + (BF)AS;%h\/Z>
+ | Dz
/ K(q,€)
cosh\/_ (B )sinh\/z 2
P—4Q+3R =-—— /Dz ng( A3/ )
Qﬁ J K(q,$)
[ h2 cosh VA (BU)2 sinh VA hsinh VA
+4/Dz ng( S ) /DR (5.50)
K(q,§) K(q,¢)
- 4
D¢ hsinh VA
_3/DZ J eI
K(q,¢)
cosh\/_ (8I)2 sinh VA hsinh VA 2
P—2Q+R——b '—/ 2 foe(t + O S DeUET
2032.J? K(q,§) K(q,¢)
(5.51)

sendo novamente o termo C' — D nulo na fase paramagnética. Com base nas condigoes
de estabilidade obtidas, e lembrando que na fase paramagnética o parametro ¢ respon-
savel pela fase vidro de spin é nulo, é possivel obter o limite da validade da solucao

paramagnética para qualquer valor de I'. A partir da consideragao de que o autovalor
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Figura 16: Diagrama 3D T'/J x u/J x I'/J em dois angulos, indicando uma regiao de
limite da estabilidade paramagnética. Este resultado pode ser comparado com o diagrama
em trés dimensoes, obtido através dos parametros de ordem, do capitulo anterior.

Aat = P —20Q + R é nulo, e considerando que ¢ é nulo, a seguinte condicao ¢ extraida:

_ 1
LYY

Quando configura-se I' # 0 na solugdo paramagnética, um novo valor do parametro g,

dependente de I', é obtido

(5.52)

cos )2 sinh vA
fDé (ho A}t)\/A_O + B )Agmﬂ)

q= K (5.53)

com K (£) definido por

K (&) = cosh (Bu) + /D§ cosh(v/A) (5.54)

sendo
Ay = h3 + (BI)? (5.55)

com hy = (3J4/2q€. Substituindo g em (B53), é obtida uma relagao que define o limite da

}

(5.56)
no qual hy = VV2BJE e Ay = h2, + (BT)%. O diagrama de fases da figura I8 é

obtido através do . da equacao (Bh) para diversos valores de I'. Este diagrama indica

estabilidade da solugao paramagnética

1 ha T2 sinh /Ay
Hat = 3 cosh™! {/Df [(ﬁﬁJﬁ — 1) cosh @+ \/§ﬁJ<ﬁ ) 22/2

at
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o contorno da linha de segunda ordem que separa a regiao paramagnética da vidro de
spin. A equagao (ER0) para I' = 0 se reduz a equagao (BE39). A segunda condigao de

estabilidade é obtida através do autovalor A1 de tal forma que

= _ f(Cj7T7F):b\/f(Q7T7F)_4/(ﬁJ)2
2

(5.57)
na qual f(q,T,T) é definido por
f(q_7 T? F) =

[ D¢ [AL% [hé + 3(6T)? ( 5h“>] cosh /Aq + 3(@2 [2h2 1432 ] sinh /A }

cos. 2
[ De (h hvAg (2522)

0

(5.58)

com Ag = h3 + (BT)? e hy = 3J/2¢E, sendo ¢ agora definido a partir da equagao (B57).

Com isso, é possivel encontrar as equagoes que determinam o segundo contorno do limite

} (5.59)

he = BV @ T0) £ T@ D) — 4/(37)% (5.60)
e AL = hi —+ (5F)2

da estabilidade da solugao paramagnética.

Py = %cosh1 {/D£

sendo

h2 (BT)?sinh /AL
(Aif@,nr) )COShV STy RN

O ponto de encontro T}., e os valores assumidos por ¢ acima e abaixo deste ponto

para I'/J # 0 resultam em

q< para T/J > T,./J

7257 (5.61)
TF) f(gvr)le/(ﬁJ)Q para T/J<nc/t]
para I'/J # 0 nao hé solugao paramagnética estavel quando
< lUg aral/J >T,./J

w>pu_  paraT/J <Ty.)J

Finalmente, no limite da condigao de estabilidade, em que as equagoes (B52) e (BRT) se
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Figura 17: Diagramas de fase p/J x T'/J para diversos valores de I'/J: T'/J = 0,(b)
I'/J=05,c)T'/J=1.0e(d)'/J = 1.5, indicando a regido onde a solu¢do paramagnética

é instavel. A partir destes diagramas define-se o ponto tricritico para diversos valores de

T/J.

o

igualam, o valor para a temperatura critica com I'" # 0 é definido por:
1
T/ J = gﬁf(T, I) (5.63)
no qual f(¢,T") assume a seguinte forma:

f@,T) =
| D¢ [A%% (h?) +3(8T)? (1 - %)) cosh /A, + 3(515;22 <2h§ -1+ %) sinh \/Kp}
I De <h%cosAh\/A7 N (6F)2)

A3/2

(5.64)

assumindo que h, = +/ V2p3J e A, = hf) + (BT)%. A localizagao do potencial critico é
definido através da substituigdo da temperatura critica T;./J em BB6 Logo, a partir
das equagoes (Bh0) e (B5J), é obtido o contorno que indica a regiao de instabilidade

paramagnética para diferentes valores de I'.
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Figura 18: Os autovalores A1 como uma fungao de p/J para T'/J = 0.08 com diversos
valores de I'/J: T'/J = 0,(b) I'/J = 0.5,(c) I'/J = 1.0 e (d) I'/J = 1.5. Diferentemente
do modelo SK, o modelo fermionico apresenta os autovalores A+ negativos e até mesmo
complexos na fase vidro de spin.

Na figura [0, sdo apresentados valores exatos do par P temperatura tricritica T}, e
potencial quimico tricritico py. obtidos através das condicoes de estabilidade na solugao
paramagnética. Para I'/J = 0, abaixo do segmento APO, a solu¢ao paramagnética é
totalmente instdvel. O ponto tricritico para este valor de I'/J é definido em T}./J = 1/3,
com p./J =~ 0.96 correspondente. Abaixo da linha OPR, surgem as multiplas solugoes.
Para I'/J = 0.5, diminui o intervalo onde ocorrem muiltiplas solugoes e, novamente, abaixo
do segmento APQO, a solugao paramagnética é instavel. O ponto tricritico muda seu valor
para aproximadamente Tj./J ~ 0.309 e p./J ~ 0.99. Com I'/J = 1, a diminuigao
do valor da temperatura critica é acentuada e seu valor fica em torno de Tj./J ~ 0.23
com p./J ~ 1.13 correspondente. Finalmente, para I'/J = 1.5, o valor da temperatura
critica diminui ainda mais, permanecendo em torno de T./J ~ 0.13, com p./J ~ 1.42

correspondente.

Na figura [[9, é mostrado o parametro ¢ como uma funcao de p/J para varios valores
de I'/J em uma temperatura na regiao de primeira ordem. Os resultados indicam a

existéncia de multiplas solucoes também para o parametro ¢ na solucao paramagnética.
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Figura 19: Parametro de ordem ¢ pelo potencial quimico na fase paramagnética (¢ = 0)
para varios valores de I'/J e T'/J fixo: (a) I'/J = 0,(b) I'/J = 0.5,(c) I'/J = 1.0 e (d)
I'/J = 1.5. Para todos os valores de I/ J somente o ramo inferior de ¢, corresponde ao me-
nor valor, encontra condicoes de estabilidade dos autovalores e condig¢oes termodinamicas
de extremizacao de potencial termodinamico.

H4 ainda a figura[[], onde as partes reais e complexas dos autovalores A4 sao plotados
em funcao de p/J. No intervalo do eixo y < 0, os autovalores sao complexos e sua parte
real também foi plotada. Para I'/J = 0, a parte real dos autovalores torna-se negativa
para grandes valores de p/J. Com I'/J = 0.5 ainda hd uma parte real positiva, contudo,

para valores maiores de I'/.J, o intervalo inteiro de p/.J possui autovalores reais negativos.

Nesta secao, como tltimo resultado, sao apresentados os diagramas de fase para di-
ferentes valores de campo transverso. A analise da estabilidade proporciona uma visao
detalhada da solucao como simetria de réplicas. A marcacao do ponto tricritico e da linha
de transicao de primeira ordem foram feitas utilizando conceitos que foram introduzidos
por (LAGE; ALMEIDA] [T982), mas discutidos em mais detalhe por [Costa, Yokoi e Salinas
e foram introduzidos no capitulo dois. De maneira geral, as linhas de primeira ordem

foram demarcadas através da comparacgao das solugoes paramagnética e vidro de spin.

Na figura B0(a), a linha pontilhada indica a exata transi¢do de primeira ordem, em
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Figura 20: Diagramas de fase u/J x T'/J para diversos valores de I'/J:(a) I'/J = 0,(b)
I'/J=05,(c)T'/J=10e (d) I'/J = 1.5. Este diagramas fornecem uma visao detalhada
da solugao com simetria de réplicas na fase vidro de spin. A linha cheia superior é definida
através do autovalor \,: abaixo desta linha a solucao vidro de spin é instavel. Na fase
vidro de spin, os autovalores Ay podem ser negativos e complexos. A linha pontilhada
define a transicao de primeira ordem e T}, indica o ponto tricritico.

contrapartida aos diagramas de fase apresentados no capitulo trés, em que apenas a regiao
com multiplas solucoes era demonstrada e nao havia nenhum rigor em relacao a marcacao
do ponto tricritico. T indica o ponto tricritico exato que separa as transicoes de primeira
e segunda ordem, sendo a linha de segunda ordem indicada pela linha sélida superior.
Observa-se que o replicon, o autovalor da equacao (LZ3), sempre é negativo abaixo da
linha de transicao que separa a fase paramagnética e vidro de spin, de tal forma que a
solucao vidro de spin sempre é instavel mediante a simetria de réplicas. Além disso, na
regiao indicada por +, os autovalores A4 sao reais e positivos. Por outro lado, em regioes
indicadas por Re, os autovalores sao complexos, sendo que as regioes rotuladas por Re>0
ou Re<0 definem se a parte real destes autovalores complexos é positiva ou negativa. Na
regiao indicada por —, os autovalores sao reais e negativos. Além disso, a figura 20l mostra
algumas caracteristicas vistas no capitulo anterior, como a dependéncia da temperatura

critica pelo campo transverso, sendo (Ty)p/;_; 5 < (Tr)r =1 < (Tp)r =05 < (T¥)r)s—0
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em p/J = 0 e a dependéncia do par temperatura tricritica T;. e o potencial quimico
equivalente a T, , denominado ;. com I'/J. Observa-se também instabilidades adicionais
dos autovalores A1 nas figuras 20(b), 20(c) e BO(d) em relacao a20(a), desde que somente

em 20(a) hd uma pequena regido com autovalores positivos a baixas temperaturas.
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6 Conclusao

Este trabalho teve por objetivo analisar o modelo de spin Ising fermionico na pre-
senca de um campo magnético transverso I' e um potencial quimico p variavel. Neste
modelo fermionico, os spins foram escritos como uma combinacao bilinear de operadores
de criacao e destruicao fermionicos. Como estes operadores nao comutam, a algebra de
Grassmann foi introduzida especialmente para tratar com esta nao comutatividade. O
calculo da funcao de particao para tratar com a nao comutatividade dos operadores no
hamiltoniano utilizou o formalismo das integrais de caminho fermionicas. Questoes relaci-
onadas a utilizacao do “ansatz” de simetria de réplicas neste modelo fermionico, bem como

as falhas manifestadas, por exemplo, no valor negativo para a entropia, foram levantadas.

Com isso, foi introduzido um estudo detalhado acerca da estabilidade da solugao com
simetria de réplicas no modelo fermionico. Nesta andlise, foram derivados trés autovalo-
res: —Ag, A_ e Ay—. Em certas regioes, estes trés autovalores se mostraram positivos,
de tal forma que a solucao encontrada no “ansatz” de simetria de réplicas era estavel.
No entanto, observou-se que a solucao com simetria de réplicas é sempre instavel de-
vido ao autovalor negativo A,, conhecido como replicon, na fase vidro de spin, fato ja
ocorrido no modelo SK. Porém, além da instabilidade da solugao vidro de spin devido
ao replicon A\,, foram descobertas instabilidades adicionais dos autovalores A4 que nao
ocorriam no modelo classico SK, ja que agora os autovalores AL podiam ser negativos e
até mesmo complexos na fase vidro apresentada pelo modelo ISGf. No entanto, tais ins-
tabilidades adicionais dos autovalores Ay ja haviam sido observadas no modelo classico de
Ghatak e Sherrington| (GS). Os modelos ISGf e GS, apesar de utilizarem formalismos tao
distintos, mostravam caracteristicas semelhantes como, por exemplo, linhas de primeira
ordem e pontos tricriticos, além do fator de instabilidade adicional citado anteriormente.
Em ambos os modelos, observou-se que as estabilidades sao afetadas pelo surgimento de
um parametro de ordem extra. No caso do modelo fermionico proposto, sao as correlagoes

~

(S(w)S(w + Q) ndo unitérias as responséveis pelo surgimento do parametro extra .

Dada a quantidade de caracteristicas semelhantes entre os modelos ISGf e GS um
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mapeamento proposto por [Rosenow e Oppermann| (1996) foi utilizado entre estes dois
modelos. Este mapeamento possibilitou que a técnica utilizada por [Lage e Almeidal
(T982), para localizagdo do ponto tricritico no modelo GS, pudesse ser introduzida no
modelo ISGf. Além disso, também possibilitou a utilizagdo da técnica apresentada por
Costa, Yokoi e Salinag (1994)) para demarcacao da linha de primeira ordem no modelo
ISGf. A partir de uma base sdlida, foi possivel avancar no problema vidro de spin fer-
mionico. Através da introducao do I', foi possivel observar os efeitos da introducao de
flutuagoes de natureza quantica em conjunto com as flutuacoes de carga providénciadas

pelo potencial quimico no problema vidro de spin.

Com isso, estes efeitos atuando em conjunto foram examinados em uma série de re-
sultados numéricos que, em linhas gerais, demonstraram as seguintes caracteristicas: sur-
gimento de multiplas solucoes dos parametros de ordem e, conseqiientemente, transigoes
de primeira ordem para diversos valores de campo transverso nao nulos. Dependéncia da
temperatura tricritica Tj. e potencial quimico critico ;. com o campo transverso. De-
pendéncia da temperatura de transicao 7T com o campo transverso juntamente com o
potencial quimico. Foi visto também que a ordem de grandeza da regiao de multiplas

solugoes depende do campo transverso.

Igualmente, observou-se que para I' > I'. o sistema é sempre paramagnético, indepen-

dentemente do potencial quimico ou temperatura aplicada.

Além dos resultados relacionados as flutuagoes quanticas e de carga, foi levantada
a questao da estabilidade do “ansatz” de simetria de réplicas. Em tais resultados, foi
detectada uma pequena instabilidade adicional proveniente dos autovalores A1 na regiao

vidro de spin para diversos valores de I'.

A partir do limite de validade das condicoes de estabilidade local na solucao para-
magnética, foram obtidos os contornos que separam as solugdes paramagnéticas e vidro
de spin. Também com auxilio das condicoes de estabilidade local, foi derivada uma relacao

entre o ponto tricritico e o campo transverso I'.

Os resultado obtidos neste trabalho foram comparados com aqueles obtidos em traba-
lhos prévios. Para I' = 0, é recuperado o valor do ponto tricritico primeiramente obtido
por [Rosenow e Oppermann| (T996) no modelo fermionico. Para p = 0, a linha de transi-
cao T e ponto critico quantico I'; = 21/2.J obtidos por [Theumann, Schmidt ¢ Magalhaes

(2002) foram recuperados.

Dada a riqueza de detalhes envolvidos no problema |(Ghatak e Sherrington), é natural
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dar continuidade ao estudo deste modelo como possibilidade para trabalhos posteriores.
Para tal, o formalismo fermionico sera utilizado, o que possibilitara a introducao de outras
competicoes com a fase vidro de spin, como supercondutividade, por exemplo. Além
disso, este novo formalismo possibilitara a introducao de efeitos de natureza quantica
ao modelo através do campo transverso. Posteriormente, o carater anisotropico e as
flutuacoes de carga serao observados em conjunto sobre o problema vidro de spin. H&
também a possibilidade de analisar a competicao vidro de spin e antiferromagnetismo no
modelo GS com duas sub-redes, trabalho primeiramente proposto por[Korenblit_e Shender
(T985). Finalmente, ha como possibilidade utilizar a técnica conhecida como quebra de
simetria de réplicas (QSR), que corrige o problema da negatividade da entropia, e é

apresentada por [Parisi (T980).
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APENDICE A

Neste apéndice, sao derivados os autovalores e autovetores da matriz Hessiana G (ver
equacao (.20)), que é matriz relacionada as componentes das perturbagoes introduzidas
na solucao com simetria de réplicas. A derivacao destes autovalores é exigida justamente
pela solugao com simetria de réplicas. Desde que esta matriz sera diagonalizada, todos
os autovalores devem ser positivos para garantir a estabilidade da solugao do “ansatz” de
simetria de réplicas. Logo, o objetivo principal é encontrar todos os autovalores associados
aos autovetores e desta forma cobrir todo o espaco gerado pela matriz G que tem n +
n(n—1)/2 = n(n+1)/2 dimensoes. Esta tarefa exige a escolha de autovetores apropriados,
bem como a dimensionalidade produzida de cada um deles (ALMEIDA; THOULESS, T978)).

Para isto, utiliza-se a equacao dos autovalores

=N, 9= < tea) ) (A1)
{naﬁ}

em que simbolo {e,} sdo os vetores coluna que vao de €, até €, e {n,3} indo de 72 até

nnfl,n

A.1 Autovalor 1

Ha trés tipos de autovalores. O primeiro tratado na presente se¢ao tem a forma

€a = @;Nap = b. Os elementos da matriz G sdo definidos pelas equacdes que vao desde

1) até (BIT), de tal forma que

A B B C C D D

_ B A D ... D C

G = (A.2)
c C D P Q Q D
D C ... D R R P
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a primeira linha da parte superior da matriz G associada com o autovetor tem a forma

(ABB..BC..CDD .. D)mw=Am (A.3)

sendo que ¥, é
ﬂﬁz(a oooa b b)

tal que a primeira linha da equacao dos autovalores G, = A1 seja

Aa+ (n—1)Ba+ (n—1)Cb+ %(n —1)(n—2)Db = \a. (A.4)

Os elementos A e B da primeira linha estao relacionados com a, que tem dimensao n.
Como A tem apenas um a associado, o restante, que é (n — 1) vezes a, fica relacionado
com B. Da mesma forma, os elementos C' e D estao vinculados com b, que tem n(n —1)/2
dimensoes. O elemento C' estd associado (n — 1) vezes com b, restando 1/2(n — 2)(n — 3)
vezes b vinculado ao elemento D. A primeira linha da metade inferior da mesma equacao

dos autovalores, correspondente a 1,3, associada com o autovetor tem a forma

(cocp..DPQ ... QD ... D)iu=>im) (A.5)

sendo que 1, foi definido anteriormente. A parte inferior produz a seguinte relagao:
1
2Ca+ (n—2)Da+ Pb+2(n — 1)Qb+ §(n —2)(n—3)Rb = \a (A.6)

Na relacao acima, os elementos C' e D estao relacionados com a, sendo que C' tem duas
vezes a associados e D tem (n — 2) vezes a vinculados, completando a dimensao de a,
que é n. P tem um b associado e @) tem 2(n — 2) vezes b vinculados, restando para R
1/2(n — 2)(n — 3) vezes b associados para completar o espago de b. O autovalor A; pode
ser obtido através de um sistema de equagoes lineares provenientes das equagoes ([A4) e

([AZ4), o que resulta em dois autovalores nao degenerados:

XEVY24+ 7

sendo

X=A4+n—-1)B+P+2(n—2)Q+1/2(n—2)(n—3)R (A.8)
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Y=A+(n—1)B—P—2(n—2)Q—1/2(n—2)(n—3)R (A.9)

Z =2(n—1){2C + (n —2)D}” (A.10)

Este autovalor no limite de n — 0 se reduz a

Alzé{A—B+P—4Qi\/(A—B—P+4Q—3R)2—8(C—D)2} (A.11)

A.2 Autovalor 2

A préxima escolha do vetor 15 tem €y = a (para uma réplica especifica 6) e ¢, = b
para a # 0, . = c se o, = 0 e N = d para o, 3 # 6, no qual este vetor tem a
forma (a,b,...,b,c,...,c,d,...,d). Encontrando a equagao dos autovalores para a linha
superior e inferior e utilizando a condicao de ortogonalidade na qual ¥;9s = 0, onde
Y} tem a forma (z,x,...,7,y,9,...,y) com x e y nao nulos, encontra-se um sistema de

equacoes lineares facilmente calculavel

(A—B—-XNa+(n—1)(C—-D)c=0 (A.12)

n—2

n_1(C—D)a+[P+(n—4)Q—(n—3)R—>\]c:0_ (A.13)

A condicao de a e ¢ sdo nao nulos resulta nos seguintes autovalores

CXEVYZTEZ

A2 5 (A.14)

sendo que, neste caso,
X=(A-B)+P+(n—-4)Q—(n—3)R (A.15)
Y=A-B-P—-(n—-4)Q+ (n—-3)R (A.16)
Z = (n—2)(C — D)? (A.17)

No limite de n — 0, este valor se degenera com \;. Ha n possiveis escolhas da réplica 6,

de tal forma que é possivel escolher n diferentes autovetores po. Dentro do subespago n,
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nem todos os autovetores ; e 5 podem ser independentes. No entanto, nao pode haver
mais do que n vetores independentes neste espaco. Portanto, sao obtidos até n vetores
independentes formados a partir de 97 e 9¥5. Relembrando o fato de que A; e Ay sao
duplamente degenerados, pode-se afirmar que o austovetores 1; e 15 formam um espaco

dimensional 2n.

A.3 Autovalor 3

O terceiro tipo de autovetor U3 tem €y = a, e, = b (para duas réplicas especificas 6, v)
e €, = c para « diferente de 6 ou v, e ng, = ¢, Mo = Mo = d, caso contrario 1,z = e.
Utilizando as condic¢oes de ortogonalizagao vo1l3 = 0, 110, = 0 e 9193 = 0, s@o alcancadas

as condigoes necessarias para obtencao do valor de As.

Pc+2(n—2)Qd+%(n—Q)(n—i’))Re:)\gc (A.18)
d=—-c/(n—2) e=-2d/(n—3) e=2c/(n—2)(n—3). (A.19)

Logo
AM=P—-2Q+R (A.20)

Como a = b = 0, a parte superior da equagdo dos autovalores corresponde a {e,} é
nula. Portanto, a dimensao dos autovetores para A3 corresponde somente aos elementos
Nag, que é n(n — 1)/2. Contudo, n vetores ja foram utilizados na relacdo Ai, Ay e a
real degenerescéncia, ou o nimero de vetores independentes para este terceiro autovetor,
é n(n — 3)/2. Junto com a degenerescéncia de A; e A9, completa-se todo o espago de

n(n + 1)/2 vetores.
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APENDICE B

B.1 Calculo das Correlacoes

Os valores das correlagoes sao as seguintes:

_ 0"a(q,2)

16(S2) = “oH, |, _, (B.1)

sendo
Mala2) = [ DT [ (comiun) + [ DeacovaD)| (2

e A,
Ay = hg + (BT)? (B.3)

com h, definido por

ha = BJ\/qz + BJVXEa (B.4)

A equagao (B2) pode ser reescrita da seguinte forma

Molasita) = [ D= T e (o) + [ Dy coty/B0 )| (B3)
o/;éoz
[eﬁua <cosh(5ua) + /Dfa cosh(@))]

X
em que A é
Ay = (BIGz + +BIVXEy + Hy)? + (BT)%. (B-6)

Substituindo ([Bfl) em (BIl), derivando em relagao a H, e tomando o limite de n — 0,

chega-se a seguinte expressao:

1
t6(st) = [ D= [ Degr
1 4 272 5h? VA
X{E [h +35°T (1—X>cosh A} +

: 5h27 VA
e 2h _1+X sinh VA 5.

(B.7)
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A varidvel A(q, z) agora é
h = BJ\/2q2 + BJV/2XE. (B.8)

A segunda correlagao é definida por

_ 9Ma(g,2)
16{(SaSs)") = OH20H? (B.9)
H, 3=0
Seguindo o procedimento padrao anteriormente apresentado
Ao(q,2,H,,Hs) = [ Dz H [eﬁ““ (cosh(ﬁ,ua) + [ D&, cosh(\/Aa))}
a#d B
X [eﬁ“a’ (Cosh(ﬁp,a/) + [ D¢y COSh(\/Aa/))} [65“5 (Cosh(ﬁp,ﬁ) + [ Dég COSh(\/AB))]
(B.10)

derivando em relacao a H_ e Hg e tomando o limite de n — 0, a seguinte expressao ¢

encontrada:

(h2 cosh VA + (BT) sinh \/Z) 2
A

A3/2
K(g,¢)

D
16((Sa55)2>:/Dz J Dt (B.11)

com A(q, z) definido anteriormente. As correlagdes restantes serdo apenas apresentadas

aqui, ja que o procedimento para encontra-las é o mesmo utilizado anteriormente:

D hsm?[ 2
: S(QAS; ) (B.12)

h2 cosh\/_ + (BI) smhﬂ)
16((S.)2555) = / D= / De A
’ K(q,€)

6(S4555,S5) = /Dz [/Dg <hszl?/[>] (B.13)

K(q,&) = cosh(Bu) + /Df cosh \/A(gq,§). (B.14)

sendo
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APENDICE C

Neste apéndice, é efetuada a soma sobre as freqiiéncias de Matsubara.

Inl(z,&q,q) = Z [ln (iwn +y+ A%)> +1In (iwn +y— A%))] (C.1)
escrevendo In I(z, €, ¢, ¢) em um formato apropriado, a solu¢ao pode ser encontrada através
do método dos residuos. Para isso, a expressao ¢é derivada em relagao a y, resultando

na seguinte equacao:

= + C.2
dy 2 iwn +y+ VA iw, +y— VA (C2)

A somatoéria pode prontamente ser substituida por uma integral no plano complexo

[e.9]

1 1

Fiw,) = = —— F .
n;x, (iwn) Z o2 o P, P @) (C.3)
com
1
Flw)=——— C4
@) iw+yE£VA (C4)
sendo f(w) a funcao de Fermi, que possui singularidade em todo seu eixo imaginario
fl@)= (©5)
w) = = .
e +1 >

para todow, = (2n+1)ren =0,+1,+2, ... A validade da equagao [C3 é obtida por meio
do método dos residuos (ver Matfuckl (T976, p. 250)). A integral em C, que corresponde
ao plano w (o plano dado pelos eixos real e imagindrio), é igual a integral do residuo em
torno de C" no eixo imagindrio, que engloba os miltiplos fmpares de 7 no eixo, além dos
residuos dos pélos de F'(w) no eixo real. Se a integral F'(w)f(w) — 0 quando C' — oo, é

possivel escrever

7€ Fw) f(w)dw = fé F(@)f()dw+ 210 Y residuos deF(@)f(w)  (C6)
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Desta forma, > (iw,) pode ser definida com a soma dos residuos de F(w)f(w) para os

pélos de F(w) no eixo real, de tal forma que a integral assume o seguinte formato:

P = = § Pyl ) - ()

1 w
= — fc/ F(w)é tanh (§> dw. (C.7)
Logo, a equagao ([C3) resulta em
- , 1 w
n:z:m F(iw,) = 5 jil F(w) tanh (§> dw (C.8)

A partir das equagoes ([C6) e (C), as somas da equagao ((C2) resultam em

dnl(z¢,q,q) 1 y+ VA 1 y— VA
3 =3 tanh i + 3 tanh 5 . (C.9)

O caminho inverso é tomado, e a integral sobre y na equagao é feita resultando em

Inl(z¢,q,q) = Incosh (y +2\/K> + In cosh (y _2\/&> (C.10)

a qual pode ser reescrita como

cosh(y) + cosh VA

5 (C.11)

1(2,¢,q,q) =
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