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Et on a rapidement constaté que l'on ne pouvait faire
des observations géodésiques valables sans bien
connaitre la pesanteur, puisque c'est elle qui
détermine la disposition des surfaces horizontales de
référence. Ainsi, I'étude de la forme de la terre,
apparemment toute geomeétrique, doit-elle en réalité
faire appel a la science d'un phénomeéne physique,

en I'espece la gravitation.

Jacques Dubois



RESUMO

Dissertacao de Mestrado
Programa de Pés-Graduagdo em Geomaética
Universidade Federal de Santa Maria, RS, Brasil

DIVISAO’DE POLiGONOSJRREGULARES DO ELIPSOIDE BIAXIAL NA
SUPERFICIE DA PROJECAO AZIMUTAL EQUIVALENTE DE LAMBERT

Autor: Edson Luis Stanque
Orientador: Carlito Vieira de Moraes
Local e Data da Defesa: Santa Maria, 03 de outubro de 2007.

O proposito deste trabalho é fornecer os fundamentos de céalculo de medida de
superficie (area) no modelo de Terra adotado pela Geodésia. Esse modelo é o
elipsoide de revolugédo ao qual se vincula o sistema de coordenadas cartesianas, o
sistema de coordenadas curvilineas e o sistema de coordenadas polares. Discute a
natureza das coordenadas no desenvolvimento do calculo da medida de superficie.
Efetuam-se as seguintes demonstracées: equagcao da elipse, equagcao da
excentricidade da elipse, equacéo do raio de curvatura da secdo meridiana, equacéo
do raio de curvatura da sec¢éo transversal meridiana e integral eliptica. Define linha
geodésica algébrica e geometricamente. Apresentam-se 0s instrumentos legais que
sdo o artigo 3° da Lei 10.267/2001, o qual altera o artigo 176, inciso Il da Lei
6.015/1973 (Lei de Registros Publicos) e acrescenta a este artigo os paragrafos 3° e
4°, o paragrafo 3° do artigo 225 da Lei 6.015/1973 e o artigo 971 do Cédigo de
Processo Civil (CPC), os quais vinculam as coordenadas dos vertices do imovel ao
Sistema Geodésico Brasileiro (SGB). Efetuam-se a divisdo do quadrilatero
elipséidico regular e também do quadrilatero elipsoidico irregular localizado na gleba
P6 de Serra. Para se fazer esta divisdo, usou-se a superficie da projecdo azimutal
equivalente de Lambert, ou seja, as coordenadas elipsoidicas curvilineas foram
transformadas em coordenadas planas desse sistema de projecéo. A divisdo destas
superficies foi efetuada pelo método da equacéo da area dos trapézios de Gauss em
conjunto com a equacao da reta. Os problemas direto e inverso da proje¢éo azimutal
equivalente de Lambert fornecem a metodologia que tornam exequiveis o0s
dispositivos legais (artigos 176 e 225 da Lei 6.015/1973 e artigo 971 do CPC). A
metodologia de célculo proposto pode ser aplicada ao sistema de coordenadas
geodésicas com a finalidade de calcular as areas de uma divisdo de superficie no
elipséide. Os fundamentos do céalculo de medida de superficie instrumentalizam o
efetivo cumprimento dos dispositivos legais retrocitados.

Palavras-chave: sistemas de coordenadas cartesianas; sistemas de coordenadas
curvilineas, sistemas de coordenadas polares; raios de
curvatura; area de poligonos elipséidicos irregulares; problemas
direto e inverso da projecédo azimutal equivalente de Lambert.
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DIVISAO’DE POLiGONOSJRREGULARES DO ELIPSOIDE BIAXIAL NA
SUPERFICIE DA PROJECAO AZIMUTAL EQUIVALENTE DE LAMBERT

(Irregular polygon partitioning on the biaxial ellipsoid on the surface of the Lambert
azimuthal equal-area projection)

Author: Edson Luis Stanque
Adviser: Carlito Vieira de Moraes
Place and Date of Examination: Santa Maria, October 3rd, 2007

This dissertation supplies the methodology of the measure (area) in the Earth model
adopted for Geodesy. This model is the ellipsoid of revolution, in which the system of
Cartesian coordinates, the curvilinear coordinate system and the polar coordinate
system are described. The coordinate nature in the development of the surface
measure calculation is discussed. The following demonstrations are illustrated: the
ellipse equation, the eccentricity of the ellipse, the meridian section curvature radius
equation, the meridian transversal section curvature radius equation and elliptic
integral. It define algebraic geodesic line and geometrically. The juridical basis are
the article 3° of Brazilian Federal Law 10.267/2001, which modify article 176 of the
Brazilian Federal Law 6.015/1973 (Public Record Law) and adds to this article the
paragraphs 3° and 4°, the paragraph 3° of article 225 of the Brazilian Law 6.015/1973
and the article 971 of the Codigo de Processo Civil (CPC), which require the
coordinates of the corners of the real property on the Brazilian Geodetic System
(SGB). The partitioning of the regular ellipsoid quadrilateral and the partitioning of the
irregular ellipsoid quadrilateral located in the real property P6 de Serra is presented.
To become this partitioning, it was used surface of the Lambert azimuthal equal-area
projection, i. e., the curvilinear geodetic coordinates in plane coordinates has been
transformed. The surface partitioning was determined using the method area
equation of the Gauss’ trapezes connected with the equation of the straight line. The
direct problem of the Lambert azimuthal equal-area projection and the inverse
problem supply the methodology that become feasible the juridical exigence (articles
176 and 225 of Brazilian Federal Law 6.015/1973 and article 971 of the CPC). The
methodology to the geodetic coordinates system with the purpose to calculate the
partitioned areas of surface on the ellipsoid can be applied. The calculation of
surface measure supplies the effective practice of the mencioned juridical basis.

Keywords: Cartesian coordinates system; curvilinear coordinates system; polar
coordinates system; curvature radius; irregular ellipsoidic polygons
area; direct and inverse problem of the Lambert azimuthal equal-area
projection.
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1 INTRODUCAO

1.1 Consideragbes preliminares sobre o tema, definicdo, delimitacdo e

justificativa

O presente trabalho objetiva propor uma metodologia capaz de fornecer, no
modelo de Terra adotado pela Geodésia, uma metodologia de divisdo de superficie.

Comumente a referéncia para o calculo de areas na superficie da Terra parte
do pressuposto de que ela é plana, na regido onde se localiza a superficie, e esta
hipétese devera ser usada quando forem feitos calculos mais simples, os quais
estardo baseados nas coordenadas cartesianas da geometria plana.

Citam-se como exemplos desta situacdo a demarcagcao de reserva ambiental
em cartas que tenham escala pequena, como 1:100.000, por exemplo, a qual esta
no formato de projecéo plana sendo que o modelo é o elipsoidal; e a acao de divisdo
de terras, sendo que € necessario para esta se definir os limites fundiarios por meio
da caracterizacdo de pontos de limite de tal modo que se possa fazer a identificagéo
do imdvel rural no registro imobiliario.

Neste sentido, mediante modelos matematicos, o estudo propde a seguinte
guestdo norteadora, ou seja, a de desenvolver uma metodologia de célculo, a qual
sera aplicada ao sistema de coordenadas geodésicas curvilineas com a finalidade
de obter o calculo das areas advindas de uma divisdo de superficie no elipsoéide,
sendo que para isto devera se obter coordenadas geodésicas curvilineas (latitude e
longitude) a partir de observacdes reduzidas a superficie elipsoidal dos pontos que
delimitam esta area.

O Cddigo de Processo Civil em seu livro IV — Capitulo VIII (Da Acdo de
Divisdo e da Demarcacao de Terras Particulares) — Secéo Il (Da Divisao) em seu
artigo 971, diz que:

Art. 971 — O juiz ouvird as partes no prazo comum de dez (10) dias.

§Unico. N&o havendo impugnagéo, o juiz determinara a divisdo geodésica
do imovel; se houver, proferird no prazo de dez (10) dias, decisédo sobre os
pedidos e os titulos que devem ser atendidos na formacao dos quinhdes.

A Lei n° 10.267, de 28 de agosto de 2001, em seu artigo 3° que modifica o
artigo 176, inciso Il, item 3, alinea a, da Lei n° 6.015/1973 (Lei de Registros
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Puablicos) e acrescenta a este mesmo artigo desta mesma lei os paragrafos 3° e 4°.

A seguir esta transcrita as alteracdes no artigo 176 da Lei n°. 6.015/1973.

3)a identificagdo do imdvel, que sera feita com indicacao:

a) se rural, do codigo do imdvel, dos dados constantes do CCIR, da
denominacdo e de suas caracteristicas, confrontacdes, localizacdo, se
houver.

8§ 3° Nos casos de desmembramento, parcelamento ou remembramento de
imoveis rurais, a identificagdo prevista na alinea a do item 3 do inciso Il do §
1° sera obtida a partir do memorial descritivo, assinado por profissional
habilitado e com a devida Anotagdo de Responsabilidade Técnica — ART,
contendo as coordenadas dos vértices definidores dos limites dos iméveis
rurais, georreferenciadas ao Sistema Geodésico Brasileiro e com precisao
posicional a ser fixada pelo INCRA, garantida a isencdo de custos
financeiros aos proprietarios de imdveis rurais cuja somatoria da area nao
exceda a quatro médulos fiscais.

8§ 4° A identificacdo de que trata o § 3° tornar-se-a4 obrigatéria para
efetivacdo de registro, em qualquer situacdo de transferéncia de imével
rural, nos prazos fixados por ato do Poder Executivo.

A Lei 10.267/2001 também altera o artigo 225 da Lei de Registros Publicos
acrescentando o paragrafo 3°. A seguir, esta transcrito o paragrafo 3° do artigo 225
da Lei n°. 6.015/1973.

Art.225. e,

§ 3° Nos autos judiciais que versem sobre iméveis rurais, a localizagéo, os
limites e as confrontagBes serdo obtidas a partir de memorial descritivo
assinado por profissional habilitado e com a devida Anotacdo de
Responsabilidade Técnica — ART, contendo as coordenadas dos vértices
definidores dos limites dos iméveis rurais, georreferenciadas ao Sistema
Geodésico Brasileiro e com precisdo posicional a ser fixada pelo INCRA,
garantida a isencdo de custos financeiros aos proprietarios de iméveis rurais
cuja somatédria da area ndo exceda a quatro mdadulos fiscais.

1.2 Sintese da evolucao e estado atual da questao

Conforme Boyer (1974) o conhecimento do calculo de area remonta a época
dos egipcios, como mostra alguns problemas geométricos no Papiro Ahmes, como
por exemplo, o problema 51, o qual mostra que a area de um triangulo isosceles era
achada atraves do produto da altura pela metade da base.

Segundo Boyer (1974) na Mesopotamia, a area do circulo era em funcéo do
triplo do quadrado do raio e também foram encontrados escritos em cuneiforme que

tratavam da divisdo de propriedade.
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De acordo com Boyer (1974) Euclides de Alexandria na sua obra cujo titulo é
“A Divisdo de Figuras” contém uma colecéo de trinta e seis proposi¢des relativas a
divisao de figuras planas, onde se pode citar como exemplo a Proposicdo 1, a qual
pede a construcdo de uma reta que seja paralela & base de um triangulo e que
divida o triangulo em duas areas iguais.

Para Boyer (1974) Arquimedes de Siracusa conseguiu equacionar a questao
da quadratura de uma secao cobnica; ele provou que a area S de um segmento
parabdlico € quatro ter¢cos da area de um triangulo que tem mesma base e mesma
altura, e no seu tratado sobre conoides e esferoides achou a area da elipse inteira:
“As areas das elipses sdo como os retangulos sob seus eixos” (Proposicao 6).

Segundo Boyer (1974) por meio dos arabes sabe-se que a formula de Heron,

dada por S= \/s(s—a)(s—b)(s—c) , onde s é o semi-perimetro e a, b, ¢c sdo os lados

de um tridngulo qualquer, era conhecida por Arquimedes varios séculos antes do
nascimento de Heron.

Conforme Boyer (1974) a obra de Heron mostra que a Matematica na Grécia
tinha dois niveis no estudo das configuracdes, sendo uma racional, chamada
Geometria, e a outra pratica, chamada Geodésia.

Para calculos simplificados, a sec¢ao da superficie da Terra, em que se localiza
o poligono, pode ser considerada como um plano. Neste trabalho sera desenvolvida
uma metodologia de célculo de divisdo de areas que tome como modelo matematico

da Terra o elipséide de revolucao.
1.3 Materiais e procedimentos utilizados no desenvolvimento da pesquisa

No desenvolvimento da pesquisa foi utilizado o programa computacional
Maple 10. No tocante ao acervo bibliogréafico foi feito uso do acervo da Biblioteca
Central e da Biblioteca Setorial do Centro de Ciéncias Rurais da UFSM e do acervo
bibliografico da Britisch Library (em Londres) mediante o Servico de Comutacao
Bibliografica (COMUT). Também foi usado o acervo bibliografico de outras
universidades brasileiras e de institutos brasileiros.

Usaram-se 0s seguintes recursos por meio da rede mundial de computadores:

www.craymer.ca(table of contents of Geodesy); www.usgs.gov; www.bipm.org.
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1.4 Definicdo dos objetivos da pesquisa

A definicAo dos objetivos da pesquisa é em fungdo do cumprimento ao que
prescreve a norma legal em relacdo a acdo de divisdo e demarcacdo de terras
particulares, sendo que o Codigo de Processo Civil em seu artigo 971 prevé a
divisdo geodésica do imével.

A Lei 10.267/2001 altera o artigo 225 da Lei de Registros Publicos
acrescentando o paragrafo 3° que prevé as coordenadas dos vértices definidores
dos limites dos imoéveis rurais serem georreferenciadas ao Sistema Geodésico
Brasileiro (SGB). Baseado no exposto acima sera fixado o objetivo geral e os

objetivos especificos.

1.4.1 Objetivo geral

Esta pesquisa tem como objetivo geral desenvolver uma metodologia didatica
gue permita efetuar o calculo de cada area resultante de uma divisdo de uma
superficie do elipséide, sendo que para isto deverd se obter coordenadas
geodésicas curvilineas (latitude e longitude), dos pontos que delimitam estas

superficies menores oriundas da superficie maior (Figura 1.1).

dominio A
matricula n.

=T = =
G =

segAo do elipsoide
do SGR

I

= — — = — =
== T T =1 =777 =777 =774,

=TT

fq

Figura 1.1 — Representagdo de um limite fundiario dos dominios A e B
Fonte: MORAES ( 2001, p. 12)
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ESTREMA PAR DE COORDENADAS ALTITUDE TRIADE
GEOGRAFICAS ELIPSOIDICAS ELIPSOIDICA
Po ((9017‘0) ho {(Po'}‘o'ho}
P1 (@1’7‘1) hy {(pl’)\‘l’hl}

Quadro 1.1 — Coordenadas dos pontos Py e P, do limite fundiério

Ao estabelecer um dos limites fundiarios que distinguird o dominio A do
dominio B, exemplificado pela Figura 1.1 e pelo Quadro 1.1, sdo necessarios dois

pares (¢yA,) € (p,2,) de coordenadas geodésicas curvilineas para a

caracterizacao do limite PoP;.
Ao se agregar a altitude elipséidica em cada extremidade do limite fundiario

constitui-se uma triade de coordenadas.
1.4.2 Objetivos especificos

Os objetivos especificos desta pesquisa séo:

a) ordenar didaticamente os procedimentos de divisdo de superficie;

b) dividir uma superficie em parcelas;

c) calcular as areas de cada parte resultante da divisdo da superficie maior,
sendo que para o célculo destas sera tomado como referéncia o elipsoide;

d) desenvolver a solucdo da divisdo de poligonos com quaisquer numero de

vértices.
1.5 Contribuicdes da pesquisa

Com o desenvolvimento desta pesquisa obtém-se um subsidio Uutil e
importante, pois permite a avaliacdo de tal forma que minimize os erros decorrentes
da incorreta avaliacdo do calculo de cada éarea resultante de uma divisdo de
superficie do elipsoide. Estes valores de medida de area geram diferencas nas
cartas topograficas (limite e area) e por fim no registro imobiliario desta propriedade.

Espera-se que de posse destes dados se consiga uma estimativa melhor com
relacdo as areas e limites resultantes de uma divisdo de area do elipsdide, o que

refletira na elaboracéo de cartas posteriormente.
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Os fundamentos do calculo de medida de superficie ajudam no efetivo
cumprimento do § 3° da Lei 10.267/2001.

Apesar de a lei estabelecer que as coordenadas dos pontos divisérios devam
ser referenciadas no SGB, o calculo de area em funcdo de coordenadas geodésicas
curvilineas néo é objeto de ensino em cursos regulares de graduacao. Portanto, esta
fundamentacgdo procura tornar o calculo de divisdo de superficies no elipséide mais

acessivel.

1.6 Estrutura da pesquisa: resumo dos capitulos

A dissertacéo esta dividida em 5 capitulos.

No capitulo 2 se estudara os elementos, a equacéo e a excentricidade da elipse.
Descrevem-se 0os modelos ou formas de Terra (geoide, esfera e elipsoide) e a
geometria do elipsdide de revolucdo, com suas excentricidades, achatamento, raio de
curvatura principais (raio de curvatura da sec¢éo transversal meridiana, raio de curvatura
da secé@o meridiana e raio de curvatura médio gaussiano). E, por fim se define algébrica
e geometricamente as linhas geodésicas e completa-se 0 estudo com 0s casos
notaveis de linhas geodésicas no elipsoide.

Quanto ao capitulo 3, descrevem-se o calculo regular e os métodos que usam
poligonais na superficie do elipséide para o célculo da medida de superficie (area) no
modelo de Terra adotado pela Geodésia. Também descreve-se 0 uso de coordenadas
polares e projecdes equivalentes para calcular a area dos poligonos elipsoidicos.

O capitulo 4 trata os métodos matematicos aplicados a divisdo de superficies
planas. Dentre eles citam-se: a)semelhanca de tringulos; b)area do triangulo;
c)equacdo da éarea do trapézio; d)integral definida para calcular areas de figuras
circulares; e)equacéo da area dos trapézios de Gauss em conjunto com a equacgéo da
reta.

Finalmente no capitulo 5 se faz a experimentagéo a partir da implementagéo do
procedimento proposto. Para fins de experimentacdo tomou-se um caso particular e
apos partiu-se para uma situacao real, ou seja, divisdo de uma parcela da gleba P6 de
Serra. Numa segunda parte deste capitulo se faz a analise de resultados que compara
a situacao particular com o real e chega-se a conclusdo de que o método satisfaz as
exigéncias legais, pois se consegue converter as coordenadas resultantes da divisao no

plano para o elipsoide.



2 FUNDAMENTOS DE GEOMETRIA

Num primeiro momento sera estudada a elipse e apés os modelos de Terra.
Apbs isto se define os fundamentos da geometria do elipséide de revolucdo, as
excentricidades, achatamento, raio de curvatura da sec¢ao transversal meridiana, raio
de curvatura da sec¢do meridiana e raio de curvatura médio gaussiano. E, por fim a

definicao algébrica e geométrica das linhas geodeésicas.

2.1 Estudo da elipse

Conforme Boyer (1974), durante cento e cinqienta anos aproximadamente
houve meras descricbes da maneira pelas quais as cOnicas foram descobertas —
secOes de cone acutangulo (oxytome), secdes de cone retangulo (orthotome) e
secOes de cone obtusangulo (amblytome). Foi Apolénio quem introduziu os nomes
de hipérbole e elipse para as se¢des cbnicas, embora se afirme que Arquimedes
usou 0 nome parabola para secdes de cone retangulo.

Segundo Boyer (1974) as curvas sdo definidas sob o ponto de vista do cone
COMO a sequir:

a) elipse (quer dizer falta) vocabulo usado quando um retangulo de area dada

era aplicado a um segmento e |he faltava um quadrado ou uma outra figura;

b) hipérbole (um lancamento além) era usada quando a area excedia o

segmento;

c) parabola (significa colocar ao lado ou comparacédo) era usada quando nao

havia nem falta e nem excesso.

Atualmente, as conicas séo definidas como a seguir:

a) elipse é o conjunto de todos os pontos de um plano cuja soma das

distancias a dois pontos fixos (focos) é constante;

b) hipérbole é o conjunto de todos os pontos de um plano, tais que a diferenca

de suas distancias a dois pontos fixos no plano (os focos) é constante;

c) parabola é o conjunto de todos os pontos de um plano equidistantes de um

ponto fixo (foco) e de uma reta fixa (diretriz) do plano.

Para se comprovar a definicdo de elipse sera feita a demonstracao analitica

do conceito de elipse como se vera a seguir.
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Segundo Giovanni & Bonjorno (198-) deve ser considerado, num plano o,

dois pontos distintos F; e F,; agora ao se tomar um terceiro ponto do plano o, pode-

se afirmar que PF, + PF, € maior ou igual a FF, , se:

a)P e FF, < PF, +PF, =FF,;

b)P ¢ F,F, < PF, +PF, >FF,.
Giovanni & Bonjorno (198-) definem elipse como a seguir: Sejam dois pontos

distintos F; e F,, de um plano a, e seja 2c a distancia entre eles (FF, = 2c); seja

um conjunto formado por todos os pontos P do plano o tal que PF,+PF, =2a,

sendo 2a um nuamero real, constante e maior que 2c. Ao conjunto assim determinado
denomina-se elipse.

Entdo, com esta demonstracdo analitica comprova-se a conceituacdo de
elipse, logo ela é definida como o conjunto de todos os pontos de um plano cuja

soma das distancias a dois pontos fixos F; e F,, deste plano, € constante e maior

que FF,.

2.1.1 Elementos da elipse

Considere-se a elipse a seguir (Figura 2.1). Os pontos F; e F, sdo chamados

focos da elipse. A distancia FF, = 2c é denominada distancia focal. A/A, e BB,
sdo denominados eixos de simetria e se cruzam no ponto O, médio de FF,,
denominado centro. O segmento A,A, é denominado eixo maior e sua medida é

2a. O segmento B_le € denominado eixo menor e sua medida é 2b.

Figura 2.1 - Elipse e seus elementos
Fonte: GIOVANNI & BONJORNO (198-, p.107)
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AF, +A,F =2a (pela defini¢édo),

AF, =A,F, (por simetria),

N)>
L
+
P

F, =2a,

2.1.2 Relagdo métrica entre os elementos da elipse

Conforme Giovanni & Bonjorno (198-) as relacdes métricas da elipse séo

obtidas da Figura 2.2.

B:

Figura 2.2 - Relagdo Métrica
Fonte: GIOVANNI & BONJORNO (198-, p.107)

Nela, observa-se que: B,F, + B,F, = 2a (pela definicdo).

Como B,F, =B,F,, tem-se:

B,F, +B,F, =2a=2B,F, =2a=B,F, =a.

Na Figura 2.2 o segmento FF, =2ce como O é o ponto médio de FF,, tem-

se OF, =c.
Na Figura 2.2 o segmento BB, =2b e como O é o ponto médio de BB,
tem-se OB, =h.

No triangulo retangulo B,OF; aplica-se o teorema de Pitagoras e tem-se:

2 2 2 2 2 2
B,F, =OB, +OF, =a’=b?+c?
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2.1.3 Equacgéo e excentricidade da elipse

Segundo Swokowsky (1994) a adocdo de sistemas adequados de
coordenadas permite estabelecer as equagfes para as elipses. Por hipotese, adota-

Se 0 eixo X como a reta que passa pelos focos F; e F,, com a origem no ponto médio
do segmento FF,. O ponto médio é o centro da elipse.

Observa-se na Figura 2.3 que as coordenadas de F; sédo (-c,0); logo as
coordenadas de F; sao (c,0). Entdo a distancia entre F; e F, € 2c. Agora, seja 2a a

soma constante das distancias de P a F; e Fo».

Figura 2.3 — Sistema cartesiano na elipse
Fonte: GIOVANNI & BONJORNO (198-, p.108)

Conforme Swokowsky (1994), um ponto qualquer P(x,y) estara na elipse se e
SO se as seguintes equacdes forem verdadeiras:
d(P,F1)+d(P,F,)=2a,

\/(x—c)z +(y-0) +\/(x+c)2 +(y-0)* =2a,

(x—c)* +y? =2a—+/(x+c)* +y2. (2.1.1)

Elevam-se ao quadrado ambos os membros da equacéo (2.1.1), o que resulta
x? —2cx+C? +y? =4a® —day(x +c)’ +y? +x* +2cx +c? +y?
ou
ay(x +c)* +y? =a® +cx.

Novamente elevam-se ambos os membros ao quadrado, segue que:
az(x2 +2CX+C% + yz): a* +2a’cx +c*x?

ou



28

Xz(az _C2)+a2y2 :az(az —CZ)

Agora, dividem-se ambos os membros por az(a2 —cz) e obtém-se:

Por hipotese, sabe-se que a>c e, portanto, a’ —c? >0, faz-se b=+a* -c?

ou b®=a®-c? oque da

2 2
X
_2+y_2:1
a

o

gue € a equacéo reduzida da elipse quando o eixo maior esta contido em OX.

M(O, b) ; ;

L + y— =1
a b2
Vi(a, 0)/_\%, 0
\QJ

M'(0, -b)

Figura 2.4 — Coordenadas de todo ponto (x,y)
Fonte: SWOKOWSKI (1994, p.127)

Como ¢ >0 e b*>=a”-c?, segue que a’ >b? e, entdo a>b, logo a ¢é eixo
maior e b é o eixo menor.
Portanto, o denominador de x* é maior que o denominador de y? devido ao

fato de o eixo maior da elipse estar contido em OX.

A seguir, mostra-se que as coordenadas de todo ponto P(x,y) da elipse

2 2
(Figura 2.4) verificam a equagéo X—2+Z— =1.
a
Conforme Swokowsky (1994), se (x,y) é uma solu¢cdo da equacdo
X2 y2
a_2+b_2 =1, entdo se inverte o raciocinio, ou seja, vé-se que o ponto P(x,y) pertence

a elipse.
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Ao se fazer y =0 na equacao acha-se os interceptos x da elipse na equacéo.

2
X N : ~
Logo — =1, ou x* =a’ e, conseqlientemente os interceptos x séo a e —a. Os pontos
a

correspondentes V(a,0) e V'(-a,0) do gréfico sdo os vértices da elipse (Figura 2.4).
O segmento V'V é o0 eixo maior. Do mesmo modo ao se fazer x =0, obtém-se

2
g—z =1 ou y* =b?. Entdo, os interceptos y sdo b e —b; o segmento que une M’(0,-b)
e M(0,b) é o eixo menor da elipse.
Atraves dos testes de simetria observa-se que a elipse é simétrica em relacao
ao eixo X, ao eixo y e a origem.

Na visdo de Swokowsky (1994), o exposto acima se resume no seguinte

2 2

- ~ X . . -
teorema: O grafico da equacéo —2+Z—2=1 para a* >b? é uma elipse com vértice
a

(+a,0). As extremidades do eixo menor sdo (0+b). Os focos sdo (+c,0), com

c’=a’-b?. E ao se escolher o eixo maior da elipse segundo o eixo y, e pelo

mesmo tipo de argumento ja empregado anteriormente obtém-se o seguinte

2 2

- ~ X . . -
teorema: O grafico da equagéao b—2+y—2:1 para a® >b? é uma elipse com vértices
a

(0+a). As extremidades do eixo menor sdo (+b0). Os focos sdo (0+c), onde

c? =a® -b”. A Figura 2.5 é um grafico tipico.

R/
LY V{0, a)
b2 az
F(O] ¢)
M'(-b, 0) M, 0)
F(0,-¢))
V'(0, -a)

Figura 2.5 - Eixo maior da elipse segundo o eixo y
Fonte: SWOKOWSKI (1994, p.129)
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De acordo com Swokowsky (1994), a equagao da elipse com centro na

2 2

. . , . X
origem e focos sobre um dos eixos coordenados € escrita como XY ou

P qQ
gx* +py® =pg com p e g maiores que zero e p# 0. Se p >0, entdo o eixo maior
coincide com 0 eixo x e se g > p, entdo o0 eixo maior coincide com o eixo .

Agora, em relagcdo ao achatamento de uma elipse pode-se afirmar que as

elipses podem ser muito achatadas ou quase circulares. A medida do achatamento

2 2

. , - - c a“-b .

de uma elipse € dada pela excentricidade e, definida por: e=—=———,0nde a é
a a

0 semi-eixo maior, b € o semi-eixo menor e ¢ € a abscissa ou ordenada do foco,

conforme o eixo maior da elipse esteja segundo 0 eixo X ou 0 eixo maior da elipse

esteja segundo o eixo y, respectivamente.

2 2

Seja a elipse —2+Z—2 =1, e por hipotese fixa-se 0 comprimento do eixo maior
a

em 2a e torna-se variavel o comprimento do eixo menor 2b. Se va® —b? <a, entéo a
excentricidade e e 0. Agora se ex1 logo va?-b?~a, entdo b~0, nestas

condicdes a elipse € muito achatada e se e =0, portanto va® —b* =0, entdo a=Db,

nestas condicdes a elipse é quase circular.

2.2 Modelos e dimensdes da Terra

Especulacdes sobre a forma da Terra, embora revestidas de misticismo,
reportam ao inicio da civilizagdo. Ja na Antigiidade o homem olhava para o universo
infinito e questionava de alguma forma a situacdo do planeta Terra dentro da
vastidao do universo. Hoje, sabe-se que a Terra tem uma forma complexa; porém,
pode-se criar um modelo matematico que se aproxime ao maximo de sua realidade
fisica.

Na visdo de Torge (2001, p.2) a determinacdo da forma da Terra e do seu
campo gravitacional incorpora as formulacdes geométrica (figura da Terra) e fisica
(campo de gravidade), sendo que ambas estéo relacionadas.

A superficie topografica é a forma verdadeira da Terra, isto &, com suas

montanhas, vales, oceanos e outras incontaveis saliéncias e reentrancias
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geograficas. Na superficie fisica terrestre executam-se partes das medicdes e
observacdes geodésicas.

Segundo Torge (2001, p.2), a superficie fisica terrestre é a fronteira entre o
sOlido ou massas fluidas e a atmosfera. O fundo do oceano esta incluido nesta
formulacdo, sendo a superficie limitada entre o corpo solido terrestre e a massa de
agua dos oceanos.

A superficie irregular da Terra (continente e topografia do fundo dos oceanos)
ndo pode ser representada por uma funcdo matematica analitica, entdo ela é
descrita por uma rede de controle adequadamente densa, onde a estrutura
detalhada da superficie pode ser determinada pela interpolacdo de dados da
topografia terrestre e da hidrografia.

Para Torge (2001, p.57-58), o geope é a superficie em que o potencial de
gravidade é constante. E designado de equipotencial ou superficie de mesmo nivel
(também superficie geopotencial) de gravidade, conforme mostra a Figura 2.6.
Resulta de um deslocamento infinitesimal e existe uma diferenca de potencial em
superficie plana, o que significa que a derivada do potencial da gravidade numa

certa direcdo € igual ao componente de gravidade ao longo desta direcao.

>

Linha vertical de P

Superficie a8 nivel

Figura 2.6 — Superficie equipotencial
Fonte: CARGNELUTTI (2007, p. 89)

2.2.1 Geodide

Conforme Torge (2001, p.2-3) se houver negligéncia quanto aos efeitos das
correntes oceanicas e outras perturbacdes, a superficie do oceano forma uma parte

do plano horizontal ou superficie equipotencial do campo de gravidade da Terra.
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Entdo, pode-se pensar nesta superficie como estendida abaixo dos continentes, a
gual pode ser descrita pela condicao de equilibrio, esta superficie € designada como
gedide.

O matematico e geodesista Carl Friedrich Gauss (1777-1855) ja havia se
referido ao gedide como a superficie que intercepta a direcdo da gravidade em
angulos retos e parte da qual coincide com a superficie dos oceanos, ou seja, definiu
0 gedide como uma superficie equipotencial da Terra e cujo campo gravitacional
coincide com o nivel médio dos mares.

A definicéo fisica considera as aguas dos oceanos, independentemente dos
movimentos, matéria homogénea, sujeita somente a forca da gravidade e livre da
variagdo com o tempo.

Com base na lei da gravitagédo e da forca centrifuga, o campo gravitacional da
Terra ou de outros corpos celestes pode ser modelado analiticamente e descrito por
um grande numero de modelos paramétricos.

A descricdo geométrica € dada pelo infinito nimero de superficies que se
estendem completamente ou parcialmente exterior a superficie terrestre.

Portanto, o gedide é a forma verdadeira da Terra desconsiderada das
montanhas e vales, consideram-se que estes elementos sdo pequenissimos em
relacdo ao diametro da Terra (cerca de13000 km). O geoide é uma superficie onde a
forca da gravidade é igual em todos os pontos. A dire¢cdo da forca da gravidade

sempre é perpendicular ao gedide.

2.2.2 Esfera

A esfera é a forma da Terra definida matematicamente, visto que o
achatamento da Terra € pequenissimo (cerca de 43 km em relacdo a 13000 km de
diametro aproximadamente). E a forma considerada algumas vezes pela Geodésia

para calculos auxiliares e trabalhos simplificados.

2.2.3 Elipsoide

O modelo geométrico (modelo matematico adequado) empregado em

Geodeésia é o elipsoide de revolucéo (ou biaxial), conforme mostra a Figura 2.7.



33

Figura 2.7 — Elipsdide de revolucgéo
Fonte: MORAES (2001, p. 11)

O elipsoide é a forma geométrica gerada pela rotacdo de uma semi-elipse
(geratriz) em torno de um de seus eixos (eixo de revolugédo). Se este eixo for o
menor, tem-se um elipséide achatado; no caso contrario, o elipséide sera alongado.
Em Geodésia interessa o primeiro caso. De um modo geral, considera-se OZ como
eixo de rotacdo e a geratriz jacente num plano coordenado que contém OZ, a
equacao da superficie de revolugcdo pode ser obtida substituindo na equacao da
geratriz a variavel ndo vinculada ao eixo de rotacéo pela raiz quadrada da soma dos

guadrados das duas variaveis ndo vinculadas ao eixo mencionado.

2 2

. . z o
A elipse contida no plano XOZ: +b—2:1, e cujo eixo menor confunde-se

aZ
com o eixo de rotacdo, gera um elipsoide de revolucdo achatado de equacéao:

XZ +y2 ZZ
a’ b?

As sec0Oes produzidas por planos perpendiculares ao eixo de revolugédo séo

~1. (2.2.3.1)

circulares (paralelos e equador); as sec¢des produzidas por planos que contém
aguele eixo séo elipticas (meridianos) e todas com 0S mesmos eixos 0 que
demonstra, de pronto, a simplicidade do elipséide biaxial quando em confronto com
o triaxial, no qual os meridianos séo diferentes entre si e os paralelos séo elipticos.
O elipsdide biaxial como modelo geodésico da Terra pode ser definido por dois

paradmetros geométricos: o semi-eixo maior a e o semi-eixo menor b. Ou entéo, b é
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substituido por um nimero menor e mais indicado para uma expansdo em seérie, 0

achatamento f.
2.3 Sistemas de coordenadas

Os sistema de coordenadas dadas pelo Sistema de Referéncia Geodésico
(SRG) podem ser por coordenadas geodésicas cartesianas ou coordenadas

geodésicas curvilineas (ou elipsoidais).

2.3.1 Sistema de coordenadas geodésicas cartesianas

O sistema de coordenadas cartesianas se caracteriza por um conjunto de trés
retas mutuamente perpendiculares (x,y,z) gue sdo chamadas de eixos

coordenados. Este sistema de coordenadas associado a um Sistema de Referéncia

Geodésico, recebe a denominacao de Sistema Cartesiano Geodésico (CG) de modo

que:

a) 0 eixo x esta contido no plano meridiano médio de Greenwich;

b) 0 eixo y esta situado a 90° do eixo x de modo que o sistema seja
dextrogiro;

C) 0 eixo z € paralelo ao eixo de rotagdo da Terra, positivo e direcionado para
o Convencional Terrestrial Pole (CTP);

d) a origem esta localizada no centro de massa da Terra (geocentro), as
coordenadas sdo denominadas de geocéntricas e utilizadas, e. g., no posicionamento

por satélites, como é o caso do WGS 84.

2.3.2 Sistema de coordenadas geodésicas curvilineas

O sistema de coordenadas geodésicas (latitude, longitude e altitude
elipsoidal), conforme mostra a Figura 2.6, é usado para descrever univocamente 0s
pontos da superficie fisica terrestre. Ele tem uma forma geométrica regular, proxima
da forma e dimensfes da Terra, 0 que permite posicionar no espaco, em principio,

gualquer objeto.
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Este sistema de coordenadas geodésicas € eficiente para localizar posicéo de
objetos, fenbmenos e acidentes geograficos na superficie fisica terrestre, ou acima
ou ainda abaixo dessa superficie. Neste sistema, divide-se a Terra em circulos
paralelos ao equador, chamados planos paralelos, e em elipses que passam nos
polos terrestres (perpendiculares aos paralelos), chamados planos meridianos.

Cada ponto na Terra tem um uUnico conjunto de coordenadas geodeésicas
definidas por: latitude geodésica @, longitude geodésica A e altitude elipsoidal h. A
cada ponto corresponde uma e Unica triade de coordenadas (¢, A, h) de tal modo
gue estas trés coordenadas dao a univocidade no posicionamento de um ponto.

A latitude geodésica ¢ € o angulo entre a normal ao elipsdide no ponto
considerado e sua projecdo no plano equatorial. Mede-se ¢ no plano do meridiano
que contém o ponto considerado sendo positiva a Norte (0° a +90°) e negativa a Sul
(0% a -909).

Ja a longitude geodésica A € o angulo diedro entre os planos do meridiano de
Greenwich e do meridiano que passa pelo ponto considerado. Conta-se A

positivamente para leste no intervalo 0° <1 <180° e negativamente para oeste no

intervalo —180° <A <0° ou positivamente para leste no intervalo 0° <\ < 360°.
Finalmente, a altitude elipsoidal h é a distancia do ponto considerado a
superficie do elipséide medida sobre a sua normal. Quando h=0 o ponto pertence a

superficie do elipsoide.

2.4 Geometria do elipsoéide de revolucao

Anteriormente definiu-se o elipsoide, ou seja, o elipsoide é a figura que resulta
do giro de uma elipse em torno do seu eixo menor. O semi-eixo maior a € 0 seu
semi-eixo menor b dao o tamanho do elipsdide. Em Geodésia, estuda-se o elipsoide
em um sistema de coordenadas cartesianas x, y € z em que a origem desse sistema
de coordenadas cartesianas coincide com o centro do elipsoide. Toda secédo que
contenha o eixo de rotagdo é uma elipse meridiana. A partir do semi-eixo maior e do
semi-eixo menor, define-se uma série de grandezas para todos os célculos

geodeésicos.
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2.4.1 Excentricidade e achatamento

Sejam: F o foco, Ec a excentricidade linear, a 0 semi-eixo maior e b o semi-
eixo menor da elipse. A excentricidade linear Ec é o segmento que liga o centro da
elipse ao seu foco, ou seja,

Ec =+a?-b?. (2.4.1.1)

Com a excentricidade linear Ec, definem-se duas excentricidades numéricas.

A primeira excentricidade numérica é dada por

Ec
e=—. (24.1.2)
a
A segunda excentricidade numérica é dada por
., Ec
e'=—. (2.4.1.3)
b

Com a (2.4.1.1) e a (2.4.1.2), a relagdo da primeira excentricidade com 0s
semi-eixos é:
ea=+a’-b’.
Agora, elevam-se ambos os membros ao quadrado e obtém-se:

2 2
zzﬂ

e
a2

(2.4.1.4)

Quando a>b, tem-se que 0 <e” <1.
Com a (2.4.1.1) e a (2.4.1.3), a relagdo da segunda excentricidade com 0s
semi-eixos é:
e'b=+a®-b?.
Agora, elevam-se ambos 0s membros ao quadrado e obtém-se:
e?b’=a’-b?
2_al—b”
==
Da (2.4.1.4) relaciona-se 0 semi-eixo menor com O Semi-eixo maior e a

e (2.4.1.5)

primeira excentricidade:
e’a’ =a%-b?
b? = —e%a® +a’.
Fatora-se a® e obtém-se:

b? = az(l— ez)
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b=avl-e?. (2.4.1.6)

Da (2.4.1.5) relaciona-se 0 semi-eixo maior com 0 Semi-eixo menor e a
segunda excentricidade:

e|2 b2 =a2 _bZ'
a’=b® +e?b?.
Agora, fatora-se ob” e obtém-se:
a’ = b2(1+ ez)
a=bvl+e?. (2.4.1.7)

A (2.4.1.6) substituida na (2.4.1.7) da a relacdo entre as excentricidades
numeéericas:

a=avJl-e?+y1l+e?,

1=(1-e?)1-e?) (2.4.1.8)
Da (2.4.1.8) vem:
2 e’
e =7 (2.4.1.9)
2 e’
=7 (2.4.1.10)

Denomina-se achatamento f a razdo da diferenca entre 0 semi-eixo maior e 0
semi-eixo menor pelo semi-eixo maior:

f=——; 0<f<1. (2.4.1.11)

A (2.4.1.6) substituida na (2.4.1.11) fornece:

_a-ayl- e?

a 1

( a!l— V1-e? )

a H

f

f=1-+1-€?, (2.4.1.12)

1-f=+1-e?. (2.4.1.13)
A (2.4.1.9) substituida na (2.4.1.12) fornece:

e|2

1+e

f=1-|1-

12



38

12_ 12
fo1_ 1+e—2e
1+é'
f=1- '/1+1e‘2 : (2.4.1.14)
1-f= ! . (2.4.1.15)
V1+e'?
A (2.4.1.13) substituida na (2.4.1.6), fornece:
b=a(l-f) (2.4.1.16)

Agora, ambos os membros da (2.4.1.13) elevados ao quadrado obtém-se:
(1-f) =1-¢€?,
1-2f +f? =1-¢e?,
e? =2f — 2. (2.4.1.17)
A (2.4.1.13) substituida na (2.4.1.10) fornece:

2 e’
e2-_& (2.4.1.18)

-1y

Entdo pelo exposto acima se pode fazer as seguintes relagdes:

a=bvl+e?,

a-_0_ (2.4.1.19)
Tl 4.1
b=avl-e?,
b=a(l-f) (2.4.1.20)
, a’-b? '
e” = = ,
a’ 1+e'
e? = 2f —f?, (2.4.1.21)
, a’-b* e?
e = ,
b? 1-e?
e?= e’ (2.4.1.22)
T 4.1,
L N T e’,
a
1
f=1— _ (2.4.1.23)
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2.4.2 Raios de curvatura principais

A equacdo do elipséide biaxial &
X2 y2 Z2
i+ =1 (2.4.2.1)

a® a
Da elipse meridiana de um ponto de longitude A obtém-se as equacgfes na

O

forma:
X =TI COSA, (2.4.2.2)
(2.4.2.3)

y =rsenj,
em que r € o raio de paralelo.
Elevando-se ambos os membros da (2.4.2.2) e (2.4.2.3) ao quadrado e com a

soma membro a membro resulta:
x? =r?cos? A
y? =r?sen’),
2 2 2 2 2
X“+y°=r (sen A +cos x)

A equacdo x° +Yy? =r? substituida na (2.4.2.1) fornece

r.2 Z2
a_2+b_2 =1 (2.4.2.4)
que é a equacao da elipse meridiana de P.
Da (2.4.2.4) tem-se:
r2
22 = bz(l__ZJ’
|“2 1/2
z= b[l——zj (2.4.2.5)
a

A derivada de 12 ordem de z em relacéo a variavel r € dada por:

dz 1 2\ 2r
. e I

dr 2

E__br 1_i -1/2
dr a2 a? ’

dz _—br(a’-r? e
dr a’ ? '

a
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dz :—_br(az _rz)—llz.

il 2.4.2.6
dr a ( )

A derivada de 22 ordem de z em relacéo a variavel r € dada por:

2 _ =By _pz)2 +(_?1j(a2 -rz)‘3’2(0—2r)(_7m],

dr? a

2
92 _ _abfaz —r2)*", (2.4.2.7)

mas

% = tg(goo + (P)= —cotge. (2.4.2.8)
r

Iguala-se a (2.4.2.6) com a (2.4.2.8) e obtém-se:
_br 2

?(a —rz)_”2 = —cotgo,

—br (az _rz)—llz __Cosg
a seng

Elevam-se ao quadrado ambos os membros, obtém-se:

b%r?/, ,y1 cos’e
& ) =

a sen“e

b’r’sen’e
a%(a? -r?)cos? ¢

b?r’sen®p —a® cos® (p(a2 —~ rz): 0. (2.4.2.9)
Substitui-se a (2.4.1.6) ou a (2.4.1.20) na (2.4.2.9) e obtém:
a’(1-e®)r’sen’p—a’ cos? (p(a2 —~ rz): 0,
a’ [(1— e’)r’sen’p —cos? (p(a2 —r? )]: 0,
(1-e®*)?*sen*p—a’cos® g+r’cos’ ¢ =0,
r’sen’p—e’r’sen’p—a’®cos® ¢ +r’cos’ ¢ =0,
r’sen’p—e’r’sen®p—a’ cos’ @ +r? (1— sench): 0,

r’sen’p—e’r’sen’p—a’cos’ ¢ +r’ —r’sen’p =0,
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—e’r’sen®p—a’®cos® ¢ =—r?,

r’ =e’r’sen’p+a’®cos? ¢,

2 2
, a°cos’o

r? = :
1-e’sen’p

(2.4.2.10)

Da Figura 2.8 retira-se a relagéo BP = (2.4.2.11)

CoSQ

Figura 2.8 — Representacao da secédo meridiana no elipsoide de revolugéo

O segmento BP chama-se raio de curvatura da secao transversal meridiana
do ponto P e é denotado pelo simbolo N.
A (2.4.2.10) substituida na (2.4.2.11) da:

acos @
— J1-e?sen?
BP=N=V"""->01%
CoS @
Ne__ & (2.4.2.12)

J1-e?senp
O centro das sec0es transversais ao meridiano esta contido no eixo z.
O raio de curvatura da secdo meridiana, denotado pelo simbolo M, obtém-se
do calculo diferencial no sistema cartesiano Orz, em que O € o centro do elipsoide, z

€ 0 eixo definido na se¢do 2.3.1 e r é 0 eixo dos raios de paralelo.
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,73/2
{1+[dzj ]
1 dr
M = M _ — , (2.4.2.13)
a

onde k é a curvatura.
A seguir efetua-se a demonstracdo do calculo de M.

Sejam
2=2(2 r2)?, (2.4.2.5)
dz br/ ., ,yu2
—=——\a-r : 2.4.2.6
dr a ( ) ( )
e
% — —abla® -r?)*"*, (2.4.2.7)
]
A (24.25), (24.26) e a (2.4.2.7) substituida na expressao
3/2
1+(dz)
1 dr
M=_—= 5 fornece:
K d’z
dr?
2.2 8/2 2(,2 2 2,2 73/2
1 br a (a —r )+b r
M a’*la®-r? ~ a’(a? -r?)
—ab(a? —rz)fgl2 —aba? —r2)*"?

{az(a2 —r?)+ bzrzrz( ey
M az(a2 r2) :|[a2(a2—r2)+b2r2]3/2(a2—r2)3/2|’
-ab ‘ —abfa(a? )"’
a —r? +b2r2] (a — 2)3/2|_|[a2(a )+b2r2]3/2|
‘_

—a“b

(2.4.1.6)
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2 2
a’ cos
2= P (2.4.2.10)

rr=—_-—r
1-e’sen’p

Entdo
3/2
a2 a7 _ a’cos’® ¢ +a2(1—e2) a’cos” ¢
1-e’senp 1-e’sen’p

—a“a(l— ez)ll2

~1-e?seno 1-e?sen®p
M= _as(l_ez)llz

3/2
{a‘{l cos? ¢ Hfi-e?) cos’ } }

3/2
24 1~ e’sen’p—cos” ¢ + (1— ez)c:os2 0
1-e’sen’p

M= —a5(1—e2)1/2

26 1~ e’sen’p—1+sen’p+ (1— e’ Xl— sench)
1-e’sen’o

—615(1—e2)“2

a —e’senp+sen‘p+1-sen’p—e’ +e’sen’p
1-e’sen’p
M =
—(1—e2)1/2

| —ab-e?) |
"= ‘(1— e’sen’p) ‘
M = a(l_ez) . (2.4.2.14)
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O raio meédio de curvatura de uma se¢cdo chama-se raio médio de curvatura
Gaussiano e € dado por:
R = VMN. (2.4.2.15)
Este raio corresponde ao raio R de uma esfera que se adapta a regido do
ponto considerado.
O raio de uma sec¢édo qualquer de azimute Ag é dado como

B MN
Msen?Ag+Ncos? Ag

Ag (2.4.2.16)

Segundo Torge (2001, p. 97) este raio € também chamado de raio de Euler.
2.4.3 Definigbes de linha geodésica
2.4.3.1 Defini¢édo algébrica de linha geodésica

Antes de se definir matematicamente uma linha geodésica, sera demonstrada
a proposicao abaixo.

Proposicédo 1 — Se w e v sdo campos paralelos ao longo de g:1—> S, entéao
w(t) e |v(t)] sdo constantes, e o angulo de v(t) com w(t) & constante.

Demonstracgao:

Por hipotese o campo w é paralelo ao longo de g(t). Logo, pode se dizer que

dw R .. .
pral normal ao plano tangente a superficie em g(t), ou seja, <w(t)w'(t)>=0,tel.

Entdo < w(t)w'(t)>=2 < w(t)w'(t)>=0 e, portanto |w(t] =constante.

Agora, tem-se por hipétese que o campo v é paralelo ao longo da g(t),
S . dv R . .
significa dizer que Py € normal ao plano tangente a superficie em g(t), ou seja,

<v(t)v'(t)>=0,tel

Mas, V'(t) também ¢é normal ao plano tangente em g(t), donde
<v(t)wi(t)>'=<v'(thw(t) > + < v(t)w'(t) >= 0, isto &, < v(t)w(t)>= constante. Também
deve ser adicionado que |v(t] e |w(t) sdo constantes, ent&o se conclui que o angulo

formado por v(t) com w(t) é constante.
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Definicdo 1 — Uma curva parametrizada g:1— S, ndo constante € dita uma

geodésica se 0 campo de seus vetores tangentes g'(t), ao longo de g, é paralelo; isto
. Dg't
e 9 ( ) =0,tel

dt
Toma-se a Proposicao 1, podera se verificar de imediato que |g' (t] =cte=k =0;

pode-se, portanto, introduzir o comprimento de arco s=kt como parametro, e concluir
gue o parametro t de uma geodésica parametrizada g € proporcional ao comprimento
de arco de g.

Uma geodésica parametrizada pode admitir auto-interseccdes; o seu vetor
tangente, entretanto, nunca € nulo e, portanto, a parametrizagéo é regular.

Definicdo 2 — Uma curva regular conexa C em S é dita uma geodeésica, se,
para todo p € S, a parametrizagao f(s) de uma vizinhanga de p, pelo comprimento de
arco s, € uma geodeésica parametrizada; isto €, f'(s) € um campo paralelo ao longo
de f(s).

Deverda ser observado que toda reta contida na superficie satisfaz trivialmente
a Definigcao 2.

De um ponto de vista exterior a superficie S, a Definicdo 2 equivale a dizer

que f"(s): kn é normal ao plano tangente, ou seja, paralelo a normal N a superficie.

Em outras palavras, uma curva regular Cc S é uma geodésica se e s se a sua

normal principal n em cada ponto p € C é paralela a normal N a superficie em p.

2.4.3.2 Definicdo geométrica de linha geodésica

Esta definicdo encontra-se em Zakatov (1997, p. 62-69) e exp0e a definicao
geométrica de linha geodésica, sendo uma dessas definicbes pratica e a outra
tedrica.

Entre dois pontos sobre qualquer superficie se pode tracar um conjunto de
curvas. A solucao de problemas em Geodésia pela definicdo da situacdo mutua de
pontos da superficie terrestre, baseia-se na constru¢cdo sobre dita superficie de
figuras, geralmente triangulos e também no célculo dos valores numéricos dos
elementos destas figuras. Logo, deve se decidir com que curvas se unem 0s pontos
da superficie do elipséide durante os calculos dos elementos das construcdes

geodeésicas.
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Na Geodésia, os pontos pertencentes a superficie do elipsdide s&o unidos por
linhas geodésicas. A linha geodésica € a distancia mais curta entre dois pontos
dados sobre uma superficie determinada. Portanto, a linha geodésica na superficie
elipsoidal equivale a linha reta sobre o plano ou o arco de circulo maximo na esfera.
A introducédo da linha geodésica advem da indeterminacdo na construcao de figuras
geomeétricas sobre a superficie do elipsoéide terrestre e, por meio dela, se obtém uma
solucado univoca do problema.

Em decorréncia de a linha geodésica ser a linha mais curta entre dois pontos
sobre a superficie, tem-se uma outra definicdo, ou seja, linha geodésica é aquela em
gue cada um de seus pontos tem o plano de contato passando através da normal a
superficie neste mesmo ponto.

Demonstragao:

Toma-se sobre o elipsodide trés pontos proximos M, N e K através dos quais
se traca um plano. Sabe-se da geometria diferencial que a situacdo limite do plano
guando M— N e K — N denomina-se plano de contato. A tangente ao ponto N esta
contida no plano de contato; e a normal principal no ponto N coincide com a normal
a superficie.

Tracam-se pelo ponto N diferentes curvas que tenham uma tangente comum
NT. De acordo com o teorema de Meusnier, a0 maior raio no ponto N, tendera
aguela curva, em cujo plano de contato esta contida a normal a superficie no ponto
N. Agora, toma-se o ponto N; situado a uma distancia infinitamente pequena de N, e
traca-se entre estes todas as curvas possiveis; a mais curta sera aquela que tem o
maior raio, ou seja, a menor curvatura.

Portanto, de acordo com o afirmado anteriormente, a linha mais curta entre
dois pontos infinitamente proximos sera o elemento daquela curva, em cujo plano de
contato esta contida a normal a superficie. Logo, a linha geodésica numa superficie
gualquer é aquela curva em que a normal principal de cada um de seus pontos
coincide com a normal a superficie.

Com as defini¢cdes de linha geodésica e do plano de contato pode-se deduzir
0 metodo abaixo explicitado para a construcao da linha geodésica sobre o elipsoide.

Entdo, seja PP; (Figura 2.9) o eixo menor do elipsoide; Ani, a normal a
superficie do elipséide em A. Coloca-se o teodolito no ponto A de tal modo que seu
eixo vertical coincida com a normal An;; ap0s, na direcdo pré-estabelecida

determina-se sobre a superficie do elipsoide o ponto a, proximo de A. Agora, com 0
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teodolito no ponto a, o eixo vertical deste deve coincidir com a normal an,, depois se
dirige a luneta até o ponto A, gira-se a alidade exatamente em 180° e marca-se

sobre a superficie do elipséide o ponto b préximo de a.

N

n3

n4
P1

Figura 2.9 — Eixo menor do elipséide PP,
Fonte: ZAKATOV(1997, p.64)

ApOs isto se transporta o teodolito para o ponto b, coloca o seu eixo vertical
segundo a normal bng, dirigi-se a luneta até o ponto a, gira-se a alidade exatamente
em 180° e marca-se sobre a superficie do elipsdide o ponto ¢ proximo de b. Efetua-
se 0 mesmo processo até que a distancia entre o ponto inicial A e o respectivo ponto
i ndo seja igual a distancia dada, e por hipotese os transportes do teodolito antes
marcados ocorram dentro de uma distancia infinitamente pequena, obtém-se sobre o
elipséide uma linha geodésica.

Entdo, o plano Aabn, sera um plano de contato, o qual € obtido pela curva no
ponto a, ja que este plano contém os segmentos aA e ab, os quais se considera
tangentes a curva no ponto a; e neste plano também esta contida a normal an,, algo
igual ocorre nos pontos b, ¢, d. Portanto, as condigdes que determinam uma curva
geodésica, foram observadas, ou seja, a normal a superficie no plano de contato
coincide em cada ponto da curva. Em virtude de as normais An;, any, bns, cny
cortarem o eixo menor do elipséide em diferentes pontos, entdo os planos Aabn,,

abcnz e bcdng ndo coincidem entre si, considerando-se que 0s pontos nao estejam
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num mesmo meridiano nem num mesmo paralelo, os pontos A, a, b, ¢, d produziram
sobre a superficie do elipséide uma curva continua de curvatura dual.

No presente método para construir a linha geodésica € necessario que cada
ponto consecutivo da linha seja determinado mediante os dois anteriores, de modo
gue satisfaca com isto a condicdo de que a distancia entre cada dois pontos
contiguos seja infinitamente pequena. E evidente que para construir uma linha
geodésica sobre a superficie entre dois pontos preestabelecidos A e B é
indispensavel saber a dire¢éo do primeiro elemento da curva.

Descreve-se a seguir um outro método para se construir uma linha geodésica
entre os pontos A e B. Este método € uma interpretacdo tedrica da definicdo
geométrica da linha geodésica.

Sejam AaB (Figura 2.10) a sec&o normal direta no ponto A em direcdo ao
ponto B, e BbA a secdo normal direta no ponto B em dire¢cdo ao ponto A. Une-se A e
B com uma corda e, a partir do seu centro, traca-se a normal a superficie do

elipsoide; seja C o ponto de interseccdo desta normal com a superficie do elipsoéide.

Figura 2.10 — Se¢cdo normal no ponto Ae B
Fonte: ZAKATOV(1997, p.65)
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Traca-se um plano através da normal no ponto C e no ponto A; neste plano
estd contida a corda AB. Portanto, este plano passara também pelo ponto B. Ele
produz a secéo da superficie do elipsdide mostrada na curva AcCcB e é o plano da
secdo normal direta desde o ponto C aos pontos A e B.

Traca-se a secao normal direta em A até C; considera-se que esta secéo
esteja representada mediante a curva AaC, e se localiza sobre o elipséide mais ao
sul que a secao inversa CcA. Logo, o ponto C, no desenho esté situado ao norte do
ponto A. Analogamente, a se¢cdo normal direta no ponto B na direcdo do ponto C se
representara mediante a curva BbC, a qual estara situada mais ao norte da secao
normal CcB, ja que o ponto C se acha ao sul de B.

Agora, une-se os pontos A e C, B e C mediante cordas e desde seus centros
se tracam normais a superficie do elipsoide e estas serdo cortadas por aquelas nos
pontos d e e. Em continuacao realizam-se as mesmas ac¢fes que foram feitas em
relacéo ao ponto C, ou seja, traca-se um plano normal em d pelo ponto A, de modo
gue passe também por C, o que € representado pela curva Ad;dd’C. Do mesmo
modo se constroi um plano normal em e, que passe por C e B, o que é representado
pela curva Ce;e’'B.

A secao normal direta em A até d se representara pela curva Aa;d; a se¢éao
normal de C a d é a curva Cc;d; a se¢do normal direta de B a e € a curva Bb;e; a
secdo normal direta de C a e € a curva Ccye. Unem-se os pontosAed,de C, Cee,
e e B mediante cordas (Figura 2.11); dos centros destas cordas tracam-se normais a
superficie do elipsodide, as quais se interceptam nos pontos f, g, h e i; tragcam-se 0s
planos normais nestes pontos, que passam pelos pontos A, d, C, e e B,
respectivamente, depois disto unem-se mediante cordas os pontos Aef,fed,deg;
ou seja, cumpriu-se para 0s pontos marcados as mesmas acoes efetuadas
anteriormente. Continua-se esta construcdo até o infinito, entdo os planos tracados

através da normal no centro de cada corda se converterdo em planos de contato.
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Figura 2.11 — Pontos unidos por cordas
Fonte: ZAKATOV(1997, p.66)

O numero de cordas e, em consequéncia, o numero de pontos de interseccéo
das normais que passam pelo centro das cordas serdo infinitos. Estes pontos
formam uma curva continua que € uma linha geodésica, igual a que se determina
qguando se cumpre a condicdo que define uma curva geodésica. Como resultado da
construcdo (por um ou outro método), a linha geodésica ocupa a posi¢cdo mostrada
na Figura 2.12 com relagédo as se¢bes normais reciprocas. Nos azimutes de linhas
nao préoximas a 90° ou 270° a situacdo das linhas geodésicas, em relacdo as

se¢Oes normais reciprocas, sera diferente.

Figura 2.12 — Linha geodésica
Fonte: ZAKATOV/(1997, p.67)

Determina-se o angulo que a linha geodésica forma com a se¢dao normal
direta. Nos azimutes das linhas proximas a 90° ou 270°, a se¢cdo normal que passa
através da normal a superficie do elipsdide, e que foi tracada desde o centro da
corda, a qual une os pontos extremos da curva, divide ao meio os angulos que estéo

situados entre as secdes normais reciprocas. Desta maneira na Figura 2.10 a secéo
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AcCcB divide ao meio os angulos em A e B, situados entre as curvas Aab e BbA; a
secdo Ad;dd’C divide ao meio os angulos em A e C, situados entre as curvas AaC e
AcC. Chega-se a esta mesma conclusdo quando se parte de consideracdes
geométricas e usa-se as propriedades das curvas sobre o elipséide.

Representa-se como A o0 angulo existente entre as sec¢des normais
reciprocas no ponto A, ou seja, entre as curvas AaB e BbA e 6 como o angulo do
elemento inicial da linha geodésica em A com as secfes normais diretas em B, ou

seja, com a curva AaB.

Figura 2.13 — Angulo entre curvas
Fonte: ZAKATOV(1997, p.68)

Entendendo que os angulos entre as curvas (Figuras 2.10 e 2.13):
AcC e AaB, é igual a %

AcC e AaC, éigual a %

AdiD e AcC, éigual a %,

Adid e AaB, & igual a %—%,
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. A
Adid e Aaid, é igual a —,
! 1. €19 16

Adid e Afd, éigual a A,
32

Afd e AaB, ¢ igual a %‘é— A

8 32
Ao se desenvolver até o infinito a construgcdo descrita acima, o angulo
existente entre a curva AaB e a secdo normal, tracada desde o centro mais proximo
ao ponto A da corda, tende a 6. Entdo, por analogia com o escrito anteriormente
tem-se:

A A A A A

A 1 1 1 1
d=—|1-|—+—+—+—+... ||
2{ [4 16 64 256 ﬂ

A soma dos membros da progressdo geométrica, que se encontra entre

N L. 1
parénteses, é igual a 3

Portanto,
5:é 1_5 ’
2 3
s=2
3

Conclui-se que a linha geodésica localizada na superficie do elipséide (com
azimutes ndo préximos a 90° ou 270°) divide o angulo entre as se¢cbes normais
reciprocas na relagdo 1:2, e situa-se mais proxima a se¢ao normal. Ou, entdo, o

angulo entre a linha geodésica, a qual une os pontos A e B e a se¢ao normal direta
.. 1 " o L
em cada um destes pontos € igual a 3 do angulo entre as sec¢des normais direta e

inversa em dito ponto.

A geodésica no plano corresponde a um segmento de reta; na esfera, a um
arco de circunferéncia maxima e no elipsoide de revolugdo a geodésica é uma curva
reversa. Excetua-se apenas os casos de dois pontos sobre 0 mesmo meridiano ou

sobre o equador, quando entdo a geodésica € plana (arco elitico e circular
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respectivamente). E quando os pontos estiverem sobre um mesmo paralelo, as
secbes normais coincidem mas ndo com o arco de paralelo. Conforme o exposto
pode-se afirmar que o meridiano € uma linha geodésica e o paralelo ndo é uma linha

geodésica.



3 METODOS DE CALCULO DE AREA

Este capitulo mostra o calculo da area do poligono elipsoéidico regular e os
meétodos que usam poligonais na superficie do elipsdide para o calculo da medida de
superficie (area) no modelo de Terra adotado pela Geodésia. Havera uma secéo
dedicada ao céalculo da area do poligono elipsoéidico irregular por coordenadas
polares e outra para o calculo da area do poligono sobre o elipsdide em que se

aplica a projecédo azimutal equivalente de Lambert.
3.1 Area do poligono elipsoidico regular

Calculou-se a area do quadrilatero elipséidico, o qual é um poligono
elipsoidico regular. O quadrilatero elipsoidico é a porcdo da superficie do elipsoide
compreendida entre dois paralelos e dois meridianos e € dito regular quando em
dois lados a longitude ndo varia e s6 varia a latitude, e nos outros dois lados a
latitude ndo varia, somente a longitude que varia.

Sejam ¢, e ¢, as latitudes de dois paralelos, AL a diferenga de longitude

entre os dois meridianos, e a excentricidade e A a area de superficie de um anel
elipséidico.

Conforme Baeschlin (1948, p. 62), A é a area de superficie de um anel
elipséidico e é dada por:

Ay = 4b’n[A'senApcoso,, —B'sen3Apcos 3, + C'sen5Apcos5¢,, — 6L
D'sen7A¢cos7¢,, +E'sen9A¢pcos9e, ]. o

De acordo com Gemael (1987, p. 3-20), a area A do quadrilatero elipsoidico é

dada por:

A= 2b2Ak(A'senA(pcos ¢,, —B'sen3Apcos3¢,, + C'sen5Apcos5¢,, —) (3.1.2)

¢, —¢
A(p: 22 l,

:(P2+(Pl
m 2 1
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4 +£eﬁ +£e8 +—63 el
16 128 256

6 16 16 192 256

Co ety oo, e +£e1°,
80 16 64 512
112 256 512
=D 8y 3 gn
2304 512

A equacdo (3.1.2) é um caso particular da (3.1.1), pois a (3.1.2) limita parte do

anel elipséidico em dois meridianos para fins de célculo da area, enquanto a (3.1.1)

considera a totalidade da superficie do anel elipsoidico para calcular a area da

superficie.

3.2 Integracdo do elemento infinitesimal de area de superficie do elipsoide

A superficie de um quadrilatero infinitesimal (Figura 3.1) na superficie do

elipsdide é expressa por: dS = (Mde)Ncos @di).

Mas, como foi visto anteriormente,

all-e?)
(1-e’seng)’®’

M=
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¢
Po+dP| Ncos@q dA Pi@g+d@.Ag +dA)
ds Md P
A
Ry(Po, Ag) Ao +aA

Figura 3.1 - Quadrilatero elipséidico infinitesimal
Fonte: MORAES (2001, p. 167)

Entao

gs—| al-e’) a doda,
{(1—e25en2(p)3/2 (1—e23en2(p)1/2 cosede

a’(1-e?)

(L-e?sen’p)

ds = 5 Cos ededA.

Agora, integram-se ambos 0s membros da equacdo (para resolver a

integracao usou-se 0 programa computacional Maple 10):

Jas- ”{(1 e o }{(1_@5;2@)#2}“’S“’d‘“’”

S= ( ) cos edopdA,
J.'[(1 e’sen’ )1/2 e

S=a’ 1 © ”(1 eoss(;Pn (pi

22\ 1In[(sene)? —2(sene)f +1] 1 1
S=a (1— o 5 -— 5 5 -
4 —2f +f 4 (- 2f + 12 |(seng)f2 — 2(sene)f +1|
1 In|(sene)f? — 2(seng)f — 1] 1 1 N
4 —2f +f2 4 (- 2f +2)(seno)f? — 2(seno)f —1||

Quando se fixam os limites inferior e superior nesta integral, ela deixa de ser

indefinida para ser definida, mas ela néo existe quando a latitude (p) assume o valor
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0°0°0". Isto quer dizer que ndo existe limite determinado no conjunto dos nimeros
reais porque nao satisfaz a definicao de limite.
Limite € definido como sendo uma funcéo f: A c R — R tendo como ponto de

acumulag&o do conjunto A o ponto a. Diz-se que lim f(x)=L se: Ve>0 35>0 tal

que Vx e A; 0<|x—a <8 = [f(x)-L|<e.

1In{sen(o)lf> - 2sen(o)f -1}

Ao se substituir a expressdo —— >
4 —2f +f

na definicdo de

limite verifica-se que Iim{—1 In[(sen((p))f2 — 2(szen(q>))f _1]} nado satisfaz a definicdo de
x>9| 4 —2f +f

limite porgue o logaritmo de um numero negativo ndo existe. Como nao existe o

limite, entdo o calculo da integral deve ser sobre uma superficie eliptica.

Existem varios métodos que séo utilizados para o calculo de medidas de
superficie e podem ser agrupados em poligonais no plano ou na superficie do
elipséide, conforme a superficie geométrica.

Os métodos que usam poligonais no plano para calcular a area de superficie
sao 0 geomeétrico e o analitico. No método geométrico a area é calculada dividindo a
figura em poligonos, cujas equacdes para se calcular ja sdo conhecidas, enquanto
gue no método analitico a area € calculada a partir das coordenadas dos vértices da
linha poligonal geometricamente fechada (Método dos Trapézios), sendo que linha
poligonal basica ou poligono é uma figura geométrica de varios lados.

Os métodos que usam poligonais na superficie do elipséide para o calculo de
medida de superficie (area) no modelo de Terra adotado pela Geodésia sao: céalculo
da area entre a linha geodésica e o equador; calculo da area usando a geometria da
curva loxodrdomica no elipsoéide; calculo da area de regido irregular com uso de

intervalos diferentes e calculo da superficie de um poligono sobre o elipsoide.
3.2.1 Area da superficie delimitada pelas linhas geodésicas e o equador

Conforme Danielsen (1989), a determinac&o da area do poligono no elipsoide,
onde as linhas sdo geodésicas, tem sido feita por diversos métodos. Uma solucéo
Obvia é fazer uso da projecéo equivalente. Uma objecdo a este procedimento é que

a linha geodésica é uma projecéo curva.
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De acordo com Danielsen (1989, p. 61) ao se estabelecer uma projecao
cOnica tangente no elipsoide no inicio da linha geodésica, tem-se um erro menor que
um metro quadrado sobre uma distancia de cinco quildbmetros, e menor que um
quildbmetro quadrado sobre cento e setenta quildbmetros. Caso o cone toque o0
elipsoide na latitude média, as distancias retro-referidas podem ser dobradas.

A area dos poligonos no elipsdide pode ser calculada pela soma das areas

entre cada linha e o equador.

3.2.2 Area usando a geometria da linha loxodrémica no elipsoide

A loxodrémica € uma linha de superficie para a qual o azimute é constante.
Linha de meridiano (longitude constante) e linha de paralelo (latitude constante) séo
loxodrémicas para as quais 0 azimute assume valores 0° e 90°, respectivamente.

Segundo Bowring (1985) a solucdo avancada e inversa para a linha
loxodrémica no elipsodide esta desenvolvida. Além disso, equacdes simples mostram
a diferenca em azimute e distancia entre a loxodrdmica e a geodésica

correspondente para linhas curtas.

3.2.3 Area da superficie plana irregular

Para Easa (1988) ha diversas equacdes que sdo usadas em levantamentos
topograficos para obter a area de regidao irregular, onde se inclui a equacéo
trapezoidal, equacao 1/3 de Simpson e 3/8 de Simpson. As equacdes de Simpson
séo aplicadas somente quando os intervalos entre medi¢cdes s&o iguais.

Na visdo de Easa (1988) em algumas situagfes praticas, entretanto, € mais
econdmico ter intervalos de medicao diferentes. Por exemplo, se a regiao limite
apresenta variacdo, a analise pode ser correta desde que se meca em intervalos
gue variam de acordo com o grau de alteracéo.

O intervalo constante entre medidas € normalmente baseado, entre outras
coisas, na regido que apresenta grande flutuacdo. Intervalos desiguais podem

também ser impostos pela existéncia de obstaculos fisicos.
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3.2.4 Area do poligono elipsoidico irregular

Conforme Moraes (2001, p.165), a superficie de um poligono sobre o
elipséide pode ser demonstrada pela superficie formada pelo lado desse poligono,
pelos meridianos dos pontos extremos do lado e o equador.

Para este autor ao se comparar o triangulo elipsoidico e o triangulo esférico
tem-se que a linha geodésica entre dois vértices do triangulo contido no elipsoide
corresponde ao arco de circulo maximo entre os dois vértices correspondentes do
triangulo contido na esfera. Logo, as latitudes esféricas dos pontos sobre a esfera
sao idénticas com as latitudes reduzidas dos pontos sobre o elipséide. Assim, para
cada ponto (@,A) da linha geodésica no elipséide, ha o ponto (B,w) em um circulo

maximo. Indica-se também para consultas Carvalho (2006).
3.3 Area do poligono elipsoidico irregular por coordenadas polares

Conforme Gillisen (1993) para se calcular a superficie do poligono sobre o
elipséide usando as coordenadas polares utiliza-se a teoria matematica da projecéo
de Albers. Entdo, seja a o raio equatorial do elipsoide, e a primeira excentricidade e
¢ a latitude.

A diferencial em funcdo de ¢ do comprimento do meridiano é dada pela
expressao

dM = a(l— ez)d(p
(1—ezsen2(p)3/2

Partindo-se do tridangulo elipsoidico infinitesimal (Figura 3.1), o qual é formado
pelos pontos cujas coordenadas s&0: Py(gy,A,) P,(9, +de, ke +d1) € P,(¢, +de,A,)
obtém-se duas equacdes diferenciais de 12 ordem e a partir de uma delas sabe-se
gue no paralelo de um ponto P ha variacéo de longitude.

Entdo, a diferencial do paralelo em um ponto P & dada por:

dP =NcosedA,

mas

entdo
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dP = a cos @dA,

(1-e?sen’p)"

onde A é a longitude em radianos.

Da Figura 3.1 tem-se que a superficie dS de um quadrilatero infinitesimal na
superficie do elipsodide é dada por:

dS=dMdP.
Mas
dM =Mde
e
dP =Ncos edA.
Entao,

dS = (Mde)Ncos @di),

4s - all-e?)
(1-e2sen’o)"* (1- ezsench)l

—C0os ededA,

a’(1-e?)
dS = dod.
(1—ezsen2(p)2 TSP

3.3.1 Area da projecéo do elipsoide no plano

Segundo Gillisen (1993) p é o raio vetor no plano e 6 € o angulo que este
raio vetor faz com uma linha inicial, logo o elemento de area no plano € dado pela
equacao:

dS'= pdpd6.
Para Swokowsky (1994) se f é continua e f(6)>0 em [o,B] onde

0<a <B<2r entdo a area S da regido delimitada pelos graficos de r =f(0), 6=a e
0= é

S=

Q'—;'@

% 2d0 = !—rzde

Sabe-se que uma das propriedades da integral indefinida afirma que a

diferencial da integral se anula se for nesta ordem, logo:

df ' (x)dx = f*(x)dx
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Aplica-se o teorema e a propriedade acima citados no elemento de area no
plano e segundo Gillisen (1993) deve-se assumir por hipétese p como raio vetor e 6
como sendo o angulo que este raio vetor faz com uma linha inicial, a area no plano é

dada por:
1
S= 2de.
I7

Agora, deriva-se a integral em ambos os membros e fornece:
1
dS=d [=p®do |,
(Izp J

1
ds = =p°de.
ZP

Deriva-se novamente ambos 0s membros, vem:

1

dS'= 5 2pdpd6,

dS'= pdpdo.

Conforme Swokowsky (1994) as derivadas parciais primeiras para uma
fungdo f de duas variaveis séo definidas como sendo fungbes fy e fy, ou seja,
derivadas em relacéo a x e a'y. Para se achar fy(x,y), considera-se y como constante
e diferencia-se f(x,y) em relagdo a x. Do mesmo modo, para se achar fy(X,y),
considera-se x como constante e diferencia-se f(x,y) em relagéo ay.

Fundamentado pela definicdo de diferencial parcial, pode-se afirmar que p e

6 podem ser expressos em fungcao de ¢ e A. Logo:

dp = Apdpdo) 4 - alpdpd) 1,
op o\

dp= %d(p+6—pd7u
16/0) O\

do =

d(pdpde) do+ d(pdpde)
g an
o0 , 08

do=—do+—dA.
op O\

da,

Na visdo de Gillisen (1993) introduz-se a condicdo de que os paralelos séao

representados por circulos concéntricos; logo, p serd funcdo somente de o,

portanto:
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op
dp === de.
p aq)(p

De acordo com Gillisen (1993) uma outra condi¢cdo € que os meridianos sao
representados por linhas retas e o raio do sistema por circulos concéntricos. Isto

sugere que 0 seja independente de ¢, ou seja:

do = @dk.
O\

Além disso, se 6 e A assumem valor nulo, e se diferencas iguais de longitude
séo representadas em todos 0s pontos por arcos iguais nos paralelos, 6 pode ser
igual a um valor constante A, ou 6 =nA, em que n € a constante requerida.

Deriva-se ambos os membros da igualdade da equacéo 6 =nA, e obtém-se:

do =ndA.

Substitui-se estes valores na expressao de dS' e obtém-se:
dS'= p@nd(pdk.
o9

Como a projecéo do elipsoide no plano deve resultar em areas iguais, entédo

dS’=-dS. Este sinal menos é explicado pelo fato que p decresce e ¢ cresce, ou:

dS'= pﬁ—pnd(pdk
o

a’(1-e?)

dS =
(1—ezsen2(p)

5 Cos ededA.

Como dS'=dS, entdo:

dp dod) = — az(l_ez) dedir
Pap (1-e’sen’of FoeteEn
@ do =— az(l_ez) d
pétpn ? (1—ezser12<p)2 oS
P g :_az(l—ez) cos pd¢
pa<Pn ? n (1—ezsen2<p)2’

i op az(l—ez)q cospde
do=- .
'[p ’ n 'r[(l— e’sen’of

Se R representa o raio (p(0)) para ¢ =0, este fica:
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2 )

P’ _(pO)f :_az(l—ez)ji cos gde
N 3(1-e’sen’y)

2 )

P> _(pO)f :_az(l—ez)ji cos gde
2 2 N 5(1-e’sen’y)

pZ_RZ - _

2a2(1—e2)T cos @do (3:3.)
n o(l—ezsenz(p)z' B
Agora, tem-se que:
1

2can2a P =(1—ezsen2(p)72,
(1—e sen (p)

onde
X = —e’sen’e.
Logo,
(1+x) =i+ (- e?sen?o)]”.

Entao:

(1-e*senq)” :1+%(—EZSEHZ@FW(—#%#@)Z +C 2)(_2;!1 22

(- esen’p)f’,

(1_ ezsenz(p)fz 14 (_%I)(_l)(ezsenchﬁ (-1)(2)- 1)2('2 +1)(-12)° (ezsenz(p)z N

(1) -1)2 +1f-2)2+2)-2)° (e2seno].

3!

(3.3.2)
A (3.3.2) substituida na (3.3.1) fornece:

_9a2(1_a2)4
p? —R? :MI005@(1+ 2ezsen2(p+3e“sen“(p+4e6sen6cp)dcp,
n 0

_9a2(1_a2)4
p? —R? :MI(COS@+2€Zsen2(pCOS(p+364sen4(pCOS(p+
n 0
4e6sen6(pcos(p)d(p,

_ —2a2(1— ez)

p2 —R2
n

q q q
[Icos ode + IZezsenchcos ode + IBe“sen“cpcos odoe +
0 0 0

q
J.4e6sen6(pcos(pd(p}
0
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2 2 _2a2(1_e2) ¢l 2q 2 4q 4
p? —R? == = Jl(seno)] +2e Isen pcosedp + 3e J.sen pcosede +
0 0
q
4e6jsen6cpcos odo,
0
q
2ezjsen2(p005(pdcp =2e’sen’p
0
onde
v =sen®p
e
dv = cos pdo,
n+1
Iv”dv: v
n+1
¢ sen’o
3e4jsen4cpcoscpdcp:( = ]Be“
0
onde
v=sen‘p
e
dv = cosoedo
n+1
Iv”dv: v
n+1
Gq 6 6 Sen7(P
4e J.sen @cosopdo = 4e —
0
onde
v=sen®p
e
dv = cosoedo
n+1
Iv”dv: v
n+1
_9a2(1_ a2\ 5 7 7
p? —R? :M sen(p+2ezsen3(p+3e4m+4e6er... ,
n | 5 7 |
2 2\l 7
p? —R? =2a—1e) sen(p+2e25en3(p+%e4sen5(p+;eﬁsen7(p+... ,
n
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2 2
p? =R?* - 2a (1 € [sen(p+2ezsen3(p+%e4sen5(p+$e6sen7(p+..1,
n

mas
B= sen(p+2ezsen3cp+§e4sen5(p+$essen7<p,
entao:
p? =R? - 2a2(§ e)B

gue € a equacéo geral de p.

-Determinacéo das constantes n e R.

Por hipotese, segundo Gillisen (1993), assumiu-se a condicdo de que entre
dois paralelos quaisquer a escala € correta. No elipséide, o comprimento da paralela

para uma dada diferenca longitudinal AL (AA=2%,-%,) € igual a expressdo

A

acoseg

dA assim
7 (1-e?senp)”?

acosg
(1- ezsench)ll2

P= A

Na Cartografia o arco é representado por p6 = pna.

Se iguais diferencas de longitude séo para ser representadas em todos 0s
pontos por arcos iguais nos paralelos, 6 pode serigual a A, ou seja, 6 =n\, onde n
é constante.

Agora, multiplicam-se ambos os lados por p obtém-se pb=pni, que
representa o arco P no mapa.

Para Gillisen (1993), ao longo das duas paralelas a proporcdo € para ser

exata. Se denotéa-las por subscrigdo, tem-se: p,niA =N,A, mas sabe-se que:

acoso,
N, = >, 2
(1—e sen (pl)
entéo
acos
pNA = LA

(1-e’sen’p, )

Simplificam-se as expressoes, vem:
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acos o,
pln = /2
(1-e’sen’o, |
e
3 acoso,
P11 = NI
n(l—e sen (pl)
e também
3 acoso,
P2 = 2 VW2
n(l—e sen (pz)
Agora, substituem-se estes valores no lugar de p na equacédo geral e obtém-
se:

{ acos o, i =R2_2a2(1—e2)[3
) ’

1/2
n(L-e’sen’q, n

2 2 2 2
a® cos” ¢, :RZ_Za !1 e ?Bl' (333)

n?(1-e’sen’o,) n

{ acoso, T _R?_ 2a2(1— eZ)BZ’
n )

1-e’sen’g, )"’ n
a’cos’p, 2_2a2(1—e2)
nz(l—ezsenchz)_R n Po- (3.3.4)
Subtrai-se (3.3.3) da (3.3.4), vem:
a’cos’g,  a’cos’ep, 2_2a2(1—e2) o2 2a2(1—e2)
n?(1-e?sen’q, ) nz(l—ezsenchz)_R n TR b
a’cos’g,  a’cos’g, _—2a2(1—e2)B +2a2(1—e2)B
n?(1-e’sen’p,) n?(1-e’sen’p,) n ! 2
cos’9,  cos’o, . —2(1—e2)31+2(1—e2)32
(1-e?sen?p,) (1-e?sen’o,) n n ’
cos’,  cos*o, [ . 2
(1-e?sen?q,) (1—ezsen2(p2)_n[ 2(1 © )31+2(1 © )321
cos’,  cos*g, e Y
1-e%sen?p, 1-e’sen’o, -nl2lt-e)-p.)+ 21—
cos’g,  cos’g, :n[Z(l—eZXBZ _Bl)l

1-e’sen’p, 1-e’sen’e,
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cos’g,  cos®o,
_1-e?’sen’p, 1-e’sen’y,
2(1-e*Jp, -B.)

Ao se substituir o valor de n nas equacdes acima, determina-se R, mas para o

problema somente interessa o cancelamento desta quantidade na equacao geral,

entao:
2a’(l-e?
p; =R* - : By, (3.3.5)
2(1_ a2
p? =R? _MB (3.3.6)
n

Agora, faz-se a diferenga entre p e p,,0u seja, entre as equagdes (3.3.5) e

(3.3.6), vem:

2(1_ a2 _9a2(1_ a2
pz_pszz_Rz_Za (T] e )B_[ 2a£\1 e )i|Bl’

p* —pi = {M}(— B+B.)

n
p* =p} + %‘e)(ﬁl—m
p=in+ %‘e) (B, ~B).

Se por hipotese os pontos e interpolacdo de pontos da area do poligono no
elipséide sao equivalentemente projetados no plano (Figura 3.2) e também por
hipétese os pontos no plano séo definidos por coordenadas polares (pi,ei), sendo p
€ o0 raio vetor e 6 é o angulo vetorial, portanto a area do poligono € dada pela

equacao a seguir:
1
S= E|plp28en(92 - 91)+ p2p3sen(93 -0, )+ st pnflpnsen(E)n - 6n71)+ pnplsen(el - On)|

(3.3.7)
Como a equacédo € em valor absoluto, portanto os pontos P1,P»,..., P, podem

ser registrados no sentido anti-horario ou horério.
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O P P3

P,

P4 P4

Figura 3.2 — Area do poligono no elipséide
Fonte: GILLISEN (1993, p.93)

Segundo Gillisen (1993) devem ser inseridos pontos entre os vértices do
poligono para apos se fazer o célculo da area. Entdo todos estes pontos sao
mapeados (cartografados) no plano com a projecdo de Albers e a area é calculada
com a equagao (3.3.7).

Geralmente a linha geodésica, a linha loxodrdmica e muitas outras linhas no
elipséide serdo linhas segundo projecdo no plano. Para compensar a curvatura,
inserem-se pontos entre os vértices dos lados do poligono, para depois calcular a
area da superficie deste poligono.

Conforme Gillisen (1993) se o lado do poligono for definido pela geodésica
entre o ponto do poligono P; e Py, 0s pontos interpolados entre P; e Pi.; séo
calculados como a seguir:

a) Célculo do azimute entre P; e P;.1 da geodésica;

b) A distancia entre P; ao ponto interpolado é o tamanho do passo ou

tamanho medido (escolhido);

c) As coordenadas do primeiro ponto interpolado s&o calculadas diretamente

do azimute e da distancia;

d) O préximo ponto interpolado é calculado no mesmo caminho para P; com o

mesmo azimute e duas vezes o tamanho do passo ou o tamanho medido;

e) O processo é repetido até atingir Pj.;.

Ainda segundo Gillisen (1993), se o lado do poligono é definido por linha

loxodrémica entre os vertices 0 mesmo procedimento € aplicado, exceto que a
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solucdo direta da loxodromica é usada para calcular os pontos interpolados, por
exemplo, com o método de Bowring. Para grandes circulos 0 mesmo processo
podera ser usado.

E importante o fato de este método poder ser utilizado por varios tipos de
linha ja que os pontos interpolados podem ser calculados.

Poligonos planos aproximam-se do mapa, e varias de suas projecdes podem
ser calculadas com equacdes cartogréaficas inversas para transformacao dos vértices
e interpolagdo de pontos pertencentes ao elipséide. Portanto, a projecéo de Albers
favorece para que os pontos pertengam ao plano.

Conforme Gillisen (1993), a projecéo equivalente de Albers emprega um cone
interceptando o elipséide em duas paralelas conhecidas como paralelos padrées.
Geralmente a projecdo € utilizada para representar uma determinada éarea, e
consequentemente os paralelos padrdes séo escolhidos deste modo. Neste caso, a
projecdo é usada somente com o objetivo de calculo, ndo revela a diferenca
causada na area calculada devido a escolha do paralelo padréo.

Como os meridianos sao linhas retas, entdo se os vértices estdo no mesmo
meridiano, ndo € necessario interpolar pontos para serem calculados.

As equacdes cartograficas para o ponto P dado em latitude e longitude para

P’ em angulo e raio ou P(,1),es0e = P'(P.0)ano SO

p= {pf +2%(1—62)(B1 -B)|.

0 =nA,
onde p € o raio, 6 € o angulo, n é o fator cartografico para A, A € a longitude
geodeésica, ¢, é latitude geodésica do paralelo padréo 1, ¢, € latitude geodésica do

paralelo padréo 2 e a € o raio equatorial do elipsoide.

Entdo:
2 2 4
B:sencp(1+ © senz(p+36 sen“<p+...]
e
cos’e,  cos®o,
1-e’sen’p, 1-e’sen’e,

n=

2(1_ eZXBz - Bl)

Para o paralelo padréo 1:
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acoso,

P n(L- ezsenchl)l/2

Para o paralelo padréo 2:

acoso,

P2 " n(1-e’sen’e, )’

3.4 Uso das proje¢cdes equivalentes no calculo da area do poligono sobre o

elipsodide

Em Geodésia e Cartografia € necessario o calculo de areas de poligonos,
cujos lados nao sdo formados por arcos de paralelo, arcos de meridiano, mas por
linhas geodésicas quaisquer. Este célculo né&o é trivial, a ndo ser que os lados sejam
formados somente por arcos de meridiano e arcos de paralelo. A projecéo
equivalente considera as figuras onde os lados nédo sejam somente arcos de
paralelo e meridiano e nem apenas linhas geodésicas, também nao precisando
dividir a figura em sub-regides.

A projecdo equivalente tem como caracteristica especifica manter a area
inalterada.

Das varias classes de projecdes possiveis e sob a consideracdo que 0s
diversos critérios na classificacdo delas, uma que € de especial interesse é a
formada por projecéo equivalente.

Na projecdo equivalente, a razdo entre as areas na superficie de projecao

(Asp) e a superficie de referéncia (Asgr) pode ser obtida por:

ASP
ASR
onde mp e mgy Séo os fatores de escala ao longo das curvas paramétricas.

=mymy, =1 (3.4.1)

Seja um poligono formado por um conjunto de pontos geodésicos quaisquer
(@22 b (@225 b (@5:25 ) (@2 )oons (@1, 20 )}, cOM je 12,..,n), sobre a superficie de
referéncia (elipsoide de revolugéo), o problema se resume no calculo da area deste

poligono sobre essa superficie, que é a superficie de referéncia. Denota-se pelo

simbolo Asr a area sobre a superficie de referéncia.

! No idioma inglés: equal-area projection.
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Segundo Galo et al. (2003) uma alternativa para a solucao € o calculo da area
do poligono equivalente, a qual se obtém a partir de uma projecao cartografica e
possui uma superficie chamada superficie de projecdo. A area na superficie de
projecdo é denotada pelo simbolo Asp.

Os fatores de escala citados acima s&o oriundos da elipse chamada elipse
indicatriz de Tissot. Ela é chamada desta maneira, porque indica a escala de
distor¢cdo numa direcdo arbitraria, ou seja, indica as caracteristicas da projecao nas
imediagcbes de um ponto P. A representacdo da elipse indicatriz de Tissot se
encontra no Anexo C.

Para Richardus & Adler (1972) obtém-se a razdo mostrada na equacgao
(3.4.1) ao se considerar a condicdo de equivaléncia, a qual é atingida a partir da
igualdade entre as areas de paralelogramos diferenciais sobre ambas as superficies.

Segundo Galo et al. (2003) normalmente as projecfes equivalentes sao
utilizadas para escalas médias. A superficie que é adotada como referéncia para
estas projecdes é a esférica, seja a projecdo constituida sobre o plano, sobre o
cilindro ou sobre o cone. Entre os varios critérios que podem ser apreciados para
selecionar o raio da esfera destaca-se aquele que se baseia na equivaléncia das
areas entre as superficies, o que da origem a esfera equivalente, ou esfera autalica,
a qual possui a mesma area que a superficie do elipsoéide de revolucéo.

Conforme Galo et al. (2003) no caso de se desejar calcular a area sobre o
elipsoide de revolucdo, deve-se considerar uma projecao equivalente que use como
superficie de referéncia o elipsbéide de revolucdo. Existem varias alternativas de
projecédo. Dentre as alternativas de projecédo tem-se a projecdo azimutal equivalente

de Lambert conforme mostra a Figura 3.3.
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Figura 3.3 — Projecdo Azimutal Equivalente de Lambert no Elipséide

Ao se utilizar as projecOes azimutais equivalentes deve-se determinar o ponto

de tangéncia (cpo,ko). Por hipotese, ha um conjunto de n pontos com coordenadas

geodésicas conhecidas, entdo se assume que o ponto de tangéncia seja obtido por

13 138
(0oo)=( 230,230 042
N Noa
Desde que se conhega o ponto (@,,%,), aplica-se a lei de formagéo da

projecdo e dispdem-se 0s pontos {((pl,Xl),((pz,Xz),((pg,K3),...,((pj,kj)...,((pn,kn)}, com

je{l2..,n}, a fim de se obter estes n pontos na projecdo, ou seja:

{(X1'y1)1(xz1y2)'(X31y3)1""(Xj'yj)ﬂ'ﬂ(xn’yn)}'

Para calcular a area do poligono deve-se considerar por hipotese o conjunto
de pontos acima, a propriedade dada pela equacéo (3.4.1) e, também, de o poligono
estar localizado no plano; entdo, indiretamente se calcula a area do poligono
projetado na sua superficie de projecdo mediante aplicagdo de métodos de célculo
de area para os quais se utilizam as coordenadas cartesianas. Por exemplo, pode-
se aplicar a equacao dos trapézios de Gauss.

Na visédo de Galo et al. (2003), a propriedade da equivaléncia ndo € imediata,
pois nem sempre um lado representado por uma reta na projecdo corresponde a
uma reta no quadrilatero original. Neste caso havera uma raz&o unitaria entre as
areas (na superficie de referéncia e na superficie de projecdo), caso a quantidade de
pontos do contorno seja adequada.

Portanto, o célculo da area resume-se nas seguintes etapas:
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a) leitura dos vértices do poligono em coordenadas geodésicas;
b) segmentacao dos lados mediante a criagdo de pontos adicionais;

c) célculo do ponto de tangéncia (4,2, );

d) conversao das coordenadas de todos 0s pontos para a projecdo azimutal
equivalente de Lambert;

e) célculo da érea do poligono plano pela equacgéo dos trapézios de Gauss.
3.4.1.1 Problema direto da projecéo azimutal equivalente de Lambert

Sejam por hipétese conhecidas as coordenadas geodésicas de um ponto
genérico ((p,k) e, também, por hipétese assume-se que o plano de projecdo seja
tangente ao elipsoide de revolugcdo em (cpo,ko); entdo, segundo Snyder (1983, p.

172) as coordenadas na projecdo azimutal equivalente de Lambert deste ponto
genérico poderao ser calculadas por:

x =BDcos®sen(h -, ), (3.4.3)
B
y= B[cosd>osend> —send, cosdcos(h — i, )} (3.4.4)
Nas equacdes (3.4.3) e (3.4.4), ® representa a latitude autalica do ponto de
latitude geodésica ¢ e @, representa a latitude autalica do ponto de latitude

geodésica ¢,. A latitude autalica corresponde a latitude de um ponto, sobre a esfera

autalica, ou esfera equivalente.

Os termos B e D nas equacdes (3.4.3) e (3.4.4) podem ser obtidos por:

1/2
B=R, 2 : (3.4.5)
1+ send,sen®d + cos d send cos(k — A, )
am,
Mo (3.4.6)
R,cos®,
com
q 1/2
_ p
R, = a[7] (3.4.7)
e

D= arcsen(i]. (3.4.8)

9
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Os termos q e mp podem ser obtidos por:

q—(l—e2 seng 1 1-eseng (3.4.9)
1-e’sen’p 2e l+eseng o
e
cos
m, = Po (3.4.10)

0 .
J1-e’sen’q,
Nas equagoes (3.4.7) e (3.4.8), o termo q, representa o valor de g estimado a

partir da equacao (3.4.9) para ¢ = 90°.
3.4.1.2 Problema inverso da projecédo azimutal equivalente de Lambert

O problema inverso da projecdo azimutal equivalente de Lambert ocorre
guando sdo dadas as coordenadas do ponto no plano, ou seja, as coordenadas
(x1,y1) do ponto P; e entdo se calcula as coordenadas geodésicas curvilineas (cpl,kl)
do ponto P;. Conforme Snyder (1983, p. 175-176) as equacfes para se obter as

coordenadas geodésicas curvilineas séo as seguintes:

2
p= (ij +(Dy), (3.4.11)
D
C, = 2arcsen P , (3.4.12)
2R,
D ()
@:arcsen[coscesend)ﬁ( ysenc, cos 1]} (3.4.13)
p
2 4 6 4 6
o=>D+ e—+31e +517e +...[sen2d + 23¢ +251e +...|sen4d +
3 180 5040 360 3780
] (3.4.14)
76le +...[sen6d +...,
45360

Xsenc
A=A, +arctg s . (3.4.15)
(Dpcosd)O cosc, -D ysend)osence)
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3.4.2 Segmentacao das linhas

Como existe a necessidade da segmentacdo dos lados do poligono, os quais
podem ser arcos de meridiano, arcos de paralelo ou ainda linhas geodésicas.
Poderia ser considerado somente o arco de paralelo e linhas geodésicas, pois todo
meridiano é uma geodésica. As trés classes foram mantidas devido ao fato de o
namero de operacdes indispensaveis para divisdo de um arco de meridiano ser
inferior ao necessario para dividir uma linha geodésica.

Com a finalidade de se fazer a classificacdo de cada um dos lados do
poligono original, as coordenadas das extremidades de cada lado sdo usadas como
dados de entrada e, como a divisdo € realizada sobre as coordenadas geodésicas,
converte-se 0 passo (p) dado em metros, para 0 passo (p,), dado em unidade

angular. Nesta conversao usa-se 0 raio médio de curvatura para o ponto de

tangéncia (ﬁ%) e realizada a operacao p, =_L.
Po
No caso da divisdo das linhas geodésicas usam-se equacdes que possibilitem

realizar o problema direto e inverso da Geodésia. Quanto a segmentacdo dos

paralelos, dos meridianos e das geodésicas deve ser visto 0 Anexo A.
3.4.3 Transporte de coordenadas geodésicas curvilineas na superficie do elipsoide

Segundo Klotz (1991, p.32-33) os métodos de solucdo de problemas
geodésicos direto e inverso referentes ao transporte de coordenadas para o
elipsoide classificam-se em 4 grupos. A maioria das solugbes estdo no grupo 1 e
fundamentam-se nas series de Legendre.

O segundo grupo para a solugcdo dos problemas principais baseia-se no

desenvolvimento das Integrais Elipticas, pela integragdo de Bessel (1826):

P2 _ a2
_ { (- e"NIgAd,., }d(p (3.4.16)
oL (L—e“sen“p)cos ¢
P2 al 1_ e2
S=J' ( - ) de; (3.4.17)

| (1-esenp)? cosAg, ,
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_I{ 1-e” sec B}dﬁ. (3.4.18)

sec’p-e?

As deducbes referentes a integral eliptica podem ser encontradas, por
exemplo, em Klotz (1991).

No terceiro grupo a representacdo da superficie do elipsoide fundamenta-se
em uma superficie auxiliar, procedendo nesta superficie o transporte e a seguir
efetua-se a representacdo no elipsoide.

Em relacdo ao quarto grupo ndo € empregada a linha geodésica nas
solugdes, mas outras linhas de ligagcéo entre os pontos.

As equacles de Puissant se baseiam nas séries de Legendre (GEMAEL,
1987, cap. 8), sdo adequadas para comprimentos de linhas inferiores a 100 km e o
erro posicional estimado é da ordem de 0,002".

3.4.3.1 Primeiro problema geodésico principal ou problema geodésico direto

O problema geodésico direto ocorre quando sdo dadas as coordenadas
((pl,kl) de um ponto P; do elipséide, a distdncia geodésica (s12) a um segundo
ponto P, e o respectivo azimute (Agi-2). Entdo se calculam as coordenadas ((pz,xz)

do ponto P,. As equagdes para o célculo da latitude s&o as seguintes:

P, =@, +Ag, (3.4.19)
A =09 — D(S(p)z, (3.4.20)
8¢ =Bs,, cosAg, , - Cs,,’sen’Ag, , —Ehs,,’sen’Ag, ,, (3.4.21)
. 1 648000
B'= — — (3.4.22)
M, =
o199, 648000 5423
2MN, m
‘. 3e’cosp,senp, =« (3.4.24)
2(1- e?sen?o, ) 648000
2
_1+3t9°e, 3tg|2 P (3.4.25)
BN?
he S,, COSAQ, , 648000’ (3.4.26)

M, T
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all-e®
M, = 2( - ) TR (3.4.27)
(1—e sen (pl)
a
N, = S, e (3.4.28)
(1—e sen (pl)
As equacdes para o calculo da longitude sé@o as seguintes:
A, =Ay + AR, (3.4.29)
2 2
AL=T 648000 1- 3122 +T— : (3.4.30)
T 6N, 6
T= S;SeNAg : (3.4.31)
N, coso,

Ag,, = Ad, , +180° +7, (3.4.32)
Y'=A\"seng,, sec% +F(Ar")’, (3.4.33)
F=Lseno_cos? n ) (3.4.34)

127 Pm &% Pl 48000 ) -
e ;‘Pz_ (3.4.35)

3.4.3.2 Segundo problema geodésico principal ou problema geodésico inverso

O problema geodésico inverso ocorre quando sdo dadas as coordenadas de
dois pontos do elipsoide, ou seja, as coordenadas (¢,,1,) do ponto P; e (¢,,%,) do
ponto P,. Entdo, calculam-se as distancias geodésicas entre eles (s;2) € 0s
respectivos azimutes(Ag, ,;Ad, ;). As equacdes usadas para calcular as distancias

geodésicas e 0s respectivos azimutes estao expostas a seguir (GEMAEL, 1987, p. 8-
14):

y mn Tc
X =5s,,senl A +— |=A\N"coOs@, N——, 3.4.36
12 ( L0 PP 2} P 648000 ( )
Y N AM T )
=S, Ccos| A +—= |=Aop"cos| — M : 3.4.37
y 12 [ 0.5 2] ¢ ( > ] 648000 ( )

os raios de curvatura N e M séo calculados com a latitude média o,,,

X
v tg(Aglz + %) (3.4.38)
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(Agl_2 + 1) =C+ arctgi, (3.4.39)
2 y
c= 1800{1—%sgn(x)—%sgn(x)sgn(y)}; (3.4.40)

a constante ¢ faz com que a solugdo se situe no intervalo 0° < Ag, , <360°,as
X

funcdes sgn(x) e sgn(y) sdo dadas, respectivamente, por sgn(x) = M e
sgn(y) :ﬁ(ISO, 1992, p. 18, apud MORAES, 2001, p. 76).
Portanto
S X _ y , (3.4.41)
sen(Agl_2 + Z) cos(Agl_2 + ;)
Ag,, =Ag, , +180° +7. (3.4.42)

Os pormenores da demonstracao das equacdes de Puissant para o problema
geodésico direto e para o problema geodésico inverso do transporte de coordenadas
deverdo ser consultados nas publicacGes referentes a este assunto tais como
Gemael (1987), Torge (2001) e Bisognin (2006).

3.5 Propagacéo das Covariancias
Seja a fungéo
y =f(x) (35.1)

Lineariza-se a (3.5.1) pela série de Taylor (até as derivadas de 12 ordem):

y=f(x)zf(x°)+% Io(x—xo) (35.2)

X

em que x° é um vetor dado nas vizinhancas de x .

Na (3.5.2) faz-se:

b =f(x°) (3.5.3)

D=-— 1. (3.5.4)
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Substitui-se a (3.5.3) e a (3.5.4) na (3.5.2), e sabendo-se que a aproximacao

é suficiente, obtém-se:
y=b+D(x-x°)
y=b+Dx-Dx°. (3.5.5)
A esperanga matematica do vetor y &
E(y)=b+DE(x)-Dx°. (3.5.6)
Substitui-se a (3.5.5) na (3.5.6) e obtém-se:
z, -Ely-EW)ly-EW)|
z, =E{[b+nx—nx° —b-DE(x)+Dx° b +Dx -Dx° —b—DE(x)+Dx°]T}
£, - E{Dx - DE(x)[Dx - DEX)]"|
=, —EDlx - EGoIDlx - EGo] |
Z, =EP[x-E(x)|x -E()]' D"
£, = DE{x —E(x)[x -E(x)|" P (35.7)
Mas
E{x - E0)][x -Ex)]" |=E, . (358)
Substitui-se a (3.5.8) na (3.5.7) e obtém-se
z, =DZ D’ (3.5.9)

que é a expresséo da lei de propagacédo das covariancias.
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Z . € a matriz variancia-covariancia populacional e quase sempre desconhecida.
Quando Z, for desconhecida, a sua estimativa sera dada por &, e a expressédo da lei

de propagacao das covariancias se escreve £, = DX D'.

Para se aplicar a lei de propagacéo da covariancia se faz necessario que se
conhega a matriz variancia-covariancia associada ao vetor de coordenadas e as
derivadas parciais da area em relacdo a cada uma das coordenadas de todos os pontos
do poligono. Para o caso em questdo, s6 pode ser calculada as derivadas parciais da
area em relacéo a cada uma das coordenadas dos pontos e nao se pode aplicar a lei de
propagacdo das covariancias, pois ndo se conhece a matriz varidncia-covariancia

associada ao vetor de coordenadas. A varidncia da area é o escalar
6§ = DZXDT,
em que

D- 0S 0S 0S 0SS 0SS 0S 0S oS
oX, 0y, OX, 0oy, OX; 0y, oX,, oy,

onde n é a n-ésima coordenada e

A MVC Z, é estimada por fx gue é obtida pela propagacéo das covariancias

das coordenadas geodésicas curvilineas para as coordenadas x e y do sistema de

projecao.



4 METODOS DE DIVISAO DE SUPERFICIE

Este capitulo expbe os meétodos matematicos aplicados a divisdo de
superficies planas, dentre os quais se destacam o método da equacgdo da area do
trapézio e o método da equacao da area dos trapézios de Gauss em conjunto com a

equacao da reta.

4.1 Métodos matemaéticos aplicados a divisdo de superficie plana

Dentre os métodos matematicos aplicados ao calculo da divisédo de superficie
plana citam-se:

a) semelhanca de triangulos;

b) equacédo da area do triangulo;

c) equacao da area do trapézio;

d) integral definida para calcular areas de figuras circulares;

e) equacéo da area dos trapézios de Gauss em conjunto com a equacéo da reta.

4.1.1 Método da semelhanca de triangulos

Existem trés casos de semelhanca de triangulos. O primeiro caso ocorre
guando dois angulos séo iguais, o segundo acontece quando um angulo é igual e
dois lados séo proporcionais e 0 terceiro caso quando os trés lados sé&o
proporcionais. Os pormenores desses casos podem ser encontrados, por exemplo,
em Peneireiro & Silva (2000).

Neste método sera usado o segundo caso de semelhanca de triangulos, ou
seja, 0 caso em que pelo menos um dos angulos dos triangulos seja igual e também
no minimo dois lados dos triangulos seja proporcional.

Na semelhanga de triangulos, sabe-se por teorema que toda reta paralela a
um dos lados de um triangulo intercepta os outros dois lados (ou o prolongamento
deles) determinando um novo triangulo, semelhante ao primeiro.

O teorema de Tales afirma que se uma reta paralela a um dos lados de um

triangulo interceptar os outros dois lados, entdo ela os divide na mesma razao.



82

Figura 4.1 — Teorema de Tales

Como consequéncia (Figura 4.1) do teorema de Tales tem-se:
AD AE
AB AC

Diz-se que o AADE é semelhante ao AABC na razao %

Deve-se determinar a expressao que relaciona a area do AADE e a area do

AABC com os lados de ambos os triangulos.

Seja S; a area do AADE e S a area do AABC expressas, respectivamente,

por:
l__
S, = EADAEsenoc, (4.1.2)
1__
S= EABACsenoc. (4.1.3)
Da (4.1.2) e da (4.1.3) exprimem-se, respectivamente,
S, 1
—L1 = _senaq, (4.1.4)
ADAE 2
S 1
——— = "seno. (4.1.5)
ABAC 2
Da (4.1.4) e da (4.1.5) obtém-se:
S, S
ADAE ABAC’
S, ADAE
S ABAC

Substituindo a (4.1.5) na (4.1.6) obtém-se:
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s,_ABAD
S ABAB’
s, (D)
S (a8f"
—\2
s, [AD
s e 4.1.7)
s |AB

Dai conclui-se que dois poligonos semelhantes numa razdo k terdo suas

areas na razao k.

4.1.2 Método da area do triangulo

Seja a superficie plana de area S definida pelos pontos Py, P,, P3, P4, Ps e Pg

representada pela Figura 4.2.

NT P1
. P3
P&
P4
P5

Figura 4.2 — Método da equacéo da area do triangulo aplicado na gleba de area S

A divisdo dar-se-4 em parcelas. Neste particular serdo duas parcelas
denominadas de parcela 1 e parcela 2 cujas areas sado S; e S, sob as condicfes de
gue o ponto P, seja o inicio da linha divisoria, o ponto P; (a ser determinado) seja o
fim da linha diviséria e ainda a parcela 1 tera obrigatoriamente o ponto P3 em seu
limite.

Comeca-se a solucionar este problema mediante a localizagéo do ponto P-.

A localizacdo deste ponto depende do céalculo da area de cada poligono com

vértice em P,. O ponto P, é fixado por hipétese, pois poderia ser qualguer um outro.
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Entdo para se fazer esta localizagdo, calcula-se a area do triangulo definido pelos

pontos Pz, Pz e P4, se a S, <S, =P, ¢P,P,. Agora, calcula-se a area do

quadrilatero definido pelos pontos P2, Ps, Pae Psse S p0 +Spppp > S, = P, €P,Ps.

Feito isto, calculam-se as coordenadas do ponto P; para apés calcular as

areas S; e S,.
4.1.3 Método da equacao da &rea do trapézio

Seja a superficie plana de area S delimitada por linhas cujos pontos extremos
sao A, B, C e D representada pela Figura 4.3.

D

SO SV -
bon i st ot

Figura 4.3 — Método da equacéo da area do trapézio aplicado na gleba de area S

A altura ¢ do trapézio é funcédo do a, S, a e B. Entdo:
AD' = /cotga,
BC' = /cotgp,

SZM_KAD _(BC ,
2 2
_ (lcotgo /lcotgp

2 2

S=al

S=al —%(cotga +cotgp)e?,

—%(cotgow cotgp)l? +al —S =0,
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%(cotgoc +cotgB)? —al+S=0.

b ++/b? —4ac

2a

Como a equacéo é da forma ax® +bx +c =0, entdo a solucdo é x = —

Portanto:

/e a+./a’ —2(cotgo +cotgp)S
- cotga +cotgp '

Neste caso, somente uma raiz satisfaz a condicdo geométrica.
Agora para se calcular b, c e d, respectivamente, usam-se as formulas a
seqguir:
b=a-A'D-B'C,
b =a—¢(cotgo + cotgp)

1
C= ,
senf
d= ! .
sena

4.1.4 Método da integral definida para calcular areas de figuras circulares

y
y
Y E——— P=(x, y)
PN, i
f
R |
(a, b) l |
; =
i
L A .
e L
\o / m X 0 a X X

Figura 4.4 - Area de uma porgéo de circulo

Seja calcular a area de uma porcao do circulo conforme Figura 4.4.

A equacdo geral da circunferéncia é

(x—a)* +(y-b)* =R2.
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Na Figura 4.4 tem-se a=0 e b=R; entéo, a equacéo da circunferéncia nestas
condicbes &

x? +(y-R)* =R?,
gue desenvolvida, fica
x? +y? —2yR+R? =R?.

Exprime-se x, por:
A é&rea infinitesimal dS é dada por (Figura 4.4)

dS = 2xdy.
A &rea S é expressa por

S= ZI xdy.
Substitui-se a expresséo de x e obtém-se

S= zj,/ZyR—yZdy.

Impondo os limites de integracéo:

2R
8)Sow = 2 [y2YR-ydy;
0
d
b) Seaca = 2[V2yR-ydy, 0<c<d<2R.

Solucdo da integral indefinida (pelo método trigonométrico):

2J}/2yR _y2dy = R%arcsen?. ER +(y—R}2yR-y2.

4.1.5 Método da equacdo da area dos trapézios de Gauss em conjunto com a
equacao da reta

Este método envolve um sistema formado pela equacdo da é&rea dos
trapézios de Gauss em conjunto com a equacédo da reta que passa por dois pontos

cujas coordenadas s&o conhecidas conforme Figura 4.5.
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P1

/M
P5

P6=(x6, y6)=?

P3

P4

Figura 4.5 — Método da equacédo da area dos trapézios de Gauss
em conjunto com a equacéo dareta

Sao conhecidas as coordenadas dos pontos P;, P,, P3, P4 e Ps. Procuram-se
as coordenadas dos pontos Ps=(Xs,Ys) de tal forma que satisfaca S; cujo valor é
conhecido.

4.1.5.1 Equacgéo da area dos trapézios de Gauss

i Ponto YiXis1 Xi Yi Xi¥i+1
1 P, | - X1 1
2 Ps Y1Xe Xg Ye X1Ye
3 Ps Y6Xs Xs Ys XeYs
""" Pi(repete-se) YsX1 X1 Y1 XsY1

3 3
ZYiXM =Y1Xe T ¥eX5 +¥sXy in)’i+1 = X1¥e + XgY5 T X5Y¥1

i=1 i=1

Quadro 4.1 — Equacéo da area dos trapézios de Gauss
2S, = (ylxe +YeXs +y5X1)_(X1y6 +XgYs t X5y1)1
Y1Xe ¥ ¥Y6Xs T ¥Ys5X1 =X ¥ = XgY5 = X5Y; _281 =0,
1
Sl :E(ylxs +YeXs T YsX; = X1¥Y6 —XgYs5 _X5yl)

3 3
Portanto S, = %(Z YiXis = xiymj
i=1 i=1

Generalizando tem-se

1 n n
S= E(Z YiXia— inyiﬂ]
=

i=1
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4.1.5.2 Equagéo da reta

Determina-se a equacao da reta que passa por dois pontos cujas

coordenadas sdo conhecidas conforme Figura 4.6 em que y € o angulo entre a

direcéo positiva do eixo OX e a reta e tgy € o coeficiente angular da reta.

yk
B
P=/(x,(M
|
| |
Atis e
| | [
| I I
| I |
) . X
O XA X XB

Figura 4.6 — Coeficiente angular da reta

No AABC da Figura 4.6 tem-se:

Ay _Ys—Ya Ya

t
9= AX Xg — X,

No AAPD da Figura 4.6 tem-se:

4.1.5.3 Sistema de equacdes lineares

{X6yl + XsYe + X1Ys = X1Y6 = XgYs = Xs¥Y; — 281 =0
Ye = Y2 _(X6 _Xz)tg‘l/ =0

Tém-se como solucdo os valores das coordenadas xs € ys do ponto Ps.



5 EXPERIMENTACAO E ANALISE DE RESULTADOS

Neste capitulo, apresentam-se 0s experimentos realizados a partir da
implementacédo do procedimento proposto.

Para fins de experimentacédo tomou-se primeiramente um exemplo que € um
caso particular, apos partiu-se para uma situacao real, ou seja, a divisdo de uma

parcela da gleba P6 de Serra.
5.1 Experimentacao

5.1.1 Divisdo de um quadrilatero elipséidico regular de lado igual a 15" de arco

A divisdo do quadrilatero elipsoéidico regular com lado igual a 15" devera

resultar em duas parcelas que sejam iguais a 50% do total da superficie a dividir.

P, P Pss

Figura 5.1 — Segmento que divide a superficie do quadrilatero elipsoidico regular

5.1.1.1 Calculo da area do quadrilatero elipsoidico regular

Por hipotese supds-se que a latitude varia de 0°0'0" a 0°015" e igual
variacdo em relacdo a longitude, ou seja, varia de 0°0'0" a 0°015". O resultado

obtido para a area pela equacéo (3.1.2) é igual a 213.700,6786 m2.
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Com o objetivo de se obter a segmentacéo dos meridianos e dos paralelos do
poligono, as coordenadas das extremidades de cada lado sdo usadas como dados
de entrada e, como a divisdo € realizada sobre as coordenadas geodésicas,
converte-se 0 passo (p) dado em metros, para 0 passo (p,) dado em unidade

angular. Nesta conversao usa-se 0 raio médio de curvatura para o0 ponto de

P

tangéncia (ﬁ%) e realizada a operacao p, = Ei
o

, OU seja, seguiu-se 0 que consta

no Quadro A.1 do Anexo A.
No Quadro 5.1 estdo as latitudes e longitudes, em radianos, dos pontos

oriundos da segmentacéo dos paralelos e meridianos.

P Latitude (q;) Longitude (%;) P Latitude (q;) Longitude (%;)

P1 0 0 P39 | 0,00007272205218 0,00007272205218
P> | 0,000003932812016 0 P4 | 0,00006878924016 0,00007272205218
P3z | 0,000007865624032 0 P41 | 0,00006485642815 0,00007272205218
P4 0,00001179843605 0 P42 | 0,00006092361613 0,00007272205218
Ps 0,00001573124806 0 P4z | 0,00005699080412 0,00007272205218
Ps 0,00001966406008 0 P44 | 0,00005305799210 0,00007272205218
P7 0,00002359687210 0 P4s | 0,00004912518008 0,00007272205218
Ps 0,00002752968411 0 Pss | 0,00004519236807 0,00007272205218
P9 0,00003146249613 0 P47 | 0,00004125955605 0,00007272205218
P | 0,00003539530814 0 P4g | 0,00003732674404 0,00007272205218
P11 | 0,00003932812016 0 P49 | 0,00003339393202 0,00007272205218
P> | 0,00004326093218 0 Pso | 0,00002946112000 0,00007272205218
Piz | 0,00004719374419 0 Ps1 | 0,00002552830799 0,00007272205218
P14 | 0,00005112655621 0 Ps> | 0,00002159549597 0,00007272205218
Pis | 0,00005505936822 0 Ps3 | 0,00001766268396 0,00007272205218
P | 0,00005899218024 0 Pss | 0,00001372987194 0,00007272205218
P17 | 0,00006292499226 0 Pss | 0,00000979705992 0,00007272205218
Pig | 0,00006685780427 0 Pses | 0,00000586424791 0,00007272205218
P | 0,00007079061629 0 Ps7 | 0,00000193143589 0,00007272205218
P2 | 0,00007272205218 0 Psg 0 0,00007272205218
P21 | 0,00007272205218 | 0,000003932812016 Pso 0 0,00006878924016
P2 | 0,00007272205218 | 0,000007865624032 Peo 0 0,00006485642815
P23 | 0,00007272205218 0,00001179843605 Pe1 0 0,00006092361613
P24 | 0,00007272205218 0,00001573124806 P62 0 0,00005699080412
P2s | 0,00007272205218 0,00001966406008 Pe3 0 0,00005305799210
P2 | 0,00007272205218 0,00002359687210 Pea 0 0,00004912518008
P27 | 0,00007272205218 0,00002752968411 Pes 0 0,00004519236807
P2g | 0,00007272205218 0,00003146249613 Pes 0 0,00004125955605
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P29 | 0,00007272205218 0,00003539530814 Pe7 0 0,00003732674404
P3p | 0,00007272205218 0,00003932812016 Pes 0 0,00003339393202
P31 | 0,00007272205218 0,00004326093218 Peo 0 0,00002946112000
P3> | 0,00007272205218 0,00004719374419 P70 0 0,00002552830799
P33z | 0,00007272205218 0,00005112655621 P71 0 0,00002159549597
P34 | 0,00007272205218 0,00005505936822 P72 0 0,00001766268396
P35 | 0,00007272205218 0,00005899218024 P73 0 0,00001372987194
Pz | 0,00007272205218 0,00006292499226 P74 0 0,00000979705992
P37 | 0,00007272205218 0,00006685780427 P75 0 0,00000586424791
P3g | 0,00007272205218 0,00007079061629 P76 0 0,00000193143589

Quadro 5.1 - Latitudes e longitudes oriundas da segmentacéo dos paralelos e meridianos

Usou-se o Sistema Geodésico de Referéncia de 1969 (SAD-69) que tem os

seguintes parametros para o elipséide: a = 6378160 m e f =1/298,25.

Para transformar as latitudes e longitudes dos pontos para coordenadas no

plano através da projecdo azimutal equivalente de Lambert foram usadas as
equacoes (3.4.3); (3.4.4); (3.4.5); (3.4.6); (3.4.7); (3.4.8); (3.4.9) e (3. 4.10).
No Quadro 5.2 estdo as coordenadas dos pontos no plano provenientes da

projecédo azimutal equivalente de Lambert.

R x(m) y(m) R x(m) Y(m)

P1 -231,9164426 -230,3636024 P39 231,9164414 230,3604165
P> -231,9164426 -205,4429060 Pao 231,9164415 205,4395798
P3 -231,9164426 -180,5222015 Pa1 231,9164416 180,5400449
P4 -231,9164425 -155,6208469 P42 231,9164417 155,6211597
Ps -231,9164425 -130,7020622 Pas 231,9164417 130,7003471
Ps -231,9164425 -105,7813336 Paa4 231,9164417 105,7795426
P+ -231,9164425 -80,86059710 Pas 231,9164418 80,85874590
Ps -231,9164425 -55,95921053 Pae 231,9164418 55,95731536
Po -231,9164425 -31,03845790 P47 231,9164419 31,03847050
P1o -231,9164424 -6,117697241 Pas 231,9164419 6,117697941
P11 -231,9164424 18,80113560 Pag 231,9164419 -18,80306660
P12 -231,9164424 43,72191222 Pso 231,9164420 -43,70446525
P13 -231,9164423 68,62333888 Ps1 231,9164420 -68,62521369
P14 -231,9164423 93,54413142 Ps2 231,9164420 -93,54595423
Pis -231,9164422 118,4649324 Ps3 231,9164420 -118,4647508
Pis -231,9164422 143,3857411 Ps4 231,9164420 -143,3854754
P17 -231,9164421 168,3026865 Pss 231,9164421 -168,2868338
Pis -231,9164421 193,2041530 Pse 231,9164421 -193,2075423
P19 -231,9164420 218,1249859 Ps7 231,9164421 -218,1282426
P2o -231,9164420 230,3604165 Psg 231,9164421 -230,3636024
P21 -206,8323377 230,3604164 Pso 206,8323377 -230,3636025
P22 -181,7482335 230,3604164 Peo 181,7482335 -230,3636025
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P23 -156,6641293 230,3604164 Pe1 156,6641292 -230,3636025
P24 -131,5800251 230,3604164 Pe2 131,5800249 -230,3636025
Pas -106,4959208 230,3604163 Pe3 106,4959206 -230,3636026
P26 -81,41181653 230,3604163 P4 81,41181623 -230,3636026
P27 -56,32771232 230,3604163 Pes 56,32771196 -230,3636026
P2s -31,24360805 230,3604163 Pes 31,24360762 -230,3636026
P29 -6,159503844 230,3604163 Pe7 6,159503351 -230,3636026
P30 18,92460043 230,3604163 Pes -18,92460099 -230,3636026
P31 44,00870470 230,3604163 Peo -44,00870532 -230,3636026
P32 69,09280890 230,3604163 P70 -69,09280960 -230,3636026
P33 94,17691317 230,3604163 P71 -94,17691393 -230,3636026
P34 119,2610174 230,3604164 P72 -119,2610182 -230,3636025
P3s 144,3451216 230,3604164 P73 -144,3451225 -230,3636025
P36 169,4292259 230,3604164 P74 -169,4292269 -230,3636025
P37 194,5133301 230,3604164 P75 -194,5133312 -230,3636025
Pas 219,5974343 230,3604164 P76 -219,5974354 -230,3636025

Quadro 5.2 — Coordenadas dos pontos no plano do poligono regular

area do poligono.

a equacao da area dos trapézios de Gauss.

i Ponto P yiXit1 (M2) Xi (M) yi (M) Xiyi1 (M?)
01 T -231,9164426 -230,3636024 | ---memeeee-
02 P2 53425,10717 -231,9164426 -205,4429060 47645,58792
03 Ps3 47645,58792 -231,9164426 -180,5222015 41866,06678
04 P4 41866,06676 -231,9164425 -155,6208469 36091,03321
05 Ps 36091,03319 -231,9164425 -130,7020622 30311,95729
06 Ps 30311,95729 -231,9164425 -105,7813336 24532,43057
07 P2 24532,43057 -231,9164425 -80,86059710 18752,90202
08 Ps 18752,90202 -231,9164425 -55,95921053 12977,86103
09 Pg 12977,86103 -231,9164425 -31,03845790 7198,328737
10 P1o 7198,328734 -231,9164424 -6,117697241 1418,79458
11 P11 1418,79458 -231,9164424 18,80113560 -4360,292481
12 P12 -4360,292481 -231,9164424 43,72191222 -10139,83034
13 P13 -10139,83033 -231,9164423 68,62333888 -15914,88062
14 P14 -15914,88061 -231,9164423 93,54413142 -21694,42217
15 Pis -21694,42215 -231,9164422 118,4649324 -27473,96566
16 P -27473,96565 -231,9164422 143,3857411 -33253,51094
17 P17 -33253,51092 -231,9164421 168,3026865 -39032,16025
18 P1s -39032,16025 -231,9164421 193,2041530 -44807,21976
19 P19 -44807,21974 -231,9164420 218,1249859 -50586,77066

A seguir aplicou-se a equacao da area dos trapézios de Gauss para calcular a

No Quadro 5.3 esta o calculo da medida da superficie para o poligono usando



20 P20 -50586,77064 -231,9164420 230,3604165 -53424,36817
21 P21 -47645,98346 -206,8323377 230,3604164 -53424,36815
22 P22 -41867,59875 -181,7482335 230,3604164 -47645,98344
23 P23 -36089,21406 -156,6641293 230,3604164 -41867,59875
24 P2a -30310,82937 -131,5800251 230,3604164 -36089,21406
25 P2s -24532,44465 -106,4959208 230,3604163 -30310,82936
26 P2s -18754,05995 -81,41181653 230,3604163 -24532,44465
27 P27 -12975,67526 -56,32771232 230,3604163 -18754,05995
28 P2s -7197,290557 -31,24360805 230,3604163 -12975,67526
29 P29 -1418,90587 -6,159503844 230,3604163 -7197,290557
30 P30 4359,478833 18,92460043 230,3604163 -1418,90587

31 P31 10137,86354 44,00870470 230,3604163 4359,478833
32 P32 15916,24822 69,09280890 230,3604163 10137,86354
33 Pa3 21694,63292 94,17691317 230,3604163 15916,24822
34 P34 27473,01762 119,2610174 230,3604164 21694,63293
35 P3s 33251,40232 144,3451216 230,3604164 27473,01763
36 P3s 39029,78703 169,4292259 230,3604164 33251,40232
37 Ps7 44808,17172 194,5133301 230,3604164 39029,78703
38 P3s 50586,55641 219,5974343 230,3604164 44808,16501
39 P39 53424,36801 231,9164414 230,3604165 50586,55643
40 Pao 53424,36806 231,9164415 205,4395798 47644,81627
41 Pa1 47644,81631 231,9164416 180,5400449 41870,20476
42 P42 41870,2048 231,9164417 155,6211597 36091,1056

43 Pas 36091,10561 231,9164417 130,7003471 30311,55943
44 Paa 30311,55943 231,9164417 105,7795426 24532,01512
45 Pas 24532,01514 231,9164418 80,85874590 18752,47306
46 Pas 18752,47264 231,9164418 55,95731536 12977,42147
47 Pa7 12977,42148 231,9164419 31,03847050 7198,331637
48 Pas 7198,33164 231,9164419 6,117697941 1418,794739
49 Pag 1418,794739 231,9164419 -18,80306660 -4360,740303
50 Pso -4360,740305 231,9164420 -43,70446525 -10135,78408
51 Ps1 -10135,78408 231,9164420 -68,62521369 -15915,31539
52 Ps2 -15915,31539 231,9164420 -93,54595423 -21694,84487
53 Ps3 -21694,84487 231,9164420 -118,4647508 -27473,92351
54 Psa -27473,92351 231,9164420 -143,3854754 -33253,44929
55 Pss -33253,4493 231,9164421 -168,2868338 -39028,48373
56 Pse -39028,48375 231,9164421 -193,2075423 -44808,0058
57 Ps7 -44808,0058 231,9164421 -218,1282426 -50587,52595
58 Pss -50587,52595 231,9164421 -230,3636024 -53425,10706
59 Pso -47646,64241 206,8323377 -230,3636025 -53425,10708
60 Peo -41868,17782 181,7482335 -230,3636025 -47646,64243
61 Pe1 -36089,71319 156,6641292 -230,3636025 -41868,17782
62 Pe2 -30311,24855 131,5800249 -230,3636025 -36089,71319
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63 Pes -24532,78392 106,4959206 -230,3636026 -30311,24857
64 Pea -18754,31928 81,41181623 -230,3636026 -24532,78393
65 Pes -12975,85465 56,32771196 -230,3636026 -18754,31928
66 Pes -7197,39001 31,24360762 -230,3636026 -12975,85465
67 Pe7 -1418,925382 6,159503351 -230,3636026 -7197,39001

68 Pes 4359,539262 -18,92460099 -230,3636026 -1418,925382
69 Peo 10138,0039 -44,00870532 -230,3636026 4359,539262
70 P70 15916,46853 -69,09280960 -230,3636026 10138,0039

71 P71 21694,93317 -94,17691393 -230,3636026 15916,46853
72 P72 27473,3978 -119,2610182 -230,3636025 21694,93317
73 P73 33251,86242 -144,3451225 -230,3636025 27473,39779
74 P74 39030,32708 -169,4292269 -230,3636025 33251,86242
75 P7s 44808,79171 -194,5133312 -230,3636025 39030,32708
76 P76 50587,25632 -219,5974354 -230,3636025 44808,79171
- P1 53425,1072 -231,9164426 -230,3636024 50587,2563

213700,1900

-213697,7117

76 76
S= %(Z YiXia = Y, xiyiﬂ} = %(213700,1900 — (- 213697,7117)) = 213698,9508m?
i=1 i=1

Quadro 5.3 — Célculo da area do poligono regular pelo modelo matemético
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5.1.1.2 Divisédo do quadrilatero elipsoidico regular na superficie da projecado azimutal

equivalente de Lambert

Conhecida a area do quadrilatero elipsoidico pelo modelo matematico

adotado; entdo, agora deve ser feita a divisdo do poligono proveniente da projecéo

azimutal equivalente de Lambert, ou seja, a divisdo do poligono no plano. Para se

fazer esté divisdo sera usado o método da equacéo da area dos trapézios de Gauss

em conjunto com a equacao da reta. No Quadro 5.4 esta a equacéo da superficie

dividida do quadrilatero elipsoidico regular.

i Ponto P yiXi+1 (M?) Xi (m) yi (m) Xiyi+1 (M?)
01 Pr | e -231,9164426 -230,3636024 | @ ---mee-eeee-
02 P2 53425,10717 -231,9164426 -205,4429060 47645,58792
03 P3 47645,58792 -231,9164426 -180,5222015 41866,06678
04 P4 41866,06676 -231,9164425 -155,6208469 36091,03321
05 Ps 36091,03319 -231,9164425 -130,7020622 30311,95729
06 Ps 30311,95729 -231,9164425 -105,7813336 24532,43057
07 P7 24532,43057 -231,9164425 -80,86059710 18752,90202
08 Ps 18752,90202 -231,9164425 -55,95921053 12977,86103




09 Po 12977,86103 -231,9164425 -31,03845790 7198,328737
10 P1o 7198,328734 -231,9164424 -6,117697241 1418,79458
11 P11 1418,79458 -231,9164424 18,80113560 -4360,292481
12 P12 -4360,292481 -231,9164424 43,72191222 -10139,83034
13 P13 -10139,83033 -231,9164423 68,62333888 -15914,88062
14 P14 -15914,88061 -231,9164423 93,54413142 -21694,42217
15 Pi1s -21694,42215 -231,9164422 118,4649324 -27473,96566
16 P16 -27473,96565 -231,9164422 143,3857411 -33253,51094
17 P17 -33253,51092 -231,9164421 168,3026865 -39032,16025
18 Pig -39032,16025 -231,9164421 193,2041530 -44807,21976
19 P1o -44807,21974 -231,9164420 218,1249859 -50586,77066
20 P2o -50586,77064 -231,9164420 230,3604165 -53424,36817
21 P21 -47645,98346 -206,8323377 230,3604164 -53424,36815
22 P22 -41867,59875 -181,7482335 230,3604164 -47645,98344
23 P23 -36089,21406 -156,6641293 230,3604164 -41867,59875
24 P24 -30310,82937 -131,5800251 230,3604164 -36089,21406
25 P2s -24532,44465 -106,4959208 230,3604163 -30310,82936
26 P26 -18754,05995 -81,41181653 230,3604163 -24532,44465
27 P27 -12975,67526 -56,32771232 230,3604163 -18754,05995
28 P2s -7197,290557 -31,24360805 230,3604163 -12975,67526
29 P2y -1418,90587 -6,159503844 230,3604163 -7197,290557
30 P77 230,3604163x77 X77 Y77 -6,159503844y77
31 Pes -18,92460099y7 -18,92460099 -230,3636026 -230,3636026x77
32 Peo 10138,0039 -44,00870532 -230,3636026 4359,539262
33 P70 15916,46853 -69,09280960 -230,3636026 10138,0039
34 P71 21694,93317 -94,17691393 -230,3636026 15916,46853
35 P72 27473,3978 -119,2610182 -230,3636025 21694,93317
36 P73 33251,86242 -144,3451225 -230,3636025 27473,39779
37 P74 39030,32708 -169,4292269 -230,3636025 33251,86242
38 P7s 44808,79171 -194,5133312 -230,3636025 39030,32708
39 P76 50587,25632 -219,5974354 -230,3636025 44808,79171
---- P 53425,1072 -231,9164426 -230,3636024 50587,2563
230,3604163x77 - -230,3636026x77 -
el 18,92460099y77 6,159503844y+7
+102491,1627 -105429,3431

39 39
S, = %{Z YiXis = D xinJ = 230,3620095x, — 6,382548573y,, +103.960,2529
i=1 i=1

Quadro 5.4 — Equacéo da area dividida do poligono regular
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No Quadro 5.3 encontra-se a quantidade de metros quadrados da area que

sera dividida (S = 213.698,9508m2) Mas, por hipotese, S, :2 portanto o seu valor

é conhecido (S, =106.849,4754m?)

5.1.1.3 Calculo da equacao da area objeto de divisao

Com as informacdes acima se encontra a equacao da area a ser dividida do
poligono.
106.849,4754 = 230,3620095x%,, —6,382548571y ., +103.960,2529;
230,3620095x,, — 6,38254871y,, +103.960,2529 —106.849,4754 = 0;

230,3620095x -, —6,38254871y.,, —2889,2225 =0.

5.1.1.4 Calculo da equacao da reta que passa pelo ponto da linha diviséria

Para determinar o coeficiente angular tomam-se as coordenadas dos pontos
Psz = (6,159503351; -230,3636026) e Pgg=(-18,92460099; -230,3636026). Assim

obtém-se:

tan\y _ Yo7 — Yes ,
X7 — Yes
tany -~ 230.3636026 - (-230,3636026)
v 6,159503351— (~18,92460099)

tany =0.
Para definir a equacao da reta tomam-se as coordenadas dos pontos Pgg=(-
18,92460099; -230,3636026) e de P77;. Assim obtém-se:

 —230,3636026 -y,
 ~18,92460099 - X,

0 =-230,3636026—y,;
—y., = 230,3636026;
y., = —230,3636026.
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5.1.1.5 Sistema de equacdes lineares

Como a ordenada do ponto P7; ja estd determinada e vale
y., =—230,3636026, entdo n&o ha necessidade de se resolver o sistema de
equacdes lineares.

Portanto,

230,3620095X,, — 6,38254871(- 230,3636026)— 2889,2225 = 0;
230,3620095x,, = 1418,915585;
X, = 615950342.

5.1.1.6 Verificacdo dos resultados pelo calculo da area da parcela

Efetua-se a verificacdo pelo calculo da area S;. No Quadro 5.5 estédo as

coordenadas do ponto P77 e a medida da superficie objeto de divisao.

i Ponto P yiXi+1 (M?) Xi (m) yi (m) XiYi+1 (M?)
01 T -231,9164426 -230,3636024 | ----ememee-
02 P2 53425,10717 -231,9164426 -205,4429060 47645,58792
03 P3 47645,58792 -231,9164426 -180,5222015 41866,06678
04 P4 41866,06676 -231,9164425 -155,6208469 36091,03321
05 Ps 36091,03319 -231,9164425 -130,7020622 30311,95729
06 Ps 30311,95729 -231,9164425 -105,7813336 24532,43057
07 P~ 24532,43057 -231,9164425 -80,86059710 18752,90202
08 Ps 18752,90202 -231,9164425 -55,95921053 12977,86103
09 Pg 12977,86103 -231,9164425 -31,03845790 7198,328737
10 P1o 7198,328734 -231,9164424 -6,117697241 1418,79458
11 P11 1418,79458 -231,9164424 18,80113560 -4360,292481
12 P12 -4360,292481 -231,9164424 43,72191222 -10139,83034
13 P13 -10139,83033 -231,9164423 68,62333888 -15914,88062
14 P14 -15914,88061 -231,9164423 93,54413142 -21694,42217
15 Pis -21694,42215 -231,9164422 118,4649324 -27473,96566
16 P -27473,96565 -231,9164422 143,3857411 -33253,51094
17 P17 -33253,51092 -231,9164421 168,3026865 -39032,16025
18 P1s -39032,16025 -231,9164421 193,2041530 -44807,21976
19 P19 -44807,21974 -231,9164420 218,1249859 -50586,77066
20 P20 -50586,77064 -231,9164420 230,3604165 -53424,36817
21 P21 -47645,98346 -206,8323377 230,3604164 -53424,36815
22 P22 -41867,59875 -181,7482335 230,3604164 -47645,98344




23 P23 -36089,21406 -156,6641293 230,3604164 -41867,59875
24 Pas -30310,82937 -131,5800251 | 230,3604164 ~36089,21406
25 P2s -24532,44465 -106,4959208 | 230,3604163 -30310,82936
26 P2e -18754,05995 -81,41181653 230,3604163 -24532,44465
27 P27 -12975,67526 -56,32771232 230,3604163 -18754,05995
28 P2s -7197,290557 -31,24360805 | 230,3604163 -12975,67526
29 Pao -1418,90587 -6,159503844 | 230,3604163 -7197,290557
30 P77 1418,905804 6,159503557 -230,3636026 1418,925496
31 Pes 4359,539262 -18,92460099 -230,3636026 -1418,92543
32 Peo 10138,0039 -44,00870532 -230,3636026 4359,539262
33 Pro 15916,46853 -69,09280960 | -230,3636026 10138,0039

34 P 21694,93317 -04,17691393 | -230,3636026 15916,46853
35 P72 27473,3978 -119,2610182 -230,3636025 21694,93317
36 P73 33251,86242 -144,3451225 -230,3636025 27473,39779
37 Pra 39030,32708 -169,4292269 | -230,3636025 33251,86242
38 Prs 44808,79171 -1045133312 | -230,3636025 39030,32708
39 Pz 50587,25632 -219,5974354 -230,3636025 44808,79171
-—-- P1 53425,1072 -231,9164426 -230,3636024 50587,2563

S [ — 108269,6078 -105429,3430

1 39 39
S, = 5[21: YiXig — ;Xiyi+1J =106.849,4754m?
= =

Foi satisfeita a verificagcao pela area.

5.1.1.7 Verificacdo dos resultados pelo calculo do azimute

Tem-se como condicao que Az, , = AZy; .

Para Az, o, tem-se: {

AX = Xeg — X47
Ay =VYes — y77,

AX = (~18,92460099) - 6,159503557;
Ay = (~230,3636026)— (- 230,3636026 )

AX = -25,08410455;

Ay =0.

Quadro 5.5 — Coordenadas do ponto P;; e valor da area objeto de divisédo

Mas Az, , =180° [1— %sgn(Ax)— %sgn(Ax)sgn(Ay)} + arctgi—;

Como Ay =0, entdo

98



99

A2, o =180°)1- (-1 2(-20)]

Az, ., =270°
AX = Xgg — Xe7.
AY =Yg — y67’
Ax = (~18,92460099)- 6,159503351,

Para Az, ., tem-se: {

Ay = (-230,3636026) — (- 230,3636026 )
AX = —25,08410434;
Ay =0.

1 1 A
Mas Az, :1800[1—Esgn(x)—Esgn(x)sgn(y)}+arctgA—;.

Como Ay =0, entéao

AZg o = 1800[1— %(_ 1)_%(_ 1)(0)}

AZg, o = 270°.

Foi satisfeita a verificacdo pelo azimute.
5.1.1.8 Verificagao dos resultados pelo calculo da distancia

Sabe-se que a formula da distancia entre dois pontos quaisquer P;=(X1,y1) €

P,=(X2,y2) no plano é dada por: d,_, = \/(xz —x, ) +(y, -y, ).
Entao:

d67—68 = d67—77 + d77—68;

2,

d67—68 = \/(X67 — Xgg )2 +(y67 _yes) J

der.es = +/(6159503351— (—18,92460099))° + (— 230,3636026 — (— 230,3636026 )
o7 os = 1 (2508410434);

dg, s = 25,08410434m;

2.

d67—77 = \/(X67 — X7 )2 + (y67 - y77) ’

Ay = /(6159503351 (6159503557 ) + (- 230,3636026 — (— 230,3636026 )’
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der 1y = /(- 206x107

dg, ,, =206x10"'m;

77 68 \/ 77 y77 y68 )2 ;

0,y e = +/(6,159503557 — (—18,92460099 ))? + (~ 230,3636026 — (— 230,3636026))*;
dy; s = 1/(2508410455)°;

d,, ¢ =25,08410455m.
Condicdo: dy, oz = dg,_,, +d,,_,l0go 2508410434 = 2,06x10" + 25,08410455.
Portanto, 25,08410434m = 25,08410476m (para truncamento na sexta casa

decimal).
Satisfez-se a verificagdo pela distancia.

Satisfizeram-se as condicbes quanto a area S;, ao azimute e a distancia.
Entdo o segmento de reta P,yP,, divide a area em partes iguais.

Fizeram-se uso das equacgbes (3.4.11), (3.4.12), (3.4.13), (3.4.14) e (3.4.15)
para calcular o problema inverso da projecéo azimutal equivalente de Lambert, ou
seja, para passar as coordenadas do plano da projecdo azimutal equivalente de
Lambert para as coordenadas geodésicas curvilineas. Entdo o ponto P;; tem como
coordenadas geodésicas curvilineas (0 rad; 0,00003732674405 rad). Usam-se as
equacbes (B.1), (B.2), (B.3), (B.4), (B.5) e (B.6) do Anexo B obtém-se as
coordenadas esféricas do ponto P;; que sdo (0,2030417500x10° rad;
0,00003732782482 rad).

Agora, transformam-se as coordenadas geodésicas curvilineas do ponto P77
para graus, minutos e segundos tem-se (0°0°0"; 0°0'7,699416556") e as
coordenadas esféricas deste mesmo ponto para graus, minutos e segundos tem-se
(0°0’0,04188036722"; 0°0'7,699416554").

5.1.2 Divisdo de uma parcela da gleba P6 de Serra
Agora toma-se um segundo exemplo, o qual € um caso geneérico, pois a

parcela em estudo situa-se na gleba P6 de Serra (INCRA, 1998b apud Moraes,
2001, p. 208).
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Suponha que a divisdo de uma parcela da Gleba P6 de Serra resulte em duas
parcelas, de modo que cada uma seja igual a 50% do total da superficie a dividir.

{

P Pas P

Figura 5.2 — Parcela da gleba Pé de Serra
Fonte: INCRA, 1998b apud Moraes, 2001, p. 208

5.1.2.1 Calculo da area da parcela

Neste caso aplicam-se as equacdes de Puissant.

Usa-se 0 problema geodésico direto de transporte de coordenadas para
calcular a latitude e longitude dos pontos onde foi segmentada a linha geodésica, ou
seja, aplicam-se as equacoes (3.4.19), (3.4.20), (3.4.21), (3.4.22), (3.4.23), (3.4.24),
(3.4.25), (3.4.26), (3.4.27), (3.4.28), (3.4.29), (3.4.30), (3.4.31), (3.4.32), (3.4.33),
(3.4.34) e (3.4.35).

Para o cdalculo do comprimento da geodésica e dos azimutes usa-se 0
problema geodésico inverso, ou seja, aplicam-se as equacdes (3.4.36), (3.4.37),
(3.4.38), (3.4.39), (3.4.40), (3.4.41) e (3.4.42).

No Quadro 5.6 estdo as latitudes e as longitudes, em radianos, dos pontos
oriundos da segmentacdo das linhas geodésicas. Essas coordenadas estdo

referenciadas no SAD-69.

P Latitude (q;) Longitude (%;) P Latitude (¢;) Longitude (%;)
P1 0,4140991683 0,8896404499 Pao 0,4141277885 0,8897412670
P> 0,4140960185 0,8896403299 Pa1 0,4141309396 0,8897413349
P3 0,4140928688 0,8896402098 P42 0,4141340907 0,8897414029
P4 0,4140897190 0,8896400898 Pas 0,4141372417 0,8897414708
Ps 0,4140865692 0,8896399697 Paa4 0,414103928 0,8897415387
Pe 0,4140834195 0,8896398497 Pas 0,4141435439 0,8897416066
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P+ 0,4140802697 0,8896397297 Pae 0,4141466950 0,8897416746
Ps 0,4140771199 0,8896396096 Pa7 0,4141498461 0,8897417425
P9 0,4140739702 0,8896394896 Pag 0,4141529972 0,8897418104
P10 0,4141265831 0,8896414947 Pag 0,4140865692 0,8897406623
P11 0,4141265417 0,8896380716 Pso 0,4140997559 0,8897440856
P12 0,4141265002 0,8896346485 Ps1 0,4140997753 0,8897475089
P13 0,414126458 0,889631225 Ps2 0,4140997946 0,8897509321
P14 0,4141264174 0,8896278023 Ps3 0,4140998139 0,8897543554
Pis 0,4141263759 0,8896243793 Psa 0,4140998333 0,8897577787
P16 0,4141263345 0,8896209562 Pss 0,4140998526 0,8897612020
P17 0,4141262930 0,8896175331 Pse 0,4140998719 0,8897680486
Pis 0,4141262516 0,8896141100 Ps7 0,4140998912 0,8897680486
P19 0,4141262101 0,8896106869 Psg 0,4140999105 0,8897714718
P2o 0,414126186 0,8896072638 Pso 0,4140999298 0,8897748951
P21 0,4141261272 0,8896038407 Peo 0,4140999491 0,8897783184
P22 0,4141260857 0,8896004176 Pe1 0,4140999684 0,8897817417
P23 0,4141260442 0,8895969945 Pe2 0,4140999877 0,8897851650
P2s 0,4141260027 0,8895935715 Pe3 0,4141000070 0,8897885882
P2s 0,4141259612 0,8895901484 P4 0,4141000263 0,8897920115
P2s 0,4141259197 0,8895867253 Pes 0,4141000455 0,8897954348
P27 0,4141258782 0,8895833022 Pes 0,4141000648 0,8897988581
Pag 0,4141258367 0,8895798791 Pe7 0,4141000841 0,8898022814
P29 0,4141257952 0,8895764560 Pes 0,4141001033 0,8898057047
P30 0,4141257537 0,8895730329 Peo 0,4141001226 0,8898091279
P31 0,4141257122 0,8895696098 P70 0,4141001419 0,8898125512
P32 0,4141256707 0,8895661867 P71 0,4141001611 0,8898159745
P33 0,4141256292 0,8895627637 P72 0,4141001804 0,8898193978
P34 0,4141255876 0,8895593406 P73 0,4141001996 0,8898228211
P3s 0,41411255461 0,8895559175 P74 0,4141002188 0,8898262443
P36 0,4141255046 0,8895524944 P75 0,4141002381 0,8898296676
P37 0,4141254630 0,8895490713 P76 0,4141002573 0,8898330909
P3s 0,4141254215 0,8895456482 P77 0,4141002765 0,8898365142
P39 0,4141253799 0,8895422251 P7g 0,4141002957 0,8898399375

Quadro 5.6 — Latitudes e longitudes do caso real

Para transformar as latitudes e as longitudes dos pontos em coordenadas da
projecdo azimutal equivalente de Lambert usam-se as equacdes (3.4.3); (3.4.4);
(3.4.5); (3.4.6); (3.4.7); (3.4.8); (3.4.9) e (3.4.10).

No Quadro 5.7 estdo as coordenadas dos pontos no plano provenientes da

projecédo azimutal equivalente de Lambert.
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R x(m) y(m) R x(m) y(m)
P1 -295,6102989 -88,46217846 Pao 293,3836642 93,13922127
P> -296,3117748 -108,4503624 Pa1 293,7799434 113,1375893
P3 -297,0138368 -128,4385463 Pa> 294,1768057 133,1327748
P4 -297,7153165 -148,4260937 Pa3 294,5730828 153,1273237
Ps -298,4173824 -168,4180967 Paa4 294,9693588 173,1231457
Ps -299,1188659 -188,4062806 Pas 295,3656337 193,1176947
P7 -299,8203515 -208,3970106 Pae 295,7624916 213,1160627
Ps -300,5224231 -228,3832850 P47 296,1587639 233,1316164
Po -301,2239124 -248,3714689 Pag 296,5550355 253,1242559
P10 -289,5028652 85,49542607 Pag 289,8544531 -84,86783159
P11 -309,5012009 85,23573180 Pso 309,8541831 -84,73098290
P12 -329,4995374 84,97603753 Ps1 329,8539132 -84,61704840
P13 -349,4978746 84,71634327 Ps2 349,8530588 -84,50311391
P14 -369,4962126 84,45410298 Ps3 369,8527878 -84,36944774
Pis -389,4939669 84,19504522 Psa 389,8525170 -84,25487674
P16 -409,4923069 83,91434627 Pss 409,8522453 -84,12121058
P17 -429,4906474 83,65465208 Pse 449,8517054 -84,00663958
Pis -449,4889877 83,39495774 Ps7 449,8517017 -83,87233698
P1o -469,4873298 83,13335403 Psg 469,8508453 -83,75967550
P2o -489,4856720 82,87302326 Pso 489,8505722 -83,62346331
P21 -509,4840150 82,61396550 Peo 509,8502995 -83,51143833
P2 -529,4823587 82,35427123 Pe1 529,8500263 -83,39495782
P23 -549,4807030 82,09457697 Pe2 549,8497520 -83,26129165
P24 -569,4784639 81,83297318 Pes3 569,8488941 -83,14672065
P2s -589,4768105 81,54972821 P4 589,8486191 -83,01178147
P26 -609,4751571 81,29003395 Pes 609,8483448 -82,90102951
P27 -629,4735045 81,03033968 Pes 629,8480691 -82,76418081
Pag -649,4718525 80,77128192 Pe7 649,8477942 -82,64960981
P29 -669,4702009 80,50967814 Pes 669,8475173 -82,51658015
P30 -689,4685504 80,24998387 Peo 689,8466575 -82,40137264
Pa1 -709,4662585 93,15322448 P70 709,8463814 -82,28552863
P32 -729,4652523 79,73123193 P71 729,8461052 -82,15313557
P33 -749,4630193 79,46899164 P72 749,8458278 -82,03729156
P34 -769,4613727 79,18892920 P73 769,8455500 -81,90553491
P3s -789,4597259 78,92923493 P74 789,8446885 -81,79096391
P36 -809,4580798 78,66826765 P7s 809,8444098 -81,65475172
P37 -829,4564339 78,40793688 P76 829,8441314 -81,54272674
P3g -849,4547893 78,14696960 P77 849,8438520 -81,40587805
P39 -869,4531454 77,88663883 P7s 869,8435728 -81,29130705

Quadro 5.7 — Coordenadas dos pontos no plano do caso real

A seguir aplica-se a equacao dos trapézios de Gauss para calcular a area do

poligono. O célculo da superficie para o poligono em que se aplica a equacdo dos

trapézios de Gauss esta no Quadro 5.8.



i Ponto P YiXi+1 (M?) Xi (m) yi (m) Xiyi+1 (M?)
01 Pi | e -295,6102989 -88,46217846 | = -
02 P> 26212,38510 -296,3117748 -108,4503624 32059,04404
03 P3 32211,25824 -297,0138368 -128,4385463 38057,85361
04 Pa 38238,12246 -297,7153165 -148,4260937 44084,60357
05 Ps 44292,92636 -298,4173824 -168,4180967 50140,64696
06 Ps 50377,03008 -299,1188659 -188,4062806 56223,70908
07 P7 56488,03727 -299,8203515 -208,3970106 62335,47747
08 Ps 62627,97459 -300,5224231 -228,3832850 68473,95679
09 Py 68794,50663 -301,2239124 -248,3714689 74641,19566
10 P10 71904,25188 -289,5028652 85,49542607 -25753,26673
11 P11 -26460,93704 -309,5012009 85,23573180 -24675,98857
12 P12 -28085,13420 -329,4995374 84,97603753 -26300,18566
13 P13 -29698,94451 -349,4978746 84,71634327 -27913,99592
14 P14 -31302,36798 -369,4962126 84,45410298 -29516,52949
15 Pis -32894,36359 -389,4939669 84,19504522 -31109,75033
16 Pie -34477,22330 -409,4923069 83,91434627 -32684,13161
17 P17 -36040,42691 -429,4906474 83,65465208 -34255,93646
18 Pis -37601,84488 -449,4889877 83,39495774 -35817,35439
19 P1o -39152,87603 -469,4873298 83,13335403 -37367,52715
20 P20 -40692,58566 -489,4856720 82,87302326 -38907,83440
21 P21 -42222,48063 -509,4840150 82,61396550 -40438,35242
22 P22 -43742,63731 -529,4823587 82,35427123 -41958,18476
23 P23 -45252,08285 -549,4807030 82,09457697 -43467,63025
24 P2a -46751,09359 -569,4784639 81,83297318 -44965,63963
25 P2s -48238,64002 -589,4768105 81,54972821 -46440,81395
26 P26 -49702,53341 -609,4751571 81,29003395 -47918,58994
27 P27 -51169,92255 -629,4735045 81,03033968 -49385,97901
28 P2s -52626,92482 -649,4718525 80,77128192 -50843,38189
29 P29 -54073,96633 -669,4702009 80,50967814 -52288,76981
30 P30 -55508,89108 -689,4685504 80,24998387 -53724,97282
31 Pa1 -56934,65580 -709,4662585 93,15322448 -64226,21865
32 P32 -67952,04040 -729,4652523 79,73123193 -56566,61880
33 P33 -59755,60981 -749,4630193 79,46899164 -57969,86804
34 Pas -61148,31939 -769,4613727 79,18892920 -59349,17397
35 P3s -62516,47034 -789,4597259 78,92923493 -60732,99746
36 P36 -63889,90695 -809,4580798 78,66826765 -62105,42902
37 Ps7 -65251,90075 -829,4564339 78,40793688 -63467,93803
38 Pss -66603,99750 -849,4547893 78,14696960 -64819,50672
39 P39 -67945,12852 -869,4531454 77,88663883 -66161,17838
40 Pao 22850,66749 293,3836642 93,13922127 -80980,18889
41 Pa1 27362,43515 293,7799434 113,1375893 33192,72051
42 Pa2 33282,45462 294,1768057 133,1327748 39111,73905
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43 Pas 39217,33189 294,5730828 153,1273237 45046,50695
44 Paa 45167,86849 294,9693588 173,1231457 50997,41873
45 Pas 51134,62764 295,3656337 193,1176947 56963,80258
46 Pas 57116,97056 295,7624916 213,1160627 62947,16091
47 Pa7 63116,18970 296,1587639 233,1316164 68951,58774
48 Pas 69136,35478 296,5550355 253,1242559 74964,96674
49 Pag 73369,19276 289,8544531 -84,86783159 -25167,98281
50 Pso -26296,65263 309,8541831 -84,73098290 -24559,65271
51 Ps1 -27948,84628 329,8539132 -84,61704840 -26218,94641
52 Ps2 -29603,53321 349,8530588 -84,50311391 -27873,68280
53 Pss3 -31253,71226 369,8527878 -84,36944774 -29516,90936
54 Psa -32891,64156 389,8525170 -84,25487674 -31161,90105
55 Pss -34532,05041 409,8522453 -84,12121058 -32794,86568
56 Pse -37842,07004 449,8517054 -84,00663958 -34430,30985
57 Ps? -37790,52977 449,8517017 -83,87233698 -37730,11383
58 Psg -39407,48843 469,8508453 -83,75967550 -37679,43256
59 Pso -41029,72497 489,8505722 -83,62346331 -39290,55492
60 Pso -42635,44781 509,8502995 -83,51143833 -40908,12585
61 Pe1 -44248,53780 529,8500263 -83,39495782 -42518,94422
62 Pe2 -45854,69688 549,8497520 -83,26129165 -44115,99757
63 Pe3 -47446,35497 569,8488941 -83,14672065 -45718,20373
64 Pea -49043,97836 589,8486191 -83,01178147 -47304,17187
65 Pes -50624,59753 609,8483448 -82,90102951 -48899,05778
66 Pes -52215,05336 629,8480691 -82,76418081 -50473,59868
67 Pe7 -53784,12034 649,8477942 -82,64960981 -52056,69715
68 Pes -55362,63594 669,8475173 -82,51658015 -53623,21760
69 Pso -56923,78700 689,8466575 -82,40137264 -55196,35489
70 P70 -58492,31619 709,8463814 -82,28552863 -56764,39689
71 P71 -60055,77258 729,8461052 -82,15313557 -58316,10601
72 P72 -61602,18595 749,8458278 -82,03729156 -59874,59773
73 P73 -63156,04384 769,8455500 -81,90553491 -61416,52363
74 P74 -64692,65171 789,8446885 -81,79096391 -62966,40960
75 P7s -66237,95489 809,8444098 -81,65475172 -64494,57194
76 P76 -67760,71652 829,8441314 -81,54272674 -66036,92141
77 P77 -69298,58500 849,8438520 -81,40587805 -67554,19016
78 P7s -70810,37981 869,8435728 -81,29130705 -69084,91752
----- P1 24030,54758 -295,6102989 -88,46217846 -76948,25737
Sl B -1859604,840 |  ---mmemmemmmmmemem | e -2064617,159

78 78
S- %(z YiXia =Y xiyiﬂ} ~ 102506,1595m?
i=1 i=1

Quadro 5.8 — Célculo da area do caso real pelo modelo matematico
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5.1.2.2 Divisao da parcela na superficie projecdo azimutal equivalente de Lambert

Como se fez anteriormente no modelo tedrico, ou seja, conhecida a area do
poligono elipséidico pelo modelo matematico adotado, entdo se faz a divisdo do
poligono proveniente das coordenadas da projecdo azimutal equivalente de
Lambert, ou seja, a divisdo do poligono no plano. Com a finalidade de se fazer esta
divisdo usa-se o0 método da equacgdo da area dos trapézios de Gauss em conjunto

com a equacédo da reta. No Quadro 5.9 encontra-se a equacao da area dos trapézios

gue da origem a superficie dividida.

i Ponto P YiXi+1 (M?2) Xi (m) yi (m) Xiyi+1 (M?)
01 P | e -295,6102989 -88,46217846 | = --mememememeee-
02 P2 26212,38510 -296,3117748 -108,4503624 32059,04404
03 P3 32211,25824 -297,0138368 -128,4385463 38057,85361
04 P4 38238,12246 -297,7153165 -148,4260937 44084,60357
05 Ps 44292,92636 -298,4173824 -168,4180967 50140,64696
06 Ps 50377,03008 -299,1188659 -188,4062806 56223,70908
07 Pz 56488,03727 -299,8203515 -208,3970106 62335,47747
08 Ps 62627,97459 -300,5224231 -228,3832850 68473,95679
09 P9 68794,50663 -301,2239124 -248,3714689 74641,19566
10 P1o 71904,25188 -289,5028652 85,49542607 -25753,26673
11 Pu -26460,93704 -309,5012009 85,23573180 -24675,98857
12 P12 -28085,13420 -329,4995374 84,97603753 -26300,18566
13 P13 -29698,94451 -349,4978746 84,71634327 -27913,99592
14 P14 -31302,36798 -369,4962126 84,45410298 -29516,52949
15 Pis -32894,36359 -389,4939669 84,19504522 -31109,75033
16 P16 -34477,22330 -409,4923069 83,91434627 -32684,13161
17 P17 -36040,42691 -429,4906474 83,65465208 -34255,93646
18 Pig -37601,84488 -449,4889877 83,39495774 -35817,35439
19 P19 -39152,87603 -469,4873298 83,13335403 -37367,52715
20 P20 -40692,58566 -489,4856720 82,87302326 -38907,83440
21 P21 -42222,48063 -509,4840150 82,61396550 -40438,35242
22 P22 -43742,63731 -529,4823587 82,35427123 -41958,18476
23 P23 -45252,08285 -549,4807030 82,09457697 -43467,63025
24 P24 -46751,09359 -569,4784639 81,83297318 -44965,63963
25 P2s -48238,64002 -589,4768105 81,54972821 -46440,81395
26 P26 -49702,53341 -609,4751571 81,29003395 -47918,58994
27 P79 81,29003395x%79 X79 Y79 -609,4751571y79
28 Pes 629,8480691y79 629,8480691 -82,76418081 -82,76418081x79
29 Pe7 -53784,12034 649,8477942 -82,64960981 -52056,69715
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30 Pes -55362,63594 669,8475173 -82,51658015 -53623,21760
31 Peo -56923,78700 689,8466575 -82,40137264 -55196,35489
32 P -58492,31619 709,8463814 -82,28552863 -56764,39689
33 P71 -60055,77258 729,8461052 -82,15313557 -58316,10601
34 P72 -61602,18595 749,8458278 -82,03729156 -59874,59773
35 P73 -63156,04384 769,8455500 -81,90553491 -61416,52363
36 P -64692,65171 789,8446885 -81,79096391 -62966,40960
37 P75 -66237,95489 809,8444098 -81,65475172 -64494,57194
38 P76 -67760,71652 829,8441314 -81,54272674 -66036,92141
39 P77 -69298,58500 849,8438520 -81,40587805 -67554,19016
40 Prs -70810,37981 869,8435728 -81,29130705 -69084,91752
----- P, 24030,54758 -295,6102989 -88,46217846 -76948,25737
81,29003395x79 -82,76418081x79
e +629,8480691y79 -609,4751571y7o
-885316,2813 -987808,3861
40 40
S, = %[Z YiXi — ZXinJ = 82,02710738X 4 + 619,6616131y 4 + 51246,0524
i=1 i=1

seréa dividida (S = 102506,1585m2) Mas, por hipotese, S, ==

Quadro 5.9 — Equacéo da area dividida do caso real

No Quadro 5.8 encontra-se a quantidade de metros quadrados da area que

é conhecido (Sl = 51253,07925m2)

5.1.2.3 Célculo da equacgédo da area objeto de divisdo

portanto, o seu valor

Com as informacdes acima se obtém a equacao da area a ser dividida do

poligono.

51253,07925 =82,02710738 Xx,4 +619,6616131 y., +51246,0524;

82,02710738 X, +619,6616131y.,, +51246,0524 — 51253,07925 = 0;

82,02710738 X,4 +619,6616131y.,, —7,02685 = 0.

5.1.2.4 Calculo da equacao da reta que passa pelo ponto da linha diviséria

O

coeficiente

angular

da reta

que

passa

pelos  pontos

P, =(609,8483448;-82,90102951) e P, = (629,8480691-82,76418081) é dado por:
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tany = Yes ~Yes ’

Xe5 — Xgg

~ —82,90102951— (- 82,76418081)

tany = ;
609,8483448 — (629,8480691)
~ 01368487
tan \If = y
~19,9997243

tany = 6,842529324x10°°,
v =0,392041933° = 6,842422537x10 *rad.
A equago da reta que passa pelos pontosP,, = (629,8480691-82,76418081)
e de P,, € dada por:

82764189081y,
629,8480691-X,,

6,842529324x10°° =

4,309753883 — 6,842529324x10 X, = —82,764189081—y.,;

Y., = 6,842529324x10°x., —87,07394296.

5.1.2.5 Sistema de equacgdes lineares

Havera um sistema de equacdes lineares, pois as coordenadas do ponto P
nao sao conhecidas. Entdo:

82,02710738x%,4 +619,6616131y,, = 7,02685
—6,842529324x107° X, +Y,, = —87,07394296

Matricialmente:

82,02710738 619,6616131 7,02685
= 5 , 0 vetor b=
—-6,842529324x10 1 —87,07394296

X
vetor x :[ & J
Y79

Sabe-se que Ax =h. Agora pré-multiplica-se ambos os membros por A™" e
obtém-se: A"Ax =A"b. Mas AA "' =1, entdo Ix=A"b, logo x =A"'b.

Portanto,

X7 ) 82,02710738 619,6616131) 7,02685
Yoo | -6,842529324x10°2 1 —87,07394296



|

X
y

) [ 6255382317
o) \—8279367927 )

5.1.2.6 Verificacéo dos resultados pelo célculo da area da parcela
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Aplica-se a equacgdo dos trapézios de Gauss para obter a area S;. No Quadro

5.10 estdo as coordenadas do ponto P-g e a medida da superficie objeto de divisao.

i Ponto P yiXi+1 (M?) Xi (M) yi (m) Xiyi+1 (M?)
01 P | - -295,6102989 -88,46217846 | = ----------mmoe-
02 P> 26212,38510 -296,3117748 -108,4503624 32059,04404
03 P3 32211,25824 -297,0138368 -128,4385463 38057,85361
04 P4 38238,12246 -297,7153165 -148,4260937 44084,60357
05 Ps 44292,92636 -298,4173824 -168,4180967 50140,64696
06 Pe 50377,03008 -299,1188659 -188,4062806 56223,70908
07 P7 56488,03727 -299,8203515 -208,3970106 62335,47747
08 Pg 62627,97459 -300,5224231 -228,3832850 68473,95679
09 P9 68794,50663 -301,2239124 -248,3714689 74641,19566
10 P1o 71904,25188 -289,5028652 85,49542607 -25753,26673
11 P11 -26460,93704 -309,5012009 85,23573180 -24675,98857
12 P12 -28085,13420 -329,4995374 84,97603753 -26300,18566
13 P13 -29698,94451 -349,4978746 84,71634327 -27913,99592
14 P14 -31302,36798 -369,4962126 84,45410298 -29516,52949
15 Pis -32894,36359 -389,4939669 84,19504522 -31109,75033
16 P16 -34477,22330 -409,4923069 83,91434627 -32684,13161
17 P17 -36040,42691 -429,4906474 83,65465208 -34255,93646
18 Pig -37601,84488 -449,4889877 83,39495774 -35817,35439
19 Pig -39152,87603 -469,4873298 83,13335403 -37367,52715
20 P20 -40692,58566 -489,4856720 82,87302326 -38907,83440
21 P21 -42222,48063 -509,4840150 82,61396550 -40438,35242
22 P22 -43742,63731 -529,4823587 82,35427123 -41958,18476
23 P23 -45252,08285 -549,4807030 82,09457697 -43467,63025
24 P2s -46751,09359 -569,4784639 81,83297318 -44965,63963
25 P2s -48238,64002 -589,4768105 81,54972821 -46440,81395
26 P26 -49702,53341 -609,4751571 81,29003395 -47918,58994
27 P79 50850,02409 625,5382317 -82,79367927 50460,69068
28 Pss -52147,43902 629,8480691 -82,76418081 -51772,15931
29 Pes7 -53784,12034 649,8477942 -82,64960981 -52056,69715
30 Pes -55362,63594 669,8475173 -82,51658015 -53623,21760
31 Pso -56923,78700 689,8466575 -82,40137264 -55196,35489
32 P70 -58492,31619 709,8463814 -82,28552863 -56764,39689




33 P71 -60055,77258 729,8461052 -82,15313557 -58316,10601
34 P72 -61602,18595 749,8458278 -82,03729156 -59874,59773
35 P73 -63156,04384 769,8455500 -81,90553491 -61416,52363
36 P74 -64692,65171 789,8446885 -81,79096391 -62966,40960
37 P7s -66237,95489 809,8444098 -81,65475172 -64494,57194
38 P76 -67760,71652 829,8441314 -81,54272674 -66036,92141
39 P77 -69298,58500 849,8438520 -81,40587805 -67554,19016
40 P7s -70810,37981 869,8435728 -81,29130705 -69084,91752
----- P1 24030,54758 -295,6102989 -88,46217846 -76948,25737

-886613,6961

989119,8547

40 40
Sl = %[zxiyhl - Zyixi+1] = 51253’07925m2
i=1 i=1

Quadro 5.10 — Coordenadas do ponto P;9 e valor da area objeto de divisao

Foi satisfeita a verificagcao pela area.

5.1.2.7 Verificacdo dos resultados pelo calculo do azimute

Tem-se como condicdo que Az, . =AZ,, .

Para Az,y ., tem-se:

Mas Az, , = 1800[1— %sgn(x)— %sgn(x)sgn(y)}

Para Az, ., tem-se:

Ax =609,8483448 - 605,1451300;

{Ax = Xgg — X7g
Ay =Yes ~ Y7o

Ay = (-82,90102951) - (- 82,92707439)
AX = 4,7032148;
Ay = 0,02604488.

AZ,g o = 1800{

1-20)- %(1)(1)} + arctg

+ arctg%, entao

Yy

47032148
0,02604488°

Az, . =89,68271778° =1565258707rad.

{AX = Xgs ~ Xga
Ay =Ye5 ~ Year

110
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Ax = 609,8483448 — 589,8486191;
Ay = (- 82,90102951) - (- 83,01178147),
Ax =19,9997257;

Ay =0,11075196.

Mas Az, , = 1800[1— %sgn(x)—%sgn(x)sgn(y)} + arctgﬁ—; entéo

19,9997257

A -180°|1-=(1)-=(1)1 2IIE9E9
Zo4-65 80{ () ()()} +arcig 011075196’

Az, .. =89,6827179° =1565258709rad.

Condigdo: Az, . =Az, . logo 89,6827179° =89,68271778° (para

truncamento na sexta casa decimal).

Foi satisfeita a verificacdo pelo azimute.
5.1.2.8 Verificagao dos resultados pelo céalculo da distancia

Sabe-se que a equacao da distancia entre dois pontos quaisquer P, = (xl,yl)

e P, =(X,,y,) no plano & dada por: d, , =+/(x, —x,)* +(y, -y, ).
Entéo:
Oesos =ea79 + U7g gs;

d64—65 = \/(X64 — X5 )2 + (y64 —Yes )2 ,

Uys o5 = /(589,8486191 - 609,8483448 ) +(—83,01178147 — (- 82,90102951)) ;

gy s =/399,9890281+1226599664x10 2;
d, s = 20,00003235m.

2.
64 79 —\/ Xeq ~ 79 y64 y79) ’

s re = /(589,8486191- 6051451300)° + (- 8301178147 — (- 82,92707439))’;

d, ., =+/233,9832457 +7,175289402x10 3
dg, ., =15,29674544m.

d79—65 = \/(X79 — X5 )2 + (y79 ~Yes )2;
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Oyy e = /(6051451300 — 609,8483448)” + (- 82,92707439 — (- 82,90102951));

dyg o5 = 1/2212022945 + 6,783357742x10 *;
d.g o = 4,703286913m.
Condicao:
gy o5 =gy 79 + g 65
logo
20,00003235 =15,29674544 + 4,703286913.
Portanto 20,00003235m = 20,00003235m.

Satisfez-se a verificacdo pela distancia.

Satisfizeram-se as condigfes quanto & area S;, ao azimute e a distancia
entdo o segmento de reta P,,P,, divide a area em partes iguais.

Fizeram-se uso das equacbes (3.4.11), (3.4.12), (3.4.13), (3.4.14) e (3.4.15)
para calcular o problema inverso da projecéo azimutal equivalente de Lambert, ou
seja, para passar as coordenadas do plano da projecao azimutal equivalente de
Lambert para as coordenadas geodésicas curvilineas. Entdo o ponto P79 tem como
coordenadas geodésicas curvilineas (0,4141000609 rad; 0,8897981204 rad).
Aplicam-se as equagdes (B.1), (B.2), (B.3), (B.4), (B.5) e (B.6) do Anexo B e obtém-
se as coordenadas esféricas do ponto P79 que sédo (0,4141001127 rad;
0,8897982984 rad).

As coordenadas geodésicas curvilineas do ponto P79 em graus, minutos e
segundos sao (23°43'34,26882845";,50°58'54,03690334") e as coordenadas
esféricas deste mesmo ponto em graus, minutos e segundos Ss&o
(23°43'34,28246255";50°58'54,07361847").

5.2 Analise de resultados
Usaram-se dois casos para se determinar a area, um deles é um caso teorico

chamado de quadrilatero elipsoidico regular e outro um caso pratico que € de um

quadrilatero qualquer.
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Area (m?2)
Segmentacao p=15m p=20 m p=25m
Quadrilatero elipséidico | -------------- 213698,9506 | 213698,9508
Quadrilatero irregular 102718,602 | 102506,1600 | 111383,9800

Quadro 5.11 - Areas dos quadrilateros e respectivos passos

O quadrilatero elipsédico regular teve a sua area determinada por equacao
matematica e obteve como resultado o valor S = 213.700,6786m?>.

A mesma &rea do quadrilatero foi determinada pelo método da projecédo azimutal

equivalente de Lambert para o passo p =25m usado para segmentar os meridianos e
os paralelos obteve-se o valor S =213.698,9508m?. Ja para o passo p =20m usado

para segmentar meridianos e paralelos obteve-se o valor de S =213.698,9506m”.Ja

gue a diferenca das areas calculadas com os passos de p=20m e p =25m € minima,
entdo, se optou apresentar os resultados em fungcéo do passo p =25m, pois se tem
menos pontos do que no passo p =20m.

Agora em relacdo ao caso de um quadrilatero irregular se obteve como
resultados os explicitados no Quadro 5.11.

No Quadro 5.11 as diferencas de area em relacdo aos passos ndo obedecem
uma funcdo matematica. Ao segmentar linhas geodésicas criam-se pontos adicionais
com o objetivo de melhorar a representacdo da superficie, entdo o erro de medida de
superficie € menor a medida que diminui o passo usado na segmentacao dos lados.

Portanto, o passo de 15 m é o que melhor representa a superficie e a medida de
superficie para este passo € de 102.718,602 m2.

Escolheu-se para se fazer o calculo da divisdo de superficie a area, a qual tem
origem na segmentagcdo de 20 m, foi a que mais se aproximou da area calculada.
Conforme Moraes (2001) a area calculada da parcela da gleba P6 de Serra € de
S=101.55110m>. A éarea da parcela da gleba P6 de Serra foi calculada usando a
metodologia em Danielsen (1989).

Na&o foi possivel se efetuar o célculo da propagacgédo das covariancias porque ndo
se forneceu a matriz variancia-covariancia das coordenadas geodésicas curvilineas.

Partiu-se com as coordenadas geodésicas curvilineas conhecidas (latitude e
longitude) e fez-se a segmentacéo dos lados mediante a criagdo de pontos adicionais

para apos efetuar a conversdo das coordenadas de todos os pontos para a projecao
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azimutal equivalente de Lambert. Depois foi calculada a area do poligono plano pelo
método da equacédo da area dos trapézios de Gauss.

Fez-se a converséo das coordenadas do plano da projecéo azimutal equivalente
de Lambert para o elipséide, ou seja, foi calculado as coordenadas geodésicas
curvilineas do ponto que pertencia a linha diviséria e do qual ndo se conhecia as suas
coordenadas geodeésicas curvilineas.

Numa outra etapa foi calculada a area resultante da divisdo do poligono pelo
método da equacdo da area dos trapézios de Gauss em conjunto com a equacgéo da
reta no plano. Depois, converteram-se as coordenadas dos pontos extremos da reta
divisoria para coordenadas geodésicas curvilineas.

Portanto, o modelo matematico proposto satisfaz o que prescreve a norma legal
em relacdo a acdo de divisdo e demarcacdo de terras particulares, ou seja, permite
obter o calculo de cada area resultante de uma diviséo de superficie no elipsoide, o que
requer a obtencdo das coordenadas curvilineas elipsoidais (latitude e longitude) dos
pontos que delimitam estas superficies menores oriundas da superficie maior.

Conclui-se que os fundamentos do calculo de medida de superficie ajudam no
efetivo cumprimento do artigo 3° da Lei n° 10.267/2001, a qual altera o artigo 176,
inciso Il, item 3, alinea a, da Lei de Registros Publicos (Lei n°. 6.015/1973) e acrescenta
a este mesmo artigo ao paragrafos 3° e 4°.

Também elaborou-se o célculo em coordenadas esféricas para fins de
comparacao e verificou-se que os valores sdo proximos, mas ndo exatamente iguais
aos encontrados para as coordenadas curvilineas devido a pequenas diferengas entre
as equacdes matematicas.

A diferenga entre as latitudes e longitudes da esfera e do elipsdide no

quadrilatero elipséidico € A, = Qegera — Peripssice =0°0'0,04188" e a diferenca entre as

latitudes e as longitudes da esfera e do elipsdide na gleba PO de Serra é

Ay = Pestera — Peipssice = 0°0'0,0136341" € A, =Negrera — Agipssice =0°0'0,03671513".
Como a diferengca em graus, minutos e segundos ocorre na ordem do segundo, ou seja,
a partir da segunda casa do segundo, ela é bastante significativa.

Se a diferenga em graus, minutos e segundos ocorresse a partir da quinta casa
do segundo poderia ser admitido o problema inverso das coordenadas esféricas como

sendo igual ao problema inverso das coordenadas curvilineas.



6 CONCLUSAO E RECOMENDACOES

Com o0s modelos matematicos apresentados, o estudo propde uma
metodologia de calculo, a qual pode ser aplicada ao sistema de coordenadas
geodésicas com a finalidade de calcular uma divisdo de superficie no elipsoide e
fornecer as coordenadas geodésicas curvilineas dos pontos de divisa.

Calculou-se a area de cada parte resultante da divisdo da superficie maior. A
superficie de referéncia € o elipsoide. Para se fazer a divisdo da superficie usou-se a
superficie azimutal equivalente de Lambert , ou seja, as coordenadas geodésicas
curvilineas foram transformadas em coordenadas planas desse sistema de projecéo.
A divisdo da superficie foi efetuada pelo método da equacéo de area dos trapézios
de Gauss em conjunto com a equagao da reta.

Os problemas direto e inverso da proje¢cdo azimutal equivalente de Lambert
fornecem a metodologia que tornam exequiveis os dispositivos legais.Esta
metodologia de calculo pode ser aplicada ao sistema de coordenadas geodésicas
com a finalidade de calcular as areas de uma divisdo de superficie no elipsdide com
guaisquer numero de vértices.

A metodologia contribui para uma estimativa melhor com relagdo a area e
limites da propriedade o que refletird na elaboragdo de cartas e de laudos
posteriormente.

O estudo fornece metodologia para que seja feita a divisdo de superficie
conforme o artigo 971 do Cdédigo de Processo Civil preceitua.

Os fundamentos do calculo de medida de superficie instrumentalizam o
efetivo cumprimento do artigo 3° da Lei n° 10.267/2001, a qual altera o artigo 176,
inciso Il, item 3, alinea a, da Lei de Registros Publicos (Lei n°. 6.015/73) e
acrescenta a este artigo os paragrafos 3° e 4°.

Apesar de a lei estabelecer que as coordenadas dos pontos divisérios devam
estar referenciadas no Sistema Geodésico Brasileiro, o calculo de area em funcéo
de coordenadas geodésicas curvilineas ndo é objeto de ensino em cursos regulares
de graduacgdo. Esta fundamentacdo, portanto, tem o objetivo de tornar o célculo de

area no elipséide mais acessivel.

Ndo se deve utlizar o problema inverso das coordenadas esféricas

curvilineas para se obter as coordenadas geodésicas curvilineas devido a diferenca
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entre as duas ser bem significativa, ou seja, ocorre a diferenca a partir da segunda
casa do segundo.

Devera ser fornecida a matriz varidncia-covariancia associada ao vetor de
coordenadas geodésicas curvilineas para que se possa efetuar o calculo da
propagacédo das covariancias para a area.

Recomenda-se que em futuras pesquisas se desenvolva um modelo
matematico com a finalidade de se fazer a divisdo diretamente na superficie do

elipséide.
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APENDICE A — Etapas do célculo da area do poligono elipséidico
irregular

A proposta do céalculo da area pode ser sintetizada nas seguintes etapas:
leitura dos vértices do poligono em coordenadas geodésicas; divisdo dos lados em
varios segmentos, pela criacdo de pontos adicionais; calculo das coordenadas
geodésicas curvilineas do ponto de tangéncia; transformacdo de todas as
coordenadas em coordenadas de pontos da projecdo azimutal equivalente de
Lambert, célculo da area do poligono final pela equacdo da &rea dos trapézios de
Gauss.

A proposta para o célculo da area tem as seguintes etapas:

a) Leitura dos vértices do poligono em coordenadas geodésicas;

b)Transformacéo das coordenadas geodésicas dadas em graus para radianos;

c) Determinagédo do numero de lados (n) do poligono;

d) Leitura do passo (p) usado na diviséo;

e)Segmentacao da linha geodésica, ou dos meridianos ou ainda dos paralelos;

f) Calculo das coordenadas do ponto de tangéncia (¢p,,A, );
g) Célculo da latitude autalica @ do ponto de latitude geodésica ¢ ;
h) Calculo da altitude autalica ®,do ponto de altitude geodeésica ¢,;

i) Calculo das coordenadas de todos os pontos na projecdo azimutal
equivalente de Lambert x =f(p,A) e y = g(e,1);

j) Célculo de S; pela equacéo da area do trapézio de Gauss;

l) Calculo de S, pela equacao da area do trapézio de Gauss;

m) Calculo da area do poligono: S; =S, +S,;

n) Fixacdo do percentual que se quer dividir a area do poligono;

0) Calculo da divisdo da &rea do poligono pelo método da equacgéo da area dos
trapézios de Gauss em conjunto com a equacao da reta;

p) Verificacdo das coordenadas da projecao azimutal equivalente de Lambert
e esta verificacdo sera feita pelo célculo da area novamente, do azimute e da
distancia entre os pontos.

g) Célculo do problema inverso da projecéo azimutal equivalente de Lambert,
ou seja, devem-se passar as coordenadas do plano da projecdo azimutal

equivalente de Lambert para as coordenadas geodésicas curvilineas.



123

Informa-se que no Anexo A ja existe um algoritmo sobre a segmentacdo dos
paralelos, dos meridianos e das geodeésicas, portanto ndo foi necessario mais

explicacbes sobre suas segmentacdes.
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ANEXO A — Algoritmo de segmentacao

Para se fazer a classificacdo de cada um dos lados do poligono original
utilizam-se como dados de entrada as coordenadas das extremidades de cada lado,
e como a divisdo é realizada sobre as coordenadas geodésicas, o passo dado em
metros deve ser convertido para unidade angular como ja foi dito anteriormente.

No quadro A.1 a seguir sdo apresentados os algoritmos para a divisao de
paralelos (lado esquerdo) e de meridianos (lado direito). Na coluna da esquerda

considera-se que 0s pontos extremos do paralelo possuem coordenadas ((p,kA) e

(02 )
Os termos escritos correspondem aqueles que sdo modificados ao considerar
0os meridianos (na coluna da direita no quadro A.1l), sendo os demais mantidos

iguais e, por isso, nao foram repetidos.

1) Calculo de S=SINAL(A, —2,) S =SINAL(¢s —¢,)
2) MniciaL = Aa Piniciae = Pa

3) i=1

4) Se S >0 Entdo

5) Ai =Micial TS *Pa P = Picia +S*Pa
6) Se )\, <Ay Entéo 0, < 0p

7) Salvar (,4;) (@,,2)

8) Anciae = A Pinicia = Pi

9) i=i+1

10) Va para (5)

11) Se nao

12) Va para (22)

13) Se nao

14) Ai = Aol S *Pa P = Ppiciar TS P,
15) Se A, > Ay Entéo o, >0,

16) Salvar (,4;) (1)

17) Mnicia = A PiniciaL = @i
18) i=i+1

19) Va para (14)

20) Se nédo

21) Va para (22)

22) Paralelo Segmentado Meridiano

Quadro A.1 — Algoritmo para a segmentacédo dos paralelos (esq.) e dos meridianos (dir.)
Fonte: Galo et al.(2003, p. 472)
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Os pontos extremos da geodésica sdo dados por (¢,,%,) € (pg,As) € O

intervalo usado na divisdo é p. Calculam-se, entdo, a latitude e a longitude de um
dado ponto (g,,%,), dadas & posi¢do do ponto de origem (¢,,1,), 0 azimute da
geodésica que liga os pontos A e B e de d;, onde d; é a distancia contada sobre a
geodésica entre o ponto origem e o ponto ((pi,ki).

No quadro A.2 se apresenta o algoritmo que permite segmentar as
geodésicas, ou seja, permite calcular a latitude e a longitude de um determinado
ponto. Esse calculo requer a posi¢cao do ponto de origem e o azimute da geodésica
gue liga os pontos A e B.

Neste algoritmo as fun¢des F e G permitem calcular a latitude e a longitude de
um dado ponto (¢,,),), dadas a posi¢&o do ponto de origem (p,,1, ) 0 azimute da
geodésica que liga os pontos A e B e de d;, sendo d; a distancia contada sobre a
geodeésica entre o0 ponto origem e 0 ponto (cpi,ki).

Ao se usar o programa computacional Maple 10 todas as medidas das

latitudes e longitudes deverao ser transformadas de graus para radianos.

1) | Calculo da distancia geodésica entre A e B (DAB)

2) | Célculo do azimute da geodésica em A (Az, ;)

3) |i=1

4) | d =i*p

5 |sed <D,, Entdo

6) 0, =F(@p 20, AZ g, d;)
7) A = Glog,Ag,AZx5, ;)
8) Salvar (,,1,)

9) i=i+1

10) Va para (4)

11) Se nao

12) Va para (13)

13) | Geodésica segmentada

Quadro A.2 — Etapas do algoritmo para a segmentacdo das geodésicas
Fonte: Galo et al.(2003, p. 472)
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ANEXO B — Problema inverso da projecdo azimutal equivalente de
Lambert para a esfera

Dados R,,9,,%y,X € Yy, tem-se: (Snyder, 1983, p. 173)

Senc cos
o= arcsen[cos cseng, + (y—pq)oj} (B.1)

A=Ay + arctan( (B.2)

Xsenc .
pCOS @, COSC — yseng,senc |

p=+/X>+y%; (B.3)

c=2arcsen(—p }; (B.4)
2Rq
q 1/2
Rq:a[%’] . (B.5)
q —(1—e2 sen90° _ilnl—esenQO0 ©6)
P 1-e%sen?90° 2e 1+esen90’ | '

Onde:
Rq: raio da esfera, que é o mesmo da esfera autalica;

(x,y): coordenadas do ponto no plano de proje¢céao azimutal equivalente de Lambert.
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ANEXO C - Elipse indicatriz de Tissot

Figura C.1 — Elipse indicatriz de Tissot. (A) Circulo infinitamente pequeno.
(B) Circulo de mesmo ou de diferente tamanho.
Fonte: SNYDER, (1983, p. 24)

A interseccdo de qualquer duas linhas na Terra é representada na projecao
com a intersec¢do que forma o mesmo angulo ou que forma angulo diferente. Em
cada ponto na Terra, ha angulo reto formado pela intersec¢cdo de duas linhas em
alguma direcdo (ndo necessariamente meridiano e paralelo) os quais sdo também
representados como angulos retos no mapa. Todas as demais intersec¢des em tais
pontos na Terra ndo ocorrem no mesmo angulo no mapa, exceto se o mapa for
conforme. O desvio para o angulo correto € chamado w, a maxima deformacéo
angular. Para o mapa conforme, w € zero.

Tissot mostra esta ligacao graficamente com a elipse especial de distor¢cao
chamada de indicatriz. Um circulo infinitamente pequeno projetado como uma elipse
infinitamente pequena, mas perfeita em muitas projecées do mapa.

Se a projecéao for conforme, a elipse € um circulo, ou seja, tem excentricidade
zero. Por outro lado, a elipse possui um eixo maior € um eixo menor, 0s quais estao
diretamente vinculados para a escala de distorcdo e para a deformacgdo angular
maxima.

A figura C.1(A) mostra um circulo representando o elemento circular

infinitamente pequeno, interceptado por um meridiano A e um paralelop na Terra. A

figura C.1(B) mostra este mesmo circulo como pode surgir num mapa de projecéo
tipico. Por hipotese o mapa € considerado como ndo conforme e nem como projecéo
equivalente. Os meridianos e paralelos ndo se interceptam em angulo reto, mas ha

um par de eixos que se intercepta em angulo reto na Terra (AB e CD) e no mapa
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(A'B’ e C'D’). H4 também um par de eixos que se intercepta em angulo reto na Terra
(EF e GH), mas num angulo no mapa (E'F' e G’'H’) afastado do angulo reto. Este

caso tem uma deformagdo angular maxima w. A orientagdo destes eixos € tal que
u+u'=90° 0u, para pequenas distorcées as linhas sdo equidistantes entre A'B’ e

C'D'. A orientacdo € menos interessante que o tamanho da deformacdo. Se a e b,
sé8o semi-eixos maior e menor da indicatriz entéao:
sen[ﬂj = M (C.1)
2) (a+b)

A escala de distorgéo é mais freqientemente calculada como o raio da escala
ao longo do meridiano ou do paralelo em um ponto dado, para a escala num ponto
padrdo ou ao longo de uma linha padréo, a qual € tomada como escala verdadeira.

Estas relacdes sdo chamadas de “fatores de escala”. O meridiano é chamado
de h e o paralelo de k. O termo “erro de escala” é frequentemente aplicado para (h-
1) e (k-1). Se os meridianos e paralelos se interceptam em angulo reto, coincidindo
com a e b (Figura C.1), o fator de escala em muitas outras dire¢des para tal ponto ira
se encontrar entre h e k. O angulo w pode ser calculado pela equacdo C.1,
substituindo h e k no lugar de a e b.

Em geral, entretanto, o calculo de w & mais complexo, mas € importante para
se conhecer a extensao da distorcdo angular através do mapa.

- Distorcéo de areas

Segundo Richardus & Adler (1972), a distorcdo de areas é obtida pela

equacao

A, =+eg-f?dudy, (C.2)

e
G
g

, - . Ag ~
Para area de projecao equivalente —= =1 tem-se a relagdo momgo=1.

SR

combinada com a equacao



