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Uma aranha executa operagfes que se assemelham as manipulacdes do
teceldo, e a construcdo das colméias pelas abelhas poderia envergonhar, por sua
perfeicdo, mais de um mestre-de-obras. Mas ha algo em que o pior mestre-de-obras
€ superior a melhor abelha, e € o fato de que, antes de executar a construcéo, ele a

projeta em seu cérebro.

Karl Marx

Tristes das almas humanas, que pdem tudo em ordem,

Que tracam linhas de cousa a cousa,

Que pdem letreiros com nomes nas arvores absolutamente reais,
E desenham paralelos de latitude e longitude

Sobre a propria terra inocente e mais verde e florida do que isso!

Fernando Pessoa



RESUMO
Dissertacao de Mestrado
Programa de Pos-Graduacdo em Geomatica
Universidade Federal de Santa Maria, RS, Brasil

AJUSTAMENTO DE LINHA POLIGONAL NO ELIPSOIDE

Autor: Mércio Giovane Trentin Bisognin
Orientador: Carlito Vieira de Moraes
Local e Data da Defesa: Santa Maria, 26 de abril de 2006.

Ajustamento de linhas poligonais na superficie do elipsdéide com os objetivos de
garantir a unicidade de solucdo no transporte de coordenadas geodésicas
curvilineas (latitude ¢ e longitude A) e no transporte de azimute e de obter as

estimativas de qualidade. Deduz o transporte de coordenadas e o transporte de
azimute pelas séries de Legendre da linha geodésica. Essa série se fundamenta na
série de Taylor, em que o argumento € o comprimento da linha geodésica. Para as
aplicacOes praticas, ha a necessidade de efetuar o truncamento da série e calcular a
funcdo erro para a latitude, funcdo erro para a longitude e funcdo erro para o
azimute. Nesta pesquisa, trunca-se a série na derivada terceira e calculam-se as
funcdes erro expressas em derivada quarta. Expe os modelos de ajustamento
fundamentados no método dos minimos quadrados (MMQ): modelo combinado com
ponderacdo aos parametros, modelo combinado ou implicito, modelo paramétrico ou
das equacdes de observacdo e modelo dos correlatos ou das equacdes de
condicdo. A aplicacdo pratica € o ajustamento pelo modelo paramétrico de uma linha
poligonal medida pelo Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE),
constituida de 8 vértices e de comprimento igual a 129,661 km. A localizacdo de
erros nas observacoes € efetuada pelo teste data snooping de Baarda na ultima
etapa do ajustamento que mostrou algumas observacfes com erro. As estimativas
de qualidade estdo nas matrizes variancia-covariancia (MVC) e calcula-se os semi-
eixos da elipse dos erros (ou elipse padrdo) de cada ponto mediante a
decomposicao espectral (ou decomposicdo de Jordan) das submatrizes da MVC dos
parametros (as coordenadas) ajustados. Mostra-se que a aplicacdo das séries de
Legendre é satisfatéria para distancias curtas até 40km. A convergéncia da série é
rapida para as coordenadas ajustadas, onde o critério de parada das iteracdes seja
quatro decimais do segundo de arco em que se atingiu na segunda etapa do
ajustamento.

Palavras-chaves: Seéries de Legendre da linha geodésica; funcéo erro para latitude;
funcédo erro para longitude e fungéo erro para azimute; modelo de
ajustamento pelo MMQ); teste data snooping de Baarda; elipse dos
erros; elipse padrdo; Método dos Minimos Quadrados (MMQ).



ABSTRACT
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Adviser: Carlito Vieira de Moraes
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Traverses Adjustment in the surface of the ellipsoid with the objectives to guarantee
the solution unicity in the transport of curvilinear geodesic coordinates (latitude and
longitude) and in the azimuth transport and to get the estimates of quality. It deduces
the coordinate transport and the azimuth transport by mean Legendre’s series of the
geodesic line. This series is based on the Taylor’'s series, where the argument is the
length of the geodesic line. For the practical applications, it has the necessity to
effect the truncation of the series and to calculate the function error for the latitude,
the function error for the longitude and the function error for the azimuth. In this
research, these series are truncated in the derivative third and calculates the express
functions error in derivative fourth. It is described the adjustment models based on
the least-squares method: combined model with weighted parameters, combined
model or mixed model, parametric model or observations equations and correlates
model or condition equations model. The practical application is the adjustment by
mean parametric model of a traverse measured by the Instituto Brasileiro de
Geografia e Estatistica (IBGE), constituted of 8 vertices and the 129.661 km length.
The localization of errors in the observations is calculated by the Baarda's data
snooping test in the last iteration of the adjustment that showed some observations
with error. The estimates of quality are in the variance-covariance matrices and
calculate the semiaxes of the error ellipse or standard ellipse of each point by means
of the spectral decomposition (or Jordan’s decomposition) of the submatrices of the
variance-covariance matrix of the adjusted parameters (the coordinates). It is
important to note that the application of the Legendre’s series is satisfactory for short
distances until 40km length. The convergence of the series is fast for the adjusted
coordinates, where the stopped criterion of the iterations is four decimals in the
sexagesimal second arc, where it is obtained from interation second of the
adjustment.

Keywords: Legendre’s series of the geodesic line; error function for the latitude;
error function for the longitude; error function for the azimuth; least-
squares adjustment model; Baarda’'s data snooping test; error ellipse;
standard ellipse; least-squares method.
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1 INTRODUCAO

As observacles realizadas pelo homem se caracterizam pela inevitavel
presenca de erros nas medi¢cdes. Erros que decorrem de falha humana; da
imperfeicdo do equipamento e da influéncia das condigbes ambientais nas quais se
efetua a mensuracao.

Claramente se vé a necessidade da repeticdo nas leituras das observacoes
face a desconfianca nas operagdes de medidas pela falibilidade humana e pelo uso
da capacidade do dispositivo de medir. A partir da pluralidade de observacdes tem
como consequéncia dados redundantes e inexatos. Entretanto, tem-se que
empenhar em dissolver as discrepancias geométricas decorrentes das observacdes
a fim de extrair um resultado Unico (univocidade da solug¢éo) que represente o valor
mais proximo possivel do valor verdadeiro e uma maior confianga no valor desta
grandeza .

O ajustamento de observacbes esta presente na solucdo deste problema
efetuando a avaliacio desse valor e das estimativas de precisdo da solu¢cao adotada
e a correlagdo entre elas. E um meio indispensavel para profissionais da area de
Mensuracéao realizarem resultados confiaveis sobre as medi¢cdes basicas obtidas no
levantamento. Quanto melhor as precisbées requeridas em medi¢cdes, mais
indispensavel se torna o ajustamento.

A importancia de se trabalhar com as coordenadas curvilineas elipsdidicas
(latitude e longitude) ajustadas pelo método dos minimos quadrados (MMQ) garante
a univocidade da determinacao das coordenadas dos pontos de uma linha poligonal.
Por exemplo, os pontos da linha poligonal que delimita um imovel requerem o
georreferenciamento (cuja caracteristica € a univocidade) por exigéncia do §3° do
artigo 225 da Lei n. 6015/1973 (Lei dos Registros Publicos):

AL 225,

§ 3° . Nos casos de desmembramento, parcelamento ou remembramento
de imoveis rurais, a identificac@o prevista na alinea a do item 3 do inciso Il
do 8 1o sera obtida a partir de memorial descritivo, assinado por
profissional habilitado e com a devida Anotacdo de Responsabilidade
Técnica — ART, contendo as coordenadas dos vértices definidores dos
limites dos iméveis rurais, georreferenciadas ao Sistema Geodésico

Brasileiro e com preciséo posicional a ser fixada pelo INCRA, garantida a
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isencdo de custos financeiros aos proprietarios de imdéveis rurais cuja

somatéria da area ndo exceda a quatro médulos fiscais.

Ha que se desenvolver uma metodologia que permita a determinacdo das
coordenadas com suas estimativas de precisdo. As estimativas de precisao provém

do ajustamento de observagdes pelo Método dos Minimos Quadrados (MMQ).

1.1 Métodos de ajustamento

1.1.1 Ajustamento pelo MMQ: sintese da evolucéo e estado atual da questao

Devido a nao linearidade dos “eventos fisicos” (na sua maioria) tem-se a
necessidade em tornarem-se esses eventos, que Sao descritos por expressdes
matematicas, em expressoes lineares cujo comportamento é conhecido.

O ajustamento teve sua origem na necessidade de calcular os parametros
das Orbitas dos planetas sendo para isto aplicado o MMQ. O estudo matematico da
combinacgéo de observagbes comegou muito mais tarde a ser empreendido de forma
sistematica, seguindo o estimulo inicial de Roger Joseph Bosco (1711-1789).

Posteriormente estudos foram feitos por Pierre Simon, Marqués de Laplace
(1749-1827), Adrien-Marie Legendre (1752-1833) e Carl Friedrich Gauss (1777-
1855). Foi uma procura que ocupou geracoes, tentando encontrar um método ideal
de combinacédo de medidas.

Em particular, tornava-se premente calcular os parametros das orbitas dos
cometas a partir de medidas pontuais, tiradas em diferentes momentos. O problema
€ bem mais dificil do que o do calculo de uma medida ou parametro tnico como, por
exemplo, a massa de um objeto.

No final do século XVIII para o XIX foram apresentadas varias solucdes para
este problema (HALD, 1998, STINGLER, 1986, apud CRATO, 2000, p.113-124
passim). A natureza do problema assim como Tycho Brahe e outros haviam se
defrontado era a estimacdo de um parametro unico, por exemplo, a altura de uma
estrela em determinado momento e em determinado local, com base em medi¢c6es

repetidas com valores ligeiramente diferentes.
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De uma forma mais simples considere a medida da massa de um objeto,
efetuando varias vezes pela mesma balanca. E de esperar que as medidas no
sejam todas absolutamente idénticas e que haja pequenas diferencas, pois todas as
medidas sé&o tiradas com erro.

O método mais usual para combinar essas observacdes e obter uma
estimativa mais confidvel da massa do objeto é o de tirar uma média aritmética das
diferentes medidas e utilizar essa média como a melhor estimativa que essas
observacfes permitem obter. Este método € utilizado h&a séculos e era utilizado ha
séculos quando Gauss estudou o problema da determinacéo das oérbitas.

Tem sido costume encarar como um axioma a hipotese de que, se uma
quantidade foi determinada por varias observagbes diretas, feitas nas mesmas
circunstancias e com igual cuidado, entdo a média aritmética dos valores
observados fornece o valor mais provavel, se nao rigorosamente, pelo menos com
grande aproximacdo (FAREBROTHER, 1999, p.78).

Qual seria a razao estatistica e probabilistica, perguntou Gauss, que levaria a
utilizar esse método e ndo outro? E seria possivel generalizar os principios desse
método a um problema mais complexo, como o da determinacdo simultanea de
varios parametros, tais como os parametros de uma érbita?

Nestas perguntas esta a chave do desenvolvimento do MMQ utilizado pelo
ajustamento atualmente.

Ha pelo menos duas linhas basicas para atacar o problema; e Gauss seguiu
as duas. A primeira, mais elementar, consiste em perguntar qual € a funcao ou qual
€ a meétrica (funcdo que calcula a distancia entre dois pontos quaisquer) que leva a
escolher a média aritmética. A segunda, mais complexa, consiste em perguntar qual
€ a distribuicdo dos erros que leva a que a média forneca a estimativa otima.

A primeira linha de ataque pretende determinar em que sentido a média
fornece a aproximacdo Otima a um conjunto de observacfes. Trata-se de uma
questdo estatistica ou matematica, que ndo envolve qualquer abordagem
probabilistica. Regressando ao exemplo da massa, admita-se que trés medidas
sucessivas x; (para i=12,3) obtém-se 21, 21 e 18 kg. A média é x = 20.

Considerem-se agora duas medidas diferentes da proximidade desta
estimativa as trés observacfes. Podem-se considerar os residuos medidos em

modulo (com sinal positivo), esses desvios sdo 1, 1 e 2. A soma desses residuos
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absolutos é Z‘xi —x‘ =4. No entanto, se considerar uma outra estimativa, a mediana

X =21, por exemplo, consegue-se obter uma maior proximidade: Z|xi —>~<| =3, pelo

que a mediana parece fornecer uma estimativa preferivel (CRATO, 2000, p.118).

x S I T T R
21 20 21 1 0 1 0
21 20 21 1 0 1 0
18 20 21 2 3 4 9
z 4 3 6 9

Quadro 1.1: Comparativo entre a média aritmética e a mediana.

Do Quadro 1.1 pode-se inferir que a média aritmética X minimiza a soma
dos quadrados dos residuos, enquanto a mediana X minimiza a soma dos residuos
absolutos.

A situacdo inverte-se quando se considera o critério dos minimos quadrados.

As somas dos erros quadrados sd&o (x,-Xf =6, no caso da média e
>(x, —XJ =9, no caso da mediana.

Este simples exemplo apenas ilustra uma propriedade facil de demonstrar:
Dado um conjunto de observacdes, a média aritmética € o valor que minimiza a
soma dos quadrados dos residuos (enquanto a mediana minimiza a soma dos
desvios absolutos).

Gauss observou esta propriedade da média e perguntou se ndo a poderia
generalizar a outro tipo de estimadores. Se a média aritmética tinha revelado como
uma medida de localizacdo muito Util e eficaz, seria desejavel encontrar estimadores
gue tivessem a mesma propriedade, isto €, que minimizassem igualmente os
quadrados dos erros.

No caso da determinacdo de Orbitas, por exemplo, seria util encontrar
processos de estimar os parametros das trajetorias, de forma que as diferencas
entre as observacdes e as oOrbitas estimadas fossem minimas, no sentido dos
minimos quadrados. Gauss derivou entdo as equacfes que determinavam o0s
parametros 6timos das funcdes segundo esse critério. O MMQ encontrado segundo

este processo € um meétodo estatistico sem fundamentacao probabilistica. Ndo ha
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qualquer raciocinio nem qualquer pressuposto que incida sobre o carater da
aleatoriedade das medidas.

Mas Gauss foi mais longe. Perguntou-se 0 que se passaria com 0s erros que
torna-se 6timo esse método. Ou seja, voltando ao exemplo das massas e sabendo
gue a massa do objeto em causa € constante, os erros nas observacoes deverao ter
uma determinada distribuicdo de probabilidades.

Qual sera a distribuicdo desses erros que faz com que a estimativa dada
pela média seja a que com maior probabilidade se aproxima da verdadeira massa?
Com outras palavras qual a distribuicéo dos erros que faz do MMQ o método 6timo.

O que Gauss questionava era qual a distribuicdo que faria com que os
estimadores dos minimos quadrados fornecessem a moda que é o valor mais
provavel dos verdadeiros parametros, visto como quantidades aleatérias.

O raciocinio de Gauss levou-o a uma distribuicdo de probabilidade que
justifica matematicamente o uso da média aritmética e do MMQ. Essa distribuicdo &
a normal ou distribuicdo de Gauss, conhecida pela sua forma simétrica e pelas suas
abas, (COSTA NETO,1997, p.237-238), conforme mostra Figura 1.1

1 2 *

—X

2
Figura 1.1 - Distribui¢do normal ou gaussiana, f(X) = e para x = [-2,2].
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Outra justificativa para o uso dos minimos quadrados é que a lei normal aparece
como limite da distribuicdo dos erros independentes, fornecendo uma boa
aproximacdo quando estes sdo da ordem das vérias dezenas, é o Teorema do
Limite Central um dos teoremas mais importantes de toda a teoria das
probabilidades (COSTA NETO, 1997, p. 48-49).

O estado atual da questdo obteve avancos significativos no século XX
devido a &lgebra matricial e computacional com Leonard Engene Dickson (1874-
1954), Jhon Von Neumann (1903-1957), Alan Turing (1913-1954) entre outros; pelo
advento dos computadores que permitiu calcular de forma mais rapida e com uma
maior precisdo, inclusive melhorando a notacdo e a forma de escrever as
expressodes, sendo possivel criar de forma mais facil algoritmos baseados no MMQ.

Os modelos de ajustamento pelo MMQ se subdivide em (KRAKIWSKY,
1975):

a) modelo combinado com ponderacdo aos parametros;

b) modelo combinado (ou implicito);

c) modelo paramétrico ( ou das equacgbes de observacédo);

d) modelo dos correlatos ( ou das equacdes de condicdo).

1.2 Materiais e procedimentos utilizados no desenvolvimento da pesquisa

O trabalho foi elaborado com a utilizacéo de:

a) Ambientes computacionais matematicos como Maple na versdo 10,
Mathematica na versao 5.0, Matlab verséo 6.5;

b) acervo bibliografico da Universidade Federal de Santa Maria (UFSM);

c) acervo bibliografico de outras universidades brasileiras, de institutos
brasileiros e Britsch library (em Londres) mediante o servico de comutacao
bibliografica (Comut);

d) internet;

e) www.craymer.ca (table of contents of Geodesy);

f) os dados de uma poligonal constituida de 8 vértices e de comprimento igual a
129,661km foram obtidos do Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica
(IBGE).
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1.3 Definicao dos objetivos da pesquisa

O objetivo geral da pesquisa € desenvolver uma metodologia didatica que

permita determinar as coordenadas geodésicas curvilineas (latitude ¢ e longitude

A ) ajustadas pelo Método dos Minimos Quadrados e suas estimativas de qualidade.

Os objetivos especificos séo:

a)
b)
c)
d)
e)
f)
9)

h)

)

K)

Desenvolver a série de Legendre da linha geodésica para latitude;
Desenvolver a série de Legendre da linha geodésica para longitude;
Desenvolver a série de Legendre da linha geodésica para o azimute;
Calcular a funcao erro para latitude;

Calcular a funcao erro para longitude;

Calcular a funcéo erro para o azimute;

Desenvolver o modelo combinado com ponderacdo aos parametros do
ajustamento pelo MMQ;

Desenvolver o modelo combinado (ou implicito) do ajustamento pelo
MMQ;

Desenvolver o modelo paramétrico (ou das equacdes de observagéo) do
ajustamento pelo MMQ;

Desenvolver o modelo dos correlatos (ou das equacgdes de condicéo) do
ajustamento pelo MMQ;

Localizar os erros pelo teste data snooping de Baarda,;

Calcular a elipse dos erros pelo teorema da decomposi¢éo espectral ou

decomposicao de Jordan em que se obtém os autovalores e autovetores.

1.4 Contribuicdes da pesquisa

Esta pesquisa contribui para o ensino e aprendizagem:

a) do ajustamento de observacdes no elipsdide e a razdo porque se utiliza o

MMQ e néo outro método;

b) do

desenvolvimento das séries de Legendre para o transporte de

coordenadas no elipsdide com sua respectiva dedugdo em pormenores;
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c) do tratamento do truncamento das séries de Legendre e sua respectiva
influéncia no modelo matematico, ou seja, 0 erro que se comete ao truncar

estas séries numa determinada ordem.

1.5 Estrutura da pesquisa: resumo dos capitulos

No capitulo 2 é descrito as séries de Legendre como procedimento de
transformacdo de coordenadas onde elas resolvem o 1° e o 2° problemas
geodésicos principais; € obtida a expressdo para o erro decorrente do truncamento
da série.

No capitulo 3 é tratado o ajustamento pelo MMQ.

No capitulo 4 é efetuada a aplicacdo pratica do ajustamento em uma linha
poligonal geodésica pelo modelo paramétrico no qual sdo utilizados os termos da
série de Legendre até as derivadas de ordem trés. Os dados de medicdo da
poligonal foram obtidos do Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE).

No capitulo 5 € feita a analise de resultados para funcdo erro, para o
ajustamento e para o teste data snooping de Baarda.

No capitulo 6 séo feitas as conclusdes e recomendacgfes decorrentes desta
pesquisa.



2 SERIES DE LEGENDRE

O sistema de parametros de superficie (u, v) esta relacionado a um sistema
de coordenadas polares geodésicas. Estas relacfes sdo desenvolvidas no pélo
(origem) designado por P,, onde as coordenadas polares séo desenvolvidas pelas
séries de Taylor em relacdo ao comprimento de arco S da linha geodésica. A partir
deste processo € obtido as séries de Legendre para as coordenadas de superficie u
e v e para o angulo de direcdo 6 relacionado. As coordenadas (u, v) de um ponto P

qualquer na linha geodésica, com coordenada no polo P, :(ul,vl) possui 0 angulo
de diregdo 6, (fig. 2.1), e o ponto P com angulo de diregéo 6 resultam como funcéo

do comprimento S entre P, e P:

21 (du
u=u, +» —|—| .S™ 2.1
' Z‘n! (dS”jp1 @d)

21 (d"v
v=Vv, + >y —|—| .S 2.2
' nZ:;‘n! (dS“]Pl (2)

> 1(d"o
0=0,+)> —. S". 2.3
' nZ:;‘n! [ds"jpl 3)

U = const.

u = const.
1

Figura 2.1 — Relacéo entre coordenadas de superficie u, v e as coordenadas polares.
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As derivadas de u, v e 6 em relagdo ao comprimento de arco no ponto P,

du dv do .

séo fungbes de u,, v, e 0. As derivadas de primeira ordem —, —
dS dS dS

obtidas da geometria diferencial na forma de expressdes analiticas. Estas dependem

indiretamente do comprimento de arco S sobre as variaveis u(S), v(S) e 6(S), de

modo que as derivadas de ordem superior em relacdo a S sédo obtidas com a

2
aplicacdo da regra de cadeia. A derivada segunda % como exemplo, pode ser

obtida da seguinte forma:

du
-agzﬁaLme) (2.5)

du_ d (duJ_ 9 (+(u(s) v(S) 6(S)) =

ds?  dslds) ds
_of du of dv of do
ou dS ov dS 060 dS

(2.6)

Com este processo séo obtidos as demais derivadas.

Para desenvolver as séries com relacdo a latitude, longitude e azimute basta
definiru=¢, v=LA e 6=qa.

As coordenadas geodésicas latitude (¢) e longitude (A) estdo ligadas ao
primeiro problema principal geodésico (ou problema geodésico direto) e ao segundo
problema principal geodésico (ou problema geodésico inverso) do transporte de
coordenadas na superficie do elipsoide.

No primeiro problema principal geodésico sdo conhecidos, por exemplo, a
latitude ¢; e longitude A;, o comprimento da linha geodésica S;,e 0 azimute
geodésico a4, , calculam-se as coordenadas: latitude ¢,, longitude A, e o azimute
reciproco o, .

No segundo problema principal geodésico, por exemplo, dados dois pontos
P, e P, com suas respectivas coordenadas latitude ¢, longitude A, latitude ¢, e
longitude A, , calculam-se as coordenadas polares: comprimento da linha geodésica
S, , azimute geodésico o, € azimute geodésico reciproco o.,;, assim como ilustra

a figura 2.2 (TORGE, 2001, p.219; SANTOS, 2002, p.5-6).
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Como caso geral para o primeiro e segundo problema principal geodésico
tem-se: Dados os pontos P, e P,,onde k=i+1,eieZ":
e Para o primeiro problema principal geodésico tem-se: (o;,A;{), Sk € O,
calculam-se as coordenadas (o, ) € a.
e Para o segundo problema principal geodésico tem-se: (¢j,A;) € (®x,ry),
calculam-se Sj, aj € oy.
As derivadas de primeira ordem para a obtencédo da série de Legendre, que

permite fazer o transporte de coordenadas, sdo obtidas do triangulo elipséidico

infinitesimal considerado como plano.

tangente em F, Ay
alinha geodésica. 'lorte

'Dl = l:?’l! 11)

/téente ao mendiane em F \MZ

Figura 2.2 — Primeiro e segundo problemas principais geodésicos.

2.1 Triangulo elipsdidico infinitesimal

Do tridangulo elipsoidico infinitesimal obtém-se diretamente duas equacdes
diferenciais de 12 ordem e pelo teorema de Clairaut obtém-se mais uma.

Em Geodésia existem dois teoremas de Clairaut, um referente a Geodésia
Fisica e 0 outro da Geodésia Geométrica que diz respeito a linha geodésica de uma

superficie.
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O M cosigh 4 g +fgr = constante
>
LESE o=
i
Fh
gr=const
i(paralelo de F)
(migéfénnif' de ) i+ = constante

Figura 2.3 — Triangulo elipsdéidico infinitesimal.

O teorema de Clairaut referente a linha geodésica diz: “em qualquer ponto
de uma linha geodésica sobre uma superficie de revolugdo o produto do raio r do

paralelo desse ponto pelo seno do azimute («) da geodésica € constante”. A

deducao dessa afirmacao e do triangulo elipsoidico infinitesimal pode ser encontrada
nas seguintes publicacbes Carmo (1988, p.75-78), Torge (2001, p.217-218), Heck
(2003, p.115-183 passim), Zakatov (1997, p.318-320), Bomford (1971 p.475-479),
Krakiwsky e Thomson (1978, p.11-12).

r.sin(a) = constante , (2.7)
r=N.cos(o) , (2.8)
N a (2.9)

i J1-e?sen?(q)

No equador (para ¢=0° o raio é maximo) r =a e a linha geodésica tera
azimute («) minimo. Quando a linha for perpendicular ao meridiano, o raio sera

maximo (Figura 2.4).
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[}
Mat-kllono o
Greenwich ,

Pe

Figura 2.4 — Elips6ide com suas componentes.

As relacfes que derivam do triangulo elipséidico infinitesimal sé&o obtidas da

figura 2.3.
Utilizando o Teorema de Pitdgoras tem-se a seguinte relacao:
(dS) = (Mde) +(N.cos(g).dr) (2.10)
a2
M= aft-e?) (2.11)

\/(1- ez.senz((p))3 |

Obtencéo dos lados:
a) lado M.de, figura 2.5.

meridiatio

Figura 2.5 — Comprimento do arco.

b) lado r.dA (equacéo 2.8), figura 2.6.
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ponte onde passa o
etxo de rotacio

paralele de P

Figura 2.6 — Comprimento do arco.

Obtém-se as seguintes relagfes da figura 2.3 (utilizando as propriedades do

tridngulo retangulo):

cos(a) = '\%‘P (2.12)
de _ cos(a) (2.13)
s M

sen(o) = N-C%g@-d% (2.14)
g%ﬁzﬁéggag (2.15)

As equagbes (2.13) e (2.15) sao obtidas diretamente do triangulo
infinitesimal que compde as 2 primeiras diferenciais que representam a latitude e
longitude em relacdo a linha geodésica (S), a terceira equacao € obtida do teorema
de Clairaut.

Derivando a equacgao (2.7), substituindo r pela sua equacgao (2.8), em

relagéo a linha geodésica S, tem-se:
i(N.cos((p).sen(oc)) = i(constante) (2.16)
do do
i(N.COS((p)).Sen(oc).d—(P + N.COS((p).COS(oc).d—a =0 (2.17)
do ds ds

Substituindo N pela expresséo (2.9) quando houver necessidade na

derivacao,
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(% (N).cos(p) - N.sen((p)}sen(oc).g—g +N. cos((p).cos(oc).g—g =0 (2.18)

e’ do
N. : . —N.. : —
( (1_ eZ.Senz((p)) sen(p).cos(o) sen((p)] sen(a) as + 2.19)

do
+N.cos(p).cos(a).— =0
(¢).cos(a) as

Utilizando as expressodes (2.11) e (2.13) na resolucdo da expressao (2.19),

com as devidas simplificagdes, tem-se:

e’ .COSZ((p) -1 '_cos(oc)
(1— ez.senz((p))

N.sen(o). sen(a)+N. cos(cp).cos(oc).g—g =

3
J. cos(a). (1 -e .senzz((p))Z sen(a) +
a.(l -e )

eZ.COSZ((p) -1+ ez.senz((p)
(l—ez.senz(cp))

+N. COS((P)-COS(G)-g—g = N.sen((p).(— %j.cos(oc).sen(a) +N. coS((P).Cos(oc).j—g =0

N.sen(o).

N.cos(@).(dj—g =sen(a).sen(y) (2.20)

Conclui-se assim a terceira equacéo diferencial referente ao azimute:

da _ sen(a).tg(e)
ds N '

(2.21)
A partir das equagbes (2.13), (2.15) e (2.21) que se constroi a seérie de

Legendre pela linearizac&o por Taylor.

2.2 Classificacéao de Klotz

Klotz classifica os métodos de solugcdo dos problemas geodésicos direto e
inverso referentes ao transporte de coordenadas para o elipséide, essencialmente
em 4 grupos (KLOTZ, 1991, p. 32-33; HECK, 2003, p. 217). A maior parte das
solucBes estdo no grupo 1 e baseiam-se nas séries de Legendre, que é o que sera
discutido e desenvolvido nesta dissertagao.

As férmulas de Puissant se baseiam nas séries de Legendre (BOMFORD,
1971, p.135-137), (GEMAEL, 1987, cap. 8).
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O segundo grupo para a solucdo dos problemas principais baseia-se no
desenvolvimento das Integrais Elipticas, pela integracao de Bessel (1826):

(1 ez)tg(a) _
= I [1 e’.sen?(p)) cos(e) do; (2.22)

s=[" a.(1—e23) do: (2.23)
" (1— ez.senz((p))? cos(a)
B.| V1—e®.sec (B)

_J [ o0’ (B) & }dB. (2.24)

As deducbes referentes a integral eliptica podem ser encontradas nas
seguintes publicacdes, por exemplo, Santos (2002), Schmidt (1999, p.121-128) e
Klotz (1991).

Um terceiro grupo baseia-se na representacao da superficie do elipsoide em
uma superficie auxiliar, procedendo nesta superficie o transporte e a seguir efetuam
a representacdo no elipsoide.

Nas solu¢des do quarto grupo ndo € utilizada a linha geodésica, mas outras

linhas de ligacao entre os pontos.

2.3 Desenvolvimento das séries de Legendre

O desenvolvimento das séries de Legendre para o transporte da latitude
(), longitude (1) e azimute (a) requer a linearizagédo das equacoes (2.13), (2.15) e
(2.21) pelas séries de Taylor que sé@o escritas da seguinte forma.

Dada uma fungéo f(x) que possui todas as derivadas;

Z&I(a)(x_a)” = f(a)+f'(a).(x—a)+%.(x—a)2 tot
"o ' (2.25)

(n)
+f (a).(x—a)” +...

A expressao (2.25) a direita da igualdade € chamado de Polinbmio de Taylor

de f em a.

Assim a funcao f(x) pode ser escrita em sua forma mais completa:
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f(x) = Py (x)+ Ry (), (2.26)
onde P,(x) é o Polinémio de Taylor de grau n de f em a e R,(x) é o resto, dado por

_ f(l’H—l) (én)

n1) (x—a)"*t (2.27)

R (x)

onde cada &, esta entre x e a. Mais detalhes e deducgdes referentes a série de
Taylor podem ser encontradas nas seguintes publicagdes: Piskunov (1977, p.293-
298), Leithold (1994, p.768-772).

O transporte de coordenadas (caso geral) descrito pelas equacdes (2.1), (2.2)

e (2.3) podem ser escritas de outra forma:

ok = 9i + (Ap)p ; (2.28)
_N"1d%) o
(Ag)s = nzlln!( =~ L-S , (2.29)
M =2+ (Ah)g ; (2.30)
S 1(d" ) o
(AL)p ;HL y S”LS : (2.31)
Oki = Qjk + (A(I)PI i180°; (232)
1 ( d"a n
(Ac)g _Z;F!(ds”l's , (2.33)

sendo P, = (¢, ).
Na literatura essas séries sao desenvolvidas até a ordem 3, ou seja, sao
truncadas na derivada terceira de uma série infinita. Assim desenvolvendo as

expressdes (2.29), (2.31) e (2.33) até a ordem 3 tem-se:

2 3
(A@)P_J{EJ s+i|de| g2 L] de) o5, (2.34)
T alds T 211 gs? 3 gs®
| P R
2 3
(AL), _ifdrh) g 1 d7; 41 dﬁ ISHET (2.35)
T alds), T 21ds? ), 3\ds® ),

2 3
(Aa)y = 1[92 g Lpda) o2 1ida) o (2.36)
' 1\dS)p 2! ds? o 31 gss o
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A derivada primeira de cada uma dessas diferenciais € obtida do triangulo
infinitesimal pelas equacfes (2.13), (2.15) e (2.21). Tem-se que calcular a derivada
segunda e terceira para cada uma das expressoes (2.34), (2.35) e (2.36).

No texto serdo deduzidos de forma bem simplificada sendo omitido os
passos da derivacédo. A deducdo nos seus pormenores esta no Apéndice A.

M e N sé&o as equacdes (2.11) e (2.9);
t=1t9(9); (2.37)

n=+€7?-cos’(¢); (2.38)
_n2+1. (2.39)

O calculo da derivada segunda e terceira da latitude em relacdo a linha

geodésica (S) € obtido da seguinte forma:

dch q [d@j d [cos(a)):i(cos(a)j_d_a+i(Mj.j_g, (2.40)

ds? dslds) ds| M oo\ M dS odpl M
d2(p
—_— ——|sen 3-n“-cos 2.41
=N’ (@) + 30 -cos” (@), (2.42)
¢ d(d%e) d ( t j
_— ——|sen +3-n°-cos
4s3 ds(d5] as\ M-N *(0) +3:" -c0s™(0)
_i( b lsen?(a)+3-n2-cos (oc)D 2% (2.42)
ool M-N n’ as ' :
d t
+—| ———|sen +3-n°-cos
a(p[ _Llsen?(a)+3n (“)D o

d3(p __cos(a)
ds?® MN?

O calculo da derivada segunda e terceira da longitude em relacdo a linha

{senz(a) : (v2 + 3t2(1—3n2))+ cos?(a)- (3n2(v2 —t2(1+5n2)))}. (2.43)

geodésica (S) é obtido da seguinte forma:

d*n _i(d_kj_i sen(a) | _ 0 ( sen(a) | da 0 ( sen(a) (2.44)
ds? dslds) dS\Ncos(e)) aa(Ncos(g)) dS  ag\Ncos(e)) '
gk =2- t -sen(a)cos(a), (2.45)

ds? N2 cos(o)

a3 d[dzkj d

4s?  dS| gs? E{ -NZCOS((P)-sen(oc)cos(oc)J:
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0

0
=—2——
5a[ N? cos(g)

-sen(a)cos(a)] . da +— 2

—— Ao
ds a(p( N2 cos(e) Sen(a)COS(a)J o (249

0

R do
o0\ N cos(o)

-Sen CcOoSs —
(o) (a)} s
@2 sen(w)
ds® N® cos(e)

O calculo da derivada segunda e terceira do azimute em relacdo a linha

(v2 +3t2)COSZ((x) —tzsen(oc)]. (2.47)

geodésica (S) € obtido da seguinte forma:

d’a d [da]_i(sen(a)-tg((p)j:

ds? dslds) ds N (2.48)
- 2 (sonte)-tte)) g, 2 sena)-t(e) dy
oo N dS o¢ N ds
2 2, 042
d °2° _V +22t .sen(a)cos(a), (2.49)
ds N
d’o _da[d®|_dafv?+2t? -sen(a)cos(a) | =
ds® ds(ds?) ds| N?
, (2.50)
0 V2 + 2t2 do 0 V2 + 2t2 d(P
= -sen(a)cos(a) |- —+— -sen(a)cos(a) |- ——
3
d’a  tsen(a) (vz +2t2)5en2((x)+(vz(5—4n2)+ 6t2)COSZ(0€)}- (2.51)

ds® N3
Calculados as derivadas, obtém-se agora a expressao para o transporte de
coordenadas para o elipséide do primeiro problema principal geodésico (ou
problema direto).
A partir das expressoes (2.34), (2.35) e (2.36) substitui-se as expressoes de
derivada pelas equacdes (2.13), (2.15), (2.21), (2.41), (2.43), (2.45), (2.47), (2.49) e

(2.51), fazendo a aplicacdo do ponto P. a cada uma das equagdes, assim as

diferenciais assumem a seguinte forma:

1

(2.52)

+1.(—&(2‘) enz(oc)-(vz+3t2(1—3n2))+0052(a)'(3ﬂ2(V2—t2(1+5‘12)))}j 'S’
6 L MN R
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(A(p)Pi ) [%J S % | (_ ﬁ (Senz(aik) +3n/ Cosz(aik))J S

6 MN.

L ( 008(0) (oo ). 2 + 32— 3 )+ cos?(ay) - Bn2lv? — 17+ 511;)))}} s
Agrupando as expressdes semelhantes e colocando em evidéncia os fatores
comuns dos termos, chega-se:
S 1S . 9
A =—1c0s(a ) ——=—|t;\sIn“ (o ) +
( (p)Pi Mi{ ( |k) 2Ni[l( ( |k)

+3ni20082(aik))+%%(Cos(aik)(&qiz(viz — : (2.53)

|
— tiz (1+ 5T]i2 ))COS2 ((X.ik) + (Vi2 + 3ti2 (1— 31’“2 ))Senz((xik )))]}
Substituindo a equacao (2.53) na expressao (2.28) resulta a equacéo para o
transporte de latitude do ponto i para o ponto k.

(AL, :(m] .S+1-(2-2;sen(oc)cos(oc)) .S% 4+
' N cos(o) p 2 N cos(p) o

| (2.54)

+ % . (é —EEZEZ)) ((v2 +3 tz)cosz(oc) - tzsenz(oc))ll .S?

[ sen(id g, Ly b qena .52
(A% ), _(Ni COS((Pi)}S—i_Z [2 NizCOS((Pi)sen(a,k)cos(a,k)J S°+

1 2 sen i
+E-(N—F#O;ik))((vi2 + 3ti2)COSZ(aik)—tizsenz(aik))J -S°

Simplificando e colocando em evidéncia:

S-sen(a,; S 1S
(M)Pi =MTS(((:%'<)){1+N_i [t COS(Otik)+§N—i((vi2 +3ti2)cosz(ocik)—

—tizsenz(aik))]} (2.55)

Substituindo a equacéao (2.55) na expressao (2.30) resulta a equacao para o

transporte da longitude do ponto i para o ponto Kk .

2 52
(Aa)p = (wj S+ % : (ﬁ\%) sen(oc)cos(a)] .82 4+
i P (2.56)

+%-($sen(a)(— (v2 + 2t2)sen2(a) + (v2(5—4n2)+ 6t2)cosz(oc))j .s?
R
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2 2
(Ao, [Sen(aik)'tg(q)i)]-S+£-[ﬁviltli)sen(aik)cos(aik)}sz N

| N; 2

+%-[Nt—;gsen(aik)(— (vi2 + 2ti2>sen2(ocik)+ (vi2(5 - 4ni2)+ Gtiz)COSZ(aik))J .S°

Simplificando e colocando em evidéncia:

(Aa), =S % {ti + % - 5 (v + 247 )cos(ay) + e
+ % : %(ti (vi2(5 - 4T1i2)+ 6 tiz)cosz(aik) - (vi2 + 2ti2)sen2(aik))]}

Substituindo a equacao (2.57) na expressao (2.32) resulta a equacéo para
encontrar o azimute reciproco Ki.
A diferencial de latitude (2.53), longitude (2.55) e azimute (2.57) sé@o séries

de poténcia infinitas, mas estdo sendo truncadas na derivada terceira.

2.3.1 Primeiro problema principal geodésico (ou problema geodésico direto) do

transporte de coordenadas

As equacdes desenvolvidas anteriormente resolvem o primeiro problema
principal geodésico, rememorando, significa dizer que conhecido as coordenadas do

ponto P, = ((pi ,xi), 0 comprimento da linha geodésica (S) e o azimute «;, , calcula-se
as incognitas, ou seja, encontra-se as coordenadas do ponto P, =(p.,A,) € ©O
azimute reciproco o, sendo i=123,...ek =i+1.

As equacdes do problema direto sao:

S 1S .
P = O, +M {cos(aik) ON [ti(smz(ocik) +

+ Bnizcosz(aik))+ % % (COS(Otik)(3ni2 (vi2 - (2.58a)

—t’(1+5n ))cosz(ocik) + (vi2 +3t°(1-3n/ ))senz(aik)))]}
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B S-sen(oy) ], , S 1S 2 2 2 B
A=A +—Ni cos(0) {1+ N It, cos(ocik)+3Ni ((vi +3t, )cos (o) (2.585)
_tizsenz(aik))]}
0 = oy +S -m-{ti +1~§[(vi2 + 2ti2)cos(ocik) +
N, 2N,
(2.58c)
’ % ' Né(ti (Vi2(5 - 4ni2)+ 6ti2)cosz(ocik) - (Viz + 2ti2)sen2(ocik ))]}i 180°

As equacdes (2.58a), (2.58b) e (2.58c) resultam valores em radianos (ou
graus).

A latitude esta definida no intervalo —90° < ¢ <90°, a longitude de
~180° <1 <180° ou 0° <21 <360° e 0 azimute de 0° <o <360°.

As deducbBes que foram omitidas neste capitulo serdo detalhadas no

Apéndice A.

2.3.2 Segundo problema principal geodésico (ou problema geodésico inverso)

Recordando o problema: Conhecidos dois pontos da superficie do elipsdide,
por exemplo, P, =(¢,,%,) € P, =(p,,1,) calcula-se a distancia da linha geodésica
(Sik) 0 azimute a4, € 0 Seu reciproco ay; .

Usando as equacfes (2.9), (2.11), (2.37), (2.38) e (2.39),

(A)y =0, — o, (2.59)
(AL), =X, — A, (2.60)

Escrevendo as equacdes (HECK, 2003, p. 210):

3 0t 1
Sik - €0S(atik) = M; - (Al +§'%'Mi (Aol 50t N; - (cos(e;) - (An) ) +
i

SN

{v2 2 -f-an? ) M- (a0 + (2612)

+
<i3

N

_l’_
Ol N

i —3ti2)'Mi (A - (cos(oy) - (AL)y ) + ..

<
-
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t; 2v2 +9n2 - t?
Sik . Sen(OLik) = Ni . COS((Pi) . (A}')Ik {1— V_IZ . (A([))Ik — ITZ]II . (A(p)lzk -
! ! (2.61b)

—%'(COS(%) : (Ax)ik)ﬂ teoo

(Aol = cos(e;)- (AL) {ti +%'(A(P)ik +
(2.61¢)

+ 1t—'2 - (% () +v2leos(ey) - (40 )ﬂ e

Com essas expressdes é possivel calcular o segundo problema principal
geodésico sendo explicitado melhor cada expressédo (que € uma série) em equacao.
Fazendo algumas mudancas em (2.61a), (2.61b) para obter a equacéo da

linha geodésica numa forma mais compacta.

2
A =M - (Apk +g' n\i/_zti M; - (Ao +%'ti N; - (cos(e;) (L) f +
2
+%-3—:4~(vi2 —t? .(1—4ni2))- M; - (Ag)} + (2.61d)
+%'(Vi2 - 3ti2)' M - (Ag)y - (cos(e;) - (ALY )

t; 2vZ +9n? -2
B =N; -cos(¢;)- (AL )y ll_v_lz'(A(P)ik —% (Ao) -
i i

) (2.61e)
t:
- ? -(cos(gy) - (AL )y )2}
Equac0es para a linha geodésica:

A
Sy=—-— 2.62
ik cos(ot ) ( )

B
Sy=—-—- 2.63
% sen(ay) (2.63)

A equagéo para o azimute o, é obtida da divisédo da expresséo (2.61b) pela

(2.61a), usando a forma simplificada de (2.61d) e (2.61e), gerando a seguinte

equagao:

oy = arctg(%j +180° - (1— % sgn(B) — % sgn(B) - sgn(A)j (2.64a)
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onde sgn(B)= % e sgn(A)= ﬁ; sgn(-) chama-se fungéo sinal que assume apenas

os valores 1 ou -1.

O azimute reciproco o, € dado por

oy =, +(Aa), +180° (2.64b)
Outra forma de escrever a equacdo da linha geodésica sem envolver as
fungBes trigonométricas que estado nas equagdes (2.62) e (2.63), baseia-se em uma

propriedade trigopnométrica (CARMO et al. , 1992, p.13-17).

Propriedade:
2 tg*(6) tg(0)
0)=_—2 Y7 0)=—o2 2.65
sen(®) 1+t92(9)z>sen( ) 1+tg*(0) (2659
2 _; :;
cos (e)_1+tgz(6):> sen(0) 90 (2.65b)

Reescrevendo a equacgéao (2.64a) ao aplicar a fungcéo seno a ambos os lados da

igualdade,
B
sen(o, ) = sen(arctg(XD . (2.66)

N&o € necessario usar a segunda parte da equacéo (2.64a), pois no decorrer
do desenvolvimento ela néo tera influéncia sobre o resultado.

Mas,

oy = arctg[%) = tg(ay) :% (2.67)

usando (2.65a) e (2.67),

B B B
senfo, )=—A - A __ _A _B_A
§ BY [A2+B? +JA?1B? A JA?.B?
1+ 2 " A (2.68)
sen(oy,) = 5

Usando a (2.68) na equagéo (2.63):

Sy =VAZ+B?. (2.69)
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2.4 Expressao para o erro

O erro decorrente do transporte de coordenadas (do primeiro problema
principal geodésico) surge do fato de as expressdes serem séries infinitas; logo é
necessario ser feito um truncamento numa determinada ordem. Neste caso na
derivada terceira como comumente € utilizada nas literaturas de geodésia.

Ao ser feito o truncamento da série na derivada terceira estd sendo cometido
um erro. Esse erro do modelo matemético também chamado de resto pela equacgéo
(2.27) permite estimar valores para a diferencial de latitude, longitude e azimute.
Assim a equacdo para o erro € calculada pelo préximo membro da série que € a
derivada quarta.

A equacao geral para o erro (em modulo), baseada na expressao (2.27)

pode ser reescrita da seguinte forma para latitude, longitude e azimute:

1 [ d% 4
‘%‘:—'(_4} .St (2.70a)
4 1 ds P
les| = L [d%] Sit (2.70b)
M= o7 | |2k :
4 | ds A
4
|8a|:£,'(d0§J - Sk (2.70¢)
4 \ds*),

A deducédo da derivada quarta esta no Apéndice B.
As seguintes equacdes (2.9), (2.11), (2.37), (2.38) e (2.39) sao utilizadas na
derivada quarta da latitude, longitude e azimute.

Derivando as equacoes (2.43), (2.47) e (2.51), obtém-se, respectivamente

=), )] -

= 31'-{senz(aik)-cosz(aik)-[t?-(—4+33ni2—59nf—711i2Vi2—8Vi2)+ (2.712)

+t -(— 8v? +19n°vZ + 30 + Snf)]+ sen*(ay, )- [tl3 -(2 ~10n? + viz)+ t, -vf]+
+00s* (e )- [t (- 36nV2 + 30 —9n? i t, - (48nfv? + 12n7v2 + 9 + On? ]
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) (22 -

_sen(ay)
N; cos(;)
+cos® (o, ) [tl3 -(2 +22v7 —10n/ - 24ni2vi2+12ni4)+ t, -(14vi2 —18ni2vi2)]}

(%) -((%]) -

_ Sen(:xik) ) {Sen2(aik) cos(o, ) - [(V|2 +2 tlz) (— 5t7+7 tizniz)-l- tiv? - (6ni2 -

sen? (o, ) cos(ay, ) - [t - (- 10-14v? +14n? }-8tv? |+ (2.71b)

~12- (14 82))]+ cos®(ay) - [V2 + 2 82)- (P =5 22 + V2 (14 2)-202v2 + (2.710)
£ 20207V + 6 120 )+ (1+€7)- (Bt2v2 + 4v2 + 812V — 28 V2 )+
v (A 26 -2 14 )]

Com estas equacdes tem-se a equacdo do erro na sua forma final,
substituindo as derivadas (2.71a), (2.71b) e (2.71c) respectivamente nas equacdes
(2.70a), (2.70b) e (2.70c), a unidade € o radiano.

Para fazer uma estimativa do comportamento do erro, referente a latitude,
longitude e azimute, para diferentes valores da linha geodésica (S) € necessario
fixar valores para a latitude e azimute, porgue as diferenciais estdo em funcdo da

latitude.

Como foi visto anteriormente a latitude varia no intervalo —90° < <90°, o

azimute varia no intervalo 0° <a <360°. Nos extremos do intervalo da latitude (isto
é, p=-90° e ¢=90°) os resultados das equacdes tendem para o infinito, porque

estas equacdes possuem expressoes envolvendo a tangente da latitude.

Fixando para a latitude o valor ¢=45° e para o azimute o =45°, por

exemplo, resulta uma nova equacdo de forma simplificada para (2.71a), (2.71b) e
(2.71c) sem considerar (a notacdo) o ponto de aplicagdo (para efeitos praticos do
calculo).

Estas novas equacdes poderiam ser diferentes bastando para isso variar o
valor da latitude e azimute, mas para elucidar com uma aplicacdo pratica foram
fixados estes valores, permitindo posteriormente fazer uma tabela comparativa.

As equacdes na forma simplificada sao:
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3
o2

4 1-=

d'e 2

ds*  4.a*-(1-e?

).{—16+18e'2—5(e'2)2 +%(e'2)3 +%(e'2)4} (2.72a)

2 2
1-&
d*a \/E( Zj » 15 .
=—— .~ 7 .16-=-12e""——|e' 2.72b
2 o B | 272
e2)
d'a :[ _2] - 10—2e'2+§(e'2)2+§(e'2)3 (2.72c)
ds* 4.a 2 2 '

A equacao para o erro na forma simplificada obtém-se pela substituicdo das
equacdes (2.72a), (2.72b) e (2.72c) nas equacdes (2.70a), (2.70b) e (2.70c). Apbds
estas substituicbes e do célculo o resultado sera um valor em radianos e para obter

valores em segundos sexagesimais de arco € necessario multiplicar cada erro pelo

fator
p=648000 ’ (2.72d)
T
=3)
1_7
2 3 3 |
‘8"«0‘=P‘2_14'4.a4 1-e? '{_16“86"2_5(9'2)2+§(e'2)3+2(e'2)4 S', (2.734)

e’
1- =
wll_ 1\/2[ 2) 2 157 o | o
|8 k|_ z 4 . a4 |:6—12e —?(e )_S , (273b)
2\2
1 (1_e2] 3 5/ o]
n _ i A _ 12 ~ 122 ~ |23 . 4
=0 e {10 2e +2(e )+2(e ) st . (2.730)

onde a € o semi-eixo maior do elipsoide, e* é o quadrado da primeira excentricidade

numérica e e'” é o quadrado da segunda excentricidade numeérica.
Para o elipsoide adotado pelo South American Datun of 1969 (SAD-69).
a=6.378.160m;



e? = 0,0066945418 e

e 2=0,0067396607 .

O Quadro 2.1 é baseado nas equacdes (2.73a), (2.73b) e (2.73c)

45

S (metros) ‘g"(p‘ |8"k| |e"a|
5.000 0,000000013” 0,0000000067” 0,0000000080”
10.000 0,00000021” 0,00000011” 0,00000013”
20.000 0,0000033” 0,0000017” 0,0000021”
40.000 0,000053” 0,000028” 0,000033”
60.000 0,00027” 0,00014”" 0,00017”
80.000 0,00084” 0,00044” 0,00053”
100.000 0,0021” 0,00171” 0,0013”
150.000 0,010 0,0055” 0,0065”
200.000 0,033” 0,017” 0,021”
300.000 0,17” 0,087” 0,10”
400.000 0,53” 0,28” 0,33”
500.000 1,28” 0,67” 0,80”

Quadro 2.1: Valor dos erros para diferentes comprimentos de S no elipséide adotado pelo SAD-69.

A partir do Quadro 2.1 elabora-se o seguinte gréafico referente aos erros da

latitude, longitude e azimute para diferentes comprimentos da linha geodésica

(Figura 2.7).
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Figura 2.7 — Grafico dos erros para diferentes valores de S.

Outra forma de ver a equacao do erro é através de um grafico tridimensional
baseado nas equacbes em sua forma completa pelas equacdes (2.70a), (2.70b),
(2.70c) e fazendo as substituicbes das respectivas derivadas (2.71a), (2.71b) e
(2.71c) tendo como resultado um valor em radianos sendo necessario passar para
segundos multiplicando cada equagéo por (2.72d).

O grafico em terceira dimensao para latitude, longitude e azimute, é obtido

fixando o intervalo da latitude de 0 < ¢ < le e azimute gs o S%n (em radiano por

questbes de comodidade para trabalhar com o ambiente computacional), estes
valores foram escolhidos arbitrariamente como forma de demonstrar o que ocorre
com o erro neste intervalo para diferentes valores da linha geodésica (S), a linha
geodésica deve ter valor fixo, pois com 3 variaveis (latitude, azimute e S) o grafico

seria quadridimensional, o que torna dificil inferir sobre o grafico.
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1. Gréficos tridimensionais para S =5.000m:

i
(zegundos)
26051
1e-051
0
057

.%""""wm""#m#

e e e
it
RN
R e

R S ==
e

ARSI e
e

AR

4

(radianos)

Figura 2.8 — Erro para a latitude.
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Figura 2.9 — Erro para a longitude.
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Figura 2.10 — Erro para o azimute.

Os graficos (2.8), (2.9) e (2.10) referentes ao erro da latitude, longitude e

5.000m, permitem verificar que para o intervalo estabelecido

anteriormente quando a latitude se aproxima de 90°, nestes graficos seria ¢

azimute, para S

T
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Figura 2.11 — Erro para a latitude.
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de zero. Nos gréficos percebe-se que o
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Figura 2.14 — Erro para a latitude.
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problema esta na proximidade de 90°, pois como relatado anteriormente a funcao do

erro possui tangentes da latitude.
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Figura 2.15 — Erro para longitude e azimute.
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Os graficos (2.14) representando a latitude e (2.15) a longitude e azimute, o
fato de (2.15) ter os mesmos valores para longitude e azimute € devido ao ambiente
computacional gerar valores muito préximos nao permitindo diferenciar longitude e
azimute essa diferenca existe basta para isso verificar o exemplo que consta no
Quadro 2.1. Para a linha S=40.000m , assim como vem ocorrendo nos graficos
anteriores os melhores resultados sao para a latitude, ja a longitude e azimute estao

ficando na casa do segundo o erro cometido.

4. Gréficos tridimensionais para S =80.000m :
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Figura 2.16 — Erro para a latitude.

Os gréficos (2.16), (2.17) e (2.18) referentes a latitude, longitude e azimute,
sendo que para este estagio do célculo do erro, as funcdes apresentam valores do
erro onde a latitude tem como valores maximos 1,5 e -1 a longitude ficaem 40 e 0

azimute em 30 segundos.
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Figura 2.20 — Erro para longitude e azimute.

5. Graficos tridimensionais para S =160.000m :

Novamente o ambiente computacional devido a valores muito proOximos gerou

dois graficos iguais para longitude e azimute. Estes graficos para S
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assumem valores maximos de 20 segundos, todos sdo considerados em madulo,

para latitude, a longitude e azimute assumem valores maximos de 600 segundos.

320.000m:

6. Gréficos tridimensionais para S
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Figura 2.21 — Erro para a latitude.

Figura 2.22 — Erro para a longitude.
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Figura 2.24 — Erro para a latitude.
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garantem a precisao requerida, por exemplo, de 3 a 4 casas ap6s a virgula do

segundo.

2.5Critérios que impdem limites a aplicacdo da série de Legendre

As coordenadas geodésicas das estacoes da Rede Brasileira de
Monitoramento Continuo (RBMC) sado fornecidas pelo Instituto Brasileiro de
Geografia e Estatistica (IBGE) com quatro casas decimais (dos segundos de arco) e
conforme Heck (2003, p. 217) as solucbes do 1° grupo (a que pertence a solucao
pelas séries de Legendre) séo aplicaveis para as linhas curtas (100 a 150 km). Logo
os valores do Quadro 2.1 atendem essas especificacdes, neste exemplo para
S <40.000m é satisfeito.



3 AJUSTAMENTO DE OBSERVACOES PELO METODO DOS
MINIMOS QUADRADOS

Antes de iniciar o ajustamento, deve-se escrever qual o método que esta

sendo aplicado. Wolf (1983, p. 233) descreve sucintamente os métodos de

ajustamento no sentido de esclarecer qual o principio fundamental que esta sendo

utilizado, isto € qual a fungdo Q (denominada fungcédo objetivo) que é a base do

desenvolvimento do método:

a)

b)

Método dos minimos quadrados (MMQ), caracterizado pela fungao
Q, = v'Pv =min, também chamada principio da norma L2 minima;
Método da soma absoluta minima, caracterizado pela funcao
Q, =¥ |v| =min, sob a condigdo ¥ v =0, também chamada principio da
norma L1 minima;

Método do residuo maximo minimo: Q, =v__ =min,também chamado
método da norma Lowo;

Método da soma das poténcias superiores: por exemplo,
Q, =Y Vv =min;

Método de ajustamento robusto: de um total de observagdes igual a n,
para as ultimas k observagbes acometidas de erros grosseiros, basta

colocar os pesos p iguais a zero, fazendo p, =p,,,=...=p, =0, de

k=1
modo que Q, = > pvv =min.
1

A descricdo dos métodos de ajustamento por normas algébricas estao, por

exemplo, em Jager et al. (2005).

3.1 O problema dos minimos quadrados

A média aritmética, também denominada de valor médio aritmético, € uma

medida de localizacdo estimada pelo MMQ independentemente da distribuicdo dos

residuos. Considere a amostra x,,X,....,X, , a qual pode ser escrita como x =[x, ]

nx1?

e os respectivos desvios v, em relacdo a média:
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| |=1-x-x=v. (3.2)

O principio do MMQ requer que a soma quadratica dos desvios Vv, seja

minima. A qual é sintetizada pela notacao vetorial

v v=min. (3.2)

O ponto de minimo da fungéo requer que sua derivada primeira seja nula. A
derivada primeira de uma funcao € o coeficiente angular da reta tangente ao grafico

em cada ponto onde a derivada existe:

d(v;v):ZV =0. (3.3)
dv

Mas o vetor v sera nulo se, e somente se,
nX=>Y X;. (3.4)
Portanto,
i:%ixi lox (3.5)

Objetivo de um ajustamento é “conduzir a uma solugao uUnica tornando as
observagdes coerentes com um modelo matematico” (GEMAEL, 1994).

Usualmente nos problemas de Geodésia e Topografia, o numero de
observagdes (n) € superior ao numero de incognitas (u), no caso da igualdade (n=u)

ndo é necessario utilizar o MMQ, pois a algebra linear resolve este problema.
A, X = 2+ v, n>u. (3.6)
As observacdes vém com erros que tornam o sistema inconsistente, isto é, a
solugdo n&o é unica, a remogao da inconsisténcia se faz com a introdugcdo dos
residuos v, = [v1 V, ... vn]T no modelo anterior, tornando-o:
A X =0+ v, (3.7)

em que ,X, € o estimador de ,x;.
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O vetor ,x, depende da escolha de v, .
O melhor estimador é aquele que conduz a residuos que satisfazem a
condigdo dada pela (3.2).
Isolando v, em (3.6) e substituindo em (3.2) fica:
® = (Ak - ¢°) (A% - £°)=min, (3.8)
©=(ATX" - 2" Ak - £°)=min,
Aplicando as propriedades matriciais e a derivagao das formas quadraticas e
bilineares (GEMAEL, 1994, p. 80-81; MORAES, 2004, p. 21-23; AYRES, 1974);
O=x"ATAX -X"AT¢® —¢*" Ak +¢° ¢° =min,

_|aTA) + ATA]>“( AT —AT° -0,
5) 4
P _[ATA+ATAK AT —ATe =0,
5) 4
O _2ATAR-2AT¢° =0,
oX
AAX-A"/° =0, (3.9)

que é um sistema de u equagdes normais a u incognitas. Nao havendo singularidade

na matriz dos coeficientes das incégnitas, a solugao do sistema é

x=(ATA]'ATL. (3.10)

3.1.1 Matriz dos pesos

As observagdes /,, (i=12,...,n), efetuadas, podem ser consideradas como
uma amostra de um universo de média p e varidncia . A variancia amostral °

(também denotado pelo simbolo s®) é o estimador da variancia populacional c*. A
raiz quadrada positiva da variancia € o desvio padrao que indica precisao das
observacoes.

Se as observagdes ndo oferecem o mesmo “grau de confianga”, elas podem
ser homogeneizadas mediante a multiplicagdo por “pesos”. Quanto maior a
confianga que uma observagéo inspira (quanto menor o valor de 6°), maior sera o

peso.
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Sejam Z, a matriz variancia-covariancia (MVC), estimada, das observagoes
¢° e o’ o valor numericamente igual a variancia da observagao a qual foi atribuido o
peso unitario; a escolha de o) n&o influencia o vetor das incognitas (GEMAEL, 1994,
p. 121-122). A matriz Z, multiplicada pelo inverso de o’ resulta a matriz

denominada matriz dos coeficientes de peso:

a-1x, -p (3.11)

Gy
Se a matriz Q for ndo-singular, isto &, det(Q);t 0, admitira a inversa ordinaria
Q'= GSZ‘: =P, (3.12)
que é denominada matriz dos peso das observacgdes, a qual possui n linhas e n

colunas.

3.1.2 Aplicacdo do MMQ com a matriz dos pesos

Com a matriz dos pesos, o MMQ é expresso de forma geral por
v'Pv =min. (3.13)
gue é denominada de forma quadratica fundamental minima.
Substituindo v = Ax —¢° na (3.13) obtém-se @:
® = (Ax - ¢°) P(AX - £°)=min,
® = (AR - 2" )P (A% - £°)=min,
®=%x"ATPAX - X"ATPL® — (" PAX + £° P£° =min,
®=%x"ATPAX - X"ATPL® - Xx"ATPL° + £°' P£® =min,
® =%x"A'PAX - 2%x"AP/° + ¢° P£® = min,

C S ATPAX - 2APZ° =0
ATAX-A"/° =0, (3.14)
%=, (A"PA) AT P, (0. (3.15)

A equacéo (3.14) é conhecida como sistema de equagdes normais. O MMQ
transforma um sistema linear retangular que apresenta o numero de equag¢des maior
que o numero de incognita em um sistema quadrado com solugao unica. Quando o

sistema for n&o-linear, faz-se a linearizac&o pela série de Taylor.
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3.2 Modelos de ajustamento de observagdes pelo MMQ

O modo como a situacéo fisica € descrita chama-se modelo matematico,

0 mais geral é conhecido como modelo combinado com ponderagao aos parametros
que pode ser restringido a 3 modelos particulares que sdo o modelo combinado (ou
implicito), paramétrico (ou das equacdes de observagao) e o modelo dos correlatos
(ou das equacgdes de condi¢ao).

Estes modelos foram estudados por inumeros autores, dentre os quais
Schmid e Schmid (1965); Uotila (1967); Wolf (1968); Kouba (1970); Wells e
Krakiwsky (1971) e Vanicek e Wells (1972).

Existem formas mais gerais de expressar o MMQ que ndo competem neste
trabalho, as seguintes publicagbes permitem um direcionamento quanto a este
assunto: Nievergelt (2000, p. 37-72); Muhlich e Mester (1998, p. 305-321); Paige
(1979, p. 171-183).

O MMQ permite obter por um modelo matematico um conjunto Unico de
valores para um conjunto de parametros desconhecidos que vem de um conjunto

redundante de observacgdes.

3.2.1 Modelo combinado com ponderagéao aos parametros

Considere a situagao geral onde o modelo matematico de r equagdes €

implicito e ndo-linear (o linear € um caso particular do ndo-linear):

flx?,¢%)=0, (3.16)
P-olX}, (3.17)

e
P, -cE}, (3.18)

emque P, e Z;& sao matriz dos pesos aos parametros e MVC dos parametros
aproximados, respectivamente.
(v'PV +xP_x)=minimo, (3.19)

linearizando a equagéo (3.16) pela série de Taylor até a derivada de ordem 1:
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of of (3.20)
= f(x°,£b)+{axa L)x +{a£a Lv.
Substituindo as expressoes
w, =f(x°,e°), (3.21)
A, = {aifa Lo (3.22)
B, = {;‘; L (3.23)
vetor dos parametros ajustados
x* =x"+x. (3.24)
O valor final (ajustado) do vetor de observacoes é
2= +v. (3.25)
O modelo matematico linearizado na forma simbdlica é escrito na forma
A, x+B v.+w =0, (3.26)

As equagbes normais relacionam quantidades desconhecidas ,x, e ,v, com
quantidades conhecidas ,A,, B, .w,, P, e (P,).

As equacgdes normais sao obtidas do resultado da minimizagao da fungao ®

dada por
®=v'Pv+x'P,x+2k' (Ax +Bv+Ww)=min, (3.27)
sendo Kk, o vetor dos multiplicadores de Lagrange (ou correlatos).
A minimizag&o requer que as derivadas parciais em relagado v,xe k sejam

iguais a zero:

2 _opy+2B'k =0, (3.28)
ov

9 _2p x+2ATk =0, (3.29)
ax X
Z%=2(Ax+3v+w)=0. (3.30)

Montando o sistema de equacdes normais:
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]
P v+ B  k =0

n nn

U(PXO )u le+uA:- rkl =0

(3.31)

rAu ux1+an nv1+rw1 = o

Resolvendo o sistema (3.31) para as 3 incognitas, os vetores v,ke x .
Do sistema (3.31), primeira expressao, o vetor dos residuos se exprime:
v=-P'B'k (3.32)
e substituindo na terceira expresséao de (3.31)

Ax+B(-P'B'k)+w=0 (3.33)
obtém-se a expressao do vetor dos correlatos ( aplicando as propriedades
matriciais):

-BP 'B'k+Ax+w=0,
k=[BPB") (Ax +w). (3.34)
Com a equagao (3.34) sendo substituidas na segunda expresséao de (3.30):
P.x+A"(BP'B") (Ax+w)-0
_ 1 _
x = —[AT(BP’lBT) 'A+P, } A"BP'B")'w (3.35)
3.2.1.1 Propagacao das covariancias
Sejam dois vetores aleatorios |y, e ,X, ligados pelo modelo n&o-linear:
y = f(x). (3.36)
Linearizando pela série de Taylor:
y:f(x)zf(x°)+£§—fj (x —x°). (3.37)
x o

A lei de propagacéo das covariancias determina a MVC do vetor _y,, sem
calcular y,, desde que seja conhecida a MVC do vetor  x;.
Da Definicao de MVC de um vetor aleatorio:
x, -Ely-Ely)ly-Ely)'}. (3.38)
Aplicando o operador esperancga, da estatistica, em (3.37), obtém-se
(MORAES, 2004, p. 27-28):
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z, =
:E{ :f(xo){%jx (x)—(%jxo(xO)—E{f(x"){%j w5, )} O
R A
Simplificando:
o) {0 )
z, :K%UE{K ) Ee ) Efoe ) ]{[ﬁ—iﬂ
z, _DI,D" (3.40)

Multiplicando ambos os membros de (3.40) pelo inverso da variancia da unidade de

peso a priori, obtém-se uma nova matriz (GEMAEL, 1994, p. 72):
Q, = DQ,D'. (3.41)

A matriz (Qy) chama-se matriz de coeficiente de covariancia.

3.2.1.2 Matriz variancia-covariancia do vetor de parametros ajustados

Substituindo (3.35) em (3.24),
X =x’-[A'TMA+P,['ATM'w, (3.42)
onde,
M-BP 'B’. (3.43)
O vetor x® é uma funcdo de u variaveis independentes, estimadas a priori

pelos parametros observados x° e pelo vetor dos valores observados £°.
Aplicando a lei de propagagéo das covariancias com a utilizagdo da matriz de
coeficientes de covaridncia na equacgdo (3.24) (assumindo que x° e ¢° sdo

estatisticamente independentes).

T T
ox? ox? ox? ox?
a = 0 b ’ 344
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a a T a a T
Q. - axo P axo N axb P 8xb _ (3.45)
x ox” ) * | ox oL oL
derivando a equacéo (3.42),
X _1-[Am A+P,]'ATM A (3.46)
Pelas equagdes (3.21) e (3.22) e (3.23),
0 pb
w _ af("b’f )_a, (3.47)
ox o¢
0 pb
w _ oflx ot ) s, (3.48)
o0t ol
Z’;b --[A"M*A+P,['ATM'B. (3.49)

Aplicando a lei de propagagao das covariancias na equagéo (3.21)

T T
of of of of
) i Y X . 3.50
(SRl o5 559
substituindo (3.47), (3.18) e (3.17) em (3.50)
Q, =APX‘01AT +BP'B'. (3.51)

Aplicando a lei de propagacao das covariancias com a utilizagdo da matriz de

coeficientes de covariancia na equacgao (3.35)
]
o0X o0X
Qx = (quw(mj (3.52)
Q, -L[AmMA-p.['aA M AP AT 8P BT/ [AM AP ['AM:]
Q, -[A'M'A+P_['ATM(AP_ AT +MM AA'M'A+P_[" (353

definindo
N=-A"M'A, (3.54)

Q, -|N+P_,|['A'TM(AP_ A" +MM'AN+P_ |
expandindo os termos
Q, -[N+P_|'NPNN+P_ | +[N+P_|'NN+P_[". (3.55)
Substituindo as equacdes (3.46), e (3.49) em (3.45) e usando (3.54), tem-se
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Q. - {1-N+P, NP {I- NP, ['N
+LN+p Pa™MBlP - [N+P_ ['AT™MB]
Q.- {1-[N+P . I'NP{I-[N+P_]'N| +
+[N+P ['A'M'BP'B'M'AN+P_ [

Q_ -P:-PN|N+P_,|'-[N+P_['NP_ +[N+P_['NPN|N+P_["+

. (3.56)
+[N+P_['NN+P_ [
Note que os ultimos 2 termos da equacéao sao idénticos a (3.55), assim,
Q_.-P!+Q,-P NN+P_|'- [N+P_|'NP_.. (3.57)

Usando a equacgéo (2.56), multiplicando os termos e cancelando o que for possivel.

Os detalhes seguem no desenvolvimento:
Q. =[NP ['N+P [P —[N+P_['P'NN+P_ [ -NP* +
+NP'N|N+P_ " +N|N+P_ |

Q.- [N+Px0 ]_1 hpj +1- NP:N[N+PXO ]—1 _N[N +P, ]—1 _NP;Ol +
+NPN[N+P_ ' +N[N+P '

Q_.-|N<P_['1-[N<P_|". (3.58)
A MVC dos parametros ajustados, é
Z.=0,Q.. (3.59)
A MVC estimada é
£.=5Q,. (3.60)

A estimativa para a variancia da unidade de peso a posteriori (HAMILTON, 1964
apud KRAKIWSKY, 1975, p. 18; KRAKIWSKY, 1971 apud KRAKIWSKY, 1975, p.
18):

., VPVv+x'P,x
Gy = . (3.61)
A%
O numero de graus de liberdade (KRAKIWSKY, 1975, p. 17)
v=r-u+u, (3.62)

onde (r) € o numero de equacgdes, (u) o numero de incognitas ( ou parametros a ser

estimado) e (u ,) o numero de parametros ponderados (ou com pesos aos

parametros).
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3.2.1.3 Matriz variancia-covariancia do vetor de valores observados ajustados

O vetor dos valores observados ajustados,
=1 +v. (3.63)
Substituindo na (3.63) as equacgdes (3.32) e (3.34)
¢ =¢"-P'B'k,
2 =0"-P'B'M(Ax +Ww),

="-P'B'M'Ax-P'B'M'w. (3.64)

Substituindo na (3.64) as equacgdes (3.35) e (3.43), obtém-se:
¢ = +P'B'MAA'TM A +P.['ATM'W-P'B'M'w. (3.65)

Aplicando a lei de propagacao das covariancias na equagéo (3.65)

T T
00\ (0£°) [o¢ o0°
Q- la, v Q, , 3.66
(o )ade) (5ol oo
onde

0 ﬁb ~1+P"B'M'A[A'M"A+P_|'A'M'B-P'B'M"B, (3.67)

g L _pB'MAA'M*A+P_|'ATM'A-P'B'MA. (3.68)

X

Substituindo as equacdes (3.67) e (3.68) em (3.66), com o uso da equacgao (3.55) e

agrupando os termos, obtém-se
Q. = P'+P'B'M'AQ,A'M'BP" +P’1BTM’1AP);§ATM’1BP’1 -
~P'B'M'A[A'TMA+P_['ATM'AP_ATM'BP " -

(3.69)
~P'B'M'AP_A'M AA'M'A+P_['ATM'BP -
-P'B'M'BP"
Usando a equagéo (3.57), escreve-se a equagao (3.69) com Q . :
Q, = P+ P‘lBTM‘lAQxaATM‘lBP‘l -P'B'M'BP ', (3.70)

A MVC do vetor ¢* é a sua MVC estimada sao respectivamente

2 - ~2
Z[a :Glea ez[a ZGOQ[a.
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3.2.1.4 Matriz variancia-covariancia do vetor de residuos

O vetor dos residuos v € fungdo de w . O desenvolvimento é analogo ao
seguido pela equagao (3.42), e aplica-se a lei de propagacao das covariancias.
Considerando a equacgéo (3.58), tem-se

Q,=-P' B M'BP"'- P‘lBTM‘lAQxaATM‘lBP‘l,
Q,-Q,-Q, (3.71)

A MVC do vetor de residuos e sua MVC estimada séo £, =c’Q, €

A equacéo anterior corresponde ao senso comum, isto €, a variancia das
observagdes ajustadas s&o menores que a variancia dos valores observados antes

do ajustamento; assim

Q.-Q,-Q,.

c.q.d.

As equacgdes 3.112 e 3.113 sdo exemplos.

O caso geral nao-linear (vale para o linear) do modelo implicito com
ponderacgao aos parametros € conhecido como modelo combinado com ponderacao

aos parametros. Tem como solugado as seguintes equacgdes:

3.2.1.5 Ordenacao das equagdes do modelo combinado com ponderagdo aos

parametros
x-|ATBPBT)'A+P,|'ATBPBT)'W, (3.72)
x°=x"+x, (3.73)
k=(BP'B") (Ax +w), (3.74)
v=-P Bk, (3.75)
02 =1 +v, (3.76)

Q, -[N+P_|'NPNN+P_|" +[N+P_|'NN+P_ " (3.77)

Q. -|N+P,|", (3.78)
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Q,. = P+ P‘lBTM‘lAQxaATM‘lBP‘1 -P'B'M'BP ', (3.79)
Q,-P'B'M'BP'-P'B'M'AQ_.A'M'BP ', (3.80)
Q,=-AP /A" +BP B, (3.81)
5 - v'Pv+x'P, x | 3.82)
A%
v=r-u+u, (3.83)
z -5Q,, (3.84)
£.=6Q., (3.85)
£.=5Q,, (3.86)
£, =s5Q,, (3.87)
z, =4Q,,. (3.88)
Notacdo das expressdes anteriores:
M-BP B’,
N-A'M'A.

Note-se que as MVC de w esta definida juntamente com uma variancia de
unidade de peso a priori . que permite uma analise estatistica antes do

ajustamento acontecer, se o realmente € conhecido. No caso de o ndo ser

conhecido, entdo uma estimativa pode ser obtida do préprio ajustamento. Hamilton
(1964 apud KRAKIWSKY, 1975, p. 22) mostrou que no caso posterior (c; n&o

conhecido), a regido de confianga para os parametros ajustados (xa) € determinada
pela distribuigdo de Fischer, enquanto se ; é conhecido, a regido de confianga é
descrita pela distribuicao qui-quadrado.

3.2.2 Modelo combinado

O modelo combinado é caracterizado por um modelo matematico nao-linear
sem pesos aos parametros (sem ponderagdes). Deduz-se o correspondente

conjunto de expressdes do caso geral, pois como ndo ha nenhum peso tem-se que
P_, € igual a zero. Isto implica que x° & um vetor constante, logo sua MVC (Z ) é

xO

nula. Como consequéncia P , e P_; sdo matrizes nulas. Note-se tambeém que as
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derivadas parciais de x® com relacdo a x° também seréo nulas, com isto ocorre
alteracdes nas expressoes (3.19) até (3.71).

O modelo combinado reune tanto paréametros ajustados como valores
observados ajustados, ligados por uma fungdo nado explicita, isto é, quando se

verifica o0 modelo matematico
f,2°)=0.
Notacao:
n: numero de observacgoes,
u: numero de parametros,

r: numero de equacgdes de condicio,

£°: vetor dos valores observados notado por £° = [ﬁj’ 05 - Eﬁ]T,

£7: vetor dos valores observados ajustados notado por £° = [K? 05 - Ei]T,

~ . T
x°: vetor dos parametros aproximados notado por x° = [xf X5 o XD

A . T
x°: vetor dos parametros ajustados notado por x* = [xf1 X5 o xa] :
X : vetor das corre¢gdes aos parametros aproximados,

w : vetor “erro de fechamento” notado por w = f(fb),

v : vetor dos residuos,

Kk : vetor dos correlatos,

o’ variancia da unidade de peso a priori,
&2 variancia da unidade de peso a posteriori,
(r-u): numero de graus de liberdade,

fx: MVC do vetor das correcdes,

ixa : MVC do vetor de parédmetros ajustados,

~

Z ,.: MVC do vetor de valores observados ajustados,

~

Z ,: MVC do vetor de residuos,

iw: MVC do vetor “erro de fechamento”.
As equagdes sao:
x=-N'A"M'w, (3.89)

x*=x"+x, (3.90)
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k=M"'(Ax +w), (3.91)
v=-P'B'k, (3.92)
P =("+v, (3.93)
Q,=Q_.=N" (3.94)
Q,=P'+P'B'M'AN'A'M'BP'-P'B'M'BP",  (3.95)
Q,-P'B'M'BP'-P'B'M'AN'A"M'BP*, (3.96)
Q, -BP B, (3.97)
T
-V PV (3.98)
A%
v=r-u, (3.99)
£, =%, =6Q,, (3.100)
£.=5Q,, (3.101)
£, =5:Q,, (3.102)
£, =5Q,, (3.103)
A:{ afa} , (3.104)
X |0
B:[af} . (3.105)
or? |,
Notagao das expressodes anteriores:
M=-BP B’,
N=-A"M'A.

3.2.3 Caso paramétrico

No modelo paramétrico (também chamado modelo das equagdes de
observagado), as observacbes ajustadas sao fungao explicita dos parametros
ajustados:

f(xa):fa.
Isto significa que a segunda matriz (B) € designada pela matriz identidade com
sinal negativo e P, € igual a zero. Com isto tem-se as seguintes notagbes e

expressoes.

Notacao:
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n: numero de observacgoes,

u: numero de parametros,

£°: vetor dos valores observados notado por £° = [Ekl’ 05 - E?,]T,

£?: vetor dos valores observados ajustados notado por ¢° = [Ej‘ 05 4 ]T,

¢°: vetor dos valores aproximados notado por ¢° = f(xo),
x°: vetor dos parametros aproximados notado por x° = [xf X5 -+ X

A . T
x°: vetor dos parametros ajustados notado por x* = [xf1 X5 - xa] :
X : vetor das corregdes aos parametros aproximados,

w : vetor “erro de fechamento” notado por w = f(fb),

v : vetor dos residuos,

k : vetor dos correlatos,

o’ variancia da unidade de peso a priori,

&2 variancia da unidade de peso a posteriori,
(n-u): numero de graus de liberdade,

Z, =Z_.:matriz covariancia dos parametros ajustados,

Z . : matriz covariancia dos valores observados ajustados,

~

Z , : matriz covariancia dos residuos.

As equagdes sao:

x=-|ATPA]'A"Pw, (3.106)
x°=x"+x, (3.107)
k=P(Ax +w), (3.108)

v=Pk, (3.109)
ouv=AX+/, (3.109b)
0=100-1", (3.109c)

=1 tv, (3.110)

Q, -Q_-[A"PA]", (3.111)
Q,.-AAPA['AT, (3.112)

Q,-P'-AAPA|'A", (3.113)



Q, =P,
.. VPV
0~ )
A%

Neste caso o numero de equacgdes é igual ao numero de observagdes.

3.2.4 Modelo dos correlatos
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(3.114)

(3.115)

(3.116)
(3.117)

(3.118)
(3.119)

(3.120)

(3.121)

No modelo dos correlatos ou das equagdes de condicdo ndo existem

parametros; o modelo matematico envolve apenas os valores observados ajustados

(incognitas). Neste modelo tém-se que as matrizes A=0 e P, =0. O modelo diz

qgue os valores observados ajustados ligam-se por equagdes de condigdo da forma

fle?)=0.
Notacao:
n: numero de observacoes,
u: numero de parametros,

r: numero de equacgdes de condi¢io,

£°: vetor dos valores observados notado por £° = [fﬁ’ 05 - ﬁﬁ]T,

£?: vetor dos valores observados ajustados notado por £° = [Ei‘ 05 -

w : vetor “erro de fechamento” notado por w = f(fb),

v : vetor dos residuos,

Kk : vetor dos correlatos,

o’ variancia da unidade de peso a priori,

&2 variancia da unidade de peso a posteriori,
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r: numero de graus de liberdade,

~

Z . : MVC dos valores observados ajustados,

£, : MVC dos residuos.

As equagdes sdo:

k=(BPB")'w, (3.122)
v=—"P Bk, (3.123)
=14V, (3.124)

Q.-P'+P'B"(BP'B'|'BP, (3.125)
Q,-P'B'(BP'B")'BP ", (3.126)

T
-V PV (3.127)

A%
v=r, (3.128)
£,.=5Q,, (3.129)
z, =sQ,, (3.130)
B:[ﬂ | (3.131)

o0 |,

Assim concluem-se os modelos deduzidos do ajustamento pelo MMQ que
sao: caso combinado com ponderagédo aos parametros, modelo combinado, modelo
paramétrico e modelo dos correlatos. Maiores detalhes do desenvolvimento e

deducgao destas e equacgdes ver a seguinte publicacdo (KRAKIWSKY, 1975, cap. 2).

3.3 lteragéo

Os modelos matematicos que ocorrem com mais frequéncia em Topografia e
em Geodésia sdo ndo-lineares.

A omissdo de termos na série de Taylor e a adogao de valores iniciais
aproximados introduzem erros no ajustamento.

O vetor x° e o vetor £° seriam os resultados finais de um ajustamento pelo
MMQ se os vetores x° e ¢° que foram utilizados na série de Taylor estivessem
suficientemente préoximos de x® e de /£°, respectivamente; caso contrario, as

iteragcdes sdo necessarias.
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Os primeiros resultados obtidos tornam-se valores aproximados e assim

sucessivamente. Critérios devem ser adotados para a fixacdo de um resultado

aceitavel, geralmente 4 casas apoés a virgula do segundo de arco para estabilizag&o

dos valores ajustados.

Durante a iteracao:

a) as coordenadas do vetor das corregdes X diminuem, aproximando-se de

Zero;

b) aforma quadratica fundamental v'Pv tende a se estabilizar;

c) a MVC dos parametros ajustados ixa tende a se estabilizar.

Segue abaixo um algoritmo para se proceder as iteragdes referentes aos

modelos mais utilizados, que s&o o paramétrico, o combinado e dos correlatos.

12 ETAPA 22 ETAPA (12 iteragao) ETAPA i+1 (i-ésima
iteracao)

fe?)= £2 x° =x! 7, =x;
V:Ax+f V1=A1X1+»€1 ViZAiXi+fi

of
A :[ a} _|of A - of

ax XO A1 |:8X? XO I axla x,o
=04
¢ =t(x°)
£=the)-e° 0, =) e 0, = fx?)-°

"2 VTPV
GO =
n—-u
1
~2 *
zxa = GO[N ]

£, -c2AN|'AT

£, - ag(rl - A[N*FAT)

x, =N 'ATP ¢,

x? = x? +x,
T
~2 _ Vi P\Ii
2 _
' n-u

Quadro 3.1 — lteragao no modelo paramétrico




Onde N'=A'PA e M=BP 'B’.
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12 ETAPA 22 ETAPA (12 iteragao) ETAPA i+1 (i-ésima
iteracao)
)0 e
w=f(e°)
Bv.-w-0 B,v,+w; =0 Bv,+w; =0

B{af}
(%a Vi

v=-"P'B"M'w

=4+

of
S
ol (8

w, =B, (e - 22)+1(¢2)
v, =P 'B/M'w,

a b
1:£ +V1

of
=L
ol g?

w, =B, (¢° — 09 )+f(¢?)
v, =P 'B/M'w,

02 =4° 1w,

Quadro 3.2 — lteragao no modelo dos correlatos

12 ETAPA 22 ETAPA (12 iteracéo) ETAPA i+1 (i-ésima
iteracao)
f(xa,ﬂa):o 2 =19 x® =x? a =) x® =x!

Ax +Bv+w=0

A{ af}
ox? |0

B{af}
(%a Vi

w:f(xo,fb)

x=-(ATMA] 'ATMw
x® =%’ +x
v=--P'B'M'(Ax +w)

02 =¢°+v

Al)(l + Blvl + Wl = o

of
a o]
1) 4 x?

31:{6"}
(%a gkl)

w, = Bl(eb —£2)+f(xf,£8)

_ -1 _
X, = _(AlellAl) A1TM11w1
x2 =x) +x,
VvV, = _Pilsieril(Alxl + wl)

T:fb+vl

Ai)(i +BiVi +wi = o

of
e
oxX x°

of
-]
ol gli’

w, =B, (¢° - ¢0)+fx?,2°)

_ -1 _
Xi = —(AlTMI lAi) AITMI lwi
x? =x? +x,
v, =P 'B/M"(Ax; +w,)

2 =4° 4,

Quadro 3.3 — Iteragdo no modelo combinado




4 CALCULO DO AJUSTAMENTO DE LINHA POLIGONAL NO ELIPSOIDE

A partir de uma linha poligonal observada pelo Instituto Brasileiro de Geografia e
Estatistica (IBGE), como exemplo, serdo elaboradas as etapas para o ajustamento bem
como o desenvolvimento, utilizando o ajustamento pelo modelo paramétrico.

Os dados referentes a poligonal observada pelo IBGE (Figura 4.1) foram obtidos de
Moraes (1997, cap. 7) bem como a compreensdo dos elementos que compdem a

poligonal.

_ ; =279 30° 5
G=27230'5 - EuGl_w;u—i_LP

A= 49007 Wy M= 489307 W

BASE

(B)F afrEA,

(7| g
VSRR () 2
M= 497007 Wy 1004 agoan w

=) 1003

h=49%00" vy LilP.
';-F'=2Ei°3|:|’5—|— - _I_(_Ij:EBDSD,S
MORRC AT )

1000 A o=489307 W

o
MARCZO MORTE

Figura 4.1 — Esboco da poligonal observada pelo IBGE.
Fonte: Moraes (1997, p. 109)

Os processos referentes as redugfes das distancias a superficie do elipsoide de
referéncia, adotado pelo SAD-69, isto é, conhecer o comprimento das linhas geodésicas
correspondente as distancias observadas na superficie fisica da Terra, e os angulos
horizontais observados, que sdo reduzidos a superficie do elipséide, ndo seréo calculados
aqui, sendo somente colocado os valores finais ja reduzidos ao elipsoide, os detalhes e
procedimentos para estas reducdes estédo em MORAES (1997).

Obtidos os valores reduzidos, ou seja, conhecidos os comprimentos das linhas
geodésicas e os angulos elipsédicos, as coordenadas do vértice de uma base do Sistema

Geodésico Brasileiro (SGR) e o azimute correspondente permitem a partir destes dados
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fazer o transporte para as estacdes novas até atingir uma outra base do SGR a fim de
obter os “erros de fechamento” em coordenadas (latitude e longitude) e azimute.

Com o Quadro 4.1 tém-se esses valores transportados, além dos dados
necessarios para se proceder ao ajustamento, baseado na Figura 4.1, com o “erro de
fechamento” (w).

Para proceder a montagem das equacdes referentes ao modelo paramétrico (3.2.3)
onde as observacbes ajustadas sdo funcdo explicita dos parametros ajustados, €
necessario conhecer o nimero de observacdes que séo 15 (n =15) sendo 8 angulos e 7
distancias, e o numero de parametros (que sé@o as coordenadas a serem ajustadas) que

sdo 12 (u=12) sendo 6 destes para a latitude e 6 para longitude, ((pi ,ki), ondei=2,..,7.

A montagem das equacdes de observacao segue 0 seguinte processo:
Observacao: as seguintes equacoes (2.57), (2.61d), (2.61e) sdo necessarias.
f,rang! = oy, — oy,

oy = {1800(1— % sgn(B)- % sgn(B)sgn(A)j + arctg(%ﬂ (4.1)

1

a,, = 240°21'49,458"

. a _
f,1ang; = a,; — o,

0 1 1 B
Olyy = {180 (1— > sgn(B)- > sgn(B) sgn(A)j + arctg(xﬂp (4.2)

2

0L, = 0.y, +(Aa), +180°

. a
fyrang; = o, —ag,

Oy, = {1800(1— %sgn(B)— %sgn(B)sgn(A)j + arctg(%ﬂ (4.3)

Ps

Oy, = Oy +(Act), +180°

. a
forangy = o —oy,

Ol = {1800 [1 - %sgn(B) - %sgn(B)sgn(A)j + arctg(%ﬂ (4.4)

Py

Ol = Oy, +(Aat), +180°



. a
fyrang; = oz — o,

gy = [1800 (1— %sgn(B) - %sgn(B)Sgn(A)j - arctg[%ﬂ

Qg = Oy +(Aa)4 +180°

. a f—
fo rangg = o — olgs

o, = [1800(1— %sgn(B)— %sgn(B)sgn(A)j + arctg(%ﬂ

Olgs = Olgg +(A0L)5 +180°

. a
f,rang; = o, —ay

Gy = {1800(1— % sgn(B)- % sgn(B)sg ”(A)j - arctg(%ﬂ

Ol7g = Olg7 T (Aa)ﬁ +180°

. a _

Og = 326°43'02,653"

Olg7 = Olzg + (Aa)7 +180°

: S5, =$
1 S5, :$
'S5, =$

: Sis :ﬁ
S5 = ser?(fxss)

S = serlls(fxm)
1 S = 5,

P

Ps

P;

80

(4.5)

(4.6)

@.7)

4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)
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PONTO ang;, LINHA S, oy Oy PONTO COORDENADAS
i ik (m) i o, (sul) ), (oeste)
Morro 209°39'02,5155" Morro 240°21'49,458"" Morro 28°36'30,915" 49°05'06,266'"
Azul Azul Azul
Marco
Norte
1000 147°22'55,7061" Morro | 13494,6292 | 90°00'51,9780" 91°56'54,1398" 1000 28°36'30,7727"" | 48°56'49,5519"
Azul
1000
1005 138°34'13,2909'" 1000 22463,6022 | 59°19'49.8413" 57°14'17,4893" 1005 28°29'56,4050"" | 48°4514,2342"
1005
1002 188°29'46,5021"" 1005 18112,7435 | 15°48'30,7815" | 15°47'04,5544" 1002 28°20'30,2656'" | 48°4213,0656"
1002
1003 158°44'03,4180"" 1002 13284,5670 | 24°16'51,0586" 24°1516,1035" 1003 28°13'56,8647'" | 48°38'52,7009'"
1003
1004 194°33'48,7411" 1003 23607,0749 | 02°59'19,5257" | 02°58'58,2828" 1004 28°01'11,0403'" | 48°38'07,6441
1004
1048 168°07'41,4935" 1004 16001,9304 | 17°32'47,0261" 17°31'24,3445" 1048 27°52'55,3659"" | 48°35112714"
1048
Base 141°04'32,0424" 1048 | 22692,8447 | 05°39'058513" | 185°38'27,8453"' | Base | 27°40'417385'" | 48°33'49,7207"
Aérea Base Aérea
Aérea
Base 326°42'59,83847"
Aérea
Biguacu
Base 326°43'02,653" Base 27°40'41,731" 48°33'49,671"
Aérea Aérea
Biguacu
w, =-2,7683" w, =-0,0075" w, =-0,04975"

Quadro 4.1 — Transporte do azimute e das coordenadas usando angulos e distancias elipsoidicos.
Fonte: Moraes (1997, p.126)
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Pelas equacbes de observacdo (4.1) a (4.15) e pelo Quadro 4.1 com os valores

referentes a linha poligonal € obtido os seguintes vetores e matrizes.

4.1 Desenvolvimento do ajustamento pelo modelo paramétrico
4.1.1 Primeira etapa

A primeira etapa consiste no processo inicial do ajustamento onde sdo retirados o0s
dados do Quadro 4.1 e resolucéo das equacdes (4.1) até (4.15). Os célculos e algoritmos
foram desenvolvidos utilizando o ambiente computacional matemético MAPLE (na versao
10).

O vetor ,.£° é obtido do Quadro 4.1, onde os primeiros 8 elementos do vetor

sdo angulos e os 7 restantes sdo distancias em metros, e tem a seguinte forma:

ang, | [209°39'025155'"| [3,65909497177rad |
ang, 147°22'55,7061" 2,57230361179rad
ang, 138°34'13,2909"" 2,41850900306rad
ang, 188°29'46,5021" 3,28988019994rad
ang 158°44'03,4180" 2,77043587013rad
ang, 194°33'48,7411" 3,39577436302rad
ang, 168°07'41,4935'" 2,93439052710rad
505 =|ang, |= |141°04'32,0424" | =|2,46223314424rad
S, || 13494,6292m | | 13494,6292m
S, 22463,6022m 22463,6022m
S,, 18112,7435m 18112,7435m
S 13284,5670m 13284,5670m
S 23607,0749m 23607,0749m
Ser 16001,9304m 160019304 m
| Sy | 22692,8447m 22692,8447m

O vetor dos parametros aproximados tem a seguinte forma (obtida do Quadro 4.1):




00| [-28°3630,7727""
Ay | | -48°56'49,5519"

03 —28°29'56,4050"

hy| | 74874514,2342"

09| |-28°20'30,2656'"

o | X5 | | —48°421130656'"

Xy =g 1= o R AEAT L
0y | | —28°1356,8647

A | | 48738527009

02| | —28°0111,0403"

7»06 —48°38'07,6435""

@ | |-27°52'55,3659'"
2| | -48°35112714" |

O vetor dos valores aproximados € calculado pela funcao f(x"): £°.
‘ang? | [209°39'0251527721790""]
ang, 147°22'55,70637479218"
angs 138°34'13,29133414527""
ang, 188°29'46,50171468363"
ang. 158°44'03,41797386830""
ange 194°33'48,74118106462""
ang; 168°07'53,61820210724"
41 =|ang] |=|141°04'22,70911865533"'

s, 13494,62920000450 m
s9, 22463,60211604172m
sg, 18112,74350145334m
S 13284,56700014107 m
S 23607,07490029535m
S 16001,93040084630 m
S 22693,20877957304m

O vetor . ¢, é obtido da seguinte forma:



209°39'02,51527721790"
147°22'55,70637479218"
138°34'13,20133414527"
188°29'46,50171468363"
158°44'03,41797386830"
194°33'48,74118106462"
168°07'53,61820210724"
=| 141°04'22,70911865533"
 13494,62920000450m
22463,60211604172m
18112,74350145334m
13284,56700014107m
23607,07490029535m
1600193040084630m
22693,20877957304m

lel

209°39'02,5155'" |

147°22'55,7061"
138°34'13,2909"
188°29'46,5021"
158°44'03,4180"
194°3348,7411"
168°07'41,4935"
141°04'32,0424"
13494,6292m
22463,6022m
18112,7435m
13284,5670m
23607,0749m
160019304m

22692,8447m

[ —0,000222782"
0,00027959194""
0,00041014519""

~0,00030131781"
0,18687591446'"
0,00013306350""
12,12467650572"
—0,33328134356""
—0,0000839583m
014533x10°m
01411x10°°m
0,2954x107°m
0,8463x107°m

| 0,3640795730m |
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A matriz A, é formada pelas derivadas parciais das equacgbes de

observacdo em relacdo as incognitas que sdo os parametros, sendo avaliada com o

vetor dos valores aproximados ,,x; das incognitas.

Devido as derivadas serem muito extensas, somente as derivadas da primeira

linha da matriz ,;A,, serdo calculadas. Para obter todas as derivadas basta utilizar

algum ambiente computacional matematico (Maple, Mathematica, Matlab, etc) e

desenvolver o algoritmo com as devidas equacdes descritas acima.

of

A, = {—'a} , parai=1,...,15.
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Obtendo as derivadas:

7t _ (a-cosfo,} 1, ~1,)x

0P,

| — tg((Pl) 12 e’ COSZ(@1)+ 2+9-e? COSZ((Pl)' tgz((Pl)' ((Pz - (Pl)
e’ COSZ((pl)-i-l 3 (e'2 COSZ((pl)-l- ]_)2

(1 ePsen(,)- all-¢) (o, - %),

(1_ ezsenz((Pl)F

}
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.3 e7cos’(0)) to(oy)-a-(1-€*o, —0.f _ 1 tolp,)-a-cos’(g.)r, ~2,F
(e cos?(g,)+1)1- ezsenz((pl)T2 2 J1-e’sen*(p,)
L1e cos(¢, fe2 cos?(p,)+1—tg?(¢,)- (1- 4+ e? cos?(¢,))-a- (1- €2 o, — ¢,
2 (e cos?(g,)+1f (1- ezsenz((pl)f2
4
1 (e cos(g,)+1-3-tg%(p,))-a- (L- € (o, — ¢,)c0s? (¢, Yk, — 4, } H A
° (- e%sen®(o,)f

tg((Pl)((Pz - (Pl)
) 1= _
xcos(p, )0 7»1)£ e’ cos?(p,)+1

+

1 (2-e cos(g,)+2+9-e? cos?(¢,)- tg (o)), — 9, B
6 (e cos?(g,)+1f

1 a-({l-e’
- = -1g%(py) cos?(p ), — 1) { ( ) st
6 | o-eseno, )
, 3-€cos’(0,)-tolp,)-a- (1-¢” o, —o),
(e cos?(p,)+1)- (1- e’sen’(p, )p
+ 3. e’ COSZ((Pl)(e'2 cos’ ((P1)+ 1- tgz(%)(l_ 4-e” cos’ ((Pl))' a (1_ e’ X(PZ — (pl)z) +

2 (e'2 cos?(p, )+ 1)2 (1— ezsenz((pl))%

(e'2 cos?(¢,)+1-3- tgz((Pl))‘ a- (1‘ ez)cosz(%)(;“z 1) } x

(-e*sen(o, )

[ 1-e’sen?( { ~(1—eZX(p2—(p31)+
(1-e?sen(o, )p
L3¢ 2 cos?(g,)-tg(e, )-a (1—e2X(p2 —, ) +£tg(<pl)-a-cosz((pl)-(k2 ) .
2 (e? cos?(p, ) +1f1—e’sen ((pl))3 2 V1-e’sen’(,)
+£e' oS ((pl)(e cos?(p, ) +1-tg? ((pl)(1—4-e'2COSZ((pl)))-a-(l—EZX(pZ ~o,)
2 (e? cos?(p, )+1) (1— e*sen? ((pl))g

1
+ —-
6

+

—l—l- (e.z COSZ((P1)+1_3't92((P1))'a'(1_e2X(Pz _(Pl)cosz((Pl)(}‘z _7‘1)2
3
(1—ezsen2((pl))5




e NP, — 9
><(1+ a’ cos? (¢, N1, _M)z[l_ e'z(c;)iz(z%)ji_

1 (2 -e'? cos?(p,)+2+9-e? COSZ((Pl)tgz((Pl)X(pz -¢,)

6 (e cos?(p,) +1)
_%'tgz((Pl)COSZ(%X)‘z _7‘1)2) .[%'(1_82 'Senz(@l))x

X a‘(l—ez)(@z _(Pl) +§. e’ COSZ((Pl)tg((Pl)'a'(l_eZX(Pz _(Pl)z
3
1-e?-sen®(¢,))? 2 (e'2 cosz((p1)+1X1—e2 -sen’(p, ))?
+£, tg((pl)-a~COSZ((pl)(X2 _7“1)2 +

2 J1-e*-sen’(p,)

+

+l~ e” COSZ((pl)(e'Z COSZ((Pl)+1_tgz((P1)' (1_ 4-e” COSZ(%)))' a'(l_ er(PZ - (Pl)3

2 (e cos?(,)+1)1-€? -senz(cpl))g
)
L1 (e cos?(p,)+1-3-1g%(p,))-a- (L—e? o, — o, )cos? (@, )x, —kl)z}
° b-e?senc(p, )
2 cost [ 1- oo o) -
1 (Z-e'2 cos?(p,)+2+9-e" COSZ((pl)-tgz((pl)X(pz —9,)"
6 (e? cos?(p, )+1)
L (o008t 0 Y 1V ). Jizersent(o) | 2-0=€"Ne: ~ 1)
5 10°(0,)cos? (o, )2, M)j {Jl e’sen’(p,) [ o+
(1—ezsen2((p1))2
.3 e%cos’(o,)-tole,)-a-(1—e’Jo, —0.)" 1 tglo,)-a-cos’ (o, Nr, —,)" |
(e'2cosz(<p1)+1X1—ezsenz((pl))g 2 J1-esen’(p,)
L1 e'? cos? (¢, (e cos?(p, ) +1—tg? (¢, 1 - 4-€ cos(¢,)))-a-(L-e? )¢, — ¢, ) N
2

(e'2 COSZ((p1)+1)2 (1— e’sen?(q, ))2

+1. (e.z COSZ((Pl)"'l_?"th((Pl))'a'(1_e2X(P2 _(Pl)cosz((Pl)(}‘z _Kl)ZJ ) -

- esen(o, )

e
L2080,k ) 16%(0,) Jl—eZsen%cp)La'(l_e fo.-0),
’ L-e?sen?(p,))r

+
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. 3. e’cos’(o,)-t9fo,)-a-0-€’Jp, —0.)" 1 tolo,)-a-cos’(o ), )
2 (e cosz((pl)Jrle—ezsenz(cpl))g 2 V1-e’sen’(o,)
e cos’ (¢, )le? cos (¢, ) +1—tg* (¢, N1—4-e” cos?(p, )))-a-(L-e* N, — ¢, ] .\
(e'2 cos?(q,)+1) (1— e’sen? ((pl))g
4
+1,(e'2cos2<<p1>+1s-tgzm»-a-(lezxcpzcpl>cos2<<pl>(x2wJ )
(1—ezsen2(cpl))%

—a'COS((pl)(XZ —7\,1)[1— tg((Pl)((Pz _(Pl) _

e'? cos?(o, )+1

1
+ —-
2

1 (e'2 cos?(¢,)+2+9-e cos?(g,)- tgz((pl)X(p2 -¢,)
6 (e'2 COSZ((p1)+1)2

_%'tgz(%)cosz(%)(?»g —kl)zj[tg(q)l).a.COSZ((pl)(}LZ —7»1) +

\/1_ ezsenz((Pl)

(e.z COSZ((p1)+1—3~tgz((p1))-a-(1—82X(p2 —(pl)COSZ((pl)(XZ 7L1)]X
(1_e25en2(@1))5

1
+ —-
3

( 1-e%sen? (1_62X(P2 —(P§)+
(1—925%2((91))E
L3¢ 2 cos?(g,)-tg(e,)-a (1—62X(p2 —, ) L1 tg(p, )-a-cos?(o, A, =1, ) .\
(e cos?(,) +1X1—ezsen2((p1))% J1-e’sen’(p,)
L1 cos?(p, fe? cos(¢,)+1—tg?(g, i—4-€ cos’(p,)))-a- (L€ Jo, — ¢, ) .\
2 (e? cos?(p, ) +1f (1— e?sen?(q, ))g

. (e.z COSZ((pl)-i-l—S-tgz((pl))-a-(l—GZX(pz _(Pl)cosz((PlX}‘z _7“1)2
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(+a cos?(0, 2, x)[ (e e, —9.)
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% [(1 ezsenz(q)l)){a ) (1_ e’ X(Pz - (Pail) +§, e’ COSZ((Pl)' tg((Pl)' a- (l_ eZX(Pz _;Pl)z n
(1— ezsenz((pl))E 2 (e'2 cos?(¢, )+ 1X1— ezsenz((pl)ﬁ
L1 tg(,)-a-cos?(@, Nhy — 1, ) .

2 \/1— e?sen?(o,)
+ % e COSZ((Pl)(e'Z cos(¢,)+1- tgz(@l)(l— 4.e" cosz(cpls))- a (1— GZXq)Z —¢,) N

(e'2 cos?(p, )+ 1)2 (1— ezserlz((Pl))2

-1
o\-1

+£- (e.z cos®(¢,)+1-3- tgz((Pl))' a (1_ ezx(Pz - ¢,)c08(@, ), 2y )

3
° (1- e’sen(p,)f
ol
Ps3 3
S o
(P4 4
G A
Ps 5
8f1a ~0 af; 0
a(pS 87‘45
of; 0 of; _
o037 o

Algumas derivadas seréo zeros, assim a matriz ,.A,, tem a seguinte forma:
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o093 03
of, of, o o, o o o o o o o o
093 00X 097 03
of, af, of, ot At o o o 4 o o o
09, 00X, 097 03X d¢i 0N
0 0 of, of, of, of, of, 0Jf, 0 0 . .
003 0Ny 09 0Ny 095 01
o o0 o0 o of, ofy of, of, of, of ,
0p; 0, 005 0X 097 OAG
o o o o o o 9f of, of of 0f Of
Ops OMy Ogg 0Xy 097 015
o 06 0 0 0 06 o0 o of, of, of, of,
09 O\ a?é; a;;f;
A, =0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 (jsa (j};
?7 7
f, of
o093 03
o o % M o o o o o o o o
095 01, 097 01
0 0 of, of, of, of, 0 0 0 0 0 0
097 00Xy 097 0N
093 0N 0¢F oX
0 o 0o o o o =k T,
a(PS a}\‘S a(PG 87\‘6
o o0 0 0 0 0 0 o 8f1; 6f1;1 afli af1;1
0pg 0L, 07 O]
o o o o o0 o0 0o o o o s O
007 O] |

Calculando os valores para a matriz . A,,, primeira etapa do ajustamento,

para as derivadas n&o nulas.

oL __s705633173004 Ot
00, oL,
% _ 1350200860087 O

" 0 @,
O _ 3796045086742 2% _
093 0%,
o _ _43312100287706 2%

O_

3 0,

o =

0,37418897776
— = —2317,711244662752
134,65663616777

- = —95,36336437765

of,

of,

of,

0o,
of,

0_

0_

13513462080075

708,52323854679

=333,21716721193

O_

= 298,46526671020

o =
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o, = -9550658682530 of, = 297,98932925924 of, =29191483785138
o203 ONy 004
of, of, of,
= -683,94154910079 =-196,34855381319 = 385,95221984156
oN, 0 oA
of. of, of;
=-196,55228734082 = 385,47832955605 =210,37244394233
fofon o, d¢p
of. of. of,
=-623,84297432298 =-13,996318531922 = 238,36464476693
oAy 0 Pg oy
ofg ofg ofs
=-14,024414027107 = 237,89323030928 =133,62170688850
fofo: Ons d¢q
ofg ofg ofs
=-574,10602801864 =-119,47182971535 = 336,21279770936
YA o0, o
of, of, of,
=-119,62586249292 = 335,74408271753 =147,04160012953
ofOx OXs ol
of, ofg ofy
= -583,61544305919 =-27570323009711 = 247,40527939863
ony o0, ony
of, of, of,
=5722,03851395285 =5603760,21798660 =-3427720,56246774
005 O 003
of, of, of,
=-4717238,02581436 — = 3436273,70418040 =4717238,02581436
on, 0¢y A
of,, of,, of,,
—= =-6109799,96637660 —= = -1528179,41146572 ——= =6110381,37222960
03 o, 00,
3 3 4
of,, of, of,
o = 1528179,41146572 — = -5788125,30440755 8? =-2310118,83730422
4 Py 4
of,, of,, of,
—== =5789233,99774360 —= =2310118,83730422 —= =-6341087,39557485
ofo: Oks ol
of., of, of,
= -293214,488692696 —= = 6340924,58567710 —= =293214,488692696
I 0 g O
of, of, of.,
—= =-6054103,65880880 —= = -1698742,03645567 =6054749,20660130
o g Ok oy
of., of.c ofc
—= =1698742,03645567 —= =-6318499,42828080 —= =-555938,610578555
ony o0, N,

A MVC das observacoes € obtida em (MORAES, 1997, p. 129).
A matriz dos pesos das observacgdes € a inversa da matriz covariancia das

observagées, multiplicada pelo nimero o que é a variancia da unidade de peso a

priori, usando as equacoes (3.11) e (3.12).
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o? =o? =o? =0 =o? =o? =0’ =o’ =160000300589 x10 " rad’ (4.17)

2 3 4 5

i, =136820510382x10° m’

of, =301699784911x107° m*

o =21367956299x10°m’

o, =1,33730160539x10~° m’ (4.18)
o, = 327345905177 x107° m?

of, =17643242549x10° m?

of, =306757461247x10° m*

Com estes dados obtém-se 0s elementos da inversa da matriz dos pesos,

essa matriz é diagonal, pois as observacfes nédo estdo correlacionadas entre si:

-1 _ A 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
P =diag [cfl o; Of O; O O Gy O; Gy Oy Gy G O G © ],

f14 f15

onde o} =1, pois ndo influi no vetor x .

Calculando o vetor das corre¢des aos parametros aproximados, equacao
(3.106):

0,84392252858x107° | [0,00174071517 ]
0,31704957891x10°® 0,00065396170
0,21596138319x 10~ 0,00445452329
097060375020 x10°8 0,00200201394
0,27132277596 %107 0,00559643398
0,28063257316 %10 0,00578846233 |
%1 =] 9365206235110 |0 | 000487877370 )

0,53803782444 x10”" 0,01109782676
0,34485998203x 10~ 0,00711324774
012194232784 x10°° 0,02515241062
0,29164458230 %10~ 0,00601560133

| 017113701414 x10°° | | 0,03529954306 |




Calculando o vetor dos parametros ajustados, equacéo (3.107):

[—0,49931334798 | - 28°36'30,77097754674""
—0,85428801195 —48°56'49,55126363712"
—-0,49740138634 —28°29'56,40057943270"
—0,85091701000 —48°45'14,23220078287"
—0,49465665954 —28°20'30,26003957801"

X = —0,85003866136 ad|” 48°4213,05978702036"
—-0,49274940141 —28°13'56,85980917875"
—0,84906724005 —48°38'52,68975889021"
—0,48903656896 —28°0111,03314451968"
—0,84884872777 —48°38'07,61836670901"
—-0,48663347710 —27°52'55,35986878800""

| —0,84799360225 | | —48°3511,23606699235" |

Calculando o vetor dos residuos, equacéo (3.109):

[—0,39705599614 x10°rad | [-081898678114'"]

017305815478 x107° rad 0,35695806765''
0,72014868381x10° rad 1,48541328734"
0,56764123682x107° rad 117084409731
0,54797578575x10°° rad 113028119276'
011228573719x107° rad 0,23160595825'"
0,82724878825x10°° rad 0,00170632311""
sV, =| —0,37128975844 x10"° rad | = | —0,76584010087"'

Calculando o vetor dos valores observados ajustados, equagéo (3.110):

0,01781499225 m
0,07602868376 m
0,06189505711 m
0,03935132435 m
0,08866711658 m
0,05137160032 m
0,08466228649 m

1 0,08466228649 m |

0,01781499225 m
0,07602868376 m
0,06189505711 m
0,03935132435 m
0,08866711658 m
0,05137160032 m
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365909100121 rad [209°39'01,69640521885'"|
257230534237 rad 147°22'56,06305326772""
2,41851620455 rad 138°34'14,77633728833""
3,28988587635 rad 188°29'47,67286009865'"
2,77044134989 rad 158°44'04,54825319225'*
339577548588 rad 194°33'48,97265395820'"
2,93439053537 rad 168°07'41,49523192412""
L0 =| 246222943119 rad | =| 141°04'31,27655989934'*
13494,6470149922 m 13494,6470149922 m
22463,6782286838 m 22463,6782286838 m
18112,8053950571 m 18112,8053950571 m
13284,6063513243 m 13284,6063513243 m
23607,1635671166 m 23607,1635671166 m
16001,9817716003 m 16001,9817716003 m
226929293622865 m | | 226929293622865 m |

Obtencéo da variancia de peso a posteriori, equacao (3.115) e (3.116), onde n
=15eu=12.

52 = 6,859208220 (4.19)

A MVC dos parametros ajustados, equacao (3.117), MVC dos valores
observados ajustados, equacéo (3.118), MVC dos residuos, equacao (3.119), serdo
calculados na Ultima etapa do ajustamento com a estabilizacdo do vetor das
correces. Esta estabilizacdo para a parada do ajustamento serd 4 casas apés a
virgula do segundo. Esta parada € definida pelo operador.

Para uma analise didatica, se procedera as iteracOes até a terceira, mas se 0
critério de parada fosse 4 casas apés a virgula do segundo de arco a primeira

iteracao seria suficiente.

4.1.2 Segunda etapa (ou primeira iteracao)

As iteracOes seguiram o processo descrito no algoritmo do Quadro 3.1.
Ser& declarado apenas o vetor das corre¢des aos parametros aproximados, vetor
dos valores observados ajustados, vetor dos residuos, vetor dos parametros ajustados e a

variancia de peso a posteriori, todos em radianos quando se referir aos angulos.



primeira etapa.

| — 015432217582 x 0™

| 0,67620595388x1072 ]
0,99319727811x107"
0,22169580949 x 10
—0,50913227137 x102
0,27781454457 x10™

0,31018770235x10™"
—0,21214486013x107™

0,32016041281x107"
—0,26465518803x107

0,31015340151x107"

| —0,26165598224 x 10 |

[~ 0,39708726900x107° rad |

(15"1)1 =

017304537577 x10™° rad
0,72015480448x107° rad
0,56764736381x107° rad
0,54798883555x10° rad
0,11230113585x107° rad
0,8526875668 %10 rad

—0,37131184368x107° rad

0,01781565575 m
0,07603117294 m
0,06189713045 m
0,03935261112 m
0,08867064874 m
0,05137340472 m
0,08466376501 m

W

(62), = 6859593730

1

rad , (1zxf)1 =

)

[—0,49931334798 |
-0,85428801195
—0,49740138633
—0,85091701000
—0,49465665954
—0,85003866136
—0,49274940140
—0,84906724005
—0,48903656896
—0,84884872777
—0,48663347710

rad

| —0,84799360225 |

3,65909100090 rad
2,57230534225 rad
2,41851620461 rad
3,28988587641 rad
2,77044135002 rad
339577548604 rad
2,93439053563 rad
=| 2,46222943097 rad
13494,6470156558 m
22463,6782311729 m
18112,8053971305 m
13284,6063526111 m
23607,1635706487 m
16001,9817734047 m

22692,9293637650 m |

95

Na ultima iteracdo, serdo desenvolvidos o0s passos da mesma forma que na

(4.20)



4.1.3 Terceira etapa (ou segunda iteracao)

Fazendo o mesmo desenvolvimento que em (4.1.2).

(12 X, )2 =

0,01781565577 m
0,07603117298 m
0,06189713046 m
0,03935261113 m
0,08867064876 m
0,05137340474 m
0,08466376506 m

(62), = 6859593733

[ 0,20399468854 x107° | [ 0,49931334798]
0,31521038255x10 7% — 085428801195
—0,42994477714 %107 —0,49740138633
—014517127531x107® —0,85091701000
013850013003x107%® — 0,49465665954
—0,24085290268 x10 7' ad ( xa) | -0,85003866136
~013304123243x10°5 ’ 1272 1 0,49274940140
—0,45438234830x10 7% —0,84906724005
—0,40297720296 x107*® —0,48903656896
0,46612901626 x 1075 —0,84884872777
—0,47648170956 x107*® —0,48663347710
| 0,45499849029x107% | | —0,84799360225
[~ 0,39708726859x10° rad | [ 365909100090 rad |
0,17304537626 x10™° rad 257230534225 rad
0,72015480474 x10™° rad 241851620461 rad
0,56764736368x10°° rad 3,28988587641 rad
054798883522 x10°° rad 277044135002 rad
011230113522 x10°° rad 339577548604 rad
085268691028 x107° rad 293439053563 rad
—0,37131184343x10°° rad (5£2), =| 246222943097 rad

13494,6470156558 m
22463,6782311730 m
18112,8053971305 m
13284,6063526111 m
23607,1635706488 m
16001,9817734047 m
22692,9293637651 m |

96

(4.21)
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4.1.4 Quarta etapa (ou terceira iteracao)

Nesta etapa (iteracéo) serd descrito todo o processo assim como em (4.1.1). A
escolha da quarta etapa para a parada deve-se simplesmente para elucidar melhor o
processo sendo que uma escolha vai depender do grau de precisdo que o “operador”
deseja, por exemplo, 4 casas apoés a virgula (do segundo) no vetor das correcdes, se esse

fosse o critério ja na segunda etapa poderia se proceder a parada do ajustamento.

Desenvolvimento:
A matriz das derivadas A é a mesma s6 mudando os valores devido a cada
etapa do ajustamento ter-se o vetor dos parametros aproximados alterados; a matriz

dos pesos também se repete bem como o vetor dos valores observados.

Os vetores e matrizes referentes ao processo de ajustamento sao da seguinte
forma:

3,65909100090 rad
) ] 2,57230534224 rad
—~0,49931334798
2,41851620461 rad
~0,85428801195
3,28988587641 rad
~0,49740138633
2,77044135002 rad
~0,85091701000
339577548604 rad
~ 0,49465665954
2,93439053563 rad
(L0, = (,3), =| 728200386613 (5£9), =| 246222943097 rad
U M2 0,49274940140 R
13494,6470156540 m
—0,84906724005
22463,6782311760 m
~0,48903656896
18112,8053971295 m
084884872777
13284,6063526132 m
~0,48663347710
23607,1635706502 m
~0,84799360225
- - 16001,9817734052 m
22692,9293637623 m



- 0,397087259x10°° rad |
0173045367 x10°° rad
0,720154809x10°° rad
0567647362 x10° rad
0,547988810x10°° rad
0112301157 x10°° rad

0,852700x107® rad
~0,371311856x10° rad
0,0178156540 m
0,0760311760 m
0,0618971295 m
0,0393526132 m
0,0886706502 m
0,0513734052 m
0,0846637623 m

(1551)3 = (1533)3_15?; =

Calculando os elementos da matriz (A, ), tem-se:

O _ 7056060435046 2o — 037583781901
093 oM,
of, of,

= —135,03165024322 = —237,71129758829
N, 003
of, of,

L = -237,96131103233 ® =134,65665148048

¢, I,
of, of,

= —43312048539631 = —95,36470669409
ony 095
of, of,

¢ — 9550793143853 4 = 297,98789648629

0, 0
aof, of,

— —683,03713273406 = ~196,35259615802
04 o5
o f, o f,

— —196,55633349585 = 385,47534598462
0wy 04,
o f, o f,
~5 = $23,83890030369 ——> = —14,00057932101
0 /s gfs
o f, o f,
~_+=-14,02868344921 % = 237,89213988705

D5

o f, o f,

=-57410204188390 e =-119,47793824132
(

0

8f20 =708,52146704848

0 ¢,
of,
=13513463610028

3
of,
fofos
of,
%
of,
o9,
of,

0

333,21736277497

298,46383391583

291,92022630343

= 385,94923624777

a1:5_

0 ¢s

9% _ 538 36355431906

0

210,38075566785

0 fi =133,63208367426

0P
o f,

0

= 336,20990199685
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O _11963107854136 O" —33574118703313 O —147,03646087515
LGN 05 GLGk
of, of, of,

— —583,61661672586 = —27,55907517531 = 247,40934876263

7 GIGx 05

of, of, of,,

= 5747,25989364690 = 5603760,22354845 1 = _3427732,55067456
LGN O LGN
of,, of,, of,,
T - _4717231,26345304 10 = 3436285,69585246 L0 = 4717231,26345304
03 0¢S 03
of,, of,, of,,
CHL - _6109791,39576975 L = —1528206,16664812 - = 6110372,82925125
LGk O GLGY
of,, of,, of,,
“ _152820616664812 —2 = -5788097,56501590 2 = -2310173,27007347
o, 002 o,
of,, of,, of,,
212 _578920631903615 2 =231017327007347 % = 6341082,06628255
GLGk OnS LGk
of,, of,, of,,

= —293304,856781864 —X= = 6340919,27710490 % =293304,856781864

5 GLGH O

of,, of,, ot,,

——6054070,76771525 X = _1698834,37255492 = 6054716,40216770
LGN 0N 093
of, of,. ot
1 _1698834,37255492 15 = —6318525,45844800 L =—555704,971267825
03 0¢° 03

Obtencao do vetor das correcdes aos parametros aproximados.

[ 0,20399468854 x107% | [ 0,42076924908x107° |
0,31521038255x107* 0,65016808484 x107*°
—0,42994477714%x107* —0,88682476153%x107*
—014517127531x107" —0,29943724974x107%°
0,13850013003x107* 0,28567702485x107*°
—0,24085290268 x10 7" —0,49679477306x107% | |
(12 x1 )3 = -15 rad = 10 ( )
—013304123243x10 —0,27441724029 x10
—0,45438234830x107" —0,93723087035x107*°
—0,40297720296 x107" —0,83120014691x107*°
0,46612901626 x107*° 096146011224 x107*°
—0,47648170956 x107* —0,98281407502 x107*°

| 0,45499849029x107*° | | 0,93850175443x107° |
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Vetor dos parametros ajustados.

[—0,49931334798 | [ 28°36'30,77097740731"
—0,85428801194 —48°56'49,55126361670"
—-0,49740138633 —28°29'56,40057897541"
—0,85091701000 —48°4514,23220088786'"
—0,49465665954 —28°20'30,26003900500"

(12 x: )3 |- 0,85003866136 rad = |~ 48°4213,05978733863"
—-0,49274940140 —28°13'56,85980853891"
—0,84906724005 —48°38'52,68975932770"
—0,48903656896 —28°0111,03314385922"
—0,84884872777 —48°38'07,61836725500"
—-0,48663347710 —27°52'55,35986814816"

| —0,84799360225 | | —48°3511,23606753215"" |
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Estes valores séo os procurados nesta finalizacdo do ajustamento, ou seja, 0s

parametros ajustados.

Vetor dos residuos.

017304537626 x10° rad
0,72015480474x10°° rad
0,56764736368x10° rad
0,54798883522x10° rad
011230113522x10°° rad
0,85268691028 x107° rad
(5V,), =| —0,37131184343x10°° rad
0,01781565577 m
0,07603117298 m
0,06189713046 m
0,03935261113 m
0,08867064876 m
0,05137340474 m
0,08466376506 m

| —0,39708726859x10°° rad| [-081905128518'"]

| 0,08466376506 m |

0,35693171006"
148542591267"'

117085673485

113030810921"

0,23163771898"
0,00175879300"
—0,76588565442"
0,01781565577 m
0,07603117298 m
0,06189713046 m
0,03935261113 m
0,08867064876 m
0,05137340474 m
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Vetor dos valores observados ajustados.

365909100090 rad ] [209°39'0169634071366"
257230534225 rad | |147°22'56,06302690914"
241851620461rad | |138°34'14,77634991379"
3,28988587641rad | |188°29'47,67287273650"
2,77044135001rad | |158°44'04,54828010774"
339577548604 rad | |194°33'4897268571886"
293439053563 rad | |168°07'41,49528439376"
(1602), =062 + (5 V,), =| 246222943097 rad | =| 141°04'3127651434576"

13494,6470156558 m
22463,6782311730 m
18112,8053971305 m
13284,6063526111 m

13494,6470156558 m
22463,6782311730 m
18112,8053971305 m
13284,6063526111m
23607,1635706488 m 23607,1635706488 m
16001,9817734047 m 16001,9817734047 m

22692,9293637651 m

22692,9293637651 m | |

Variancia da unidade de peso a posteriori.

(62), = 6859593733 (4.22)

Procedendo ao transporte das coordenadas (problema direto) obtém-se o
“erro de fechamento” em segundos para latitude, longitude e azimute, em cada

etapa, o Quadro 4.2 traz esses valores.

“Erro de 12 Etapa 23 Etapa 32 Etapa 42 Etapa
fechamento” (12 iteracao) (22 iteracado) (32 iteracdo)
w, -0,000000803” | -0,000000132" | -0,000000132” | -0,000000132"
w, 0,000004442" | 0,000004041” | 0,000004041” | 0,000004041"
W, 0,000189532" | 0,000189723” | 0,000189720” | 0,000189720"

Quadro 4.2 — Erro de fechamento referentes as etapas realizadas

Pode-se observar no Quadro 4.2 que para as etapas ajustadas, esta

ocorrendo uma estabilizacdo do erro de fechamento para a latitude, longitude e

azimute, na 42 etapa a nona casa apos a virgula, mostrando a rapida convergéncia

do modelo matematico.
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4.2 Comparacao da variancia da unidade de peso a priori com a variancia de
peso a posteriori

A fim de inspecionar o modelo estocastico empregado, calcula-se a
estatistica para a deteccao de erros grosseiros, em que (n—u) € 0 numero de graus
de liberdade do ajustamento no modelo paramétrico, i.e., 0 nUmero de equacbes
superabundantes do sistema de equacdes normais. A variancia de peso unitario a
priori ., sob o nivel de significAncia o, deve ser testada estatisticamente com a
variancia de peso unitario a posteriori 6(2) .

A comparacao da variancia da unidade peso a priori com a variancia da

unidade de peso a posteriori é efetuada pelo teste y°da forma quadratica dos
residuos, compreendendo as seguintes partes:

a) Enunciam-se as hipoteses basica H,e alternativa H,

.2 _ a2
H, :c; =G5
2

.2 J
H, :c; # G,

b) Estatistica do teste : y°

T ~2
2 VPV & 2
X = 2 :_g(n_u) ~X(n—u)
GO GO

A aplicacao do teste refere-se a 42 etapa.

~2
2 _ Oo (1 _yy = O8O9O93733 15 19y _ 20579

c) fixacdo do nivel de significancia o

o =5%

d) Teste da hipotese basica.

L oo = Xio,ozs;a = Xc2),975;3 =935
2

Xi = Xf—o,ozs;s =022

— n-u
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2
l—g; n-
2

¥2 2 ., , . L. .
Como " >y e > X;n a hipotese basica é rejeitada ao nivel de

—-u

significancia o =5% .
Isto quer dizer que existe diferenga significativa entre a variancia de peso a

priori com a posteriori. A forma quadratica v'Pv de valor muito elevado pode ser
causado por presenca de erros, além das seguintes possiveis causas: sistema mal
condicionado, modelo matematico inadequado, erros de célculo, ponderacao
errdnea das observagdes e problemas na linearizagdo (GEMAEL, 1994, p. 302).

4.3 Deteccdao de erros nas observacdes pelo teste data snooping de Baarda

Com o teste data snooping de Baarda € possivel verificar a presenca de erros
em cada observacédo. A estatistica do teste é:

Vi

G, AN

W, = (4.23)

onde

W, : residuo padronizado;

v;: vetor dos residuos das observacdes /,;

o, : desvio padrao das observagoes ¢;, da matriz £ ,,, equacao (4.17) e (4.18);

;. i-esimo elemento da matriz R, chamado de redundéancia parcial que se obtém da

diagonal da matriz R, usando as equacdes (3.112), (3.116) e (3.11) com seus
respectivos valores (MORAES, 2004, p. 59),

R:A—lz-fv-P. (4.24)
Go
A hipétese basica é rejeitada se
Wi| >k (4.25)

k: estatistica teorica (obtida de tabelas de distribuicdo “F’ de Snedecor) (GEMAEL,
1994, p.312-314).
1-a=95% = k =196 (4.26)
1-a=99% = k =257 (4.27)

Aplicando o teste para a 42 etapa do ajustamento tem-se pela equacao (4.17)
e (4.18),
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6, =0, =0, =0, =0, =0,

1 . \ . . =0, =0o, =0,4000003759 x10°rad (4.28)

o,, =0,03699273800 m
5, =0,05492780520 m
o, =0,04622598400 m
o, =0,03656957619 m (4.29)
o, =0,05721524660 m
5,, =0,04200518900 m
o, =0,05538611580 m

O vetor dos residuos tem os seguintes valores:

v, = —0,39708726859x10° rad vV, =0,01781565577 m
v, = 0,17304537626 x10™° rad V,, =0,07603117298 m
v, =0,72015480474x10° rad v,, =0,06189713046 m
v, =056764736368x10"° rad v, =0,03935261113 m (4.30)
v, = 0,54798883522x10° rad v,, =0,08867064876 m
v, = 011230113522 x10°° rad v,, =0,05137340474 m
v, = 0,85268691028 x10°° rad v,s =0,08466376506 m
v, =—0,37131184343x10° rad
A partir da diagonal da matriz (4.24):
r, =0,5026416087 r, =0,3028547507 r, =0,2647898380
r, =0,1794639639 r, =01765018294 r, = 01795678218
r, = 0,2688003854 r, =0,5022094827 r, =0,0157297316 (4.31)

o = 01004670925 r,, = 009752359559  r,, =0,06188846534
r, =01357354924  r,, = 008102540657  r,. = 01308005342

Calculando o valor do residuo padronizado utilizando os valores de (4.29), (4.30) e

(4.31).
W,, =-140 W, =079 W, =350 W, =335W, =326

W,, =066 W, =0004 W, =-131 W; =384 W, =437 (4.32)
W, =429 W, =433 W, =421 W, =430 W, =423

A matriz R é idempotente, ou seja:
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15
r= Zri = traco = numero de graus de liberdade (n-u=15-12=3), onde pela (4.32) tem-

i=1

15

se Zri = 2,999999998, isso quer dizer que a soma dos elementos da diagonal
i=1

“principal” deveria ser 3.

Resultado do teste:

A hipdtese basica é rejeitada, tanto para 95% como 99%, nos seguintes
casos:
W

angs

>k.

W

ang,

, ‘Wangs , ‘WSQ , ‘WSB , ‘WSM , ‘WSAS , ‘WS% , ‘Wsm , ‘Wsm

Este alto indice de rejeicao pode estar ligado, por exemplo, a presenca de

erros nas observacgoes.
4.4 Elipse dos erros

Uma das estimativas de qualidade de uma rede geodésica sao os parametros
da elipse dos erros de cada ponto dessa rede. Os semi-eixos maior e menor da
elipse dos erros, simbolizados respectivamente por a e b, sdo dados pelo desvio
padrdo maximo e minimo das coordenadas do ponto. Os desvios padrao maximo e

minimo s&o func¢des da varidncia maxima e minima.
Estas estimativas sao obtidas da MVC dos parametros ajustados Z_., sendo

gue a matriz escolhida para célculo € a da 42 etapa do ajustamento.

A MVC dos parametros ajustados é uma matriz simétrica de dimensdes 12x12
(12 linhas por 12 colunas), para obter a elipse dos erros ndo serdo necessarios
todos os valores e sim somente os elementos da diagonal principal e suas

correlacdes, assim tem-se a seguinte matriz:
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(0]
05 2503
(¢ (¢ 2
9325 2%
(0 2 (e}
03 0515
2
o o
2308 23
2
(e}
Pa 09\%
2
~ (0] (¢
z 2305 2%
X2 = 2
(e}
5 G
2
(¢ (0
2508 25
2
(e
96 952%
2
(0]
250§ 2%
2
(¢
9% 095
2
(0 (e}
L 2595 25

As variancias e as covariancias das coordenadas ajustadas de um ponto pelo
MMQ acham-se vinculadas a direcdo de cada eixo. A direcdo do eixo maior da

elipse (1') forma um angulo y com a direcao positiva do eixo A (Figura 4.2).

P

—_

Figura 4.2 — Elipse dos erros

A forma de obtencao dos semi-eixos da elipse dos erros e seu angulo, é
obtido da decomposicdo da matriz covariancia em valores proprios e vetores

préprios, os semi-eixos da elipse dos erros sao calculados por:

a=+maxAa, (4.33)




b=+mink,
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(4.34)

sendo A o valor proprio (autovalores) obtido pelo método de decomposicéo

espectral da submatriz da matriz covariancia. A orientacdo da elipse € dada pelos

vetores proprios (autovetores).

Para encontrar os valores proprios é necessario resolver o determinante da

submatriz da MVC dos parametros ajustados.
det(Z, - Al)=0
As submatrizes sé&o:
Para o ponto 2.

7 _| % Cum [ 02465180478x10"  -01636278181x10 "
* |%sg Ou | |-01636278181x107  0,2941774991x10"°

Para o ponto 3.

7 | T Cum [ 09709588550 x107** —O,2716771911><10‘15}
.=

| O3 Oig | -0,2716771911x10" 01010548135 x10*

Para o ponto 4.

2 _| s O |_| 01056578328 10" -05281468249x10"°
‘oo o, | |-05281468249x107° 01811334134 x10%

kiwi A

Para o ponto 5.

G, . G?f;

—0,5542262627 x10™  0,2100348883 x 107

A5¢5

- { G, %ﬂ B [ 01026353552 107  — 05542262627 x 10-15}
= _

Para o ponto 6.

2 _| O O |_| 07267489974x10° -0,2976365769x10"
° |Cue s | |-02976365769x107° 01620888737 x10™*

Para o ponto 7.

7 _ Cps Ouma | | 04658035532 x 10™ -0,8186181293x107*°
! ~-0,8186181293 x10™*° 0,86853524897 x107*°

c c
2505 5

(4.35)

Calculando os valores proprios e vetores préprios das submatrizes, tém-se:
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det(Z, - \1)= Cot e Y 10 _ G ~h O 0
2 o Oy 01 v %—K

2503
Ao resolver este determinante se obtem um polinémio chamado de “equacéo
caracteristica” esta equacgao permite encontrar os valores préprios e com isto 0s
vetores proprios e o angulo y (GEMAEL, 1994, p. 227-238).

Os valores proprios da submatriz das variancias e covariancias do ponto 2

7\' O -15
A, -|h _ 10294210 0 Londe 4, >,
0 2, 0 0,2465 x 107

Os vetores préprios associados a estes valores proprios séo:

g _|C: €] _[-00343 -09994
2 e, e, 09994 —-0,0343

Calculando os semi-eixos da elipse dos erros:

a=+max 2 = /A, =+/0,2942x10%° =17x107 rad,

b=+/mink = /%, =/0,2465x10"° =15x107 rad.
O angulo y é calculado da seguinte forma:

y = arccos(e,,) = arccos(— 0,0343) = 91°57'56,27""

Os valores proprios da submatriz das variancias e covariancias do ponto 3 séo:

A 0 -4
A, - ! = 01263x10 0 . [sonde &, >, .
0 A, 0 0,0718 x 10"

Os vetores proprios associados a estes valores proprios sao:

g _|6u €] _[-06809 -07323
°le, ey, 07323 —0,6809

Calculando os semi-eixos da elipse dos erros:

a=+/max 2 =/, =/01263x10™ =35x 107" rad,

b=+/mini = /&, =1/00718x10* = 26x107" rad.
O angulo vy é calculado da seguinte forma:

y = arccos(e,,) = arccos(— 0,6809) = 132°54'50,4""



Os valores proprios da submatriz das variancias e covariancias do ponto 4 séo:

A, Fl 0 } ~ [0,2083x1014 0

= ,onde A, >A,.
0 2, 0 O,O785x1014} o

Os vetores proprios associados a estes valores proprios sao:

[en eu}:[—o,4575 —0,8892}

E -
“le, e, 08892 -0,4575

Calculando os semi-eixos da elipse dos erros:

a=+max% = /A, =+/0,2083x10™* = 45x107" rad,

b=+/mini = /&, =/00785x107* = 28x107" rad.
O angulo y é calculado da seguinte forma:

y = arccos(e,, ) = arccos(— 0,4575) =117°1333,2"

Os valores proprios da submatriz das variancias e covariancias do ponto 5 séo:

A, - Fl 0 } _ [0,2335x1014 0

,onde A, >A,.
0 A, 0 O,O792x10_14} S

Os vetores proprios associados a estes valores préprios sao:

E - €n €| _ -0,3900 -0,9208
i € € 09208 -0,3900

Calculando os semi-eixos da elipse dos erros:

a=+max% =i, =/0,2335x10* = 48x107" rad,

b=+minx = /&, =/0,0792x10™ = 28x107" rad.

O angulo vy é calculado da seguinte forma:

y = arccos(e,,) = arccos(—0,3900) = 112°57'16,2""

Os valores préprios da submatriz das variancias e covariancias do ponto 6 sao:

A - A 0] [ol711x107™ 0
10 2, 0 00637 x107*

},onde Ay > A,

Os vetores proprios associados a estes valores proprios sao:

g _|6: ©|_[-02895 -09572
° e, e, 09572 —-0,2895

Calculando os semi-eixos da elipse dos erros:
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a=+/maxi = /A, =/01711x10™ = 41x107" rad,

b=+/mini = /&, =/00637x10* = 25x107" rad.

O angulo vy é calculado da seguinte forma:

y = arccos(e,,) = arccos(— 0,2895) = 106°49'40,8"

Os valores proprios da submatriz das variancias e covariancias do ponto 7 séo:

A - Fl 0 } _ [0,8845 x1071 0

= s |»onde A, >4,
0 A, 0 0,4498 x10~

Os vetores proprios associados a estes valores préprios sao:
E - € € |_ -01919 -0,9814
° e, e, 09814 -01919

Calculando os semi-eixos da elipse dos erros:

a=+max% = /A, =/0,8845x10% = 29x107 rad,

b=+mink = /A, =0,4498x10™"° =21x10"rad.
O angulo vy é calculado da seguinte forma:

y = arccos(e,,) = arccos(—0,1919) = 101°03'49,27"

A patrtir destes dados se obtém o seguinte Quadro:

110

Ponto i a (rad) b (rad) Y

2 0,000000017 0,000000015 91°57'56,27"
3 0,000000035 0,000000026 132°54'50,4”
4 0,000000045 0,000000028 117°13'33,2”
5 0,000000048 0,000000028 112°57'16,2”
6 0,000000041 0,000000025 106°49'40,8”
7 0,000000029 0,000000021 101°03'49,27"

Quadro 4.3 — Valores da elipse do erros para cada ponto i




5 ANALISE DE RESULTADOS

5.1 Fungéo erro

A funcéo erro na forma simplificada da latitude, longitude e azimute descrito

pelas equacdes (2.73a), (2.73b) e (2.73c) mostrou que para os valores pontuais
¢ =45, a=45° e para diferentes comprimentos da linha geodésica (quadro 2.1) se

constata que os valores obtidos da funcéo erro em maédulo é menor para a longitude
e azimute em relacao a latitude que por sua vez tem valores maiores para todos 0s
comprimentos da linha geodésica, pode se verificar essas afirmac¢des pela figura 2.7.
O mesmo nao ocorre com a fungéo erro na sua forma geral da latitude, longitude e
azimute descrita pelas equacdes (2.70a), (2.70b) e (2.70c), que atraves dos graficos

gerados em trés dimensdes, pois tem-se como variaveis independentes a latitude e

. . T 9
0 azimute, onde variamde 0<¢o<— e —<a<—m.

T
21 6 5
Como o intervalo é maior é possivel inferir pelas figuras (graficos) 2.8 até
2.26, para diferentes valores da linha geodésica assim como feito no quadro 2.1, que

nas proximidades do valor da latitude ¢ =le para todos os comprimentos da linha

geodésica os valores maximos da latitude, longitude e azimute acabou invertendo o
resultado, neste exemplo, pois se observa nesses graficos que a latitude tem valores
menores em modulo que a longitude e azimute (entende-se por “valores menores” a
questao numérica).

Os resultados da funcdo erro mostram que se o critério adotado pelo
“operador” for, por exemplo, 4 casas apos a virgula de segundos de arco o
comprimento maximo da linha geodésica que satisfaz esse critério para latitude,
longitude e azimute é até 40.000 m ( ou 40 Km) isso para o exemplo pontual referido
ao quadro 2.1; ja se for considerado os valores dos gréficos 2.8 até 2.26 nem para o
primeiro valor da linha geodésica (5.000 m) é satisfeito, pois sé a latitude garante 4
casas, para longitude e azimute sé € possivel garantir 3 casas sem analisar 0s

arredondamentos.
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5.2 Ajustamento

O processo de ajustamento desenvolvido a partir de uma linha poligonal
obtida do IBGE (figura 4.1) foi desenvolvido em 4 etapas ,tendo como critério de
parada a estabilizacdo do vetor das corre¢fes aos parametros aproximados com 4
casas apos a virgula de segundos de arco, por exemplo, foi atingido ja na 22 etapa,
mostrando que o modelo matematico converge rapidamente, sendo que 0 processo
continuou até a 4 etapa para elucidar melhor o processo sendo que nesta etapa foi

atingido 10 casas ap0s a virgula de segundos de arco.

5.3 Teste Data Snooping

O teste Data Snooping de Baarda permite verificar a qualidade do
ajustamento, tem como objetivo principal a localizacdo de possiveis erros nas
observacfes. O teste estatisitico faz somente um apontamento ele ndo apresenta
qual a “natureza” desses erros.

Pelos valores calculados em (4.31) que séo referentes aos valores de
redundancia parcial, permite inferir a partir do quadro 5.1 que s&o os intervalos
recomendados para a orientagdo da decisdo sobre a controlabilidade de
observacdes (MURLE; BILL, 1984, p.48):

Intervalo Controlabilidade
0<r <001 N&o ha
001<r <01 Ruim
01<r <03 Suficiente

03<r<1 Boa

Quadro 5.1 — Controle de observagfes por meio de redundancias parciais
Fonte: Murle & Bill (1984, p. 84)
Nota: traduzido do original.

Pelo quadro 5.1 e pelos valores em (4.31) tem-se:

ry, I,, € I, acontrolabilidade é ruim;
r,, Is, Iy, Iy, Iy, I3 € I @ controlabilidade é suficiente;
r, f,, Iy, I, € r, acontrolabilidade é boa.

A controlabilidade esta atrelada a geometria da rede geodésica, pois quanto

melhor a controlabilidade melhor sera a geometria.



6 CONCLUSAO E RECOMENDACOES

6.1 Concluséao

a)

b)

f)

O modelo matematico para o transporte de coordenadas para o elipséide
desenvolvido pelas séries de Legendre mostrou que no processo de
ajustamento a convergéncia € rapida, diminuindo os célculos para se atingir
os valores esperados.

Com a obtencdo da funcdo erro é possivel estimar o erro cometido do
truncamento da série de Legendre para diferentes valores da latitude e
azimute, contribuindo para que o operador faca a escolha mais correta
relativo ao comprimento da linha geodésica para cada caso que for
desenvolvido.

A deducdo do MMQ permite verificar com mais clareza o processo que
recorre para se elaborar o ajustamento.

O ajustamento desenvolvido pelo modelo paramétrico permite obter no
processo de ajustamento os valores das coordenadas ajustadas e o vetor
dos valores observados ajustados.

O teste estatistico data snooping de Baarda permitiu verificar se ha erros nas
observacbes para posteriormente se fazer novos calculos e obter novas
correcoes.

A elipse dos erros permitiu verificar a qualidade da rede geodésica, no
problema resolvido nesta dissertacdo (poligonal do IBGE), obtendo a regiao

(elipse) onde as coordenadas do ponto podem estar.

6.2 Recomendacdes

a)

Fazer o ajustamento utilizando os outros modelos que ndo o paramétrico,
podem surgir alguns problemas principalmente no calculo da matriz B
referentes as derivadas, para linhas poligonais com mais de 7 pontos, pois 0s
ambientes computacionais matematicos (exemplo, MatLab, Maple) podem
ndo conseguir calcular as derivadas devido ao excesso de funcdes com

argumentos dentro de argumentos.
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b) O trabalho com a série de Legendre mostrou uma convergéncia rapida, sendo

qgue poderia ser melhorada a linearizacdo pela série de Taylor. Como nesse
trabalho foi feito o truncamento da série na derivada terceira, prolongando os
membros da linearizacdo para derivada quarta, quinta e com isto obter uma
nova funcdo do erro, fazendo um comparativo se ocorre uma melhora no
processo de ajustamento.

Fazer um estudo da funcdo erro de forma mais completa, verificando os
valores que sdo maximos e minimos desta funcéo, ou seja, quais valores da

latitude e azimute tornam a fungcdo maxima e minima.
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APENDICE A — DESENVOLVIMENTO DA SERIE DE LEGENDRE
PARA O PROBLEMA DIRETO

Dado um ponto P = (g, 1) qualquer.

As seguintes expressdes (e equacbes) serdo utilizadas no decorrer das

deducdes:

B _sen(o)
t= tg((P) = COS((p) (A.1)
e 2cos?(p)=n?=v?-1 (A.2)
g2 € . (A.3)

l-e
M= a.(l-ez) : (A.4)
(1-esen’(o)k

N = a . (A.5)

Com estas equacdes chegam-se as seguintes relacdes:

2 a
N = o) (A.6)
2ean?
N_l2: (1—8 Zgn ((P)) (A7)
1 (1—e23en2((p))2
N az(l—ez) (A.8)
I
M=N (1— ezsenz((p)) (A9)
1 1 {L-e®sen’(o)
WONT e (A.10)
2o (1—e23en2((p)) (A11)
l—ez)
1 1 (1- ezsenz(cp))2
N M a’(1-e?) (A12)
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e2cos(p)= L =% .cos A.13
((P) COS((p) 1_e? ((P) ( )
o2
~-cos(o)-sen(p) = n?-t (A.14)
l-e
1 e? nz-t

— .= . . — A.15
I sen(p)-cos(p) N (A.15)
11,
- . A.16
vonN Y (A.16)
NE
N?M == (A.17)
v
1 vt
- - A.18
NM? N3 (A18)

Com estas expressoées (e equacdes) é possivel fazer todas as substituicdes
no decorrer das deducdes.

A deducdo da série de Legendre para o primeiro problema segue 0s
seguintes passos desenvolvidos no capitulo 2, utilizando a derivada primeira obtida

do triangulo infinitesimal para latitude (¢), longitude (1) e azimute («).

do _ cos(p) (A.19a)
ds M

dr  sen(a)

dS  Ncos(p) (A-195)
da _ sen(a)-to(p) (A.19¢)
ds N

1. Desenvolvimento da série para a latitude.

Céalculo da derivada 22 da funcéo latitude em relacéo a linha geodésica (S).

d?¢ d (dq)j(Afa) d (cos((p)j

ds?  dslds Y

2

d’g =i(&®)j_d_a+i(&®)].d_@ (A.20)
ds2 aal M ) dS apl M ) dS

Resolucao:

2 {coste) L foos(a) - - (-senla)
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& (cos(oc)) __sen(a) (A.21)
do\ M ) M |

9 (ﬁj - cos(a).i[(l_ ezsenz((p))% } _

al1-e?)

e?(1- ezsenz((p))y2 -sen(p)-cos(p) =

.e?. [(1 ezsenz(q’))yz ] . sen((p)- cos(cp) =

—s-cos<a>-L?;}-[(1‘6252”2(@))1-sen(@-cos(cp)
=-3-cos(a) € % -sen(e)- cos(o) = —%cos(a)- tg(e)-n?

0 (cos(@))_ ., m*:t
%(—M ]_ 3 N cos(a) (A.22)
De (A.21), (A.19c¢), (A.22), (A.19a) substituindo em (A.20):

d’e (_ sen(oc)j _ [sen(a). tg((P)j N [_ 3. % _ cos(oc)j _ [COS(a)j _

ds?2 M N M

= ﬁ[— sen®(a)-t—3n? -tcos(oc)]

d?o t 2 2 .2
vl Sl (a)+3n* cos (oc)] (A.23)

Calculo da derivada 32 da funcao latitude em relacéo a linha geodésica (S).

dS(P d dZ(P (A.23) d t 2 2 2
@:E[@ = E(—m sen®(a)+3n* cos (oc)D

d3() 0 ( t 2 2 2 da

—=—|—-——|sen (oc)+3n cos (oc)] —+
3

ds® oJo\ MN ds (A.24)

O(__t |sen2 2 cos2(o)]]. 92
+5(P( MN[Sen (a)+3n° cos (oc)D S

Resolucao:
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of_ t 2 2 e _
aa( e (a)+3n° cos (oc)D—

__ . .tg((p)(zsen(a)cos(a)— 6e"2cos?(¢p)cos(a)sen(a) Xl— e’sen? ((p))2 =

:—t-(ZSen(a)cos(a)—6(e’2cosz((p))sen(a)cos(a))- (1 © sen22( ))

a?ll-e?)

i(_L sen’(o)+3n? cosz(oc)D - —ﬁ(Zsen(oc)cos( )-6n sen(oc)cos(oc)) (A.25)

oo\ MN

%(—ﬁ[senz(aﬁ 3n? cosz(a)]j =
- 00l en? ) 56 2c0s? gleos? - esen o) +
S tle) ¢ cos{o)oos?(en(o-e?senz(o)f +

+ T -tg((P)- (senZ(a)+ 3e'2(:052(q))0052(a)xl_ eZSenZ((P))' ezsen(@)cos(@)

o (— ﬁ [sen?(a)+ 30 cosz(oc)]j =

o
:-(1+t2Xsen2(oc)+3n2 cos?(a )) 1 +6 tCOZ((p) sen(o )cosz(a)-M—lNJr
+4-t-(sen?(o)+ 3n? cos?(a))- €2 - sen(p) cos(o)- Ni ; 1 =

—e

= —(1+t*)sen?(c) + 3n* cos (cx)

+6-t*n? cos?(a)-— L (1 e’sen ((P))+ 4-t (senz(oc)+ 3n? cosz(on))(:%)cos((l))sen(@:

)
N2 ( ) N2 '
) 2

= —(1+ *)sen?(at) + 3% cos?( ) 2v +6-t"n° cos()iv+

NZ

+4.N_12t.(5en2(a)+ 3n% cos (a))coz,(@) sen(p) = Nl (1+t Xsen o)+ 3n? cos?(a )) V2 +
n

2(a)+ 312 COSZ(OL))- n’

+6N—12t2n2 cos?(a)- v? +4-N—12'[2 (se

i(—L sen?(a)+3n? cosz(oc)D:Ni[ (1+t2Xsen2( )+3n? COSZ(OL))-VZ +

aol MN
+6-t2n2cos2(a)-v2+4-t2-(sen (o) +3n? cos? )n ]

(A.26)
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De (A.25), (A.19c¢), (A.26), (A.19a) substituindo em (A.24):
d3(p t2

ds® MN2
+ [—(1+t2Xsen2(a)+ 3n? COSZ(OL))-VZ +

sen(oc)(z -sen(a)cos(a) - 6n239n(0€)003(0°))+

+6-t*n%cos?(a)-v2 +4-t2 - (senz(oc)+ 3n° cosz(oc))- n? ] C&T\E(;) =
= —t%sen(a)- cos(o) (2 -sen(a)— 6n25en(a))+ cos(o) [— (1+ t2 Xsenz(oc)+ 3n? COSZ(OL))- vZ 4

MN? MN?

+6-t°n?cos?®(a)-v2 +4-t -(senz(oc)+ 3n? cosz(a))-nz]:
) Clslség)%tzsen(a)(Z-Sen(oa)—6nzsen(oc))+ [—(1+t2Xsen2(oc)+3n2 COSZ(Q))-VZ +
+6-t°n?v?cos?®(a)+ 4-t? -(senz(oc)+ 3n? cosz(a))-nz]}:
=CMLI\E(;)%2~tzsen2(oc)+6'tznzsenz(a)—(senz(oc)Jr 3n° (:osz(oc))'v2 -
—tz(senz(oc)+ 3n? COSZ(OL))-VZ +6-t*nv2cos?(a)+4-t*n?sen?(a)+12-t?n* COSZ(OL)}Z
_ cos(a)

MN?
~3-t?n?v2cos?®(a )+ 6-t*n?v? cos?(a)+ 4-t’n?sen?(a)+12-t’n* COSZ(OL)}

%2 ‘t2sen” (o) + 6- t2n2sen?(a)— v2sen?(a)— 3n2v2 cos?(a) - t2v2sen?(a)-

Reagrupando todas as expressées que tem em comum sen?(a) e cos?(a) e

colocando em evidéncia,

d®p COS((X) 2 2 2.2 2 2.2 2.2 2 2,,2 2.2.,2

E:W{sen (oc)(—Z-t +6-t°n° —v° —t°ve +4-t°n )+cos (oc)(—3n Ve —3-t°n°ve +

+6-t%n?v? +12-t2n4)}:&(?){senz((x)(—zt2 —v2 —t?v? +10-t2n2)+ COSZ(OL)(—31”|2V2 +
MN

+3-t2n2v? +12~t2n4)}:CI\.ALI\(I(;){senz(oc)(—z-t2 —v? —tz(n2 +1)+1O.t2n2)+ COSZ(OL)(— 3n2v? +

+3't2112(112 +1)+12't2n4)}=(:MLI\(IS){senz(a)(—vz ~3-2 +9-t2n2)+ COSZ(OL)(—3112V2 +

+3-t*n° +15-t2n4)}= %\E‘;){senz(a)(—vz +3-£2(-1+3n2))+ cos? (@) 3n2v? +3-t2(n2 +5n4))}
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o _ 00500 cont(of-v* +3-£(- 1430 s cos®(af-3'v* 3.l 5 -
CEAT\(]?) fsen?(af- v2 +3-13(- 1+ 302 ))+ cos?(a)3n2(- V2 + 21+ 512
Invertendo o sinal das expressodes, colocando em evidéncia fica:

d’¢ _ cos(a) 2 2 2 2 2 2( 2.2 2
=- —sen‘loa)|-v° +3-t°-1+3n° J]-cos“(a \3n“(—v" +t°|L+5 =
- b sen(af-v2 a1 an? -cos?(afon® (v + 22 )
B —CI\(;S’\E?){Senz(a)(VZ —3-t2(—1+3n2))+ COSZ(OL)(— 3n%(-v? +t2(1+ 5112))}
cos 2 2(,2 42 2
= en? v +3-t°{1-3n° )]+ cos (ve -t 1L+5 A.27
dSs o~ “een(afv? +3-2{-an? ) cos?(@en?(v? - fesn?)|  (a27)
Calculando a diferencial para a latitude para poder fazer o transporte, tem-se:
_1do g 1% o 1d% o3, (A.28)
1 dSs 2! 452 3 ds? '
Com as expressdes (A.19a), (A.23), (A.27) sendo substituidas em (A.28).

M-S +£-[—ﬁ(sen2(oc)+ 3n? cosz(oc))j-s2 +

Ap =

M 2
+%-(— CI\O/ISI\(IOL)(senZ(oz)(v2 +3-t2(1—3n2))+ cosz(oc)(3n2(v2 -

_1cos(a) ( ( +312(1- 3n2))+cosz(oc)(3n2(v2—t2(1+5n2))))-82}+~-=

:%{Cos(a)_%_%[t.(sen (o) + 302 cos (o)) + ;.00;(“).(sen2(a)(v2+3-t2(1—3n2))+

+C082(0c)(3n2(vz ~t2(1+5n )))) S]}+
A(pzi{cos(a)—%.ﬁ-[t.(sen (a)+3n%cos (oc))+%-§~(cos(oc)(3n2(v2—

t2(1+ 5n2))-0082(oc)+ (v2+3-t2(1—3n2)) senz(a)))]}+...

(A.29)

Portando, a expresséo para o transporte da latitude para o proximo ponto no

elipsoide é dada pela seguinte férmula:

0 =01 +A0. (A.30)

c.q.d.
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2. Desenvolvimento da série para a longitude.

Célculo da derivada 22 da fungéo longitude em relacdo a linha geodésica (S).

d’»  d (dxjmﬁgb) d (sen(a)j

ds? dslds) — ds(Ncos(e)
@ (sl o ookl )by
ds?  da|Ncos(p)) dS  ap\Ncos(p)) dS '

Resolucéo:

o(sen@) 1 8

E(Ncos(cp) " Ncos(p) 6o (sen(c)

0 ( sen(a) |_ cos(a)

do. [Ncos((p)] ~ Ncos(p)’ (A-32)

Multiplicando (A.32) pela (A.19c):

0 ( sen(a)] do. _ cos(a) sen(a) tg(e) _ sen(o)-cos(a) (A.33)

da (Ncos(p)) dS Ncos(p) N ~ N?cos(o)
0 ( sen(a) Csenfo). O L AV )@ (1—e23en2((p))y2 1|
aw(NCOS(@)J_ ) aw(NCOS(@)J = senle) acp[ a COS((P)}_

sen(c!) cos(o)- ; : (1— e?sen? ((p))_% : (— 2ezsen(cp))- cos(o) - (1— e?sen? ((p))% -(-sen(p))

a cos?(o)

(@) | _ sen(o) - e?sent(o) ool eoste),
0 ( sen(a) ) _sen(a cosie ' (A-34)
a(p(NCOS((p)j a N (1_ ezz:;‘l(zq)(@))% .sen((p)

Multiplicando (A.34) pela (A.19a):

o (sen(a) ) do sen(a) | e®sen(ep)cos(o) TR 5
%(Ncos((p))ﬁ_ a .{_ co(z((p P i-etsen(o) 7+

, sen(o) - ezsenz((p))}é] cos(a) _

cos?(p) M
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_t sen(a)- cos(o) _ [_ e? .cos(p) (1_ ezsenz((p))_% .\

oL erser(ol)e ] mesen(o) 7
cos(¢) b (9) J alt-e?) _
_t. sen(a)- COS(OL)- _e? -COS((p)- (1— eZS;nZ((P)) + CO;-((P). (1— eZSSnZ((P))Z | ) a(]_il-ez) _

=t-sen(a)-cos(a -_—ez-cos .(1—ezsen2((p))+ ! .(1—ezsen2((p))2_. L
=t ( ) ( ) ((P) a2 COS((p) a2 | (1_ ez)

= t-sen(a)-cos(a)- _ e

_ t-senfu)-cos(o) {

N2

1 > 1

oL gyte o e
t-senla)-cosla 5 5 5 2 1
= cos((p) [ e?-cos?(g)+ (1-e?sen )](—)_

t sen COS

N2 cos [1 e (sen +cos )] (—)1 o

t sen COS

N cos(o [1_ '} F)

o(sen(a))dp  t '
%(Ncosﬁp)} dS N2 cos(p) sen(e)-cos{a) .

Substituindo (A.33) e (A.35) em (A.31):

-COS(@)~N—];+@ le (1-e?sen ((p))} (ﬁr

N

d?x t
= -sen(a)-cos(a )+ -sen(a)- cos(a
ds?  N?cos(o) (o)-costo) N? cos(o) (0)-cos(a)
d?x t

o 2. N cos(o) -sen(a)-cos(a) (A.36)

Célculo da derivada 32 da fungéo longitude em relacdo a linha geodésica (S).

d® _ d [d*n |A39) d t
= —|2: -sen(a)-cos(a.)
ds®  ds|ds? dS{ NZcos(o)
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_of,
ds® do| N2cos(p)

-sen(a)-cos(a)J.g_g+

(A.37)
0|, . . do
+%(2 N oos(o) sen(a.) cos(oc)J i
Resolucao:
o, ot . ~ .tg((p)cosz(oc).(1—ezsen2(cp))_
= [2 N oos(o) sen(a.) cos(oc)J—Z c05(0) ~
_2'tg((p)sen2(oc)_(l—ezsenz((p))_2 t-cos (a).i_z.t sen(a) 1
cos(p) a? " cose) N2 cos(p) N2

%(2- N cos(o) -sen(a)- cos(oc)} =2. (COSZ(OL) - senz(oc)) (A.38)

Multiplicando (A.38) pela (A.19c¢):

NZ cos(o)

212 -sen(a)-cos(or) |- 8¢ 2 22 sen(a) (o2() sen?( ,
aa[z N cos(o) (a)-cos( )J (cos?(a) (@) (A39)

2 [2 t -sen(oc)-cos(oc)j =2. L+19°(0) .sen(a)- cos(a)- (1—e2sen2((p))_

apl " N? cos(o) cos(o) a’
—4-tg(p)- sen(a)- cos(a)- ezsezn(q)) +2- tg(ch() ) -sen(a)-cos(a)- (1_ ezsgnz ((p)) -sen(p)=
a cos? (¢ a
=2. (:102;(2[)) sen(a)-cos(a)- N——4 t-sen(a)- cos(oc)-ezs:zn((p)+
+2-t-sen(o)-cos(a) - senfo) _ -i-ﬁh—tz)-sena -cos(a)—
2-t-sen(a)-cos(a) N? cos?(o) [2 N? cos(o) (a)-cos{a)

D

~2-t-sen(a)-cos(a)- —2 -sen(p)+ N_tz .sen(a.)- cos(a)- csoesn?(zpq)))}

o))

i[z t -sen(oc)-cos(oc)J2-sen(cx)-cos(oc)-{il+—tzL—

e~ N2cos(g) N? cos(o) (A40)
e’ sen .
-2 t-a—2 sen(o)+t COSZ(EP(P)J

Multiplicando (A.40) pela (A.19a):
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i(z. t .sen(a).cos(a)].ﬂ:Z‘Sen(a)'cosz(a).{ bet?)

o9 N?cos(p) ds M N cos(o)

20 sen(e)+ £ 20 | sonfa).cos?(ey [ 12 ) foelsen?le) 1
2t (0)+1 ((:OSZ((PJZ | (ae)-cos?( ){ N ( bec?) ) c05(0)
e’ 1 -e?sen®(p)) , sen(p) 1 1 [-e’sen?(p)||

stk T o) o) W ] }

2 2
=2.sen(a)-cos?(a)- (1+t )-vz- ! -2t € -sen ithz-L-i-vz}:
oosife)| Bl L2 0 o)

i , r ) ) 1 e2 2,2 _
:F.sen(cx)-cos (a),:(1+t )-v .m_z.t.m.sen(@)ﬂ v .m}_

5 ) v2 2 .2 e’
:ﬁ Sen( )COS (a)._m.(1+t +1 )—2.t.(m.sen((l))}
. Sen(oc)- COS(OL)J : j—g =

95,
oo N2cos(o)

2 , (A.41)
=N—23 sen(a)- cosz(cx)-{#@-(uz-tz)—Z-t- litz -sen((p)}
Substituindo (A.39), (A.41) em (A.37):
d’x 2
et t2. i(e)ZEZ)) : (COSZ(OL)— senz(a))+
) 2 2
+F-sen(o¢)~cosz(a)-{covs (1+2 t) 2-t- 112 -sen(. }
2
= N—Zs-{tz : iizgzg-<cosz(oc)—sen (oc))—i- sen(a)- cos? a)-{@-(ﬁ 2-t2)—

—2.t-€? -sen((p))]=

+
(%)
(0]
>
—_—
~
(@)
o
wn
—_
R
~—~—
VR
<
N
R
+
N
—
N}
~
N
—
—
N
I
N —
wn
(¢}
=N
s
N—
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- 2 S ost(o) - sen(o)
+%8.cosz<a>-(v2-(1+z-t2)—z-t2-(v2— )=

-2 %@) [ (cos?(o) - sen?(a)+ cos?(o)- (v2 + 2- v? — 217 +2. )] =
:% iiZEZ)) [t2 - cos?(a) - £ - sen?() + v2 - cos?(01) + 2- cos? (o)

d2 2 sen(a)

ds® N3 cos(op)

Calculando a diferencial para a longitude para poder fazer o transporte, tem-

-[(v2 +3-t2)-cosz(a)—t2-senz(oc)] (A.42)

Se:

2 3
o ldh o 1d o, 1d%

= .S+= +-—2.5%, A.43
1ds ~ 2gs? 3 gs?® (A.43)

Com as expressodes (A.19b), (A.36), (A.42) sendo substituidas em (A.28).

AL = sen(o) S+1-2;-2 sen(a)-cos(a)-S% +
NCOS((p 2 N COS((p)

.—-—-[(v2 +3-t2)-0082(a)—t2-Senz(a)]-Sg +o=

os(oc).8+%~[(v2 +3~t2)~cosz(oc)—

A) = SNCSOe:EPa)) { > .[t-cos(a )+§ —[(v +3- )cos (a)-

—t.sen? )]]}+

(A.44)

Portando, a expressao para o transporte da longitude para o préximo ponto

no elipséide é dada pela seguinte férmula:

A=Ay + AN, (A.45)
c.q.d.
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3. Desenvolvimento da série para o azimute.
Céalculo da derivada 22 da funcdo azimute em relacéo a linha geodésica (S).

d?a  d [daJ(A-igc)i[sen(a).tg((p)j

ds?  ds\ds

ds N
o _ i(wj.d_mi[sen(a)-tg(@)) do A.46)
ds? oa N dS oo N ds '
i[sen(a)- tg((p)) _talo), cos(at) (A.47)
oo N N

Multiplicando (A.47) pela (A.19c):

i[Mj da_190) qoq(y). SN 19(0) _ ta°(0)
N

9le) = -sen(a)-cos(a.)

oo N dS N N?
2
%(Mj : j_g = # -sen(a)- cos(a) (A.48)

i(sen(oc). tg((P)j _ Sen(oc)-i{tg((p). (1— eZSEnZ((p))yz} i

op N f3l0) a
- SE0). 2 1) 1-e'ser(o) ) -
= ser;(a) : {tg(@)- % f1- ezsenz((p))% (- 2e?sen(9))- cos(p)+ (1- ezsenz((p))%~ SeCZ((p)}

0 (sen(oc)~ tg((P)j _ sen(a) [_ Y -tg((p)-(l— ezsenz((p))_% -sen(g)- cos(e)+

EN N a

- ezsenz(cp))%'secz(q))}

(A.49)

Multiplicando (A.49) pela (A.19a):

0 (serie) o)) do _sent)

B N ds

+(1- ezsenz((p))%-secz((p)} : Colf/l(a) =

(1 e?sen(y)) *

: [— e’ -tg(o) -(1— ezsenz((p))% -sen(p)-cos(p)+

= sen(a)-cos(a)- [— e’ -tg(p)-

-sen(o)- cos(p)+

. (1- ezsenz(@))y2 .sec?(o)]-

1
a M




:sen( )cos [—e tg ) (1 GZSenZ((p))_%

(1— ezsenz((p)% _
a-(1-€?)

= sen(a)-cos(a)-[- ¢ tglo). (1_e2:§n2((p))-

. (1— e’sen’ ((P))y .secz((P)]'

a

= sen(a)-cos(a)-[- €2 - tg(p)- v sen(¢)-cos(p)+ N—lz

_ Sen(a,)\l'chS(a) e 1g(o)

)sen(o)-cos(p)+ (1-

-sen(¢)- cos(p)+

(¢)-cos(e)+

ezsenz((P))' SeCZ((P)]' (ﬁ)

: (1— ezsenz(cp))- SeCZ((p)]-
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1

(1-e2)”

Sendo que da trigonometria do triangulo retangulo as seguintes relacdes sao

verdadeiras:

sec?(p)=1+tg

sen”(p)-sec®(p) =

do _ sen(a)- cos(o

9 _
ds N2

o

Sen(oc)-tg(cp)j_

N

[

*(p),

tg* (o).

).[ -2 tgfo)sen(e)-coslo) +

+sec?(p)-esen?(o)- secz(cp)]-(l_?) -

_sen(a [)\IZCOS [ e” -tg(e)-sen(e)-cos(o)

= N2 cos(¢)

_sen(a ’)\lzcos [e?-sen?(g)+ sec?
_sen(a cos [ e?.sen’(o)+ 1+ tg(o

_sen(a |)\|2COS( -[—e sen?(p)+1+ 12 -
sen COS

2

_sen(a )cos( ) e

N2

sen(p)- cos(o)+ sec?

et](l_e)

e’t?]

[e Sen +l+t (1 e)](—)
, 1

-—(1_62)-sen ((p)+m+t

+sec2((p)—e2tgz(cp)]- 1 =

etz]m

1 f—
1l-e

2

2
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_ sen(a)-cos(a)

v -[—e’z-senz((p)+($)+t2]=
_ sen(a ) COS( ) [-e (1—cosz((p))+(ﬁ)+t2]—
_sen(a )-cos( )

1
[~ e+ e2cos?(p)+ +12]=
N? (1-€?)

2

_ sen(a)- cos(a)

e 1
NG -[—1_e2+v2—1+(1_?)+t =

=sen( )cos( ) T +t2]
%(Se”<“N>'tg<@>]-j—g _solabcose) [ ] w50

Substituindo (A.48), (A.50) em (A.46):

dZ—OL:i sen(a)-cos(a )+ sen(oc)-cos(oc)_[vz +t2]:

ds? N° N2
_sen(a)- cos(a)'[vz g2 +t2]
N2
2 2 2
da _vi+2-t -sen(a)-cos(a) (A.51)

ds? N2
Céalculo da derivada 32 da funcédo azimute em relacéo a linha geodésica (S).

d’a  d [ d’a |ASD d [vZ+2.t?
halad = —|——=—sen(a)-cos(a)

ds?  ds|ds? ds N?

P _ 0(vir2-t® ) coso)]-9%
ds® oal N2 ds

(A.52)

2 2
+ %[VL# -sen(a)- cos(oc)] j—g

Resolucao:

%[Vz T\E A sen(a)- Cos(oc)] = (e2cos?(p)+ 1+ 2-tg°(¢))- cos?(a.)- b ezzgmz((p)) -

- (e'zcosz((p)+ 1+2- tgz((p))~ sen?(a)- (1_ ezzc:nz((p)) =

- N_12 [(V2 L. t2). cos?(a) - (v2 +2- tz)- Senz(a)]
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0 (v2+2-t2

o e -Sen(a)~cos(0c)]:N—12-[(V2+2-t2)-(COSZ(oc)—Sen2(0L))] (A.53)

Multiplicando (A.53) pela (A.19c¢):

O[VEr2 8 ra)-cosfer) |- 9% -
oo N2 das

(A.54)

- % -t-sen(a)- [(v2 +2. tz)- (cosz(a)—senz(a))]

o [v2+2-t2

ol -sen(a)- cos(oc)] = (— 2¢'% cos(p)- sen(e)+

+4-t. (1+ tgz((p)))- sen(a)-cos(a)- (1_ ez:gnz((p))— 2 (9'20032((P)+1+

2

+2-1g%(¢))-sen(a)-cos(w) 2—2 -sen(¢)-cos(p) =

= (— 2e"%cos(p)-sen(p)+4 t- (1+ t? )) sen(a)- cos(a)-N—12 -

_9. (v2 +2.12 ) sen(a)-cos(a)- Z—z -sen(g)- cos(o)

i vZ42.t2
dpl N2
2

+ 2~t-(1+t2))-N—12— (v2+ 2-t2)~2—2~sen(cp)-008(@)]

-sen(a)- cos(oc)] =2-sen(a)-cos(a)- [(— e’? cos(p)- sen(p)+
(A.55)

Multiplicando (A.55) pela (A.19a):
2 2
%(V T\lft -sen(a)-cos(a)}j—g:
_sen(a.)- cos*(o:)
M

=2

{é (& cos(o)- sen(p) + (A.56)
+2.t.(1+tz))_(vz+2.tz).z_j.sen<@).cos(@>}

Substituindo (A.54), (A.56) em (A.52):
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o o) ) ot

+%-sen(oc)- cos?(a)- [i : (—e’2 cos(o)-sen(p) +

a’ cos(p)

-senfe) [ 0227 os?)- 02 2.2 sen(es
2ol [ L2z et (2 22) e’ }

M N? a2 -

+$-cosz(a)-[N—12~((—n2 .t)+2-t~(1+t2))—(v2 +2~t2)~ﬂl_—e2)-sen((p)} =

=sen(a)- {L _(V +2- )senz(a)+(v2+2~t2)-cosz(a)]+

NE
2 [ L ) sl
- tsenla) [ [+ 2 0) sen(a)s (2 e) cos’(a)]

2 col\jz(a)_ Ni ((n2+2. (1+t v +2. t = )}}
:tsen(oc)-{ Ni(v +2-12)-sen?(a)+ (v +2-1?)-cos?(a
+2-Ic\;|);z(oc)_(_n +2+2't2)_2.co|\j (o )'(1a2e )'Tl 2. (v2+2.12 )}:

= t~sen(oc)-{—|\|—13~(v2 +2-t2)~senz(oc)+cosz(oc)-[l\l—ls-(v2 +2.t2)+

+M?\|2 -(—n2+2+2-t2)—%- 1;52 -nz-(v2+2-t2)}=

:t-sen(oc).{—l\l—ls-(v2 +2.tz)-senz(oc)+cosz(oc)-{(v2 +2~t2)-(N—13—
_3.(1__‘32).n2j+ MzNz ‘(—112 +2+2-t2)}}=
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= t-sen(c>c)-{—l\l—13-(v2 + 2-t2)-sen2(oc)+ COSZ(OL)-{(VZ + 2-t2)-[N—13—
2l ) ) 2 (]

N (1-e?) a’

= t-sen(cx)-{—N—i~(v2 + 2-t2)~sen2(a)+ cosz(oc)-{(v2 + 2-t2)-(N—13—

}:
:t~sen(oc)-{ Nl (v +2-t ) senz(oc)+cosz(a)-{(v2+2-t2)-[N—13—
2

(- e?sen’(9))

v (1—e2) -(—n2+2+2-t2)}}:
:t-sen(oc)-{—N1 -(v2+2-t2)-sen2(oc)+N—13-cosz(a)-[(v2+2-t2)-(1—2-n2)+

12.v2 (-2 +2+2.2))f=

| —|

2 1 2
—N~W-n2]+ NG -(—n2+2+2~t2)

_ t-sen(o ){ L2 ) sent (o) cos?(o) [t -2 v v 20
R RV LW IV R BV
=t-sen(oe)-{—%-(vz+2-t2)-sen2(oc)+Ni cos?(a)[5-v2—4-vin2 + 2.2 +
R RV |

t-sen(a){ (v + 2t servla) o (o) (- a2+
R C \V | RVE] [

=t-sen(oc)-{—$-(v2+2-t2)-sen2(oc)+Ni cos*(o)-[v?-(5—4n?)+ 2.1 +
R VR I RV

:tsen(oe)-{—%-(vz+2~t2).sen2(oc)+Ni cos(a)-[v? (5 4n?}r6-t ]}

do_t sen(a)- %(v2+2-t2)-sen2(a)+

ds® N8 (A.57)
2 2 2
[ -(5—4n )+6-t ]-cos (oc)}
Calculando a diferencial para o azimute, tem-se:
2
Ao, = 1dOL .S 1d°a 82 1 d a 83 (A.58)

+= +=
1ds 2! d82 3 dS3
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Com as expressoes (A.19¢), (A.51), (A.57) sendo substituidas em (A.58).

2 2
A senl(\la).t .5+%.%-Sen(a)~cos(a)-sz +%~%-sen(a)- (v +2-t2) sen?(o)+

+[v2-(6-4n? ) 6-12] cos?(a)}- S* + ...

Ao =S- Sen(a)-{uié- (v2 +2-t2)-cos(oc)+
N 2 N

(A.59)
+%-§~(t~(v2 -(5—4n2)+6~t2)~0082(a)—(V2 +2~t2)~sen2(oc))]}+...
Portando, a expressao para o azimute é dada pela seguinte formula:
a=0q+Aa. (A.60)

c.q.d.
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APENDICE B — DEDUCAO DAS EXPRESSOES PARA O ERRO EM
LATITUDE, EM LONGITUDE E EM AZIMUTE
DEVIDO AO TRUNCAMENTO DA SERIE DE
LEGENDRE.

A deducdo para o erro utiliza expressdes e equacbes do APENDICE A, no
momento que estas forem sendo utilizadas serdo indicadas. O erro € uma
continuacdo das derivadas, sendo obtida ao calcular-se a derivada quarta para
latitude, longitude e azimute seguindo os moldes da série de Legendre e pelo
capitulo 2.

No decorrer da deducio as expressdes (A.1) a (A.19c) do APENDICE A
serdo utilizadas.

Observacdo: o seguinte simbolo ¢ (epsilon) é utilizado para expressar o erro que se

comete ao truncar as séries na derivada terceira.
Considerando o ponto P=((p,7»), para facilitar o desenvolvimento das

equacdes e evitar um numero excessivo de indices.

1. Erro cometido para a latitude ao truncar a série de Legendre na derivada
terceira

Céalculo da derivada 42 da latitude (go) em relacao a linha geodésica (S).

Observacéao: as expressoes e equacdes estao escritas na forma simplificada, para

proceder a derivacao deve-se explicitar todas as equacoes.
d‘e d (dS(pj(Az?) d _%I\Eg){senZ(a)(VZ +

ds|ds? > +3-t2(1—3n2))+cosz(a)(3n2(vz—t2(1+5n2))}

ds®  ds
cos(a)f )
oy o[ el J e
o

+3-£2[1-3n2 )+ cos?(afan?(v2 - 21+ 507 )|

0 —&(a){senz(a)(vZJr } q

(B.1)

e MN?
|+ 3-12(-3n? )+ cos?(a)an?(v2 - t2 i+ 5n2))
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Resolucao:
_cos(a) ){sen (o )(v2+
ol -

+3-t2(1-3n2))+ cos? (o )3n? (v2 - 21+ 512 )}
=—t2-(2-cos?(a)-2-sen?(a)+6-2-cos?(¢)-sen’ (o) -

—6-¢%-.cos’ (¢} cos?(a))- (L-e’sen’ ((p)% -sen(a)—t*-(2-sen(a)- cos(a) -

a’(l-e?)
~6-€%-cos?(¢) cos(a)-sen(a))- - :Zze_n;(f;))é .cos(a)+ (- (1+1t?)-(2-sen(at)- cos(a)-
P 1-e2sen?(p))
~6-€%-cos (cp)cos(a)-sen(cx))-( e ()p) -

~12-t-€.cos(p)-cos(a)- sen(o)- - :-(sen;(()p)) -sen(a)+4-t-(2-sen(a)-cos(a)—

(- e?sen’(o)

t-ersen o). ot senfo) osl ost- -2

~6-€"*-cos’(¢) cos(a)- sen(o ))( a?(1- 2()
)

) , i 1-e’sen’(p))
—(- [+ 1?)-(sen?(a)+3-€"*-cos?(p)- cos?(a))- ! az(l—ez()P) +

+6-t-€2-cos(p)-cos?(a)-sen(op)- (i-e’sen (o)) +4-t-(sen?(o)+

a’(1-e?)
+3-¢c05%(g)-cos”(a): (1‘;2’?18?21()@)‘62 sen(o)-cosfg))- senla
=2 -(2-cos?(c)- 2-sen?(a)+ 6.1 - sen’(a)- 6-n2- cos? (o))

(o)+

+(-[+12)(2- sen(ct)- cos(a)— 6 -1 - cos(a)- sen(oc))-ﬁ—

) (1—ezsen2((p))% _
a(l—ez)

-sen(a)—

NZ

—t?.(2-sen(a)-cos(a)-6-n? -cos(a)-sen(a))- NgM

~12-t- %2(@) -sen(o)- cos(a)- ﬁ -sen(a)+4-t-(2-sen(a)-cos(a) -

~6-m?-cos(a)-sen(o ))-N—-%-cos((p)-sen(cp))-m—

— (- [+ 1?)-(sen?(a)+ 31 - cos(a)) L6t 'Sen((p)-COSZ((x)ﬁ—f-

+ 4~t~(sen2(a)+3-n2 -cosz(oc))-i-_—e~cos(cp)-sen((p))- =
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Y

v (2 .cos?(a.)-2-sen(a)+6-n?-sen?(a) - 6-1* cosz(a))- sen(a) -

2

- -(2-sen(a)-cos(a) - 6-1? -cos(a )} sen(a))- cos(a) +

4= (T\|+|\/722) ) (2 ) sen(oc)- cos(a)— 6-1° -cos((x) Sen(a))— 12Mt22 :

n?-cos(a)-sen(a )+

il (2 L’ sen(a)- cos(a)— % -t-n*-cos(a)- sen(oc)j] -cos(a)—

) 2
_ _(l+—t).(senz(a)+3-n2-COSZ(Ot))+ ’6\3”\;['2 -112 -COSZ(OL)+

+4't2 (sen’(a )+3-n2-cosz(a))-n2]-sen(a):

sen(at): (2-cos?(a)-2-sen’(ct)+ 617 - sen®(ar)— 6-n2 cos?(at))—

2-sen(a)-cos(a)-6-m? - sen(a)- cos(a))- cos(a) -

NM
B 1+ t2
NM?

12t (n? - sen(a)- cos(at))- cos(a) + 4t [2
)

| —
\_//—\

-(2-sen(a)-cos(a)-6-1?-sen(a)- cos(a))- cos(a) -
t 2

NM?

_Ni ot -sen(a)-cos(a)j -cos(a)+

o

12
N°M

6 2

“NME -n?-cos?(a)-sen(a)— '(Senz(oc)+3'n2'COSZ(a))-nZ-sen(a):

2

- NtZM sen(a)- (- 2-cos*(a)+2-sen’(a) - 6-n* - sen?(a)+ 61 cos*(at) -

2

-4. Sen(a)-n2 ~-12-n* 'COSZ(OL))— NtzM
~6-m°-sen(a)-cos(a)) - CI(\)IIS\EI a) {1+ t2)-(sen(a)-cos(ar)- (2 - 6-m2))+
+12:(€2 -sen(oc)-cos(oc)))+%-sen(oc)-cos(oc)-(Z't'n2 —i-t-n“]-cos(a%

N? N?

—(t?-m?-cos?(a))- sen(a) =

cos(a)-(2-sen(a)-cos(a) -

+ (?\r—'\;) (sen(a)+3-n2-cos?(a))- sen(ar) - NI?/I



139

2 2 2
oy -sen(a)-cos®(a)+2-——-sen*(a)-10- NtzM
2 2

-n?-sen(a)- cos?(a)—12-

-_2.

NEY -n?-sen®(a)+

+6- -n*-sen(a)- cos?(a) -

N°M N2M
t2
N°M
t2
NMZ (2

2
+ﬂ.(2't'n i-t-n“j-Sen(oc)'cosz(oc)Jr

(2-6-1°)- sen(ar)- cos? (o) —— (2— 6-1?)- sen(at)- cos?(a) -

MZ

~6-1°)- sen(at)- cos? (o) -12- v 2.2 - sen(a)- cos?(a) +

e -sen®(a)+

M NN
1 2 ) {2 ; t2

VL -sen(a)-cos?(a) + e Sen (o) +3- M
1

NM?

t2 t2
= sen(oc)-cosz(oa)-(— 2. St 6. Y M -12.

1 t2 1 4.t (2-t-n®> 6
—NMZ(Z—G-nZ)—NMZ(2—6-n2)—12-NM2-t2-n2+ ( ”——-t-n“}r

+3- -n?-sen(a)-cos®(a) -

—-6-

-t?-n?-sen(a)-cos?(a) =

1 2 t2 tZ
+3. n°+3- M’ -6- 12 2j+sen3oc- 2 -10- n+
ave e T e ! (@) NM T ONM
1 t?
+ +
NM?  NM?
0 (de|_
oo | dS®
t2 t? t2 t2
= sen(a)-cos*(a)-| —4- +20- > -36- = 2
2 2 (B.2)
-2 1 +9. 1 .n2_2. 1 .t2j+sen3(a). z.t _]_0.t .n2+
NM?  NM’ NM? N2M N2M
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Kl —&(m){senz(oc)(v2 +

- MN? N
L+ 3-2-302))+ cos?(o)an2(v2 - 2+ 502 |

= —2-t-(2-sen(a)-cos(a)-6-€"2-cos?(¢p) cos(a)- sen(a))- (1:32.8?_:((5)))4 -sen(a)- (1+ t2 )—

~12-t? -€'?.cos(p)- cos(a)- sen?(a)- sen(p)- <1_ae;§zrlzé(g)))é +

+5-1%-(2-sen(a)- cos(a) -

~6-€%.cos?(¢) cos(a)-sen(a.))- (1_ e’sen’ ((P))A -sen(a)-e? - sen(p)-cos(p)+

a® -(1—e2)
+ —2~t~(1+t2)-(Senz(oc)+3-e'2-COSZ((p)~C082(0L))~ (1_:22.3(;?:(2(3)) +
+12. (1+ t2 ) e 2.cos(p)-cos?(a)-sen(p)- (1 _aiz.s(fil :(2(3))2 +
+8-(1+t2)- (senz(oc)+3- e'Z-COSZ((p)-COSZ(OL))- (1;2e. (je”ez(()P)),ez -sen(o)- cos(p) -
6~t~e’2-Sen2((p)-COSZ(0L)~(l_aezz.s(ffze(;’))) +6~t~e’2-cosz(cp)-cosz(oc)-(1_;2_8(16?26(2(')))) -
—48-t-€2.cos®(¢)-cos?(a)- sen?(o)- (1_263‘26(3_”:2(()[)))02 -
—8.t-(senz(oc)+3-e'2~cosz((p)-cosz(oc))-:1—2-:7~sen2((p).cosz((p)+
+4-t-(Senz(a)+3-e'2~COSZ((p)-COSZ((x))- 1;2e.2(ie_n:2((p))~e2 .cos?(p) -

_4.t.[sen2(a)+ ] (1—ezsen2((p)). o2 ~sen2(<p)] cos(a): (1— ezsenz((p))% ~

+3-e"%.cos?(p)-cos?(a)

o[l ) el

+3-e"2.cos’(¢)-cos

.2 2 (1_
+6-t-e .cos((p).cos (OL)'Sen((P)' az.(l_eZ)
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e {senz(oc)+ } - e?sen’(p))

+3-e%-cos?(p)- cos®(a) az. (1_ ez) -e?-sen(p)- COS((P)] -cos(a)x

y (1—ezsen2((p))y2 2. sen

2. (1_ ez) ((P) COS((P) =

=2t (2 -sen(a)-cos(a)—6-n?-cos(a)- sen(a))~

NgM .sen(ar)-(L+17)-

~12-t*-1?-cos(a)- sen?(at)- L 5. (2-sen(a)-cos(a) -

N*M
~6-n-sen(a)-cos(a))- (1—e2523r12(<p))/2 -sen(a)-n?-t+
+ [— 2.t (1+1?)-(sen’(c) +3-n2 - cos?())- - ezzfnz((p)). - szg;(q))L
+12-[1+17)-? - t-cos(ar). (1_62?”2(([)))- - szg;((p))Jr&(le)- (sen’(o)+
+3.1%-cos?(at))- b- ezzfnz((p))-nz -
_6-t-esen’(o). ZOSZ(Q), (1( e;zfnz(cp)), (1( El;fzg;(@)L
) .0y [L—e’sen®(p)) (L1-e?sen?
+6-t-n?-cos?(a)- = Pl (1-e2)(p -
—48-t-12-sen’(¢)-cos?(a)- boe Z?n (o) (1_662)‘
~8-t-(sen’(a)+3-1’ -cosz(oc))-%sen2 ©)-n’+
+4-t-(sen2(oc)+3-n2 -cosz(oc))- (1—e22(23n2((p))_n2 -
4t en) 3 cos'fa) =50 e), € i) coste)
) ) » oy (L—e’sen®(p)) (1-e’sen?(op)
—3-(—(1+t )~(sen (a)+3-m?-cos (a))( = (P)( o) (P)+
+6-t*-n?-cos?(a)- - ezsenz((p))_ - ezsenz(cp))+ 4-t-(sen’(a)+

a’ (1-e2)
+3-1° ~cosz(0c))' (1_ ezsenz((p)) -’ 't]'&(a) n’-t=

a’ N
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-~ or-sen’(a)-cos(a)-(2-6-n2)-(L+ 7)ot n? -sen’()-cos(a) +

N°M

+%'t3 n? -senz(a)-cos(a)-(Z—G-nz)—

- NgM v (1+17)-(sen®(a)+ 317 - cos(a))- cos(a) + N12|2V| -t-n?-v?-cos®(a)+

12 8
+ 1% -n?-v?-cos®(a)+ Y e’ - (1+?)-(sen®(a)+ 317 - cos®(a))- cos(a) -
Y -t-v?-e2.sen’(p) - cos® (o) + e t-m?-v2-e?cos’(a) -

48 ., 8
ey -t-m?--sen’(p)-cos®(a)-e 2—M-tm2 (sen®(a)+

e? 4

+3-12-cos?(a)sen?(g)- cos(a)- —Ztam b - (sen®(a)+ 317 - cos?(ar))- cos(a) -
ey t-(sen?(a) + 3.2 -cos?(ar))- sen?(p)- cos(ar) - €2+

+%-(1+ £?)-t-n?-v2 - (sen?(o) + 3-m?2 -COSZ(OL))- cos(oc)—;—ig-t3 n*-v?-cos®(a)+

+;_§-t3 n* '(Senz(oc)+3 n? - cos?(a))- cos(a) =

4.t 4. 12 12 10
= sen®(a)-cos(a)-| - -~ + 2 n? - e ol
30 5 4 2
_ . —
N3 nj N“M

-t-n?-v?-cos®(a)-

2_ ¢y .sen?(p)- cos(a) -

tev2. 2()- -
v -sen?(¢)-cos(a) oY

-ts-nz-Vz-COSS(OL)-i- -t-T]z-VZ-COSS(OL)-F

N°M N°M N°M
+ I\T:\/I t*-n?-v?-cos®(a)+ oY -t-n?-sen®(p)-cos(a)+ oY -t*-n? -sen®(p)- cos(a) +

24
ey -t-n* - cos®(a)+ NIy 2 n*-cos®(a)- NV 12 m?-v?.cos®(a)+

48 8

+ o -t-n?-v?-cos®(a)- Y 2 -cos3(oc)—ﬁ-t3 -n*-sen?(a)- cos(a) -
—ﬁ-t3-n6-cos3(a)+ -t-m?-sen?(a)-cos(a )+ 12 -t-m*-cos®(a) -

N® N°M N°M

4 12 3

~ 2.7 -sen?(a)- cos(a) - Ny 2 -coss(oc)+ﬁ-t3 -n?-v?-sen?(a)- cos(a)+

+%.t.n4 V2 -COSS(a)+%-t3 n*v? -cos?’(oc)—tl—?-t?’ n*-v?-cos®(a)+

+i|_§-t3 -n* -senz(OL)-cos(OL)+$'t3 n°-cos’(a) =
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= sen?(a)- cos( )(— g - 3 t3+ 122 tn?+——t2n?- 12 3.2+
N“M N“M N“M N“M N
N N N“M N°M N“M N
+%-t n2 v2+%- 3-nz-v2j+cos3( )| 55—t 2 v2+32—6-t 4—32—6 2.0t +
N N N“M N“M
N N N
= sen?(a)-cos(a.) (— g t- S t3 + 120 tn?+——t2n°+—-t°n" -
N°M N°M N°“M N°M
—2—2 £3 n4+i3 t n4+— t n2+— £3 n4+ t3-n2j+cos3( )(—32—6 £3 n4+
N N N N N“M
+478-t 4+% t-n? + 33 318+ 93 t n%%.t n* - 93 t3 n“j
N°M N°M N N N N
o(d)_
op | ds®

—2—:2 t3-n4+i3 t n4+%-t n2]+cos3(oc) [—%-ﬁ 4++T t n4+
N N N N°M M
+12—2-t nz+i3 t3 n6+—3 t T]6+% t n4—% t3 n4j
N“M N N N

Substituindo (B.2), (A.19¢), (B.3), (A.19a) em (B.1) e fazendo as devidas

multiplicagGes e simplificagdes, tem-se:

de _
ds*
N N°M N“M N“M NM

—%4-%'1]2—%42]4-1'39[1(0()4-[ 1 < t2_ 10 .t2.n2+
NM®  NM NM N

2 2
s 12_t2j+sen(a) .cos(a) _(_ S e S N 120 tn? e 27y
NM M N°M N“M N“M N“M
+1—§ t3 2—2—2 t3 n4+%~t'n4+% t n2j+
N N N N
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4
cos(oc).(_ 326 3 4;8 tont l2 tn2+i3~t3 N+t
M N“M N“M N“M N
9 4 9 3 4
e et ]
_sen(o)’ -cos(a)® (4 15, 20 3 o 36 3 4 O 5 2
2 S 2ol (L2 s 10 e
NM NM NM NM NM N2 N2
2 2
+i't3j sen(a)” - cos(a) (_ 6 (6 3,20 2, 2 3 o
NM NM NM NM NM NM
+1i t3'n2—2§ t3'n4+%‘t‘n4+% i n2j+
N N N N
4
cos*(a) _86 30 ﬂ.t.n"’ 12 t-n? 3 t3.n6+i-t-n6+
NM NM NM NM 2 N?

4
SS(E = I\la,llvl-{senz(oc)-cosz(oz)-[t3 (-4+433:m2-59.n* =77 V2 -8.v?)+

+t-(—8-v2+19-n2-V2+3-1’]4+3-n2)]+sen4((x)-[t3 -(2—10-n2+v2)+t-v2]+ (B.4)

-36-n*-vi+
+cos*(a)-| £ 1 +t-(48-m* V2412 7 v+ 910 +9 1]
+3-1°-9.1"

Com a equacao (B.4) desenvolvida pode-se explicitar a equacao do erro (em

maodulo) da latitude ao se truncar a série de Legendre na derivada terceira:
d'e
ds?

A equacéo (B.5) resulta valores em radianos, para obter os respectivos

.s4 (B.5)

‘%‘:l'
4

c.q.d.

valores em segundos basta multiplicar a equagao por um fator de conversao que

648.000
vale p = .
T
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2. Erro cometido ao truncar a longitude

Calculo da derivada 42 da longitude (/1) em relacao a linha geodésica
(S).

4 3y \(A.42)
O B s ]

N® cos(p)

d%_ o2 senfo) v2 o+ cos sen do
ds* _5OL(N3 cos(p) v 27} cos?(e)- ( )D ds (B.6)
o (2 sen(a) [ 2 2 2 d
%(FF@K\/ +3-1 )-cos (a)—t%-sen?( )D £
Resolucao
%(N—i-%gg-[(vz +3-tz)-cosz(a)—tz-senz(a)]j =
_ 8t sen2(q,). cos(o ‘(1—ezsen ( ))% ) t os(e _(1—ezsen2( ))_
~ cos(p) (a)-cosla) a® : [COS(@) )= :
2t sen2(q) (1 e‘sen ((P))]-t-cos( ) (1 e“sen ((p))% .\
cos(p) a2 a
.\ 1+t cos? .(1—ezsen2(q>))_ -(l+t2)~sen2 .(l—ezsenz((p))_
2 g ot 2 e 1
—4-t-cosz(oc)-:—z-sen((p)+4-t-sen2(oa)-:—z-sen(cp)+
+2-t-cos?(a)- (1_623‘3”2(@)). sen(o) _
a’ cos?(¢)
9 t-sen2(q .(1—e25en2((p)) sen(o) cos(o _(1—ezsen2((p))% ~
2-1 (o0) 22 cos? ((p] (c) a-(l—ez)
—[Z-SOJ;E;)-sen(a)-cos(a) (1 © zj(:nz((p))—4-t-sen(oc)-cos(oc)-:—2-sen((p)+

+2-t-sen(w)-cos(a). b-e?sen?(p)) Sen(cp))] sen(a). b- e2sen? (o)

22 2( a-(l—ez) -
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8 ., 2t oy 2t t-cos(a)
= cosle) W sen?(a) COS(a)+[COS((p) 7 cos (o) coslo) NP sen?( )j N
2 1+t 2 1+t ?
(COS((p) (N2 ) cos®(a.) =) (N )-senz(oc)—4~t~cosz( )-—-sen(e)+
) 2 2.t 1 ) 2.t 1 ) cos(a)
+4-t-sen (Oc)-—z-Sen((p)+COS((P)-W-COS a —m'v's ((1) : M -

2 1+t e?
_(COS((p). : Nzt )-sen(a)- cos(a)—-4-t-sen(a)- cos(cx)-a— -sen(p)+

20081(@).{_%"[2 senz(a).cos(a){ 22 cos?(at) - ':2 Senz(a)j~coi|(a)+

+ (W-(H tz)- cosz(a)—% : (1+ tz)- senz(a)+% 12 .cos?(a) -

- % 2. senz(oc)j : %(a) + [— % ~ (1+ t2)~ sen(a)-cos(a)—
- é -t2-sen(a)- cos(oc)j : %(a)} + [— 4-t-cos?(a)- Z—i -sen(p)+

+4.t.sen2(a).z_j.sen((p)J.%(“){4.t.sen(a).cos(a).z_j.sen((p))%(“):

=;-{—i~t2 -sen®(a)- cos(a )+ 2:6 .cos®(a) - = : -sen®(a)-cos(a)+
cos(p) | N° N? N?

—+

-cos®(a) + T -t2.cos®(a)- T -sen?(a)-cos(a) - N§M -t2.sen?(a)- cos(a )+

N°M

2 ¢ -cos®(a)— 2

+
N°M N*M

-t?-sen?(a)- cos(a) -

-sen?(a)-cos(a) -

N°M

-n?-cos?(a)+

2 2 .
v sen’(a)- cos(a)- Vil sen’()- COS(OL)} ' (_ v cos(¢)

+ % 2. co;L(cp) -’ -senz(oc)j -cos(a) + 4 et -n?-sen?(a)-cos(a)
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ofdn)_
do| ds®
:Coi(q))-[senz(a)-cos(a)-(—ﬂ-tz—i—i-tz+i-t2~n2j+ (B.7)

+cos*(a )[2 12 i.tZ_i.tZ.HZH

K N?M K

0 (i-&(a)-[(v +3-t )cosz(oc)—tz-senz(oc)D:

dp\N° cos(p)
_(2 £1+_) 0s2(at): (1 e’sen (@))_2.(1+t2)_sen2(a).(1—9253”2(@))_
cos((p) a’ cos(o) a’
—4-t-cos?(a)- :— sen(p )+4-t-sen2(oc)~Z—§-sen((p)+
+2-t-cosz(a)~(1_e sen ((p)) sen(o)
st) iy -
o tsen2(e). 1-e”sen’(p)| sen(p) | t-sen(o )+ 2t 20, 1-e’sen’(e))
2-t ( ) 22 o2 (@)J N (COS(([)) ( ) 22
2t (1 e’sen’ ) (1+t2) senflo)—[ 21 cos?(a .(1—ezsen2((p))_
cos(p) R ] ) (COS(cp) ) a2
2-t ? (l—ezsen ((p)) e’
- .sen®(a)- > -t-sen(a)-sen(p)- cos(o)- +
cos(¢) a ] a-(l—ezsenz((p))%

A2 (4 12) sen(a)-cos(a _(1—ezsen2((p))_ 1+1t?)--sen(a)- cos(a -i-sen +
(COS((p) (1 t ) (@)-cos(a) 22 8 (1 t ) (o) cos(a) 2 ()

+4-(1+t2)-sen(oc)-cos(a)-(1_6 Sen ((P)) sen(p) 4-t-sen(cx)-cos(a)-%-cos((p)—

a’ cos?(o) ( :;1
_ 4t sen(a)-cos(a -i-sen +4-t-sen(a)-cos(a)- L-e’sen’(o) _sen2(<p)+
COS((P) ( ) ( ) a’ ( ) wr ( ) ( ) a? coS3(<P)
2t ) cos(o _(l—ezsenz((p)) coslo '(1—e23en2((p))% B
COS((p) (@)-cos(a) 52 ] (o) a~(1-e2)

- (o) cos(ar)- = - sen(o)+
cos(o) a a

2 2 2 2
{2 M sen COS (1 € sen (@))—4-t-sen . €
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a’ cos?(o) a

+2-t-sen(a)-cos(a)- (1_ e"sen’ ((p)) sen(o) ] -cos(a)- (1_ e’sen’ ((P))% X

2

x—2 > -sen(¢)-cos(p) =
l-e
2
:[Coi(q)).N_22.(1+t2).0052(a)——coi((p).N_22.(1+t2).sen2(a)_4.t.Cosz(a),:_z.sen((p)+
2 ! 1 2 t-sen(o)
4‘t' 2 _— __.t2_ 2 ——-—.tz. 2 )
+4-t-sen?(a) 2 sen(<P)+COS((P) 7t -cos (o) coste) 2 L se (o) o
2
+ ! 'i't'COSZ(O(,)— 1 .i.t.senz(a) (1+t )'Sen(a)_
cos(p) N2 cos(p) N2 N
2
[y 2 toosta)- ok st senle) senlo) coslo) e
cos(e) N cos(p) N a-(l —ezsenz((p))}/?
— -+ 1) : ~-8-[1+1t%) : &
+ cos(o) N2 (+ )sen(oc) cos(a) (+ )sen(oc) cos(a.) % sen(p)+
+ 1 -i't'(1+t2)'Sen(a)'COS(OL)—4't'Sen((x)-COS(OL)-i-COS((p)—
cos(p) N2 32
2
__COS_((p).4.t.sen(oc).cos(oc).:_2.senz((p)_kﬁ@.l\li'z_ﬁ .Sen(a).cos(a)+

12 cos(a) 1 6 2
+COS((p)-m-t-sen(a)-cos(oc)j- v +(— COS(@)'F.(LH )-sen(a)-cos(a)+
+12-t~sen(oc)-cos(oc)~Z—§~sen((p)—

_%@.N_i.ﬁ .sen(a).cos((x) 'COS(G)'SGH((p)-cos((p). (1_ezsea|:]2(q)))}é | _ezez )

1

- Nsécr;(so(‘;)(%i-(1+t2)~cosz(a)—£- -(1+t2)~sen2(a)+%-t3~cosz(a)—
2 3 2 sen(a) 2 a0\ €° 2 2\ €°

— = .t*.sen’(a) |+ = | —4-t°-cos®(a) - —5 -sen(p)+ 4 -t -sen’(a) — -sen(p) |+
N2 N a’ a’

o) 2y o) Bt sen'la) |- S o7 co(a)-

— 2. -senz(a)).Z—z~sen((p)~cos((p)+ %en(a) (%t ~(1+t2)- cos(a)+%-t3 -cos(a )+




a

+%-t-cos(cx)— 4-1. cos(a)-% : senz((p))- CO:A(OL) + [—8 : (1+ tz)- sen(a)-cos(a)- -

—4-t-sen(a)-cos(a ) :—z -cos(o)- %J -cos(a)+ Ns-ir;(sozc)p) : (— % ' (1+ t ) cos(a) -

—%-tz -COS(OL)j'COS((X)'nZ 1 (1_625:n2(q)))+

2 a2 2 )}/2
+12't2'n2'Sen(Ot)-COSZ(oL)'e—-sen((P).(1 e-sen ((P)

A

_ NS_‘ZZ(SOE()P).{N;QL(1+t2).cos,2(a)_h;i2.t.(1+t2).sen2(a)+N_22.t3 cos?(o)
_N_Zz.ts -senz(a)} Se:l(a) a2 cos2(a)+ 4.2 .SenZ(a)].[:_;.sen((P)J_
o) [o coso)- 2. sen?(o ] st coslo) -

+ sen(a) { - 't-(1+t2)'cosz(oc)+i't3'COSZ(G)ﬂLi‘t'COSZ(a)_
N-cos(p) | NM NM NM

_ A 32 'COSZ(OL):|+ sen(a) -[—i-t~(l+t2)-n2 .cos?(a)-

N’ N-cos(p) | N2
—Niz"f'nz '0032(0‘)_ +%%-[—%-t-(l+t2)-n2 .cos?(a)-

T (1 a2ean? )%
—E-t3~n2-cosz((x) .(1 e’sen’(¢) N
N a

+ (12-'[2 2 -Sen(OL)-COSZ(OL))-:—i-Sen((p)- (1_ ezseg‘z((P))%

Substituindo (B.7), (A.19¢), (B.8), (A.19a) em (B.6) e fazendo as devidas

multiplicacdes e simplificacdes, tem-se:
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(B.8)



: %-t-(ﬁ tz)-cosz(a)—%-t-(lﬂz)- Senz((l)-i-%'ts -cos’(a) -

2

—%-P-senz(a)} sen(c [—4 t? - cos?(a )+4-t2-senz(oc)]-[%-sen(cp)]—

N

2

sen(a) — A e
_N-cos((p)'[z't -cos?(a)—2-t*-sen (a)]-(g-sen((p)-cos((p)]+

Ns-ir(])(sozc)p){NsM -t-(1+t2)~cosz(oc)+®~t3 -COSZ(G)+®-PCOSZ(&)—
_%.tg’.nz-cosz(a)} Nsec?)(s()) {—i t- (1+t2).n2.c052(0c)—
_%.t.nz.cosz(a)}stiz(s(()l)) { N t-(+t2 ) n?-cos?(a)-

—%-P -’ -cosz(oc)] (l—ezsznz((p))}/z +

a’ a M

+ (12t -2 -sen(a)-cos?(a)) e, sen(o)- - ezsenz((p))yz } cos(a) _

_ sen(a.)
N* - cos(o)
+Cos3( ) (2 t3+4. t3~v2—4-t3~n2)]+

sen(a [sen (at)-cos(a )(—I\T t- (1+t )v —%t v2+%.t3.n2j+

-[senz(oc)-cos(oc)~(—1O-t3—4~t-v2 -8-t%.v? +8't3'ﬂ2)+

N cos( ) N N
+cos® ( 1+t %-t‘?-vz—%-t3-n2+%.t.(1+t2).v2+
N N N
+ 3-t3 w2ty —%t(lﬂ)n V2—i3-t 2 V2—1—2-t3 T]2_\/2+
N N N N N
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:L(a)-[Senz((l)-COS(OL)-(_lo-ts—4-'[-V2 ~10-t* -vZ +14.1% .02 —4't'(1+t2)"’2)+
N* . cos(o)
+cos3(0c)-(2.t3 +10-t3-v2 -10-t3 .12 +12.t.(1+t2)~v2 +2:t:v° —14~t~(1+t2)-n2 Ve
:&(O‘)-[Senz(oc)-COS(oc)-(—1O-t3 ~8-t-v2-14-t3.v2 +14.13 '112)+
N* . cos(o)
+cos?(a)-(2-t% +22-t3.v2 -10-° -2 +14-t-v2 18-t % V2 - 2485 2 VP +

+12-t3-n4]

dn

ds*
sen(a)

N* - cos(p)

+cos¥(a) (- (2422 v2—10- 0’ =247 V2 +12 - t- (14 V2 —18 . 2 - V2|

[sen’(a)- cos(a)- (- (-10-14 - v? +14.12) -8 -t-v?)+ (B.9)

Com a equacao (B.9) desenvolvida pode-se explicitar a equacao do erro (em

modulo) da longitude ao se truncar a série de Legendre na derivada terceira:
d*x
ds*

A equacéo (B.10) resulta valores em radianos, para obter os respectivos

1

[er] =7

4
. 'S (B.10)

c.q.d.

valores em segundos basta multiplicar a equagao por um fator de conversao que

648.000
vale p = .
s




152
3. Erro cometido ao truncar o azimute

Célculo da derivada 42 do azimute (a) em relacdo a linha geodésica (S).

d*a _i(cﬁ»_aj(Af7)i{$-sen(a)~{(v2+2-t2)-sen2(a)+J

@ -~ ds ds? B +[V2 .(5—4n2)+6't2]'(:052(0¢)}

ds
do i{ t3 sen(a.)- é(v2+2-t2)-sen2(oc)+] do.
ds* [ (5—4n2)+6-t2]-cosz(oc)}
+i[$-sen(a)-{f(v2 +2-t2)-sen2(a)+].%
op [

v? -(5—4n2)+6-t2]-cosz(oc)} 45

ds
(B.11)

Resolucao:

i[&.Sen(&).{(v2+2~t2)~sen2(oc)+J
oo +[v2 .(5—4n2)+6-t2]-c052(oc)}

(v +2- )sen (o )_COS(Q)_(l—ezs:;\Z((p))A T

[v +2t .cos? )(l—ezsenz((p))_

a2

v2+2 t )sen o)- (1ezsenz((P))j.t.cos(oa)-(lezsenz(q)))% +

a2

[ 2-e"%.cos(p sen((p)+4-t-(1+t2))-cosz(a).(1_ezsen2((l>))_

( 2.cos(¢)-sen(p)+4-t- (1+ tz))- sen?(a)- (1_ ezsenz((p))_

2
-2 (v2 + 2-t2)-COSZ(OL)-e—2-Sen((p)~COS((p)+

a

2 3

+2- (v +2-12)-sen’(a)- = - sen(p)- cos((p)j -cos(a)- - ezsenz((p))/z -

a a-(L-e?)
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- [(— 2-e2.cos(p)-sen(p)+4-t-(L+1?))- sen(a)- cos(a)- (1_ e’sen’(g) -

a2

-2. (v2 +2. tz)- sen(a)-cos(a)- Z—z -sen(o)- cos((p)j -sen(a)- (1_2716‘?;(2(3)% -

- _%-t-(v2 + 2-t2)- senz(oc)-cos(oc)+(l\l—12-(v2 + 2-t2)-COSZ(oc)—

—N—lz-(v2 +2-tz)-senz(cx)j-ﬁ-cos(a)jt((—2-t-n2 +4-t-(1+t2))-N—12-cosz(oc)—

—(-2-ty? +4-t-(1+t2))-N—12-sen2(oc)— 2.(v2+ 2-tz)-COSZ(OL)-%-Sen((p)-COS((p)+

2

+2-(v?+2-2). senz(oc)-% -sen(o)- COS(Q)]-%(OL)—

—[(— 2-tn2+4-t- (1+ tz))-N—l2 -sen(a)-cos(a) -
sen(a)
M

2
~2.(v?+2-12)-sen(a)- cos(oc)-% -sen(o)- cos((p)j-
= —%-t-(v2 +2-tz)-senz(oc)-cos(oc)+$-(v2 +2-12)-cos®(a)-

—%-(v2 + 2-tz)-senz(oc)-cos(oc)—%-t-n2 V2 -cos3(oc)+%-t-(1+t2)-v2 -cos®(a) +

+%-t-n2 V2 -senz(oc)-cos(oc)—%-t-(1+ t?)-v? - sen?(a.)- cos(a)—

—%-t-n2 -(v2 +2-t2)-cos?’(oc)+%-t-n2 -(v2 + 2-t2)-sen2(a)-cos(a)+
+%-t-n2 V2 -senz(a)-cos(a)—%-t-(H t?)-v? - sen?(a.)- cos(a) +

+%'t'ﬂ2 -(v2 + 2~t2)-sen2(oc)~cos(oc)

o [ da B
ool ds? )
:%-{senz(a)-cos(oc)-[—5--'[-(V2+2-t2)+4't'ﬂ2'V2—8't'(1+t2)'V2+ (B.12)

+4-t-n? ~(v2+2~t2)]+coss(oc).[t~(v2 +2-t2)—2-t-n2 .v2+4~t~(1+t2).v2—
—2-t-n2-(v2+2-t2)]}



G[Nisen(){(v +2t)sen()+}=
V2.5 4‘r])+6t]COS )}

®
( 2-t-m?+4-t 1+t cos (a)_(l—ezsenz((p))_
-

a2

2-t-n’+4-t- (1+t )) sen?(a.)- (1—ezsen2(q>))_

2

~2.(v?+2-)-cos?(a)- Z—z-sen((p)-cos((p)+
+2.(v?+2-1?)-sen’(a)- Z—z-Sen((p)-COS((p)]-t-Sen(oc)- (1—e252n2((p))}/2 +
(20 costey Eeserlel.
(v2+2t sen?( 1 esen j 1+t
)_

((v +2t)cos()(1 e’sen’(y

(2 +2-1)-sen’(a )(1 e’sen ((p))]t sen(a)- €’ sen(<p)-cos(q>)+

o a-(1-e’sen’(o))"

a-2

2

( 2.t +4-t (1+t )) Sen(a)-COS(a)~%-Sen((p)~COS((p)—

((2 t*n*-2-n°+4- (1+t )2+8 t? (1+t )) Sen(a)_cos(a)_(l—ezs—enz((p))_
—4.

~2.(v?+2-1?)-sen(a)- cos(a)-

+2 v2+2 t ) sen(a)-cos(a.)- %-Senz((p)J-CO;f(X)_

N ~—

(1-e?sen’(o)

-3 ( 2-t-n +4-t-(1+12))-sen(a)- cos(ar):
2

—2-(v2+2-12)-sen(a)- cos(a)- %-Sen((p)-COS((P)J'
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:(N—lz-(—z-t-n2 +4-t-(1+t2))-cosz(oc)—N—12-(—2-t-n2 +4-t-(1+t2))-sen2(a)—
2 -sen(o)- cos(o)+

sen(p)- cos(e )J th()+( L (v +2-1 )cosz(a)—

N N2

—N—lz-(v )sen -sen(a (Nz (v +2-t )cosz(oc)—
—iz-(v2 +2-t2)-sen (a)j- L -t-sen(oc)-i-sen((p)-cos(cp)+

(1— ezsenz((p))% a

J{i (2 t2.n%-2.12 +4-(1+t2)2 +8-t2 -(1+t2))-sen(cx)-cos(oc)—

( 2-tn?+4-t (1+t )) sen(oc)-cos(a)-Z—z-sen((p)-cos(cp)—
(

2

-2-{v?+2. t2) sen(a)- cos(a )e—z-cosz((p)+
a
) ) e’ 5, | cos(a)
+2- (v +2-1 )sen (o} cos(a)- = - sen”(o) arvE
a

~——

-sen(a)-cos(a) -

3(% 2t eatfiet?
2

+2-t )sen )-cos(a )Z—z-sen((p)-cos(cp)J-%-cos(oc):

(%-(—Z-t-nz +4-t-(1+t2))-cosz(oc)—N—12-(—2-t-n2 +4-t-(1+t2))-sen2(a)—
o2

-2. (v2 +2. tz)- cos?(a)-—-sen(qp)-cos(p)+

Q

+2-(v2+2-t2)-sen2(oc)-—-sen((p)-cos((p)}t%n(ah
1 (1+t )(v2+2-t2)-sen(on)-cos2(oc)—i (1+t )(v +2-1 )

N
—(%-(vz+2-t2)-c052(a)—%-(v2+2-t2)-sen (a )j t-sen(a)- :—2 sen(p)-cos(p)+
1

NV (2 t?.n?-2-n%+4- (1+t ) +8-t2-(1+t2)j-sen(cx)-cosz(a)—



2

—4-(—2-t-n2 +4-t-(1+t2))-sen(oc)-cosz(oc)-ﬁ-:l—z-sen((p)-cos((p)—

—2-(v2 +2-tz)-Sen(oc)-cosz(oc)-—-—z-COSZ((p)+
+2-(v2 +2-t2)-sen(oc)-cosz( ) == sen?(¢p)-

2 tn? ( 2-t-n?+4-t (1 2 )-sen(a)~cosz(oc)+

2
+N-t-n2 -(v2 + 2-t2)-Sen(oc)-COSZ(0L)-e—2-Sen((p)-COS((p)

a
o(d% |
d¢| ds®

t ( 2-t-n? +4-t- (1+t )) sen(a)-cos?(a)-

v
t
N3( 2-t-n?+4-t (1+t )) sen®(a)-
2
—%-(v2 + 2-t2)-sen(a)-cosz(cx)-e—z-sen(cp)-cos((p)+
a
2 2

2
+%(2.t2 n2-2-1? +4-<1+t2)2 +8-t2 -(1+t2))-sen(oc)-cosz(oc)—

—Nis t-m? ( 2-t-n2+4-t-(1+t2))-sen(a)-cosz(cx)—
—F.nz~(v2+2-t2)~sen(oc)-cosz(oc)+

+N_23't2 2 -(v2 + 2-t2)-sen(a)-cosz(oc)—

-~ _.t-n? ( 2-t-m? +4-t- (1+t )) sen(a)-cos?(a)+

2

+N.t nz (v +2-t )sen(cx)-cosz(oc)-Z—z-sen((p)-COS((P)
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Substituindo (B.12), (A.19¢), (B.13), (A.19a) em (B.11) e fazendo as devidas

multiplicacdes e simplificacdes, tem-se:

d'o
ds*
_ sen(a {sen2 (at)- cos(a [—5 12 (v +2-t )+4t n-ve -8t (1+t)

+ 40 n2 (V222 )+ cos®(a): [t2- (V2 +2-17)-2- 222 V2 + 42 (L4 12) -V
—2-t%n?%- (v2+2 tz)]} %() {sen( )-cos(a) [Zt M vi—4.t? (1+t2 v+
+2-t7. nz (v2+2 t) (1+t )-(v2+2-t2)+t2-n -(v +2-t )+
+cos’(a) [ 2.7 vP+ 4.t (1+t2)-v2—2-t2-nz-(v2+2-t2)+
( 2) (v +2- t) (v2+2-t2)+2-t2-n2-v4—2-n2-v4+
+4. (1+t vt 8.1+ 12 ) VE48-t2 ot v 162 (14 2) v
—2-n2-vz-(v2+2-t2)+2-t2-n2-v2-(v2+2-t2)+6-t2-n4-v2—
~12-2 2 [+ ) V2 + 612 (V2 4 2.2

da _

ds?

_ sen(o {sen )-cos(a [(v2+2-t2)-(—5-t2+7-t2-n2)+

+1 2' '(6-112 —12-(1+t ))]+
+COS3(oc)-[(v2+2.t2),[t25't2'n2+V2-(1+t2)2'n2-v2+
+2.42.m% v 4612 0

( 2 8-t2.vi+4.vt+8.1%.v
+ L+t )
—28-t2.n2.v?

—2-v2+14-t2-n2)]}

(B.14)
+

4_
+n v2 (4'[+2t-v2

Com a equacao (B.14) desenvolvida pode-se explicitar a equacgao do erro

(em maédulo) do azimute ao se truncar a série de Legendre na derivada terceira:

1

= d4_0‘ .g4
4 | ds?

A equacdo (B.15) resulta valores em radianos, para obter os respectivos

(B.15)

ea| =

c.q.d.

valores em segundos basta multiplicar a equagao por um fator de conversao que

648.000
m—

vale p =
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