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Nessa dissertacao apresentamos uma demonstracao do Teorema de Bernard
Malgrange, que estabelece condi¢ao necessaria e suficiente para que um operador

linear com coeficientes constantes seja globalmente resolivel.
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Introducao

A teoria das distribuicoes foi estabelecida por Laurent Schwartz por volta
de 1950 e mostra-se extremamente 1til para o estudo de EDP’s. Um dos primei-
ros grandes avancos provocados pelas distribuicoes no estudo de EDP’s lineares
foi o estabelecimento de que todo operador linear de coeficientes constantes, nao
identicamente nulo, tem uma solucao fundamental. Esse resultado foi demons-
trado de forma independente por Leon Ehrenpreis (1954) e Bernard Malgrange
(1955).

Como consequéncia, Malgrange estabelece, no mesmo artigo, um interessante
resultado sobre a resolugao da equagao Pu = f na classe das fungoes infinitamente
diferenciaveis. O resultado introduz (embora sem esse nome) a nogao de P-
convexidade para suportes. O objetivo desse trabalho é obter o conhecimento
matematico necessario para compreender o enunciado e a demonstracao desse
resultado devido a Malgrange o qual caracteriza a resolubilidade global através

da P— convexidade. Mais precisamente, vamos demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 0.0.1. (Malgrange) Seja P um operador linear de coeficientes cons-

tantes e Q) um aberto de R™. Entdo as sequintes condi¢oes sao equivalentes
(i) P(C=(Q)) = C>(Q);
(ii) Q é P—convezo para suportes.

Para isso, foi desenvolvido um estudo preliminar envolvendo Medida e Inte-
gragao, Topologia Geral, Espagos Vetoriais Topolégicos, Distribuigoes, Transfor-
mada de Fourier e Solucoes Fundamentais de operadores lineares com coeficientes
constantes.

Esse texto foi estruturado da seguinte forma: no capitulo 1, enunciamos re-
sultados sobre Topologia Geral e Medida e Integracao que serao tuteis para o
embasamento dos capitulos subsequentes. O capitulo 2, por sua vez, trata dos
Espagos Vetoriais Topoldgicos. Os resultados sobre Distribuigoes, pertinentes
a esse trabalho, estao dispostos no capitulo 3. A Transformada de Fourier é
apresentada no capitulo 4. Por fim, o capitulo 5 apresenta uma demonstracao e

exemplos do Teorema de Malgrange.



Capitulo 1
Resultados Preliminares

Para o desenvolvimento desta dissertacao foi necessario um estudo preliminar
sobre diversos topicos. Sendo assim, estarao dispostos nesse capitulo, os princi-
pais topicos que foram estudados sobre Topologia Geral e Teoria da Medida. Na
secao sobre Topologia Geral, listamos os conceitos basicos da area, além de re-
sultados como o Lema de Urysohn. A secao sobre Medida e Integracao apresenta
resultados como: o Teorema da Convergéncia Monétona, o Teorema da Con-
vergéncia Dominada. Finalizamos o capitulo com resultados sobre regularizagao

de funcoes.

1.1 Alguns resultados sobre topologia

Para maiores detalhes sobre os resultados enunciados nessa segao, consulte [13].

Definicao 1.1.1. Uma topologia em um conjunto X é uma cole¢ao T de subcon-

juntos de X com as sequintes propriedades:

(i) DeTeXer,
(ii) A unido de uma quantidade qualquer de elementos de T, pertence a T;

(iii) A interseccdo de uma quantidade finita de elementos de T, também € ele-

mento de T.

Observagao 1.1.2. Se 7 é uma topologia em X, entao (X,7) é chamado de
espago topologico. Os elementos de T sao chamados de conjuntos abertos de X .

Neste texto, diremos apenas espaco topologico X, para simplificacdo da escrita.

Definicao 1.1.3. Sejam X e Y espacos topoldgicos quaisquer. Dizemos que
f: X =Y éuma aplicagcao continua quando para todo aberto V de Y ocorre que
7YV é um aberto de X.
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Definigao 1.1.4. (a) Seja X um espago topoldgico. Dizemos que o conjunto B

€ uma base para a topologia T em X, se para todo A € T, temos que:

A=J B

Be#

Como B C T, entdo toda uniao de elementos de B também pertence a T.
Os elementos de A sao ditos abertos bdsicos da topologia. Se B é uma base

de T dizemos que # gera a topologia T, ou que T € a topologia gerada por

B.

(b) Seja (X, 7) um espago topolégico e x € X. Dizemos que B, C T é uma base
local para x se e somente se dado U € T com x € U existe B € A, tal que
reBCU.

(c) Sejam 7 e 7 duas topologias em X. Dizemos que T € mais fina do que T
quando T C 7. Quando T & T dizemos que T ¢ estritamente mais fina do

que T.
Definicao 1.1.5. Seja X um espago topologico.

(a) Dizemos que um conjunto F' C X ¢é fechado se o seu complementar F°¢ é

aberto.

(b) Considere um conjunto ' C X. Definimos o fecho de F' como a intersec¢ao
de todos os fechados que contém F. O fecho de F serd denotado por F.
Definimos o interior de F' como a uniao de todos os abertos contidos em

F. Seu interior serd denotado por F°.

(c) Dado um conjunto E C X, uma cobertura de E é uma familia (Cy\)xer de

subconjuntos de X tal que E C U Cy. Uma subcobertura é uma sub-familia
AeL
(C,\)Aey, com L' C L tal que E C U Cy. Quando todos conjuntos C)’s

xer
sao abertos dizemos que (C))er, € uma cobertura aberta e quando L ¢é finito

dizemos que (C)rer € uma cobertura finita.

(d) Um conjunto K C X € compacto se toda cobertura aberta de K possui uma

subcobertura finita. Representemos um compacto de X por K CC X.
(e) Uma vizinhanga de um ponto p € X € qualquer aberto de X que contém p.

(f) X € um espago de Hausdorff se para todo par de pontos distintos p,q € X

existem vizinhancas U e V, de p e q respectivamente tais que U NV = ().
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(g) X € localmente compacto se cada ponto de X tem uma vizinhanga com fecho

compacto.

(h) Um conjunto K C X ¢ relativamente compacto, se seu fecho é compacto.

Teorema 1.1.6. Suponha que K é compacto e F' € fechado em um espaco to-

pologico X. Se F' C K entdo F' € compacto.

Teorema 1.1.7. Suponha X um espaco de Hausdorff, K CC X ep € K°¢. Entdo
existem conjuntos abertos U e W tais quepe U, K CW e UNW = (.

Teorema 1.1.8. Suponha que X € um espaco de Hausdorff localmente compacto.
Se K C U C X sao tais que K é compacto e U é aberto, entao existe um aberto

V' com fecho compacto tal que
KcvcVcuU.

Definicao 1.1.9. Seja X um espacgo topolégico. Dada f : X — C definimos o

suporte de f como o conjunto

S(f) ={z € X; f(z) # 0}
e denotamos como C.(X) o conjunto de todas fungoes f : X — C continuas tais
que S(f) CcC X.

Suponha X um espaco topolégico. A notacao K < f significa que K CC X
e que f € C.(X) tem as seguintes propriedades: 0 < f(z) < 1,Vz € X e
f(z) =1,Vz € K. O simbolo f < V significa que V é aberto e que f € C.(X)
tem as seguintes propriedades: 0 < f(z) < 1,Vx € X e S(f) C V. A notagao
K < f <V significaque K < fe f<V.

Lema 1.1.10 (Lema de Urysohn). Suponha X um espaco de Hausdorff local-
mente compacto, V. um aberto em X e K CC V. Entao existe f € C.(X), tal

que

K<f=<VWV

Teorema 1.1.11. Suponha que Vi, Vs, ..., V, sao subconjuntos abertos de um

espaco de Hausdorff localmente compacto X e que K CC X satisfaz
KcWVviuWu...UV,.
Entao existem fungoes h; < Vi, i =1,...,n, tais que

hi(z) + hao(x) + ...+ hy(x) = 1,V € K.
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A cole¢ao {hy,...,h,} € chamada de particio da unidade em K subordinada a
cobertura {Vy,Va, ..., V,}.

Nesse texto consideramos em R"™ a topologia 7 definida do seguinte modo:
AeT e Vae A Tr >0 tal que B(a,r) C A.

Aqui B(a,r) denota a bola aberta de centro a e raio r na norma euclidiana de

R™. A topologia 7 é chamada de topologia usual de R".

Definicao 1.1.12. Um conjunto E em um espaco topologico é chamado o-compacto

se B é uma uniao enumerdvel de conjuntos compactos.
O proéximo resultado mostra que todo aberto de R™ é o-compacto.

Teorema 1.1.13. Considere em R™ a topologia usual. Para cada aberto 2 de R"

eziste uma sequéncia (K;) de subconjuntos compactos de ) tal que

(i) K; C K,,,Vj e N;
(i) |J K = 0
j=1
(iii) para cada K CC €, existe j € N tal que K C K;.

Definicao 1.1.14. Seja X um conjunto qualquer. Definimos a func¢ao carac-

teristica de A, xa — {0,1} por

1, sexe A
0, se v ¢ A.

xa(z) =

Definicao 1.1.15. Seja J um conjunto qualquer. Uma relagao < em J é cha-

mada de ordem parcial se valem as sequintes condigoes:
(1) j<jVjes;

(ii) Sej <k ek<jentioj=k;

(iii) Sej<kek<lentioj <l

Definicao 1.1.16. Um conjunto dirigido J é um conjunto com uma relagao de
ordem parcial < com a sequinte propriedade: para cada j,k € J existe | € J tal
que j <l ek <I.

Exemplo 1.1.17. J =N com a relagao de ordem usual é um conjunto dirigido.
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Exemplo 1.1.18. Dado um conjunto qualquer S. Seja J uma colecao de sub-
conjuntos de S com a propriedade de que A,B € J = ANB € J. Defina A< B
quando A D B. Entao J é um conjunto dirigido

Definicao 1.1.19. Seja X um espaco topologico. Uma rede em X é uma fungao
x:J— X onde J é um conjunto dirigido.

Observagao 1.1.20. Para cada j € J, denotamos x(j) por x;. Representamos a

fungao x por (x;);e.

Definigao 1.1.21. Seja X um espago topoldgico. Dizemos que uma rede (z;);cs
converge para x € X quando para cada vizinhanca U de x, existe jo € J tal que
Jo<j=uz; €.

Nesse caso escrevemos x; — x.

Teorema 1.1.22. Seja A C X. Entdo v € J se e somente se existe uma rede

(x;)jes de pontos em A convergindo para x.

Teorema 1.1.23. Seja f : X — Y. Entao f € continua se e somente se para

cada x € X e cada rede (x;)jcs que converge para x, ocorre que f(x;) converge

para f(x).

Teorema 1.1.24. Se X € um espaco de Hausdorff entao o limite de uma rede,

quando existe, € unico.

1.2 Resultados de Medida e Integracao

Para maiores detalhes sobre os resultados enunciados nessa secao, consulte

16].

Definicao 1.2.1. Uma o-dlgebra em um conjunto X € uma cole¢cao M de sub-

conjuntos de X com as sequintes propriedades:
(1) Xe#;
(ii) se A€ A entio A € M ;

(iii) se {A;} € uma cole¢io enumerdvel de elementos de A entao UAZ' c M.

(2

Observacao 1.2.2. Se 4 ¢é uma o-dlgebra em X entio (X, #) é chamado de
espaco mensurdvel. Os elementos de M sao chamados de conjuntos mensurdveis

de X . Neste texto, diremos apenas espaco mensurdvel X .
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Observacao 1.2.3. A interseccao de uma quantidade qualquer de o-dlgebras em

X ¢ uma o-dlgebra em X.

Definigao 1.2.4. Se . é uma colegao de subconjuntos de X, entao a intersec¢ao

de todas as o-dlgebras em X que contém F é chamada de o-dlgebra gerada por

F.

Definigao 1.2.5. Seja (X, 7) um espago topoldgico. A o-dlgebra de Borel é defi-
nida como a o-dlgebra gerada por T e seus elementos sao chamados de conjuntos
de Borel.

Observacao 1.2.6. Os conjuntos fechados de um espaco topologico X sdao con-

juntos de Borel, pois seus complementares sao abertos.

Definicao 1.2.7. Seja X um espago mensurdvel, Y um espaco topologico e f
uma aplicacdo de X em Y. Dizemos que [ € mensurdvel se, e somente se, para

todo subconjunto aberto V de Y tem-se f~H(V) mensurdvel em X.

Teorema 1.2.8. Se X € um espago mensurdvel e f, : X — (—o0,00] € men-

surdvel, para todon = 1,2,... entao

g =sup f,, h=limsup f,,

n>1
340 mensurdveis.

Teorema 1.2.9. Seja X um espago mensurdvel e f = u+iv, sendo u,v : X — R.

Entao f é mensurdvel se, e somente se, u e v sG0 mensurdveis.

Defini¢ao 1.2.10. Uma fun¢ao s : X — [0,00) definida em um espago men-

surdvel X cuja imagem € um conjunto finito serd chamada de funcao simples.

Teorema 1.2.11. Seja f : X — [0,00) uma fungdo mensurdvel definida no
espago mensurdvel X. Entao existe uma sequéncia (s,) de fungoes simples men-

surdveis tal que:
(i) 0<s1<s9<...<fy
(ii) sn(z) — f(z) quando n — oo, para todo v € X.

Defini¢ao 1.2.12. Seja (X, .#) um espago mensurdvel. Uma medida positiva
em X € uma fungao p : M — [0,00| que tem a sequinte propriedade: se {A;} €

uma cole¢ao enumerdvel de subconjuntos mensurdveis de X, dois a dois disjuntos,

N(QAi) = iM(Az)

Chamamos (X, 4 , ) de espago de medida.

entao
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Teorema 1.2.13. Se (X, .#, 1) é um espaco de medida entdo:

(1) w(@) =0;

(i) w(AiUAU...UA,) = p(Ar) +u(As) +. ..+ 1(Ayn), se Ay, Ao, ... Ay € M

sao conjuntos mensurdveis dois a dois disjuntos;

(iii) A, B € .#,AC B= pu(A) < uB);

(iv)  lim p(A) = p(| JAn) se Aye M VneENeA CACAsC ..
n=1

(v) 1_1£1 u(An):u(ﬂAn) se Ap€ M NneNeA DA DA D ... eu(4)
n=1

€ finito.

Definicao 1.2.14. Seja (X, .# , 1) um espaco de medida. Se E € #, ACFE e
u(E) =0 implica que A € M entao p é dita uma medida completa.

Definigao 1.2.15. Seja (X, .#, 1) um espago de medida e P uma propriedade
relativa a pontos de X. Dizemos que P wvale pu-q.t.p, ou simplesmente q.t.p. se
existe E € A tal que u(E) =0 e {x € X;x tem a propriedade P} = X — E.

Aqui q.t.p. abrevia a expressao “quase todo ponto”. Assim, dizemos por
exemplo f,g: X — C sdo iguais q.t.p. se existe £ € .# com p(FE) = 0, tal que
f(x) = g(x), para todo x € X — E.

Definigao 1.2.16. Consideremos (X, # , i) um espago de medida. Sejam s uma

funcao simples mensurdvel em X, da forma

=3 ana, (L)
i=1

onde aq, . .., qy, $Go numeros reais dois a dois distintos e Ay, ..., A, € A dois a
dois disjuntos, se E € ., definimos

/Esd,u = Z a;u(A;) N E. (1.2)

Se f: X — [0,00] é mensurdvel e E € 4, definimos

/Efduzsup[Esdﬂ, (1.3)

o supremo a ser tomado sobre todas as funcoes simples mensurdveis s tais que
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O membro a esquerda de (1.3) é chamado de Integral de Lebesque de f sobre

E, com respeito a medida .

Teorema 1.2.17. (Teorema da Convergéncia Mondtona) Sejam (X, # , 1)
um espago de medida e (f,) uma sequéncia de fungdes mensurdveis em X, e su-

ponha que

(a) 0<fi<fo <. <00, g.tp.

(b) lim f,=f, qtp.
n—-+o0o

Entao f ¢ mensurdvel, e

/andﬂ—>/xfdﬂ

Lema 1.2.18. (Lema de Fatou) Se (X, # 1) é um espaco de medida e f, :

X — [0, 00] é mensurdvel para cada n € N entdo

quando n — 0.

/ liminf f,dp < liminf/ fndp.
X X

Seja (X, .4 , ;1) um espago de medida, nesse texto, denotaremos o conjunto de

todas as fungoes mensuraveis tais que

[ 11du < +oc

por L(p).

Definicao 1.2.19. Se f = u + v, onde u e v sao fungoes mensurdveis reais em
X, ese fe L(u), definimos

/fdu:/u+du—/u_+i/v+d,u—i/v_d,u, (1.4)
E E E E E

para cada conjunto mensurdvel F.

Observagao 1.2.20. Aqui u™ e u™ sdo as partes positiva e negativa de u, res-
pectivamente, enquanto vt e v~ sdo partes positiva e negativa de v, respecti-
vamente. Fstas quatro funcoes mensurdveis sao reais, e nao negativas, assim
as quatro integrais a direita de (1.4) fazem sentido pela defini¢ao 1.2.16. Além
disso, u™ < |u| < |f], o mesmo vale para v, vt e v~, de modo que cada uma

das quatro integrais a direita de (1.4) € finita.
Teorema 1.2.21. Se (X, ., ) é um espaco de medida e f € L(u), entdo

/deu‘ < [ 1fld
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Teorema 1.2.22. (Teorema da Convergéncia Dominada) Seja (X, 4, 1)
um espago de medida. Suponha que (f,) seja uma sequéncia de fun¢des men-
surdveis complexas em X tal que f = lim f,,q.t.p.

n—oo

Se existe uma fung¢ao g € L(u) tal que
|fn| < g,Vn S N,q.t.p.

entio f € L(u) e

i [ 1o = 7l = 0.

n—oo X
Definicao 1.2.23. Sejam (X, . #, ) um espago de medida, f : X — C men-
surdavel e 1 < p < co. Defina,

£l = ( / |f|”du)p

e seja LP(u) a colegao de todas fungoes mensurdveis em X tais que

1/l < o0

Considere em LP(u) a seguinte relacao de equivaléncia:

f~g<f=g qtp.

e o espaco vetorial quociente LP(u)/ ~. Seja |f| a classe de f € LP(u). Entao

LP(u)/ ~ equipado com a norma dada por

LA, = AN, - 11 € 2P ()

é um espago vetorial normado. A partir de agora denotaremos [f] por f e

LP(p)/ ~ por LP(p).

Os elementos de L'(u) sao chamados fungoes integrdveis de Lebesgue, com
respeito a .
Teorema 1.2.24. (Desigualdade de Hélder) Suponha que (X, 4, p) € um
espaco de medida. Se p e q sao tais que %+é =1,1<p,qg<o0, esefelPl(u)
ege€ Li(u), entao fg € L' (u) e

1Fglly < 171, gl -

Teorema 1.2.25. Seja (X, . #, ) um espago de medida. Suponha que f : X X
[a,b] — C € tal que para cada t € [a,b] ocorre x + f(x,t) pertence a L'(p).

Defina F(t) = [y f(z,t)dp, t € [a, D).
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(i) Se para quase todo x € X tem-se que t — f(x,t) é continua em ty € |a, b
e existe g € L'(u) tal que |f(z,t)] < g(x),q.t.p. em X x [a,b] entao F €

continua em tgy, isto €,

lim/ f(:p,t)d,u:/ lim f(x,t)du;
X x t-to

t—to

(ii) (Derivagdo sob o sinal de integral) se -(x,t) existe em todos os

8t(
pontos de X x [a,b] e existe g € L*(u) tal que (:p t)’ < g(x),q.t.p. em

X x [a,b] entdo F ¢ derivdvel em [a,b] e F'(t) = [, 8t L(z, t)dp, isto é,

d 0
4 /X fla = | 50

Definicao 1.2.26. Seja E um conjunto em um espac¢o de medida p. Dizemos

que E tem medida o—finita se E € uma unidao enumerdvel de conjuntos (E;) com
,U(Ez> < OO,VZ e N.

Teorema 1.2.27. (Fubini) Sejam (X, #,p) e (Y, N, \) espacos de medida

o—finitos e f uma funcao mensurdvel definida em X XY .

(i) Se0< f < +oo q.t.p. entdo as fungoes
¢: X — 10,400, : Y = [0, 400
definidas por

/fxydw /fa:y

sio . e T — mensurdveis respectivamente, e

/X o= [ fapiux ) = /Y b(y)dA

(ii) Se f: X xY — C e a fungdao ¢* : X — [0, +00| definida por

= [ 1#Giax

pertence a L'(X) entio f € L'(X x Y).

Os proximos resultados sao essenciais para a construcao da medida de Lebes-

gue em R™.
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Definicao 1.2.28. Dizemos que um funcional linear A : C.(X) — C € positivo
se A(f) >0 sempre que f > 0.

Teorema 1.2.29. (Teorema de Representacao de Riesz) Seja X um espago
de Hausdorff, localmente compacto, e seja A um funcional linear positivo em
C.(X). Entao existe uma o—dlgebra # em X que contém qualquer conjunto de

Borel em X, e existe uma unica medida p tal que:

() A() = [y fdu, para cada | € Co(X);
(i) p(K) < oo para cada conjunto compacto K C X;
(iii) para cada E € A, temos que p(E) = inf{u(V); E C V,Vaberto};

(iv) a relagao u(E) = sup{u(K); K C E, Kcompacto} vale para qualquer con-
Junto aberto, e para qualquer E € M com p(E) < oo;

(v) p € completa.
Teorema 1.2.30. Seja X um espaco de Hausdorff, localmente compacto e o—compacto.

Se M e sao descritas como no Teorema 1.2.29, entio M e p tem as sequintes

propriedades:

(i) se E C A ee >0, entdo existe um conjunto fechado F e um conjunto aberto
Vital que FCECV eu(V—-F)<e

(ii) se E € A, entao existem conjuntos A e B tais que A é uma unido enu-
merdvel de conjuntos fechados e B é uma interseccao enumerdvel de con-
Juntos abertos, tais que AC EC B e u(B—A)=0.

Um conjunto da forma
W={recR"aq <z; < f;,1 <i<nj,

onde qualquer < pode ser substituido por <, é chamado de n—célula, e seu volume

é definido por

n

Vol(W) = (8 — ).

i=1
Se a = (ay,...,a,) € R" e § > 0, chamamos o conjunto

Qa,0) ={r e R a; <x;<a;+ 9,1 <i<n}

de d—bloco com canto em a.
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Para k= 1,2,..., seja P o conjunto de todos x € R" cujas coordenadas sao
multiplos inteiros de 27, e seja €2, a colecdo de todos 27%— bloco com canto nos

pontos de P,. Temos as seguintes propriedades do conjunto €, :
(a) se k é fixo, cada x € R™ pertence a um tnico elemento de €;
(b) se @ €y, Q" €Qer <k,entdo @ C Q" ou Q@ NQ" = 0;

(c) se Q € Q,, entdo Vol(Q) =27 esen > r, o conjunto P, tem exatamente

2(n=1k pontos em Q;

(d) todo conjunto aberto nao vazio em R™ é uma unido enumerdvel de blocos

disjuntos pertencentes a {2, U U .. ..

Teorema 1.2.31. FExziste wuma medida completa positiva m definida em uma

o—dlgebra A em R™, com as sequintes propriedades:
(i) A contém todo conjunto de Borel em R";
(ii) m(V) = Vol(W) para cada n—célula W ;

(iii) m € invariante por translacao, isto é, m(E + x) = m(E) para cada E € M
e cada v € R™;

(iv) se p € uma medida de Borel positiva invariante por translagio em R™ tal
que (K) < oo para cada conjunto compacto K, entdo existe uma constante

¢ tal que p(E) = em(FE) para qualquer conjunto de Borel E C R™.

Chamamos de .#Z e m a o —algebra de Lebesgue em R" e a Medida de Lebesgue
em R", respectivamente. A partir de agora, usaremos somente a Medida de

Lebesgue em R” e a integral de f em relacao a Medida de Lebesgue sera denotada

por [ f(z)dx.

Teorema 1.2.32. (Coordenadas Polares em R") Suponha que f: R" — R

¢ uma funcao radial, isto €,
f(@) = g(|z]), Vo € R",

para alguma g : R — R. Se f é uma funcdo mensurdvel a Borel nao negativa ou
f € LYR") entdo

- f(x)dx = 0(5"1)/0 Oornflg(r)dr

sendo o(S™1) a drea da esfera S"' C R".
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Observacao 1.2.33. A integral

1
/ ————dr
re (14 |x]?)2
¢ finita.

De fato, seja f(z) = —L—=,2 € R" e definimos g(r) = —L 47,7 € R.
(It]af?)7 2" (1+4r2)7 2

Assim f(z) = g(|z|) = g(r), ou seja, f é uma fungao radial. Além disso f > 0,

assim aplicando o Teorema 1.2.32 temos

+00 1
r)dr = o(S™1 / P dr.
Rn f@) ( ) 0 (14—7“2)%

Notemos que, para r > 1,

+oo 1 +o0 1 +o0
/ T"_limdr < / prt +1dT = / r~2dr < oo
1 (1+r2)= 1 r 1

nml___1___ ¢ continua e assim

(14r2)™3

Para 0 < r < 1 temos que a aplicacao r + r
integravel. Portanto,

r < —+00.

1
/ —n+1d
rr (14 [z[?) 2
Teorema 1.2.34. (Lusin) Suponha que f : Q — C € uma fun¢do mensurdvel a

Lebesgue e que S(f) € compacto. Dado € > 0,3g € C°(R) tal que

m({z € Q; f(x) # g(x)}) <e

Teorema 1.2.35. Se ¢ : R" — R é um polinomio nao identicamente nulo entao

q ({0}) tem medida de Lebesgue nula.

1.3 Multi-indice

Neste texto, {2 sempre denotara um subconjunto aberto de R™ na topologia
usual.

A notacao de multi-indice tem por objetivo simplificar a maneira como sao
denotadas as derivadas de ordens mais altas de funcoes de varias variaveis. Essa
notacao sucinta traz beneficios principalmente para o estudo das equacoes dife-
renciais parciais e das distribuicoes.

Fixando n € N, um n-multi-indice, ou simplesmente um multi-indice o =
(o1, g, ..., v,) é uma n-upla de inteiros nao negativos, ou seja, é um elemento
de N". Para cada multi-indice o definimos seu médulo por |a|=a; +as+. ..+ ay,

e ainda a! = aqlas! ... a,!.
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Se B = (p1,P2,---,B,) é um multi-indice definimos
atf=(a1xb,a0tPs,...,a,£05,) €

(5) = () () (3)

Dizemos que a < [ se e somente se «; < ;1 = 1,2,...,n. Além disso, se
r = (x1,29,...,2,) € R" entdo escrevemos z® = x{*z5? ... xo".
Para cada 7 =1,2,...,n e cada multi-indice o escrevemos
of
O f =
8@-
¢ |al
o f
0 f =

8a11’18a21’2 R 804713;”

Dessa forma, o nimero || indica a ordem de derivacao de f, enquanto cada
coordenada «; indica quantas derivadas estao sendo calculadas na direcao z;.

A notacao de multi-indice permite estendermos muitas férmulas do cédlculo

elementar para suas correspondentes no caso multivaridvel. Segue um exemplo:
Teorema 1.3.1. (Férmula de Leibniz) Sea € N" ¢ f, g € C1°I(Q), tem-se

*(f9)=Y (g) 0 for .

BLa

Dado x = (z1,...,2,) € R", a € N" temos que

(i) |z°| < |z
k
.. k k
@) > <a) =%
(i) D fwnf™ < 3 P

lof <k
Teorema 1.3.2. |z%] < (1 + |x\2)%,Va e N" vz € R".

Utilizando homogeneidade e compacidade obtemos o

Teorema 1.3.3. Para cada k € N, existe ¢ = c(k) > 0 tal que

(L+[zP)E<ed 2,z eR™

o<k
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1.4 Funcoes teste e regularizacao

Defini¢ao 1.4.1. Para cada m = 0,1,2,... definimos C () como o conjunto
de todas as fungoes ¢ € C™(Q) tais que S(¢) CC Q. Os elementos de C(2)

sao chamados de funcoes teste.

Observagao 1.4.2. Se U ¢é um aberto de Q2 e ¢ € CX(U) entdo ¢y : @ — C
definida por ¢g = ¢ em U e ¢pg =0 em Q — U, pertence a C(Q2). Identificando
¢ com ¢y escrevemos C°(U) C CX(Q).

Observacao 1.4.3. Defina ¢ : R — R por

1
el=?-1 se|z| <1

0,se |z| >1

entio ¢ € CX(R™), 0< ¢ <1 e S(¢)= B[0,1].

Dividindo a funcao definida anteriormente por sua integral em R"™, obtemos
uma nova aplicacao, que continuamos a denotar por ¢, com as seguintes propri-
edades.

»>0,5(p)=B[0,1] e | ¢(x)dx=1.
Rn

Assim para cada € > 0 vale

[o(=e

logo, a aplicacao ¢ : R® — R dada por

9 (z) = ein(b(%) (1.5)

é nao negativa, tem suporte igual a B|0, €] e integral em R" igual a 1.

Das consideracoes acima segue que C2°(£2) é nao vazio, qualquer que seja €.

Definicao 1.4.4. Seja 1 < p < oc0. Se f: Q — C for uma fun¢cio mensurdvel
e para qualquer compacto K C Q, [, |f(2)|" dz < oo, dizemos que f € L, ().

Os elementos de LY (Q) sdo chamados de fungoes localmente integrdveis de ).

Da desigualdade de Holder segue que se f € L>(), entao f € L} (Q) qual-

quer que seja 1 < p < oo. Note que LP(R") C L} (R"), 1 < p < oo, mas

loc

a inclusdo contraria nao é valida (exemplo: fungoes constantes). Além disso

C(Q)c Ly (2),1<p<oc.

loc
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Definigao 1.4.5. Se f € L} (R") e g € C™(R"), k = 0,1,2,..., entdo a con-

loc

volucao de f e g é definida para cada x € R™, por

(e = [ fa—vgts= [ vy

Definigao 1.4.6. A familia de funcgoes f. obtida quando, para cada € > 0, toma-

mos g, na definicdo anterior, iqual a aplicacdo ¢ é dada por

la) = £ @) =< [ swe(E)dy.a e R,

e ¢ chamada de familia das reqularizadas de f.

Teorema 1.4.7. Sejam f € L} (R"), g € C™(R"), k € N e ¢ > 0 quaisquer.

Entao -
(i) fxge CHR);
(i) S(fxg) C S(f)+ S(g). Em particular f * g € C*(R™) caso S(g) CC R";
(iii) se f € continua e S(f) CC R™ entao f. — [ uniformemente quando € — 0;
(iv) se f € LP(R"), 1 < p < 400, entao f. — f em LP(R™).

Utilizando as regularizadas obtemos uma versao do Teorema 1.1.11 com funcoes
suaves.

Teorema 1.4.8. Seja K CC R", e consideremos abertos Vi, Vs, ..., V; tais que
!
K C U V;. Entao existem funcgoes ¢; € C(V;) tais que

J=1

l
(i) ) o< 1;
j=1

l
(ii) Z ¢; = 1 numa vizinhan¢a de K;

J=1

(iii) 0 < ¢; <1,j€N.

Novamente, utilizando as regularizadas, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 1.4.9. Se 1 < p < oo entdo C°(§2) € denso em LP(S).



Capitulo 2
Espacos Vetoriais Topoldgicos

Os espagos vetoriais topoldgicos (EVT"s) sao conjuntos com duas estruturas,
uma algébrica e uma topoldgica. A definicao de EV'T', combina essas duas estru-
turas de forma que as operacoes de espaco vetorial sejam funcgoes continuas. A
nocao de espaco vetorial topoldgico é 1til quando nao se pode definir uma norma.
Os espacos de interesse nesse estudo sao C°(€2) e C°(2) que, nao sendo nor-
mados, tém suas topologias definidas através de seminormas, tornando-se desse
modo exemplos de EVT"s. Nesse capitulo, estabelecemos as propriedades da to-
pologia desses espagos que sao tuteis no estudo das distribuicoes. Nesse capitulo,
E sempre denotarda um espago vetorial sobre um corpo de escalares K, que assu-
miremos ser R ou C.

Os resultados aqui apresentados podem ser encontrados em [1], [8], [15] e [19].

2.1 Seminormas

Definicao 2.1.1. Uma seminorma em E ¢ uma aplicacao p : E — R que tem as

sequintes propriedades:

(i) p(z) >0,V e E;

(ii) p(z +y) <p(x) +ply), Yo,y € E;

(iii) p(Az) = || p(x),Vx € E,VX € F.

p € uma norma se, além das propriedades anteriores, satisfizer:

p(z) =0« x=0.

Observagao 2.1.2. A fung¢dao nula é uma seminorma em E. Dado c> 0 ep em
E entao cp também é uma seminorma em E. Se p e q sao seminormas em E

entao p + q e max{p,q} sao seminormas em F.

17
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Observacao 2.1.3. Toda norma € uma seminorma.

Porém, nao podemos afirmar que a implicagao contraria é verdadeira, pois a
aplicacao nula é uma seminorma. Seguem outros exemplos de seminormas que

nao sao normas.

Exemplo 2.1.4. (Seminormas em C™())) Fizado m = 0,1,2,... e Q um
aberto de R™. Para cada K CC Q a aplicagdo pr : C™(Q2) — RT definida por

p(f) = sup |0°f(z)], (2.1)

zeK,|a|<m
¢ uma seminorma em C™(€2).
Exemplo 2.1.5. (Seminormas em C*(Q)) Para cada K CC Q e m =

0,1,2,... a aplicacao pg , : C*(Q) — R definida por

prm(f) = sup [0%f(x)| (2.2)

TE€K |a|<m

¢ uma seminorma em C*(£2).

Observagao 2.1.6. Uma seminorma em E possui as sequintes propriedades,

todas de verificacao andloga as respectivas propriedades de normas:
(1) p(0) =0;
(ii) lp(z) —pW) <p(z—y),z,y € E;
(iii) p~1({0}) € um subespago vetorial de E.
Definicao 2.1.7. Seja p uma seminorma em E. Definimos a bola aberta com
centro em a € E e raio r > 0, com relagdo a seminorma p, como o conjunto
B,(a,r)={r € E:plx —a) <r}.
Analogamente, definimos a bola fechada B,|a,r].

Salientamos que ainda nao existe topologia definida em E, de modo que nao
faz sentido nos perguntarmos se By(a,r) e B,la,r] sdo conjuntos abertos ou fe-

chados.

Observacao 2.1.8. Suponha que p e q sejam seminormas em E. Entdo para

todoa € E er >0 tem-se:
(Z) a + Bp(O,r) = Bp(a,r) ea+ Bp[O,r] = Bp[a,r];

(ii) %Bp(a, 1) = Bp(a,r) € %Bp[a, 1] = Bp[a, rl;
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(1)) p < q= Byla,r) C By(a,r). Se B,(0,1) C B,(0,1) = p <q.

Definigao 2.1.9. Um subconjunto A de um espago vetorial E sobre K ¢é dito

(i) convezo se, dados dois pontos x,y € A, o segmento de reta que os une estd

contido em A, isto €,

Ve,y € AVt € [0,1]; (1 — t)x + ty € A;

(i) equilibrado se x € A, |\ < 1= Az € A;
(iii) absorvente se Vx € E,3p > 0 tal que [N\ < p = Az € A.

Observagao 2.1.10. E,( e os segmentos sao convexos. Note ainda que todo

conjunto equilibrado ou absorvente contém a origem (escolher A =0).

Teorema 2.1.11. Sejam E, F espacos vetoriais, A C E,B C F eu: E — F

linear.
(i) se A é convexo e A € K entdo AA € convezo;

(ii) ser,s > 0 entao (r + s)A C rA+ sA; se A € convezo entio rA + sA =
(r+5) A,

(111) intersec¢ao arbitrdria de convezos (equilibrados) é convexo (equilibrado);

(iv) se p € seminorma em E entao B,(0,7) e Bpl0,7] sdo equilibrados e absor-
ventes. Além disso By(a,r) e Byla,r] sao convezos, quaisquer que sejam

a€ E,r>0;

(v) se B é convexo (equilibrado, absorvente respectivamente) entio u~' (B) é

convezxo (equilibrado, absorvente respectivamente).

Demonstragao. As demonstragoes dos itens (i), (i7i) e (v) sdo imediatas da
definicao de convexidade.

(7i) A primeira inclusdo é imediata. A igualdade também é imediata caso
r = 0 ou s = 0. Para demonstrar a igualdade caso r,s > 0, dados =,y € A

podemos escrever

T S
m—irsy:(r—l—s)( + y)

x
r+s [

r s 4 _r_ s
Como = + -5 =1 e A é convexo resulta “—z + -y € A.

(iv) Convexidade é anédloga a convexidade das bolas em espagos normados,

pois s6 depende da desigualdade triangular. [ |
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Definigao 2.1.12. Seja A C E um conjunto convezro e absorvente. A fungao

pa: E — R

T > inf
p>0,z€pA

¢ chamada de funcional de Minkowski do conjunto A.

Teorema 2.1.13. Na notagao acima, temos que pa estd bem definida e, Vx,y €
E eV €K temos

(i) pa(z+y) <pa(r) +paly);
(7i) pa(Ax) = Apa (z), se A > 0;
(11i)) se B={zx € E;pa(x) <1} eC={x € E;pa(z) <1} entao BC A C C;

(iv) se A € equilibrado entao pa é uma seminorma em E. Em particular

B,,(0,1) Cc AC B,,[0,1].

Demonstracgao.

(7) O fato de A ser absorvente implica que p4 estd bem definida. Observe que
r,s>0xerdyecsA=x+yc(r+s)A=pa(x+y) <r+s,

sendo a primeira implicagdo valida pelo item (i) do Teorema 2.1.11. Como a
ultima desigualdade é valida para todo r,s > 0 tais que = € rA,y € sA, segue
que pa (r +y) < pa(x) +pa(y).

(77) Da Observacao 2.1.10 segue que pa(0) = 0. Se A = 0 entdo py (A\zx) =
pa(0) =0-pa(x). Caso A > 0 vale:

p
p>0, zEPA p>0,zef A p>0,zef A A

(iz’i)xEB:>E|p>0talque0<p<1e%x€A.ComoOe%xséopon’cos
de A,% > 1 e A é convexo, segue que o segmento de extremidades 0 e %:c esta
contido em A e contém z. Portanto, x € A e, dai, B C A.

Se z € A, tomando p = 1 resulta que x € pA, logo, pela definigao de funcional
de Minkowski resulta que pa () < 1, logo, A C C.

(1v) Se A # 0 entao

Al

)\prA(@T)\xepA(:HMprA,



CAPITULO 2. ESPACOS VETORIAIS TOPOLOGICOS 21

sendo a primeira equivaléncia valida pois A é equilibrado. Dai, segue que

paha)= inf p= inf p=[A inf L= |Apale)

p>0 x€PA p>0,me‘7”‘A p>0,x€ﬁA |)\|

que, juntamente com (i) implica que p é seminorma. |

2.2 Nocoes Basicas sobre EVT’s e ELC’s

Definicao 2.2.1. Seja E um espago vetorial sobre um corpo de escalares K.
Suponha que E também é um espago topologico. Dizemos que a topologia definida

em E € compativel com a estrutura de espaco vetorial de E se as aplicacoes
(r,y) e EXE—zx+yekl

Nz)eKx Ew— A XreF

sao continuas.

Definicao 2.2.2. Um espaco vetorial equipado com uma topologia compativel com

a estrutura de espago vetorial € dito um espago vetorial topoldgico(EVT).

Exemplo 2.2.3. Todo espag¢o normado é um EVT. O produto cartesiano de dois
EVT’s é um EVT.

Teorema 2.2.4. Seja E um EVT.

(i) Para cada x € E e A # 0 as aplicagoes

T.: F — FE my: £ — F
Yy = T4y r = AT

sao homeomorfismos;

(ii) se By é uma base local na origem entao
B={a+V;a€ EV € By}

¢ uma base para a topologia de F;
(111) toda vizinhanga da origem € absorvente;

(iv) toda vizinhanga da origem contém uma vizinhanga equilibrada da origem.
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Demonstracgao.

(7ii) Dada uma vizinhanga U da origem e x € E, como 0.x = 0 e a multi-
plicacao por escalar é uma aplicagao continua, existem p > 0 e uma vizinhanga
V' de z tais que |A| < p,y € V implica \y € U. Tome y = z.

(iv) Dada uma vizinhanca U da origem, novamente pela continuidade da
multiplicagao por escalar, existem p > 0 e uma vizinhanca V' da origem tais que

Al < p= AV C U. Defina W = |J AV. E claro que W C U e é vizinhanca da
[Al<p
origem. Nao ¢ dificil verificar que W é equilibrado. [ |

As propriedades (i) e (ii) significam que a topologia de um EVT é invariante
por translacao. Por isso, é suficiente considerarmos apenas as bases locais na

origem de um EV'T.

Definicao 2.2.5. Um EVT que possui uma base local na origem cujos elementos
sao conjuntos convexos é chamado de espago localmente convero (ELC). Nesse

caso dizemos que a topologia de E é uma topologia localmente conveza.

Teorema 2.2.6. Todo ELC tem uma base local na origem cujos elementos sao

convexos, equilibrados e absorventes.

Demonstragao. Pelo Teorema item (iii) do Teorema 2.2.4, é suficiente mos-
trar que toda vizinhanca convexa U da origem contém uma vizinhanga convexa
e equilibrada da origem. Defina V' = (] aU. Do Teorema 2.1.11 segue que V é
CONvexo. ol

Provemos que V' ¢é vizinhanca da origem. Tomando uma vizinhanga equili-

brada W da origem tal que W C U (conforme Teorema 2.2.4) temos
laj=1=a ' W=W=W CalU

o que implica em W C V| provando que V' é vizinhanga da origem (a primeira
implicagao é valida pois W ¢é equilibrado).

Provemos que V' é equilibrado. Para isso, dado A € K, com |A| < 1,

AV =()a\UcC []alU=A4,

|laf=1 laj=1

sendo que AU C U pelo fato de U ser um convexo que contém a origem, e porque
A < 1. [ |

Teorema 2.2.7. Seja A um subconjunto convexo, equilibrado e absorvente de um
EVT E e pa o funcional de Minkowski de A. Se A é aberto entio B,,(0,1) = A
e se A € fechado entao B, ,[0,1] = A.
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Demonstracao. Do Teorema 2.1.13 segue que B,,[0,1] C A. Para provar a
inclusao contraria, dado x € A qualquer, da defini¢ao de p4 resulta ps(x) < 1. Da
continuidade da multiplicacao por escalar e da hipdtese de A ser aberto segue que
existe 6 > 0 tal que se |\ — 1] < § implica Az € A. Em particular (1 —0/2)z € A,

logo pa(z) < 1. A prova da outra afirmagao é andloga. [ |

O Teorema a seguir fornece uma caracterizagao dos ELC’s em termos de se-

minormas. Ele permitirda dar os exemplos mais importantes de ELC’s.

Teorema 2.2.8. (a) Se X € uma colegdo nao-vazia qualquer de seminormas em

um espacgo vetorial E entdo

1
B:{Bp<a,—,);p62,a€Eej€N}
J

¢ sub-base para uma topologia em E de modo que E é um ELC e cada elemento
de Y € uma aplicacdo continua.

(b) Reciprocamente, se E é um ELC entdo existe uma cole¢do ¥ de seminor-
mas em E tal que a cole¢cao B € uma base para a topologia de E e cada elemento

de > € uma aplicacao continua.

Demonstracao. (a) Nao é dificil verificar que B é sub-base para uma to-
pologia em E. Mostremos que as operacoes de soma e produto por escalar sao
continuas nessa topologia.

Dado By(c,r) com ¢ € E,r > 0,p € ¥ quaisquer, tome a,b € E tais que
a+0b = c. Com a desigualdade triangular verifica-se que By(a, 5) + B,(b, 5) C
B,(c,r), o que prova a continuidade da soma.

Dado By(c,r) com ¢ € E,r > 0,p € ¥ quaisquer, tome A € K,z € E tais que

Ar = c. Tome 6y, 9, > 0 satisfazendo

r

o <mi“{l’m}’ % N T )

Entao [N — A| < d; = |N| < 1+ |)|. Escrevendo
p(Nz' = Ar) = p(N (2" —z) + (A = A) z)

nao ¢ dificil verificar que (A — 81, A + 1) - By(x,02) C B,(c,7), 0 que prova a
continuidade da multiplicacao por escalar.

Entdo £ é um EVT. Como cada B,(a, %) ¢ um convexo (Teorema 2.1.11)
segue que E é um ELC. Pela prépria definicao da topologia de E segue que cada
p € X é continua.

(b) Seja T a topologia de E. Pelo Teorema 2.2.6, existe uma base local 5’

na origem formada por conjuntos convexos, equilibrados e absorventes. Pelo
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Teorema 2.2.4 temos que
B'={a+ A;A e B} (2.3)

¢ uma base de 7.
Defina ¥ = {pa; A € B'}, sendo p4 o funcional de Minkowski de A. Da Ob-

servacao 2.1.8, dos Teoremas 2.2.4 e 2.2.7 resulta que
1
{BPA <a,—,) pAEX,a€E] eN} ={a+jA;Ae B ,a€ E,jeN}.
J

Pelo item (a) segue que {a + jA; A € B',a € E,j € N} é sub-base para uma to-
pologia localmente convexa 7/ em E. Na verdade, como a interseccao finita de

elementos de B’ pertence a ', temos que
{a+jA;Ae B ac E,jeN} (2.4)

é uma base de 7'. De (2.3) e (2.4) segue que 7 = 7. |

Observacao 2.2.9. Nas condi¢oes do Teorema 2.2.8 dizemos que a familia de

seminormas % define a topologia de E.

Exemplo 2.2.10. Tome E qualquer e seja || - || uma norma em E. Entdo a

topologia definida por ¥ = {|| - ||} € a topologia induzida pela norma || - ||.
A seguir, temos alguns exemplos de ELC’s que nao sdo normados.

Exemplo 2.2.11. Tome E qualquer. A topologia localmente convexa definida

por 3 = {0} € a topologia cadtica.

Exemplo 2.2.12. C™(Q),m =0,1,2,... é um ELC. Basta tomar ¥ = {pg; K CC Q},

sendo px definida como no Exemplo 2.1.4.

Exemplo 2.2.13. C*(Q2) é um ELC. Basta tomar ¥ = {px m; K CC Q}, sendo
Pr.m definida como no Exemplo 2.1.5.

Nesse texto, sempre consideraremos C™(€2) com a topologia dada no exemplo

2.1.4. Consideracao andloga sera feita para C*°(€2).

Teorema 2.2.14. Seja E um ELC e ¥ uma familia de seminormas que define a

topologia de E. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) E € de Hausdorff;

(i) ()» '({0}) = {o}.

peEX
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Demonstracgao.

(1) = (4i) Como p € ¥ é uma seminorma, temos que

p(0)=0,YpeL & 0ep ' (0),¥pe X 0e (|p'({0}).

peEX

Tome x € E. Queremos mostrar que = # 0 = = ¢ ﬂ p1({0}). Como E ¢é

peEX
Hausdorff, existe uma vizinhanca de x que nao contém a origem. Podemos tomar

essa vizinhanca da forma B, (x,€), para algum p € ¥ e € > 0. Portanto, p(z) > 0
pois caso contrério, p(z —0) = p(z) =0 =0 € B,(x,¢).

(17) = (i) Tome z,y € E;  # y. Entado y — x # 0. Por hipétese, existe p € X
tal que p(y —x) = € > 0. Tome V, = B,(z,5) e V, = By(y, 5) entao V, NV, = 0.
De fato, seja z € V, NV,. Isso implica que z € V, e z € V,,. Mas

ZGVJC:>p(x—z)<§ (2.5)
e
zEVy:>p(y—z)<§. (2.6)
Da desigualdade triangular, de (2.5) e (2.6), segue que
e=plr—y)=ple—2-y+z) <ple—-2) +ply—2) <e
Portanto V, NV, = 0 e E é Hausdorfl. [ ]

Definicao 2.2.15. Seja E um ELC cuja topologia € definida pela familia de
seminormas . Dizemos que A C E € limitado se para cada p € 3, existe X > 0
tal que A C B,(0,\).

Observacao 2.2.16. Seja (E,|.||) um espaco normado. A C E é limitado se, e
somente se, IX > 0 tal que ||z|| < A\, Vz € A.

Observacao 2.2.17. Sobre conjuntos limitados:
(1) wnido finita de conjuntos limitados é um conjunto limitado;

(ii) subconjuntos de conjuntos limitados sao limitados.

2.3 Aplicacoes lineares continuas

Nessa secao apresentamos propriedades de transformacoes lineares continuas

entre ELC’s que serao tteis nos capitulos seguintes.
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Definicao 2.3.1. Sejam E, F' ELC’s cujas topologias sao definidas pelas familias
de seminormas %1 e Yo respectivamente. Uma aplicagao v : E— F € uniforme-
mente continua quando para cada € > 0 e q € Yo, existir 6 > 0 e p € Xy tais
que

y—1x € B,(0,6) = (u(y) —u(x)) € By(0,¢).

Observacao 2.3.2. A defini¢ao 2.5.1 coincide com a definicdo usual de continui-
dade uniforme no caso de espagos normados. Mais precisamente, quando (E,|-|)
e (F,]|-||) sdo espagos normados entao u : E — F é uniformemente continua se,

e somente se, Ve > 0,30 > 0 tal que |y —z| <6 = |lu(y) —u(z) | <e.

Teorema 2.3.3. Sejam X1, Yy familias de seminormas que definem as topologias
dos ELC’s E e F, respectivamente. As sequintes condicoes sobre uma aplicag¢ao

linear u: E — F' sdo equivalentes:
(i) u € uniformemente continua;
(ii) u € continua;
(i1i) w é continua na origem;
(iv) Yq € ¥y existem p € X1 e M > 0 tais que qou < Mp.

Demonstracao. As implicagoes (i) = (ii) = (i7i) sdo imediatas.
(iit) = (iv) Por hipdtese u=*(B,(0,1)) é aberto logo existe p € 1,6 > 0 tais
que B,(0,0) C u=(B,(0,1)), entao p(z) < § = q(u(x)) < 1, logo

1

gp(:v) <1=qu(z)) < 1. (2.7)
Note que %p e q o u sao seminormas em E e (2.7) significa que

B1,(0,1) C Byou(0,1).
Da Observagao 2.1.8-(iii) segue o resultado, com M = 3.
(iv) = (i) Basta mostrar que para quaisquer ¢ € s, € > 0 existe uma

vizinhanga U da origem tal que se y — xz € U entdo q(u(y — x)) < €, ou ainda,
r € U = q(u(x)) < e. Tomando p, M como na hipdtese, é ficil ver que essa

implicagao é valida com U = B,(0,¢/M).
|
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2.4 Metrizacao de ELC

O principal objetivo dessa secao é estabelecer condigoes suficientes para que

um ELC seja metrizavel e dar exemplos de ELC’s metrizaveis.

Observacao 2.4.1. Seja (g;)jen uma familia enumerdvel de seminormas que

define a topologia de E. Defina, para cada j € N:

p1=q1, pp=max{q, ¢2},ps = max{q, ¢, @},...

Entao da Observacao 2.1.8 seque que:

(i) pr<p2<p3< ...

(ii) (pj)jen define a topologia de E.

A justificativa do item (i) é devido & maneira como as seminormas foram
definidas.

No item (ii), por sua vez, queremos mostrar que (p;);en define a topologia
de E. De fato: seja 7 a topologia definida por (¢;)jen € 7' a topologia definida
por (p;)jen. Devemos verificar que 7 = 7/. Para mostrar que 7 C 7/, tomemos B
um aberto basico na topologia 7. Queremos mostrar que existe k € N e ry > 0
tais que B,, (a,70) C B. E suficiente mostrar para B = By;(0,7), sendo 7 > 0
arbitrario. Pela definicao de (p;) e pela Observacao 2.1.8 segue o resultado.

Afirmacao: 7" C 7. Com efeito: dada B, (a,R) e b € By (a,R) tome B =
By, (b,7) N By, (b,7) N ...N By (b,7), com r = R —p;(b—a). Entao B é um aberto
bésico de 7, j& que (g;) define uma topologia em 7. Devemos verificar que B C
By, (a,r).

Dado y € B temos que da desigualdade triangular ¢;(y — a) < R, g2(y — a) <
R,...,q;(y —a) < R, logo, da definicao de p; segue que p;(y —a) < R e, entao,
y € By, (a,R). Daibe B C By (a,R).

Teorema 2.4.2. Seja E um ELC Hausdorff. Se existe uma familia enumerdvel

de seminormas que define a topologia de E, entao E é metrizavel.

Demonstracao. Devemos mostrar que existe uma métrica em FE tal que a

topologia definida pela métrica coincide com a topologia de E. Defina a aplicagao

d: ExE — R
(z,y) = d(x,y)

tal que

o0

d(z,y) = 1 ple—y) (2.8)

=2 1+pi(r—y)
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A aplicacao acima define uma métrica em E. Com efeito: a série em (2.8) de

termos positivos converge pois seu j—ésimo termo é < 277,

(i) Segue da definigao em (2.8) que d(z,y) > 0, Vz,y € E.

(ii) Se x = y ent@o ¢j(xr —y) = 0, Vj € N. Portanto d(z,y) = 0. Se x # y

(iii)

(iv)

entao como E é de Hausdorff e pela Observacao 2.1.6, existe j € N tal que
pj(x —y) # 0 e portanto d(x,y) # 0.

Para cada j € N temos que pj(z—y) = p,;(y—=z), logo d(z,y) = d(y, x),Vx,y €
E.

Devemos mostrar que d(z,y) < d(x, z) + d(z,y)Vz,y, z € E, isto é,

Para isso, mostraremos que:

pi(r —y) pj(z — ) pi(z —y)
L+ pj(r —y) = 1+ pj(x —2) + 1+pi(z—y)

Vr,y,z € B

E suficiente provar que

a b c

0<a,b, <b4c= < .
<ab,cea<0+cC 1+a_1+b+1+c

Suponha a > 0. Note que das hipdteses segue que: % i Entao:

a 1 1 1 b+c b c
1+a T < T — = + =
l1+a =2 1+ 1+m 1+b+c 14+b+c 1+b+ec

< b N c
“14b 14c¢

Isso conclui a prova de que d é uma métrica. Seja 7 a topologia de E e 7/

a topologia definida pela métrica d. Mostremos que 7 = 7.

(1°) 7 C 7. Sejar > 0e By(0,7) = {z € F;d(z,0) < r}. Tome k € N
tal que 5r < 7. Mostraremos que B,,,, (0, z75) C Ba(0, 55). Seja a €
B

Prk+1 (07 Qk%), entao

1
pz—y)sple—y) < ... S pele —y) Sprnlz —y) < 55
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Logo,
R T — *© 1 1 1 01 1
;alﬂjﬂy) s22—2_ —2—22— =g (29)
Mas
12;%&) < pj(z) e 1522(1?@ < 1,Vj € N, portanto
L@ gl 1 (2.10)
e 2 1P (z) PPl 2k+1

isto ¢, € Bq(0, 3¢ ).

(2°) 7" C 7. Mostraremos que para cada p; € ¥ e r > 0, tomando k € N
tal que 5r < r, ocorre que By(0, z7) C By, (0,7). Tomemos = €

1 5o L _Pi(x) 1 : . _pi(@) 1
Bd(oa 2j+k+1)7 entao 27 1+p;(z) S 27+k+1> 1sto €, 1+p; () S 27+1

Logo, p;(z)(1 — gr5r) < g
E portanto,

pj(z) < 57— < 5¢- O que prova que z € B(pj,r).
|

Exemplo 2.4.3. Da Observagao 2.4.1 e do Teorema acima seque que 0S eSpagos

C™(Q), m=0,1,2,...,00 sao melrizdveis.

2.5 Resultados sobre a topologia de C™(f2)

Comegamos a se¢ao com uma util caracterizagdo de convergéncia em C*°(€2).

Teorema 2.5.1. Uma condi¢do necessdria e suficiente para a sequéncia (¢,)
convergir para ¢ em C>(Q) € que, para todo o € N, a sequéncia (0%¢;) convirja

para 0%¢ uniformemente em todo subconjunto compacto de ).

Demonstracgao. A familia > de seminormas dadas no Exemplo 2.2.13 define a
topologia de C*°(2). Entao pelo Teorema 2.2.8 temos que (¢;) converge para ¢
em C*(2) se, e somente se, dados p € X, e > 0,existe jo € N tal que 7 > jo =
p(¢; — ¢) < e. Nao é dificil ver que daf decorre o resultado. [ |
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A convergéncia em C™(€2) tem caracterizacao andloga ao caso C*°((2), basta
usar o Exemplo 2.2.12 no lugar do Exemplo 2.2.13.

Outra propriedade importante dos espagos C™(£2) é a completude.
Teorema 2.5.2. C"(Q2),m =0,1,2,...,00 € completo.

Demonstracao A demonstracao sera feita por inducao sobre m.

Caso m = 0, isto é, C(§2) é completo.

Tomemos (K;) sequéncia de conjuntos compactos como no Teorema 1.1.13.
Seja (¢) sequéncia de Cauchy em C(£2). Queremos mostrar que (¢y) é conver-
gente em C(Q2). Se (¢r) é Cauchy em C((2), entdo para cada € > 0, existe kg € N
e p; € X tais que

k1> ko= ¢p— ¢ € By, (0,¢),

com p; € ¥ e ¥ define uma topologia em C(€2). Isso significa que

k.l > ko= sup |ox(y) — &(y)| < e. (2.11)

yEKj
Fixe x € € e escolha j tal que x € K;. Procedendo dessa forma segue que
Lk > ko= |pp(x) — ¢i(x)] < e. Entao (¢r(z)) é Cauchy em C. Logo, (¢pr(x))

converge para algum z, € C. Defina:

p: Q@ — C

T o Z

Mostremos que ¢ é continua. Fixado j e [ em (2.11), fazendo k — oo segue

que

1> ko= sup |(y) — di(y)| < e
yeK;

Isso significa que ¢; — ¢ uniformemente em K. Logo, ¢ é continua em Kj,
em particular é continua em x. Portanto, ¢p — ¢ e C(2) é completo.

Supor que C™(2) é completo. Queremos mostrar que C™ () é completo.

Seja (¢r) uma sequéncia de Cauchy em C™V1(). Entao, para cada ¢ > 0,

existe kg € N e p; € X tais que

l,k‘ > ko = (bk‘ —(bl € Bpj<0,€)

Isso significa que

Lk > ko= sup |0%Pr(y) — 0%Pi(y)| < e. (2.12)

la|<m+1,y€K;
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Fixado @ € N" tal que |a] < m + 1, tome o = S+ ¢;; com |[f] < m e
i=1,2,...,n. Em particular de (2.12) temos

Lk > ko= sup |0°¢i(y) — °di(y)| <e. (2.13)
yekK;
Além disso,
Ik>ky= sup ‘&05@@) — 8i85¢l(y)‘ < €. (2.14)
[BI1<m.ye K

Da hipétese de indugao e de (2.13) segue que existe ¢ € C™(2) tal que ¢y, — ¢
em C™(€2). Em particular,

9P ¢, — 0°¢ uniformemente em K;. (2.15)

A implicacdo em (2.14), significa que a sequéncia vy, = 9;0° ¢, ¢ uma sequéncia
de Cauchy em C(£2). Portanto existe ¢ € C(Q2) tal que 1, — 1 uniformemente
em K. Logo,

0(0° px) — 1 uniformemente em K. (2.16)

De (2.15) e (2.16) resulta que 9;0°¢ existe e 9;0°¢ = 1. Entao §%¢ = 1.
Portanto, C™"! é completo.

Definicao 2.5.3. Um espaco localmente convero, metrizavel e completo, é dito

espaco de Fréchet.
Exemplo 2.5.4. Todo espaco de Banach é um espaco de Fréchet.

Exemplo 2.5.5. Os espagos C™(Q2),m = 0,1,2,...,00 sdo espagos de Fréchet.

Tal afirmagao decorre dos Teoremas 2.4.2 e 2.5.2.

Teorema 2.5.6. As sequintes afirmacoes a respeito de um funcional linear u em

C*>®(Q) sao equivalentes:
(i) u é continuo;
(i1) para toda sequéncia (¢;);en tal que ¢p; — 0 em C*(§2) tem-se que u(p;) — 0;

(iii) existem K CC Q,C >0 em €N tais que

(o)l < C S supl9%¢], Vo € C(Q).

|oo| <m
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Demonstragao. Do fato de C*°(Q2) ser metrizavel resulta que (ii) é equivalente
a continuidade de u na origem. Do Teorema 2.3.3 segue entao (i) < (i).

A equivaléncia (i) < (iii) é consequéncia do Teorema 2.3.3-(iv), escolhendo
E=(C>(Q),F =C,%; dada no Exemplo 2.2.13 ¢ ¥y = {| - |}. [

2.6 Topologia de C(2)

Para mais detalhes sobre esta segao, consultar [15]. Denotamos por C2°(2) o
espago vetorial de todas as fungdes de C'2°(€2) que tem suporte compacto. Para
cada K CC €, o simbolo C2°(K) denota o subespago constituido pelas fungoes

de C°(Q2) cujo suporte esta contido em K. Como

cr) = |J cxm),

KccQ

nessa sec¢ao introduziremos uma topologia localmente convexa em C'2°(£2) a partir
de topologias localmente convexas definidas em cada C2°(K).
Em cada C2°(K) consideramos a topologia localmente convexa definida pela

familia de seminormas X = {pxm} sendo

meN?

prm(¢) = sup  [0%(x)], ¢ € CF(K), (2.17)

la|<mze K

conforme Teorema 2.2.8.

Considere a cole¢ao de subconjuntos de C2°(Q2) dada por

By = {V C C*(Q);V é convexo, equilibrado e VN CX(K) é aberto de
CX(K),VK ccC Q}

B={¢o+V;0cCx(Q)eV ebBy}.
Teorema 2.6.1. (i) B € base para uma topologia T em C°(Q);
(ii) C(Q) equipado com a topologia T é um ELC;

(iii) para cada K CC 2 tem-se que a topologia de CX(K) coincide com a topo-
logia de subespago induzida por C°(2) em C*°(K).

Demonstracgao.
(7) Dados ¢1, 92 € C(Q), V1, Vo € By e ¢ € (¢1+ V1) N (P24 V2), mostraremos
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que existe V' € By tal que
¢4V C (o1 + V1) N (P2 + V2). (2.18)

Tome K CC Q tal que s(¢1), s(¢2), s(¢) C K, logo, ¢1, ¢a, ¢ € C(K). Como
Vi N CX(K) é aberto de CX(K),¢ — ¢ € V e a multiplicacdo por escalar é

continua em C°(K), existe §; > 0 tal que

1
|)\_1|<51:>)\(¢_¢1)€V1:>¢_¢16XV1'

Escolhendo um desses valores de A obtemos \; tal que

1
O —¢1 € )\—1‘/1-
Entao,
bt (1-Vvicivis(i-L)n=v
1 )\1 1 )\1 1 )\1 11—Vl

sendo a ultima iguldade vélida pois V; é convexo, e pelo Teorema 2.1.11-(77). Dai

resulta que

1
<Z5+(1—>\—)V1C<Z51—|—V1.
1

Analogamente obtemos Ay tal que

1
¢+(1—)\—)VQC¢2+V2.
2

Entao segue (2.18) com

1 1
—(1- = 1—— ).
v ( Al)%ﬂ( >\2)V2

(74) Mostremos inicialmente que a soma é continua em C2°(€2). Dados ¢1, ¢ €
CX(Q) e V € By devemos exibir Vi, Vy € By tais que

(1 + Vi) + (do + Vo) C 1 + o+ V.

Para isso, basta tomar

1
==V

e usar a convexidade de V' e o Teorema 2.1.11-(4i).

Mostremos a seguir que a multiplicacao por escalar é continua. Dados Ay €
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C,p0 € C(Q) e V € By devemos exibir 6 > 0 e U € By tais que
IA—=Xo| <6, 9 € Po+U = Ap € Moo+ V,

ou seja
|)\—)\0|<5,¢E¢0+U:>)\¢—)\Q¢OEV (219)

Para isso, comegamos observando que

AY = Aoy = A(¢ — ¢o) + (A — Ao)o. (2:20)

Seja K CC 2 tal que ¢ € C°(K). Como V é equilibrado temos que 0 € V, e
dai 0¢g € V. Da continuidade da multiplicacao por escalar em C°(K) segue que
existe 0 > 0 tal que d¢py € %V. Como V ¢ equilibrado dai decorre que

A — Aol A— N

5 <l= 3

1
A= Xo| <6 = 0o € SV,

ou seja
1
|)\—)\0| <d= ()\—)\o)gf)o € §V (221)

Escolha ¢ > 0 tal que ¢(|A\o| 4+ &) = 3. Temos que

A
|Xo| + 6

|)\—)\0|<5:>|>\|<|>\0|+5:>) )<1.

Da expressao anterior e do fato de V' ser equilibrado, temos a seguinte implicacao

|)\—>\0|<5,¢E¢0+CV:> (gb—gbo)EcV.

A
[Ao| + 0
Entao 1

IA—Xo| <6, ¢€¢0+CV:>)\(¢—¢O)E§V.

Dali, de (2.21), (2.20) e da convexidade de V' segue (2.19) com U = ¢V

Para mostrar que C'2°(2) é um ELC, resta observar que, por defini¢do, todo
V € By é um conjunto convexo.

(7ii) Seja T a topologia de CX°(K) e 1) a topologia de subespaco. Da de-
finicao de By segue que By C 7k, logo B C 7 e dai, 7 C Tk

Para provar a inclusao contraria, tome E € 7 qualquer. Devemos mostrar
que existe um aberto V' de C°(Q2) tal que £ =V NCX(K).

Dada ¢ € E, tome K CC Q tal que ¢ € C*(K). Entao da defini¢ao de 7,
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existem m € N e € > 0 tal que

By (@,6) = {1 € CF(K); prom(t — @) < €} C E.

Defina
V¢ = {’17[) € CEO(Q)apK,m(¢ - ¢) < 6}7

que é um aberto de C'2°(£2). Note que
V¢ N C::)O(K> = BPK,m (‘bv 6)'

Entao fazendo ¢ percorrer E obtemos

C>(K) N (U v¢> = E.

ockE

Desta forma, basta considerarmos V' = |J V.
¢EE

Pode-se estabelecer o seguinte critério de convergéncia em C2°(12).

Teorema 2.6.2. Uma sequéncia (¢;) converge para zero em C°(§2) se e somente
se existe K CC Q tal que:

(1) o suporte de toda funcdo ¢; estd contido em K ;

(11) para todo o € N" a sequéncia (0%¢;) converge para zero uniformemente em
K.

Demonstracao. (=) Seja (K) sequéncia de compactos de €2 como no Teorema
1.1.13 (i) Por hipétese, dada uma vizinhanga V' da origem, Jj, € N tal que
J>Jo=>¢;€V.

Mostremos que existe uma vizinhanga V' da origem tal que ¢; ¢ V,Vj € N.
Suponhamos que nao vale (z). A negagao de (i) implica que para K = Kj, existe
alguma ¢; tal que s(¢;) C K;. Logo, existe z; € S(¢;) — K;. Como (2 — Kj)
¢ um aberto que contém z; e S(¢;) = {y € QL ¢(y) # 0} existe y; € Q tal que
y; & Kj e ¢;(y;) # 0.

Entao a aplicacao

+oo
) [6(2)]
p(9) = ZK% 65(u7)]

estd bem definida e é uma seminorma em C2°(52). De fato, para cada ¢ € C2°(Q2),

existe jo € N tal que j > jo = S(¢) C K. Para j > j, ocorre que S(¢) N K; —
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K;_1 = . Mostraremos que B,(0,1) ¢ uma vizinhanca da origem em C°(€2).
Para isso utilizaremos o Teorema 2.6.1. Para cada K CC 2 tome [ € N tal que
K C K. Entao para toda ¢ € C°(K) temos

l

+oo
T R o RS 1OV

=1 zeK;—Kj 1 |¢](y])| =1 zeK;—K;_1 |¢](y])|

()]
ver 16;(95)]

J=1

zeK )|

!
1
< M sup |¢(x)|, sendo M = Z el Logo,
j=1 J y]

p(¢) < Mpro(9), ¢ € CZ(K),

onde pg o(¢) € seminorma de C2°(K) dada por (2.1.5).

Isso significa que 7By, ,(0,1) C B,(0,1) N CZ(K).

Entao B,(0,1) N C*(K) é uma vizinhanca da origem de C°(K). Como K é
arbitrario, B,(0,1) € By. No entanto, nao ¢ dificil verificar que ¢; ¢ B,(0,1),Vj €
N e isso contradiz ¢; — 0.

(77) Por (1) existe K CC € tal que

¢; € CF(K),Vj e N. (2.22)
Dados € > 0, « € N" arbitrarios tome m = |«|. Pelo Teorema 2.6.1 - (iii) para

BPK,m(07 6) = {¢ € CEO(K)vpK,m(w) < 6}7

existe um aberto V' de C°(2) tal que B

PK,m

(0,e) = C*(K) N V. Da hipétese
segue que existe jo € N tal que j > jo = ¢; € V. Dal e de (2.22) resulta que

j>Jo= ¢; € VNCI(K) = By, (0,€).

- PK,m

(<) Dada uma vizinhanca V' da origem, queremos exibir jo € N tal que
J>Jo=>¢;€V.
Pelo item (i), ¢; € C(K),Vj € N. Como (pg m)men define a topologia de
C>*(K), existe m € N e € > 0 tais que
B

PK,m

(0,6) CCX(K)NV C V. (2.23)
De (7i) segue que para cada a € N tal que |a| < m, existe j, € N tal que

J>Ja= @; € BpKym(O, €).
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Seja jo = max{ja;|a] < m}. Logo,
j > jo = qu € BPK,m(()?E)

Note que ¢; — ¢ se e somente se ¢; —¢ — 0. Logo, temos o seguinte corolario:

Corolario 2.6.3. Uma sequéncia (¢;) converge para ¢ em C(§2) se e somente
se existe K CC ) tal que

(i) o suporte de toda fun¢io ¢; estd contida em K ;

(ii) para todo a € N" a sequéncia (0%¢;) converge para 0%¢ uniformemente em
K.

Da defini¢ao da topologia de C'°(K) segue que
Teorema 2.6.4. A aplicagao identidade C(2) — C*(Q2) é continua.

Demonstragao. Seja i : C°(2) — C*(Q) a aplicacao identidade. Como i
¢ linear, basta mostrar que i é continua na origem. Seja ¥ = {px,,} familia de
seminormas que define a topologia de C*°(€2). Pelo Teorema 2.6.1-(iii), devemos
mostrar que para cada e >0, K CCQeméeN

i (B

Pk,m

(0,€)) N CZ(K)

¢ um aberto de C*(K).
Mas

i (B, (0,6)) N C2(K) = {6 € C(K )i pram(6) < ¢}

e, de (2.17) segue que esse conjunto é um aberto de C°(K).

A préxima observacao trata sobre um ELC que nao é métrico.
Observagao 2.6.5. C°(§2) ndo é metrizdvel.

Consideremos a métrica d em C°(2) tal que para toda sequéncia (¢;) €
C>(Q) temos que

Além disso, tomemos (K;) uma sequéncia de conjuntos compactos como em
1.1.13 e (¢;) C C°(Q2) tal que ¢; =1 em K.

Afirmacao: para cada j € N fixo,

(lsin% dp; =0 em CZ(1).



CAPITULO 2. ESPACOS VETORIAIS TOPOLOGICOS 38

Para provar a afirmacao acima, verificaremos que valem as condigoes (i) e (ii) do
Teorema 2.6.2.
De fato:

(ii) Fixe o € N"

6—0

sup [0%¢;(z)] =9 sup [0%¢;(x)| < ca; — 0.

z€s(pj) x€s(¢j)

Por (2.24)

Para cada j € N, 36; > 0 tal que d(6;¢,,0) < jl Logo,

Jj—00

No entanto, a sequéncia (0,¢;) ndo pode convergir para zero em C2°(2) pelo
Teorema 2.6.2-(¢). Portanto C'2°(2) nao ¢ metrizédvel.
Podemos caracterizar continuidade dos funcionais lineares em C2°(2) através

de sequéncias. Uma caracterizacao analoga foi feita no Teorema 2.5.6.

Teorema 2.6.6. As sequintes afirmacoes a respeito de um funcional linear u em

C>(Q) sao equivalentes:
(1) w € continuo na origem;
(ii) u|coo(k) € continuo na origem, VK CC €.

Demonstragao. Basta observarmos que Ve > 0 e VK CC (),
(u|(;é>o(K))_1(—e, €) =u (=€) NCP(K).

Teorema 2.6.7. As sequintes afirmacoes a respeito de um funcional linear u em

C(Q) sao equivalentes:
(i) u é continuo;

(ii) para toda sequéncia (¢;);jen tal que ¢; — 0 em C°(Q2) tem-se que (u, p;) —
0;
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(111) para todo K CC §2 existem C >0 e m € N tais que

u(g) < C S sup|dl, Vo € C(K).

|oo| <m

Demonstragao.

(1) = (ii) Esta implicacao vale em qualquer espago topoldgico.

(#4) = (zii) Suponha (ii7) é falsa. Se isso ocorre, para C' = m = j, podemos
encontrar ¢; tal que u(¢;) =1, S(¢;) C K e Y, sup|d®¢;| < % Entao ¢; — 0

|laj<m

em C°(Q2) e u(¢;) - 0. O que contradiz a hipétese.
(7ii) = (i) A hipétese em (iii) significa que vale a condigao (iv) do Teorema
2.3.3. Logo (u|ce(k)) ¢ continua.
|

2.7 'Topologia fraca no dual de um EVT

Nessa secao definiremos a topologia fraca no dual de um EVT.

Definigao 2.7.1. Seja E um EV'T sobre o corpo K. O dual E' de E € o espago
vetorial E' formado por todas as aplicagoes lineares continuas u : E — K (ou

funcionais lineares continuos).

Definigao 2.7.2. Para cada x € E defina a seminorma q, em E' por

¢ (u) = |u(z)|,u € E.

Pelo Teorema 2.2.8 a colegao
Y ={q.;x € FE}

define uma topologia localmente convexa em E’, a qual chamaremos de topologia

fraca de E' ou topologia da convergéncia pontual.
A seguir algumas propriedades tteis da topologia fraca.
Teorema 2.7.3. Seja E um EV'T sobre o corpo K.

(i) (limitagcao pontual)B C E' € limitado na topologia fraca se, e somente se,

para cada x € E, o conjunto {u(x);u € B} € limitado em K;

i1) (convergéncia pontual) (u;) converge fracamente para u em E’ se e somente
Y j Y

se, para todo x € E, a sequéncia (uj(x)) converge para u(x) em K.
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Demonstracao. (i) Devemos mostrar que para cada € F, existe R > 0
tal que B C B, (0, R), ou seja, u € B = |u(z)| < R. Mas a ultima implicacao
equivale a R ser uma cota superior de {|u(z)|;u € B}. Reciprocamente, se
{u(x),u € B} é limitado em K entdo |u(z)| < R,Yu € B. Isso significa que
B C B, (0,R).

(77) Como (u;) converge fracamente para v em E’, temos que para cada € > 0,
existe jo € N tal que

J > jo=uj € By, (u,e).

Mas a convergéncia é em E’. Isso significa que ¢,(u; —u) < €. Da definicao de

¢z, € da linearidade de u segue que

Go(uy —u) = [(u; — w)(@)] = Ju;(z) — u(z)] <e

Portanto u;(z) converge para u(x).
Reciprocamente, se u;(z) — u(z) em K, para cada € > 0, existe jo € N tal
que

J > Jo = |uj(z) —u(z)| <e

Mas x € E, logo

J>jo = q(uj —u) = |u(z) —u(x)| <e

Portanto, {u;} converge fracamente para wu.
[

Definicao 2.7.4. Sejam E, F espacos vetoriais ew : E — F linear. Tu : F' — E'
¢ definida da segquinte forma: para cada f € F',u(f) € o elemento de E' dado por

u(f)(x) = flu(z)),z € E.

Teorema 2.7.5. Sejam E e FF EVT's. Seu: E — F € linear e continua entao

by : F" — E' € continua na topologia fraca.

Demonstragao. Queremos mostrar que ‘u é continua na topologia fraca.
Para isso, usaremos o Teorema 2.3.3-(iv). Devemos mostrar que para cada p,€
Y1, existeq, € Yo, existe M > 0 tais que p, o (fu) < Mgy, onde ¥; e ¥y definem

as topologias de E’ e F’ respectivamente. Mas
P o (fu(w)) < Mg, (w),Yw € F' <
pe(wou) < Mg,(w),Vw € F' &

wou(z)] < M |w(y)|,Yw € F
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Tome y = u(x) e M =1 e temos a desigualdade pretendida.
|
O préximo resultado serd apenas enunciado. Todavia, sua demonstracao pode

ser consultada em [10].

Teorema 2.7.6. (Teorema de Baire) Em todo espa¢o métrico completo ocorre
que a uniao enumerdvel de conjuntos fechados com interior vazio, tem interior

Vaz10.
Estamos interessados na seguinte aplicagao do Teorema de Baire.

Teorema 2.7.7. Se E é um espaco métrico completo entdo todo subconjunto

absorvente, equilibrado, convexo e fechado contém uma vizinhanca da origem.

Demonstracao. Suponha que U é absorvente, equilibrado, convexo e fe-

chado. A hipétese de U ser absorvente implica que

Jiv=E. (2.25)

jEN

De fato, a inclusao C é imediata. Para provar a outra, tome x € E qualquer.
Como U é absorvente, Jp > 0 tal que |A| < p = Az € U. Tome j € N tal que
% < p, entao %:c € U = x € jU. Isso prova (2.25).

Da hipétese de U ser fechado, segue que cada jU é fechado, Vj € N, pelo
Teorema 2.2.4(1). Entdo de (2.25) e do Teorema de Baire resulta que existe
Jo € N tal que joU tem interior nao vazio. Logo U tem interior nao vazio, pelo
Teorema 2.2.4(1).

Seja xg um ponto interior de U. Se zy = 0 entao o Teorema esta provado. Se
xg # 0, tome uma vizinhanca V' de xq tal que V' C U. Como U é equilibrado,
—V c U. Como U é convexo, todo segmento com extremidades em pontos de V'
e —V estd contido em U. Em particular, 0 é ponto interior de U.

|

Nosso préximo objetivo é demonstrar que limitagao pontual de uma familia

de funcionais lineares em C'*°(£2) implica em uma restri¢do aos suportes dos ele-

mentos dessa familia.

Teorema 2.7.8. Se uma familia ® de funcionais lineares continuos em C*(£2)

¢ limitada na topologia pontual entao existe K CC 2 tal que S(u) C K,Vu € ®.

Demonstracao. Seja ¥ = {pg,,} a familia de seminormas que define a
topologia de C*°(2) dada no Exemplo 2.1.5. Dividimos a demonstragao em duas

etapas, sendo que na primeira delas, estamos aplicando o Teorema 2.7.7.
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ETAPA 1 : Existem m e N, K CC 2 e M > 0 tais que

lu(p)| <M  sup |0%¢(z)],Vo € C(Q),YVu € d.

la|<mzeK

Usando a linearidade de u, verifica-se que a desigualdade acima estard pro-

vada se demonstrarmos que existe px ., € ¥ e M > 0 tais que

1 _
By 0.7 | v -1 v @

ou seja,

By, {0, %] c (Yu (-1 1)).

Como [—1, 1] é absorvente, equilibrado, fechado, convexo, da continui-
dade de u e do Teorema 2.1.11(v) segue que u~'([—1,1]) é absorvente, equi-

librado, fechado e convexo. Logo,
-1
(' ((-1.1)
ued

é equilibrado, fechado e convexo. Resta mostrar que esse conjunto é ab-
sorvente. Para isso, usaremos a hipétese de ® ser pontualmente limitado.
Dada ¢ € C*(2), existe p > 0 tal que

1
u(@) < - Yue = plu(o)| <1, Vu e @

Logo, Yu € ® temos:

Al <p= Au(@)] <1T=[ur)] < 1= -1 <u(rd) < L.

Logo,

A€ [u([-1,1)),

ued

concluindo a prova de que ﬂ u ' ([~1,1]) é absorvente.
ued

Pelo Teorema 2.7.7, existe uma vizinhanca da origem contida em ﬂ u([~1,1]),
ued
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ou seja, existe px., € X e d > 0 tal que

By, (0.8) C () u ' ([-1,1)).

ued

Tome M = %.

ETAPA 2 : Existe K CC Q tal que S(u) C K,Vu € ®.

Considere pg ., ¢ M dados na ETAPA 1. Dada v € ® e ¢ € C°(f2) com
S(p)N K = () temos

ju(@)l <M~ sup [0%¢(x)[ =0

|a|<m,zeK

Isso significa que u = 0 em © — K. Portanto S(u) C K.



Capitulo 3
Distribuicoes

3.1 Distribuicoes

Nesse capitulo introduziremos o espaco das distribui¢oes. Comecamos apre-
sentando as operacoes de derivacao de distribuicoes e de produto por uma funcao
C® por uma distribuicao. Na secao 3.3 é feita a identificacao entre o dual de
C*>(Q) e o espago das distribui¢oes de suporte compacto. Finalmente, na segao
3.4 apresentamos a convolugao de distribuigoes, ferramenta que permite aproxi-
mar distribui¢oes por fungoes suaves.

Todos os resultados desse capitulo podem ser encontrados em [7].

Defini¢ao 3.1.1. Um funcional linear continuo u : C*(Q)) — C € dito uma

distribuicio em Q. O espago das distribuicoes em Q serd denotado por 2’ (€2).

Por vezes, é conveniente escrever (u,¢) ao invés de u(¢). Sob a Otica das

distribuicoes, o Teorema 2.6.7 pode ser reescrito como:

Teorema 3.1.2. Seja u um funcional linear em C(2). As condig¢des sequintes

sao equivalentes:
(i) ue7'(Q);
(ii) para toda sequéncia (¢;) en tal que ¢p; — 0 em C°(Q) tem-se que (u, ¢;) — 0;

(iii) para todo K CC Q2 existem C >0 e m € N tais que

[(u,0)| <C > sup |6, Vo € O (K).

laf<m

Exemplo 3.1.3. Considere Q = R™, e defina (0,¢) = ¢(0), ¢ € C=(Q). O
funcional 6 € linear e também continuo. FEsta distribuicao é chamada “Delta de

Dirac”.

44
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Para verificar a continuidade de d, tome K CC Q e ¢ € C2°(K) qualquer. Se
0 ¢ K entao ¢(0) =0, logo (6,¢) =0. Se 0 € K

| (6,¢) | = [6(0)] < sup [¢(¢)]

zeK

logo, vale o Teorema 3.1.2-(i7i) com C' =1 e m = 0 e portanto 0 € Z2'(12).

Exemplo 3.1.4. Definimos

(T, ¢) = / T 1t6 (1)t 6 € C2(R).

A linearidade é clara, e se S(¢) C [—a,al, segue que [(T,¢)| < 2asup ‘gb/ | .
Pelo Teorema 3.1.2(i4i), T é continua.

O préximo exemplo permite identificar L'(€2) como um subespago de Z'(£2).

Exemplo 3.1.5. Seja f € L. _(Q), defina

loc

Ty, ¢) = /Q féda,é € C2(Q).

A linearidade ¢ clara, e a continuidade decorre da estimativa
(17,00 < swlol [ 1fldn Yo € (@),
S(¢

Observagao 3.1.6. 2'(Q)) € um espago de Hausdorff (com a topologia fraca).

Para cada ¢ € C2°(Q2) seja

Gs(u) = | (u, ¢) |,u € 2'(Q).
A familia ¥ = {g4; ¢ € C°(Q)} define a topologia de 2'(€2). Tome u € Z'(Q2)

tal que gy(u) = 0,V € C*(Q2). Entao (u,¢) = 0,Vp € C(Q), logo u = 0. Pelo
Teorema 2.2.14, 2'(Q2) é Hausdorff.

3.2 Operacoes com distribuicoes

Definicao 3.2.1. A soma e o produto por escalar de distribuicoes, com uy, us €
P2'(Q),6 € C2(Q),\ € C, sdo definidas como:

(ur +ug, @) = (u1, ) + (u2, ¢)

(Aug, @) = A(ug, @) .
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Exemplo 3.2.2. (Produto por uma funcao C™)
Seja f € C®(Q) eu € Z'(0), definimos fu por

(fu,¢) = (u, f¢), ¢ € CZ().

Provemos a continuidade de fu. Para cada K CC Qe ¢ € CX(K) temos

por definicao (fu, ¢) = (u, f¢). Como u é continua e f¢ € C°(K) pelo Teorema
3.1.2-(i11), existe C' > 0 e m € N tais que

(fu,9) <C. sup  |9%(f(x)o(x))]

zeK,|a|<m
Pelo Teorema 1.3.1,
o
(ual<c sw 3 (0)I0 @ o). (3.)
kﬂﬁn@xeﬂﬁga 6

Para cada a € N” tal que |a| < m denote por N, o nimero de multi-indices /3

a
que satisfazem 5 < a e por M, = sup ( ) 10° f ()]
zeK,f<a 6
Entao, para cada a € N tal que |a| < m e cada x € K vale:

S (5) 0P @ ot < 21, 301 0)] < M a0
BLa B<a -

Dali e de (3.1) resulta

| {(fu, )| <CM  sup [0%¢(x)]

|or| <,z
com M = max{M,N,;|a| < m}.

Exemplo 3.2.3. (Derivag¢do) Sejam (x1,xs,...,2,) coordenadas cartesianas

em Q e ¢ € CX(Q). Integrando por partes em relagao a varidvel x; obtemos

ey te == [ om0

O termo nao integrado € nulo porque as fungoes ¢, sao nulas fora de um com-

pacto. 1sso motiva a sequinte defini¢cao:

G0y =-(nge) oecr o2

Como no Exemplo 3.2.2 verifica-se que % € 2'9Q).
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Analogamente, para cada o € N" e uw € 9'(Q) definimos 0*u por

(0w, ¢) = (1)1 (u,0%¢) , ¢ € C(9).

A regra de Leibniz para a derivada do produto de duas fungdes se mantém
quando um dos fatores é uma distribuicao. Sua demonstragao é feita por inducao

sobre |a|.

Teorema 3.2.4. Seu € 7'(Q), f € C*(Q2) e a € N" entao

O (fu) =" (g) 08 f0° Py,

BLa

Se f é diferenciavel num intervalo (a,b) e f' = 0 entdo o Teorema do Valor
Médio implica que f é constante em (a,b). Este mesmo resultado é valido para

distribuicoes.

Teorema 3.2.5. Se u € Z'((a,b)) e v =0 entdo u = cte, isto €, Ic € R tal que
(u,9) = (¢, ¢) V¢ € CZ(R).

Demonstracao. Primeiramente observemos que qualquer funcao constante

pertence a L} e é nesse sentido que u = c.

loc

Dada ¢ € C((a,b)) temos que ¢ = 1/, para alguma 1 € C°((a,b)) se, e
somente se, /+OO ¢(x)dr = 0. Com efeito, se ¢p(x) = ¢'(x) e S(¢) C [N, NJ,
0= w(N )—( 2 =/ NN Y'(t)dt = [ ¢dt. Reciprocamente se ¢ tem integral zero,

/ o(t)dt € C*(a,b) e ) = ¢. Para demonstrar o teorema, tomemos

gbo € C((a,b)) tal que [ ¢o(x)dz = 1, assim podemos escrever

o) = [ota) — [ottrttonto) + [otritonto) = ') + [ oto)tonts

pois o termo entre colchetes tem integral nula, logo ele é a derivada de uma funcao
teste. Utilizando a expressao acima, mostramos que (u, ¢) = (¢, @), ou seja, u = ¢
onde ¢ = (u, ¢p) . |

Teorema 3.2.6. (Continuidade da Derivacdo em 2'(2)) Seja u; — u em

7'(Q). Entao
Ou, 0 ou
]li)rgo 0z, ~ on jll)rgou = 8xi,Z—l,Q,...

Demonstracao. Note que em 2'()) estamos cosiderando a topologia fraca.
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Para cada ¢ € C2°(12) :

Ou, B 0o dp\ /Ou
(o)== (o) = = () = (o)

3.3 Distribuicoes com suporte compacto

Definigao 3.3.1. Duas distribui¢oes uy, us € 2'(2) sao iguais num aberto U C

quando

(ur,9) = (uz, 9) , Vo € CZ(U).

Note que a definigdo acima faz sentido pois C*(U) C C*(Q2). Usando o

Teorema 1.4.8 mostramos o

Teorema 3.3.2. Sejam uy e uy € 2'(Q) tais que todo ponto de ) tem uma

vizinhanca onde u; = us. Entdo uy = ug em €.

Demonstracao. Seja ¢ € C*(Q2), K = S(¢). Existe uma cobertura finita

Vi,..., Vi de K formada por abertos onde u; e uy coincidem. Escolhendo ¢; &
!
C2°(V;) como no Teorema 1.4.8, podemos escrever ¢(z) = Z ¢j(z)p(z) e é claro
j=1

que cada parcela esta suportada por algum Vj. Portanto

(u1, ¢) = <U1,Z¢j¢> =Y (w1, 0;0) = Y (us, 6;0) = (us, ).

J J
|
Definicao 3.3.3. Se u € 2'(Q) definimos o suporte de u, denotado S(u), como
a intersecgao de todos os subconjuntos fechados F de €2 tais que u =0 em Q — F,

ou seja

<u7¢>: <07¢>7V¢GCCOO<Q_F)

Definicao 3.3.4. Denotamos por &'(2), o subespago de Z'()) das distribuicioes

com suporte compacto.
Exemplo 3.3.5. S(0) = {0}, logo 6 € &'(R™).

A partir de agora, veremos resultados que permitem identificar &”(£2) com o

subespago dos funcionais lineares continuos em C*°(€2).
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Teorema 3.3.6. Se u € &'(12), entdo existe um unico funcional linear u :
C>*(Q) — C tal que

(1) u(p) = u(¢), para toda ¢ € C(Q);

(i) @(¢) = 0, se 6 € C=(Q) e S(¢) N S(u) = 0.

Demonstracao. Suponhamos que existam dois funcionais lineares w1, uy que
verifiquem (i), (ii) e seja ¢ € C(Q2) tal que ¢ = 1 numa vizinhanca de S(u). Se
¢ € C°(2), colocamos

o=+ (1 =v)p = d1+ ¢,

onde g1 = ¢ e gy = (1 — ). Assim, ¢ € C(Q) e S(¢p2) NS(u) = 0. Entao,

u1(¢) = ur(d1) + ur(d2) = u(@1) = Ua(@1) + Ua(2) = Ua(9),

0 que prova a unicidade.

Mostraremos agora a existéncia. Dada ¢ € C*°(£2) definimos

<a7 ¢> = <’LL, ¢0> )

onde ¢ = ¢ + ¢1 é qualquer decomposigao de ¢ com ¢y € C°(Q) e S(¢1) N
S(u) = 0.

Suponha que ¢ = ¢}, + ¢} é outra decomposigao de ¢ entao

b0 + d1 = ¢y + &)
o que implica que
b0 — ¢p = ¢ — ¢1. (3:3)

Temos também que S(¢;) NS(u) =0 e S(pr) N S(u) =0 entao S(P) — ¢1) N
S(u) = 0 e assim por (3.3) segue que S(¢g — ¢p) N S(u) = 0. Mas ¢g — ¢ estd

suportada num aberto onde u se anula, entdo u(¢py — ¢f) = 0, ou seja,

(u, o — d) = (u, do) — (u, ) =0

Entao, (u, ¢o) = (u, ¢y), ou seja, a definigdo de u independe da decomposigao
de ¢.

Agora mostraremos que u verifica (i) e (44).

De fato, seja ¢ € C2°(€2). Entao,

(w,¢) = (u, ¢+ 0) = (u,9),
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o que prova (7).
Agora seja ¢ € C(Q) tal que S(¢) N S(u) = 0. Entao,
(t, ¢) = (,0+ ¢) = (u,0) =0,
o que prova (i7). n

Teorema 3.3.7. C°(2) € denso em C™(R2), isto é, Vo € C™(Q) existe (¢;) C
C(Q) tal que ¢p; — ¢ em C(Q).

Demonstracao. Considere uma sequéncia (K;) de compactos de €2 como no
Teorema 1.1.13. Pelo Teorema 1.4.8, para cada j € N existe ¢; € C2°(12) tal que
¢; = 1 em K,;. Entdo, ¢;¢ € C°(2),Vj € N. Mostraremos que ¢;¢ — ¢ em
C>(92). Fixe K CcC Qe a € N. Note que,

gbjgb—gb:gb(gbj—l) :0em Kj,Vj GN,
logo,
0%¢pj¢p — 0%¢ =0 em K]Q,Vj e N.
Tome jp € N tal que K C Kj,. Entao se j > jo temos que K C KJQ e dai
j>j0:>8“¢j¢—0a¢20emK.
|

Teorema 3.3.8. Suponha que u € P'(2). As sequintes condigies sao equivalen-

tes
(i) S(u) cCQ;

(ii) existe um funcional linear continuo v : C* () — C tal que v|ceq) = u.

Demonstragao. (i) = (ii) Tome u : C*(Q2) — C como no Teorema 3.3.6.
Mostremos que u € continuo, através do Teorema 2.5.6. Para isso, tomamos

¢; — ¢ em C'*°(Q)) mostraremos que

(w, ¢5) = (u, ) (3.4)

Da linearidade de w ¢é suficiente considerar o caso em que ¢ = 0. Para isso

mostraremos inicialmente que

Yo; — 0 em CZ(Q). (3.5)
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De fato, S(v¢;) C S(¢),Vj € N. Além disso, para cada o € N" defina
M, = max sup ’86@/)@)

0<h<a zeq)

, logo

sup [9(007)(a)| = sup 0 (ver) ()| < 30 () sup [0~ uo) sup |06,

zER™ B<a rzeK

Entao,
a
sup [0 (0 < 24, 30 () sup 0%,
z€R™ B<a 6 zeK
Como ¢; — ¢ em C*>(Q2), para cada 0 < 8 < a temos que

lim sup |07¢;(z)| =0,

Jt0 ek

daif segue (3.5). Para concluir a prova de (3.4), note que

¢j =vo;+ (L—=P)p; e S(1—v)p;) N K =0,7j € N.

Logo, pelo Teorema 3.3.6 e por (3.5) segue que

<ﬁ7 ¢j> = <ua @Z)qu) — 0.

(77) = (i) Pelo Teorema 3.1.2, existem C,m, K tais que

(v.0)] < e Y sup|0°@(x)], ¢ € C(Q).
|| <m
Mostraremos que S(u) C K. De fato, se ¢ € C°(2) e S(¢) N K = () entdo
0*¢ =0 em K, Va € N™. Logo,

[(u, &) = (v, 6)| < ¢ > sup|9*¢(x)| = 0.

la<m zeK

Observacao 3.3.9. O funcional v do Teorema 3.3.8 € unico. Logo, podemos

identificar & () com o espago dos funcionais lineares continuos em C*(£2).

De fato, suponha que w : C*(Q2) — C é um funcional linear continuo tal
que w|cs (o) = u. Entao, dada ¢ € C*(Q2) qualquer, pelo Teorema 3.3.7 existe
(pj) C C=() tal que ¢p; — ¢ em C*°(€2). Logo,

(v, ;) = (w, ¢;) ,¥j € N.
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Fazendo j — 400, da continuidade de v e w resulta que

(v,0) = (w, ).

Ou seja, v = w.

3.4 Convolucao de distribuicoes

Se f e g sao funcgoes continuas em R™ e uma delas tem suporte compacto, a

convolucao de f e g se define como

Fro@ = [ se=natidy= | o= iy, 2R

Observacao 3.4.1. f x g estd bem definida.

De fato, se g tem suporte compacto entao

eyl < / (@ — 9)llg(y)ldy.

5(9)

Isto leva a seguinte definicao.

Definicao 3.4.2. Se u € Z'(R")(u € &'(R")) e ¢ € CX(R")(¢p € C(R™))
definimos u * ¢ : R — C por

ux ¢(a) = (u, da),
onde ¢q(x) = d(a — ).
Teorema 3.4.3. Sejam u € Z'(R"), ¢ € CX(R"). Entdo

(i) ux¢ € C(R") e suas derivadas sao dadas por
0%(u x @) = (0%u) * ¢ = u * I“¢; (3.6)
(i) S(ux¢) € S(u) + 5(9).

Demonstracao. Seja (a;) uma sequéncia de R” tal que a; — a. Assim, como

Pa; — ¢a em CP(R™) temos que

U * ¢(aj) = <u7 éa]’> — <u7 (Zga> = U * Pq.

Entao u*¢ é uma funcao continua. Mostraremos que, para todo m € N temos

que ux¢ € C™(R"™) e que vale (3.6) para |a| < m, usando indugao sobre m. Para
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k =1 tomemos a = ¢; e consideremos o quociente de Newton na direcao do vetor

unitario e;, assim

M b(at red) — e 9(a)] = [, duser,) — (,6)] =

1 1 ) re; ~
; <U, ¢a+7’ei - ¢a> = <¥, ¢a> .

Pelo Teorema 3.2.6 temos que lim Yres 78 _ Ou . Assim,
r—0 T ,Z'Z‘
0 ou - du
= _— prm— . .7
(s = (556) = T4 w0 (37
Como o membro direito da igualdade acima é uma fungao continua em a segue

que a%j(u * ¢) é continua, assim u * ¢ € C*(R").

Além disso,

0 _JO0u o\ Dda B Dy B *&b
3—%(u*¢)_<6:€i’¢a>_ <u, 8xi>_<u’ 3ai>_u 20 (3.8)

De (3.7) e (3.8) segue que

) COu 99

Supondo que (3.6) é valida para todo a € N” tal que |a] < m. Dado o € N” tal

que || = m+ 1, temos que a = 3 + ¢; para algum S € N" com || = m e algum
i=1,2,...,n. Substituindo u por ’u na demonstracdo do caso m = 1, segue o
item (7).

Finalmente, se a ¢ S(u) + S(¢) entdo u * ¢(a) = 0. De fato, a — x ¢ S(¢)
entdo ux ¢(a) = 0. Mas se a —x € S(¢) entdo x ¢ S(u). Assim, u* ¢, = 0. Logo
S(ux ¢) C S(u) + S(9)

|

Observacao 3.4.4. Os mesmos resultados do teorema anterior valem se u €

E'(R™) ¢ ¢ € C=(R™).

Se ¢, € C°(R™). Para cada € > 0 defina s, por

Entao

(i) S(sc) € S(9) + S(4);

(ii) sc — ¢ * ¢ uniformemente em x quando € — 0.
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Demonstragao. (i) Se x € R" satisfaz x ¢ S(¢)+S(¢), entao vamos mostrar
que

¢(x — em)p(em) = 0,Vm € Z". (3.9)

De fato, se em ¢ S(¢),Vm € Z" entdo vale (3.9). Agora suponhamos que
em € S(v) entdao x —em ¢ S(¢), pois se z—em € S(¢) terfamos x € S(¢)+ S ().
Assim vale (3.9).

(77) Pelo Teorema 3.4.3-(i7) existe K compacto tal que S(¢ * 1) C K. Con-
sideramos uma partigdo P em K tal que |P| = €. Aqui |P| denota a norma da
particao P.

Fixado x € R™. Por resultado de integral de Riemann (veja [11]) temos que

fim s () = | (e~ p)(w)dy = 6 x i(e). (3.10)
Dado g > 0, mostraremos que existe d, > 0 e €, > 0 tais que
€ <€ = |s(x) —px(x)] < p,Vz € B(x,d,). (3.11)
Por (3.10) segue que existe €; > 0 tal que

€< €= |s(z) —pxp() < = (3.12)

wlx=

Como ¢ * 1 é continua em z, existe § > 0 tal que

|z —z| < 0= |opx¢(z) —dpx(2)] < 7. (3.13)

W=

Além disso,

[sd(@) = se(2)] < Y |ole —em) — (= — em)|[ib(em)]€"

mezmn

< 3 sl — g (el
mezmn

< sgplé’\\w—Z\ > lw(em)le

mezZm™

Novamente por resultado de integral de Riemann, existe €5 > 0 tal que

€> €9 = <1

S [p(em)le - / (y)ldy

mezZm

logo para tais €’'s temos

s.2) = 211 < [suplo!) ([ oty +11)] 1o - 2.
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Entao

lz — 2| = [s.(2) — s.(2)] < % (3.14)

. [
3sup ¢/ ([ [¢(y)|dy + 1)

Tomando €, = min{ey, €2} e 0, = min{J, 3sup\¢’|(f!rw(y)\dy+1)} = [sc(z) —sc(2)| < §

temos, para € < €, e z € B(x,d,)

[se(2) = o x Y(2)] < [se(e)sce

a pentltima desigualdade segue de (3.12), (3.13) e (3.14). Portanto concluimos
(3.9).

Por compacidade existe um numero finito de bolas que cobrem K. As-
sim existe um numero finito de €/ s digamos €,1, €9, ..., €. Tomamos ¢ =

min{e,q, €,2, ..., € }. Logo para tal ¢ temos que

S¢ — ¢ * 1 uniformemente em x, quando ¢ — 0.

Teorema 3.4.5. Se ¢, € CX(R") e u € Z'(R™) entdo

(ux @) x ) =ux(¢x9).

Demonstracao. Para cada o € N temos

(05)(@) = 3 (°0)(x — em)i(em)e”.

mezZm

Pelo Lema 3.4 temos

0%se = (0%9) * 1 = 0%(¢ * 1) uniformemente,

a ultima igualdade segue do Teorema 3.4.3-(7). Assim,
Se = ¢ *x 1 em C°(R").

Logo,
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(ue(¢*9))(a) = (u,(¢*v)a)
= hm< ( c)a)

_ lgn<uz ~em). >e>
~ lim Znaz,n@emW(em)e”

= S (e e - emppeme
— () +)@)

Teorema 3.4.6. Sejam v € Z'(R") e ¢ a aplicacio definida em (1.5) entdo
wx ol — u em 2'(R™) quando e — 0.

Demonstragao. Seja ¢ € C°(R™), com a notacio ¥ (z) = 9(—x) podemos
escrever (u,v)) = (u*)(0). Entao

lim (u ¢!, 90) = lim((u* ¢9) +1)(0) = limw % (69 )(0) = lim (u, (1) x 49)) .

e—0

Mas pelo Teorema 1.4.7 como 1 € C°(R™) temos que ¢l x ¥ — 1 uniforme-

mente quando € — 0. Assim,

; [¢] —
lim (w* ¢, 1))
ou seja, u * ¢l — u em 2'(R") quando ¢ — 0.
|

Teorema 3.4.7. Seja U : C®°(R") — C®°(R™) um operador linear continuo que

comuta com todas as translagoes Ty, h € R". Entdo existe uma tinica u € 2'(R")
tal que U(p) = ux* ¢, € C(R™).

Demonstracao. Da hipétese resulta que ¢ — (U¢)(0) é um funcional linear
continuo em C°(R™). Definimos (u, ¢) = (U)(0), assim

(Ug)(h) = Tn(U)(0) = U(T-49)(0) = (u, T_1¢p) = (u, on) = u d(h).

Para mostrar a unicidade suponhamos que existam wuy,us € 2'(Q) tais que

up * ¢ = U(p) e uy x ¢ = U(¢) assim,
<U1, $a> = <u27(lga> 7v¢ € CSOORn)

dai concluimos que u; = us.
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Defini¢ao 3.4.8. Sejam uy,us € Z'(R") e suponhamos que uma das duas tem

suporte compacto. Definimos v = uy * uy como a unica distribuicdo v tal que

uy * (ug * @) = v * .

Observacao 3.4.9. Note que estamos utilizando o Teorema 5.4.7 para definir

Uy * Us.

Teorema 3.4.10. Sejam uy € &'(R™),uy € Z'(R™). Entdo
(1) wy *ug =ug*xuy ;

(i) S(up *ug) C S(uy) + S(ug) ;

(ii) 0%(uy * up) = 0%uy * ug = ug * O*uy, Voo € N™.

Demonstragao. (i) Sejam ¢, € C°(R"). Entao usando a comutatividade
da convolucao de funcoes e o Teorema 3.4.6 temos que

(ug *ug) * (G *x1)) = up * [ug * (Pp*x0)] = uy * [(ug * @) * ] = uy x [t % (ug * P)] =
(w1 * ¥) * (ug * @)

Da mesma forma,

(ug xur) * (¢ x1p) = (ur kuz) * (Y * @) = up* [ur x (Y x §)] = up * (w1 xY) x ¢ =
ug * [P (ug x )] = (ug * @) * (ug x ) = (ug * ) * (ug * @).

Das duas expressoes anteriores conluimos que,
(u1 * ug) * (¢ x ) = (ug * uy) * (¢ * ).
Dada ¢ € C®(R") tomando 1) = ¢l como na aplicacio (1.5) teremos que
¢ *1 — ¢ e assim,
(ur * uz) * ¢ = (ug * uy) * ¢, Vo € R,

em r = 0 temos,

(uy * us, q3> = (ug * ul,g?>> Vo € C°(R™).

Logo, uy % ug = ug * uy.

(ii) Consideramos (u; * uy) * ¢l). Entdo

S[(urkus)*p] = Slurx(ugx!d)] C S(ur)+S(ugxeld) C S(ur)+S(ug)+S(¢),
a primeira inclusao segue do Teorema 3.4.3.

Quando € — 0, o diametro de S(¢l!) tende para zero e (u; *uy) * ¢l — uy *us.
Assim, S(up * uz) C S(uy) + S(ug).
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(7ii) Pela definigao 3.4.8 segue que

V<8a(u1 % Us), P) = (Tl)‘o‘| (uy * ug) = (—1V)|a‘(u1 s 1ug) * (0%0)(0) = uy * (ug *
0%9)(0) = uy * (0%ug * ¢)(0) = (ug * O*ug) * ¢(0) = (ug * O*uz, P) .

Usando (i) segue (#i1).



Capitulo 4

Transformada de Fourier

4.1 A Transformada de Fourier em .¥

Esse capitulo é inteiramente dedicado ao estudo da Transformada de Fourier.
Comecamos introduzindo o espaco . das fungoes rapidamente decrescentes no
infinito. Sua importancia estd no fato de que tal espaco é invariante pela Trans-
formada de Fourier. Depois, usando argumentos analogos aos utilizados na secao
3.2, definimos a Transformada de Fourier no dual de .. Finalizamos o capitulo
mostrando que a Transformada de Fourier de uma distribuicao de suporte com-
pacto é analitica em R™. Os resultados desse capitulo podem ser encontrados em
[7].

Definigao 4.1.1. Se f € L'(R"), a transformada de Fourier de f se define por
Z1() =€) = [ f@r g e R (1)

ondei =+/—1 ext =216+ ...+ 1,8,
Uma aplicacao do Teorema da Convergéncia Dominada mostra que
f: R - C
& = [

é continua. De fato, fixado { € R™ e (§;) C R™ com &; — £, mostraremos que
f(gj) — f(&). Com efeito, para cada j € N seja fi(x) = e7™5 f(z), x € R",
temos que

fi(z) = e ™ f(z),Vo € R,

Além disso,

™% f(z)| = | f(2)],Vz € R",j € N.

29
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Como f € L'(R"), pelo Teorema da Convergéncia Dominada segue

/eix&ff(x)da: — /emgf(:c)d:v

Ou seja, f(fj) — f(f) Portanto, f ¢ continua.
Quando ¢ € C*(R™), g?) nao possui suporte compacto. Introduziremos a seguir

um espaco de fungoes que é invariante pela Transformada de Fourier.

Definigao 4.1.2. Denotamos por % o subespago de C*(R"™) das fungées ¢ tais

que

a, € N" = sup }xaﬁﬁgb(x)} < 0. (4.2)
reR?

O lema a seguir fornece uma caracterizagao para os elementos de .. O item

(7i1), justifica o termo “funcoes de decrescimento rapido no infinito”.

Lema 4.1.3. Suponha que ¢ € C*°(R™). Entdo as sequintes condigoes sao equi-

valentes:
(i) p €7

(ii) para cada k € N e f € N temos sup (1 + \:1:\2)% ‘86¢(x)‘ < 00;
zeR?

(iii) para cada o, 5 € N temos lim ‘xo‘65¢(:c)‘ =0

|x| =400

Demonstragao.
(1) = (i1) Seja ¢ € 7. Para todo a € N™ tal que |a| < k temos que,

sup |z¢| }8%5(36)} < 00,VpB € N

reR?
Logo,
Z sup || ‘aﬁgb(x)} < 00.

kﬂﬁkxERn

Assim, pelo Teorema 1.3.3

sSup (1+ |ZE|2)§ 10°¢(2)| < o0.
TeR™

(71) = (¢) Suponhamos que ¢ seja tal que

Sup (1+ |x|2)% 107¢(2)] < o0,
TeR™
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para cada k£ € N e § € N*. Mostraremos que ¢ € .¥. De fato, pelo Teorema
1.3.2, temos que

sup |2%] |0%(x)| < sup (1 + [2]*)? [0(x)| < oo,
rER™ TER™?

ou seja, ¢ € ..
(73i) = (i) Suponha que hm }x“@ﬁgb ’ = 0, assim, para € = 1, existe

N > 0 tal que se |z| > N entao }xaa%( )’ < 1.
A fungao x +— 2%90°¢(z) é continua em B[0, N| e entdo limitada nessa bola,
isto é,
M («, B) > 0 tal que }X“@ﬁgb(x)’ < M (a, B), |x] <N.

Assim, tomamos M («, §) = max{1, M;(a, 5)}. Dal,
’xo‘65¢(:c)} < M(a, p),Vx € R™.

Logo, sup ‘x“@ﬁqﬁ(az)‘ < M(a, ) < oc.
zeR”

(1) = (4i7) Suponha que para cada «, § € N*, IM («, 5) > 0 tal que ’x‘X@B(b(:c)}
M(a, 5),Vx € R". Seja i =1,2,...,n tal que |z|,; = |z;| e suponha z # 0. As-

sim,

IA

poteid’ ¢(x) <  M(a+e;,p)
Es aaﬁqg(x)} < Mo +e;,B)
’xaaﬁ¢ ’ < |3311|M<Oé+e“ﬁ)
‘xaaﬁ(b ‘ S |%M(Oé+ei7ﬁ)
logo lim ’$aaﬁ¢ } =0. -

|z| =400

Exemplo 4.1.4. C*(R") C .&7.
De fato, seja ¢ € C°(R") entao existe N > 0 tal que ¢(x) = 0 quando
|z| > N. Assim dado € > 0 qualquer, temos que se |z| > N entao

}xaa% ’—0<e

Logo, lim 2%0°¢(z) = 0 e portanto, ¢ € ..
|x| =400
O préximo exemplo exibe uma fungao que estda em . mas nao possui suporte

compacto.
Exemplo 4.1.5. Se f(x) = e"x‘Q,x € R"™, entao f € ..
Mostraremos que dado 5 € N™ qualquer, temos

‘ 2

9%l = py(x)e (4.3)
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sendo ps um polinomio de grau |3|. Para isso, usaremos indugao sobre |3].
Para |f] = 1 digamos que 8 = (f1,...,0n) seja tal que 5; = 1 e B = 0,
1=1,2,...,n,i # j. Temos

]2 ]2
DPe = —2g 671",

ou seja, pg(r) = —2x;.

Suponhamos que HBelef = pg(a:)e_‘g”‘2 e mostraremos que
aﬁ+ej6_‘x‘2 = Ppe; ($)6_|$|2,j =12,...,n.

onde pg.,(x) ¢ um polinomio de grau |3| + 1. Temos,

ej —|x|? d —|z|? 0 —|z|? P 0 1z?
dFteie Il = z(aﬁe ) = 8—%(%(‘%)6 ) = el a—xjpﬁ(x)—%jpﬁ@)@ .

Tomando pg,(z) = %pﬁ(x) — 2zpg segue 4.3. Além disso, temos
J

pgx) = Z a,x®, x € R"

a<|g]|

com cada a, € R, constante. Logo

ps@) = 3 laal 2l o € R

a<|p|

Sejaq(t) = 3 laal 1, ¢ € R Entio |ps(x)| < lq(la)]|.

ol <| B
Dai,
lim ) T e’|m|2 < lim T e"”‘“‘2 — lim ¢(t)e " = 0.

Logo pelo Lema 4.1.3 concluimos que f € ..
Observagao 4.1.6. .¥ C L'(R").

Seja ¢ € . entao pelo Lema 4.1.3 tem-se

sup (1 + \x|2)% }8%5(3:)’ =cp < +oo,VB e N" ke N.
reR?

Assim,
(1+|2*)% |8°¢(x)| < e, Vk € N, ¥z € R
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e tomando S =0e k=n+ 1 temos

Ck

()] < Ve e R”,

19
DS

(1 4+ [z]

/|<Z5 /(1+‘Ck| )n+1daz<+oo.

Pela Observagao 1.2.33, ¢ € L'(R").

E importante salientar, que até este momento nao “topologizamos” .. Com

logo,

o intuito de definir a topologia de .¥, consideremos as seguintes seminormas:

Pa,g - A R

¢ +— sup ‘x“@ﬁgb )‘
TzeR™

Se no Teorema 2.2.8 tomarmos X = {p, g; a, f € N"} temos a topologia usual
de .. O préximo teorema estabelece condicao necessaria e suficiente para con-

vergéncia de uma sequéncia (¢;) C ..

Teorema 4.1.7. Seja (¢;) C .7 e p € .7 quaisquer. Entdo ¢; converge para ¢ em
& se e somente se Ve > 0,Va, 8 € N*, Jjo € N tal que j > jo = ¢; € By, ,(9,€).

Demonstragao. (=) Para todo aberto U de . contendo ¢, existe jo € N
tal que j > jo = ¢; € U. Pelo Teorema 2.2.8, podemos tomar U = B,,_ (¢, ¢),
com € >0 e a, f € N" arbitrarios.

(<) Tome um aberto de .# contendo ¢. Pelo Teorema 2.2.8, existe ¢ >

0,a,8 € N" tal que B, ,(¢,¢) C U. Se existe jo para o aberto U, o mesmo jo
Doy (D5 €)- u

servira para B
Teorema 4.1.8. C°(R"™) é denso em .7, ou seja, Vo € .7 existe (¢;) C C°(R™)
tal que ¢; — ¢ em 7.

Demonstracao. Dada ¢ € . tomamos ¢ € C°(R") tal que v = 1 em
B[0,1]. Para cada j € N defina ¢;(z) = 9(5), z € R™. E claro que 1; € C®(R")
e ; =1 em B[0,j], Vj € N. Mostraremos que

oY, — ¢ em .
Para isso, fixe o, f € N e mostramos que para € > 0, existe jo € N tal que

J > Jo= sup |20 () p(w) — p(@)] < e.

Para cada v € N” tal que 0 <~ < 3, do Lema 4.1.3 segue que

lim |2%07¢(x)| =0,0 <~ < B. (4.4)

|x| =400
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Note que
1 x
(@) = Su(5),e €RM0<y < B

Seja My (B) = Jnax sup |07(x)|. Para cada z € R", j € N temos

<v<B zeRn

sup |2°0° [ (x)p(x) — p()]] =

rER™

sup |2°0° ((2)¢(2)) — 2074 ()]

r€eR™

IA

p 2205 b (x Y (2 2208 (2 _
5 (7) oot s o)l + o070t

v<B
> (5) 129077 9(z)| ji,y o G) ' fedte)| <
Do waon (2] srul <
V<h (7) (j>'

My (8) Y @) 2207 ()| + |20 ()| .

v<B

De (4.4) segue que existe N > 0 tal que
jeN/|z| >N = ‘xaﬁﬁ[qﬁ(x)%(w) — ng(x)H <. (4.5)
Mas, 1; = 1 em B0, j], logo, ¢10; — ¢ = 0 em B0, j] e dai,
97[¢o; — 6] = 0 em B0, j],Vj € N. (4.6)
Tome jy € N tal que jo > N. Entao por (4.5) e (4.6) temos que

j > jo = sup }:po‘aﬁ[gb(x)wj(x) — gb(:p)H = sup }xaaﬁ[gb(x)@/)jx — ng(x)H < €.

reR™ || >3

O préximo resultado afirma que . é fechado por derivagao e multiplicagao

por polinomios. [ |
Lema 4.1.9. Para todo polinomio (Q e o € N tem-se
(i) se ¢ € .7 entio 0*(Q¢) € .L;

(ii) seja (¢;) C 7, se p; = 0 em & entao 0%(Q¢;) — 0 uniformemente em
R"™, quando j — oo.
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O préximo resultado afirma que . é fechado por transformada de Fourier em
<. Além disso, .# é um operador linear e continuo, e transforma derivada em

polinomio e vice-versa.

Teorema 4.1.10. A transformada de Fourier é um operador continuo de . em

< e valem as formulas:

F(0°9)(€) = (i6)*0(), ¢ € S (4.7)

F(2%¢(x))(€) = °P(€),0 € 7, (4.8)

sendo a € N", z, £ € R" quaisquer.

1
(=l

Observagao 4.1.11. Observe que na formula (4.8) estamos cometendo um abuso

de notacao.

Demonstracao. Primeiramente vamos mostrar que valem (4.7) e (4.8). Pelo

Teorema 1.2.25 segue que
80‘@3(5) = /8%—“%(3;)@;: /(—i)'“wae_mggb(x)dx: (—i)'o"/e_ixgxagb(x)dx =

= (—0)/*LF (2%(2))())-

Dai Z)‘a‘a%(g) F(x¢p(x))(§) o que prova (4.8). Além disso,

F(0°)(€) = / "R 3 () de

Integrando por partes |a| vezes, obtemos

F@9)(€) = (—1) / (—1)Plee g (2)da

O termo nao integrado é nulo, pois ¢ e todas as suas derivadas se anulam no

infinito. Assim,
F(*)(€) = 16 (€) = (i€)*3(6),

o que prova (4.7).
Agora vamos mostrar que dada ¢ € . temos que ¢ € .. De fato, combi-
nando, (4.7) e (4.8)

£ H(¢) ¢ (—i)PLF 2P (2)](€)
)

_ W( )2 (00 (29 ()] (€)

\a\
\B\

= F (0% (27 ¢(x))](€)

ou seja,
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cod) = SU [ oot
Pelo Lema 4.1.9, temos que 0%z%¢(x) € .7, assim
sup (1+ |z])2 |0%(2"¢(2))| < +00,Vz € R”, k > 0.
z€R™

Pela Observacao 1.2.33, para k = n + 1 temos que

/ 1
——————————da:—-c < +o00.
(1+ |22

Dal, V¢ € R" segue

e < [ 107 ota))|as
= 7(1+| *)2 [0%( % )| d
/5 (I ’ ]tz

< sup (1+ |z])2 ‘80‘ (27 () ‘/ 1+||

z€R™

Logo,

g“@%(g)) <c. sup(l+ |x|2)§ }80‘(26%)@))’ < o0,V¢ € R™. (4.9)

reR™

O que prova que para cada «, 8 € N", a aplicagao x — f”‘@ﬁ(ﬁ(g) ¢é limitada
em R, dai, ¢ € .7.

Finalmente vamos mostrar a continuidade de .#. Seja (¢;) C . uma sequéncia
tal que ¢; — 0 em ., ou seja, Vo, f € N”

xo‘ﬁﬁgbj(x) —0

uniformemente. Aplicando (4.9) com ¢, no lugar de ¢ obtemos

f“@ﬁqgj(f)’ <c. sup(l+|z])2 }80‘ Bgf) ’—cj,

reR”™

com ¢; — 0 quando j — oo, pois pelo Lema 4.1.3(ii),

sup 9% ¢;(x) — 0.

rER™

Logo, ng — 0 em ..

Portanto, concluimos que .# : . — . é um operador continuo.
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Teorema 4.1.12. (Riemann-Lebesgue) Se f € LY(R") entio f(€) — 0
quando |&| — oo.

Demonstracao. Pelo Teorema 1.4.9 temos que existe uma sequéncia (¢;) C
C>(R™) tal que ¢; — f em L'(R"™). Como para todo £ € R" temos

5,€) = I < [ 1e16,(a) = F@ldo = I = 6yl 0) ¥ € N
segue que
ng — f uniformemente em R".

Além disso, ¢; € ,Vj € N, pois C*(R") C .. Logo <;3j e ./, V5 e N.
Assim,

lim gb](f) =0,Vj e N. (4.10)

|§]—o00

Como ngSj — f uniformemente , Ve > 0, existe jo € N tal que
J > jo = 16,(6) = f(O) < 5,VE € R (4.11)
Tome j = jo + 1, por (4.10) existe J > 0 tal que
6> T = 16;9)] < 5. (4.12)

Por (4.11) e (4.12), para j = jo + 1

~ A ~

FOI=17) = () + 5O < 1F(©) = (Ol +18:(O)] < 5+ 5 =<,

ou seja,

lim =0.
‘ E‘_>Of ()
Exemplo 4.1.13. Seja ¢(x) = ez € R, vamos calcular QAﬁ(f)

Temos que ¢ satisfaz o seguinte P.V.I

¢ (@) + 209(z) =
6(0) = 1.

Como ¢ € ., aplicando a Transformada de Fourier na equacio ¢ (x)+2x¢(x) =

e usando as regras do Teorema 4.1.10 temos

~20(€) +i(e) =
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Entao,
Além disso,

dai, resolvendo este P.V.I temos que
2 =&
¢(§) = Vme ™.

. 2
Para calcular a Transformada de Fourier de ¢(x) = e71*I" em R™ escrevemos a

integral (4.1) como o produto de integrais unidimensionais obtendo

Teorema 4.1.14. A Transformada de Fourier & : ./ — ./ é continuamente

moersivel e .

(2m)"

Flo(x) = / e p(E)dE, p € .S x € R™. (4.13)

Demonstragao. Quando ¢ = 1/3 devemos obter em (4.13)

FAEWN) =0 = oz [ [ty

Nesta integral ndo podemos trocar a ordem de integracio, ja que e =¥y (y)
nao é integravel em ¢ quando ¥(y) # 0. Para evitar esta dificuldade, intro-
duziremos uma funcao de £ que permitirda trocar a ordem de integracao e que

depois faremos convergir a 1. Tomamos assim a fungao ¢.(x) = ¢i(ex) onde
2
o1(x) = exp <%>
Com um célculo analogo ao exemplo anterior, obtemos

~

$1(§) = (27)%%(5)
e fazendo a mudanca de varidveis z = ex na definicao de gzge temos

619 = [
- /e_mfgzﬁl(ex)dx
= e‘"/eixl§¢1(x/)d:c/

— e
= e (2m)2 ¢y (%)
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Assim temos,

[ed@ecicas = [ ode [e<vtns = [ o) [ ot agay -

[ 6wy~ ardy = / v+ Dby = [0+ 2o (L) @mtdy =

3/1/162+$¢1()

Quando € — 0, tem-se

2
lez]

e(z) = dr(ez) =77 = Ledp(ez + ) = P(x).

Entao pelo Teorema da Convergéncia Dominada temos

/ Du(E)EED(E)dE - / €S ()

) %/wez—i—x(bl( Vdz — (2m)F o /¢1
Assim,
/ eE0(6)de = (2m) / b1(2)dz = (2m) 5 = (27)" ().
Entio,
V@) = e [ € aEE
ou seja,

F0le) = s [ @ olE)s

A demonstracao da continuidade de .# ! em . ¢é andloga & de .#. g

Teorema 4.1.15. Se ¢, € ., entao:

/ Pdr = / pdr (4.14)

/ ovde = 2r)" | Spda (4.15)
o=t (4.16)

gg@\Z) = (27T)_"g/5>|< ’(z}\ (4.17)

Demonstracao. A demonstracao segue imediata da definicao.
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4.2 A Transformada de Fourier em .’

Definicao 4.2.1. Um funcional linear e continuo em . € dito uma distribuicao

temperada. O espaco das distribuicées temperadas € denotado por .7 .

Observacao 4.2.2. Todo elemento de . define por restricio a C*(R™) uma
distribuicdo em R™. Como C°(R™) € denso em .7, .#" pode ser identificado com

um subespaco de 2’ (R™).
Lema 4.2.3. Seu e .¥ e q é um polinémio em R™ entdo qu € .7 .

Demonstragao. A linearidade é clara. Mostraremos a continuidade. Sejam
(pj) C L e ¢ € .7 tais que ¢; — ¢ em .. Entdo, pelo Lema 4.1.9, temos que
qo; — qp em .. Logo

<QU,¢]'> = <u7q(bj> — <U,q¢> = <qu7¢> .

Observagao 4.2.4. & (R") C .77,

Seja u € & (R™), pelo Teorema 3.3.8 existe um funcional linear continuo v em
C*>(R™) tal que

Como . é um subespaco de C*°(R"™) segue que v é um funcional linear continuo

em .. Logo, por (4.18) segue que u é um funcional linear continuo em .#.

Observagao 4.2.5. L'(R") C ..
Dada f € L'(R"™) mostraremos que T € .. J& sabemos que f define um

funcional linear continuo em C2°(R™) definido por

(T}, ¢) = /Rn f(x)o(x)dz.

Assim, para cada ¢ € . temos

[ S@oyde

< [ @@l < sup o) | |f(@)lds.

reR”™

logo Ty estd bem definida. A linearidade é clara, mostraremos agora que T é
continua em .. Seja (¢;) C .77 tal que ¢; — 0 em ., entdo

[Ty, ¢5)| =

[ s@istayis

Observagao 4.2.6. L*(R") C .7,

< sup [6(a)| [ 1@z 0.
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Definicao 4.2.7. Se v € .', a Transformada de Fourier de u, denotada por u
ou Fu é definida por

(@, ¢) = (u.9) 6 € 7.

Observagao 4.2.8. Se u € L'(R") temos duas defini¢oes para f, a primeira
dada por (4.1) e a sequnda dada pela definicio 4.2.7. Mas a Transformada de

Fourier de f como funcao coincide com a sua Transformada de Fourier como

distribuicao, isto €, ﬁ =T;.

De fato, fixe ¢ € .. Assim,

(T.0) = (10.6) = [ 1€ = [ 5(6) [e<(wpdsas

Entao pelo Teorema 1.2.27

(Tr0) = [ [ 1@ =ota)nde (4.19)

Por outro lado, se f € L'(R™) entao pelo Lema 4.1.12 segue que fe L>(R").
Daf, f € LL_(R"). Logo,

loc

(17.0) = [ Hopotepe = [ [epwpoeiae

Entao pelo Teorema 1.2.27

(170) = [ [ srpotptsde (1.20)

De (4.19) e (4.20) resulta que T; =T}

Teorema 4.2.9. Seu € . ention € . e

dou = (i€)°0, Yo € N™;

— ]_

«
U el

-
u

0°u, Vo € N™;
= (27) . (4.21)
Além disso, a inversa F' . S — .S ¢ dada por

1
(2m)"

F = Fii. (4.22)
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Demonstracao. Se ¢; — ¢ em . entao pelo Teorema 4.1.14 segue que
q/ﬁ\j —>$em . Logo,

(@ ¢5) = (u,6;) = (@) = (@)

0 que mostra que U € .¥".
Se u € .7 e () = £ entdo, pelo Teorema 4.1.10 temos que

(Fu,0) = (0°0,6) = (1) (w,0°0) = (=)' (u, (=) *19p) =

ilel <u’ @> — jlal (U, ) = jled (Yu, ) .

Logo, doy = il p1, ou seja, doy = (i€)*u. Além disso, pelo Teorema 4.1.10

temos que

(#,8) = (0,58) = - (1.5°0) = - @.0°0) = S0 (00,0},

Entéao, zou = ZW@O‘

Denotamos agora ¢(z) = ¢(—z) e observemos que de (4.13)

Logo, V¢ € . (F Fu, p)

[

=
N
)

=
[
i)

~9]) = (u, (2m)"d) =
((27)"ii, ¢). Entao, 4 = (27)"i

Finalmente, aplicando (4.21) com Gy L DO lugar de u obtemos

_1
27)™

T u _
77 (o)
logo vale (4.22). |

Exemplo 4.2.10. § =1 e 1 = (27)"0.

De fato, V¢ € .

(3.0) = (3.8) =3(0) = [ éla)ds = (1.0},

Entao, 5=1. Além disso, V¢ € .&,
(F71@2m)m0,¢) = (2m)" (0,.F ~'¢) = (2m)"F 1¢(0) = an J o)
(1, ¢).
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Logo, 1 = .Z1[(2m)"f], entdo
1= (2n)"s.

Observagao 4.2.11. Seu € . entdo 0%(F ‘u) = F1((i€)*).

Pelo Teorema 4.2.9 temos que
F(0%u) = (i€)*Fu,Yu € & (R"),a € N,
entdo, pelo Lema 4.2.3, (i€)*.ZFu € .¥'(R"), e daf
O%u = F7Y(i&)*Fu],Vu € & (R"),a € N"".
Assim, como .Z 'u € . (R"), temos que
0(F tu) = Z71(i€)*u).

Quando u € & (R") podemos definir sua transformada de Fourier pontual-

mente. Além disso, essa transformada é analitica em R™.

Teorema 4.2.12. Suponha que u € & (R"). Defina

uv: R* — C

P (4.23)

Essa funcao € analitica em R™ e

(T, 0) = (u,6) Vo € 7.
ou seja Ty = 1.

Demonstracao. Devemos mostrar que u € C*°(R") e depois, que sua série
de Taylor converge para u. Para demonstrarmos o teorema acima, serao utilizadas

as seguintes afirmacoes:

(1) Fixado € € R", o € N, 9% = (—i£)“e~*¢ sendo a derivagao considerada
na varidvel z. Analogamente, fixado z € R", 9%~ = (—iz)%e ¢ sendo

a derivagao considerada na variavel &.
e—ity -1
(2) lim ———— = —iy em C>®(R).
t—0 t

De fato: Fixe K’ cC R,y € K’
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7itet_ity +2” = [1— e = |—ite™ " (y — 0)| =

o—ity_ )
&= - cwl| =
] y| < [t| sup [y].
yeK’

— (—iy) uniformemente em K .

d [e™ —1 d
Dai segue que: hm — | —
-0 dy t dy

Para 7 = 2,3, ... temos que
—(—iy) = (4.24)

Além disso,
Al etV —1
dyi t

Como j > 2, dai e de (4.24) segue que

& fe™ —11 & (—iy)
t  dyd

| (=it)yieity
- t

= |71,

- ‘(_i)a‘_ﬁ'e;“y

. !
uniformemente em K .

}ELO dyJ

(3) Seja (¢;) tal que ¢»; — 0 em C®(R) e ¢ € C*(R"). Para cada j € N defina
oj(x1,29,. .., x,) = Vj(z1)p(x), 2 € R™. Entdo ¢; — 0 em C°(R"). De fato:

Fixe K CCR", a e N" z € K:

1096, (2)] = (04 ()0 \<Z( ) 02 5(a)| |04 )|

B<a
<3 () sup orotol 0% o)
B<a
\a\
S MK,aZ (a) laﬁ?/)](%)’ S MKoz (‘a|) ‘?/) ‘
B<a b =0

Aqui Mg = sup |0%¢(z)|. Entao
zeK
KCcCR'"=3a>0,K ccR"!tal que K C [—a,a] x K’ (4.25)

Logo:

oo <. (4)

1=0
De (4.24), (4.25) e da hipétese 1p; — 0 em C*°(R) segue que 0%¢; — 0 uniforme-

mente em K.

Q/JJ(‘Z)(JH)‘ .

(4) Para cada K CC R",{ € R"ee > 0,35 > 0 tal que x € K, | —&]| < 0 =
’xﬁfo‘e*”g — xﬁfg‘e*”go} < €.
Com efeito, a funcio (z,&) — 27~ é uniformemente continua no compacto
K x Bl&, 1]. Aqui, B¢, 1] é a bola fechada em R™.
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Entao, 36 > 0 tal que
(2,€) — (y,m)] < § = |aPeve it — ybrreivn| <
Tome y = x e n = &.

|€ - €o| <d= }l‘ﬁfae*il‘i — :Eﬁgg‘e*mﬁo} < e

(5) w é continua.
De fato, fixe & € R". Pela continuidade de u, tome K, C, e m como no Teorema
2.5.6(i11):
7E) = T = (e — () | = [, e3¢ — 50} <

<C sup }30‘(6_””5 — e‘mgo)} =C sup }(—z’f)o‘e—m5 — <_i€0)ae—im§0} —
odzgm zeK |o§m zeK

C agp—iz _ ca —izbo|
Igmilellg}f e e |

Pelo item (4) e tomando 3 = 0 segue que u é continua.

(6) u € C=(R") e
0°u() = (u, (—izx)*e ™) V¢ € R, Va € N™. (4.26)

Mostremos que u € C1(R"). Fixe (e R t€eRej=1,2,...,n.

_ N ' A —iz(Ette;)  —ix . ;
U(§+te;) u§) <u’ _ije—zm£>‘ _ ‘<u7 % _|_ij€—”5§>) <

eflt:l?j -1

SCZsup "

rzeK

*{e ] | + iz}

|l
Dos itens (2) e (3) podemos fazer o iltimo somatdrio menor do que ¢, desde que

t seja suficientemente pequeno. Isso mostra que (4.26) vale para o = «;.

Para mostrar que 3—5“_ ¢ continua, procedemos usando o item (5) com 5 = e; no
J
item (4). Suponha agora que @ é de classe C* e mostraremos que u*™1(R").

Todo multi-indice de comprimento £ + 1 é da forma a + ¢;, sendo a € N" e

la| = k. Temos

Baﬂ(f-l-tei)—@aﬂ(f) o <U, (_,L':L,)a+ejefim§>) — ‘<u’ (—im)ae*iz(éﬂ:j)_(ix)ae—ixé _ <u’ (—Z.l‘)a+ej67ix£>‘
. . —itacj 1 . B . 6 o 5 e_itxj — ]_ .
= )<u,(—zx)a6_”5(%+mg‘)>‘ < Z s;lﬂgl 0’ {(—ix) e <f +mj)} )

|8]<m

Isso conclui a prova de que u € C°(R"). Esperamos que a série E <u, ( m'f) >
: J!
Jj=0

convirja para u(§). Para cadal € N e £ € R™ defina:

51(6) = ‘lo <u (—iﬁ“f)j>_
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Mostraremos que cada s; ¢ um polinomio e que s; — u uniformemente em
compactos de R".

(€)= (=i (w161 + x2ba + ... + Tn&p)

Dai segue que (—iz€)? é um polinomio na varidvel &, cujos coeficientes sdo
funcgoes de classe C'*° na variavel x.

Logo, da linearidade de u segue que, para cada j, <u, (ﬂji)]> ¢ um polinomio
de grau < j.

Pela unicidade do polinomio de Taylor segue que s; é o polinémio de Taylor
de grau [ de u.

Falta mostrar que s; — u uniformemente em compactos de R".

Precisamos obter estimativas que garantam a convergencia de s;. Para isso,
fixado a € N" e £ € R™;

i) (Vg g, 1t gy = 4 D @ selal <
J! J! 0,se || > 7.
(4.27)
Para cada l € N e £ € R,
(e < 3 |(w S0
j=0 J

Pela continuidade de u, existe m € N, K CC R" e C' > 0 tal que
(u,8)| <C > sup|d®é(x)], Ve € C(R).

la|<mze K
Em particular

lsi(&)] < C’Z Z sup Al —mf)
j=0 \a\<mxeK

De (4.27)

|s1(8)] < C’Z Z \ﬁ sup |z 1o,
j=0 \a\<m ’

Por Cauchy—SChwarz

=0 Y '§|L| 1~ sup o~

j=0 \a\<m

Mas €| < \g\'a‘ logo alterando C' se necessario,

(¢ \<CZZ ‘a‘ suplaf !

=0 \a\<m P zek
Mas
sup |z}~ < (sup [a] )71,
zeK zeK
Logo, definindo C = sup |z| temos:
zeK
|€|J CJ \04\ |€|J CJ |ev]
[s1(€ ZZ G —Ja! Z Z G—Jap”
j= 0|a\<m la|<m j=|a]
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Como m é fixo, para cada a € N" satisfazendo |a| < m ocorre que a série

ol e
(j = la])!

j=lal

0o »

) ] . e xé

¢ convergente, logo pelo teste M de Weierstrass a série E u, — converge
j=0 I

uniformemente em compactos de R". Isso mostra que u é analitica. -



Capitulo 5

Resolubilidade Global de

Operadores Lineares com

Coeficientes Constantes

5.1 Introducao

O principal objetivo desse capitulo é demonstrar o seguinte resultado devido

a Malgrange [12].

Teorema 5.1.1. Seja P um operador linear de coeficientes constantes e 2 um

aberto de R"™. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(1) P(C>()) = C=(Q).

(ii) VK cC Q,3K cC Q tal queu € &(Q) e S(*Pu) C K = S(u) C K'.

Quando P tem a propriedade (i) dizemos que P é globalmente resolivel em
C*(Q2), ou simplesmente globalmente resolivel. A propriedade (ii) recebe o nome
de P—convexidade para suportes.

A relacao entre P—convexidade para suportes e resolubilidade global foi esta-
belecida por Malgrange em 1955, no mesmo trabalho em que prova a existéncia
de solucao fundamental para operadores de coeficientes constantes nao identica-
mente nulos. Na ocasiao, ele observou ainda que, no caso de operadores lineares
de coeficientes variaveis, a P—convexidade para suportes é necessaria para a re-
solubilidade global.

A P—convexidade tem sido estudada por diversos autores. Salientamos que
baseado nela, Duistermaat e Hérmander [9] apresentaram cinco caracterizagoes
diferentes para a resolubilidade global de campos reais de coeficientes variaveis

que nao tém singularidades.

78
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Outro resultado interessante relacionado ao tema foi obtido de modo indepen-
dente e quase que simultaneo por Harvey em [5] e Treves, em [17]. Os autores
generalizam o Teorema 5.1.1 para operadores de coeficientes varidveis.

A titulo de curiosidade, destacamos que Malgrange introduziu a propriedade
(ii) em seu trabalho sem lhe dar nome. O nome P—convexidade para suportes

foi introduzido por Hérmander [6] em 1983 .

5.2 Definicoes e Preliminares

Definigao 5.2.1. Um operador diferencial linear P = Z ao ()0 em Q é uma
la|<m
aplicacao

P: 70Q) — 7'(2)
u > Zaa(:p)aau

laj<m

sendom € N e a, € C*(Q) fizos. Cada a, é chamado de coeficiente do operador.

Definicao 5.2.2. A ordem do operador P definido em €2 é o maior inteiro m tal

que

Y laa(@)] #0

lo<m
para algum x € 2. Quando P = 0 definimos a ordem de P igual a zero.
Defini¢ao 5.2.3. A cada operador P = Z ao(z)0% de ordem m definido em

|ao| <m
Q associamos a aplicacao

p(x,§) = > aa(x)® v € Q¢ ERT,

|| <m

chamada de simbolo do operador. Definimos seu simbolo principal como

Pr(®,6) = ) aa()€%,x € Q€ €R™.

lal=m
Quando P tem coeficientes constantes, p e p,, sao polinomios em R".

Exemplo 5.2.4. (Operador de Laplace) Seja P = A o operador de Laplace

n 82
A= Z <823:-) :
=1 !

definido em R™ por
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Entao
p&) =+ &+ .. +E=|¢f, R

€ p2 =DP.
Exemplo 5.2.5. (Operador do Calor) Seja P operador do calor em R™

0 </ 0\
pP=__ —

J=1

definido por

Entao
p(n,&) =n—1¢% (n,&) e R

pa(n,€) = —[¢]*.
Exemplo 5.2.6. (Operador da Onda) Seja P o operador da onda definido

em R por
O\ =/ 0\ .

j=1
Entao
p(n,&) =n* =&, (n,€) e R

n

P, &) =17 = & =n>— ¢

j=1
Definicao 5.2.7. Dizemos que um operador de coeficientes constantes P € eliptico
se ) = 0 € =0,

Exemplo 5.2.8. O operador de Laplace € eliptico, enquanto os operadores da

onda e do calor nao sao elipticos.
Exemplo 5.2.9. Se

P 0 4ol yota
=a— +a— + ... + ap=—
18371 28372 83711
¢ um campo de vetores de coeficientes constantes definido em R"™ entao P nao é

eliptico.

Definicao 5.2.10. Dado N € R", um plano © cujo vetor normal é N # 0 é um
conjunto da forma
T={zeR"z-N =c},

sendo ¢ uma constante. Dizemos que m € caracteristico com relagcao ao operador

de coeficientes constantes P quando p,(N) = 0.
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Exemplo 5.2.11. Se

P—aiJraiJr Jrai
oy 202, "0,

¢ um campo de vetores de R™ de coeficientes constantes entdo os planos carac-

teristicos de P sao o0s planos cujos vetores normais N sdao ortogonais ao vetor

(a1, as, ..., an).

Observacao 5.2.12. Se P = Z a,0% tem coeficientes constantes entdao

la<m

'P=>" (—1)lla0"

lal<m

Sejam u € Z'(Q) e ¢ € C°(Q2). Entao
(*Pu, @) = (u, Pp) = ( u, Z aa8a<;5> = Z Ao (u, 0%0) =

la|<m || <m.
Z (_1)‘a|aa <8au7¢> = < Z (_1)a|aaaau’¢> .
Como e
< S (=Dela,om, ¢> — (tPu,¢), ¥ € C=(Q)
o] <m

'P=Y " (-1)a,0.

|a| <m

Observacgao 5.2.13. Se u € &'(R™) entao

EPu(€) = p(—i€)u(£), Ve € R™.

De fato:
Pul) = Y (~1)ad7u(E) = 3 (—1)aq(—ig)*a(¢) =

lo|<m |o|<mn

= p(—i&)u(§).

Observagao 5.2.14. Se P é um operador de coeficientes constantes, u,v € 9’ e

uma dessas distribuicoes tem suporte compacto entdao

P(uxv) =ux (Pv)
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De fato, escrevendo P = Z a,0% temos

laf<m
P(u *xv) = Z a4, 0% (u x v) = Z aqu * 0% = Z u *x (a,0%) = u *
lor|<m |a|<m |o|<m
( Z a4, 0“v) = u * Pv.
laj<m

A segunda igualdade na expressao acima, é justificada pelo Teorema 3.4.10.

5.3 Exemplos de P—convexidade para suportes

Antes de apresentar a demonstracao do Teorema 5.1.1, vejamos alguns exem-

plos.

Exemplo 5.3.1. Considere P = a1% + ag, sendo ai,ag € C, com ag # 0 ou
a; # 0. Entdao P é globalmente resolivel em C*(Q2) e Q é P—convexo para

suportes.
Vamos separar este exemplo em dois casos.

1° Caso: a3 =0, ap #0
Pela Observacao 5.2.12, 'P = P.

Nesse caso,

S(tPu) = S(u). (5.1)

De fato:
"Pu=0squ=0%xu=0.

As equivaléncias acima sao vélidas em qualquer aberto de R. De (5.1) segue
que vale a propriedade da P— convexidade para suportes, com K = K.
Além disso, P ¢é globalmente resolivel. Dada f € C*°(R), tome u = = f

ap? ’

2° Caso: a; # 0.
Pela Observagao 5.2.12,

d
tP = —ala + ap.

Dado K CC R, tome [a, b] tal que K C [a,b] ¢ K’ = [a,b]. Dada u € &'(R)
tal que S(*Pu) C K entdo em R — [a,b] valem as seguintes equivaléncias:
du  ag

du
"Pu=0 —a— =0 ———u=0&
U aq 0t + agu 7t alu
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du —aqt a —aqt d 70,02&
&S —e 91— —e @ u:O(@—(eal u)z().
dt aq dt

Logo, pelo Teorema 3.2.5

—agt c1, em (—o00,a), sendo ¢y € C
e 21 Yy =
¢y, em (b, +00), sendo ¢y € C.

E dai;

—aqgt
cre 1, em (—o0,d]

U= —agt
e 1, em [b,400).

Como u tem suporte compacto, segue que ¢; = co = 0 e entao uv = 0 em

R — [a, b]. Do argumento acima, resulta que S(u) C [a,b] = K.

Além disso, P é globalmente resolivel. Dada f € C*°(R). Tome

ag, t
- /f(t)eﬁtdthu(to)eﬁ(to_t).
ai

to

u(t) =

Apresentaremos a seguir alguns resultados interessantes relacionados a P—con-
vexidade. Todos eles podem ser encontrados em [6] e referem-se a operado-
res de coeficientes constantes. O proximo resultado mostra que a nocao de

P—convexidade generaliza a nocao usual de conjunto convexo.

Teorema 5.3.2. Se ) é convezro entao {2 é P—convexro para suportes, qualquer

que seja o operador P # 0.

Teorema 5.3.3. P ¢ eliptico se, e somente se, todo aberto ) de R™ é P—convexo

para suportes.

Nao é conhecida até o momento uma caracterizacao geométrica completa da
P—convexidade para suportes. Apresentaremos a seguir caracterizagoes validas
para determinadas classes de operadores. Uma caracterizacao 1til e bastante
simples da P—convexidade é conhecida para o caso de operadores nao elipticos

definidos no plano.

Teorema 5.3.4. Se P # 0 nao € eliptico entdo as sequintes afirmacoes sobre um
aberto conexo Q) de R? sao equivalentes:

(i) Q é P—convexo para suportes,

(i1) a intersec¢ao de todo plano caracteristico (linha caracteristica) de P com

Q € um intervalo.
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O resultado acima permite apresentar novos exemplos de P—convexidade.

Exemplo 5.3.5. Se

0 0
O%P—ala—leraQa—@,

¢ um campo de vetores de coeficientes constantes e reais definido em R? entao do
Exemplo 5.2.9 resulta que P nao € eliptico. Além disso as linhas caracteristicas
de P sdo, por defini¢do, as retas perpendiculares ao vetor (ay,as). Dai seque que
as linhas caracteristicas de P sao as orbitas do campo de vetores P. Entao do

Teorema 5.3.4 resulta que para os campos

0 0

P=— -
! 81’1 ¢ 2 81’2

ocorre que o aberto ) dado pela figura 5.1 nao é P,—convexo para suportes mas

¢ Py—convexo para suportes.

2w dBEER
/ 7 \\ // \\
( \

Figura 5.1 — Retas caracteristicas de P, e P, respectivamente.

Além disso, P, nao é globalmente resolivel. Para mostrarmos isso, conside-

raremos

Q= B(0,3) N {(z1,22) € R% 1y > 0}, = B(—2,1) N {(21,22) € R* 25 <0}

Q3 = B(2,1) N {(x1,22) € R* 2, <0}
de modo que 2 = 2 N Q2 N3, consideraremos ainda

1
f(r1,22) = 54—, com P| =

x] + 25 ory

Para mais detalhes, consulte [2].

Como (2 é aberto, a origem nao pertence a 2, logo f € C*(2). Mas,

/ 1 dt tant +
= arctan C.
14 ¢2
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Dessa forma,

ov 1
Ox, fewv /:1:% + a3 o

Para x5 # 0 temos entao

v = 1 arctan (ﬂ) + o(xy, 29),
T2 T2
sendo ¢ € C®(Q — (=3,3) x {0}) tal que ¢ é constante ao longo de cada reta
horizontal (linha caracteristica).
Se existe u € C®(Q) tal que Pu = f, entdo u = v em (), logo para cada
(x1,22) € Q com 1 < |z1] < 3 deve existir mz}i_1>r01+v(:c1,:c2). Mostraremos que tal

limite nao existe.

Sabemos que:

s
. T L. sex1 >0
lim arctan (—) ={7%

:B2~>0+

Z2 —5, se x; <0.
Por L’Hospital:
Sex; >0:
arctan () — 1 — 1 —1
lim (”) 2 = lim 7@2% = lim ——5——=—. (5.2)
x2—07F To zo—0t 1 + (5) x5 zo—0T  T1° 4+ Xo T

Sex; <0:

arctan (%) + 5 1

lim : =——. (5.3)
xo—0~ x2 xl
Escrevendo:
arctan (m—l) -z
o2 2 7wl
v(xy, To) = + —— 4+ ¢o(z1,22), se x1 >0
(w1, 72) o 2 7o P(w1,22) 1
e
arctan (ﬂ) + 3
x9 2 T 1
v(x1,T0) = — —— + P71, 72), se 1 <0
(1, 22) s 573 ¢(z1, 22) 1

De (5.2) e (5.3) resulta que:
para 1 > 0,

: : ool :
lim v(zy,x9) existe & lim —— + ¢(z1, x9) existe
ro—01 z2—0+ 2 )
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e
para x; < 0,
. . . w1 .
lim v(zq,x9) existe < lim ——=— + ¢(x1, x2) existe.
xo—0+ z2—07F T2
Em particular, para z; = 2 e 9 = —2 temos:

w1
lim v(2,29) existe < lim —— + ¢(2, z2) existe
zo—01 z2—0t 2 To

T
lim v(—2,25) existe & lim ——=— + ¢(—2, z5) existe.
x2—0~ x2—07F To

Mas ¢(2,22) = ¢(—2,29)Vxs > 0 tal que (2,25) e (—2,29) € . Denotando

essa funcdo por 1 (zy) temos:

T 1
li 2 iste & lim —— ist 5.4
x21_r>%+v( , o) existe i o + ¥ (z2) existe (5.4)
e
lim (2, 25) existe < lim —2— + ib(zy) exist (5.5)
im v(2,x,) existe im ——— xy) existe. :
x2—07F e z2—07F To 2

.ooml . < PR .
Se lim 57 + 1 (x2) existe, entdo essa funcao é limitada em uma vizinhanga
T2

zo—0T
de 0, isto é, existem M, > 0 iais que gé +1h(x) < M,V € (0,01) = (xa) +
T
M < —gi. Como lim ——— = —o0, diminuindo J se necessario teremos que
x2 zo—0+ 2 )

existe 0; > 0 tal que ¥ (z2) < 0,Vas € (0,01).

7T
Se lim —— + 1 (xq) existe entdo
zo—0t 2 To

’QZ)(I‘Q) < O,VI‘Q € (0,51) (56)

w1
Analogamente, obtemos que existe d, > 0. Se lim ——— + ¢(zy) existe
ro—0t1 2 To
entao

’(/)(ZL‘Q) > O,VZL‘Q c (0,52) (57)

De (5.4), (5.5), (5.6) e (5.7) segue que

lim v(2,29) e lim wv(—2,z5) nao existem. Logo, P; ndo é globalmente re-

To—0t ro—0t
soluvel.
Por outro lado, P, = 8%2 é globalmente resoluvel.
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Considere: g(z1) = §(3 — 21)(—3 — 7). Dada f € C*(12), tome

u(xy, z9) = f(xq, z2)dxs.
h(z1)

Exemplo 5.3.6. Seja P = am?gm e Q) o aberto da figura 5.1. Nesse caso as
retas horizontais sao retas caracteristicas com relacao ao operador P. Pelo Teo-
rema 5.3.4 seque que §2 ndo é P—convexo para suportes. Além disso, P nao é

globalmente resolivel. Considere:

1

2 2"
r1 + x5

f(xlv 1’2) =
Devemos exibir u € C*(2), de forma que Pu = f, isto €,

Pu

81’161’2 8372 61’1 1

0%u 0 | ou 0
8372

Mas pelo Exemplo 5.3.5, P; nao é globalmente resolivel. Portanto, P nao é

globalmente resolivel.

5.4 Resultados preliminares

Nesta se¢ao enunciaremos sem demonstrar alguns resultados necessarios para
a apresentacao da demonstracao do Teorema 5.1.1. Para maiores detalhes sobre

solugoes fundamentais, consulte [14].

Definicao 5.4.1. Seja P um operador com coeficientes constantes em R™. Dize-

mos que E € Z'(R™) é uma solugdo fundamental de P se
PE =4.

onde 6 é a & de Dirac.

O conhecimento de solucoes fundamentais de um operador de coeficientes
constantes proporciona muitas informagoes sobre o operador, dai o nome de

solucao fundamental. O préoximo resultado ilustra essa afirmacao.

Teorema 5.4.2. Seja P um operador com coeficientes constantes em R". Se E
¢ uma solugdo fundamental de P e v € &'(R™) entdo a equagdo Pu = v tem uma

solu¢do dada por E xv. Além disso, se u € &'(R™) e Pu=v entio u= E % v.

Demonstracao. Como v € &'(R") temos que Ex*v esta bem definida. Assim,
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obtemos

P(E xv) = Z a4, 0% (E xv) = Z(aaaaE)*v:PE*v:cS*v:v.

laf<m |af<m

Ou seja, F * v é uma solucao de Pu = v.

Além disso, se u € &' (R") satisfaz Pu = v temos
u=0+xu=(PE)xu=P(Exu)=FE=x*(Pu)=FEx*v.

|

Para a demonstracao da condicao suficiente do Teorema 5.1.1 lancaremos
mao essencialmente de trés resultados. O primeiro deles garante a existéncia de
solugao fundamental para operadores lineares de coeficientes constantes. Ele foi
estabelecido de modo independente por Malgrange, em [12] e Ehrenpreis, em [3].
Esse resultado foi o tema de recente dissertacdo do PPGMAT-UFSM [14], sendo

assim sua demonstracao serd omitida.

Teorema 5.4.3. Todo operador diferencial parcial linear de coeficientes cons-

tantes nao identicamente nulo definido em R™ tem uma solucao fundamental

E e 2'(R").
Outros dois resultados que serao utilizados sao os seguintes.

Lema 5.4.4. Sejam E, F' dois espacgos de Fréchet, T : E — F, uma aplicac¢ao li-
near continua, E', F' 0s respectivos duais de E e F'. Entao as sequintes afirmacoes

sao equivalentes:

(i) T € sobrejetora;

(ii) 'T € injetor e sua imagem € fracamente fechada.

Lema 5.4.5. Seja E um espago de Fréchet e ¥ uma familia de seminormas que

define a topologia de E. Seja BS[O, 1] o conjunto polar de B,|0, 1], isto é
BY0,1] = {u € B, |(u, ¢)| < 1,Y6 € B,[0,1]}.

Nessas condigoes, M' C E' é fracamente fechado se e somente se M'HBS[O, 1]

€ fracamente fechado, Vp € X.

O Lema 5.4.4, estabelece condicao necessaria e suficiente para que um opera-
dor P seja sobrejetor. Ja o Lema 5.4.5, estabelece condigao necesséria e sufici-
ente para que um conjunto seja fracamente fechado em &”(2). Ambos resultados

estao enunciados em [18]. Como referido anteriormente, nao explicitaremos a
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demonstracao desses dois lemas, pois suas demonstracoes demandam diversos
pré-requisitos que nao estao contemplados no escopo desse trabalho. Entretanto,
apresentaremos um esboc¢o da prova de cada um deles.

O Lema 5.4.4 é o Corolario da Proposicao 3, pagina 264, de [8] e usa resultados
sobre o quociente de EVT's.

Para o Lema 5.4.5 considere £ um ELC. Utilizando a nocao de polar de
um conjunto, podemos definir outras topologias no dual de um FLC, além da
topologia pontual. Dentre elas citamos a topologia da convergéncia uniforme em
compactos convexos de F, a topologia da convergéncia uniforme em compactos
de F e a topologia da convergéncia uniforme em subconjuntos limitados de E,
pégina 197 de [19]. Essa ultima, é chamada topologia forte e, no caso em que E
¢ normado, é a topolgia induzida pela norma usual de E.

O Teorema de Banach-Dieudoneé, pagina 245 de [8] estabelece que, sob certas
condigoes, as topologias fraca e forte coincidem em subconjutos equicontinuos de
E’. Como consequéncia temos o seguinte resultado, pagina 246 de [8], conhecido
como Teorema de Krein-Smulian. Ele afirma que um subconjunto M’ C E’ é
fracamente fechado, se e somente se, para todo subconjunto equilibrado, convexo,
equicontinuo e fracamente fechado H' de E’, ocorre que M' N H' é fracamente
fechado, desde que E seja um Espaco de Fréchet.

Utilizando o Teorema de Banach-Steinhaus verifica-se que no dual de um
espaco de Fréchet, subconjuntos equicontinuos e limitados na topologia forte coin-

cidem. Com isso, é possivel provar o Lema 5.4.5.

5.5 Demonstracao do Teorema 5.1.1

Essa secao estd integralmente dedicada a apresentacao da demonstragao do
Teorema 5.1.1. Tal demonstragao, segue [18].
Demonstragiao. Consideremos &' () equipado com a topologia fraca. Isso

significa que para cada f € C*°(Q), definimos a seguinte seminorma

pr: E(Q) — R
w o= [ )

Pelo Teorema 2.2.8, a colecao de seminormas ¥ = {py, f € C°()} define
uma topologia localmente convexa em & (£2), chamada topologia fraca.

Suponha que P é globalmente resolivel. A estratégia da prova consiste em
mostrar que vale a propriedade (i7) do Teorema 5.1.1 para fungdes ¢ que per-

tencem a um subconjunto especial ®(K) de & (Q). Depois disso, o objetivo é
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aumentar esse conjunto ®(K) de modo que ele se torne & (Q) e encontrar K’ que
satisfaca (i) s6 que, desta vez, para toda ¢ € & ().
A demonstracao sera dividida em trés etapas. Para cada K CC (2, definamos

o conjunto
O(K) ={¢p € C(Q); S("Pp) C K e |"Po(x)| < 1,Vz € Q}.
Etapa 1. Para cada K CcC Q,3K’ CC ( tal que
pedK)=S(¢p) Cc K.

Mostremos que ®(K) é limitado na topologia fraca de &'(Q). Fixada f €
C>(Q), por hipétese, existe g € C*°(€2) tal que Pg = f. Para toda ¢ € ®(K),
como C°(2) C &'(2) temos que:

(@) =16 1)1 = 6. Pa)l = [(Po.0)] = | [ (Po] -

‘/K(tPcb)g'S/K\ths\|g|§/K|g|

Isso mostra que ®(K) C By, (0, [, |g|). Pelo Teorema 2.7.3, ®(K) é limitado
na topologia fraca de &' (). Pelo Teorema 2.7.8, 3K’ cC Q tal que S(¢) C
K' V¢ € ®(K). Isso mostra a Etapa 1.

Etapa 2. VK cC Q, 3K’ ccC Q tal que
¢ e C);S("Pp) Cc K= S(¢) C K.

Tome K’ dado pela Etapa 1. Dada ¢ € C(Q) tal que S(*P¢) C K, seja
¢ = sup|'P¢|. Defina ¢ = % Entao

tpM

= o) < 1veeq
C c

') =

I[sso mostra que gg € ®(K). Pelo que acabamos de provar, S(&;) C K'. Mas é claro

que S(¢) = S(¢). Isso mostra a Etapa 2.

Etapa 3. (2 é P—convexo para suportes.
Para cada K CC (, tome p = d(K,09) > 0. Dado v € & (Q) tal que
S(*Pu) C K, definindo ¢y = d(S(u), 0Q) resulta que

B0, €] + S(u) C Q,Ve < €. (5.8)



CAPITULO 5. RESOLUBILIDADE GLOBAL DE OPERADORES LINEARES COM
COEFICIENTES CONSTANTES 91

Observe que €y depende de u, mas é claro que podemos diminuir €g, se necessario,
de modo que ¢, < p e (5.8) seja vélida.

Considere a familia das regularizadas de u, isto é, tome a familia (¢l % u) <,
sendo (¢l).<.,, dada pela Observagao 1.4.3. Pelo Teorema 3.4.3 e por (5.8) segue
que ¢l x u € CX(Q), Ve < «.

Além disso Ve < ¢ vale
EP(¢1 % u) = ¢l % (Pu)
logo
S(P(¢xu)) c BJ0, e+ S(*Pu) C B0, €] + K.

Dai
S(P(61 % u)) € B0, p] + K, Ve < «.

Utilizando a Etapa 2 com K+ B[0, p|] no lugar de K, temos que existe K’ CC Q
tal que S(¢l* u) C K, Ve < «.
Mostremos que S(u) C K'. Pelo Teorema 3.4.6 temos que

im olé — !
11_r>%¢ xu=uem Z'(Q).

Como consideramos a topologia fraca em 2’(€)), pelo Teorema 3.4.6, para cada
¢ € CX(Q), temos

; (€] —

lim (615 u, 8) = (u, 6) . (5.9)

Tome ¢ € C*(2 — K'). Como S(¢!! x u) € K', da Definicdo 3.3.3,
<¢[€] * U, <b> =0, Ve < .

Por (5.9)
(u, ) = 0.

Acabamos de mostrar que
<u7 (b) = O,VQb € Cé)o(Q - K/)

Pela defini¢ao de suporte, temos que S(u) C K'.

(74) = (i) Suponhamos que ) é P-convexo para suportes. Queremos mostrar
que P é globalmente resolivel em C*°((), isto é, a aplicacdo P é sobrejetora.
Para isso, utilizaremos o Lema 5.4.4. Devemos mostrar que P é injetora e que
sua imagem é um conjunto fracamente fechado.

Etapa 1. !P é injetora.
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Aplicando a transformada de Fourier, e pela Observagao 5.2.13, segue que

“Pul€) = p(—i€)i(€) = 0,VE € R”
Mostraremos que @~ 1({0}) = R", ou seja, que @(§) = 0,V¢ € R". Como

P # 0 temos que p nao é o polindomio identicamente nulo. Pelo Teorema 1.2.35,
{¢ e R"; p(—i€) = 0}

tem medida nula.

Entao 71({0}) C {£ € R";p(—i&) = 0}. Logo, 4~ ({0})¢ tem medida nula.
Portanto, @~1({0})¢ tem interior vazio, entao seu complementar é denso. Mas da
continuidade de 4 e pelo Teorema 4.2.12 segue que 4~ 1({0}) é fechado. Portanto
@ é identicamente nula. Como a transformada de Fourier é uma bijecao de &’
em .’ entao a transformada inversa de @ é nula.

Etapa 2. Resta mostrar que ‘P tem imagem fracamente fechada. Para isso
utilizaremos o Lema 5.4.5. Mostremos que ‘P&”(£2) N ng,m [0,1] é fracamente
fechado, VK CC Q. Tomemos uma rede (\;);c; € ‘P& (Q) N B%K’m 0, 1] tal que

)\j — Ao em (fjﬁl(Q) (510)

Devemos mostrar que o€ ‘P&"(Q) N By, [0,1].

1°) o€ ‘P& ().

Para isso, mostraremos que existe jg € &”'(Q) tal que * Py = Ag. Pelo Teorema
5.4.3 tome uma solugao fundamental E de 'P, isto é, "PE = §. Como \; €
tP&(QY), existe puj € &”(2) tal que

Pela Observagao 5.2.14, temos que Ex\; = Ex "Pu; = '"PE % u; = 0 % i; =
;- Entao:
pj — Ex Xy em 2'(Q). (5.12)

Tome py = E * \g. Mostraremos que ‘P = )Ag. Aplicando a continuidade
de 'P em 2'(Q) em (5.12), pelo Teorema 2.7.5 temos *Pu; — "Ppg em 2'(Q).
Mas por (5.10) A\; = Ao em &”(©2). Como 2'(2) é Hausdorff, do Teorema 1.1.24
e por (5.11) “Puy = Xo.

2°) X € By, [0,1].

Queremos mostrar que (Ao, ¢) < 1,Y¢ € By, [0, 1].

Para todo j € J temos, \; € By, ,.[0,1] = (\;,¢) < 1,V$ € B, [0,1].
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Fixada ¢ € By, [0, 1], como A; — )¢ fracamente em &(€2), segue que

(Aj, @) = (Ao, ) -

O que prova que Ao € By [0, 1].



Referéncias Bibliograficas

[1] BARROS NETO, J. An Introduction to the Theory of Distributions.
Marcel Dekker, New York, 1973.

[2] DATTORI, P. Resolubilidade Global para campos reais. Master Dis-
sertation, UFSCar, 1999.

[3] EHRENPREIS, L. Solutions some problems division: Part I. Division
by a polynomial of derivation. American Journal of Mathematics, vol
76, 4, 883-903, 1954.

[4] FOLLAND, G. Real Analysis. John Wiley ans Sons, New York, 1984.

[5] HARVEY, C. On Domination Estimates and Global Existence. Jour-
nal of Mathematics and Mechanics, vol 16, 675-890, 1967.

[6) HORMANDER, L. The Analysis of Linear Partial Differential Equa-
tions. Vol II, Springer-Verlag, Berlin, 1983.

[7] HOUNIE, J. Teoria Elementar das Distribuigoes. IMPA, Rio de Janeiro,
1979.

8] HORVATH, J. Topological Vector Spaces and Distributions. Addison-
Wesley, New York, 1996.

[9] JDUISTERMAAT, L. HORMANDER. Fourier Integral Operators II.
Acta Math, 183-269, 1972

[10] KREYSZIG, E. Introductory Functional Analysis with Applications.
Wiley, New York, 1989.

[11] LIMA, E. L. Curso de Anaélise. Vol. 2, IMPA, Rio de Janeiro, 2006.

[12] MALGRANGE, B. Existence et approximation des solutions des
equations aus dérivées partielles et des équations de concolution.
Ann. Inst. Fourier (Grenoble), 6, 271-335, 1955-56.

94



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 95

[13] MUNKRES, J. Topology, A First Course. Prentice Hall, Inc. Engrewood,
New Jersey, 1975.

[14] NUNES, L. Solu¢oes Fundamentais de Operadores Lineares de Co-

eficientes Constantes., 2012.
[15] RUDIN, W. Functional Analysis. McGraw-Hill, New York, 1973.
[16] RUDIN, W. Real and Complex Analysis. McGraw-Hill, New York, 1970.

[17] TREVES, F. Locally Convex Spaces and Linear Partial Differential
Equations. Grundlehren der math. Wiss., vol 146, Springer-Verlag, 1967.

[18] TREVES, F Applications of Distributions to PDE theory. The Ame-
rican Mathematical Monthly, Vol 77, 241,248, 1970.

[19] TREVES, F Topological Vector Spaces, Distributions and Kernels.
Academic Press, New York, 1967.



