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RESUMO

Monografia de Especializacao
Programa de P6s-Graduagao em Geomatica
Universidade Federal de Santa Maria

APLICACAO DO METODO BOX COUNTING PARA A ESTIMATIVA
DA DIMENSAO FRACTAL DE FIGURAS PLANAS DIGITALIZADAS
AUTOR: RODRIGO ANTONIAZZI
ORIENTADOR: ARGENTINO JOSE AGUIRRE
Data e Local da Defesa: Santa Maria, 17 de dezembro de 2007.

Muitas formas na natureza ndo podem ser explicadas nos moldes da geometria
convencional. Para suprir esta necessidade cientistas desenvolveram a geometria fractal. A
ciéncia dos Fractais, desde o seu surgimento é motivo de muitas interrogagdes. Afinal, como
podemos admitir que determinados objetos tenham dimensdo ndo inteira? Os fractais foram
sistematizados ao invés de descobertos ou inventados no inicio dos anos 80 por Benoit
Mandelbrot, para classificar certos objetos intrincados que ndo possuem dimensao inteira, mas
sim fracionaria. A Dimensdo Fractal pode caracterizar conjunto ou objeto, para o primeiro é o
namero que nos informa o quao densamente o conjunto ocupa o espagco métrico onde ele se
encontra ¢ para o segundo, a irregularidade do seu contorno. Determinar a dimensdo fractal
significa medir a complexidade de objetos. Diferentes defini¢des de Fractais surgiram com o
aprimoramento de sua teoria. Os fractais deram origem a um novo ramo da matematica,
muitas vezes designado como a geometria da natureza. As formas estranhas e cadticas dos
fractais descrevem alguns fendmenos naturais, como os sismos, o desenvolvimento das
arvores, a estrutura da sua casca, estes fenomenos tem como caracteristica comum a sua
geracdo espontanea. Neste trabalho desenvolveu-se um sistema semi-automatico para estimar
a dimensdo fractal de figuras planas usando o método chamado Box Counting para a
estimativa da dimensdo fractal. O método desenvolvido aplicou-se a figuras geométricas
planas, figuras fractais e também a anéis de crescimento de espécie florestal. Com base nos
resultados experimentais ¢ feita uma discussdo, dando énfase nas principais caracteristicas do

respectivo método.

Palavras-chaves: Geometria Fractal, Dimensao, Método Box Counting.



ABSTRACT

Monograph of Specialization
Program of Masters Degree on Geomatics
Federal University of Santa Maria

APPLICATION OF THE BOX COUNTING METHOD TO ESTEEM
THE IRREGULARITY OF CONTOUR OF DIGITAL PLANE
ILLUSTRATIONS
AUTHOR: RODRIGO ANTONIAZZI
GUIDING: ARGENTINO JOSE AGUIRRE
Date and Place of the Defense: Santa Maria, December, 2007.

Many forms in the nature can not be explained in the molds of the conventional
mathematics. In order to fulfill this need scientists have developed the fractal geometry. The
science of Fractals, since its origin, is the reason for several questionings. After all, how can
we admit that certain objects have a dimension which is not entire? The Fractals were
nominated instead of discovered or invented in the beginning of the eighties by Benoit
Mandelbrot, to classify certain intricate objects which do not have a complete but fractional
dimension. The Fractal Dimension can characterize a group or an object, for the first, it is the
number that informs us how densely the group occupies the metric space where it is, and for
the second, the irregularity of its contour. Determining the fractal dimension means to
measure the complexity of objects. Different definitions of Fractals appeared with the
improvement of its theory. The Fractals created a new segment of the mathematics, often
designated as the geometry of the nature. The strange and chaotic forms of the Fractals
describe some natural phenomenon, as the seismic, the development of the trees, the structure
of its rind, these phenomenon have as a common characteristic its spontaneous generation. In
this work, it was developed a semiautomatic system to esteem the fractal dimension of plane
illustrations using the method called Box Counting for Fractal Dimensions. The developed
method was applied to geometric illustrations, fractals illustrations as well as to rings of
growth of forest species. Based on the experimental results and after making a discussion

giving emphasis in the principal characteristics of the respective method.

Word-key: Fractal Geometry, Dimension, Box Counting method.
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1 INTRODUCAO

Durante séculos o homem observa a natureza tentando explicar geometricamente suas
formas. Porém, muitas formas encontradas na natureza sdo irregulares e complexas, dificeis
de serem estudadas apenas com os conceitos da geometria euclidiana.

Assim, no século XX surge a geometria fractal, uma das mais recentes areas da
Matematica, com o intuito de explicar certos fendmenos cadticos, de diferentes estruturas do
mundo real, que ndo correspondem a figuras geométricas simples e que ndo seguem leis
matematicas de fungdes continuas, apresentando, uma grande complexidade ¢ beleza. As
formas que ndo seguem fun¢des continuas, geralmente, estdo ligadas a natureza, ao
desenvolvimento da vida e a propria compreensdo do universo. A geometria fractal surgiu
com a finalidade de complementar a geometria euclidiana.

Pesquisadores sobre este tema recente da matematica buscam entender a sua
complexidade, em muitos casos por gerar objetos de grande beleza, sem dar énfase a sua
aplicabilidade.

A evolucdo da tecnologia, principalmente da informatica e da eletronica, vem
transformando o mundo atual em um sistema altamente informatizado. Percebe-se
nitidamente que as maquinas ocupam um espaco consideravel na sociedade, substituindo
principalmente os trabalhos rotineiros e de esfor¢co do ser humano. Com a possibilidade de
realizar milhdes de calculos por segundo, os sistemas computacionais (hardware e software)
podem identificar, classificar e determinar caracteristicas, transformar em imagens visuais e
distinguir diferentes tipos de objetos, de forma rapida e precisa, o que para os seres humanos
seriam demorados.

Os fractais foram sistematizados, ao invés de descobertos ou inventados, no inicio dos
anos 70, segundo Gusman et al (1993), por Benoit Mandelbrot, para classificar certos objetos
intrincados aos quais ndo ¢ possivel atribuir dimensdo euclidiana (inteira), havendo a
necessidade de introducao de dimensao fracionaria, isto €, objetos que ndo sdo plenamente bi-
dimensionais nem plenamente tri-dimensionais.

Diferentes definicoes de fractais foram elaboradas com a evolucdo de sua teoria.
Fractal é um neologismo que surgiu do adjetivo latino fractus, que significa "irregular" ou
"quebrado".

Uma primeira defini¢do, dada pelo proprio Mandelbrot (1983), diz que fractal ¢ um

conjunto onde a dimensdo Hausdorff-Besicovitch deste conjunto ¢ maior do que sua dimensao
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topologica. Com o tempo ficou claro que esta definicdo era muito restritiva embora tenha
motivagoes pertinentes. Conforme Guzman et al (1993), os fractais sdo objetos gerados pela
iteracdo infinita de um processo matematico perfeitamente especificado. A iteracdo
proporciona aos objetos uma estrutura de extraordinaria complexidade aparente e beleza
espetacular.

Os fractais podem apresentar uma infinidade de formas diferentes, ndo existindo uma
aparéncia consensual. Alguns fractais, tecnicamente, sdo objetos que ndo perdem a sua
estrutura 2 medida que sdo ampliados, mantendo-se idéntica a original, ou seja, apresentam
auto-semelhanga, ¢ sempre tém cdpias de si mesmo em seu interior.

Os fractais deram origem a um novo ramo da matematica, muitas vezes designado
como a geometria da natureza devido as muitas formas encontradas na natureza que nao
podem ser explicadas nos moldes da matematica convencional, sendo necessario para isso
uma matematica especial que os explique e os caracterize. Na natureza, a maioria dos
fenomenos apresenta contornos que ndo podem ser explicados por funcdes diferenciaveis,
portanto, fogem do alcance da matematica convencional que estuda fun¢des que admitem
derivadas em todos os pontos. [sto foi mais um fator que propiciou o surgimento da geometria
fractal.

Uma das caracteristicas dos objetos fractais ¢ sua dimensdo fractal e existem varias
formulas que permitem a sua determinacdo, tanto de objetos fractais como de figuras da
geometria euclidiana.

O emprego dos conceitos da geometria fractal para caracterizacdo de texturas ¢ uma
area nova e promissora, pois através da estimativa da dimensdo fractal de figuras ¢ possivel
identificar e classificar esses objetos de forma eficiente.

Muitos métodos para analise de contornos exigem calculos intensos e complexos e,
por isso, demandam tempo consideravel e exigem grande capacidade de processamento.

Sdo conhecidas varias formulas de dimensdo fractal na literatura. No entanto, nem
todas elas podem ser aplicadas a qualquer tipo de estrutura. Isso ocorre por que cada formula
se baseia num tipo de relagdo diferente das variaveis levadas em consideracdo dos objetos
analisados, podendo gerar resultados diferentes para um mesmo objeto.

A realizacdo deste trabalho consistiu no desenvolvimento de um programa
computacional (software), em linguagem computacional C++ para ambiente Microsoft
Windows, que reconhega padrdes de imagens digitais e utiliza o método Box Counting de

estimativa da dimensao fractal.
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O método foi aplicado a figuras planas, a anéis de crescimento de uma espécie
florestal, bem como para figuras fractais, cuja dimensao fractal consta em bibliografia (curva
de Koch, triangulo e tapete de Sierpinski, snow flake, curva de Peano e a ilha de Minkowski)

com a finalidade de comparacao dos resultados.



13

2 REVISAO DE LITERATURA

2.1 Geometria euclidiana e geometria fractal

No final da década de 50, Mandelbrot (1983) comecgou a estudar a geometria de uma
ampla variedade de fendmenos naturais irregulares, ¢ na década de 60 ele compreendeu que
todas essas formas geométricas tinham algumas caracteristicas comuns bastante notaveis. Ao
longo de alguns anos, Mandelbrot sistematizou seus estudos dando origem a uma nova
matematica para descrever e analisar a complexidade das formas irregulares do mundo que
nos rodeia.

Segundo Barbosa (2000), na geometria cldssica, o conceito de dimensdo usado ¢ o
euclidiano. Existem, contudo, figuras geométricas irregulares que nao podem ser
caracterizadas por dimensdes inteiras. Nesse caso, surge a geometria fractal como uma
maneira de analisar as irregularidades dessas figuras complexas.

A dimensao euclidiana ¢ um conceito classico, porém considera-se conveniente repeti-
lo novamente. Conforme Barbosa (2000), explica-se a dimensdo euclidiana como sendo uma
dimensdo na qual os objetos sdo relacionados ao espaco no qual estdo inseridos. Assim, retas
e curvas tém dimensdo 1, o plano (figuras planas) tem dimensdo 2 e o espaco (figuras
tridimensionais) possui dimensdo 3 e, por inducdo, pode ampliar-se sucessivamente até o
espago euclidiano n-dimensional. E importante salientar que as dimensdes euclidianas sdo
numeros inteiros. Conforme Guzman et al (1993), ha varios conceitos matematicos diferentes
que respondem ao nome de dimensdo de um conjunto geométrico. Um deles, o de dimensdo
topologica, faz alusdo a configuragdo espacial dos pontos do conjunto, embora, de alguma
forma, tal configuracdo possa estar relacionada com o tamanho do conjunto. O que
essencialmente fornece essa dimensao ¢ a forma de ocupar o espaco que tem o conjunto.

Conforme Mandelbrot (1991), o que caracteriza um objeto fractal ¢ sua dimensdo
fractal. Este conceito foi introduzido quando se observou que a dimensdo euclidiana nio era
suficiente para caracterizar o objeto.

O mesmo autor afirma que um namero util para caracterizar fractais ¢ a dimensao

fractal D,. Esse nimero quantifica o grau de irregularidade ou de fragmentagdo de um
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conjunto geométrico, de uma figura ou de um objeto natural, que pode assumir entdo valores
fracionarios.

Dimensdes sdo pardmetros que descrevem a estrutura dos objetos e/ou conjuntos. De
acordo com a natureza dos objetos, associa-se classicamente quantidades, como comprimento,
area e volume, de acordo com o nimero de dimensdes que o objeto em questao possui,
conforme Barbosa (2002).

Cabe ressaltar que os conjuntos na geometria euclidiana sdo descritos por equacdes
algébricas, enquanto na geometria fractal sdo descritos por algoritmos recursivos.
Conhecendo o modo gerador de uma determinada estrutura pode-se, a partir dai, obter a
estrutura completa, segundo Lima (1986).

Os sistemas euclidianos sdo aqueles ordenados e que seguem a dimensdo euclidiana
ou topologica, cujos valores, diferentemente da fractal, devem ser inteiros. Neste caso,

D,, =0 indica um ponto, D, =luma reta, D,, = 2uma superficie, D,,, =3 um volume.

Um fendémeno fisico é considerado de quatro dimensdes levando-se em conta o espaco
e o tempo onde este ocorre, por indugdo chega-se a n-dimensdes conhecido como espago
euclidiano n-dimensional.

A dimensao euclidiana apresenta sérias limitagdes para a representacdo dos fenomenos
cadticos da natureza, pois, na maioria das vezes, os fendmenos analisados ndo se apresentam
perfeitamente planos ou como volume, portanto, uma dimensdo fracionaria caracterizaria
melhor o fendmeno, indicando que o sistema ¢ fractal de acordo com Senesi (1994).

Refor¢ando o exposto, a geometria euclidiana, de acordo com Lima (1986), um espaco
métrico (ou conjunto) ¢ igual ao numero de coordenadas necessarios para identificar um
elemento deste espago. Neste contexto, um ponto possuiria dimensdo 0 (conjunto sem
elemento). A reta possuiria dimensdo 1, pois apenas uma coordenada ¢ necessaria para
identificar cada ponto sobre a mesma (conjunto unitario, R°). O plano possuiria dimensio 2,
pois sdo necessarias duas coordenadas para descrever um elemento deste conjunto (R*). O
espaco possuiria dimensdo 3, pois sdo trés as coordenadas necessarias para localizar um
elemento deste conjunto (R’). Generalizando, chega-se ao Espago Euclidiano R” (n-
dimensional). O conceito de dimensdo euclidiana aplica-se também para curvas que sdo
descritas a partir do comprimento percorrido sobre a mesma, partindo-se de um ponto de
referéncia como ilustrado para a reta na a seguir. A Figura 1 ilustra o conceito descrito

anteriormente.
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P :
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Reta = dimensao 1 Espaco = dimensdo 2 Cubo = dimensao 3

Figura 1 — Ilustragio do conceito de dimensio do Espaco Euclidiano até R

O mesmo principio aplica-se para uma superficie ou para um objeto sélido, apenas
aumentando-se o nimero de coordenadas necessarias para descrevé-los.

A teoria fractal foi introduzida na década de 70 pelo matematico Bendit Mandelbrot
para designar objetos e estruturas complexas dotadas da propriedade de auto-similaridade,
segundo Chaves (1989).

Estruturas auto-similares possuem detalhes como ramificagdes, poros ou rugosidades,
em uma certa faixa de escala de comprimento, cuja forma ¢ a mesma (estatisticamente) em
cada escala de observagdo nessa faixa. Assim, se uma parte da estrutura for ampliada ou
reduzida tera a mesma forma do todo, conforme Mandelbrot (1983).

Um conjunto fractal ou, simplesmente, fractal contém infinitos pontos cuja
organizagdo ¢ tdo complicada que ndo se torna possivel descrever o conjunto especificando
diretamente onde fica cada ponto no fractal.

Segundo Felix Hausdorff (1919), ele propds o conceito de dimensdes fracionarias que
indicam, com precisdo, a complexidade de um objeto, o que estende a dimensdo topoldgica
euclidiana.

Mandelbrot (1983) afirma que o aspecto mais basico de um objeto fractal, talvez seja a
sua dimensdo. Um modo simples e intuitivo de associar uma dimensdo a um dado conjunto ¢
contar o numero minimo N(s) de quadriculas, de lado (s), necessarias para cobrir
completamente o conjunto.

Esse niimero obedece a uma lei de poténcia: N(s)=as ”, que define e permite
calcular o expoente D, que ¢ a dimens@o de cobertura ou mais simplesmente a dimensdo
fractal.

Tomando-se um objeto no espago euclidiano de dimenséo topoldgica “ D, escalando-
o linearmente por um fator “s” em cada direcdo espacial, sua medida (comprimento, area,

volume, etc) é modificada de “a” vezes em relacdo ao tamanho original:
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a=—-. (1)

A dimensdo fractal “D” pode apresentar valores fracionarios que dependem da
natureza do conjunto ou objeto, assim: 1< D < 2 para uma curva, 2 < D < 3 para superficie e
3<D <4 para um volume, dependendo da irregularidade da curva, da superficie e do
volume. O valor “D” de um objeto ¢ a medida do grau de irregularidade considerada em
todas as escalas, segundo Harrison (1992).

Uma maior dimensdo fractal significa que o objeto ¢ mais irregular. Ao aumentar o
objeto, percebe-se melhor sua irregularidade e, portanto, a estimativa da dimensdo fractal
aumenta também, ou seja, esse valor (D) ¢ uma medida da propor¢do do espago realmente
ocupado por um sistema desordenado, podendo refletir a conformagdo das particulas que o
constituem, diz Harrison (1992).

Pode considerar a geometria fractal como uma extensdo da geometria classica,
fornecendo métodos para avaliar e modelar objetos de extrema complexidade, de acordo com
Anton (2001).

Algumas figuras fractais classicas planas, portanto, segundo a geometria tradicional
teriam dimensdo 2, porem, no contexto da geometria fractal assumiriam dimensao fracionaria,

segundo Anton (2001) e conforme mostram as Figuras 2 a 7.

e Tapete de Sierpinski

Figura 2. Tapete de Sierpinski — Fonte: Anton, 2001

O fractal tapete de Sierpinski possui dimensao igual a 1,8829.
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e Triangulo de Sierpinski

Figura 3. Tridngulo de Sierpinski — Fonte: Anton, 2001

O triangulo de Sierpinski tem dimensao fractal igual a 1,585.

e A Curva de Koch

Figura 4. Curva de Koch — Fonte: Anton, 2001

Dimensao fractal da curva de Koch = 1,2618.

o Snow flake

Figura 5. Snow Flake — Fonte: Anton, 2001

Conforme Anton (2001), o fractal snow flake (floco de neve) tem dimensdo igual a
1,2620.
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e A ilha de Minkowski

Figura 6. Ilha de Minkowski — Fonte: Anton, 2001

Segundo Anton (2001), a dimensao fractal da ilha de Minkowski é 1,5.

e Curva de Peano

Figura 7. Curva de Peano — Fonte: Anton, 2001

A curva de Peano possui dimensao fractal = 1,736.

Todas as figuras fractais classicas apresentadas tém a propriedade de auto-semelhanga,

uma das caracteristicas dos objetos fractais, segundo Anton (2001).

2.2 Método Box Counting para a estimativa da dimensao fractal

Dentre os varios calculos, segundo Coelho e Costa (1995), de dimensdo fractal

existentes, o Box Counting ¢ um dos mais utilizados, devido a facilidade de aplicacdo.
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Segundo esses autores, o método de Box Counting, em linhas gerais, consiste em
dividir a imagem em quadrados e contar quantos quadrados contém a forma analisada.
Aumenta-se ou diminui-se progressivamente o tamanho dos quadrados e repete-se a
contagem. Assim, tem-se uma série de dados: nimeros de quadrados e suas dimensdes. A

formula que relaciona a dimensdo fractal com esses dados é expressa por:

N
logl —%
g[Nlj

D= 2

1/L, @

log
1/L,

onde:
D : dimensao fractal;

N, : representa o nimero de quadrados;

L,: é o comprimento do lado do quadrado N,.

A fun¢do logaritmica lineariza a fungdo exponencial que permite o calculo da
dimensao fractal.
O método conforme Coelho (1995) ¢ aplicavel a qualquer estrutura. A dimensao fractal
¢ dada pelo coeficiente angular da reta obtida por ajuste no grafico Log(L) x Log(N) .
Este método, Box Counting, segundo esse autor, consiste em sobrepor & imagem uma
malha de quadrados e contar o nimero de quadrados necessarios para cobrir toda a imagem,

conforme ilustrado na Figura 8, com a primeira sobreposi¢do de quadrados a imagem.

M o
7 N
SRR
/ AN
A

Figura 8 — Sobreposi¢ao da malha quadrada a imagem

Depois, itera-se o processo com diferentes tamanhos de quadrados. Uma segunda
iteracdo representada na Figura 9 mostra claramente, ao se comparar as Figuras 8 ¢ 9, a

diferenga de dimensodes e nimero de quadrados que cobrem a imagem.
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L/
[ N

Figura 9 — Segunda iteragdo de sobreposicdo da malha quadrada a imagem

Substituindo-se na féormula (2), de D, os dados referentes as duas iteragdes do

exemplo,em que N, =19, N, =52, L, =1/6e L, =1/12, tem-se:

(52
log E
D=——"22=>145.
1
12
1 14
(0]44 Al
6

O valor de D =1,45¢ o coeficiente angular da reta representada na Figura 10. A reta
obtida ndo foi ajustada, haja vista que foram realizadas somente duas iteracdes e se tem

somente dois pontos.

Com mais iteragdes a reta pode ser ajustada aplicando o método dos minimos

quadrados, o que resultaria numa dimensao fractal mais precisa.

Log (N(L))

-~

1.8

1.6 }/
1.4 //
1.2 7

0.6 1.0 1.4

o
>

Log (1/L)

Figura 10 — Grafico Log (N(L)) x Log (1/L))

2.3 Deteccao de Bordas

O primeiro passo na analise de imagens ¢ a segmentacdo, que consiste em usar o

computador para definir na imagem recortes automaticos ao redor de objetos de interesse.
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A segmentagdo permite encontrar diferengas entre dois ou mais objetos e distinguir
pixels (imagem digital matricial) de uma mesma figura. Esta distingdo permite a dividir uma
figura em regides com peculiaridades diferentes.

Uma das aplicagdes basicas de segmentagdo de imagens ¢ a deteccdo de bordas. Este
processo localiza e realca os pixels da borda de uma imagem, aumentando o contraste entre a
borda e o fundo. Borda ¢ o contorno de um objeto e o fundo € o que esta limitado pela borda
do objeto. Contorno ¢ uma mudanga brusca do nivel de cinza ou de cores entre duas regides
relativamente homogéneas, conforme Seara (1998).

As bordas podem ser salientadas, em meio computacional, aplicando-se algoritmo
especifico para essa finalidade. Alguns métodos usam nessa operacdo o principio do vizinho
mais proximo, uma vez que para se definir o valor de um pixel que faz parte do contorno ¢é
necessario analisar sua adjacéncia.

Uma das técnicas de detecgdo de bordas mais usada consiste no processamento de uma
imagem a partir de um operador matematico de derivada local. Geralmente, a deteccio de
bordas ¢ iniciada com realce de borda por meio de gradiente de primeira ordem, G(x, y).

A deteccdo de bordas ¢ um algoritmo que usa operagdes baseadas em vizinhanga, uma
vez que para se definir o valor de um pixel € necessdrio verificar os seus vizinhos.

A vizinhanga de um pixel ¢ geralmente uma matriz bidimensional, cujos elementos sdo
pixels, e a cada pixel corresponde um numero.

Normalmente, o pixel de interesse esta no centro da vizinhanga.

Segundo Gonzaga (2002), podemos classificar a vizinhanga de um pixe/ como:
vizinhanga 4, vizinhanga diagonal e vizinhanga 8.

Um pixel sera considerado pertencente a uma vizinhanca 4, quando o pixel esta

localizado na parte central em sentido horizontal e vertical, sendo o pixel central p de
coordenadas x ; y . Cada pixel da vizinhanga 4 compartilha uma borda com o pixel central. A

Figura 11 ilustra uma vizinhanga 4.

(X, Y+1)

X, Y)

(X+1,Y-1)
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Figura 11 — Pixel pertencente a uma vizinhanga 4 (Gonzaga, 2002).

Quando um pixel esta situado nas diagonais em relacdo ao pixel central p, ele é

considerado pertencente a uma vizinhanca diagonal. Cada um destes pixels compartilha um

vértice com o pixel central. A Figura 12 ilustra uma vizinhanga diagonal.

(X-1, Y-1)

(X+1, Y+1)

(X+1, Y+1)

(X+1, Y-1)

Figura 12 — Pixel pertencente a uma vizinhanga diagonal (Gonzaga, 2002).

Se uma aplicacdo necessitar utilizar todos os pixels vizinhos em relacdo ao pixel

central p, totalizando 8 pixels, dizemos que todos os pixels vizinhos pertencem a uma

vizinhanga 8. A Figura 13 ilustra uma vizinhanca 8, conforme Gonzaga (2002).

X, Y-1)
(X-1,Y-1)

(X+1,Y)

(X-1,Y+1)

—_—> Y
—

A

X

(X, Y+1)

(X-1, Y-1)

(X+1,Y)

(X+1, Y+1)

Figura 13 — Representag@o de uma vizinhanga 8 (Gonzaga, 2002).



23

Existem varias propostas de algoritmos de deteccdo de bordas na literatura, baseadas
no principio de vizinho mais proximo. Um dos algoritmos mais usados para deteccdo de

bordas € o algoritmo de Prewitt.

2.3.1 Algoritmo Prewitt

O algoritmo Prewitt processa cada pixel de uma imagem de maneira independente dos
demais. Isso significa que o processo para se determinar, se um pixel pertence ou ndo a uma
borda, ¢ feito de maneira independente ao fato de seus pixels vizinhos pertencerem ou nao a
essa mesma borda.

Para realizar esta determinagdo sdo utilizadas duas mascaras de coeficientes que

representam as dire¢des X e Y, arranjadas em matrizes de ordem 3x3:

1 0 -1 1 1 P D, DP;
10 0 0 0 Ps Ps P
1 0 -1 -1 -1 -1 P; Py Do
Mascara X Mascara Y M

Estas mascaras operam sobre a matriz M de pixels de ordem 3x3, que representa a
intensidade de niveis de cinza dos pixels de uma regido da imagem, onde p° representa o
pixel central e os outros pixels representam a vizinhanca 8. A mascara X faz a detecgdo
derivada dos pixels na direcdo X , enquanto a mascara Y faz a deteccdo derivada dos pixels
na direcdo Y.

Os valores dos coeficientes usados nas mascaras X e Y sdo valores classicos
utilizados pela maioria dos algoritmos de deteccao de bordas (Langner, 2001).

Multiplicando a matriz das mascaras X e Y pela matriz M na mesma posicao,
obtém-se as seguintes equagdes para o gradiente da imagem na dire¢cdo X e na direcdo Y

para o pixel p5 (pixel central):

X=1*p = 1*p, + 1*p, —1*p, +1*p, — 1*p, )

Y=1%p, +1*p, + 1*p;, = 1*p, = 1*p, — 1* p, (5)
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Com os valores de X e Y ¢ possivel calcular o valor do gradiente para o pixe!/ p5

utilizando a equacdo:

G=VX*X + Y*Y . (6)

Encontrado o valor do gradiente, pode ser aplicado o processo de limiarizacdo
comparando-o com o valor de threshold. Caso o valor do gradiente esteja abaixo do valor de

threshold, o pixel p5 ndo faz parte de uma borda. A Figura 14 mostra o resultado da

aplicacdo do algoritmo de detec¢do de bordas em uma imagem.

Figura 14 — Imagem (esquerda) Bitmap de 24 bits, e imagem (direita) depois do processo de detec¢do de bordas
e limiarizagao.

Muitas vezes ¢ necessario reduzir a quantidade de dados a serem tratados, para
facilitar a extracdo de componentes existentes na imagem. Neste caso, faz-se necessaria a

utilizagdo de um algoritmo de limiarizagao.

2.4 Limiarizacao

A limiarizacdo, também conhecida como binarizagdo, consiste, a partir de um
threshold (limiar), transformar uma imagem em tons de cinza em uma imagem preto e branco
(Costa, 2001). Completa-se esta definicdo acrescentando que a limiarizagdo transforma

também imagens coloridas em somente tons de preto e branco.
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A transformagdo tera como resultado partes pretas e partes brancas da imagem. A
decisdo, se um pixel assumira a cor branca ou preta da imagem, ¢é feita pela comparacdo da
intensidade luminosa que chega ao pixel, representada por um valor numérico, com o
threshold (valor numérico). Se o pixel tem um valor menor que o nivel de threshold, entdo
receberda o valor 0 que corresponde ao tom preto, caso contrario, recebera o valor 255 que
corresponde ao tom branco.

A forma mais simples de limiarizagdo consiste na biparticdo do histograma. A Figura
15 mostra um exemplo de biparticdo em que o nivel de threshold esta representado por 7. O

limiar 7' (7 = 118) € a separagdo entre pixels preto e branco.

& Fundo F 3

1 /1 ! Obijelo
Objeto T

Fundo
f i > |
0
T 255 0 T 255
Mivels de Cinza - Miveis de Cinza

Figura 15 — Histograma de biparticdo de imagem em tons de cinza.

Na operacdo de limiarizagdo tem-se uma imagem de entrada ¢ uma imagem de saida.
A imagem de entrada F(i,j) (que localiza o pixel na matriz) de tons de cinza ou cores,
transforma-se em uma imagem de saida (G(i,j), chamada imagem limiarizada ou binarizada. A

relacdo entre ambas as fungdes resume-se da seguinte maneira:

G@G,j) =0se F(i,j) <T
ou
G(@i,j) = 255 se F(i,j) 2T @)

(i=0.mn; j=0. m)

onde:
e T ¢ um valor de nivel de cinza ou cores, denominado threshold.
e F(i,j) indica a imagem original de entrada.

e ((i,j) indica a imagem binaria de saida.
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e 17 linhas de pixel do monitor.

e m colunas de pixel do monitor.

O histograma da Figura 15 representa a limiarizagdo da imagem em nuanga de cinza
da figura 16. Na figura 17, destaca-se entre outros, que os pixels que assumiram o valor 255 e

o valor 0, correspondem respectivamente, ao fundo e a frente da Figura 16.

Figura 17 — Imagem em nuanga de cinza limiarizada
A qualidade de uma imagem limiarizada depende do valor escolhido para 7 . Assim, ¢
importante definir um valor 6timo para 7, de forma que a imagem ndo sofra uma
limiarizag¢@o inadequada para sua aplicacao.
O threshold pode ser definido de forma visual ou automatico, no entanto, a maioria
das aplicacdes requer que valor de T seja obtido de forma automatica. Desta forma, ¢

necessario empregar alguma técnica de limiarizagao.
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2.5 Intervalo de confianca estatistico de uma populacio

Segundo Morettin (2000), a estatistica visa descrever os dados disponiveis de forma
mais completa possivel sobre uma populagdo, no entanto, sem analisar toda a populagdo.
Portanto, a inferéncia estatistica tem por objetivo tirar conclusdes probabilisticas sobre

aspectos das populagdes, com base nas observagdes de amostras.

2.5.1 Medidas de Tendéncia Central

Os parametros estatisticos descritos, a seguir, seguem o critério de Costa Neto (1977).

2.5.2 Média Aritmética

Quando se trabalha com observagdes numéricas, estas tem uma tendéncia de se
agrupar em torno de um valor central. Isto indica que o valor central ¢ caracteristica dos dados
e que o mesmo (valor central) pode ser usado para descrever e representar as observagdes.

A média aritmética ¢ simbolizada por X e consiste na soma de todas as observagdes x;

do grupo, dividida pelo nimero "n" de observagdes do grupo.

i=1

®)

f:

n
XX+ tx, in _ in
n

n n

2.5.3 Variancia

A variancia (S*) é o quadrado médio dos desvios, isto é, a soma dos desvios ao

quadrado dividida pelo nimero de observagdes "n".
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2 xi)2
o Dlo-% 2% —(Zn

n n

©)

Quando a variancia é calculada a partir de uma amostra para fins de estimagdo, o
denominador passa a ser (n - 1), o que nos fornece uma estimativa imparcial da variancia

populacional, ou seja,

§2:M_ (10)
n—1

O denominador (n - 1) ¢ denominado de "graus de liberdade" dessa estimativa.

2.6 ESTIMACAO DE PARAMETROS

Os parametros ou medidas descritivas das populagdes, em geral, sdo desconhecidos.
Os procedimentos empregados para obter informagdes sobre os valores paramétricos
constituem uma forma de inferéncia denominada estimagéo.

As estatisticas amostrais ou medidas descritivas das amostras, quando usadas para

fins de estimagdo, sdo denominadas estimadores. Por exemplo, a estatistica amostral X ,

média da amostra, pode ser usada como um estimador do parametro x , média da populagdo.
O valor numérico obtido no calculo de um estimador é comumente chamado de

estimativa. Assim, por exemplo, X =30 ¢ uma estimativa da média populacional.
2.6.1 Estimacdo por intervalo para média

Deve-se distinguir dois casos:

A varidncia o° da populagio ¢é conhecida. Portanto, na distribuigio normal

padronizada define-se:
Plz<Zz —%ePZ<Z =1-Z (11)

Logo,
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PLZOZ <Z<Z aJ:I—a. (12)
5) )
Da distribuicdo amostral da média, sabe-se que:

T~ 2 X - H

X" N(u,o’) Z= > N(@O,1). (13)

Jn
Usando-se essa expressdo da variavel aleatoria padronizada Z na probabilidade

estabelecida anteriormente, tem-se :

P[Z(Z(Z(zkaJ:P zg<i;ﬂ (z , |=1-a (14)

2 2 ﬁ 2

(¢) _ (¢} — .
P(ﬁ z%<x - p ﬁz1—2j_1 o}
P(—XJr%ZZ(—y(—i—%zlzj:l—a (15)

Multiplicando-se (15) por (-1), tem-se:

= O o
P| X-—=z (u{x+—=z , |=1l-a. (16)
[ Vn Vn “zJ
Reordenando,
o o
PIX-—z (u{x+—=z, |=1-«. (17)
[ Vn g Vn zj

Pela simetria de distribui¢do normal se tem que Z,=Z _ disto decorre que:
=z -=
2

o

P(i-%za<,u(i+\/;za}=l-a. (18)
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Isso nos fornece um intervalo a /00 (I - ) % de confianca a média x da populagdo,

ou seja, existe uma probabilidade igual a (/- ) de que o intervalo de extremos = L x-Z7

Vn 3

_, ©C A e
e L, =X +T Z , contenha o parametro u da distribui¢do normal.
n 5

O intervalo [Lj; Lg] é denominado intervalo de confianca e /00 (I- « )% ¢ o nivel, o

indice de confianca.
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3 METODOS E TECNICAS

3.1 Materiais

Os materiais mais importante para o desenvolvimento do trabalho foram:

3.1.1 Hardware

o Notebook HP Pavillion DV 5237 CL, processador Intel Dual Core 1.83, 2.0
GB de memoria RAM, 120 GB de hard disc, 128 MB de placa de video.

o Scanner tamanho A3 Mustek EP

o Camara fotografica analdogica YASHICA com tripé e provida de nivel de
bolha. Tamanho 35mm;

o Sombrinhas difusoras de luz com respectivas lampadas;

o Lixadora automatica para preparag@o do disco de anéis de crescimento;

o Impressora Multifuncional HP Laser;

3.1.2 Software
o Microsoft Word 2003;
o Borland C++ versao 5.02 (disponibilizado pela UNIFRA)
o MatLab 6.5 R13 (disponibilizado pela UNIFRA)
o Editor Grafico GIMP 2.2 (disponibilizado pela UNIFRA)

3.1.3 Disco de seccao transversal de fuste de espécie arborea

O disco de fuste utilizado foi da espécie arborea Pinheiro (Pinus elliotti). Oriundo da

de floresta de regeneragdo natural da cidade de Nova Prata.

3.2 Métodos

Determinaram-se a dimensdo fractal de retas, figuras geométricas planas:

circunferéncia, tridngulo (eqiiilatero e isosceles), quadrado, retangulo e de anéis de
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crescimento de uma espécie florestal. O método foi aplicado também para as figuras fractais
planas, cuja dimensao fractal figura em bibliografia.

Com relagdo as figuras geométricas, estas tiveram tamanhos variaveis conforme
mostrada no Quadro 1, desenhadas no editor grafico GIMP 2.2 e, calculando-se a respectiva
dimensdo fractal média, determinaram-se a dimensdo fractal do perimetro isoladamente ¢ o

perimetro incluida a 4rea respectiva.

Jé& para as figuras fractais classicas realizou-se o seguinte processo:

e Extrairam-se da bibliografia por meio reproducdo xerografica.
e Obtiveram-se 10 copias pelo mesmo processo de diferentes tamanhos.

e Digitalizaram-se as figuras.

A partir das figuras digitalizadas, aplicou-se o processo para obten¢do da dimensdo
fractal calculando-se a respectiva média.

O calculo da dimensdo fractal foi realizado através do método Box Counting, descrito
por Coelho e Costa (1995), conforme a formula (2).

Na aplicagdo do método foram utilizadas certas restrigoes, durante o desenvolvimento
do programa, para garantir a qualidade dos resultados .

Uma dessas restrigdes deve-se ao alinhamento do grid utilizado na contagem de
caixas, com a estrutura, de modo a otimizar a contagem. Além disso, o conjunto de caixas
utilizados tem influéncia direta na contagem obtida, sendo por isso utilizada a caixa inicial
como o tamanho maximo da estrutura analisada, sendo a caixa seguinte sempre reduzida em

50%.

3.2.1 Preparacgdo do disco

Para que os anéis de crescimento de espécies arboreas sejam visiveis foi necessario
submeté-lo a um processo de preparacdo. Este processo de preparagdo consistiu em lixar a
superficie do disco, primeiramente com uma lixa de textura 60, e posteriormente com uma

lixa de textura 100 para o acabamento final.

Este processo foi realizado no Departamento de Ciéncias Florestais da UFSM que conta

com o equipamento mecanico especifico para tal finalidade.
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Uma vez preparado o disco, a tomada da fotografia foi realizada com uma camera
analogica de 35mm com filme de sensibilidade de 100 ASA. As fotografias foram tomadas
em gabinete, com iluminagdo artificial uniforme, usando sobrinha difusora de luz.

Foram tomadas fotografias verticais. A verticalidade das fotografias foi conseguida
nivelando os discos com nivel tubular, ¢ a cdmara montada sobre tripé nivelada com nivel de
bolha.

Como a reflexdo dos discos era variavel, a velocidade de obturacdo e abertura do
diafragma da camara fotografica foram reguladas conforme indicagdo do fotdmetro.

A determinacdo da dimensdo fractal dos anéis de crescimento seguiu os seguintes

passos:

e Digitalizacdo
e Limiarizagdo
o Deteccido de Bordas

e Escolheram-se 8 anéis no disco distribuidos de maneira a ser representativa no
disco e, a cada anel aplicou-se o método Box Counting calculando-se o valor
médio da dimensao fractal.

e Aplicagdo do Software

3.2.2 Formatos utilizados para as imagens

Os formatos utilizados para as figuras digitalizadas no desenvolvimento do software
foram, o bitmap e o png. Ambos formatos possuem uma estrutura simples, de facil
manipula¢do de imagem e por ser formatos de imagem bastante difundidos.

O tipo de bitmap e png escolhidos foi o de pixels sem compressdo, nem compactacao,
pois este tipo de estrutura possibilita uma maior facilidade de acesso aos valores dos niveis de
cinza de cada pixel.

Para gerar as imagens bitmap e png, sem compressdo, nem compactacao, foi utilizado

o editor grafico GIMP 2.2.

3.2.3 Parametros Estatisticos Aplicados
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Estimou-se a dimensdo Fractal das figuras geométricas, iterando-se o processo 10 ou

11 vezes.

Como o namero de iteragdes foi inferior a 30, usou-se a distribuicao ¢ de Student.

Calculou-se a média aritmética denotada pela formula (8);
Calculou-se a variancia pela formula (9);

Determinou-se S- que € o estimador de o- (estimador do erro padrdo — eep);

Calculou-se o intervalo de confianga ao nivel de significincia o = 1%,

conforme a formula (18).
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

A determinagdo da dimensdo fractal de figuras foi realizada com o programa
computacional desenvolvido, aplicando o método de Box Counting conforme exposto em 3.2.

O programa foi aplicado a:

e reta;
e figuras geométricas: circunferéncia, triangulo, quadrado, retangulo;
o figuras fractais classicas, cuja dimensao fractal figura em bibliografia:
tapete e triangulo de Sierpinski, snow flake (floco de neve), curva de Koch, curva de Peano e

a ilha de Minkowski;

e anéis de crescimento de espécie florestal.

Para a determinacdo da dimensédo fractal da reta e das figuras, tragaram-se os graficos

logaritmicos respectivos Log(L) x Log(N) . A linearizagdo ajustada dos dados permitiu, por
meio do seu coeficiente angular determinar o valor de D,. Serd apresentado somente o

grafico que permitiu o calculo da dimensao fractal da reta, dispensando-se a representacdo das
demais figuras, por apresentarem a mesma configuragao.

Aplicando-se este método, a dimensao fractal obtida para a reta foi de:

D, =0,9983338335 .

Este valor corresponde ao coeficiente angular da reta obtida por ajuste representado na
Figura 18.

Segundo Anton (2001), a dimensdo fractal da reta ¢ 1. O valor determinado pelo
programa (0,9983338335), nao difere significativamente deste valor (1) segundo o teste ¢ de
Student, ao nivel de 1%. Esta comprovacdo estatistica seria desnecessaria, se o valor obtido
fosse arredondado até a segunda casa decimal. Salienta-se que Anton (2001) ndo fornece

dados estatisticos da determinag@o da dimensdo fractal.
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log N(L)

10 log(1/L)

Figura 18. Grafico correspondente a determinagao fractal da reta

A dimensdo fractal dos tridngulos eqiiilateros, tomando-se somente o perimetro, esta

apresentada no quadro 1.

Triangulo Equilatero Dimensdo Fractal - R
Calculada De origem bibliografica

lado = 3cm 0,9870582744
lado = 5cm 0,9729386604
lado = 7cm 0,9837117046

lado = 9cm 0,9693396354 1
lado = 10cm 0,9972418271
lado = 12cm 0,9844827851
lado = 15¢cm 0,9850785755
lado = 18cm 0,9649994778
Média aritmética 0,9756063675

Intervalo de confianga 1% | P(0,9753179396<x<0,9958947954) -

Quadro 1 — Dados dos tridngulos eqiiilateros: perimetro

No quadro 1 os resultados obtidos da dimensdo fractal ndo mostram tendéncia com a
variagdo do comprimento do lado. A bibliografia ndo fornece a dimensao fractal do tridngulo
analisando somente o perimetro e também ndo especifica a classificagcdo dos tridngulos. Os
resultados obtidos mostram que a dimensdo fractal do perimetro do tridngulo ¢ praticamente
igual a 1, correspondendo a dimensao euclidiana da reta.

A dimensdo fractal dos triangulos eqiiilateros, tomando-se perimetro e area, esta

apresentada no quadro 2.

Triangulo Equilatero Dimensao Fractal - ——
Calculada De origem bibliografica
lado = 3cm 2,0203574297
lado = S5cm 2,0196621826
lado = 7cm 1,9976289253 2
lado = 9cm 1,9886718133
lado = 10cm 2,0189547896
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Triangulo Equilatero Dimensdo Fractal - T
Calculada De origem bibliografica
lado = 12cm 1,9986777634
lado = 15cm 1,9942177902 2
lado = 18cm 1,9991310696
Média aritmética 2,0046627200
Intervalo de confianga 1% P(1,975117860<x<2,020075517) )

Quadro 2 — Dados dos tridngulos eqiiilateros: perimetro e area

A dimensao fractal dos tridngulos eqiiilateros mostrados no quadro 2 nido mostra
tendéncia com a variagdo do tamanho dos lados. Observa-se que o valor médio da dimensdo
fractal ¢ praticamente igual a 2, coincidindo com o valor da bibliografia e da dimensdo
euclidiana do plano.

A dimensdo fractal dos tridngulos is6sceles, tomando-se somente o perimetro, esta

apresentada no quadro 3.

Triangulo Isdscele Dimensdo Fractal - —
Calculada De origem bibliografica
lado = 6¢cm e 3cm 0,9904575646
lado = 10cm e 5cm 1,0000000000
lado = 14cm e 7cm 0,9973493244
lado=18 cm e 9cm 0,9994771167 1
lado =20cm e 10cm 0,9994771167
lado = 24cm e 12cm 1,0000000000
lado =30cm e 15cm 1,0000000000
lado = 36¢cm e 18cm 1,0000000000
Média aritmética 0,9983451403
Intervalo de confianca 1% | p(0,9955774023<x<1,001112879) )

Quadro 3 — Dados dos tridngulos isosceles: perimetro

Observa-se no quadro 3 que a dimensdo fractal média dos tridngulos isosceles foi de
0,998345140375. Neste quadro, verifica-se um aumento da dimensao fractal, 8 medida que
aumenta o tamanho dos tridngulos a partir da terceira casa decimal, estabilizando-se para
tamanho igual ou superior a 24 cm por 12 cm. Analisando-se os valores da dimensao fractal, a
partir da segunda casa decimal, esta tendéncia ndo ¢ observada, e considerando-se sem casa
decimal, o valor arredondado obtido ¢ igual a 1.

O valor médio obtido ¢ praticamente coincidente com o valor da dimensdo fractal
obtido para o tridngulo eqiiilatero.

A dimensdo fractal dos tridngulos isosceles, tomando-se o perimetro e a area, esta

apresentada no quadro 4.
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Triangulo Isosceles

Dimensdo Fractal

Calculada

De origem bibliografica

lado = 6¢cm e 3cm

1,9348103542

lado = 10cm e 5cm

1,9669939242

lado = 14cm e 7cm

1,9619802876

lado =18 cm e 9cm

1,9642177902

lado = 20cm e 10cm

1,9686777634

lado = 24cm e 12¢cm

1,9804070015

lado = 30cm e 15¢cm

2,0189547896

lado = 36¢cm e 18cm

1,9827551941

Media aritmética

1,9723496380

Intervalo de confianca 1%

P(1,889007241<x<2,055692035)

Quadro 4 — Dados dos tridngulos isdsceles: perimetro e area

O triangulo isdsceles, analisando perimetro e area, apresentou comportamento

semelhante ao tridngulo eqiiilatero no qual ndo houve tendéncia de aumento da dimensdo

fractal com o aumento do triangulo.

A dimensao fractal dos triangulos escalenos, tomando-se somente o perimetro, esta

apresentada no quadroS5.

Tridngulo Escaleno

Dimensdo Fractal

Calculada De origem bibliografica

lado = 3cm, S5¢cm e 7cm 0,9870582744
lado = 5¢m, 7cm e 9cm 0,9729386604
lado=7cm, 9cm e 11cm 0,9909533280

lado=9cm, 11cm e 13cm 0,9837117046 1
lado=13cm, 15cm e 17cm 0,9972418270
lado=17cm, 19cm e 21cm 0,9897941715
lado =21cm, 23cm e 25cm 0,9989245915
lado =25cm, 27c¢m e 29cm 0,9983164098
Média aritmética 0,9898673110

Intervalo de confianca 1%

P(0,9789868033<x<1,000747939)

Quadro 5 — Dados dos triangulos escalenos: perimetro

O comportamento da dimensdo fractal do triangulo escaleno ¢ o mesmo das figuras

analisadas anteriormente.

A dimensao fractal dos triangulos escalenos, tomando-se o perimetro e a area, esta

apresentada no quadro 6.

Triangulo Escaleno

Dimensédo Fractal

Calculada De origem bibliografica
lado =3cm, Scm ¢ 7cm 2,0189969620
lado = 5cm, 7cm ¢ 9cm 2,0189511245 2
lado=7cm, 9cm e 11cm 2,0184850796
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Triangulo Escaleno

Dimensdo Fractal

Calculada De origem bibliografica
lado=9cm, 11lcme 13cm 2,0102797203
lado=13cm, 15cm e 17cm 2,0021391930

lado=17cm, 19cm e 21cm

1,9893599482

lado = 21cm, 23cm e 25¢cm

1,9922680981

lado = 25¢m, 27cm e 29cm

2,0160000661

Média aritmética

2,0083100250

Intervalo de confianca 1%

P(1,965466447<x<2,051153603)

Quadro 6 — Dados dos tridngulos escalenos: perimetro e area

O quadro 6, que apresenta os resultados dos tridngulos escalenos analisados como um

todo, o que ratifica o comportamento geral dos tridngulos.

A dimensdo fractal dos quadrados, considerando-se perimetro, estd apresentada no

quadro 7.
Quadrado Dimensao Fractal . .
Calculada De origem bibliografica
lado = 3cm 1,0730430292
lado = 5cm 1,0601374442
lado = 7cm 1,0503503760
lado = 9cm 1,0750983360
lado = 10cm 1,1976374881
lado = 12cm 1,0793793772 1
lado = 15cm 1,0979367970
lado = 18cm 1,0801875872
lado = 20cm 1,0989553504
lado =25cm 1,0732457543
lado = 30cm 1,0841009470

Média aritmética

1,0881884080

Intervalo de confianga 1% | P(1,050944116<x<1,125432700)

Quadro 7 — Dados dos quadrados: perimetro

O valor médio da dimensao fractal obtido foi de 1,088188408. Este valor ¢ superior
aos tridngulos considerando somente o perimetro. Pode atribuir-se este aumento devido ao
fato de que o quadrado tem quatro vértices, enquanto o tridngulo tem trés e a dimensdo fractal
mede a irregularidade do contorno do objeto (Mandelbrot, 1988).

A dimensdo fractal dos quadrados, considerando-se perimetro e drea como um todo,

esta apresentada no quadro 8.

Quadrado Dimensao Fractal

Calculada De origem bibliografica

lado = 3cm 1,9965414994

lado = 5cm 2

1,9986798801
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Quadrado Dimensao Fractal
Calculada De origem bibliografica

lado = 7cm 1,9967324146
lado = 9cm 1,9967324146
lado = 10cm 1,9994771167
lado = 12cm 1,9984292956

lado = 15¢cm 1,9994771167 2
lado = 18cm 2,0000000000
lado = 20cm 1,9995741240
lado = 25cm 1,9997870620
lado = 30cm 1,9999113860
Média aritmética 1,9986674830

Intervalo de confianga 1% | P(1,997746973<x<2,000040746) i

Quadro 8 — Dados dos quadrados: area e perimetro

Os valores do quadro 8 ndo mostram tendéncia com relacdo ao tamanho dos

quadrados.

O valor médio da dimensao fractal dos quadrados foi de 1,9986674830. O intervalo de

confianga ao nivel de 1% compreende o valor da bibliografia. O teste ¢ de Student mostrou

que nao existe diferenca significativa entre o valor médio e o valor esperado a priori.

No quadro 9, constam o valor da dimensdo fractal de retangulos considerando-se

somente o perimetro.

Retangulo

Dimensao Fractal

Calculada

De origem bibliografica

lados = 10 cm x lecm

1,0153336872

lados = 10cm x 3cm

1,0116728347

lados = 10cm x 5cm

1,0227102733

lados = 10cm x 7cm

1,0627244393

lados = 10cm x 9cm

1,0109580551

lados = 15cm x 10cm 0,9732760352
lados = 20cm x 10cm 0,9815502390
lados = 20cm x 15¢cm 0,9664797345
lados = 20cm x 18cm 0,9978231110
lados = 20cm x 25¢cm 0,9945638293

Média aritmética

1,0037092242

Intervalo de confianga 1%

P(0,9750150311<x<1,03240341)

Quadro 9 — Dimensdo fractal dos retangulos: perimetro

O valor médio correspondente ao retangulo foi 1,0037092242, ¢ um pouco menor que

o valor médio da dimensao fractal do quadrado, porém maior que o valor correspondente aos
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tridngulos, confirmando a tendéncia de que quanto maior o numero de vértices, maior a

dimensdo fractal.

No quadro 10 consta o valor da dimensdo fractal de retdngulos considerando-se

perimetro e area.

Dimensdo Fractal

Retangulo Calculada De origem bibliografica
lados =10 cm x lem 1,9887258057
lados = 10cm x 3cm 2,0096488486
lados = 10cm x 5cm 1,9993412343
lados = 10cm x 7cm 2,0113068983
lados = 10cm x 9cm 2,0547094829

lados = 15¢cm x 10cm

1,9994771167

lados = 20cm x 10cm

1,9997388141

lados = 20cm x 15¢m 2,0225127048
lados = 20cm x 18cm 2,0468828849
lados = 20cm x 25¢m 2,0235904979

Média aritmética 2,0155934280

Intervalo de confianga 1%

P(1,993467869<x<2,037718987)

Quadro 10 — Dimensao fractal dos retangulos: perimetro e area

O comportamento do retdngulo ¢ o mesmo analisado para o quadrado.

A seguir, apresentam-se o valor da dimensdo fractal das circunferéncias.

Circunferéncia

Dimensao Fractal

Calculada

De origem bibliografica

Circunferéncia de raio = 3cm

1,0191627639

Circunferéncia de raio = 5cm

1,0969094613

Circunferéncia de raio = 7cm

1,0464165340

Circunferéncia de raio = 9cm 0,9804604611
Circunferéncia de raio = 18cm 0,9868736947
Circunferéncia de raio = 20cm 0,9989682708
Circunferéncia de raio = 23cm 0,9755105730
Circunferéncia de raio = 25cm 0,9617329595

Circunferéncia de raio = 30cm

1,0154562964

Média aritmética

1,009054557

Intervalo de confianga 1% P(0,9622098966<x<1,055899217) )

Quadro 11 — Dimensao fractal da circunferéncia: perimetro

O valor médio encontrado da dimensdo fractal da circunferéncia foi de 1,009054557,
valor este superior ao valor médio dos triangulos e inferior ao valor médio dos quadrados e

dos retangulos.
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Observa-se que o intervalo de confianga ao nivel de 1% abrange o valor bibliografico
correspondente, e considerando-se, a segunda casa decimal os valores sdo coincidentes.

Salienta-se que a circunferéncia, na geometria euclidiana, corresponde a uma
dimensdo 2 e o valor estimado da dimensao fractal pelo método desenvolvido corresponde a
dimensao euclidiana da reta.

A figura circunferéncia ndo possui vértices e, portanto, a priori, deveria ter uma

dimensao fractal menor que a dos triangulos (premissa ndo comprovada).

No quadro 11 estdo apresentados o valor da dimensao fractal dos circulos, salientando-

se que, neste caso, o circulo inclui também a circunferéncia.

, Dimensédo Fractal
Circulo

Calculada De origem bibliografica

Circulo raio = 1,5cm

1,9213391145

Circulo raio = 2,5¢cm

1,9292449078

Circulo raio = 3,5¢cm

1,9399532769

Circulo raio = 4,5¢cm

1,9402397448

Circulo raio = 9cm

1,9486349182

Circulo raio = 10cm 1,9487683296

Circulo raio = 11,5¢cm 1,9493519082

Circulo raio = 12,5¢cm 1,9504663967

Circulo raio = 15c¢m 1,9558172213

Média aritmética 1,9426462020

Intervalo de confianga 1% P(1,942226954<x<1,943065446) )

Quadro 12 — Dimensao fractal dos circulos

O valor médio obtido para o circulo foi de 1,942646202.

O intervalo de confianca do valor da dimensdo fractal obtido ndo inclui o valor
bibliografico. No quadro 11 e 12, nota-se que, aumentando o raio da circunferéncia, aumenta
a dimensdo fractal. Nao foi possivel continuar testando raios maiores, devido a limitacao

pratica de introduzir a figura no meio computacional.

A seguir, estdo apresentados os resultados da figura tapete de Sierpinski.

Tapete de Sierpinski

Dimensao Fractal

Calculada

De origem bibliografica

Tapete de Sierpinski 1

1,8881841163

Tapete de Sierpinski 2

1,8882602573

Tapete de Sierpinski 3

1,8692637650

Tapete de Sierpinski 4

1,8625445293

Tapete de Sierpinski 5

1,8656945890

Tapete de Sierpinski 6

1,8881615264

Tapete de Sierpinski 7

1,8880324242

1,8928
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Tapete de Sierpinski

Dimensdo Fractal

Calculada

De origem bibliografica

Tapete de Sierpinski 8

1,8986991388

Tapete de Sierpinski 9

1,8966588258

Tapete de Sierpinski 10

1,9040112810

Tapete de Sierpinski 11

1,9050751216

Média aritmética

1,886780506

Intervalo de confianga 1%

P(1,872550074<x<1,901010938)

Quadro 13 — Dimensao Fractal do tapete de Sierpinski

A dimensdo fractal media do tapete de Sierpinski foi de 1,886780506, valor este

praticamente igual a 1,8928 (os valores seriam iguais se o valor estimado para a dimensdo

fractal fosse arredondado até a segunda casa decimal) e que ndo difere significativamente ao

nivel de 1% do valor que consta em bibliografia, Anton (2001). Observa-se no quadro 13 que

o intervalo de confianga abrange o valor bibliografico.

A dimensdo fractal das demais figuras fractais cldssicas e sua respectiva dimensdo

fractal calculada estdo apresentadas a seguir.

Triangulo de Sierpinski

Dimensdo Fractal

Calculada

De origem bibliografica

Tridngulo de Sierpinski 1

1,5711984296

Tridngulo de Sierpinski 2

1,5795473199

Tridngulo de Sierpinski 3

1,5836281455

Tridngulo de Sierpinski 4

1,5838509719

Tridngulo de Sierpinski 5

1,5762367985

Tridngulo de Sierpinski 6

1,5944424587

Tridngulo de Sierpinski 7

1,5740462990

Tridngulo de Sierpinski 8

1,5990853019

Tridngulo de Sierpinski 9

1,5883526726

Tridngulo de Sierpinski 10

1,5871694258

1,5849

Média aritmética

1,5837557820

Intervalo de confianga 1%

P(1,554927526<x<1,612584038)

Quadro 14 — Dimensao Fractal do tridngulo de Sierpinski

Curva de Koch

Dimensdo Fractal

Calculada

De origem bibliografica

Curva de Koch 1

1,2886919301

Curva de Koch 2 1,2809570355
Curva de Koch 3 1,2714315597
Curva de Koch 4 1,2736414278
Curva de Koch 5 1,2899515527
Curva de Koch 6 1,2604677381
Curva de Koch 7 1,2935590469
Curva de Koch 8 1,2693524885

1,2618
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Curva de Koch

Dimensdo Fractal

Calculada

De origem bibliografica

Curva de Koch 9

1,2672965785

Curva de Koch 10

1,2887013973

1,2618

Média aritmética

1,2784050760

Intervalo de confianga 1%

P(1,241197926<x<1,315612226)

Quadro 15 — Dimensao Fractal da curva de Koch

Dimensdo Fractal

Snow Flake Calculada De origem bibliografica
Snow Flake 1 1,2842212239
Snow Flake 2 1,3055752774
Snow Flake 3 1,2825376303
Snow Flake 4 1,2606905042

Snow Flake 5

1,2612175820

Snow Flake 6

1,2603864917

Snow Flake 7

1,2719250958

Snow Flake 8

1,2753660767

Snow Flake 9

1,2821994121

Snow Flake 10

1,2707461113

1,2618

Média aritmética

1,2754865400

Intervalo de confianca 1%

P(1,230013660<x<1,320959420)

Quadro 16 — Dimensao Fractal do snow flake

Dimensdo Fractal

A ilha de Minkowski Calculada De origem bibliografica

A ilha de Minkowski 1 1,4872243024

A ilha de Minkowski 2 1,4966122225

A ilha de Minkowski 3 1,4990751472

A ilha de Minkowski 4 1,5395701250

A ilha de Minkowski 5 1,5021822267 15

A ilha de Minkowski 6 1,4909108039 ’

A ilha de Minkowski 7 1,4561278842

A ilha de Minkowski 8 1,4810843430

A ilha de Minkowski 9 1,4889989932

A ilha de Minkowski 10

1,5387343522

Média aritmética

1,4980520390

Intervalo de confianca 1%

P(1,416305141<x<1,579798937)

Quadro 17 — Dimenséo Fractal da ilha de Minskowski

Curva de Peano

Dimensdo Fractal

Calculada

De origem bibliografica

Curva de Peano 1

1,7163228567

Curva de Peano 2

1,7094340615

Curva de Peano 3

1,7353480626

1,736
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Curva de Peano Dimensao Fractal
Calculada De origem bibliografica

Curva de Peano 4 1,7377977804

Curva de Peano 5 1,7405483968

Curva de Peano 6 1,7292174863

Curva de Peano 7 1,7346594815 1,736
Curva de Peano 8 1,7124269239

Curva de Peano 9 1,7461436553
Curva de Peano 10 1,7549445224

Média aritmética 1,7316843220

Intervalo de confianga 1% P(1,683283859<x<1,780084785) )

Quadro 18 — Dimensao Fractal da curva de Peano

As maiores diferencas encontradas entre a dimensdo fractal calculada e do valor da

bibliografia foram para a curva de Koch e para o snow flake, porém, estas diferencas ndo

foram significativas, comprovadas pelo teste ¢ de Student ao nivel de 1%, como as demais

figuras fractais classicas.

Com a finalidade de testar o método desenvolvido para o calculo da dimensdo fractal

para qualquer tipo de figura, escolheu-se anéis de crescimento da espécie florestal Pinus

elliottii. Nesta aplicagdo, mostra-se a seqiiéncia que se deve realizar para determinar a

dimensao fractal de figuras planas com o programa computacional desenvolvido.

Os moddulos da aplicagdo, a partir da imagem original, consistem: limiariza¢do e

deteccgdo de borda.

A imagem original do disco esta apresentada na Figura 19.

Figura 19. Imagem original do disco de Pinus elliottii
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A imagem da Figura 19 submetida ao processo de limiarizag¢@o resultou na imagem

apresentada na Figura 20.

Figura 20. Imagem limiarizada do disco de Pinus elliottii

Por ultimo, o processo de deteccdo de bordas teve como resultado a imagem 14.

Figura 21. Imagem de saida para processamento do disco de Pinus elliottii

Aplicando-se o software desenvolvido para os anéis de crescimento de Pinus elliottii

obteve-se os valores apresentados no quadro 14.
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Disco Processado Dimensao Fractal Calculada

1,1189656400

1,1610522677

1,1429153875

1,1540715828

B 1,1657610864

1,1595704887

1,1588299010

1,1307185085

M¢édia aritmética do disco processado 1,1499522550
Intervalo de confianga 1% P(1,148018961<x< 1,149952255)

Quadro 19 — Dimensao fractal calculada dos anéis de crescimento de Pinus elliottii

A dimensao fractal dos anéis de crescimento da espécie florestal esta compreendida
entre 1,148018961 e 1,149952255, com valor médio 1,149952255 e desvio padrio de
o =0,000138112.

Comparando a dimensao fractal obtida para os anéis de crescimento, com a dimensdo
fractal da circunferéncia, observa-se que este parametro detectou uma maior irregularidade
dos anéis de crescimento nesta comparacdo fornecida pela sua dimensdo fractal (dimensao
fractal da circunferéncia = 1,0090 e dimensdo fractal de anéis = 1,149952255). Segundo
Mandelbrot (1991), a dimensao fractal ¢ um parametro da irregularidade do contorno de uma
figura.

Destaca-se que a determina¢do da dimensao fractal dos anéis de crescimento realizou-
se em verdadeira grandeza, e a da circunferéncia variou-se a medida do raio.

Ao variar o tamanho da circunferéncia ndo se observou um aumento significativo da
dimensdo fractal, portanto, ndo foi confirmado o afirmado por Harrison (1992), que com o
aumento da figura, aumenta a irregularidade e, portanto, sua dimensdo fractal. A dimensdo
fractal da circunferéncia varia em torno de sua média.

Nao foram encontrados na bibliografia a dispersdo dos valores da respectiva dimensao
fractal, isto €, ndo foram fornecidas a precisdao com que foram determinadas. Entretanto, nesse

trabalho, calculou-se o desvio padrao indicativo da dispersao da estimativa efetuada.
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho, foram realizadas estimativas da dimensdo fractal, com o software
desenvolvido, de reta, figuras geométricas, imagens de figuras fractais cuja dimensdo fractal
estd em bibliografia e também de imagens de anéis de crescimento de espécie florestal.

Determinou-se o intervalo de confianca da variacdo da dimensdo fractal e realizou-se
uma analise comparativa dos resultados.

O uso do software desenvolvido encontrou para o segmento de reta o valor da Dy =
0,9983338335.

A dimensdo fractal média das figuras geométricas e o intervalo de confianga,

analisando-se o nivel de significancia de 1%, foi:

Tridngulo eqiiilatero somente perimetro:
Df=0,9756063675 £ 0,01370882032;
o [Triangulo eqiiilatero perimetro e area:
Df =2,0040662720 £ 0,01541279659;
e [Triangulo Isoscele somente perimetro:
Df =0,9983451404 £ 0,04096125986;
e Triangulo Isoscele perimetro e area:

Df=1,972349638 + 0,08334239656;

e Triangulo Escaleno somente perimetro:

Df =0.989867311 £ 0,01088056783;

e Triangulo Escaleno perimetro e area:

H+

Df=2,008310025 * 0,03109177834;

e (Quadrado somente perimetro:

Df=1,088188408 + 0,01175158303;
e (Quadrado perimetro ¢ area:

Df=1,998667483 + 0,00920510489;
e Retangulo somente perimetro:

Df = 1.003709224 £ 0,09825154092;

e Retangulo perimetro e area:

Df =2,015593428 £ 0,06808283309;
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o Circulo somente perimetro:

Df = 1,009054557 £ 0,04684466038.

o Circulo perimetro e area:

Df =1,942646202 + 0,002881267365

O valor médio obtido para a respectiva dimensdo fractal da reta e das figuras
geométricas ndo teve uma diferenca significativa ao nivel de 1% com relag@o ao valor teérico
esperado (analisando as figuras geométricas somente perimetro e perimetro e area). E o
intervalo de confianca sempre abrangeu o valor da dimensdo fractal que consta na
bibliografia.

A dimensio fractal média das figuras classicas ¢ o intervalo de confianga, analisando-

se simultaneamente no nivel de significancia de 1%, foi:

e Tapete de Sierpinski:
D¢ =1.8881615264+ 0,08879778371;
e Triangulo de Sierpinski:
Dy=1,583755782 +£0,0416305141;
e Curva de Peano:
D¢=1,731684322 £+ 0,01489336660;
o Snow flake:
Df=1,275486540 £ 0,02515443980;
e [Ilha de Minkowski:
D¢ =1,498052039 £ 0,02515443980;
e Curva de Koch:
Dr=1,27845076 £+ 0,01144905847.

Nas figuras fractais classicas, também nao se observaram diferencas significativas nos
niveis de significancia testados e os respectivos intervalos de confianga abrangeram o valor
tedrico, comportamento semelhantes as figuras geométricas.

Assim, conclui-se com 99% de confianga (ou uma chance de erro de 1%) que os
valores obtidos encontram-se dentro do intervalo de confianca.

Portanto, o programa desenvolvido, aplicando o método Box Counting, apresentou

resultado satisfatorio.
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As figuras geométricas, analisando-se somente o perimetro, apresentaram
praticamente a mesma dimensao fractal. Portanto, ndo houve diferenca entre elas e os valores
calculados correspondem praticamente a dimensao euclidiana da reta.

As figuras geomeétricas, analisando-se perimetro e area, apresentaram praticamente o
mesmo valor da dimensdo fractal. Portanto, ndo houve diferenca entre elas e os valores
calculados correspondem praticamente a dimensao euclidiana do plano.

O programa desenvolvido ndo requer um profundo conhecimento de informatica, ¢

possui uma amigavel interagcdo usuario-maquina.

5.1 Recomendacoes

Recomenda-se determinar a dimensao fractal aplicando-se outras féormulas como, por
exemplo, a de Mandelbroit (L(r)=cr'") com base nos resultados de Richardson, onde

L(r) = aproximagdo do comprimento usando-se segmentos de tamanho », ¢ = constante e

D = dimensdo fractal. A formula de Mandelbroit (1982), denotada por P =cv A4” , sendo
P = perimetro, ¢ = constante, 4 = area ¢ D = dimensdo fractal. Recomenda-se também,
desenvolver um método digital para estimativa da dimensdo fractal em figuras tri-

dimensionais (3D).
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