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RESUMO

APLICACOES DE FUNCOES NA AREA DAS CIENCIAS DA
NATUREZA POR MEIO DO GEOGEBRA

AUTORA: Ana Luiza de Freitas Kessler
ORIENTADORA: Carmen Vieira Mathias.

A partir da implantacdo do ensino Politécnico no Rio Grande do Sul, nota-se de
maneira crescente a necessidade de trabalharmos de forma interdisciplinar,
realizando articulagbes entre as diferentes disciplinas e os assuntos estudados na
escola basica. Assim, surgiu a necessidade de fazer uma ligacdo entre contetdos
estudados em Matematica com aqueles vistos em disciplinas da area das Ciéncias
da Natureza, uma vez que essas necessitam de conceitos matematicos para serem
desenvolvidas. Este trabalho realiza algumas conexdes entre estas disciplinas
utilizando-se dos conhecimentos compartilhados para tornar os conteudos mais
atrativos e conectados a realidade dos alunos. Isso foi feito por meio de oficinas,
aplicadas a alunos de primeiro e segundos anos do ensino médio politécnico de uma
escola publica se Santa Maria, RS, utilizando os conceitos apreendidos no estudo do
tema Funcgles e aplicando estes conceitos na area das Ciéncias da Natureza, ou
seja, em Fisica, Biologia e Quimica, por meio, principalmente da andlise dos
gréficos, realizada com o auxilio do software GeoGebra. Dessa forma, os alunos
foram capazes de estabelecer rela¢des entre o conteido estudado em Matematica e
os diferentes contelddos estudados nas Ciéncias da Natureza, aplicando os
conhecimentos adquiridos para interpretar os problemas propostos das outras

disciplinas.

Palavras-chave: Fungdes; GeoGebra; Interdisciplinaridade.



ABSTRACT

APPLICATIONS OF FUNCTIONS IN NATURE SCIENCES FIELD
USING GEOGEBRA

AUTHOR: Ana Luiza de Freitas Kessler
ADVISER: Carmen Vieira Mathias.

From implementation of Polytechnic teaching in Rio Grande do Sul, note if a
need crescent way the need to work in the interdisciplinary way, performing
articulations among different disciplines and the topics studied in basic school. Thus,
it appeared the need to do a link between topics studied in Math with those studied in
Nature Sciences field, since these need the mathematical concepts to be developed.
This paper does some connections between these disciplines using share knowledge
to become the contents more attractive and connected to the students’ reality. This
was done by means of workshops, applied to students of first and second years of
high polytechnic education in a public school in Santa Maria, RS, using the
apprehended concepts in the study of function topic, and applying these concepts in
the Nature Sciences field, that is, in Physics, Biology and Chemistry, by means,
mainly of graph analysis, developed with the software Geogebra. This way the
students were capable to establish relations between the content studied in
Mathematics and the different contents studied in Nature Sciences field, applying the

acquired knowledge to interpret the proposed problems in other disciplines.

Keywords: Mathematics functions; GeoGebra; Interdisciplinarity
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INTRODUCAO

No ano de 2011 foi introduzida no Estado do Rio Grande do Sul uma nova
proposta de Ensino Médio denominada Ensino Médio Politécnico, a qual passou a
ser implementada no ano de 2012. Segundo a Proposta Pedagogica para o Ensino
Médio Politécnico e Educacao Profissional Integrada ao Ensino Médio (2011 — 2014)
do Governo do Estado do Rio Grande do Sul (SEDUC - RS, 2001). O Ensino Médio
Politécnico tem, em sua concepc¢ao, a base na dimenséao politécnica, constituindo-se
no aprofundamento da articulagcdo das areas de conhecimentos e suas tecnologias,
com os eixos Cultura, Ciéncia, Tecnologia e Trabalho, na perspectiva de que a
apropriacdo e a constru¢cdo de conhecimento embasam e promovem a insercéo
social da cidadania.

O Ensino Politécnico visa ao ensino integrado do ponto de vista curricular,
onde os conteudos devem ser organizados de forma que haja um didlogo entre as
areas do conhecimento, a partir de praticas sociais, priorizando a qualidade do
conhecimento adquirido pelo aluno sobre a quantidade de conteddos apropriados
mecanicamente, dando a esses conteudos significado social e contextualizado com
a realidade.

Nesse sentido, o Ensino Politécnico passa a trabalhar por areas do
conhecimento, onde a Matematica constitui uma area e as disciplinas de Fisica,
Quimica e Biologia constituem a area das Ciéncias da Natureza. Visto essa
particularidade do ensino e a necessidade de produzir materiais para esse fim, o
objetivo principal desta dissertacdo € apresentar e aplicar propostas de atividades
que integrem os conteddos de funcdes estudadas na area da Matematica com

aplicac6es em problemas da area das Ciéncias da Natureza, pois

A compreensdo de que os problemas nao séo resolvidos apenas a luz de
uma Unica disciplina ou éarea do saber desmistifica a ideia, ainda
predominante, da supremacia de uma area do conhecimento sobre outra.

O pressuposto basico da interdisciplinaridade se origina no didlogo das
disciplinas, no qual a comunicacdo é instrumento de interagdo com o
objetivo de desvelar a realidade.

A interdisciplinaridade é um processo e, como tal, exige uma atitude que
evidencie interesse por conhecer, compromisso com o aluno e ousadia para
tentar o novo em técnicas e procedimentos. (SEDUC - RS, 2011, p. 19.).
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Dentre os assuntos estudados na disciplina de Matemética durante o Ensino
Médio, considero, como professora, o estudo de Fun¢cdes um dos mais importantes.
Sua relevancia pode ser justificada, pois este estudo permite expressar relacbes
entre grandezas e modelar situagdes-problema, construir modelos descritivos de
fendmenos, permitindo fazer conexdes entre assuntos dentro e fora da Matematica.

Segundo o PCN+ Ensino Médio Ciéncias da Natureza e Matematica (BRASIL,
2002, p. 121), os problemas de aplicacdo ndo devem ser deixados para o final desse
estudo, mas devem ser motivos e contextos para o aluno aprender fungbes. A
riqueza de situagbes envolvendo funcdes permite que 0 ensino se estruture
permeado de exemplos do cotidiano, das formas gréaficas que a midia e outras areas
do conhecimento utilizam para descrever fendmenos de dependéncia entre
grandezas. Cita como exemplos de aplicagbes para fungbes exponenciais 0
crescimento de populacdes, e para funcdes logaritmicas o estudo do pH® de
substancias, assuntos estes que foram utilizados neste trabalho.

Ainda (BRASIL, 2002, p. 122) destaca a importancia da analise grafica no
estudo das funcdes trigonométricas e a resolucdo de problemas que envolvam
fenbmenos periddicos. No presente trabalho, utilizamos a fun¢édo seno e sua analise
gréfica para aplicar os conhecimentos no estudo da equacdo de uma onda sonora, e
também utilizamos algumas funcfes e suas aplicacbes em movimentos observados
na disciplina de Fisica e na decomposicéo de substancias aprendidos na disciplina
de Quimica.

Para fazer uma boa articulacéo interdisciplinar, acreditamos que é necessario
gue os professores das diferentes areas relacionem as nomenclaturas e o0s
conceitos que sdo envolvidos em mais de uma disciplina, construindo, assim, uma
identidade Unica para o aluno e exigindo dos professores o conhecimento nao sé do
gue se trata da sua disciplina, mas também do que estd sendo tratado nas demais
disciplinas em comum, o que nao é simples ou facil.

Em geral, o estudo de Funcdes é realizado de forma algébrica (férmulas),
grafica e numérica (tabelas). Na escola, muitas vezes damos maior énfase ao

estudo algébrico e por isso é comum que os alunos considerem func¢éo tudo aquilo

! Potencial Hidrogenidnico, que é o indice que indica a acidez, neutralidade ou alcalinidade de um
meio qualquer.
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que tem uma férmula, confundindo com outras formas de identidades mateméticas,
tal como uma equacéao, por exemplo.

O modelo mais utilizado em sala de aula é a partir de uma formula dada, e
constréi-se uma tabela a partir de alguns valores, marcando pontos no plano
cartesiano e ligando esses pontos, obtendo, assim, um esboc¢o do grafico. Para
modificar o modelo, utilizamos, nesta proposta, o software GeoGebra para a
construcdo dos graficos das fungdes e das aplicacdes utilizadas nesta dissertacao,
para que, por meio deste software.

Os aplicativos foram construidos pela autora de forma que os graficos
pudessem ser manipulados, por meio de controles deslizantes, e assim formar
diversos graficos para que os alunos pudessem trabalhar de forma dinamica e agil
com diversos gréficos para realizar a analise de cada fungcédo e seu comportamento.
Além do mais, construimos um Blog para que todas as atividades ficassem de facil
acesso aos alunos e para que possa ter maior abrangéncia para outros alunos.

O presente trabalho constitui-se de cinco capitulos. No capitulo 1, sao
descritos 0s aportes tedricos, iniciando com um breve estudo sobre o uso de
tecnologias na educacédo e sobre o software GeoGebra, seguindo com o estudo
sobre funcdes. No segundo capitulo, descrevemos o caminho para a realizacéo e
aplicacao da proposta, os recursos didaticos utilizados, o publico o qual queremos
abranger com as atividades e onde as atividades foram aplicadas, ou seja, a
metodologia utilizada para a construgcéo desta dissertacao.

No capitulo 3, apresentamos a proposta das atividades que foram realizadas
com os alunos, seus respectivos objetivos, as respectivas respostas esperadas pelo
professor, as respostas obtidas pelos alunos, alguns comentarios sobre a aplicacéo
e a analise dos resultados obtidos apés a aplicacdo das atividades. Por fim, o

capitulo 4 apresenta as consideracdes finais da presente dissertacao.
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1 REFERENCIAIS TEORICOS

1.1 Uso de tecnologias

Diante da evolugdo do uso de tecnologias em nossas vidas e também
relacionadas a educacao, torna-se fundamental que ndés, professores, possamos
introduzir tal uso no cotidiano escolar com o intuito de tornar o ensino mais proximo
aos alunos e fazer com que eles facam parte do processo de producdo do
conhecimento.

Nos ultimos anos, as escolas tém sido equipadas com laboratérios de
informatica, notebooks e outros equipamentos. Recentemente, no Estado do Rio
Grande do Sul, os professores atuantes em sala de aula também receberam tablets,
mas estes acabam sendo pouco ou nada utilizados pela comunidade escolar, uma
vez que os professores ndo dominam a tecnologia e muitos desconhecem os
recursos disponiveis que podem ser aplicados no ensino. Temos aqui uma zona de
conflito entre a atual realidade de insercdo das tecnologias na educacdo e a
necessidade de adaptacdo dos professores que tiveram suas formacbes em
sistemas educacionais tradicionais de ensino.

Segundo Kenski (2007), ao se falar em novas tecnologias, na atualidade,
estamos nos referindo aos processos e produtos relacionados com 0s
conhecimentos provenientes da eletrdnica, da microeletrbnica e das
telecomunicacdes. Essas tecnologias caracterizam-se por serem evolutivas, ou seja,
estdo em permanente transformacao. Seu principal espaco de agéo é virtual e sua
principal matéria-prima é a informacao.

Como professores, ndo podemos nos privar dessas informacfes em
constante transformac&do, temos que estar acompanhando a evolucdo das
tecnologias e buscando novos conhecimentos que engrandecam nosso trabalho e
gue busquem aprimorar nossas aulas, com o0 objetivo de ajudar no ensino e
aprendizado dos nossos alunos. Nesse sentido, € importante que busquemos
aprender sobre as tecnologias, em particular as digitais, que possam nos auxiliar em

sala de aula, a fim de tornar nossas aulas mais atrativas e mais acessiveis aos
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alunos, fazendo com que os contetdos se tornem algo que faca sentido para eles,
nao simplesmente simbolos e teorias vazias de significado pratico.

Sabemos que a preparacdo de uma aula utilizando um software exige mais
tempo e esforgo extra do professor, uma vez que ele terd que estudar tanto a forma
de abordar os conteldos como o proprio aplicativo a ser utilizado. No segundo
momento, o professor tem que deslocar os alunos até a sala de informéatica, que, na
maioria das vezes, ndo conta com pessoal técnico para a manutencdo das maquinas
e auxilio no laboratério, enfim, ainda sdo muitos os desafios encontrados para este
tipo de atividade ser realizada. Nesse sentido, o professor precisa sentir-se motivado
e preparado para realizar um trabalho diferenciado.

O software utilizado para o desenvolvimento das atividades sobre funcdes e
suas aplicacdes na area das Ciéncias da Natureza deste trabalho foi o GeoGebra,
criado pelo austriaco Markus Hohenwater, o GeoGebra (http://www.geogebra.org) é
um software multiplataforma distribuido gratuitamente, que serve para trabalhar
conceitos de Matematica e que tem uma interface muito simples e de facil utilizacao.
Atualmente, o GeoGebra é denominado como aplicativo de Matemética Dinamica,
com recursos de geometria, algebra, planilhas, graficos, probabilidade, estatistica e
célculos simbdlicos em um anico ambiente. A escolha do GeoGebra deu-se por ser
um software acessivel de forma livre, de interface em portugués, de facil instalacéo,
que permite facil manipulacdo e a visualizacdo grafica e algébrica das funcbes
trabalhadas.

Segundo Rezende (2012), outra vantagem do sofware GeoGebra que foi
bastante explorada nesta dissertacdo é que as funcdes podem ser definidas em
termos de seus parametros, e estes, por sua vez, podem ser alterados
dinamicamente através de controles deslizantes, permitindo aos alunos visualizarem
as caracteristicas variacionais da funcédo (crescimento, concavidade e extremos)
mudam de acordo com cada parametro.

Existe um grande suporte na rede para os usuarios desse software, o proprio
site oficial contém manuais de utilizacdo, além de serem ofertados muitos cursos
sobre sua utilizagdo. Por outro lado, o GeoGebra tem algumas falhas como, por
exemplo, restricbes de dominio de funcdes, mas que podem ser observadas e

contornadas pelo professor.
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Outra ferramenta tecnoldgica utilizada nesta dissertacdo foi o Blog. Essa
ferramenta tem sido muito utilizada como portifolio de aprendizagens e trocas entre
professores e alunos. No caso dessa dissertacdo o Blog construido pela autora
serviu como repositério das atividades estabelecidas para utilizacdo durante as
oficinas com os alunos e também para que 0s mesmos pudessem ter acesso em
outros momentos além da sala de aula. A utilizacdo de um Blog permite o acesso
facilidado dos materiais pelos alunos, também pode abranger um maior nimero de
alunos e professores, pois ao estar disponivel na rede, qualquer um pode ter acesso
as atividades, a qualquer momento e manipular os aplicativos, tendo a possibilidade

de entrar em contato com o autor para esclarecimentos em caso de davidas.

1.2 Fungdes

Este capitulo tem como objetivo servir de base teorica aos professores que
desejarem trabalhar conteidos de funcbes na perspectiva proposta nesta
dissertacdo. Aqui pretende-se descrever funcdes de forma mais ampla para depois
defini-las via suas especificidades. As principais referéncias utilizadas sao livros
didaticos utilizados no Ensino Médio Politécnico como Paiva (2013), Souza (2010a,
2010b), Leonardo (2013a, 2013b) e Fugita (2009a, 2009b). Tais referéncias foram
utilizadas por terem sido distribuidas pelas editoras para a escolha do livro didatico a
ser utilizado pelas escolas a partir de 2015 nas escolas de ensino politécnico e
portanto sdo materiais disponiveis aos professores da rede publica, mas que
separadamente nem sempre dispdem do material necessario para compormos
nossas aulas, por isso foram utilizadas partes de cada livro para compor o
referencial tedrico considerado apropriado pelo autor, e complementado com
Bortolossi (2014.1), Lima (2006) e Lima (2009), além dos autores das disciplinas das
Ciéncias da Natureza.

Segundo Lima et al. (2006), dados os conjuntos X, Y, uma funcdo f: X - Y

(Ié-se “uma funcédo de X em Y) € uma regra que diz como associar a cada elemento
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x € X um elemento y = f(x) € Y. O conjunto X chama-se dominio e Y é o contra-
dominio da funcéo f. Para cada x € X, o elemento f(x) € Y chama-se imagem de x
pela fungcédo f, ou o valor assumido pela fungcdo f no ponto x € X. Também Paiva
(2013a) diz que uma variavel y € dada em funcédo de uma variavel x se, e somente
se, a cada valor de x corresponde a um unico valor de y. A condi¢cdo que estabelece
a correspondéncia entre os valores de x e y € chamada de lei de associacgao.

Na presente dissertacdo, vamos trabalhar com fungbes do tipo f:R — R.
Segundo Paiva (2013), toda funcdo em que o dominio e o contradominio sao
subconjuntos de R é chamada de funcéo real de variavel real. Uma funcéo f pode
ser apresentada simplesmente pela lei de associagdo y = f(x) se, e somente se, 0
dominio de f é o mais amplo subconjunto de R em que f pode ser definida e o
contradominio de f € R.

A nocado de funcéo esta presente em muitas situacées do nosso dia a dia,
pois € um conceito que possibilita analisar duas grandezas que se relacionam em
determinado fendmeno.

A construcao e a interpretacdo de graficos de funcdes requerem a nocao de
plano cartesiano, o plano cartesiano ortogonal de coordenadas, cujo eixo horizontal
€ 0 x, denominado eixo das abscissas, e o eixo vertical y, eixo das ordenadas. Os
eixos x e y se interceptam no ponto denominado origem do sistema cartesiano,
representado por O, e determinam quatro regiées no plano, denominadas
guadrantes. Todo ponto P representado neste sistema tem uma localizacao
determinada por um par ordenado P(x,y), onde x é a coordenada horizontal e y € a
coordenada vertical do ponto. A Figura 1 apresenta um esboco do plano cartesiano.
Salientamos que, em todo o trabalho, as imagens que ndo citam a autoria, foram

produzidas pela autora deste texto.
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¥ 1 eixo das ordenadas

Pquadrante 1 guadrante

eixo das abscissas

20 40 )
Fquadrante s Aquadrante

a4

Figura 1. Representagéo do plano cartesiano

Podemos dizer que o plano cartesiano faz a ligagdo entre a geometria e a
algebra, pois nele ha a correspondéncia entre pontos do plano e pares ordenados de
nameros reais, assim como um par ordenado tem um ponto correspondente no
plano. Dessa forma, problemas geométricos podem ser interpretados

algebricamente e problemas algébricos podem ser interpretados geometricamente.

Observamos que nem sempre um conjunto de pares ordenados representa
uma funcao, e, para verificar se um grafico de fato representa uma funcao, é preciso
verificar se, para cada elemento do dominio, representado pelo eixo x, existe apenas
um unico valor correspondente no contra-dominio, representado pelo eixo y. Um
método simples de verificar essa propriedade é se tracar uma perpendicular ao eixo
x e conferir se esta intercepta o grafico em apenas um ponto, chamado teste das

retas verticais, o que podemos visualizar na Figura 2.

;,
N
e

< Sl i

Figura 2: Grafico da esquerda representa uma fungéo e gréafico da direita nao representa uma
funcéo.
Fonte: Dante (2013, p.52)
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Segundo Lima et al. (2006), uma funcdo f:X — Y chama-se injetiva quando
elementos diferentes de X s&o transformados por f em elementos diferentes de Y.
Ou seja, f € injetiva quando x # x'em X = f(x) # f(x"); diz-se que uma funcéo
f:X =Y é sobrejetiva quando, para qualquer elemento y € Y, pode-se encontrar
(pelo menos) um elemento x € X tal que f(x) = y. Caso a fungéo satisfaca as duas
condigdes, entdo é chamada de bijetiva.

Segundo o mesmo autor, diz-se que a funcdo g:Y — X é a inversa da funcdo
f:X - Y quando se tem g(f(x)) =x e f(g(x)) =y para quaisquer x EX e y €Y.
Evidentemente, g € inversa de f se f é inversa de g. Se uma fungdo possui inversa,
entdo ela € bijetiva.

Ao compararmos grandezas, € importante sabermos a relacdo entre elas,
como se comportam uma em relacdo a outra. Para isso, a seguir, definiremos

proporcionalidade entre grandezas.

As definicbes de proporcionalidade direta e inversa podem ser encontradas
em Fugita (2009). Segundo esse autor, duas grandezas, x e y, sdo diretamente
proporcionais quando satisfazem as seguintes condi¢gdes: o valor de x aumenta e 0

correspondente valor de y também aumenta e a relacdo § € constante, ou seja, § =

k, com k> 0. Também define que duas grandezas, x e y, sdo inversamente
proporcionais quando os valores de x aumentam quando os de y diminuem, e vice-

versa e o produto x - y é constante, ou seja, x -y = k, com k > 0.

Uma nocdo importante, ao se trabalhar funcbes, € a de monotonicidade.
Quanto a esse toépico, Leonardo (2013a) apresenta as seguintes defini¢cdes:

1) Uma funcéo f é crescente em um intervalo do dominio se, e somente se,
para quaisquer valores x; e x, desse intervalo, com x; < x,, tem-se f(x;) < f(x,).

2) Uma funcao f é decrescente em um intervalo do dominio se, e somente se,
para quaisquer valores x; e x, desse intervalo, com x; < x,, tem-se f(x;) > f(x,).

3) Uma funcgéo f é constante em um intervalo do dominio se, e somente se,
para quaisquer valores x; € x, desse intervalo, com x; # x,, tem-se f(x;) = f(x;) =

k, sendo k uma constante real.
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No estudo de func¢des, deparamo-nos com um importante conceito sobre taxa
meédia de variacdo, uma vez que é uma caracteristica das funcdes e nos permite
distinguir diferentes funcdes. Existem funcbes que possuem taxa de variacdo
constante, o que caracteriza ser uma funcéo linear, ao contrario de outras, que tém
taxa de variacdo variada. Nessas funcbes, a taxa de variacdo representa a
inclinacdo da reta tangente ao grafico da funcdo em determinado ponto, mas,
quando aplicamos, por exemplo, no movimento retilineo uniforme (MRU) e
uniformemente variado (MRUV), a taxa de variagdo representa a velocidade do
objeto.

Segundo Paiva (2013), podemos definir o comportamento de uma funcao
através de sua taxa média de variacao.

Para qualquer funcdo y = f(x), a razdo entre a variacdo de y e a
correspondente variacao de valores de x, nessa ordem, € chamada de taxa média
de variacdo de y em relagédo a x, isto &, se A(x,,vy4) € B(xg, yg) sdo dois pontos

_YB=Ya

distintos do grafico da funcdo y = f(x), entdo a razao & ,
Ax XBp—XA

que é igual a

A_y _YA~YB
- ]
Ax XA—XB

gue é a taxa média de variacdo de y em relacdo a x, quando este varia
de x, a xz. Como vimos anteriormente, podemos dizer que taxa média de variacao
de y é diretamente proporcional a variacdo de x. Assim as definicdes 1), 2) e 3),
apresentadas anteriormente, tomam um novo sentido, conforme segue:

i) Uma funcéo é crescente em um subconjunto S do dominio se, e somente
se, a taxa média de variacdo é positiva para quaisquer dois pontos distintos
A(x4,y4) € B(xp,yg) do gréfico, com {x,, x5} CS.

i) Uma funcédo é decrescente em um subconjunto S do dominio se, e somente
se, a taxa média de variacdo é negativa para quaisquer dois pontos distintos
A(x4,v4) € B(xg,yg) do grafico, com {x,, x5} CS.

i) Uma funcdo € constante em um subconjunto S do dominio se, e somente
se, a taxa média de variacdo € nula para quaisquer dois pontos distintos A(x4,y4) €

B(xp,yg) do gréafico, com {x4, xg} CS.
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Uma fungéo pode assumir valores reais, portanto positivos, negativos ou zero,
0 que pode ser verificado através do estudo do sinal da funcéo, que se da de forma
algébrica ou de forma grafica.

Daremos énfase ao estudo do sinal de uma fung¢édo por meio do seu grafico
em que todos os pontos acima do eixo x tém ordenada positiva (y > 0) e todos os
pontos abaixo do eixo x tém ordenada negativa (y < 0). Nos pontos do grafico sobre
0 eixo x, a ordenada é nula (y = 0).

Sendo f uma funcdo de dominio D, dizemos que:

a) f é positiva para um elemento x, com x € D, se e somente se, f(x) > 0;

b) f € negativa para um elemento x, com x € D, se e somente se, f(x) < 0;

c) f é nula para um elemento x, com x € D, se e somente se, f(x) =0;

Neste caso, x é chamado raiz da funcao.

Além do estudo do sinal, trabalhamos de forma intensa com a analise dos
graficos. Sendo assim, existe a necessidade de revisitar algumas transformacodes
gue podem ser feitas nos graficos das funcdes. O que segue foi baseado em no
material disponibilizado Bortolossi (2014).

Dado o grafico de uma fungcdo y = f(x) e uma constante c, vamos observar o
gue ocorre com o grafico da funcéo:

a) gx) = f(x+c)

Ao somar uma constante ¢ a variavel independente x de uma funcdo f tem
efeito geométrico de transladar o grafico de f horizontalmente para direita quando

¢ < 0 ou para esquerda quando ¢ > 0, conforme apresenta a Figura 3.
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Figura 3: Translag&o horizontal de uma funcgéo f.
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b) g(x) =f(x) +c¢
Somar uma constante ¢ a uma funcéo f tem o efeito geométrico de transladar
verticalmente para cima quando ¢ > 0 ou verticalmente para baixo quando ¢ <0 o

grafico de f, conforme apresenta a Figura 4.

o
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Figura 4: Translacédo vertical de uma funcéo f.

c) g(x) = f(c-x)
Multiplicar a variavel independente de uma fungdo f por uma constante ndo
negativa ¢ tem o efeito geométrico de alongar (para 0 < ¢ < 1) ou comprimir (para

¢ > 1) horizontalmente o gréafico de f. A Figura 5 exemplifica essa transformagao.
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Figura 5: Compresséo e alongamento horizontal de uma funcéo f.
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d) g(x) =c-f(x)
Multiplicar uma funcdo f por uma constante ndo negativa ¢ tem o efeito
geométrico de alongar (para ¢ > 1) ou comprimir (para 0 < ¢ < 1) verticalmente o

gréafico de f. Observemos a Figura 6, que apresenta um exemplo do indicado.

—= — — — — = = —
o -
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I
i
3

14 a
1

Figura 6: Compresséao e alongamento vertical de uma funcgéo f.

e) g(x) =—f(x)
Multiplicar uma funcéo f por -1 tem o efeito geométrico de refletir com relacéo

ao eixo x o grafico de f, conforme apresenta a Figura 7.
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Figura 7: Reflexdo uma fungéo f sobre o eixo x.



23

f) g(x)=f(=x)
Multiplicar a variavel independente x de uma fungcdo f por -1 tem o efeito
geomeétrico de refletir com relacdo ao eixo y o grafico de f. A Figura 8 apresenta um

exemplo desse tipo de transformacéo.

)

5 5
g

Figura 8: Reflexdo uma funcéo f sobre o eixo y.

No que segue, vamos revisar alguns conceitos pertinentes a funcéo afim, pois
essa funcdo é importante na descricdo de situacdes cotidianas que envolvem taxas
de variacdo constantes, e, neste trabalho, vamos aplicar os conhecimentos desse
tipo de funcéo no estudo do Movimento Retilineo Uniforme.

Observamos que apresentamos as transformacdes de forma geral, mas

vamos reforcé-las para cada tipo de funcao, que serdo apresentadas na sequéncia.

1.3 Funcgéo Afim

Segundo Fugita (2009a), uma funcdo f:R — R chama-se afim quando, para
todo x € R o valor de f(x) é dado por uma expresséao do tipo f(x) = ax + b, em que

a, b sdo constantes reais.

Existem alguns casos particulares em que a funcao afim definidaem f:R - R
nao se apresenta da forma usual. Sdo eles:

a) f(x)=ax coma # 0eb =0 ¢échamada de funcao linear;
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b) f(x) =b coma = 0e b +# 0 ¢échamada de funcdo constante;

c) f(x)=x coma=1eb =0 ¢échamada de funcao identidade.

O coeficiente a da funcdo afim é a taxa de variagdo da funcdo, ou ainda a € a
variagdo de f(x) por unidade de variagdo de x. Este coeficiente também pode ser
visto como o responsavel pela dire¢cdo da reta em relagdo a horizontal (declividade).
A funcdo afim é caracterizada pela taxa de variacdo (coeficiente a) ser constante

para qualquer intervalo do dominio, e seu grafico é representado por uma reta.

Quanto maior o valor absoluto do coeficiente a, mais a direcdo da reta se
aproxima da posicdo vertical, o que € valido se 0s eixos x e y estdo na mesma
escala. Dadas as fungbes f(x) = ax, g(x) = a;x € h(x) = a,x, com a; >a > a,, a
Figura 9 apresenta uma representacdo grafica dessas fungdes, onde g(x) estd mais

proxima do eixo y por ter a maior taxa de variacao.

flx) =ax

1 hir) = a,x

24

Figura 9: Representacao grafica do comportamento da taxa de variagcdo da funcao afim.

Além disso, a funcéo afim € classificada de acordo com o valor do coeficiente
angular a. Se a >0, f é crescente; se a<0, f é decrescente e se a=0, f €
constante, e a reta que representa o seu grafico € paralela ao eixo horizontal x.

Também o coeficiente linear b da fungdo afim possui importancia na
representacdo gréfica dessa fungédo. Podemos dizer que é o valor inicial da funcao,

ou seja, esse coeficiente determina o ponto de interseccdo da reta com o eixo y. O
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grafico intercepta o eixo das ordenadas quando x = 0 e, portanto, f(0) = b. A Figura

10 apresenta as situagdes acima descritas.

a>0 a<o
v, V) Y a=0
b
b
X N X X
Crescente Decrescente Constante

Figura 10: Graficos da funcéo afim para b > 0.

Ainda tratando da representacao grafica de uma funcao afim, Souza (2013)
afirma que os graficos das funcdes afim g(x) =ax+b e h(x) =ax—b sao
semelhantes ao gréafico da funcéo linear f(x) = ax, porém transladados, da seguinte
forma, para cima no eixo y em b unidades, se b > 0 ou para baixo no eixo y, em

valores absolutos, em b unidades, se b < 0. A Figura 11 apresenta uma ilustracéo

das situacdes acima descritas.

flz) = ax

hir)=ar—>5b

Figura 11: Translacdo de uma fungéo afim.

No que segue, utilizaremos os conhecimentos de funcéo afim no Movimento

Retilineo Uniforme.
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1.3.1 Aplicacdo Fungao Afim

Um dos pontos abordados em nosso trabalho sdo as aplicagbes da funcéo
afim na Fisica. Com isso, necessitamos revisar alguns conceitos pertinentes aos
conteuddos de Movimento Retilineo Uniforme (MRU). Tomamos como base

Sant’anna et al. (2010a) para realizar a revisdo desses conceitos.

Comecaremos revisando o conceito de Cinemética, a parte da Fisica que
estuda o movimento de um corpo. Um corpo estd em movimento quando ha
variacdo de sua posicdo em um intervalo de tempo em relacdo a um referencial, e,
caso nédo haja variacdo da posicao, dizemos que 0 corpo encontra-se em repouso.

Em nosso trabalho, utilizaremos as seguintes notacoes:

t: instante final, ou seja, 0 momento em que o corpo esta na posicao final S;

to. instante inicial, ou seja, 0 momento em que O corpo encontra-se nha
posicéo inicial do movimento S;

At: intervalo de tempo, ou seja, At =t — ty;

S,: posicéo inicial do corpo no instante t = 0;

S: posicao final, posicdo do corpo no instante t;

AS: deslocamento do corpo, ou seja, AS =S — S;

v: velocidade escalar indica a rapidez com que o mével se movimenta.

Observamos que a velocidade é chamada de velocidade escalar média (v,,)

guando esta relacionada a um intervalo de tempo e pode ser calculada através da
~ AS . . . ,
relacdo v, == Se a velocidade for relacionada a um instante, é chamada de

velocidade escalar instantanea. Também denotaremos por a a aceleracdo, que é a

Av
At

grandeza que indica a variacdo da velocidade em um intervalo de tempo a,, =

Segundo Sant’anna et al. (2010a), no MRU, tem-se um corpo deslocando-se
em distancias iguais, em intervalos de tempos iguais, ou seja, estas variacdes sdo
diretamente proporcionais, portanto o corpo desenvolve uma velocidade constante,

gue pode ser descrita através de uma reta. Neste movimento, nao ha diferenca entre
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velocidade média e velocidade instantdnea, a Unica grandeza que varia com a
posicdo é o tempo.

A equacdo matemética que relaciona a posi¢cdo S do mével dependente do
tempo t de percurso € chamada de Funcao Horaria do Espaco de um corpo e € do
tipo

S=8,+vt
em que v € a velocidade escalar constante desenvolvida pelo corpo e S, € a posicao
inicial que ele ocupa na trajetéria. O estudo de um movimento pode ser feito atraves
das fungBes que o descrevem ou através do estudo da representacdo grafica dessas
funcdes.

A funcdo horéria do espaco no MRU é uma funcéo afim cuja variavel é o
tempo t. Logo podemos fazer sua representacdo grafica através de uma reta

representada em um grafico posicao versus tempo (sxt), conforme a Figura 12.

N\ Posicdo

Sprorr P(t,S)

Py (t1,51)

Tempo

Figura 12: Representacgéo grafica da fungdo horéaria do Espago de um corpo em MRU

Aplicando a expressdo de taxa de variacdo aos pontos P(t,S) e P;(t;,S1),

AS S-S . ~ L g ,
obtemos A—t=t—t1=v, logo a taxa de variagcdo do grafico sxt no MRU é a
—t1

velocidade desenvolvida pelo corpo. Portanto o coeficiente angular da funcdo horéaria
do espaco do MRU é dado pela velocidade v.

Quando o corpo se desloca no mesmo sentido da trajetéria, temos v > 0 o
grafico € uma reta crescente e o movimento é chamado de progressivo, caso
contrario, se o corpo se desloca no sentido contrario ao da trajetoria, temos v < 0 a

reta é decrescente e o0 movimento é chamado retrégrado. A posicao inicial S, é o
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coeficiente linear da fungdo horaria do MRU, quando consideramos o inicio do
movimento em t, = 0.

Assim, a Figura 13 apresenta os seguintes graficos sxt do MRU:

S, v>0 v<O0

t N\ t

Figura 13: Gréficos sxt no MRU.

Se o corpo estiver em repouso, ndo héa variacdo da posi¢do do corpo com o
passar do tempo, portanto sua velocidade € nula, e o grafico pode ser representado
através de uma reta paralela ao eixo x que representa o tempo. Ao compararmos
com o grafico de uma funcao afim, podemos dizer que, se 0 corpo esta em repouso,

seu grafico sxt € uma reta constante, conforme a Figura 14.

S v=0

t

Figura 14: Grafico sxt de um corpo em repouso no MRU.

Assim, podemos perceber as relacdes existentes entre os graficos da funcéo
Afim e os graficos do Movimento Retilineo Uniforme estudado na Fisica e aplicar
estes conhecimentos na interpretacdo do movimento. A seguir, definiremos Funcao
Quadratica e, logo apés, exploraremos sua aplicagdo no Movimento Retilineo
Uniformemente Variado, também da Fisica.
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1.4 Funcéo Quadrética

Segundo Leonardo (2013), define-se funcédo quadréatica ou funcédo polinomial
do 2° grau como uma func¢éo f: R —» R quando existem nameros reais a,b e ¢, com
a# 0, tais que f(x) =ax*+ bx+c, para todo x € R. Os nimeros a,b e ¢ S&o

chamados coeficientes da fungdo quadrética.

O gréfico da funcdo quadratica € uma curva chamada parabola. O sentido de
abertura de uma parabola é chamado de concavidade, que pode ser voltado para
cima ou para baixo. Sendo a funcdo quadratica da forma f(x) = ax* + bx + ¢, 0 que
determina sua concavidade é o valor do coeficiente a, se a > 0, a concavidade é
voltada para cima; se a < 0, a concavidade é voltada para baixo.

As abscissas dos pontos de intersec¢do da pardbola com o eixo Ox séo 0s
zeros da funcdo e podem ser determinados algebricamente tomando f(x) = 0. Uma
funcdo quadratica f(x) = ax® + bx + ¢ pode ter dois zeros reais distintos, apenas um
zero real duplo ou néo ter zeros reais. Podemos demonstrar isso da seguinte forma:

Segundo Lima et al. (2006), consideremos o trindbmio
ax’+ bx +c = a[x2+2x+5], a#0
a a
As duas primeiras parcelas dentro do colchete sdo as mesmas do desenvolvimento

do quadrado (x + 2%)2. Completando o quadrado, podemos escrever:

2 2
ax2+bx+c=a[x2+2-2%x+b——b—+£],

4a*> 4a®* a
ou:

b\* 4ac-— bzl
) + T 4q?
2a

ax2+bx+c=al(x+— >
4a
Chamamos esta maneira de escrever o trindmio do segundo grau de forma canonica
do trindbmio.
Para obter as raizes de uma equagao ax® + bx + ¢ = 0, com a # 0, temos:

4ac-b?

=0 (1)

2
ax? + bx + ¢ = 0, se e somente se, (x + %) +

b%-4ac
4a? '

Logo, (x + 2%)2 = (2)
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Dai, x + L = Ybiztac (3)
2a 2a
Portanto x = —2XVbi=tac 4)

2a

A passagem de (2) para (3) s6 tem sentido quando o discriminante A= b* —

4ac € maior ou igual a zero. Caso tenhamos A< 0, a equivaléncia entre (1) e (2)
N . . . ~ . b\%
significa que a equacédo dada ndo possui solucao real, pois (x + Z) nao pode ser

negativo. Se o discriminante é positivo, a equacéo ax® + bx + ¢ = 0 tem duas raizes

reais distintas. Quando A = 0, a equacao tem uma unica raiz real dupla.
Outra caracteristica de uma funcdo quadratica € ter um valor maximo ou
minimo, que corresponde, na curva que a representa, denominada parabola como

um ponto maximo ou minimo, dependendo do sentido de sua concavidade.

De fato, a funcdo f(x) = ax* + bx + c pode ser escrita na forma candnica do

o p\2  4ac-b?
trindbmio do segundo grau, com a > 0. Temos f(x)=a[(x+z) + ]

4a®
apresenta uma soma de duas parcelas. A primeira depende de x e € sempre maior

ou igual a zero. A segunda é constante. O menor valor dessa soma é atingido

7

2
quando (x+%) € igual a zero, ou seja, quando x = —2%. Neste ponto, f(x)

- . ) b
assume seu valor minimo, portanto, o menor valor assumido por f(x) & f(_ﬂ) =

A

b? b p . ,
C_(E) == Se a <0, o valor f(_Z) € 0 maior dos numeros f(x), para

qualquer x € R. Portanto, o vértice da parabola que representa a funcao quadratica
— a2 ; _b _ A
f(x) = ax® + bx + ¢, € o ponto V( e 4a).
Assim podemos perceber que, quando a > 0, a pardbola que representa a
funcdo f tem concavidade voltada para cima e, portanto, o vértice V é o ponto

minimo e a ordenada y, é o valor minimo da fungdo. Desta forma, o conjunto

imagem de f é dado por: Im(f) = {y € R/y = y,} ou Im(f) = [—A oo.

4a’
Quando a < 0, a parabola que a representa tem concavidade voltada para

baixo e, portanto, o vértice IV € o ponto maximo e a ordenada y,, é o valor maximo da
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funcdo; o conjunto imagem de f é dado por: Im(f)={y € R/y <y,} ou
A
Im(f) =] = o, = ~].
Segundo Souza (2013a), analisando o coeficiente a de uma funcao
quadratica, também podemos obter informacdes sobre a abertura da parabola. As
fungbes quadraticas que tém coeficiente a com valores absolutos iguais estédo

relacionados com parabolas de aberturas iguais. Observamos este fato na Figura
15.

Figura 15: Parabolas com mesmo valor absoluto do coeficiente a.

Aquelas que possuem diferentes valores absolutos do coeficiente a estdo

relacionadas a parabolas com aberturas diferentes, conforme a Figura 16.

'\

gx) =3x"+5x+1

Figura 16: Pardbolas com diferentes valores absolutos do coeficiente a.
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Na Figura 17, podemos visualizar que, quanto menor for o valor absoluto do
coeficiente a de uma fungcdo quadratica, maior serd a abertura da pardbola
relacionada a ela. Quanto maior é o valor absoluto de a, maior é a taxa média de

variacdo, conforme foi citado anteriormente neste texto.

-,
ks
.,

Figura 17: Pardbolas com diferentes coeficientes a.

Uma pardbola tem dois ramos, que sdo divididos pelo seu eixo de simetria e
tem como ponto comum o vértice. Quando temos a > 0, a parabola tem um ramo
decrescente seguido de um ramo crescente, se a < 0 a parabola tem um ramo

crescente seguido de um ramo decrescente, conforme a Figura 18.

. Eixo de

P . Vértice

| simetria /

i Ramo

crescente iR

i Ramo
Ramo crescente Ramo
decrescente i decrescente

i Vértice Eixo de

i simetria

a>0 a<o0

Figura 18: Ramos de uma parabola.

A parabola que representa funcdo quadratica f(x) = ax? + bx + ¢ intercepta o
eixo Oy no ponto de ordenada c, ponto de coordenadas (0,c).O coeficiente b de

uma funcdo quadratica indica se a parabola relacionada a esta fungéo intercepta o
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eixo y no ramo crescente ou no ramo decrescente, se b > 0 a parabola intercepta o
eixo y no ramo crescente; se b <0 a parabola intercepta o eixo y no ramo
decrescente e se b = 0 a parabola intercepta o eixo y no vértice. Observamos, na

Quadro 1, os gréficos correspondentes a cada situacao descrita acima.

Interseccao do grafico da
funcdo quadratica a>0 a<o0

f(x) = ax* + bx + ¢ no eixo y

No ramo crescente se
bh>0 7

No ramo decrescente se
b<0

_

No vértice se
b=0

Quadro 1: Interseccéo do grafico da funcdof (x) = ax? + bx + ¢ no eixo y

A seguir, vamos observar simetrias e translacdes que podem ocorrer com 0
grafico da funcdo quadratica.
Podemos observar, na Figura 19, que os graficos das funcées f(x) = ax® e

g(x) = —ax* tém como vértice a origem e sdo simétricos em relacédo aos eixos x e

y.
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Figura 19:; Simetria em relac&o aos eixos x e y.

Os graficos das funcbes de f(x) = ax?+bx+c e f(x) = —ax? + bx + ¢ sdo
simétricos em relacdo a reta y = ¢, paralela ao eixo x, pois a € —a Sao simétricos.

Isso pode ser observado na Figura 20.

flx) = ax® +br +¢

2

Figura 20: Simetria em relagdo ao eixo horizontal.

As pardbolas das func¢@es definidas por g(x) = f(x) —k e h(x) = f(x) + k,
onde f(x) = ax* + bx + ¢, representadas na Figura 21, sdo congruentes a parabola
f(x) = ax* + bx + c, podendo ser obtidas por uma translacdo vertical de k unidades

para cima, se k > 0, ou para baixo se k < 0, no grafico da fungéo f.



35

h(x) =f(x) +k

flx) = ax® + bx + ¢

glx) = fz) -k

Figura 21: Translagéo vertical

As pardbolas definidas por h(x) =a(x—m)?+b(x—m)+c=f(x—m) e
g(x) =alx+m)>+b(x+m)+c=f(x+m) sdo congruentes a f(x) = ax®+ bx +
¢, sendo uma translacdo horizontal de m unidades para a esquerda se m < 0, ou

para a direita do gréafico de f se m > 0. Isso pode ser observado na Figura 22.

h(x) = f(x — m)

iy flx) = ax? + bx 4 ¢

Figura 22: Translacdo horizontal.

Podemos ter mais de uma alteracdo em uma mesma parabola, por exemplo,
uma parabola pode sofrer sucessivas translacdes, uma translacdo horizontal
seguida de uma translacdo vertical e assim seu grafico tera essas duas
caracteristicas. Por exemplo, na Figura 23, temos o grafico de uma funcédo f que
sofreu uma translacéo horizontal seguida de uma translacao vertical dando origem

ao grafico da funcéo g.
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flxz) = ar®+ br +¢

Figura 23: Duas transla¢fes sendo aplicadas na mesma funcéo.

1.4.1 Aplicacdo Funcao Quadratica

Vamos aplicar os conhecimentos adquiridos sobre a Funcdo Quadratica no
estudo do Movimento Retilineo Uniformemente Variado (MRUV), visto na Fisica,
uma vez que sua equacdao horéria é representada por uma funcao deste tipo.

Um corpo em MRUV varia o valor de sua velocidade em um determinado
intervalo de tempo. Em consequéncia, a distancia percorrida pelo corpo em cada
unidade de tempo também varia, de tal maneira que, se sua velocidade estiver
aumentando, estara crescendo o espaco percorrido por unidade de tempo, e vice-
versa. A direcdo do movimento também pode sofrer variacéo.

Neste movimento variado, a velocidade do corpo sofre sempre a mesma
variacdo a medida que o tempo passa, caracterizando a existéncia de aceleracdo
constante durante o movimento, uma vez que a aceleracdo escalar média de um

corpo € a razéo entre a variacdo da velocidade (Av) em um intervalo de tempo (At),

ou seja, a,, = 2
18, am = -

De acordo com Santanna (2010a), no MRUV, a Funcdo Horéaria da

Velocidade de um corpo com velocidade inicial v, e aceleragcéo escalar constante a

pode ser descrita como v = v, + at, onde a velocidade varia linearmente com o
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tempo. O mesmo néo se pode afirmar sobre a posigéo, pois esta aumenta ou diminui
em dependéncia do quadrado do tempo de percurso.

No estudo do movimento de um corpo, € importante poder descrever seu
movimento, sua posicdo ou a variacdo de posicdo em determinado instante de
tempo, e isso € possivel através da analise da Funcdo Horéaria do Espaco s de um
corpo em MRUV com aceleracgéo a, velocidade inicial v,, e posicao inicial s, é dada

por:

1 2
S:SO+U0t+§at

Conforme Artuso (2013), podemos comparar a fung¢do horaria do espaco do
MRUV com uma funcdo quadrética, onde a posi¢cdo no espaco varia com o tempo,
portanto o grafico da posicdo versus tempo no MRUV é representado por uma
parabola. A concavidade da pardbola esté relacionada com a aceleracdo a, se a > 0
sera voltada para cima e se a < 0 a concavidade sera para baixo. Os pontos de
maximo e minimo das curvas correspondem as posi¢cdes em que ocorre a inversao

de sentido do movimento que o corpo apresenta até entdo.

Continuando a comparagdo funcdo horaria do espaco do MRUV
S =5+ vt + %atz, com uma funcdo quadratica f(x) = ax®+ bx + ¢, podemos
verificar que a posicéo inicial s, € a ordenada do ponto de corte do gréfico com o
eixo y, 0 que equivale ao coeficiente ¢ na funcado quadratica, ja a velocidade inicial
v, equivale ao coeficiente b, ou seja, se a velocidade inicial for positiva (v, > 0) a
parabola intercepta o eixo y no ramo crescente; se a velocidade inicial for negativa
(vo < 0) a parébola intercepta o eixo y no ramo decrescente e se a velocidade inicial

for nula (v, = 0) a parabola intercepta o eixo y no vértice. Figura 24.
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Ponto de Inversdo de sentido

So

Ponto de Inverséo de sentido

Figura 24: Graficos representando a Equacédo Horaria do Espaco MRUV

O movimento pode ser classificado quanto ao médulo de sua velocidade, é
retardado quando o médulo da velocidade do movel diminui a medida que o tempo
passa e acelerado quando o moédulo da velocidade do moével aumenta a medida que

0 tempo passa.

A Funcéo Horaria da Velocidade no MRUV definida por v = v, + at pode ser
comparada com uma funcdo afim, pois seus graficos sédo representados por retas,
conforme a Figura 25, cujo grafico velocidade versus tempo é uma reta em que a
aceleracdo determina sua declividade, se a > 0, reta crescente e 0 movimento &
chamado de acelerado e se a < 0, reta decrescente e 0 movimento € chamado

retardado.

a>0 Vﬂ a<0

0

/ t >
\Y \ t
Figura 25: Graficos da Funcéo Horéaria da Velocidade do MRUV

Outra informacdo que o grafico vwversust nos permite verificar € o
deslocamento do mével, que é dado pela area compreendida entre o segmento de

reta que representa a funcao da velocidade e o eixo horizontal.
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Segundo Halliday (2008), a velocidade v é definida em termos da posicédo x
como v = %, logo
V=009
fttol vdt =x; — x, (1)
onde x, é a posi¢cao no instante t, e x; € a posi¢cao no instante t;. A integral definida

do lado esquerdo da equacdo (1) pode ser calculada a partir do grafico de v(t),

como mostra a Figura 26 abaixo. Em patrticular,

ty
f v dt = (area entre a curva da velocidade e o eixo do tempo,de t, a t,).
to

Figura 26: Area que representa o deslocamento do moével.

Um movimento também pode ser classificado como retrogrado quando o
sentido € contrario ao da orientacdo da trajetéria (v < 0) e € chamado progressivo
quando o sentido é o mesmo da orientacdo da trajetéria (v > 0). Podemos verificar a

classificagcdo dos movimentos nos gréaficos da Figura 27.

a>0 2<0
v Movimento VA
progressivo v Movimento
acelerado 0 pProgressivo
S retardado
/ t S
-~
Vo Movflmezto I\flovimento\
retroir[; N retrogrado
rétardado acelerado

Figura 27: Classificagcdo MRUV.

De acordo com Artuso (2013) podemos concluir que o movimento que

antecede a inversao do sentido sera sempre retardado e o posterior movimento sera
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acelerado. Dessa forma, nos instantes em que ocorrem inversdes de sentido do
movimento, a velocidade do corpo sera nula. Isso é apresentado na Figura 28, que

traz a classificacdo do MRUV no gréfico da posicao s versus t.

s | Movimento Movimento
progressivo retrégrado
retardado acelerado

Movimento Movimento
retrégrado progressivo
retardado acelerado

a =10 t / a < () \ t

Figura 28: Classificagdo do MRUV no gréfico s x t

A seguir, apresentaremos 0s conceitos de fungdo exponencial e suas

aplicaces na Quimica e Biologia.
1.5 Funcgéo Exponencial

A funcdo exponencial € uma ferramenta matematica presente na descricdo e
analise de muitas situacbes do nosso cotidiano, tais como juro em aplicacbes
financeiras ou empréstimos, crescimento ou decrescimento populacional,
depreciacdo de um bem, decaimento radioativo de uma substancia, datacdo de

materiais arqueoldgicos etc.

Segundo Lima et al. (2006), a funcdo exponencial possui as seguintes
propriedades, para quaisquer x,y ER: a*-a¥ =a**Y; a' =a; se x<y=a* < a”
qguando a>1 e x<y=a"<a* quando 0<a<1. Outras propriedades
importantes dessa fungéo sédo o fato de ela ser continua, ilimitada superiormente e

ser sobrejetiva.
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Este mesmo autor traz o Teorema da Caracterizacdo da Fungdo Exponencial,
conforme segue: Seja funcdo f:R — R* uma funcdo mondtona injetiva (isto &,
crescente ou decrescente). As seguintes afirmacdes sao equivalentes:

i) f(nx) = f(x)" para todo n € Z e todo x € R;

ii) f(x) = a* paratodo x € R, onde a = f(1);

iii) f(x+y)=f(x)- f(y) para quaisquer x,y € R.

A demonstracédo desse resultado pode ser encontrada em Lima et al. (2006,
p. 183) e tem como principio que: i) acarreta que, para todo numero racional
r =m/n (com m € Z e n € N) tem-se que f(rx) = f(x)". Com efeito, como nr = m,
podemos escrever f(rx)" = f(nrx) = f(mx) = f(x)™, logo f(rx) = f(x)™" =
f(x)". Assim, se pusermos f(1) = a, teremos f(r) = f(r-1) = f(1)" = a” para todo
r € Q. Para completar a demonstragdo de que i) = ii) suponhamos que f seja
crescente, logo 1 = f(0) < f(1) = a. Admitamos, por absurdo, que exista um x € R
tal que f(x) # a*. Digamos, por exemplo, que seja f(x) < a*. Entdo, pelo Lema:
fixado o namero real positivo a # 1, em todo intervalo de R*existe alguma poténcia
a”, com r € Q, existe um numero real f(x) < f(r) < a*. Como f é crescente, tendo
f(x) < f(r) concluimos que x < r. Por outro lado, temos também a" < a*, logo
r < x. Esta contradicdo completa a prova de que i) = ii). As implicagbes restantes,

ii) = iii) e iii) = i) sao Obvias.

Segundo Paiva (2013), define-se funcdo exponencial toda funcéo f: R — R},
tal que f(x) =a*, com a € R} e a # 1. Como a propria definicdo ja mostra, se a
base a =0 e x < 0, a* ndo esta definida em R, podemos observar também que se
a=0ex>0,afuncdo f(x) = a* é constante, e f(x) = 0. Além disso, se a <0, a

funcéo ndo esta definidaem Re sea =1 e x € R, a funcdo é constante, e f(x) = 1.

O gréfico da funcdo exponencial f(x) = a* € denominado curva exponencial.
De modo geral, seu grafico apresenta comportamento crescente se a>1 e
decrescente se 0 < a < 1, a fungdo ndo assume valores negativos ou nulos.

Fugita (2009a) afirma que, quando a >0 tem-se que, ao diminuir
indefinidamente os valores de x, os valores de f(x) também diminuem, podendo se

aproximar muito do zero. Quando 0 <a <1 tem-se que os valores de f(x) se
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aproximam muito de zero quando os valores de x crescem indefinidamente. Assim, o
grafico da funcdo ndo encosta no eixo x e diz-se que esse eixo y=0 € uma

assintota horizontal desse gréfico, conforme observado na Figura 29.

Figura 29: Funcéo f crescente e funcdo g decrescente.

Segundo Fugita (2009a), existem fungbes da forma f(x) = b-a* que séo
obtidas a partir da funcdo exponencial, e sdo denominadas funcbes do tipo
exponencial.

O gréfico de uma funcédo do tipo f(x) =b-a*,comabeR, a>0ea+1,¢é
simétrico em relagdo ao eixo x ao grafico da funcdo g(x) = —b-a*. O eixo x €
assintota horizontal de ambos os gréficos, onde f(x) é crescente e g(x) €
decrescente. Podemos obter o grafico da funcdo g(x) aplicando uma simetria de

reflexdo em relacdo ao eixo das abscissas. Observemos esta simetria na Figura 30.

Figura 30: Simetria de reflexdo em relacdo ao eixo das abscissas.
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Dizemos que o grafico da funcdo f(x) =b-a*,coma,beER, a>0ea+1¢é
simétrico ao eixo y ao gréfico da funcdo g(x) =b-a™*. O eixo x € assintota de
ambos os graficos, onde f(x) € crescente e g(x) é decrescente. Podemos obter o
grafico da funcdo g(x) aplicando uma simetria de reflexdo em relacdo ao eixo das

ordenadas. A Figura 31 exemplifica estes casos.

Figura 31: simetria de reflexdo em relagdo ao eixo das ordenadas.

Dizemos que o gréfico da funcdo f(x) =b-a*,coma,beER, a>0ea+1¢é
simétrico em relacdo a funcdo f(x) =x (bissetriz dos quadrantes impares) ao
grafico da funcéo g(x) = —b-a™*, em que o eixo x € assintota horizontal de ambos.
Podemos obter o grafico da funcdo g(x) aplicando uma simetria de reflexdo em
relacdo ao gréafico da funcéo identidade. A Figura 32 apresenta um exemplo do que

foi descrito.

Figura 32: simetria de reflexdo em relagdo ao grafico da funcgédo identidade.
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O gréfico da fungcdo exponencial f(x) =a* pode sofrer transformacoes
chamadas translagfes horizontais e verticais. Nas transla¢des verticais, o grafico da
funcdo f(x) = a* + k, com k € R tem 0 mesmo formato da funcéo f(x) = a* porém
€ deslocado k unidades para cima, jA o grafico f(x) =a*—k, com kKER é
deslocado k unidades para baixo, conforme apresenta a Figura 33.

J
!
i

v

Figura 33: Translacéo vertical.

Nas transla¢es horizontais, o grafico da funcéo f(x) = a***, com k € R tem
o mesmo formato da fungédo f(x) =a*, porém é deslocado k unidades para a
esquerda, ja o grafico da funcdo f(x) = a** desloca k unidades para a direita,

conforme a Figura 34.

/] ) = 2%

Figura 34: Translacdo horizontal.
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Outro tipo de transformacdo que ocorre no grafico da funcdo exponencial
f(x) = a* é areflexdo que pode ocorrer em relagdo ao eixo x ou em relagdo ao eixo
y. O gréfico da funcdo f(x) = —a* tem o mesmo formato da funcdo f(x) = a”*,
porém é simétrico a esse grafico em relacdo ao eixo x, ja o grafico f(x) =a ™ é

simétrico em relacéo ao eixo y. Observemos este fato na Figura 35.

Figura 35: Reflexao.

Nas funcbes exponenciais também podemos ter a seguinte variagdo f(x) =
a® com d € R. Ao aumentarmos o valor de d em mdédulo, o grafico da funcéo se
aproxima do eixo y, ou seja, se a funcdo é crescente, 0 crescimento ocorre mais

rapidamente, e se for decrescente, o decrescimento € mais rapido conforme a Figura

36.

Figura 36: Exponenciais se aproximando do eixo y quanto maior o valor de |d].

Ao diminuirmos o valor de d em modulo, o grafico da funcéo se aproxima da

reta y = 1. A Figura 37 ilustra esse fato.
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Figura 37: Exponenciais se aproximando da reta y = 1quanto menor o valor de |d]|.

Segundo Dante (2013), uma fungcdo exponencial muito importante € aquela
cuja base é o numero irracional e, f(x) = e*, ou ainda f(x) = b-e**, com a,b € R.
Observamos que sdo funcbes crescentes, pois e = 2,718281 ... Essas funcoes
aparecem com frequéncia nas aplicagbes matematicas e na descricdo de

fendbmenos naturais.

1.5.1 Aplicacdo Fungao Exponencial

Em conformidade com Larson (2008), a lei do crescimento e decaimento
exponencial é definida por: se y € uma grandeza positiva cuja taxa de variacdo com
o tempo é proporcional a quantidade da grandeza presente no instante t, y é da
forma y = Ce** onde C é o valor inicial e k € a constante de proporcionalidade. No
caso de crescimento exponencial, k > 0; no caso de decaimento exponencial, k < 0.

Uma aplicacdo na Biologia € na andlise do crescimento o niumero de bactérias
de uma cultura, descrita em funcéo do tempo t pela funcdo N(t) = N,e%, onde N, é
0 namero inicial de bactérias e a é a taxa de crescimento.

Ao analisarmos o gréfico da funcdo N(t) = N,e%, No é o numero inicial de

bactérias € o ponto de corte do grafico com o eixo y, conforme a Figura 38.
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f(x) = e*

Figura 38: Ponto de corte no eixo y representado por (0, N,).

Temos que a € ataxa de crescimento, ou seja, se aumentarmos o valor de a
o grafico se aproxima do eixo y, ou seja, a populacdo de bactérias cresce mais

rapidamente, como ilustra a Figura 39.

Figura 39: Variac¢ao do coeficientea.

Outra aplicacdo € facilmente encontrada na Quimica, com o estudo da
desintegracdo radioativa de uma substancia, por exemplo, a datacdo com carbono-
14. Chamam-se datacdo as técnicas utilizadas para descobrir a idade de objetos e
vestigios arqueolégicos encontrados na natureza. O método utilizado com o
carbono-14 (C'*) permite verificar com precisdo a idade real da peca analisada,
desde que seja de origem organica.

O is6topo de carbono, o C'* é formado em camadas superiores da atmosfera
por bombardeios de raios césmicos na terra. Os seres vivos absorvem o isétopo por
meio da cadeia alimentar, e, quando o ser morre, cessa a absorcdo de C'4, e a
guantidade existente no organismo passa a desintegrar-se, e € essa informacao que

permite determinar a idade do material analisado.
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Segundo Lima (2009), a meia vida de uma substancia radioativa é o tempo
necessario para que a massa de um corpo formado por aquela substancia se
desintegre pela metade e pode ser calculada segundo a funcdo M(t) = M, -e™*
onde M, € a massa do corpo, a € a taxa de desintegracdo e t é o tempo decorrido.

Ao modificarmos o valor de onde M,, da massa do corpo, estamos fazendo
uma alteracao no ponto de corte do grafico com o eixo y. H4 uma translacéo vertical

no gréafico da funcéo, como podemos observar na Figura 40.

Figura 40: Deslocamento vertical.

Quando alteramos o valor de a, da taxa de desintegracdo da substancia,
estamos alterando a velocidade de decrescimento da quantidade de substancia
contida no corpo. Quando aumentamos este valor, o grafico se aproxima do eixo
vertical, e, portanto, aumenta sua velocidade de decaimento. Porém ao diminuirmos
este valor, o grafico se afasta do eixo vertical, fazendo com que o decaimento seja

mais lento como podemos observar na Figura 41.
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Figura 41: Velocidade de decaimento da quantidade de substancia.

Na sequéncia, vamos apresentar os conceitos de funcao logaritmica e uma

aplicacao desta funcdo em conceitos de Quimica.

1.6 Funcao Logaritmica

A funcéo logaritmica é, na maioria dos livros didaticos, definida como a
inversa da funcdo exponencial. Assim como as fun¢gdes exponenciais exercem um
papel central em diversas areas da ciéncia além da Mateméatica, na Quimica, na
Fisica, na Biologia e na Economia. Véarios problemas do nosso cotidiano e do
universo cientifico relacionam grandezas que crescem ou decrescem através do
produto por taxas constantes, exigindo o conhecimento das fun¢des exponenciais e

logaritmicas.

Lima et al. (2006, p. 194) traz o Teorema da Caracterizagcdo das Funcoes
Logaritmicas conforme segue: Seja f: Rt —» R uma funcdo mondétona injetiva (isto &,
crescente ou decrescente) tal que f(xy) = f(x) + f(y) para quaisquer x,y € R*.

Entdo existe a > 0 tal que f(x) = log, x para todo x € R*.
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A demonstracdo deste fato pode ser encontrada na mesma referéncia e é
dada da seguinte forma: Admitamos f crescente (0 outro caso € tratado igualmente).
Temos por hipotese que f(1) =f(1-1) = f(1) + f(1), logo f(1) = 0. Provemos o
teorema inicialmente supondo que exista a € R* tal que f(a) =1. Depois
mostraremos que isto sempre acontece, logo ndo é uma hipétese adicional. Como f
é crescentee f(a) =1>0 = f(1), tem-se que a > 1. Para todo m € N vale

f@™)=f(a-a-..-a)
=fl@+f(@)+-+f(a)
=14+1+--+1=m

0=f)=f(@m a™)
=f@)+f@™) =m+fla™),
logo f(a™) = —m. Ser =m/ncomm € Z e n € N entdo rn = m, portanto
m = f(a™) = f(a™) = f((@)") =n-f(a")
edaif(a") = % =r. Se x € R é irracional entéo, r, s racionais tem-se:
r<x<s=a <a*<a®*=f@)<f(a*)<f(@)=f(a*) <s.

Assim, todo numero racional r, menor do que x, é também menor do que
f(a*) e todo numero racional s, maior do que x, é também menor do que f(a¥).
Segue-se que f(a*) = x paratodo x € R. Portanto f(y) = log, y para todo y > 0.

Consideremos agora 0 caso geral, em que se tem uma funcdo crescente
g:R* > R, tal que

g(xy) = g(x) + g,
sem mais nenhuma hipotese. Entdo g(1) = 0, como 1 < 2, devemos ter g(2) = b >
0. A nova funcdo f:R* - R, definida por f(x) = g(x)/b, é crescente, transforma
somas em produtos e cumpre f(2) = 1. Logo pela primeira parte da demonstracao,
tem-se f(x) = log, x para todo x > 0. Isto significa que, para todo x > 0, vale
x = 2000 = 29()/b = (21/6)9@) = 9@,
com a = 2%, Tomando log, de ambos os membros da igualdade a9™) = x vem,

finalmente: g(x) = log, x.
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Segundo Paiva (2013), a fungéo logaritmica é toda fungéo f: R} — R tal que
f(x) =log,x, em que b € um numero real, positivo e diferente da unidade. A funcéo
€ crescente quando b >1 e decrescente se 0<b<1. A propriedade que
caracteriza uma funcgéo logaritmica € a de transformar produtos em somas, ou seja,
logp(x; - x3) = logyxy + logyx,.

O gréfico da funcgéo logaritmica f(x) = log,x pode ser obtido por meio do
grafico de uma funcdo exponencial, pois os gréficos de funcdes inversas séo
simétricos em relagcdo ao grafico da funcdo identidade i(x) =x. A Figura 42

apresenta o grafico de uma funcéo crescente.

ra
h

Figura 42: Fungéo exponencial e logaritmica crescentes, simétricas em relagao a funcéo
identidade.

Fugita (2009a), podemos observar que na funcdo logaritmica crescente
f(x) =logyx, com b > 1, se x > 1, a0 aumentarmos x indefinidamente, o valor de
log,x também aumenta indefinidamente; se 0 < x < 1 ao aproximarmos os valores
de x a zero, o valor de log,x decresce indefinidamente.

Ainda segundo o mesmo autor, podemos observar que, na fungéo logaritmica
decrescente f(x) =logy,x, com 0<b<1l, se x>1, ao aumentarmos x
indefinidamente, o valor de log,x também decresce indefinidamente; se 0 < x < 1,
ao aproximarmos os valores de x a zero, o valor de log,x cresce indefinidamente,

conforme ilustra a Figura 43.
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F1NE i(x) = x

Figura 43: Fungao exponencial e logaritmica decrescentes, simétricas em relagdo a fungao
identidade.

O grafico da funcéo logaritmica f(x) = log,x pode sofrer transformacdes se a
funcdo logaritmica for do tipo g(x) = log,(x + k), em que b é um numero real,
positivo e diferente de 1 e k € um nuamero real, seu grafico sofre uma translacdo
horizontal de k unidades para a esquerda se k > 0, e para a direita se k <0. A

Figura 44 ilustra esse fato.

|
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Figura 44: Translagéo horizontal da funcao logaritmica.

Outro tipo de transformacao que podemos observar é a reflexdo sobre o eixo
x. Isso ocorre quando temos fungbes do tipo g(x) =k -log,(x), em que b é um
namero real, positivo e diferente de 1 e k € um namero real negativo, conforme a
Figura 45.
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Figura 45: Reflexdo da funcdo logaritmica sobre o eixo x.

Quando alteramos k, que é um numero real, o gréafico tem uma mudanca de
inclinacdo, pois a ordenada de cada ponto fica multiplicada por k, conforme ilustra a

Figura 46.

h(x) 5 log, (x) ~—

Figura 46: Mudanca de inclinagéo da fungdo g(x) = k - log, (x).

Mais uma transformacédo possivel no grafico de uma funcéo logaritmica € a
translacao vertical. Esta ocorre em fung¢des do tipo g(x) = log,(x) + k, onde k € um
namero real. Se k > 0 o grafico desloca-se k unidades para cima, e se k<0 o

gréafico se desloca k unidades para baixo, conforme ilustra a Figura 47.
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—

g(x) = logy(x) +2

o
r
wH
s
o

Figura 47: Translacédo vertical da funcéo logaritmica.
1.6.1 Aplicacéo da Fungéo Logaritmica

Uma aplicacdo da funcao logaritmica é a escala pH, que € encontrada na area
Quimica e é bastante conhecida (escala de potencial hidrogénico de uma solucao
aquosa). Segundo Usberco e Salvador (2002), o termo pH foi introduzido, em 1909,
pelo bioquimico dinamarqués Soren Peter Lauritz Sorensen (1868-1939), com o
objetivo de facilitar seus trabalhos no controle de qualidade de cervejas.

A escala de pH é logaritmica, usada para medir a acidez de uma solucgéo, que
depende da concentracdo de ions de hidrogénio na solucdo. Essa concentracao €
representada pelo simbolo [H*] e mols de ions de hidrogénio por litro. A escala de
pH apresenta normalmente valores que variam de zero a quatorze. A expressao

usada para calcular o pH é a seguinte:
pH = colog[H+] ou pH = —log[H+] ou pH = ]og[H_lﬁL]

O valor de [H'] para a 4gua pura é 10, o que significa que o pH da agua pura
€ 7, onde 7 representa o neutro. A substancias cujo pH é menor que 7 sao
chamados acidos. Estas substancias tém gosto azedo. As substancias cujo pH é
maior que 7 sdo chamadas de bases. Estas substancias tém gosto amargo.

Quanto menor o valor de concentracdo de ions de hidrogénio, mais béasica € a

solugéo, conforme ilustra a Figura 48.
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Figura 48: Grafico da concentragdo de ions de hidrogénio da solu¢éo

A utilizacdo do pH na indastria permitiu que processos como producdo de
vacinas, fermentacdes, producéo de leite e derivados fossem realizados por meio de
procedimentos mais adequados. Assim, 0 pH adquiriu importancia no segmento
industrial, permanecendo até os dias atuais, nos quais os estudos envolvendo pH
nao sdo mais de exclusividade dos quimicos, sendo realizados por profissionais de
diversas areas, como farmacéuticos, geélogos e agronomos.

Outro método bastante utilizado em laboratério para verificar a acidez de uma
substancia é o papel de tornassol. Sua faixa de viragem € ampla, ou seja, a troca de
cor, tornando mais dificil fazer a verificacdo através desta técnica, de modo que s6 é
usado para indicar se a solucdo € nitidamente acida (quando fica vermelho) ou
nitidamente basica (quando ele fica azul).

A escala de pH pode ser vista em cores conforme a Figura 49.

Escala de pH

Solugdes Neutras

Solugdes Acidas Solugdes Basicas

4
< ] —
N

01 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14

Figura 49: Escala de pH.
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Na sequéncia, vamos estudar a funcdo Seno, importante funcdo periddica

presente na representacdo de uma onda sonora.

1.7 Funcao Seno

Muitos fendbmenos fisicos e sociais de comportamento ciclico, ou periodico
podem ser modelados por fungdes trigonométricas. E comum encontrarmos
situacles relacionadas a aplicacdo desse conteudo matematico em campos da
ciéncia como Acustica, Astronomia, Economia e Medicina.

Conforme Leonardo (2013b), uma fungdo f:R— R €& chamada funcéo
periddica quando existe um numero real positivo p tal que, para todo x € R,
f(x) = f(x+p). Onde o menor valor positivo de p que satisfaz a igualdade é
chamado de periodo de f.

A funcdo seno surge com frequéncia na modelagem matematica de
fendmenos naturais que apresentam periodicidade. Segundo Fugita (2009b), a
fungcédo f: R — R é denominada fung@o seno quando associa cada numero real x ao
namero real sen(x), f(x) = sen(x). Sua representacdo grafica € a curva chamada

senoide. A Figura 50 apresenta uma ilustracao dessa curva.

f(x) = sen(x)

T
-7 -T2 o 2 i amiz 2

-14

Figura 50: Gréfico da fungao seno.

Podemos observar algumas caracteristicas importantes a partir do grafico da
funcdo seno: temos que a fungdo é limitada e também que a fungéo é periddica e

seu periodo é 2.
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Chamamos de amplitude do grafico a metade da diferenca entre os valores
das ordenadas maxima e minima da funcdo. No caso da funcéo representada na

Figura 51, a amplitude € igual a 1.

ordenada maxima
ordenada minima
} amplitude

Figura 51: curva identificando a amplitude de uma onda.
Fonte: Leonardo (2013b, p. 47)

As funcgdes trigonométricas geralmente sdo combinadas com outras funcgées,
e vamos estudar o comportamento de algumas delas.

Apresentaremos um exemplo da transformacéo grafica g(x) = f(x) + c citada
anteriormente neste texto, que apresenta como efeito geométrico transladar um
grafico verticalmente.

O grafico de uma fungédo f:R — R, tal que f(x) = a+ sen(x), com a € R,
pode ser obtido transladando o grafico da funcdo seno verticalmente em |a|
unidades, de maneira que, quando a > 0, o deslocamento é para cima, e quando

a < 0, o deslocamento é para baixo. Podemos observar os exemplos na Figura 52.

g(x) = 1+ sen(x)

T
-TT -T2 o 2 ™ amf2 2n amif2

Figura 52: Deslocamento vertical.
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A constante a altera a imagem da fungcéo, como podemos observar na Figura
47, ndo ha modificacdo no periodo da funcdo, mas h4 alteracdo em sua imagem. A

imagem da funcao g é Im(g) = [0,1], e que a imagem da funcdo h € Im(h) = [—1,0].

Um exemplo da transformacédo gréfica g(x) = ¢ f(x), citada anteriormente
neste texto, que apresenta como efeito geométrico alongar ou comprimir
verticalmente o grafico da funcao.

Segundo Fugita (2009b), o grafico de uma fungéo f: R - R, tal que f(x) = b -
senx, com b € R, tem amplitude igual a |b|. Além disso, os valores maximo e minimo
do conjunto imagem sao, respectivamente, b e -b. Podemos observar, nos

exemplos apresentados na Figura 53 que ndo hé altera¢do no periodo da funcao.

g(x) = 2 sen(x)

Im(g) = [-2,2] Periodo(f, g, h) =2n

] f(x) = sen(x)
Im(f) =[-1,1]

2 0 e anp - snr2

.24

Figura 53: Graficos de fun¢bes da forma f(x) = b - senx.

Souza (2010b) afirma que a constante b amplia verticalmente o grafico da
funcdo se |b| >1 e comprime verticalmente se |b| < 1. A constante b altera a
imagem da funcéo.

Os graficos das fungdes do tipo f(x) =b-senx e f(x)=—b-senx S&o
simétricos em relacdo ao eixo das abscissas. A Figura 54 ilustra o grafico das

fungbes g(x) = 2 - senx e h(x) = —2 - senx como um exemplo desse tipo de funcéo.
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glx) = 2 sen(x) Im(g) =[-2,2]

34 -

Periodo(g, h) = 2n

T T T
-T2 (] ™2 a2 i |

24

Figura 54: Graficos das fungfes f(x) = b - senx e f(x) = —b - senx

A seguir mostraremos um exemplo da transformacéo gréafica g(x) = f(c - x)
citada anteriormente neste texto, que apresenta como efeito geométrico alongar ou
comprimir horizontalmente o gréfico da funcéo.

Conforme Fugita (2009b), o grafico de uma funcdo f:R - R, tal que f(x) =

sen(c - x), com c € R, tem periodo igual a P = % Ainda Souza (2010b) diz que a

constante ¢ amplia o periodo da funcéo se |c| < 1 e comprime se |c| > 1. Podemos

observar, nos exemplos na Figura 55, que a imagem das fun¢des nao se altera.

B'{x} = 59"(23} Periodo(g) = =

Im(g,h) =[-1,1]

1'/\/\/\/\/

Figura 55: Exemplos de fun¢des do tipo f(x) = sen(c - x)

o

A seguir, mostraremos um exemplo da transformacéo grafica g(x) = f(x + ¢)
citada anteriormente neste texto, que apresenta como efeito geométrico transladar

horizontalmente o grafico da funcao.
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Fugita (2009b) ensina que o gréfico de uma funcédo f:R — R, tal que f(x) =
sen(x + d), com d € [0,2r], pode ser obtido deslocando-se horizontalmente o gréfico
da funcdo seno em |d| unidades para esquerda, quando d > 0, ou para direita,
guando d < 0. Neste caso, ndo ha alteracdo na imagem nem no periodo da funcao,

conforme apresenta a Figura 56.

f(x) = sen(x) glx) = sen [x— Exj

Pf=2x Fg = 2n ) 2

]

Im(f,g,h) = [-1,1]

Figura 56: Deslocamento horizontal da fun¢&o seno.

Notamos, na Figura 56, que a fungdo g(x) = sen(x+>) deslocou-se >

unidades para a esquerda em relagéo ao gréafico da funcéo f(x) = sen x. Ja a funcao

h(x) = sen(x —%) deslocou-se % unidades para a direita em relacdo ao grafico da

fungdo f(x) =senx. As duas fungcdes mantém o mesmo periodo e imagem da

fungéo seno.

Podemos ter todas as variacfes citadas anteriormente huma mesma fungéo e
assim teremos uma fungdo f:R - R, tal que f(x)=a+b-sen(cx+d), com
a,b,ceRcomb=+0ec+#0e de€[02r], onde a imagem dessa funcédo € dada por

[a — |b|,a + |b|] conforme o ilustrado na Figura 57.
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f(x) = a.sen(bx + o) + ¢

g(x) = senx

f(x) = 2 sin (1.5 x + 90°) — 1

Figura 57: Gréfico de uma funcéo do tipo f(x) = a + b - sen(cx + d) comparado a funcédo
g(x) = senx.
Esse tipo de funcdo senoidal € encontrado na modelagem de problemas
fisicos como, por exemplo, na descricdo da equacdo de uma onda. Vamos agora

estudar um pouco mais sobre essa aplicacao.

1.7.1 Aplicacdo Funcao Seno

Segundo Sant’anna (2010b), podemos imaginar que estamos segurando a
extremidade de uma corda, mantendo-a tensionada, sendo que a outra extremidade
fica presa a uma parede. Se fizermos um movimento brusco com a mao na diregao
vertical, veremos essa perturbacdo se propagar pela corda. Essa propagacédo é
também chamada de pulso e é uma reproducdo do movimento da méo pelos pontos
da corda.

Ainda segundo o mesmo autor, se fizermos uma sequéncia de movimentos
verticais com a méao, provocaremos uma série de pulsos propagando-se ao longo da
corda. Essa série de perturbacdes forma o que chamados de onda que pode ser

observada na Figura 58.
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Figura 58: Representag&o de uma onda ao longo de uma corda.
Fonte: Sant’anna (2010b, p.381)

Os pontos mais altos dos pulsos sdo chamados de cristas da onda, e 0s
pontos mais baixos dos pulsos sdo chamados de vales da onda. A distancia de P a
P1 ou de P a P, € chamada de amplitude da onda (4). O niumero de vezes por
segundo que o ponto da corda realiza a trajetéria completa (saindo de P e
retornando a P) define a frequéncia de vibracdo desse ponto e, portanto, a
frequéncia da onda (f). O intervalo de tempo gasto para realizar uma oscilagdo
completa € o periodo (T) da onda.

Durante um periodo, a onda percorre uma certa distancia, denominada
comprimento de onda (1), que pode ser determinado através da distancia entre duas
cristas ou dois vales.

Com essas definicdes, podemos escrever a equacao da velocidade da onda,

gue é determinada pela velocidade de propagacdo dos pulsos no meio, que pode
ser determinado por v = i, onde L é o comprimento da corda e At o tempo gasto
pelo pulso. Se a onda percorre uma distancia 4 em um intervalo de tempo T, entado

L =Ae At = T. Considerando a velocidade da onda constante e que f = % podemos

escrever: v :% Sv=A1-f.
As equacdes da onda séo descritas pela Equagao da Onda:
F(x,t) = Asen(kx — wt),
onde a amplitude A da onda medida em metros; w é a frequéncia angular calculada
por w = 2nf; f € a frequéncia quantificada em hertz (Hz); k = 27” € 0 numero de onda
angular; 2 é o comprimento da onda medido em metros (equivale a uma volta no
ciclo trigonométrico); t é o tempo; x € a posicdo e v é a velocidade de propagacao

de uma onda em um meio é constante e determinada por v = A f. Esta funcdo ndo é
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uma funcdo real a varidveis reais, mas sim uma funcdo f: R* » R, mas como no
Ensino Médio ndo trabalhamos este tipo de funcdo, ndo vamos considerar o tempo
como uma variavel, portanto, trabalharemos a “Equacdo da Onda”’ de forma mais
simples onde o tempo é uma constante logo a funcdo considerada sera F:R — R
F(x) = Asen(kx — wt).

Sendo assim, ao realizarmos o estudo gréfico de cada parametro da funcao
que descreve a equacdo de uma onda, ndo considerando o0 tempo como uma
variavel, podemos perceber as variacbes do som que ocorrem nas qualidades
fisiolégicas do som: altura e intensidade.

A altura do som esta relacionada com sua frequéncia. Quanto maior a
frequéncia sonora, mais agudo € o som, e quanto menor a frequéncia mais grave € o
som.

A intensidade sonora esta ligada a amplitude das vibragdes, e, portanto, a
energia transportada pela onda. Esta qualidade difere o som forte (grande amplitude
€ equivalente a muita energia que € igual a volume alto) e som fraco (pequena
amplitude que equivale a pouca energia e € igual a volume baixo).

Podemos observar, na Figura 59, baseada em Bulegon e Trevisan (2011),

alguns elementos da funcdo que descreve uma onda.

Crista, periodo Crista

N

Imagem

Figura 59: Elementos de uma onda.

Periodo € o intervalo necessario para completar um ciclo completo; imagem é
o intervalo de variacao do valor de f(x), intervalo de variacdo entre um vale e uma
crista; amplitude é a metade da diferenca entre as ordenadas maxima e minima do
gréfico; crista € o ponto maximo que a funcéo atinge e vale é o ponto minimo que a

funcao atinge.
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Comparando as fungdes seno f(x) = a + b -sen(cx + d) e a equagdo da onda
F(x) = Asen(kx — wt) podemos perceber que: a amplitude tem a mesma funcéo do
parametro b, ou seja, a constante A amplia verticalmente o grafico da funcdo se

|A] > 1 e comprime verticalmente se |A| < 1, logo a amplitude A altera a imagem da
~ A 2 P - ~
fungéo. O parametro k = 7" gue é o numero de onda angular, tem a mesma funcéo

do parametro c, a constante k amplia o periodo da funcéo se |k| < 1 e comprime se

21T

|k| > 1, com o novo periodo P = o

A constante wt onde w é a frequéncia angular

calculada por w = 2rtf e t € 0 tempo, que neste caso ndo esta sendo considerado

como uma variavel, tem a mesma funcdo do parametro d da funcdo seno. A
g ~ t .

constante wt translada o gréafico da funcdo em |“’7| unidades para a esquerda se

wt > 0, ou para a direita se wt < 0.

No que segue, apresentaremos a metodologia utilizada e as propostas de
atividades onde pretendemos fazer algumas conexfes entre as disciplinas de
Matematica e da Area da Ciéncia da Natureza.



2 METODOLOGIA

A proposta apresentada nesta dissertacdo foi elaborada para aplicacdo no
Ensino Médio Politécnico, que visa ao trabalho integrado entre a Matematica e as
disciplinas da area das Ciéncias da Natureza.

O contetdo de fungdes é visto no primeiro e segundo anos do Ensino Médio,
por isso sdo sugeridas quatro atividades para o primeiro ano e uma para o segundo
ano. Porém, acreditamos que todas sdo aconselhadas para o terceiro ano, uma vez
que servem de revisdo para concursos de acessos as universidades, como o0 ENEM.

As atividades propostas requerem um conhecimento minimo sobre fungdes,
gue possivelmente o aluno tenha adquirido nas séries finais do Ensino Fundamental,
além disso, os conhecimentos sobre conjuntos numeéricos, intervalos, representacao
de pontos no plano cartesiano e regras basicas de algebra serdo necessarios para
realiza-las.

O projeto foi elaborado e aplicado no final do ano letivo de 2014, em uma
escola estadual de Ensino Médio Politécnico em Santa Maria, do Estado do Rio
Grande do Sul, que dispunha de uma sala de informatica com 15 computadores.
Porém, destes computadores, apenas sete estavam funcionando e tinham acesso a

internet.

Cada oficina proposta trata de um diferente contetdo de fun¢des, logo podem
ser trabalhadas individualmente conforme a necessidade de cada professor. Na
aplicacao na escola, cada oficina foi ofertada em um dia e para uma turma diferente
de alunos, logo abrangemos cinco turmas entre primeiros e segundos anos do
ensino médio, dentro do préprio turno em que estudavam. No caso do primeiro ano
no turno da tarde e o segundo ano no turno da manha, as atividades nao tiveram
carater avaliativo, mas serviram como uma revisdo de conteldos ja estudados
durante o ano letivo.

As funcbes trabalhadas em cada aplicativo produzido pela autora, foram
definidas em termos de seus parametros, par que estes pudessem ser manipulados

dinamicamente por meio de controles deslizantes. Este recurso permite ao aluno
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visualizar diferentes graficos de forma dindmica e assim perceber suas

caracteristicas variacionais como crescimento, concavidade, extremos, entre outros.

Para o desenvolvimento das atividades, foi disponibilizado material impresso
para as duplas, que continha os enunciados das atividades, onde os alunos
deveriam escrever suas respostas. Para facilitar, foram disponibilizadas as
atividades em formato “*.pdf” e os arquivos do aplicativo GeoGebra no Blog
construido pela autora do trabalho (Kessler (2014)), que pode ser acessado pelo link
http://analuizakessler.blogspot.com.br/. A Figura 60 apresenta a tela inicial do

referido Blog.

& - C [ analuizakessler.blogspot.com.br awls
8 G4l o

mais = Proximo blogs analuizakessier@gmail.com Nova postagem Design Sair

AplicacOes de fungdes na area
das Ciéncias da Natureza por
meio do Geogebra

Este blog foi criado com o objetivo de disponibilizar as propostas de atividades, com o uso do software Geogebra, que
«estdo sendo elaboradas para a dissertagdo de mestrado PROFMAT - UFSM da Mestranda Ana Luiza de Freitas
Kessler, sob orientacao da Prof* Carmen Mathias. Estao disponibilizadas 5 propostas de atividades envolvendo alguns
contelidos de Matematica e fazendo aplicagdes em atividades que envolvam alguns contelidos trabalhados nas
Ciéncias da Natureza (Fisica, Quimica e Biologia).

Gomingo, 13 de setembro de 2015
Atividade 1 - Fungdo Afim e MRU

Geogebra 1- Afividade 1- Fungio Afim e MRU
Geogebra 2 - Afividade 1 - Graficos MRU

Atividade 1 Funcéo Afim MRU Arquivo do blog

v 2015(5)
v Setembro (5)

Atividade 1 - Funcdo Afim e Movimento Retilineo Uniforme (MRU) I

Figura 60: Tela inicial do Blog produzido pelo autor.

As atividades foram dispostas através de links facilmente acessados por meio

da internet. A Figura 61 ilustra uma das atividades disponibilizadas.
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[ analuizakessler.blogspot.com.br

Atividade 5 - Funcdo Seno e Ondas

Geogebra 1- Atividade 5 - Funcdo Seno e Ondas
Geogebra 2 - Ouvindo a onda

Atividade 5 Funcéio Seno Ondas

I

Atividade 5 - Fungio Seno e Ondas Sonoras

No estudo de Fungbes Trigonométricas conhecemos & funcio Seno definida
por f(x} = senx que & uma funglo periddica, com periodo igual 8 2x & de dominio
real. E uma fungso limitada de imagem igual a [-1,1] & de amplituds 1.

Mosso objetivo & utilizar os conceitos matematicos estudadaos na andkse grafica
da funcio Seno & aplicarmas estes conhecimentos adquiridos no estudo de ondas,
na Fisica, onde & dada uma interpretagSo mais pritica para cada um dos
parametros da fungdo Seno. Observe na Figura os elementos de uma onda.

Crista, el Crista

[ amgiibg
0
.

Figura: Elementas de uma onta.
= Periode & o intervalo neceseario para completar um ciclo completa.
= Imagem & o intervalo de variagdo do vakor de flx), intervalo de varisgdo entre

um vale e uma crista.

& a metade da difs A entre s maxima & minima do
grafico.
= Crista & o panto maximo que a fungio atinge
= Vale & o ponto minima gue a fungdo atings
Ao generalizarmos a fungdo Seno como fix) = a sen(bx+o) + ¢ com o, b,c €

R oa=n h=0axcn?rl nodemns vanar ns nardmatms @ b e A o 6 verificar

Figura 61: Atividade no Blog

Os alunos foram orientados pela professora (e autora desse trabalho) a abrir
0 arquivo previamente elaborado no software GeoGebra correspondente a cada
atividade que seria executada.

Apoés a aplicacdo, no final de 2014, percebemos a necessidade de fazer
adaptacdes e modificacbes nas atividades, tanto na parte escrita quanto na
implementagcdo concebida via o aplicativo. Assim, foi realizada uma nova aplicagao
das atividades de setembro a outubro de 2015 na mesma escola, agora para grupos
de 15 a 20 alunos.

No ano de 2015, a escola recebeu equipamentos para dois novos laboratérios
de informética. No momento, cada laboratério possui 20 netbooks. Mas continuamos
com as mesmas dificuldades encontradas no ano anterior, pois nem todos os
aparelhos funcionam, e alguns ndo possuem acesso a internet. Desta forma,
optamos por desenvolver as atividades em duplas nos mesmos moldes das oficinas
anteriores.
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Salientamos que, para fim de dissertacao, optamos por apresentar o relato da
aplicacdo das oficinas e atividades realizadas em 2015, visto que ndo existiu a
necessidade de adapta-las novamente. Acreditamos que essa opcdo se justifica,
pois NOsso intuito é apresentar uma proposta funcional aos professores que venham

a realizar a mesma proposta.
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3 PROPOSTA DE ABORDAGEM E RELATO DE APLICACAO

3.1 Introducéao

Nota-se frequentemente a necessidade de fazermos ligacoes entre as
diferentes disciplinas e os assuntos estudados na escola basica, por isso e também
pela imposicdo pelo curriculo integrado, existente nas escolas publicas de Ensino
Médio do estado do Rio Grande do Sul, surgiu a necessidade de fazer uma ligagcéo
entre o estudo da Matemética com as disciplinas da area da Natureza, uma vez que
estas necessitam de conceitos matematicos para serem desenvolvidas. Nada mais
natural entdo que se utilizem dos conhecimentos compartilhados para tornar os
conteddos mais atrativos e conectados a realidade dos alunos. A seguir,
apresentaremos cinco atividades que foram propostas aos alunos acompanhada de
seus objetivos (conforme o Quadro 2), o relato de experiéncia nas turmas onde

foram aplicadas e as analises dos resultados.



Atividade

Descricédo

Objetivo

Duracdo da atividade e
Ano indicado

Funcao Afim e
Movimento
Retilineo Uniforme
(MRU)

Esta atividade relaciona as equacdes e 0s
gréaficos da funcdo Afim com o Movimento
Retilineo Uniforme estudado na Fisica.

Fazer com que o aluno consiga perceber que a variagdo do espaco do MRU é
uma fungdo afim e que seus pardmetros seguem 0S mesmos critérios que 0s
dessa fungdo estudada na matemética. Portanto a atividade deve levar o aluno
a concluir que os conhecimentos utilizados na Matematica para o estudo grafico
da funcéo afim podem ser transferidos para a Fisica e assim tornar mais simples
o estudo do MRU.

2 horas aula

Indicado para alunos do
1° ano do Ensino Médio.

Funcéo Quadratica
e Movimento
Retilineo
Uniformemente
Variado
(MRUV)

Esta atividade estuda a variagdo dos
parametros da funcéo quadratica na parabola
e relaciona-os com os parametros da funcéo
horéaria do espago no MRUV.

Fazer com que o aluno consiga perceber que a variagédo do espaco do MRUV é
uma fungdo quadratica e que seus parametros seguem 0S mesmos critérios que
os dessa funcdo estudada na Matemética. Fazer com que o aluno identifique
que os conhecimentos utilizados na matematica para o estudo grafico da funcéo
quadratica podem ser transferidos para a Fisica e assim tornar mais facil o
estudo do MRUV.

2 horas aula

Indicado para alunos do
1° ano do Ensino Médio.

Funcéo
Exponencial e
Desintegracédo do
Carbono-14 e
Cultura de
bactérias

Esta atividade desenvolve os conceitos da
func@o exponencial a partir da andlise grafica
e, apos, faz duas aplicagdes, uma na Quimica,
envolvendo a desintegragdo do Carbono-14 de
um organismo e outra na Biologia, no estudo
do nimero de bactérias de uma cultura.

Fazer com que o aluno consiga perceber que a expressdo que representa 0
namero de bactérias de uma cultura e a desintegragdo do Carbono-14 sdo
funcBes exponenciais e que seus parametros seguem 0s mesmos critérios que
os dessa funcdo estudada na Matematica. Levar o aluno a concluir que os
conhecimentos utilizados na matemética para o estudo grafico da funcéo
exponencial podem ser transferidos para a Biologia e para a Quimica e assim
facilitar a interpretacédo do problema.

2 horas aula
Indicado para alunos do
1° ano do Ensino Médio.

Funcao
Logaritmica e
Escala pH

Esta atividade desenvolve os conceitos da
funcéo logaritmica por meio da andlise grafica
e, apo6s, faz uma aplicacdo na Quimica,
envolvendo a Escala de pH de uma solucéo.

Fazer com que o aluno faca o estudo gréfico dos pardmetros da fungéo
logaritmica e use os conceitos dessa fungdo estudada na Matematica, no
estudo do comportamento da funcdo da escala de pH de uma substancia
estudada na Quimica e assim facilitar a interpretagéo do problema.

1 hora aula
Indicado para alunos do
1° ano do Ensino Médio.

Funcéo seno e
Ondas sonoras

Esta atividade desenvolve os conceitos da
funcéo periédica seno por meio da sua andlise
grafica. Apos, é feita uma aplica¢@o na Fisica
no estudo das qualidades fisiolégicas do som
a partir da Equacdo da Onda. Acompanha
esta atividade uma atividade pratica audivel
elaborada no GeoGebra.

Fazer com que o aluno consiga perceber que a expressdo que modela uma
onda sonora é uma fungéo senoidal e que seus parametros seguem 0S mesmos
critérios que os dessa fungdo estudada em Mateméatica. Permitir que o aluno
perceba que os conhecimentos utilizados na Matemética para o estudo gréafico
da funcao seno podem ser transferidos para a Fisica e assim tornar mais facil o
seu estudo.

2 horas aula.

Indicado para alunos do
2° ano do Ensino Médio.

Quadro 2: Descricdo de atividades.




A seguir, além da apresentacdo das atividades, colocamos as respostas

esperadas, para posterior comparacdo com as respostas obtidas. Quanto as ultimas,

foram selecionadas aquelas que consideramos mais significativas

trabalho.

no contexto do

3.2 Oficina 1 - Funcao Afim e Movimento Retilineo Uniforme (MRU)

Como descrito no Quadro 2, pretendemos que, por meio dessa oficina, o

aluno consiga perceber que a expressao dada na disciplina de Fisica que modela o

MRU € uma fungéo afim.

Esta oficina foi desenvolvida com um grupo de 10 alunos de

1° ano do turno

da tarde, durante dois periodos. Os alunos tinham nocéao do contetdo de funcao do

primeiro afim por terem trabalhado nas séries finais do ensino fundamental, mas

ainda nédo tinham visto no Ensino Médio, porém ja haviam trabalhado na disciplina

de Fisica o contetdo de MRU.
A interface que foi apresentada aos alunos no GeoGebra

autora e pode ser visualizada na Figura 62.

S(t) = So +ut

s(x) = 1+1x

foi criada pela

Fuﬂgﬁi Afim

Fungdo da posigdo MRU

Figura 62: Aplicativo criado no GeoGebra relativo a Atividade 1.
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A descricdo completa e detalhada da atividade encontra-se no anexo. Na
sequéncia, apresentaremos a oficina desenvolvida com os alunos, seguida das
respostas esperadas.

Ao entrar no laboratério de informatica, os alunos encontraram computadores
com as telas abertas no Blog com as atividades e foram orientados a abrir o arquivo
referente a atividade a ser executada. A seguir, modificando os parametros atraves
dos controles deslizantes e da sequéncia de passos descritas no roteiro, foi possivel
responder as questbes abaixo descritas observando dos graficos gerados na tela
apos a manipulacao dos controles deslizantes:

1. Como se comporta o grafico da funcdo f(x) =b+ ax quando a > 0,
crescente ou decrescente?

Resposta esperada: A funcdo é crescente. Podemos observar um exemplo de

grafico a ser obtido na Figura 63.

-0
¢ Fungio Afim

D Fungdo da posigdo MRU

Figura 63: Gréafico de uma fungdo crescente.

O aluno devera modificar o valor do pardmetro a através do controle

deslizante.

a) O gue ocorre no grafico quando aumentamos o valor de a, com a > 0?

Resposta esperada: Ao _aumentarmos o valor de a temos o grafico mais

proximo ao eixo y, ou seja, aumentamos a inclinacdo do grafico em relacao

a0 eixo x.
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b) O que ocorre com o grafico quando diminuimos o valor de a, com a > 0?

Resposta esperada: Ao diminuimos o valor de a temos o gréafico mais préximo

ao eixo x, ou seja, diminuimos a inclinacdo do gréafico em relacdo ao eixo x.

Podemos observar que o0s alunos conseguiram perceber essa relagéo,

conforme apresenta a Figura 64.

a)
T . 1 . . \ |
OUawndy ouwilwiwnes o @ f e\e Doen Mo Vevihien
«@{JV: s ST ORI N ds_se da v
“Quando aumentamos o a ele fica na vertical aproximando-se do y.”
b)
N Y <1
{9 vow :{J ,»J Wit i ae 6 L = 55 ol .';»**jc'f»‘ ¢ | & e
3(7:{;\\’@7: oD op \* Hz' @ 2 ',§~ () ‘§1 o, 2

“Quando diminuimos o valor de a ele aproxima-se da horizontal.”

Figura 64: Resposta 1.a) e 1.b) de uma dupla de alunos.

2. Como se comporta o grafico da funcdo f(x)=b+ax quando a <0,
crescente ou decrescente?

Resposta esperada: Neste caso a funcdo é decrescente. Podemos observar

um exemplo de gréafica a ser obtido na Figura 65.

Fungdo Afim

D Fungdo da posigdo MRU

Figura 65: Gréfico de uma fungdo decrescente.
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a) O que ocorre no grafico da funcdo f(x) = b + ax quando aumentamos o
valor de a, com a < 0, ou seja, quando aproximamos o valor do parametro
‘a" a zero?

Resposta esperada: Ao aumentarmos o valor de a, com a <0, temos o

grafico mais préximo ao eixo x, ou seja, aumentamos a inclinacdo do gréfico

em relacdo ao eixo x.

b) O que ocorre no grafico quando diminuimos o valor de a, com a < 0?

Resposta esperada: Ao diminuirmos o valor de a, com a < 0, temos o gréfico

mais préximo ao eixo y, ou seja, diminuimos a inclinacdo do grafico em

relacio ao eixo x.

A Figura 66 apresenta a resposta de uma dupla de alunos para essa situacao.
Percebemos, a partir das respostas (semelhantes as apresentadas), que os alunos

conseguiram atingir o objetivo esperado.

“Ta ficando na horizontal.”

b)

“Fica mais vertical.”

Figura 66: Resposta 2.a) e 2.b) de uma dupla de alunos.

3. O gque podemos observar no grafico quando a = 0? Como se chama essa
reta?

Resposta esperada: O grafico torna-se uma reta paralela _ao eixo x. E o

grafico de uma funcdo constante. Podemos observar um exemplo desse tipo

de grafico na Fiqura 67.
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=0

e Fung o Afim
=2
®

DFun;éu da posicdo MRU

Figura 67: Gréfico da funcéo constante.

4. O que ocorre no grafico da funcédo f(x) = b + ax quando variamos o valor do

parametro b? Seb >0ese b <0?

Resposta esperada: Ocorre um deslocamento vertical ha funcédo. O valor de b

€ o valor da intersecdo do grafico com o eixo y. Se b é positivo 0 ponto de

intersecdo da funcdo com 0 eixo y estd acima do eixo x, caso contrario o

ponto esta abaixo de x. Se b = 0 0 ponto de intersecao é a origem.

Neste momento da oficina, esperavamos que 0s alunos mantivessem o

coeficiente a como um valor qualquer e modificassem os valores do coeficiente b.

Alguns alunos tiveram um pouco de dificuldade em visualizar o deslocamento do

grafico em relacdo ao eixo y, citaram o deslocamento em relacdo a esquerda e

direita (conforme a Figura 68 (1)), mas a maioria conseguiu, com o auxilio da

professora, no sentido dos alunos observarem o as alteracGes do gréafico em relagéo

.04

ao eixo y, observar o deslocamento vertical (conforme a Figura 68 (2)).
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“Ele muda a posicao, quanto menor for o “b” mais vai para a esquerda, quanto

maior for vai para a direita.”
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“Se 0 b>0 ele aumenta o valor de y e o caso contrario ele diminui.”

Figura 68: Respostas de duas duplas de alunos para a pergunta 4.
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3.2.1 Aplicagédo na Fisica — Movimento Retilineo Uniforme

Para a segunda etapa da atividade, a aplicacdo na Fisica os alunos foram

instruidos a ativar a caixa Func¢ao da posi¢cdo do MRU no arquivo disponibilizado e

construido por meio do aplicativo GeoGebra e desativar a caixa Funcao Afim, pois

esta segunda etapa visa trabalhar a variacdo do espaco do MRU, que é uma funcao

Afim.

1. Ao relacionar a fungdo horéria do espago s = s¢ + vt com a funcdo afim

f(x) = b+ ax podemos dizer que a posicdo inicial s, do corpo se

comporta conforme o comportamento de que parametro? E a velocidade

escalar v que € constante se comporta como que parametro?

Resposta esperada: A posicao inicial se_comporta como o parametro b e a

velocidade é o pardmetro a. Podemos visualizar um exemplo de equacdo do

MRU na Figura 69.

S(t) = So +ut

5(x) = 1+06x

DFun;i-:- Afirn

So=1

®
Fungdo da posigdo MRU
v=06 Fa0 e posis

Figura 69: Grafico da fun¢éo horéaria do espaco do MRU

2. No MRU quando um corpo se desloca no mesmo sentido da orientacdo da

trajetéria dizemos que o movimento é classificado como progressivo, em

comparacao a funcao afim, diriamos que a funcdo € crescente, logo

podemos concluir que a velocidade é positiva ou negativa?

Resposta esperada: A velocidade é positiva.
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3. No MRU, quando um corpo se desloca no sentido contrario ao da
trajetéria, dizemos que o movimento € retrégrado, em comparacdo a
funcao afim, diriamos que a funcéo € decrescente, logo podemos concluir
que a velocidade é positiva ou negativa?

Resposta esperada: A velocidade é negativa.

4. No MRU, quando um corpo permanece parado, em repouso, dizemos que
sua velocidade é nula, ou seja, v =0. Em comparacdo ao grafico da
funcdo do afim, o que podemos dizer sobre o valor de a e como
chamamos o gréfico desse tipo? O que podemos concluir sobre o gréafico
de um corpo em repouso no MRU?

Resposta esperada: O grafico da funcdo afim onde a =0 é chamado de

funcdo constante. O grafico de um corpo em repouso é uma reta paralela ao

eixo x, e intersecta 0 eixo y no ponto (0, S,).

Observamos que, durante a aplicacdo, os alunos nao tiveram dificuldades

para realizar as atividades de 1 a 4, respondendo de acordo com o esperado.

ApoOs analisar as atividades 1 a 4, os alunos foram convidados a explorar o
aplicativo produzido por Hernandez (2014) e adaptado pela autora que apresenta
uma atividade pratica do que foi estudado anteriormente.

Os alunos foram instruidos a abrir o link “Atividade Funcdo Afim_Graficos do
MRU” que consta no Blog para visualizar as alteracdes que ocorrem no grafico da
posicdo pelo tempo e da velocidade pelo tempo. Para isso deviam modificar a
posicao inicial do movel e observar. Apés, modificar a velocidade, observar o grafico
e o0 deslocamento do carro sobre o eixo. Ao modificar o tempo, o aluno também
poderia acompanhar a posicdo do movel em cada segundo. A Figura 70 apresenta

a imagem do aplicativo utilizado pelos alunos.
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Figura 70: Atividade aplicada do MRU.
Fonte: (Hernandez, 2014) adaptado

Apés a utilizacdo dos aplicativos, os alunos responderam a seguinte questéo.
1. O que vocé observou nesta atividade, confere com as atividades
realizadas anteriormente?

Resposta esperada: Sim

Durante a oficina, percebemos que a maioria dos alunos conseguiu entender
a relacdo entre as atividades propostas. Ao final da atividade, os alunos foram
guestionados sobre suas percepcdes em relacdo ao conteudo trabalhado e as

atividades propostas.

2. Vocé conseguiu fazer relacdo entre o que vocé aprendeu em Matematica
e 0 conteudo da atividade referente ao contedudo abordado na Fisica?
Relate o que vocé achou desta experiéncia.

Resposta Pessoal:

A Figura 71, apresenta algumas respostas obtidas.
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(1)

“Sim. Apesar de usar formulas diferentes, podem se relacionar entre si.”

(2)

“Sim, relacionando com o nosso conteudo de Fisica, &€ ate mais facil.”

Figura 71: Respostas pessoais de duas duplas sobre a atividade.

3.3 Oficina 2 - Funcdo Quadratica e Movimento Retilineo Uniformemente
Variado (MRUV)

Esta atividade tem por objetivo fazer com que o aluno consiga perceber que a
equacdo do espaco do MRUV é uma funcdo quadratica e que seus parametros
seguem 0Ss mesmos critérios que os dessa funcdo estudada na Matematica. O aluno
deve concluir que os conhecimentos utilizados na Matematica para o estudo grafico
da funcdo quadratica podem ser transferidos para a Fisica.

Esta oficina foi desenvolvida para um grupo de 12 alunos do 1° ano do turno
da tarde, durante dois periodos no turno manh&, os alunos tinham nocédo do
contetdo por ter visto funcdo do segundo grau nos anos finais do ensino
fundamental, mas néo tinham visto fun¢éo quadratica no Ensino Médio.

Para esta atividade, foi disponibilizado aos alunos um arquivo, produzido pela
autora e disponibilizado no Blog. A interface do aplicativo foi criada pela autora e

esta conforme apresenta a Figura 72.
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glz) =az®+br+e
glx) = 14x° +2x-0.75
A=V — dac
A =82

Fun;éa Quadratica

1,
s(x) = So + Vox + 3 Ax®

s(x) = 0.8—-02x+=-14%*
Er\ua;ﬁo Horaria do Espago MRUY
DVariagén davelocidade

Figura 72: Atividade funcdo quadratica e MRUV.

A descricdo completa e detalhada da atividade encontra-se no anexo. Na
sequéncia, apresentaremos a atividade desenvolvida pelos alunos, seguida da
resposta esperada.

Ao entrar no laboratério de informatica, os alunos encontraram computadores
com as telas abertas no Blog com as atividades e foram orientados a abrir o arquivo
referente a atividade a ser executada. A primeira atividade trabalhada foi a

denominada Funcéo Quadratica. A Figura 73 apresenta uma imagem do aplicativo.

g
a=12s ;
. g(x) =ax®+ bz +c
7 N
=2 glx) = 1252 + 2 x— 0.75
°
s c=0 A= —dae
* A =175
5 Fun;én Quadriica
4
3
R DEqm;ﬁa Horéria da Espago MRUV
1 Dvanagén da velocidade
o
3 3 \/7 i 2 3 ) 5 [ 7 [] [] 1o T 12 3
2

Figura 73: Grafico de uma funcdo quadratica.

A seguir, modificando os parametros por meio dos controles deslizantes,
observando as modificagcbes nos graficos obtidos e da sequéncia de passos

descritas no roteiro, foi possivel responder as questdes abaixo descritas.
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1. Mantendo os parametros b,c constantes na funcdo g(x) = ax*+bx+c e
variando o parametro a:
a) O que podemos dizer sobre a concavidade da pardbola ao modificar o
parametroa,sea >0esea < 0?

Resposta esperada: Quando a € positivo a concavidade é voltada para cima.

Se a for negativo a concavidade é voltada para baixo.

b) O que ocorre no grafico quando aumentamos o valor de a quando a > 0?

Resposta esperada: O gréafico se aproxima do eixo y, ou seja, a concavidade

da parabola fica mais acentuada, mais fechada.

c) O que ocorre no grafico quando aproximamos de zero o valor de a quando
a>07?

Resposta esperada: O grafico se aproxima do eixo x, ou seja, a concavidade

da parabola fica menos acentuada, mais aberta.

d) O que ocorre no grafico da funcdo quando aumentamos o valor de a
quando a < 0, ou seja, quando tornamos seu valor mais proximo de zero?

Resposta esperada: O grafico se aproxima do eixo x, ou seja, a concavidade

da parabola fica menos acentuada, mais aberta.

e) O que ocorre no grafico quando diminuimos o valor de a quando a < 07?

Resposta esperada: O gréfico se aproxima do eixo y, ou seja, a concavidade

da parabola fica mais acentuada, mais fechada.

Observamos durante a oficina que os alunos ndo apresentaram dificuldades

em relacdo a questéo 1.

2. Ao variar o parametro b na fungdo g(x) = ax® + bx + ¢, e mantendo fixos os
valores de a e c, observe o grafico da funcdo em relacdo a sua trajetoria

guando passa pelo eixo y. Qual é a diferencase b >0o0u b < 0?
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Resposta esperada: Quando b >0 a funcdo ao cortar 0 eixo y tem um

comportamento crescente, se b <0, a0 cortar 0 eixo y tem um

comportamento decrescente. Além disso, o vértice da parabola sofre um

deslocamento.

Nessa atividade, os alunos apresentaram bastante dificuldade em visualizar o
comportamento do parametro b. Eles conseguiram perceber que, quando a >0e o
valor de b > 0 o grafico se move para a esquerda e, se b < 0 o grafico se move para
a direita e se a < 0 ocorre o inverso. Salientamos que o enunciado pedia para
manter a e c fixos. A Figura 74 apresenta a resposta de uma dupla para essa
atividade.

OO wwad hefn  ons & (}{‘\,NMCL ‘

h O i MO e e o

“b > 0 vai para a esquerda; b < 0 vai para a direita.”

Figura 74: Resposta de uma dupla para a questao 2.

3. O que ocorre no grafico da funcdo g(x) = ax* + bx + ¢ quando modificamos
0 parametro c?

Resposta esperada: O parametro ¢ € a ordenada do ponto de corte do gréfico

com o eixo vy, (0,c).

4. Sabendo que o discriminante da equacdo quadratica é A= b*—4.a.c.
Variando os parametros a, b e c, da funcdo g(x) = ax® + bx + ¢ observamos
qgue o valor de A varia. O que podemos perceber em relacdo ao numero de
pontos de corte que o grafico tem com o eixo x em relacdo ao valor de A?
Quando A> 0, A< 0 e A=07?

Resposta esperada: Se A> 0 a funcdo tem duas raizes reais, assim o grafico

toca 0 eixo x em dois pontos; se A= 0 a funcdo tem uma raiz real, assim o

grafico toca 0 eixo x em apenas um ponto, que coincide com o vértice da




83

parabola; se A< 0 a funcdo ndo tem raiz real, assim o grafico ndo intercepta o

eixo x.

Observamos que essa atividade foi relativamente simples e que os alunos

nao tiveram dificuldades para responder as questdes 3 e 4.

Na segunda parte da atividade, fazemos a aplicacdo dos conhecimentos
adquiridos com o estudo de funcdo quadratica no MRUV, e, para isso, os alunos
foram instruidos pela professora a ativar a caixa Equacdo Horaria do Espaco no

MRUV e desativar a caixa da Funcdo Quadratica no aplicativo.
3.3.1 Aplicacéo na Fisica — Funcéo Horaria do Espa¢o no MRUV

Nesta atividade, o esperado € que os alunos relacionem os parametros da
equacdo do MRUV com os parametros estudados na equacédo quadratica. Para isso

o aplicativo apresenta imagem conforme a Figura 75.

DFuﬂgéu Quadratica

1 2
s(x) = So + Vox + > Ar®

08-02x+—--14x

ia do Espago MRUY

s{x) 0.8 —0
Equagdo Horar
DVar\a;éo davelocidade

Figura 75: Gréfico equacao horaria do MRUV.

. ~ ;. 1
1. Ao relacionar a funcdo horaria do espaco s=s0+vot+EAt2 com a

funcdo quadratica g(x) = ax*+ bx + ¢ podemos dizer que a posicdo
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inicial s, do corpo se comporta conforme o comportamento de que
~ . .. ~ 1 . <
parametro? A velocidade inicial v,? A expressao EA gue equivale a

metade do valor da aceleracédo se comporta como que parametro?

Resposta esperada: A _posicdo inicial s, comporta-se _como 0 termo

. . .. A 1 .
independente ¢, a velocidade inicial v, como 0 parametro b e :A equivale ao

parametro a da funcdo quadratica.

Observamos, durante a oficina, que bastava os alunos fazerem alteragbes
nos controles deslizantes e perceberem as alteracdes feitas no grafico para
comparar com a funcdo quadratica, além da comparacédo direta entre as equacoes.

Algumas duplas, porém, compararam 0 parametro a com apenas a aceleracdo A ao

. N 1 .
invés de comparar com EA’ conforme podemos observar nas respostas da Figura

U orncans Aode 200 1 B A A (V.08 o A nac 14 QA AONYY
[ g )
= A . \ < D s
0T ¢ Py A» ccltraeco . ) [SANS Y] AQ Gene Onex O z
‘/3\: NV WIS BoN-Y. ¥l oo o e, ool de  code g
A (;49" N 1 4 i
Ao &) Qe mnidova O  Jocded o 0 b acenn guaim
) : 7 54
AL RO L s Jo-

“Concavidade quem alterava era 0 a agora quem altera € o A — aceberacao.
Ponto de corte era o ¢ que alterava agora quem altera o ponto de corte é 0

S,. Quem mudava os lados era 0 b agora quem muda é o V,.”

)

C A
a = g\(‘m&b‘m&tmﬂ C

Vot - i‘»;»awmg\sa bx

AA: . poccndind ax ™
9 \

” A A 1 PN Il
S, = parametro c; V,t =parametro bx; - A =parametro ax”

Figura 76: Respostas de duas duplas para a questao 1.
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2. Que parametro da equagéo s = sg + vyt + %At2 determina a concavidade

da pardbola que descreve a posi¢cao de um corpo em MRUV? E o que ele

representa no MRUV?

Resposta esperada: %A equivale ao parametro a da funcdo quadratica, logo é

ele que determina a concavidade da parabola que descreve o MRUV. Como

15 é uma constante, é a aceleracao A que determina a concavidade. Temos

na Figura 77 um exemplo com a aceleracdo negativa.

D Fungdo Quadratica
=18
4 . - 1 2
s(x) = So + Voxr + - Az~
Wo=14 2
‘® )
5(x) 18+ 14x+ = (-07) x°
=-0
2 - . .
Equagdo Horaria do Espago MRUV
D\farlagén davelocidade

o 2 E) [} 8 10 12 14 1€

Figura 77: a aceleragcéo determina a concavidade da parabola no MRUV.

3. O que significa o ponto de corte da parabola com o eixo y no grafico da
posicdo no MRUV?

Resposta esperada: O que determina o0 ponto de corte com 0 eixo y € o valor

da posicéo inicial S,.

Observamos, durante a oficina, que os alunos néo tiveram dificuldade em

responder as atividades 2 e 3.

4. Onde, no grafico, podemos identificar a velocidade inicial do movel?
Descreva o que acontece quando esta velocidade é positiva e quando é
negativa.

Resposta esperada: A velocidade inicial pode ser identificada através do

comportamento da funcdo ao passar pelo eixo y, se a funcdo tiver um
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comportamento crescente ao cruzar o eixo y, a velocidade inicial é positiva,

caso contrario é negativa.

Percebemos, nessa atividade, que, assim como 0s alunos apresentaram
dificuldade em responder a questdo 2 sobre fungcdo quadrédtica, que tratava da
variacdo do parametro b, eles tiveram dificuldade em visualizar a resposta esperada
para a questdo 4, e aqueles que haviam entendido a questdo 2 entenderam da

mesma forma a 4.

5. Ative o botdo Variacdo da velocidade e observe a trajetoria descrita pelo
vértice da parabola ao variarmos o coeficiente V,. Observe se o que vocé
verificou anteriormente nas questbes 3 e 4 confere. Relate o que vocé
pode observar em relacdo a variagdo da velocidade inicial e ao tracado do
gréfico.

Resposta esperada: Enquanto a velocidade inicial toma valores positivos, 0s

pontos da trajetdria descrita é crescente, e para valores negativos da

velocidade inicial, os pontos descrevem uma trajetéria decrescente. Podemos

visualizar um gréafico formado no aplicativo na Fiqura 78.

D Fungdo Quadratica

1 »
s(x) = S Vox Ax”
s(x) o + Vox 4 3 I

Equagdo Horaria do Espago MRUV
Vana;éu davelocidade

[ a 10 12 14

Figura 78: variacdo da velocidade

Observamos que os alunos conseguiram visualizar a variacdo da velocidade
por meio da parabola formada. A Figura 79 apresenta a resposta de uma dupla para

essa atividade.
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“Qu

ando a velocidade ¢é positiva o parametro vai crescendo e quando é negativa o

ponto de corte se torna decrescente.”

Figura 79: Resposta de uma dupla para a pergunta 5.

Ao final da atividade, os alunos foram questionados sobre suas percepgdes

em relacéo

ao conteudo trabalhado, conforme segue:

Vocé conseguiu fazer relacdo entre o que vocé aprendeu em Matematica e o

a atividade

referente ao conteddo abordado na Fisica? Relate o que vocé achou

desta experiéncia.

Resposta pessoal:

A Figura 80 apresenta a resposta para duas duplas.

(1)
™ ato i leimonsa - A (oo o e R A ) 53
Lo vy s ara Ml olk Nl
“Muito interessante. Algo que ndo é muito comum em sala de aula.”
(2)
< 7 . : {é . ’
DINid / g Mmoo (nfeicessa
“Sim, é muito interessante.”

Figura 80: Respostas de duas duplas sobre a Atividade 2.

3.4 Oficina 3 - Funcdo Exponencial e Desintegracdo do Carbono-14 e Cultura

de bactérias
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O objetivo desta atividade é fazer com que o aluno consiga perceber que a
expressao que representa o numero de bactérias de uma cultura e a desintegracao
do Carbono-14 sé@o funcdes exponenciais e que seus parametros seguem 0S
mesmos critérios que os dessa fungdo estudada na disciplina de Matematica.

A descricdo completa e detalhada da atividade encontra-se no anexo. Na
sequéncia, apresentaremos a atividade desenvolvida aos alunos, seguida das
respostas esperadas.

Esta atividade foi desenvolvida para um grupo de 17 alunos de 1° ano do
turno da tarde, durante o periodo regular de aula. Os alunos relataram que ainda
nao tinham estudado o conteiddo de Funcdo Exponencial na disciplina de
Matematica.

Ao entrar no laboratério de informatica, os alunos encontraram computadores
com as telas abertas no Blog com as atividades e foram orientados a abrir o arquivo
referente a atividade a ser executada. Nesta atividade, os alunos dispdem da
interface conforme apresenta a Figura 81, para interacdo no aplicativo, a qual foi

produzida pela autora.

No= 31 s
o 1 ©
1,=34 ¢ -
Y 1 b=1
@ h(t) = (1) °
‘\e} c=5
N(t) = Npe™* °
d=1
N(t) — 31 63 4t 1 Fun\,.w-E ponencial °
Cultura de Bactérias
i Mo=T76
@
a=08
@

M(t) = My(1/e)*** _ )
PN Desmtegragan do Carbono 14
M(t) = 7.6 kEJ

Figura 81: Interface da atividade exponencial

A primeira parte da atividade diz respeito ao estudo da funcdo exponencial e

seus parametros. Sua tela de interacdo pode ser observada na Figura 82.
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Atividade 3_Funcdo Exponencial

a=13
Fungéo Exponencial °

T O

It / .
/ Dvew'eare:aa do Carbono 14

Figura 82: Interface para estudo da fun¢do exponencial.

A seguir, modificando os parametros por meio dos controles deslizantes,
observando as modificagbes nos gréficos gerados pelas modificagdes nos
parametros e da sequéncia de passos descritas no roteiro, foi possivel responder as
guestdes abaixo descritas:

1. Por que a definicdo da fungéo exponencial f(x) = ba®* + c dizquea > o e
a+1.
a) O que acontece com o gréafico se a < 0? Resposta esperada: Nao existe 0
b) O que acontece com o grafico se a = 1? Resposta esperada: O gréafico da
funcéo vira uma reta.

Observamos que todos 0s grupos conseguiram visualizar corretamente 0s
graficos obtidos, algumas duplas usaram o termo linear para indicar que o grafico se

torna uma reta, conforme podemos observar na Figura 83.

b) %&&&MW

“auséncia de grafico.”

) ‘grafico se torna linear.”

Figura 83: Resposta pergunta 1.
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2. Vamos explorar o que acontece com o grafico da fungéof (x) = ba** + c se
a>0.

a) Se 0 < a < 1, quanto maior o valor de x, o valor de f(x) aumenta ou diminui?
Ou seja, o gréafico da funcéo é crescente ou decrescente neste intervalo?

Resposta esperada: Quanto maior o valor de x, menor o valor da fungcéo, ou

seja, a funcdo é decrescente neste intervalo. A Figura 84 apresenta um

exemplo.

10 Fungdo Exponencial
D Cultura de Bactérias D

4 DDeslmegra;éu do Carbono 14

4 12 -10 -8 -8 -4 2 o 2 4 8 8 10 12 14 18 18 20

Figura 84: Grafico da fungéo exponencial decrescente.

b) Se a > 1, & medida que aumentamos o valor de x, o valor de f(x) aumenta
ou diminui? Ou seja, o grafico da funcdo é crescente ou decrescente neste
intervalo?

Resposta esperada: Neste caso, quanto maior o valor de x, maior € o valor da

funcdo, ou seja, a funcdo é crescente neste intervalo. Podemos observar um

exemplo de funcdo crescente na Figura 85.
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Fun;'m Exponencial
D Cultura de Bactérias

DDaslmegragén do Carbono 14

-4 -2 o 2 4 L] 8 10 12 14 20

Figura 85: Grafico da fungcéo exponencial crescente.

Mantendo a > o e a # 1, e c fixos, 0 que ocorre quando variamos b na funcao
f(x) =bha*™ +c

Se b > 0 observe o ponto de corte do grafico da funcdo no eixo y.

Se b < 0 observe o ponto de corte do grafico da funcdo no eixo y.

Qual a relacdo entre o valor de b e o ponto de corte do grafico da funcéo
sobre o eixo y?

Resposta esperada: O valor de b é 0o mesmo valor do ponto de corte do

grafico com o eixo y. Ou seja, o ponto de corte com o eixo y é (0,b).

Se b =0 e c =0 como fica o gréfico? E se b = 0 e ¢ # 0 como fica o gréfico?

Resposta esperada: O grafico se torna o proprio eixo x. Se ¢ # 0 o gréfico é

uma reta paralela ao eixo x.

Observamos que os alunos néo tiveram dificuldades em responder as

questdes 1, 2 e 3, e as respostas apresentadas foram conforme o esperado,

Na sequéncia da atividade os alunos sdo orientados a manter a > 0,b=1,d =

1 e acionar a caixa de texto chamada de assintota horizontal disponivel no aplicativo

para responder a pergunta a seguir.

4.

O que podemos dizer sobre o deslocamento do gréafico da funcédo f(x) =

ba® + ¢ quando variamos o parametro c?
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Resposta esperada: Quando variamos o parametro ¢ o gréfico da fungéo se

desloca verticalmente para cima se aumentarmos o valor de ¢ e para baixo se

diminuirmos o valor de c¢. O grafico permanece todo positivo se ¢ > 0.

Podemos encontrar maiores explicacdes sobre isso na pagina 38 do texto.
a) Tal deslocamento altera a imagem da fungéo?

Resposta esperada: Sim, pois 0 deslocamento € vertical.

b) Se aumentarmos o valor de ¢ o que acontece com o gréfico?

Resposta esperada: O grafico se desloca para cima.

c) Se diminuirmos o valor de c o que acontece com o grafico?

Resposta esperada: O gréfico se desloca para baixo.

d) Ao variarmos o valor de c, podemos perceber que o grafico desta funcéo esta
se aproximando de que numero?

Resposta esperada: O _grafico se aproxima da assintota horizontal, que é o

valor de c. Observe na Figura 86 o grafico de uma funcdo exponencial e a

assintota horizontal desta funcao.

10 Fungdo Exponencial o
Dcu\tura de Bactérias

4 D Desintegragdo do Carbono 14

Figura 86: Grafico da fungédo exponencial em destaque a assintota horizontal da funcéo.

Notamos que a maioria dos alunos ndo soube expressar em palavras o
deslocamento vertical do grafico da funcdo em funcdo do parametro ¢, nem a
aproximagdo do grafico com a assintota horizontal, e acreditamos que este fato
possa ter ocorrido por eles ndo terem visto o conteudo de fungdo exponencial na

disciplina de Matematica, e também seus professores podem nao ter comentado em
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aula esse tipo de translacdo. A Figura 87 apresenta algumas respostas produzidas

pelos estudantes.

“
ke,
]
=]
D
+}
[¥]
1

.

AL R vy AY & f}si A £

ey M pporace A8

“Quando variamos o parametro c, seu ponto de corte no y varia de forma

horizontal.”

Figura 87: Respostas das duplas para a questao 4.

Para a questdo a seguir ,0s alunos foram orientados a manter a > 1, b =1,

c=0.

5. Ao aumentarmos o valor do parametro d, com d > 0, podemos observar no

grafico da funcéo f(x) = ba® + ¢ um crescimento mais rapido ou mais lento

para os valores da funcao?

Resposta esperada: O crescimento é mais rapido, pois guanto mais

aumentarmos o valor de d, ao tomarmos um valor fixo de x, obteremos valores

cada vez maiores para a funcao.

6. Ao diminuirmos o valor do parametro d, com d < 0, podemos observar no

grafico da funcdo f(x) = ba** + ¢ um decrescimento mais rapido ou mais

lento para os valores da fungéo?

Resposta esperada: O crescimento € mais lento, uma vez que ao diminuirmos

os valores de d, e tomarmos um valor fixo de x, obteremos valores cada vez

menores para a funcao.

Observamos que os alunos tiveram um pouco de dificuldade em visualizar e

responder as questdes 5 e 6. Foi necesséaria a intervencdo da professora para

explicar que

eles deveriam escolher um valor fixo para o x e comparar o valor de y
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encontrado conforme faziam a variacdo do parametro. S6 apés a explicacdo eles

compreenderam o que estava sendo solicitado.

7. Qual é o dominio da fungdof(x) = ba** + ¢, se a > 0 e a # 1, independente
dos valores dos outros parametros?

Resposta esperada: Todos 0s numeros reais.

Observacdo sobre a aplicacdo: a maioria dos alunos ndo sabia, ou nao
lembrava o que era dominio de uma funcdo, foi necessaria a explicacdo da

professora para eles responderem a questao.
A segunda parte da atividade foi a aplicacdo dos conhecimentos de funcéo

exponencial em atividades da Biologia e da Quimica. A primeira aplicacdo foi na

Biologia, com uma atividade sobre o niumero de bactérias de uma cultura.

3.4.1 Aplicacéo na Biologia — Cultura de bactérias

Para a realizacdo desta etapa da oficina, os alunos tiveram a disposicdo a

interface de iteracdo conforme a Figura 88.

N(t) = Npe®™
N(t) = 31 1 Drmv jo Exponencial
Cullula ds Bactérias D

DDESIMEQ\H;ED do Carbono 14

Figura 88: Atividade 3, aplicagdo na Biologia - cultura de barctérias.

A segquir, foram convidados a responder as seguintes questdes:
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1. Afuncdo N(t) = Noe™ é crescente ou decrescente? Por qué?

Resposta esperada: A funcdo é crescente pois a base e € um numero maior

que um.

Observamos que os alunos nao tiveram dificuldades para responder a esta

questéao.

2. O que ocorre no gréafico da funcdo N(t) = Noe* quando alteramos o valor
do namero inicial No de bactérias dessa cultura?

Resposta esperada: Alteramos o0 ponto de corte do grafico com 0 eixo y.

Notamos que os alunos ndo conseguiram perceber por meio do aplicativo que
0 No era o ponto de corte do grafico com o eixo y. Acreditamos que, se a escala
utilizada fosse menor e o controle deslizante de No tivesse um intervalo menor, 0s
alunos poderiam ter percebido mais facilmente, pois o foi utilizado 1 < No < 100 e os
alunos acabavam mexendo na escala do grafico ao manusea-lo, dificultando

algumas visualizagoes.

3. O que acontece com o numero de bactérias quando aumentamos o valor de
a? O gue isso significa para o crescimento da cultura de bactérias, mais
rapido ou mais lento?

Resposta esperada: O numero de bactérias cresce mais rapidamente quanto

maior o valor de «a.

4. O que acontece com o numero de bactérias quando diminuimos o valor de
a? O que isso significa para a o crescimento da cultura de bactérias, mais
rapido ou mais lento?

Resposta esperada: O numero de bactérias cresce mais lentamente guanto

menor o valor de a.

Percebemos que os alunos tiveram dificuldade em interpretar esta questéao.

Foi necessaria a intervencao da professora, que os orientou a tomar um valor fixo de
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X, e, ao variar o valor de a comparar os novos valores que a funcédo assumia. Assim

os alunos conseguiram compreender como responder as questdes 3 e 4.

A segunda aplicacdo dos conhecimentos adquiridos sobre funcdo exponencial
foi realizada a partir de conceitos aprendidos na disciplina de Quimica, na
desintegracéo radioativa de uma substancia. Neste caso, o Carbono 14, utilizado

para a datacdo de objetos.

3.4.2 Aplicagcdo na Quimica - Desintegracdo Radioativa de uma substancia -

Datacdo com carbono-14.

Para esta parte da atividade, foram disponibilizados aos alunos os applets

produzidos pela autora, conforme apresenta a Figura 89.

h M

14

1 DF‘IM i0 Exponencial
D Cultura de Bactérias D

Mo=7.6
®
a=08
° @
M) = My(1/e)™"
717,08t

M(z) = 7.6 ( )

\E,‘l

Desmteglagén do Carbono 14

Figura 89: Atividade 3 — Aplicacdo na Quimica

A partir da manipulagdo deste aplicativo, por meio dos controles deslizantes

os alunos conseguiram responder as seguintes questdes:

at
1. Afuncao M(t) = M, - (é) € crescente ou decrescente? Por qué?
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Resposta esperada: A funcéo é decrescente, pois a base é 1/e, € um numero

que estaentre 0 e 1.

Observamos que o0s alunos conseguiram perceber que a funcdo é
decrescente, mas algumas duplas consideraram que o grafico se torna uma reta
guando se aproxima do eixo y. Neste caso, uma escala menor ajudaria a perceber
que o gréafico ndo se torna linear, em nenhum momento. Podemos observar duas

respostas dadas a esta pergunta na Figura 90.

a)
“Decrescente, pois os valores diminuem até ficar um grafico linear.”

tDZ (g5 _‘_(.3( (1' e Le

g0 X

)
3
N

5

o

b)

“Decresce ja que se aproxima do eixo x.”

Figura 90: Respostas da pergunta 1.

at
2. O que ocorre com o grafico da funcdo M(t) = M, - G) guando modificamos

o valor de Mo (massa inicial do corpo)? O que isso significa para a quantidade
de C'* na peca analisada?

Resposta esperada: Mo € o valor do ponto de corte do gréfico com o eixo y.

Quanto maior o valor de Mo, maior o valor inicial de Carbono 14 da peca

analisada.

Assim como na atividade aplicada a Biologia, os alunos tiveram dificuldades
em reconhecer o parametro Mo (massa inicial do corpo) como sendo a ordenada do
ponto de corte do grafico com o eixo y. Teoricamente, isso tem a ver com o fato de
e® = 1. Geometricamente, isso tem a ver com uma dificuldade em compreender o
significado de par ordenado (x,y). Apenas uma dupla respondeu corretamente esta
questdo. Neste caso, quanto maior o valor de a mais dificil se torna a visualizacdo
da variacdo da massa inicial no grafico. Acreditamos que deviamos ter fixado o valor

de a = 1, por exemplo, para facilitar o entendimento dos alunos.
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at
3. O que ocorre no grafico da funcdo M(t) = M, - G) guando aproximamos 0

valor de a a zero? O que acontece com a quantidade de C'* na peca
analisada, sabendo que a representa a constante de desintegracdo do C*

em cada material?

Resposta esperada: O decrescimento de carbono no organismo € mais lento

quanto menor for o valor de «. Podemos observar na Figura 91 o grafico da

funcdo quando « = 0,1.

DF\H: 30 Exponencial

[Toumrase s O

Mo=76
L2
a=01

I3

M(t) = My(1/e)™"

(130

Desintegragdo do Carbono 14

Figura 91: Gréfico de desintegracao lenta de C*.

Notamos que 3 das 8 duplas igualaram a a zero, verificando que o grafico
torna-se uma reta paralela ao eixo x, mas infelizmente néo era esse nosso objetivo.
Os alunos fizeram uma leitura equivocada da questdo e ndo conseguiram visualizar
gue a quantidade de substancia diminui mais lentamente. Para uma préxima
aplicacdo da atividade, acreditamos que € necessario um maior acompanhamento e
mais explicacdo do professor nessa questdo para que os alunos compreendam o

gue esta sendo solicitado.

at
4. O gue ocorre no grafico de M(t) = M, - (i) guando aumentamos o valor de

a? O que acontece com a quantidade de C'* na peca analisada, aumenta ou
diminui, mais rapido ou mais lentamente? Sabendo que a representa a

constante de desintegracéo do C'* em cada material?
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Resposta esperada: Quanto maior o valor de a, mais rapido serd o

desintegracdo da substancia. Podemos observar na Figura 92 o grafico da

funcdo quando a = 9,6.

Dcumua de Bactérias D

M) = M,(1/e)*"

Desintegracdo do Carbono 14

717 96t
M(t) = 7.6 ()

4 12 -10 -8 -8 -4 -2 0 2 4 8 8 10 12 14 18 18 20

Figura 92: Gréfico de desintegracao rapida de C*.

Novamente observamos que algumas das duplas igualaram a a zero,
verificando que o grafico torna-se uma reta paralela ao eixo x, mas, como ocorreu ha
atividade, ndo conseguimos cumprir com 0 nosso objetivo. Os alunos fizeram uma
leitura equivocada da questdo e ndo conseguiram visualizar que a quantidade de

substancia diminui mais lentamente.

Ao final da oficina, os alunos foram questionados sobre suas percepcoes a
cerca das atividades e em relacéo ao conteudo trabalhado:

Vocé conseguiu fazer relacdo entre o que vocé aprendeu em Matematica e as
atividades referentes a conteldos abordados na Biologia e na Quimica? Relate o
gue vocé achou desta experiéncia.

Resposta pessoal:

Podemos observar algumas respostas das duplas na Figura 93.
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“Achamos muito boa a experiéncia ao podermos ver uma grande integracdo das
matérias e poder ajudar a professora que disponibilizou um tempo para nossa
turma na atividade.”

b)

“Sim, é interessante pois conseguiu juntar 3 conteudos em 1 grafico. Foi um prazer.”
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“A experiéncia foi 6tima, mas tivemos algumas dificuldades de interpretar as

questodes, pois ndo é um conteludo que conhecemos bem.”

Figura 93: algumas respostas sobre o que as duplas acharam da atividade 3.

3.5 Oficina 4 — Funcéo Logaritmica e Escala pH

O objetivo desta atividade é fazer com que o aluno realize o estudo grafico dos
parametros da funcdo logaritmica e use os conceitos dessa funcdo estudada na
disciplina de Matemética. Em particular, o estudo grafico da funcdo da escala de pH
de uma substancia estudada na Quimica e, assim, facilitar a interpretacdo do

problema.
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A descricdo completa e detalhada da atividade encontra-se no anexo. Na
sequéncia, apresentaremos a atividade desenvolvida pelos alunos, seguida das
respostas esperadas e observacdes sobre a aplicacéo.

Esta atividade foi desenvolvida para um grupo de 14 alunos de 1° ano do
turno da tarde, durante o periodo regular de aula. A atividade foi aplicada em um
sdbado pela manhd. Os alunos relataram que ainda ndo viram o conteludo de
Funcao Logaritmica na disciplina de Matematica.

Ao entrar no laboratério de informatica, os alunos encontraram computadores
com as telas abertas no Blog com as atividades. Foram orientados a abrir o arquivo

referente a atividade a ser executada.

Os alunos dispunham da interface da Figura 94 pra manipular a atividade 4.

a=01

L]
w

Figura 94: Interface da Oficina 4 — Funcao logaritmica.

A seguir, modificando os parametros por meio dos controles deslizantes e da
sequéncia de passos descritas no roteiro, foi possivel responder as questées abaixo

descritas:

1. Mantendo a =0 e b =1, vamos analisar o que acontece com o grafico da

funcéo f(x) = a+ b -log(cx).



102

a) Qual € o comportamento do grafico da funcado quando ¢ > 0, crescente ou
decrescente?

Resposta esperada: A funcdo é crescente.

b) O que ocorre no gréafico da funcdo quando aumentamos o valor de ¢, com
¢ > 0, o crescimento é mais lento ou mais rapido?

Resposta esperada: O crescimento € mais rapido.

c) Qual € o comportamento do grafico da funcdo quando ¢ < 0, crescente ou
decrescente? E o que mais ocorre?

Resposta esperada: Decrescente e € uma reflexdo sobre o eixo y. Podemos

observar um exemplo na Figura 95.

34

4]

Figura 95: Grafico referente a questéo 1 da atividade 4.

Observamos que algumas duplas ndo conseguiram perceber que o
crescimento é mais rapido quando aumentamos o valor de c¢. Percebemos também
gue ndo é conhecido dos alunos o termo reflexao, pois, quando comentado, eles nédo

sabiam o que significava.
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2. Mantendo a =0 e ¢ =1, vamos analisar o que acontece com o grafico da
funcdo f(x) = a+ b - log(cx) ao variar o parametro b na fun¢éo f(x) =a+b -
log(cx).

a) O crescimento da funcdo €é mais rapido ou mais lento quando
aumentamos o valor de b, com b > 0?

Resposta esperada: O crescimento é mais rapido. O grafico aproxima-se do

eixo y conforme representado na Figura 96.

a=0

b=10

Figura 96: Grafico obtido na manipulacdo do aplicativo para resolucdo da questéo 2 letra a.

b) O que ocorre no grafico quando b é negativo?

Resposta esperada: Ha uma reflexdo sobre o eixo x, conforme apresenta a

Figura 97.
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Fungéo Logaritmica

f(x) a + b.log(ex)

o
@ @
= i

Figura 97: Grafico obtido na manipulacdo do aplicativo para resolucdo da questéo 2 letra b.

hY

ApOGs perceber as dificuldades encontradas ao responder a questdo 1, a
professora realizou uma intervencao para explicar alguns conceitos desconhecidos
pelo grupo. A partir dessas explicacfes, 0os alunos conseguiram responder com éxito
a questao 2, verificando corretamente a velocidade de crescimento e a reflexdo do

gréafico sobre o eixo x.

3. Mantendo b > 0 e ¢ > 0 varie o parametro a da funcdof(x) = a+ b - log(cx).
a) O gue ocorre guando aumentamos o valor de a, com a > 0?

Resposta esperada: A funcdo tem um deslocamento vertical para cima.

b) O que ocorre quando a é negativo?

Resposta esperada: A funcéo tem um deslocamento vertical para baixo.

Notamos que os alunos conseguiram perceber o deslocamento vertical da

funcdo sem maiores davidas.

No segundo momento da oficina, os alunos fizeram a aplicacdo dos
conhecimentos adquiridos com a funcdo logaritmica no estudo da escala de pH de

uma solucgéo, estudada na Quimica.
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Para acompanhar esta atividade, os alunos tiveram a disposicéo a escala de

pH (Figura 98) disponivel em cores no Blog (salientamos que material impresso era

preto e branco).

Escala de pH

Solugdes Neutras

Solugdes Acidas

Solugbes Basicas

01 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14

Figura 98: Escala de pH. Fonte o autor.

Os alunos foram orientados a abrir o aplicativo Atividade 3_Escala de pH

através do disponibilizado no Blog. A professora orientou-os que observassem que o

eixo x representa a concentracdo de H* e o eixo y € o valor do pH. A Figura 99

apresenta o aplicativo disponivel para os alunos realizarem esta atividade.

Atividade 4_Escala pH

Siga as instrucdes do roteiro.

¥ P(107%14)

Pa(107,13)
! Py(10712,12)

P10, 11)

Py(107%,9)

pH = —log,;107°

E1
® r01)

Q

Figura 99: gréfico para a realizacdo da Atividade 4.

[H+
A0
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Apos a manipulacdo do aplicativo, os alunos deveriam responder as seguintes

guestoes:

1. Quanto maior o valor de [H'], ou seja, se aumentamos o valor de X, o que
podemos dizer sobre a acidez?
Resposta esperada: O pH é cada vez mais acido.

2. Quanto menor o valor de [H'], ou seja, se diminuimos o valor de X, o que
podemos dizer sobre a acidez?
Resposta esperada: Quanto menor o valor de x, mais bésica é a substancia.

3. Considerando a tabela a seguir, escreva as substéancias em ordem
crescente de acidez.

Substancia [H'] (mol/L) Acidez
Leite 10”7 7
Café 10° 5
Refrigerante 103 3
Suco de tomate 10™ 4
Clara de ovo 10° 8
Leite de magnésia 1010 10
Urina 10°® 6

Resposta esperada: (Base) Leite de magnésia, clara de ovo, leite (neutro),

urina, café, suco de tomate, refrigerante (acido).

Observamos que os alunos ndo tiveram dificuldades de responder as questdes

1, 2 e 3, observando o gréafico e utilizando a tabela em cores disponibilizada no Blog.

4. Como podemos explicar o sinal negativo de pH = —log[H+]?

Resposta esperada: A _concentracdo é um valor muito_pequeno, menor_gue

zero, 1ogo seu logaritmo é um valor neqgativo.
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Observamos que, para responder a esta questédo, o aluno precisava conhecer
as propriedades de logaritmos. Como esta turma néo viu este conteudo na disciplina

de Matematica, ndo tiveram condi¢des de respondé-la.

5. O que podemos concluir sobre a relacéo entre a acidez de uma substancia
e [H']?
Resposta esperada: Quanto menor a concentracdo de ions de hidrogénio

mais basica é a solucao.

Neste caso, 0s alunos conseguiram concluir corretamente a questao.

Seus conhecimentos adquiridos com o estudo da Fungdo Logaritmica
auxiliaram na andlise da Escala de pH em fungao de [H']?

Resposta Pessoal:

A Figura 100 apresenta algumas das respostas obtidas.

Mg oo Bonde Dudadp  m  Rdndi

a)
“Mesmo nao tendo estudado eu entendi.”
DO YN © \c\[t@ { fm\_\(\Q/GQ AOLG © \\,“' LA ff: (SO0 pru
A 4{ ‘ T 9 «Q
b) uen Y (o S PAS ) \

“Mesmo nés ndo conhecendo a fungao logaritmica nés entendemos.”

Figura 100: respostas obtidas sobre a atividade.

3.6 Oficina 5 — Funcédo Seno e Ondas Sonoras

Esta oficina tem por objetivo fazer com que o aluno consiga perceber que a
equacdo da onda é uma funcdo senoidal e que seus parametros seguem o0s

mesmos critérios que os dessa funcdo estudada na disciplina de Matematica, e
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portanto, 0os conhecimentos utilizados na Matemética para o estudo gréfico da
funcdo quadratica podem ser transferidos para a Fisica.

Esta oficina foi aplicada a um grupo de 14 alunos do segundo ano do Ensino
Médio do turno da manhda, durante dois periodos em que o professor titular estava
de laudo médico. Os alunos j& haviam visto na disciplina de Matematica o contetdo
de funcado seno, mas ainda ndo estudaram ondas na disciplina de Fisica.

A descricdo completa e detalhada desta atividade encontra-se no anexo. Na
sequéncia, apresentaremos a oficina desenvolvida pelos alunos, seguida das

respostas esperadas e observagdes sobre a aplicagéo.

O aplicativo desenvolvido para esta atividade tem a interface apresentada na
Figura 101.

‘
k=1 . a=
o Equagdn da Onda Fungde Seno *
wt= 4.4 e f b: ‘o
e F(z) = A.sen(kx — wt) (x) = a.sen(bx + ) + ¢ w15 .
hoa 25 sen{l x— 4.4) f(x) = 1 sen(0.3x+15)+ 15 ~——

.

g(x)

Senx

-T2 0 2

Figura 101: Interface da atividade seno e equacao da onda.

Na primeira etapa da oficina, os alunos fizeram a manipulacdo do aplicativo

da funcdo seno conforme a Figura 102.
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=27
Fun;én Seno a.
b=0.6
f(x) =asen(bx+a)+c — ¢
a=0°
fx) = —2.7 sen (0.6 %) -
c=0
g(x) = senx e —

2 B anez " B E 7n2 ar

Figura 102: Aplicativo para manipulagéo da funcdo seno.

A seguir, modificando os parametros por meio dos controles deslizantes e da

sequéncia de passos descritas no roteiro, foi possivel responder as questdes abaixo

descritas:

Para responder as questfes a seguir, os alunos foram orientados a manter o0s

parametros b = 1,x=0ec = 0.

1. O que ocorre com a imagem da funcdo f(x) = asen(1x + 0)+ 0 quando

aumentamos o valor de a para valores a > 0?

Resposta esperada: O intervalo de variacdo da imagem da funcdo aumenta

conforme o valor escolhido paraa e Im = [—a, a]

E o que ocorre com a amplitude do grafico da funcao?

Resposta esperada: aumento da amplitude, conforme o aumento do valor de

a. A Figura 103 apresenta um exemplo.

DE*lua;ﬁc- da Onda

5

a

Fun;én Sena a.ﬂ
b=1
f(x) = asen(bx+ a)+c — o
a=0"
f(x) = 2.7 sen (1) L
c=0
g(x) = senx —_—

fn iz

-2

-2

-3

o ni2 v\ a2 fﬂ Ehr) 3\ Tz 7n

Figura 103: Fungdo com amplitude e imagem alteradas.
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2. O que ocorre com a imagem da funcdo f(x) = asen(lx + 0)+ 0 quando
diminuimos o valor de a para valores a < 0?

Resposta esperada: O intervalo de variacdo da imagem da funcdo aumenta

proporcionalmente ao valor escolhido para a e Im = [—a, a]. H4 uma inversao

do gréfico da funcao, ele fica refletido sobre o eixo Xx.

E o que ocorre com a amplitude do grafico da funcao?

Resposta esperada: A amplitude aumenta, conforme diminuimos o valor de a.

A Figura 104 apresenta um exemplo.

’ a=-31
DE"\ngﬁofla Onda Fun;an Seno e
h=1
° f(x) =asen(bx+a)+c ¢
a=0"
f(x) = —3.1 sen(1x) .
) c=0
g(x) = senx . e

2

-3

Figura 104: Funcdo com amplitude e imagem alteradas e refletido em relacdo ao eixo x.

3. O que podemos concluir sobre a variacdo do grafico da funcdo f(x) =
a sen(bx+«) + ¢ quando variamos o parametro a?

Resposta esperada: Podemos concluir que a variagdo do parametro a

modifica de forma diretamente proporcional o intervalo gue define a imagem

da funcdo e a amplitude do grafico da funcao é definida pelo valor absoluto de

a, ou seja, A = |a]

Observamos, durante a aplicacdo, que os alunos néo tiveram dificuldades

para realizar as atividades 1, 2 e 3, respondendo de acordo com o esperado.

Para responder as questdes a seguir, os alunos foram orientados a manter os

parametros a =1,x=0ec = 0.



111

4. O que ocorre com a imagem da fungdo f(x) =1sen(bx+ 0)+ 0 quando
variamos o valor de b com b # 0?

Resposta esperada: A imagem néo se altera.

5. O que ocorre com a amplitude da funcdo f(x) = 1sen(bx + 0) + 0 quando
variamos o valor de b com b # 0?

Resposta esperada: A amplitude ndo se altera.

6. O que ocorre com o periodo da funcdo f(x) = 1sen(bx + 0)+ 0 quando
aumentamos o valor de b quando b > 0?

Resposta esperada: Quanto maior o valor positivo de b menor o periodo da

funcdo. A Figura 105 apresenta um exemplo de funcdo onde o periodo foi

alterado.

5 a=1
D Equagdo da Onda Fungau Seno .
’ f(x)=asen(bx + o) ¢ — g

f(x) = 1 sen(3 %) ;

\ =
g(x) = senx ™

o

-anfz A -2 o \7 3nz " smi2 7niz -
Al

Figura 105: Fungdo com alteragé@o no periodo.

7. O que ocorre com o periodo da fungdo f(x) = 1sen(bx+ 0)+ 0 quando
diminuimos o valor de b quando b > 0?

Resposta esperada: Quanto mais préximo de zero o valor positivo de b maior

€ o periodo da funcao.

8. O que ocorre com o periodo da funcdo f(x) = 1sen(bx + 0)+ 0 quando
diminuimos o valor de bquando b < 0, ou seja, quando afastamos o valor de

b de zero?
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Resposta esperada: Quanto menor for o valor de b negativo menor o periodo

da funcdo.
9. O que ocorre com o periodo da funcdo f(x) =1sen(bx+ 0)+ 0 quando

aumentamos o valor de b quando b < 0, ou seja, quando aproximamos 0
valor de b a zero?
Resposta esperada: Quanto maior o valor negativo de b maior o periodo da

funcdo, conforme apresenta um exemplo na Figura 106.

a=
DEqua;ﬁ-: da Onda Fun;an Seno .
b=-05
: f(x) = a.sen(bx + &) + ¢ ®
a=0"
f(x) = 1 sen(—0.5x) - 00

g(x) = senx .

Figura 106: Grafico com o periodo alterado.

Observamos, durante a aplicacdo, que os alunos néo tiveram dificuldades
para realizar as atividades de 4 até a 9, respondendo de acordo com o esperado.

Para responder as questdes a seguir, os alunos foram orientados a manter os
parametrosa=1,b=1ec = 0.
10.0 que ocorre com o periodo da funcdo f(x) =1sen(lx+«)+ 0 quando

variamos o valor de «x? Resposta esperada: Nao se altera.

E o que ocorre com a amplitude? Resposta esperada: Nao se altera.

11.0 que ocorre com a imagem da funcdo f(x) = 1sen(1x+x) + Oquando
variamos o valor de «?

Resposta esperada: Nao se altera.
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Observamos, durante a aplicagdo, que os alunos nao tiveram dificuldades

para realizar as atividades de 10 e 11, respondendo de acordo com o esperado.

Para responder as questdes a seguir, os alunos foram orientados a manter os
parametrosa =1,b =1e x= 0.
12. O que ocorre com o periodo da fungdo f(x) = 1sen(1x + 0) + ¢ quando

variamos o valor de c? Resposta esperada: Nao se altera. E com a

amplitude? Resposta esperada: Nao se altera.

13.H& alteracdo na imagem da funcdo f(x)= 1sen(1x+0)+c quando
alteramos o valor de c?

Resposta esperada: Sim, pois o grafico da funcéo se desloca verticalmente, e

consequentemente sua imagem € alterada. A Figura 107 apresenta um

exemplo de variacdo da imagem.

a=1
Fungdo S
DEqua;ﬁD da Onda ungdo Seno .

5 b=-05

f(x) = a.sen(bx + o) + ¢ .

a=0°

f(x) = 1 sen(—0.5x) +2.5 .

) c=25
7(x) = senx &

/\ .

Figura 107: Alteracdo na imagem da funcéo.

Na segunda parte da atividade, os alunos aplicaram os conhecimentos

adquiridos sobre funcéo seno no estudo da onda, uma aplicacéo na Fisica.

3.6.1 Aplicacéo na Fisica
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Para esta etapa da oficina, os alunos foram orientados a desativar a caixa
Funcdo Seno e ativar a caixa Equagdo da Onda no aplicativo que estava sendo

utilizado, ficando com a interface da Figura 108 para manipulacao.

8

k=1 -
F s
° E\'|UC\§5G daOnda D ungao Seno
wi= 4.4 s
s F(z) = A.sen(kx — wt)
2.5 sen(1x—4.4)

4

3

2 "

Figura 108: Interface para manipula¢do da equacao da onda.

A seguir, modificando os parametros por meio dos controles deslizantes e da
sequéncia de passos descritas no roteiro, foi possivel responder as questdes abaixo
descritas:

1. Se aumentarmos o valor do parametro A, o que ocorre com a qualidade do
som?

Resposta esperada: A _amplitude altera a intensidade do som, logo se

aumentarmos A, teremos 0 som mais forte.

2. Se diminuirmos o valor do parametro A, o que ocorre com a qualidade do
som?

Resposta esperada: A amplitude altera a intensidade do som, logo se

diminuirmos A, teremos 0 som mais fraco.

Observamos que, apesar de os alunos ndo terem visto o conteudo de
equacdo da onda na disciplina de Fisica, com as informacdes contidas no texto e a
manipulacéo do aplicativo, foram capazes de responder as questdes 1 e 2 conforme

o esperado.
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Para responder a questdo de numero 3, foi importante salientar informacdes
;. . 2 N
da Fisica, tais como: k = 7" e v=Af, para que os alunos pudessem responder as

seguintes questdes:

3. O que devemos alterar na equacao da onda para alterarmos a frequéncia f?

Resposta esperada: A velocidade de uma onda em determinado meio é

constante, logo a frequéncia é inversamente proporcional ao comprimento de

onda, logo para alterar a frequéncia podemos alterar o comprimento de onda,

e na equacao da onda isso pode ser feito alterando o valor de k.

Observamos, durante a oficina, que os alunos ficaram com certo receio em
relacdo a esta questdo, pois ndo souberam fazer a relacdo através das equacoes
sugeridas, entdo a professora orientou que eles utilizassem os controles deslizantes
para responder a questdo, assim eles conseguiram visualmente reconhecer a
modificacdo necessaria para alterar a frequéncia. Podemos observar, na Figura 109,

a resposta de uma dupla.

!
x

8 Cp0 Q0 N0 Ao o edo .

\ \ / i
)ﬁ\':?m»m O»OL’VO/\ &3 Kvp \\]u, ol Xd “mf\m\'n\{‘wm&w g

“‘Devemos alterar o K. Na onda ta modificando o comprimento de onda.

Figura 109: Resposta de uma dupla para questéo 3.

4. Para tornar o som mais grave, devemos alterar que parametro na equacao da
onda? O que ocorre com o valor de 1?

Resposta esperada: Para tornar mais grave é preciso diminuir a frequéncia,

ou seja, diminuir o valor de k, para isso o A deve ser aumentado, pois como a

velocidade é constante, quando diminuimos a frequéncia, conseguentemente

0 A comprimento de onda deve ser aumentado, podemos observar na Figura
110.
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k=03 - )
* E-um;ﬁa da Onda DFWWD Seno
3 5
F(z) = A.sen(kx — wt)

en(0.3x — 3.8)
11 sen(0.3 3.8),

a

Figura 110: Exemplo de gréfico de baixa frequéncia e grande comprimento de onda.

Podemos observar, na Figura 111, as respostas de duas duplas para a

questéao 4.

(1)

“Devemos alterar a frequéncia. O comprimento de onda é alterado, ficando mais espichada.”

(2)

“O seu comprimento deve aumentar.”

Figura 111: Respostas questéo 4.

5. Para tornar o som mais agudo, devemos alterar que parametro na equacao

da onda? O que ocorre com o valor de 1?

7

Resposta esperada: Para tornar 0 som mais agudo é preciso ter maior

frequéncia, ou seja, € necessario diminuir o comprimento de onda, portanto

devemos aumentar o valor de k na funcdo, podemos observar a variacao

gréfica na Figura 112.
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k=45 D .
Fungdo Seno
‘@ Equacdo da Onda :

F(z) = A.sen(kx — (1'!5)

(%) en (4.5 3.8)
F(x) 1.1 sen(4.5x —3.8),
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Figura 112: Gréafico com grande frequéncia e pequeno comprimento de onda.

Podemos observar, na Figura 113, a resposta de uma dupla para a questao 5.

A [(Fetiiéatis () /’/’;r/,/fz‘i‘/%ff’?fmj

42 oon A
Frby
fa

%
s
La

“Devemos alterar a frequéncia, o comprimento de onda é alterado, ficando mais curta”

Figura 113: Resposta de uma dupla para a questéo 5.

Observamos, durante a oficina, que os alunos conseguiram responder as

questdes 3, 4 e 5 conforme o esperado através da manipulacéo gréfica.

A terceira e Ultima parte desta oficina consiste em uma atividade pratica sobre

o0 movimento senoidal e a equacao da onda.

3.6.2 “Ouvindo uma Onda Senoidal”

Para esta atividade, os alunos foram orientados a abrir o link Ouvindo a Onda
disponivel no Blog, que consiste em uma atividade pratica onde o aluno podera

perceber essas variagbes na qualidade do som. Este applet foi desenvolvido por
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BORTOLOSSI (2013) no software GeoGebra disponibilizado com o nome de

“Ouvindo uma Onda Senoidal”. A Figura 114 apresenta a interface do applet.

Atualizar Grafico!

y = Asen(kx — wt)

‘D008 -l}oi LES -a\g £0.002 -I}K o D\K /ﬁ 002 u\& /1'1 004 D\i

b Janela de Visualizagdo 2

' —_—— =
Amplitude ():[0.5 Duragdo do som (em s): |3
Frequéncia em Hz (k). | 500 [ —
Fase (wi):|0.3 —_—

Figura 114: Applet “Ouvindo uma onda senoidal”.

A seguir, modificando os parametros por meio dos controles deslizantes e da
sequéncia de passos descritas no roteiro, foi possivel ouvir o som produzido e
responder as questdes abaixo descritas:

1. Altere, através do controle deslizante, o valor da Amplitude e observe o

gue ocorre com 0 som.

a) Descreva o0 que vocé pode constatar em relacdo as qualidades do som.

7

Resposta esperada: Quanto maior_a amplitude mais forte € 0 som, maior

volume. Menor amplitude, som mais fraco.

b) Vocé percebeu alguma semelhanca no som quando a amplitude era
negativa ou positiva? Se percebeu, que semelhanca € essa?

Resposta esperada: Independente do sinal, guanto maior o valor absoluto da

amplitude, mais forte o som.

2. Altere através do controle deslizante o valor da Frequéncia, medida em Hz
(Hertz).
a) Descreva o0 que vocé pode observar em relagcéao as qualidades do som.

Resposta esperada: A frequéncia altera a altura do som, som agqudo ou grave.
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b) O que ocorre quando aumentamos a frequéncia? E quando
diminuimos?
Resposta esperada: Quanto maior a frequéncia mais agudo é o som. Quanto

menor a frequéncia mais grave é o som.

3. Quando alteramos a fase (wt) ocorre alguma alteracdo no som?

Resposta esperada: N&o.

Observamos que os alunos néo tiveram dificuldades nas questbes de 1 a 3,

respondendo conforme o esperado.

Ao final da atividade, os alunos foram questionados sobre suas percepcdes
acerca da atividade e em relacéo ao conteudo trabalhado.

Vocé conseguiu fazer relacdo entre o que vocé aprendeu em Matematica e o
gue vocé aprendeu na Fisica através desta atividade? Relate o que vocé achou
desta experiéncia.

Resposta Pessoal

Na Figura 115, podemos observar algumas respostas obtidas.
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(1)

“Sim, achamos interessante e mais facil de compreender por meio da pratica. E os

conteuldos se interligam de uma forma que nao é dificil.”

(2)

i A
4

“Sim, conseguimos. Gostamos e se possivel mais aulas assim.”

3)

£

“Que usa a fisica em matematica e vice e versa, achei boa, para sabermos

relacionar os conteudos quando precisar.”
Figura 115: Consideracdes de algumas duplas sobre a oficina.

Apos a realizacdo dessas atividades, acreditamos que 0 proximo passo seria
mostrar aos alunos como manipular o software para que 0S mesmos tivessem
condicdes de construirem os graficos de aplicacdes vistas em sala de aula sobre
cada um dos assuntos trabalhados, ou até mesmo o professor disponibilizar aos
alunos outros exemplos de atividades para que 0S mesmos construirem seus

graficos e resolverem os problemas por meio do GeoGebra.



4 CONSIDERACOES FINAIS

O objetivo principal deste trabalho foi apresentar e aplicar propostas de
atividades que integrassem o0s conteudos de funcBes estudados na éarea da
Matematica com aplicagcbes em problemas da area das Ciéncias da Natureza por
meio do GeoGebra. Para isso, abordamos sobre o uso de tecnologias e, em
especial, o software GeoGebra. Além disso, fizemos uma pesquisa na Proposta
Pedagogica para o Ensino Politécnico do Estado do Rio Grande do Sul, assim como
nos Parametros Curriculares Nacionais, além de livros didaticos atuais utilizados no
Ensino Médio Politécnico sobre a importancia e a utilizacdo das fungbes em outras
areas do conhecimento.

As atividades produzidas foram disponibilizadas em um Blog e por meio de
oficinas foram aplicadas com alunos de Ensino Médio, em dois momentos. O
primeiro momento foi em 2014, quando, ao final das oficinas, verificamos que era
necessario fazer adaptacdes nas atividades. Feitas tais modificacdes, em setembro
e outubro de 2015, foram realizadas novas oficinas e, a partir destas, foi realizado o
relato da aplicacdo, bem como obtidas as conclusdes em termos de atividades com
potencial para uso interdisciplinar.

O trabalho traz as cinco oficinas que foram criadas e aplicadas a alunos de
primeiro e segundo anos do Ensino Médio, juntamente com as respostas esperadas
e algumas respostas obtidas, consideradas mais relevantes para cada questao.

Percebemos, durante as oficinas, que foi bastante motivador para os alunos
realizarem um trabalho diferenciado por meio de software, tornando a aula mais
dindmica. Apesar da pouca infraestrutura disponivel nas salas de informatica
utilizadas, fazendo com que os alunos tenham que trabalhar em duplas e por vezes
em trios, mesmo assim, o trabalho foi realizado com éxito.

Acreditamos que, para um melhor aproveitamento nas oficinas, € importante
gue os alunos tenham estudado os conteudos previamente em sala de aula com o
professor, e, posteriormente, sejam utilizadas as atividades sugeridas neste
trabalho. Acreditamos também que recordar os conteudos por meio dos aplicativos

em sala de aula, no momento em que estes forem retomados, seja importante para
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que a oficina ndo seja um momento isolado do resto das aulas. Além disso, ter o
feedback em sala de aula é importante para os alunos relacionarem o que viram no
laboratorio com o que € trabalhado no seu dia a dia.

O trabalho integrado com os professores das demais disciplinas seria o ideal,
pois os alunos poderiam relacionar o que foi trabalhado na oficina com o que é
trabalhado em sala de aula, fazendo a relacdo com a Matematica e dando
continuidade ao trabalho de forma independente. Neste caso, isso ndo foi possivel
de ser realizado, uma vez que a autora atua apenas com turmas de terceiros anos
do Ensino Médio, ndo tendo como fazer um trabalho integrado juntamente com os
professores e alunos dos primeiros e segundos anos.

O ideal é trabalhar com turmas em que o professor atua diariamente de
primeiro e segundos anos, em que trabalha os conteudos referentes as oficinas
diretamente com os alunos, para, posteriormente, utilizar os recursos abordados
neste trabalho, e, assim, poder trabalhar de forma integrada com os professores das
demais disciplinas que atuam nessas turmas, fazendo um trabalho conjunto e
integrado.

Para mim, como professora de Ensino Médio, atuante no Ensino Politécnico a
realizacdo deste trabalho contribuiu para conhecer mais sobre o GeoGebra e suas
funcionalidades, além de ampliar meus conhecimentos sobre alguns contetdos das
Ciéncias da Natureza e assim poder incrementar minhas aulas com exemplos e
conteudos afim entre as duas areas do conhecimento.

Apods a aplicacdo das oficinas, acreditamos que as atividades possam ser um
recurso util a ser utilizado pelos professores de forma a complementar suas aulas.
Observamos que pensamos em termos complementar, no que tange ao uso das
mesmas nas disciplinas de Seminarios Integrados, visto que acreditamos que as
atividades isoladas ndo garantem a aprendizagem. A forma com que o professor
conduzira as oficinas é crucial para que os objetivos da proposta sejam atendidos,
no anexo disponibilizamos um guia do professor com sugestdes de como conduzir
as atividades, juntamente com as oficinas para serem impressas aos alunos.

As escolas estao cada dia sendo mais equipadas com computadores e outras
tecnologias e acreditamos que o professor deve estar preparado para utilizar

adequadamente estes recursos e promover ndo somente a insergdo dos alunos no
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mundo tecnoldgico, mas, acima de tudo, garantir que estes entes promovam a
aprendizagem de novos saberes.

Ciente da caréncia de tempo dos professores para produzir materiais
diferenciados para suas aulas, e da necessidade de interdisciplinaridade que a
escola exige hoje, pensamos que esta proposta possa servir de sugestao para os
professores utilizarem em suas aulas de Matematica no ensino de fung¢des no
Ensino Médio.

Concluindo, esperamos que este trabalho possa contribuir, de alguma forma,
para o ensino de fun¢gbes na Matematica e que facilite o entendimento das diversas
funcdes que estdo presentes nas Ciéncias da Natureza, uma vez relacionadas com
os conhecimentos apreendidos na Matematica. Pretendemos, além de oferecer aos
professores uma nova metodologia para o ensino de fungbes e suas aplicacoes,
oportunizar um momento de reflexdo sobre o ensino da Matematica e, com isso,

incentivar outros professores a fazer uso de tecnologias.
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ANEXO

GUIA DO PROFESSOR

As atividades a seguir sdo sugestdes de oficinas integradas entre Matematica
e Ciéncias da Natureza direcionadas a alunos de primeiro e segundo ano do ensino
médio.

Sugerimos tais atividades como complemento as aulas sobre funcdes, ou
seja, nossa sugestdo é que este material seja utilizado pelo professor apés ter
ensinado em sala de aula o conteludo de cada funcdo referente a oficina
disponibilizada, para entdo fazer o estudo dos seus parametros graficamente e
aplicar este conhecimento nas Ciéncias da Natureza com o auxilio do GeoGebra.

As oficinas abordam os seguintes assuntos sobre funcbes e as aplicacdes

nas ciéncias da natureza seguem conforme o quadro abaixo:

Oficina Area das Ciéncias da Ano indicado
Natureza
1. Funcéo Afim e Movimento Retilineo Uniforme Fisica 1°ano
2. Fungdo Quadratica e Movimento Retilineo Fisica 1°ano

Uniformemente Variado

3. Func¢do Exponencial e Desintegracao do Quimica e Biologia 1°ano

Carbono-14 e Cultura de Bactérias

4. Funcéo Logaritmica e Escala pH Quimica 1°ano

5. Func¢éo Seno e Ondas Sonoras Fisica 2°ano

As atividades estdo disponiveis no blog analuizakessler.blogspot.com.br na
versao em “*.pdf’ para impressao e também os links para acesso aos aplicativos do
GeoGebra.

Sugere-se que 0 professor execute as atividades antes de aplica-las aos
alunos, pois em caso de duvidas pode consultar essa dissertacdo que contem as

respostas esperadas de cada pergunta.
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No retorno para sala de aula, dando continuidade as aulas, € importante que
o professor faca referéncia ao que foi visto na oficina com o conteudo visto em sala
de aula, para que a oficina ndo seja um momento desconexo do resto das aulas e

sim parte integrante para o entendimento do contetdo de fungdes.

Oficina 1 - Funcao Afim e Movimento Retilineo Uniforme (MRU)

No Movimento Retilineo Uniforme (MRU), tem-se um corpo deslocando-se
em distancias iguais em intervalos de tempos iguais, ou seja, estas variagdes sdo
diretamente proporcionais, portanto podem ser descritas através de uma reta.

Analisemos o grafico da funcdo f:R - R com f(x) =b+ ax com a,b € R,
para todo x € R. Esta fungéo recebe o nome de Funcao Afim.

1. Como se comporta o gréfico da funcdo f(x) =b+ax quando a >0,

crescente ou decrescente?

a) O gue ocorre no grafico quando aumentamos o valor de a, com a > 0?

b) O que ocorre com o grafico quando diminuimos o valor de a, com a > 0?

2. Como se comporta o grafico da funcdo f(x) =b+ax quando a <0,

crescente ou decrescente?
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a) O que ocorre no gréfico da fungdo f(x) = b + ax quando aumentamos o valor

de a, com a < 0, ou seja, quando aproximamos o valor do parametro “a" a

zero?

b) O que ocorre no grafico quando diminuimos o valor de a, com a < 0?

e Podemos concluir que ao modificar o parametro a estamos alterando o
crescimento ou decrescimento da funcdo, e também a inclinacdo da

funcdo em relacdo ao eixo x.

3. O que podemos observar no grafico quando a = 0? Como se chama essa

reta?

4. O que ocorre no gréafico da funcdo f(x) = b + ax quando variamos o valor do

parametro b? Seb > 0ese b <0?

e Podemos concluir que o parametro b gera um deslocamento vertical no
grafico, de forma que o ponto de interseccao da funcdo com o eixo y é
o ponto (0,b).

Aplicacéo na Fisica (MRU)
No Movimento Retilineo Uniforme (MRU) um corpo percorre sempre a

mesma distancia a cada intervalo de tempo igual, pois desenvolve velocidade

constante.
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A equacao matematica que relaciona a posicdo s do movel e o tempo t de
percurso é chamada de Funcao Horaria do Espac¢o de um corpo é do tipo
s=5¢+ vt
em que v é a velocidade escalar constante desenvolvida pelo corpo e s, é a posicao
gue ele ocupa no inicio da trajetoria.

Ative o botdo Funcdo da posicdo MRU no arquivo GeoGebra e desative o

botdo Fungéo Afim.

1. Ao relacionar a funcdo horaria do espaco s = sy + vtcom a funcdo afim
f(x) = b + ax podemos dizer que a posicao inicial s, do corpo se comporta
conforme o comportamento de que parametro? E a velocidade escalar v que

é constante se comporta como que parametro?

2. No MRU guando um corpo se desloca no mesmo sentido da orientacdo da
trajetéria dizemos que o movimento € classificado como progressivo, em
comparacdo a funcdo afim, diriamos que a funcdo € crescente, logo

podemos concluir que a velocidade é positiva ou negativa?

3. No MRU quando um corpo se desloca no sentido contrario ao da trajetéria
dizemos que o movimento é retrogrado, em comparacdo a funcao afim,

diriamos que a funcdo é decrescente, logo podemos concluir que a

velocidade é positiva ou negativa?

4. No MRU guando um corpo permanece parado, em repouso, dizemos que sua

velocidade € nula, ou seja, v = 0. Em comparacdo ao grafico da funcao do
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afim, o que podemos dizer sobre o valor de a e como chamamos o grafico
desse tipo? O que podemos concluir sobre o grafico de um corpo em repouso
no MRU?

Utilize o arquivo GeoGebra Atividade Funcao Afim_Graficos do MRU para
visualizar as alteracdes que ocorrem no grafico da posicdo pelo tempo e da
velocidade pelo tempo. Para isso modifique a posi¢ao inicial do moével e observe.
Apo6s modifique a velocidade e observe além do grafico o deslocamento do carro no
eixo. Ao modificar o tempo vocé pode acompanhar a posicdo do mével em cada

segundo.

O gue vocé observou nesta atividade, confere com as atividades realizadas

anteriormente?

Vocé conseguiu fazer relacéo entre o que vocé aprendeu em matematica e o
contelido da atividade referente ao conteddo abordado na Fisica? Relate o que vocé
achou desta experiéncia.
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Oficina 2 - Funcao Quadratica e Movimento Retilineo
Uniformemente Variado (MRUV)

O Movimento Retilineo Uniformemente Variado (MRUV) de um corpo €&
caracterizado pela variacdo de sua velocidade, ocasionando percorrer distancias
varidveis na unidade de tempo. A descricdo deste movimento pode ser feita através

de uma equacao quadratica.

Vamos analisar o comportamento grafico da Fun¢cdo Quadratica f:R — R tal

que g(x) = ax*+ bx + ccoma,b,c € R e a # 0 através do GeoGebra.

1. Mantendo os parametros b,c constantes na funcdo g(x) = ax*+bx+c e
variando o parametro a:
a) O que podemos dizer sobre a concavidade da pardbola ao modificar o

parametroa,sea >0esea < 0?

b) O que ocorre no grafico quando aumentamos o valor de a quando a > 0?

c) O que ocorre no grafico quando aproximamos de zero o valor de a quando
a>07?

d) O que ocorre no gréfico da fungdo quando aumentamos o valor de a quando

a < 0, ou seja, quando tornamos seu valor mais proximo de zero?
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e) O que ocorre no grafico quando diminuimos o valor de a quando a < 07?

e A abertura da parabola diminui a medida que o valor absoluto de a

aumenta.

2. Ao variar o parametro b na funcédo g(x) = ax® + bx + ¢, e mantendo fixos os
valores de a e c, observe o grafico da funcdo em relacdo a sua trajetoria

quando passa pelo eixo y. Qual é a diferencase b > 0 ou b < 0?

3. O que ocorre no gréafico da funcdo g(x) = ax* + bx + ¢ quando modificamos

0 parametro c?

7

4. Sabendo que o discriminante da equacgdo quadratica é A= b*—4.a.c.
Variando os parametros a, b e c, da funcdo g(x) = ax® + bx + ¢ observamos
que o valor de A varia. O que podemos perceber em relacdo ao numero de
pontos de corte que o grafico tem com o eixo x em relacdo ao valor de A?
Quando A> 0, A< 0 e A= 07
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Aplicac&o na Fisica — Func¢éo Horéria do Espa¢go no MRUV

Um corpo em movimento retilineo acelerado (MRUV) varia o valor de sua
velocidade. Em consequéncia, a distancia percorrida pelo corpo em cada unidade de
tempo também varia, de tal maneira que, se sua velocidade estiver aumentando,
estara crescendo o espaco percorrido por unidade de tempo, e vice-versa.

A Funcao Horéaria do Espa¢co s de um corpo em MRUV com aceleracao a,
velocidade inicial vy, e posicao inicial s, € dada por: s = sy + vot + %atz.

Um movimento é considerado retrogrado quando o sentido € contrario ao da
orientacdo da trajetoria (v < 0), e é retardado quando o modulo da velocidade do
maovel diminui.

Um movimento € considerado progressivo quando o sentido € o mesmo da
orientacdo da trajetéria (v > 0), e € acelerado quando o modulo da velocidade do

movel aumenta.

Desative o botdo Funcdo Quadratica e ative o botdo Equacdo Horéria do
Espaco MRUV.

1. Ao relacionar a funcéo horaria do espago s = sg + Vot + %At2 com a fungao
quadratica g(x) = ax*+ bx + ¢ podemos dizer que a posi¢do inicial s, do
corpo se comporta conforme o comportamento de que paréametro? E a
velocidade inicialv,? E a expresséo %A gue equivale a metade do valor da

aceleracédo se comporta como que parametro?

2. Que parametro da equacgao s = sg + vyt + %At2 determina a concavidade da

pardbola que descreve a posicdo de um corpo em MRUV? E o que ele

representa no MRUV?
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3. O que significa o ponto de corte da pardbola com o eixo y no gréfico da

posicdo no MRUV?

4. Onde no gréafico podemos identificar a velocidade inicial do mével? Descreva

0 que acontece quando esta velocidade é positiva e quando é negativa.

5. Ative o botdo Variacdo da velocidade e observe a trajetoria descrita pelo
vértice da parabola ao variarmos o coeficiente V,. Observe se o0 que vocé
verificou anteriormente nas questdes 3 e 4 conferem. Relate o que vocé pode

observar em relacdo a variagédo da velocidade inicial e o tragcado do gréfico.

Vocé conseguiu fazer relacdo entre o que vocé aprendeu em matemaética e o
a atividade referente ao conteddo abordado na Fisica? Relate o que vocé achou

desta experiéncia.
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Oficina 3 - Funcéo Exponencial e Desintegracao do Carbono-14 e

Cultura de bactérias

Vamos fazer a analise grafica da variagdo dos parametros da Funcéo
Exponencial f:R — R definida por f(x) = ba®* + ccoma € Ry ea # 1,b,c,d € R.
Posteriormente aplicaremos estes conhecimentos no estudo da funcdo N(t) =

Noe®™ que descreve o nimero de bactérias de uma cultura, presentes no estudo de

at
Biologia e também para analisarmos a funcdo M(t) = M, - (%) gue descreve a

desintegracdo do Carbono-14 de um organismo, estudo presente na Quimica.
Vamos analisar o gréafico da funcdo f(x) = ba®* + ccoma >oea # 1
Comb=d=1c=0
1. Por que a definicdo da funcéo exponencial f(x) = ba®* + cdizquea>o e
a+ 1.

a) O que acontece com o grafico se a < 0?

b) O que acontece com o grafico se a = 1?

2. Vamos explorar o que acontece com o grafico da fungéof (x) = ba®* + ¢ se
a>0.
a) Se 0 < a < 1, quanto maior o valor de x, o valor de f(x) aumenta ou diminui?

Ou seja, o gréfico da funcéo é crescente ou decrescente neste intervalo?

b) Se a > 1, a medida que aumentamos o valor de x, o valor de f(x) aumenta
ou diminui? Ou seja, o grafico da funcdo é crescente ou decrescente neste

intervalo?
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3. Mantendo a > o e a # 1, e c fixos, 0 que ocorre quando variamos b na funcao
f(x) =ba** +c

a) Se b > 0observe o ponto de corte do gréafico da funcéo no eixo y.

b) Se b < Oobserve o ponto de corte do grafico da fungéo no eixo y.

c) Qual a relacdo entre o valor de b e o ponto de corte do gréfico da funcéo

sobre o eixo y?

d) Seb =0ec=0como ficao grafico? Ese b =0 e c # 0 como fica o grafico?

Coma>0,b =1ed = 1. Acione a caixa de texto Assintota horizontal.
4. O que podemos dizer sobre o deslocamento do gréafico da funcdo f(x) =

ba® + ¢ quando variamos o parametro c?

a) Tal deslocamento altera a imagem da fungéao?

b) Se aumentarmos o valor de ¢ 0 que acontece com o gréafico?

c) Se diminuirmos o valor de ¢ o que acontece com o grafico?

d) Ao variarmos o valor de ¢, podemos perceber que o grafico desta funcéo esta

se aproximando de que numero?

e Podemos concluir que a imagem da fungdo f(x) = ba® + ¢ varia

conforme a variagcdo do parametro c e que a assintota horizontal € uma
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reta y =c paralela ao eixo x, valor o qual a funcdo chega muito

proxima, mas nunca € atingido. A imagem da funcéo é o intervalo

Im =]c, oo[.

-Coma>1,b=1,c=0
5. Ao aumentarmos o valor do parametro d, com d > 0, podemos observar no
grafico da fungéof (x) = ba®* + ¢ um crescimento mais rapido ou mais lento

para os valores da funcao?

6. Ao diminuirmos o valor do parametro d, com d < 0, podemos observar no
grafico da funcdo f(x) = ba®™ + ¢ um decrescimento mais rapido ou mais

lento para os valores da funcao?

7. Qual é o dominio da fungdof(x) = ba®* + ¢, se a > 0 e a # 1,independente

dos valores dos outros parametros?

Aplicacédo na Biologia — Cultura de bactérias

Ao compararmos os graficos das funcdes g(t) = e! com o gréafico da fungédo
N(t) = Noe™ que descreve o numero de bactérias de uma cultura, depois de um
tempo t, onde No é o numero inicial de bactérias e a € a taxa de crescimento que
varia de 0,01 até 1. Sabendo que e € um numero irracional positivo, e tem como

aproximacéo 2,71.

1. Afuncdo N(t) = Noe** é crescente ou decrescente? Por qué?
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2. O que ocorre no grafico da fungdoN(t) = Noe™ quando alteramos o valor do

numero inicial No de bactérias dessa cultura?

3. O que acontece com o numero de bactérias quando aumentamos o valor de
a? O que isso significa para o crescimento da cultura de bactérias, mais

rapido ou mais lento?

4. O que acontece com o0 numero de bactérias quando diminuimos o valor de a?
O que isso significa para a o crescimento da cultura de bactérias, mais rapido

ou mais lento?

Aplicacdo na Quimica

Desintegracdo Radioativa de uma substéancia - Datacdo com carbono-14.

Chama-se datacdo as técnicas utilizadas para descobrir a idade de objetos e
vestigios argueoldgicos encontrados na natureza. O método utilizado com o
carbono-14 (C'*) permite verificar com precisdo a idade real da peca analisada,
desde que seja de origem organica.

O is6topo de carbono, o C'* é formado em camadas superiores da atmosfera
por bombardeios de raios cdsmicos na terra. Os seres vivos absorvem o isétopo
através da cadeia alimentar, quando o ser morre, cessa a absorcdo de C4, e a
quantidade existente no organismo passa a desintegrar-se, e é essa informacao que
permite determinar a idade do material analisado.

Sabemos que a meia vida de uma substancia radioativa € o tempo necessario
para que massa de um corpo formado por aquela substancia se desintegre pela
metade e pode ser calculada segunda a funcédo M(t) = M, - e ** onde M, é a massa
do corpo, a € a taxa de desintegracdo e t é o tempo decorrido. Sabendo que e € um

namero irracional positivo, e tem como aproximacéo 2,71.
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at
Analise o grafico da funcdo M(t) =M, e * ouM() =M, - (E) em

t
comparacao ao gréafico da fungéo g(t) = G) :

at
1. Afuncdo M(t) = M, - G) € crescente ou decrescente? Por qué?

at
2. O que ocorre com o grafico da fungcdo M(t) = M, - G) qguando modificamos

o valor de Mo (massa inicial do corpo)? O que isso significa para a quantidade

de C'* na peca analisada?

at
3. O que ocorre no grafico da funcdo M(t) = M, - e) guando aproximamos o

valor de a a zero? O que acontece com a quantidade de C'* na peca
analisada, sabendo que a representa a constante de desintegracdo do C*

em cada material?

at
4. O gue ocorre no grafico de M(t) = M, - (i) guando aumentamos o valor de

a? O que acontece com a quantidade de C'* na peca analisada, aumenta ou
diminui, mais rapido ou mais lentamente? Sabendo que a representa a

constante de desintegracdo do C'* em cada material?

Vocé conseguiu fazer relagdo entre o que vocé aprendeu em matematica e as
atividades referentes a conteudos abordados na Biologia e na Quimica? Relate o

gue vocé achou desta experiéncia.
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Oficina 4 — Funcéao Logaritmica e Escala pH

A escala de pH

O termo pH (potencial hidrogeniénico) foi introduzido, em 1909, pelo bioquimico
dinamarqués Soren Peter Lauritz Sorensen (1868-1939), com o objetivo de facilitar
seus trabalhos no controle de qualidade de cervejas.

A escala de pH, € uma escala logaritmica, usada para medir a acidez de uma
solucéo, que depende da concentracdo de ions de hidrogénio na solucdo. Essa
concentracido € representada pelo simbolo [H'] e mols de ions de hidrogénio por

litro. A escala de pH apresenta normalmente valores que variam de zero a guatorze.

A expressao usada para calcular o pH é a seguinte:

pH = colog[H+] ou pH = —log[H+] ou pH = log[H—lﬂ

O valor de [H'] para a 4gua pura é 10, o que significa que o pH da agua pura

€ 7, onde 7 representa 0 neutro. A substancias cujo pH é menor que 7 sao

chamados acidos. Estas substancias tém gosto azedo. As substancias cujo pH é
maior que 7 sdo chamadas de bases. Estas substancias tém gosto amargo.
Tanto os acidos como as bases sdo substancias perigosas em altas

concentracdes, podendo, entre outras coisas, causar graves queimaduras.

Vamos utilizar o GeoGebra para analisar o comportamento grafico da Funcéao
Logaritmicaf: R} — R definida por f(x) =a+ b-log(cx) coma,b,c e Re (cx) >0

e posteriormente analisarmos a Escala de pH em funcéo de [H'].

1. Mantendo a =0 e b =1, vamos analisar o que acontece com o gréafico da
funcéo f(x) =a+ b-log(cx).
a) Qual é o comportamento do gréfico da funcdo quando ¢ > 0, crescente ou

decrescente?

b) O que ocorre no grafico da fungcdo quando aumentamos o valor de ¢, com

¢ > 0, o crescimento é mais lento ou mais rapido?
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c) Qual é o comportamento do grafico da funcdo quando ¢ < 0, crescente ou

decrescente? E o que mais ocorre?

2. Mantendo a =0 e ¢ =1, vamos analisar o que acontece com o grafico da
funcdo f(x) =a+ b-log(cx) ao variar o parametro b na fungcéo f(x) = a+
b-log(cx).

a) O crescimento da funcdo € mais rapido ou mais lento quando aumentamos o

valor de b, com b > 07

b) O que ocorre no gréfico quando b € negativo?

3. Mantendo b > 0 e ¢ > 0 varie o parametro a da funcdof(x) = a+ b - log(cx).

a) O gue ocorre guando aumentamos o valor de a, com a > 0?

b) O que ocorre quando a é negativo?

Aplicacdo na quimica

Agora vamos analisar como se comporta a escala de pH, sabendo que é
possivel determinar o pH de uma solucgédo através da funcdo:pH(H+) = —log[H+]

Outro método bastante utilizado em laboratério para verificar a acidez de uma
substancia é o papel de tornassol. Sua faixa de viragem é ampla, de modo que so é
usado para indicar se a solucdo € nitidamente &cida (quando fica vermelho) ou
nitidamente basica (quando ele fica azul).

A escala de pH pode ser vista em cores conforme 0 esquema a seguir.
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Escala de pH

Solugdes Neutras
Solugdes Acidas Solugdes Basicas
¢ e

01 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14

Figura: Escala de pH. Fonte o autor.

No arquivo GeoGebra Atividade 3 _Escala de pH observe que o eixo x
representa a concentracéo de H e o eixo y é o valor do pH.
Os pontos indicados no gréafico representam os valores de
pH = —log[H+] = —log10™* = —(—x)log10 = x

1. Quanto maior o valor de [H'], ou seja, se aumentamos o valor de X, 0 que

podemos dizer sobre a acidez?

2. Quanto menor o valor de [H'], ou seja, se diminuimos o valor de X, 0o que

podemos dizer sobre a acidez?

3. Considerando a tabela a seguir, escreva as substancias em ordem crescente

de acidez.

Substancia [H'] (mol/L) Acidez

Leite 10”7

Café 10°

Refrigerante 103

Suco de tomate 10"

Clara de ovo 10°

Leite de magnésia 1010

Urina 10°®
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4. Como podemos explicar o sinal negativo de pH = —log[H+]?

5. O que podemos concluir a relacéo entre a acidez de uma substancia e [H']?

Seus conhecimentos adquiridos com o estudo da Funcdo Logaritmica

auxiliaram na anélise da Escala de pH em funcéo de [H']?
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Oficina 5 — Funcao Seno e Ondas Sonoras

No estudo de Funcdes Trigonométricas conhecemos a funcdo Seno definida
por f(x) = senx que é uma funcdo periodica, com periodo igual a 2w e de dominio
real. E uma funcéo limitada de imagem igual a [-1,1] e de amplitude 1.

Nosso objetivo é utilizar os conceitos matematicos estudados na andlise grafica
da funcdo Seno e aplicarmos estes conhecimentos adquiridos no estudo de ondas,
na Fisica, onde é dada uma interpretacdo mais pratica para cada um dos

parametros da funcéo Seno. Observe na Figura os elementos de uma onda.

_Crista1 perioda _Crista

Figura: Elementos de uma onda.

Irmagem

e Periodo € o intervalo necessario para completar um ciclo completo.
e Imagem é o intervalo de variacédo do valor de f(x), intervalo de variagdo entre
um vale e uma crista.
e Amplitude € a metade da diferenga entre as ordenadas maxima e minima do
grafico.
e Crista é o ponto maximo que a funcéo atinge
e Vale é o ponto minimo que a funcao atinge
Ao generalizarmos a fungdo Seno como f(x) = a sen(bx+x) + ¢ com a,b,c €
R, a#0, b #0 e xe[0,2r], podemos variar os parametros a,b,c e «, e verificar
através do GeoGebra o que ocorre com seu grafico em comparacdo ao gréafico de
f(x) = senx.
- Mantendo os parametros b = 1,x=0ec = 0.
1. O que ocorre com a imagem da funcdo f(x) = asen(lx + 0) + 0 quando

aumentamos o valor de a para valores a > 0?

E o que ocorre com a amplitude do grafico da funcao?
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2. O que ocorre com a imagem da fungdo f(x) = asen(lx+ 0)+ 0 quando

diminuimos o valor de a para valores a < 0?

E o que ocorre com a amplitude do gréafico da funcéo?

3. O que podemos concluir sobre a variacdo do grafico da fungdo f(x) =

a sen(bx+«) + ¢ quando variamos o parametro a?

e Podemos concluir que a imagem da funcdo f(x) = asen(bx+x)+c
variada seguinte forma: Im = [—a,a] e a amplitude da funcdo varia de

acordo com o valor absoluto do parametro a, ou seja, de acordo com |al.

- Mantendo os parametrosa = 1,x=0ec = 0.

4. O que ocorre com a imagem da funcdo f(x) =1sen(bx+ 0)+ 0 quando

variamos o valor de b com b # 0?

5. O que ocorre com a amplitude da funcdo f(x) = 1 sen(bx + 0) + 0 quando

variamos o valor de b com b # 0?

6. O que ocorre com o0 periodo da funcédo f(x) =1 sen(bx + 0) + 0 quando

aumentamos o valor de b quando b > 0?

7. O que ocorre com o periodo da funcdo f(x) =1 sen(bx + 0)+ 0 quando

diminuimos o valor de b quando b > 07?
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8. O que ocorre com o periodo da fungdo f(x) =1sen(bx + 0)+ 0 quando
diminuimos o valor de b quando b < 0, ou seja, quando afastamos o valor de

b de zero?

9. O que ocorre com 0 periodo da funcdo f(x) =1sen(bx + 0) + 0 quando
aumentamos o valor de b quando b < 0, ou seja, quando aproximamos 0

valor de b a zero?

e Portanto o periodo da fungéo f(x) = a sen(bx+x) + ¢ diminui quando
aumentamos o valor absoluto do pard@metro b e o periodo da fungéo

aumenta quando diminuimos o valor absoluto do parametro b.

- Mantendo os parametrosa =1,b=1ec = 0.

10.0 que ocorre com o periodo da funcaof(x) = 1sen(lx+«)+ 0 quando

variamos o valor de «?

E o que ocorre com a amplitude?

11.0 que ocorre com a imagem da funcdo f(x) =1sen(1x+x)+ 0 quando

variamos o valor de «?

e Podemos concluir ha um deslocamento horizontal no gréafico da
funcéo f(x) = a sen(bx+«) + ¢ quando variamos 0 parametro < e que
este deslocamento ndo altera o periodo, nem a imagem nem a

amplitude do gréfico da funcéo.

- Mantendo os parametrosa =1,b=1e x=10
12. O que ocorre com o0 periodo da funcdo f(x) = 1sen(1x + 0) + ¢ quando

variamos o valor de ¢?

E com a amplitude?
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13. H& alteracdo na imagem da funcdo f(x) =1sen(1x+ 0)+ ¢ quando

alteramos o valor de ¢?

e Podemos concluir que ha um deslocamento vertical no grafico da
funcdo f(x) = asen(bx+x) + c quando variamos o parametro c, e,
portanto ha variacdo na imagem da funcdo. A imagem da funcao fica

definida tendo como extremos os valores (=1)-a+ce (+1)-a+c

Aplicacdo na Fisica

No estudo da Fisica, nos deparamos com o0 estudo das ondas que séo

descritas pela Equacgéo da Onda: F(x) = Asen(kx — wt) onde:

o A é a amplitude da onda medida em metros.
o w = 2nf é afrequéncia angular.
o f € o niUmero de vezes que esse comprimento de onda ocorre na

unidade de tempo, denominada frequéncia quantificada em hertz (Hz).

21T . -
o k =7”eo numero de onda angular.

o A € o comprimento da onda, é a distancia entre duas cristas ou
dois vales em metros (equivale a uma volta no ciclo trigonométrico).
o v € a velocidade de propagacdo de uma onda em um meio é

constante e determinada por v = 1 f.

o t € otempo.
o x € a posicao.

Observacédo: ndo estamos considerando o tempo como uma variavel, pois no
ensino médio estudamos apenas fun¢des de uma Unica variavel que neste caso € o
X.

Ao estudarmos as gqualidades fisioldgicas do som nos deparamos com duas
delas: altura e intensidade.

- A altura do som esta relacionada com sua frequéncia.
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Quanto maior a frequéncia sonora, mais agudo é o som, e quanto menor a
frequéncia mais grave é o som.

- A intensidade sonora esta ligada a amplitude das vibracdes, e portanto a
energia transportada pela onda.

Esta qualidade difere o som forte (grande amplitude = muita energia = volume
alto) e som fraco (pequena amplitude — pouca energia = volume baixo).

Sendo assim, ao alterarmos cada parametro da seguinte funcdo, nao
considerando o tempo como uma variavel, F(x) = Asen(kx — wt) 0 que ira ocorrer

em termos da qualidade do som?

No GeoGebra desative a caixa Funcdo Seno e ative a caixa Equacdo da
Onda.

1. Se aumentarmos o valor do parametro A o que ocorre com a qualidade do

som?

2. Se diminuirmos o valor do parametro A o0 que ocorre com a qualidade do

som?

Sabendo que k = 27” e v = A f responda as seguintes questdes:

3. O que devemos alterar na equacao da onda para alterarmos a frequéncia f?

4. Paratornar o som mais grave, devemos alterar que parametro na equacéo da

onda? O que ocorre com o valor de 1?

5. Para tornar o som mais agudo, devemos alterar que parametro na equacgao

da onda? O que ocorre com o valor de A?




150

“Ouvindo uma Onda Senoidal”

Aplicacdo na Fisica, que consiste na atividade “Ouvindo uma Onda
Senoidal”. Esta atividade foi criada no GeoGebra e compartilhada pelo Prof.
Humberto José Bortolossi. Esta disponivel no site http://tube.geogebra.org

1. Altere através do controle deslizante o valor da Amplitude e observe o que
ocorre com 0 som.

a) Descreva o que vocé pode constatar em relacéo as qualidades do som.

b) Vocé percebeu alguma semelhangca no som quando a amplitude era negativa

ou positiva? Se percebeu, que semelhanca é essa?

2. Altere através do controle deslizante o valor da Frequéncia, medida em Hz
(Hertz).

a) Descreva o que vocé pode observar em relacéo as qualidades do som.

b) O que ocorre quando aumentamos a frequéncia? E quando diminuimos?

3. Quando alteramos a fase (wt) ocorre alguma alteracdo no som?

Vocé conseguiu fazer relacdo entre o que vocé aprendeu em matematica e o que
vocé aprendeu na fisica através desta atividade? Relate o que vocé achou desta

experiéncia.




