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RESUMO

AUTOFUNCOES DO MODELO DE TIMOSHENKO EM UM SISTEMA
DE DUAS VIGAS ACOPLADAS ELASTICAMENTE

AUTORA: Bruna Silveira Pavlack
ORIENTADORA: Rosemaira Dalcin Copetti

Este trabalho tem como objetivo determinar as autofungoes ou modos de vibracao de um
sistema composto por duas vigas acopladas por uma camada eldstica e modelado ma-
tematicamente pela teoria de Timoshenko para vigas. O estudo é realizado através de
analise modal com uma formulagao matricial em blocos e os modos de vibracao sao escri-
tos em termos da resposta matricial fundamental, a qual é a solucao fundamental de um
problema de valor inicial com coeficientes matriciais. Os modos de vibracao sao obtidos,
para diversas condigoes de contorno, em termos da solucao fundamental matricial. Para
o caso particular de um sistema de vigas duplas com condic¢oes de contorno biapoiadas os

modos sao escritos em termos de fungoes trigonométricas elementares senos e cossenos.

Palavras-chave: Modos de Vibragao. Viga dupla de TImoshenko. Anélise Modal.

Resposta Impulso Fundamental.



ABSTRACT

EIGENFUNCTIONS OF THE TIMOSHENKO MODEL IN A SYSTEM OF
TWO ELASTICALLY COUPLED BEAMS

AUTHOR: Bruna Silveira Pavlack
ADVISOR: Rosemaira Dalcin Copetti

This study aims to determine the eigenfunctions or vibration modes of a system compo-
sed of two beams coupled by an elastic layer and modeled mathematically by Timoshenko
theory for beams. The study is conducted through modal analysis with a block matrix
formulation and the vibration modes are written in terms of the fundamental matrix
response, which is the fundamental solution of an impulsive initial value problem with
matrix coefficients. The vibration modes are obtained for various boundary conditions
in terms of the fundamental matrix solution. For the particular case of a double beam
system supported-supported boundary conditions the modes are written in terms of the

elementary functions trigonometric functions sine and cosine.

Keywords: Vibration Modes. Double Beam of Timoshenko. Modal Analysis. Fun-

damental Impulse Response.



Lista de Figuras

1.1
1.2
1.3

2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6

3.1

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

Apoio simples. . . . . . .. 16
Articulagao. . . . ... 16
Engaste. . . . . . . 16
Viga fixa em ambas as extremidades. . . . . . . . . ... ... 29
Vigafixaemx =0elivieemx=L. . ... ... ... ... ... ..... 29
Viga livre em ambas as extremidades da viga. . . . . .. .. .. ... ... 30
Viga fixaem x =0eapoiadaemx=L. . ... ... .. ... .. ..... 30
Viga apoiada em ambas as extremidades. . . . . . . . ... ... L. 31
Viga com condigoes de contorno nao classicas. . . . . . . . ... ... ... 31
Modelo de um sistema de viga dupla acoplado elasticamente. . . . . . . . . 33

Sistema de viga dupla acoplada elasticamente e apoiada em ambas as ex-

tremidades das vigas superior e inferior. . . . .. .. ... ... L. 51
wip = 1,1831 x 10? rad/s - primeiro modo de vibracao. (a) Wi(z); (b)
O1(x); (c) Waz); (d) Oo(x). . o o v o v 56
wie = 2,1036 x 10? rad/s - segundo modo de vibragao. (a) Wi(z); (b)
O1(x); (¢) Wa(x); (d) Oo(). . o v o o o 56
Wy = 3,2490 x 10% rad/s - terceiro modo de vibragao. (a) Wi(z); (b) ©1(x);
() Wa(z); (d) Oa(x). . o v v oo o 57
wae = 5,9388 x 10 rad/s - quarto modo de vibragao. (a) Wy(z); (b) ©1(x);
() Wa(z); (d) Og(x). . o o v oo 57
w3 = 6,7311 x 10% rad/s - quinto modo de vibragao.(a) Wy(x); (b)O;(x);
() Wa(z); (d) Oa(z). . o oo oo 58
w3p = 1,17495 x 103 rad/s - sexto modo de vibragao. (a) Wi(x); (b) ©1(x);
() Wa(z); (d) Og(x). « o o v oo 58
wy = 1,31753 x 10® rad/s - sétimo modo de vibragao. (a) Wi(z); (b)
O1(x); (c) Waz); (d) Oo(x). « o o v o v 59
wae = 2,33465 x 10 rad/s - oitavo modo de vibragao. (a) Wy(z); (b) ©1(x);
() Wa(z); (d) Og(x). . o o v oo 59



4.10 Parte real da resposta livre para 0 <t <2e 0 <z < 1. (a) wi(t,x); (b)
O1(t,z); (c) walt,x); (d) Oa(t,z). - . o o oo
4.11 Corte em x = 0, 5m na parte real da resposta livre. (a) w (¢, z); (b) 01(¢, z);
() walt,x); (d) Oa(t, ). . o o o o oo
4.12 Parte imagindria da resposta livre para 0 <t <2e 0 <z < 1. (a) w(t, z);
(b) 61(t,z); (c) wa(t,x); (d) Oa(t, ). . . o o o oo
4.13 Corte em = = 0,5 m na parte imaginaria da resposta livre. (a) wy (¢, x); (b)
O1(t,x); (c) walt,x); (d) Oa(t, ). . o o o o o oo
4.14 Sistema de viga dupla acoplada elasticamente com condig¢oes de contorno
fixa-fixa. . . . ..
4.15 Sistema de viga dupla acoplada elasticamente com condig¢oes de contorno
fixa-livre. . . . .
4.16 Sistema de viga dupla acoplada elasticamente com condig¢oes de contorno
fixa-apoiada. . . . . . .. Lo
4.17 Sistema de viga dupla acoplada elasticamente com condig¢oes de contorno
apoiada-apoiada. . . . . . .. .. L
4.18 wy; = 2,1331 x 10? rad/s - primeiro modo de vibracao. (a) Wi(z); (b)
O1(x); (¢) Wa(x); (d) Oo(). « - o o o o
4.19 wyp = 3,5085 x 10* rad/s - segundo modo de vibragao. (a) Wi(z); (b)
O1(z); (¢) Walz); (d) Oo(x). -« o o v v o
4.20 wy; = 4,7859x10% rad/s - terceiro modo de vibracao. (a) Wy (z); (b) ©1(z);
() Wa(z); (d) Og(x). . o o v oo
4.21 wyy = 9,0622 x 10? rad/s - quarto modo de vibracao. (a) Wi(z); (b) ©1(z);
(c) Wax); (d) Oa(x). o v v v oo
4.22 wz =9,1778 x 10* rad/s - quinto modo de vibragao. (a) Wi(z); (b) ©1(z);
() Wa(z); (d) Og(x). . o o v o o
4.23 w3y = 1,48534 x 103 rad/s - sexto modo de vibragio. (a) Wi(z); (b) ©1(z);
(c) Wax); (d) Oa(x). o v v v oo
4.24 wy = 4,479 x 10" rad/s - primeiro modo de vibragao. (a) Wy(x); (b) ©1(z);
() Wa(z); (d) Og(x). . o o v o o
4.25 wiy = 1,8158 x 10* rad/s - segundo modo de vibragao. (a) Wi(z); (b)
O1(z); (¢) Walz); (d) Oo(x). - - o v v oo
4.26 wy = 2,1117x10% rad/s - terceiro modo de vibracao. (a) Wy (z); (b) ©1(z);
() Wa(z); (d) Og(x). . o o v o o
4.27 wyy = 3,4632 x 10? rad/s - quarto modo de vibracao. (a) Wi(z); (b) ©1(z);
(¢) Waz); (d) Oo(x). « o v v v oo

60

62

74

74

7



4.28 wsy = 4,7877 x 10* rad/s - quinto modo de vibragao. (a) Wi(z); (b) ©1(z);

() Wa(z); (d) Og(x). . o o v oo 79
4.29 w3y =9,0628 x 10? rad/s - sexto modo de vibragao. (a) Wy(x); (b) ©1(z);

(c) Wax); (d) Oa(x). o v v v oo 79
4.30 wy; = 1,665 % 10* rad/s - primeiro modo de vibragao. (a) Wy(x); (b) ©1(z);

() Wa(z); (d) Og(x). . o o o o o 80
4.31 wyy = 2,6257 x 10*> rad/s - segundo modo de vibragao. (a) Wi(z); (b)

O1(z); (¢) Walz); (d) Oo(x). -« o v v v o 80
4.32 wy = 3,9659 x 10? rad/s - terceiro modo de vibracao. (a) Wy (z); (b) ©1(z);

() Wa(z); (d) Oa(x). . o oo oo 81
4.33 wyy = 7,4663 x 10? rad/s - quarto modo de vibracao. (a) Wi(z); (b) ©1(z);

(c) Wax); (d) ©Oa(x). o v v v oo 81
4.34 w3 = 7,8489 x 10% rad/s - quinto modo de vibragao. (a) Wi(z); (b) ©1(z);

() Wa(z); (d) Oa(x). . o oo oo 82

4.35 wszy = 1,32675 x 10% rad/s - sexto modo de vibragio. (a) Wi(z); (b) ©1(z);
(c) Wax); (d) ©a(x). o v v v oo 82



Lista de Tabelas

4.1
4.2
4.3

4.4

Valores numéricos para as simulagoes. . . . . . . .. .. .. ... 54
Frequéncias ressonantes (rad/s). . . . . . ... ... 55
Comparacao das frequéncias naturais (rad/s), com w;;, onde i corresponde

ao n e j a primeira e segunda frequéncias. . . . . . .. .. ... 5}

Frequéncias naturais (rad/s). . . ... .. ... 73



Sumario

INTRODUCAO 14
1 REVISAO BIBLIOGRAFICA 15
1.1 Teoriade Vigas . . . . . . . . . . 15
1.2 Viga Dupla . . . . . .. 19
1.3 Analise Modal e Solugao Fundamental . . . . . . ... ... ... .. ... 20
2 MODELOS DE VIGAS DE TIMOSHENKO 22
2.1 Equacgao da Viga de Timoshenko . . . . . . . . .. .. ... ... ... .. 22
2.2  Exemplos de Equagoes de Vigas de Timoshenko . . . . . . . . .. ... .. 25
2.3 Condicgoes de Contorno da Viga de Timoshenko . . . . .. ... ... ... 27
2.3.1 Condicoes de Contorno Classicas da Viga de Timoshenko . . . . . . 28

2.3.2 Exemplo de Condicao de Contorno Nao Cléssica na Viga de Ti-
moshenko . . . . . .. 31
3 SISTEMA DE VIGA DUPLA DE TIMOSHENKO 33
3.1 Equacoes de Timoshenko - Viga Dupla Acoplada Elasticamente . . . . . . 33
3.2 Ondas Planas . . . . . . . . . . ... 35
3.2.1 Ondas Harmonicas . . . . . .. .. ... .. ... ... .. ..... 35
3.3 Ondas Modais . . . . . . . . . . . e 36
3.3.1 Formulacao Modal Matricial . . . . . . . . ... ... ... ..... 36
3.3.2 Base Matricial Fundamental . . . . . . . .. ... ... ... ... 38

3.4 Sobre o Desacoplamento do Sistema de Equagoes para Duas Vigas de Ti-
moshenko Acopladas Elasticamente . . . . . . . . ... ... ... ..... 42
4 PROBLEMAS DE CONTORNO 51
4.1 Caso de Viga Dupla Biapoiada . . . . . . . . ... ... ... .. ... .. 51
4.1.1 Resposta Livre . . . . . . . . .. 52
4.1.2 Modos de Vibracao . . . . . . .. ... oo 52
4.1.3 Simulagoes . . . . . .. 54

12



4.2 Problemas de Contorno Gerais . . . . . . . . . . . 64

4.2.1 Caso Geral . . . . . . ... 64

4.2.2 Vigafixafixa . . ... ... . 67

4.2.3 Viga fixa-livre . . . . . .. Lo 68

4.2.4 Viga fixa-apoiada . . . . . .. ..o 70

4.2.5 Viga apoiada-apoiada . . . . . . . .. ... 71

4.3 Simulagoes . . . . . ... 73
4.3.1 Vigafixafixa . . ... ... .. 74

4.3.2 Viga fixa-livre . . . . . ... 7

4.3.3 Viga fixa-apoiada . . . . . . ... L 80
CONCLUSAO 83

REFERENCIAS 84



INTRODUCAO

Neste trabalho considerou-se um sistema formado por duas vigas acopladas elasti-
camente de mesmo comprimento, paralelas, e modeladas matematicamente pela teoria de
Timoshenko. O objetivo do presente trabalho é utilizar a resposta fundamental matricial,
a analise modal e uma formulagao matricial em blocos para determinar as autofungoes ou
modos de vibracao do sistema para diversas condi¢oes de contorno classicas.

A dissertacao estd estruturada da seguinte maneira: no Capitulo 1, faz-se um
referencial tedrico sobre os principais modelos matemaéaticos usados na literatura para
estudar vibragoes de vigas para o caso de uma tnica viga e para o sistema composto por
vigas acopladas. Também faz-se uma revisao bibliografica de trabalhos que utilizam a
analise modal e a resposta fundamental matricial.

No Capitulo 2, descreve-se o modelo matematico de uma viga formulado a partir da
teoria de Timoshenko, a deducao de suas equacoes, suas principais condi¢oes de contorno
classicas e um exemplo de condi¢ao de contorno nao classica.

No Capitulo 3, apresenta-se o sistema de duas vigas acopladas elasticamente através
da teoria de Timoshenko. A metodologia para obter as frequéncias e modos de vibragao
do sistema usa formulagao matricial em blocos, analise modal e solucao fundamental ma-
tricial. Faz-se o desacoplamento das equagoes de Timoshenko para o caso de duas vigas
acopladas elasticamente com forca externa.

No Capitulo 4, considera-se o caso de vigas dupla biapoiadas, obtém-se as
frequéncias naturais, os modos de vibracao e a resposta livre em termos de funcgoes ele-
mentares. Realiza-se simulacoes para os modos de vibracao e para a resposta livre usando
parametros da literatura. Por fim, aborda-se outras condi¢oes de contorno e formula-se
a equacao caracteristica nestes casos em termos da formulacao matricial em blocos e da
resposta fundamental matricial.

Finalmente, descreve-se as consideracoes finais do trabalho.
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Capitulo 1

REVISAO BIBLIOGRAFICA

1.1 Teoria de Vigas

As vigas sao elementos presentes em diversas aplicacoes do cotidiano, como por
exemplo, hélices de helicépteros, satélites flexiveis, construcao civil, asas de avioes, robética,
trilhos de trens e subsistemas de estruturas mais complexas. Por isso, o estudo de seu com-
portamento é importante, pois existem muitas estruturas que somente foram viabilizadas
devido ao conhecimento e aplicacao da teoria de vigas.

Geralmente, as vigas sao elementos prismaticos retos e longos. Na maioria dos
casos, as forgas atuantes nelas sao perpendiculares ao seu eixo, provocando somente flexao
e cisalhamento. Quando as forcas nao estao perpendicular com o eixo da viga, podem
produzir também esforgos axiais (BEER, 2003).

O carregamento de uma viga pode ser com cargas externas distribuidas, forcas ex-
ternas concentradas, momentos ou qualquer combinagao destes (CRAIG, 2003). Quando
a forca distribuida tiver valor constante sobre parte da viga, diz-se que a forga é uniforme-
mente distribuida sobre aquela parte (BEER, 2003). Ao aplicar um carregamento, forgas
reativas surgem nos suportes das vigas, em reagao as cargas aplicadas (CRAIG, 2003).
Os suportes podem também ser chamados de vinculos (CAMPANARI, 1985). Abaixo sao
apresentados trés exemplos de vinculos:

a) Apoio simples: impede somente o deslocamento perpendicular ao plano de apoio,
introduzindo uma tunica forga nesta direcao e permitindo a rotacao. Quando estiver na

extremidade, ird implicar deslocamento e momento fletor nulos.

15
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Figura 1.1: Apoio simples.

ok

Fonte: (CAMPANARI, 1985).

b) Articulagao: impede o deslocamento em qualquer dire¢ao do plano, introduzindo
assim uma forca numa direcao qualquer, mas permitindo a rotacao. Se for escolhido um
sistema de eixos de ortogonais, a articulagao podera introduzir duas componentes de forca.
Quando estiver na extremidade, suas restrigoes serao de deslocamento e momento fletor

nulos.

Figura 1.2: Articulacao.

/\

Fonte: (CAMPANARI, 1985).

c) Engaste: impede qualquer deslocamento ou rotagao no plano, ou seja, o deslo-

camento e a rotacao para este tipo de vinculo serao nulos.

Figura 1.3: Engaste.

Fonte: (CAMPANARI, 1985).
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Timoshenko (TIMOSHENKO, 1953) faz um relato sobre o problema de flexao de vi-
gas. Comecando pelos trabalhos de Galileo, ele descreve os refinamentos da teoria de vigas
por Bernoulli, Euler, Coulomb, Saint Venant, Poisson, Kirchoff, Rayleigh e pelo proprio
Timoshenko, entre outros. As principais teorias de vigas sao: Euler-Bernoulli, Rayleigh,
Vlasov e Timoshenko. Os primeiros pesquisadores da teoria de vigas, reconheceram que
o efeito da flexao é o efeito mais importante em uma viga vibrando transversalmente. O
modelo de Euler-Bernoulli inclui a energia potencial devido a flexao e a energia cinética
devido ao deslocamento lateral. Primeiramente, Jacob Bernoulli (1654-1705) identificou
que a curvatura de uma viga eldstica em qualquer ponto é proporcional ao momento flexu-
ral naquele ponto. Posteriormente, o sobrinho de Jacob, Daniel Bernoulli (1700-1782), foi
o primeiro a formular a equacao diferencial de movimento da vibragao de uma viga. Leo-
nhard Euler (1707-1785) durante suas investigagoes de vigas eldsticas sob vérias condigoes
de carregamento, aceitou a teoria de Jacob Bernoulli. A teoria de Euler-Bernoulli, co-
nhecida como teoria classica do estudo de vigas, é a mais comumente utilizada, pois é
bastante simples e fornece aproximacoes razoaveis para muitos problemas. Entretanto,
esta teoria tende a superestimar levemente as frequéncias naturais mais altas. Além disso,
nesta teoria, a predicao das frequéncias é melhor para vigas finas ou delgadas do que para
as vigas nao delgadas.

O modelo de Rayleigh inclui o efeito de rotagao da sessao transversal (HAN, 1999,
p. 935-988) o que é um avango em termos de modelagem em relagao a teoria de Euler-
Bernoulli. Este modelo corrige parcialmente a superestimacao das frequéncias naturais
obtidas a partir do modelo de Euler-Bernoulli.

A teoria de Vlasov inclui a distor¢ao de cisalhamento ao modelo de Euler-Bernoulli,
melhorando assim, consideravelmente, a estimativa das frequéncias naturais.

Ja a teoria de Timoshenko (TIMOSHENKO, 1921, p. 744-746), (TIMOSHENKO,
1922, p. 125-131) adiciona o efeito de cisalhamento e o efeito de rotagdo ao modelo de
Euler-Bernoulli. O modelo de Timoshenko é considerado a maior melhoria para apro-
ximagcao da resposta de vigas nao delgadas e para altas frequéncias, pois nestas situagoes
os efeitos de cisalhamento e da rotacao nao podem ser desprezados. A partir de Ti-
moshenko, varios pesquisadores tém obtido as equagoes para frequéncias e para os modos
de vibracao para variadas condicGes de contorno. A seguir, as principais caracteristicas
e equagoes das vigas de Euler-Bernoulli e Timoshenko, as mais usadas para estudar a

deflexao transversal de vigas.

Euler-Bernoulli

As hipdteses consideradas para obter a equacao da viga usando a teoria de Euler-

Bernoulli sao:
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A dimensao da sessao transversal é pequena comparada com o comprimento;

Existe uma linha neutra onde a viga nao sofre nem tragao e nem compressao;

O material da viga é elastico e homogéneo;

As sessoes planas permanecem planas apos a deformacao e a curvatura da viga é
assumida pequena;

Sao desprezadas as deformacoes por cisalhamento e inércia rotacional.

Considerando-se estas hipdteses, a equacao da viga é dada por:

O*w(t,r) 0 Pw(t,x)]
o o {EI(CU)W] -0

pA(z) (L.1)

X

onde, w(t,z) é o deslocamento transversal; p é a densidade linear; A é a drea da sessao
transversal; pA é a distribuicao de massa da viga; E o mddulo de elasticidade de Young

e I o momento de inércia.

Timoshenko

Neste modelo considera-se o efeito causado pela inércia rotacional devido a energia
cinética produzida pela rotacao da viga causada pelo momento fletor. Também se consi-
dera a deformacao de cisalhamento causada pela forca da mesma. As sessoes transversais
permanecem planas, mas nao, necessariamente, perpendiculares ao eixo longitudinal da
viga. Isto ocorre devido ao fato de existir o giro da seccao em relagao a esta perpendicular
que é ocasionado pelo cisalhamento.

As equagdes que regem este modelo podem ser dadas por:

Ow(t, ) O*w(t, x) oM(t,x)
PA= G HGAT g HRGAT =0, .
1.2
0?0(t, ) ow(t,x) 9*0(t,z)

onde, w(t,z) é o deslocamento transversal; p é a densidade linear; A é a drea da sessao
transversal; pA é a distribuicao de massa da viga; E o médulo de elasticidade de Young,
I o momento de inércia; k ¢é o coeficiente de cisalhamento e G é o médulo de elasticidade
transversal.

Nas situacoes em que as dimensoes da viga nao sao pequenas comparadas com o
comprimento da viga (vigas curtas), o modelo de Timoshenko é o mais indicado.

H& muitos trabalhos sobre a flexao livre e forcada de vigas simples baseadas na
teoria de Euler-Bernoulli e Timoshenko. Comparado a isto, ha poucos trabalhos sobre o

sistema de duas vigas acopladas.
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1.2 Viga Dupla

Devido a grande aplicagao em diversas areas de tecnologia, a dinamica do sistema
de vigas duplas é um assunto de grande interesse. Diferentes aspectos relacionados com as
respostas livre e forcada do sistema de duas vigas elasticamente conectadas foram tratados
por alguns pesquisadores.

O trabalho de Seelig e Hoppman (1964, p. 93-99) foi um dos pioneiros nos estudos
sobre vibragoes do sistema de duas vigas elasticamente conectadas. Neste trabalho sao
obtidos os modos normais de um sistema de n vigas conectadas elasticamente, utilizando
a teoria da viga de Euler-Bernoulli. Seelig e Hoppmann (1964, p. 621-626) também
estudaram o caso de carga de impacto em um sistema de vigas, do tipo Euler-Bernoulli,
paralelas e conectadas elasticamente. Eles apresentaram o desenvolvimento e a solugao das
equagoes diferenciais de movimento deste sistema. Kessel (1966, p. 684-687) investigou as
ressonancias de um sistema que consiste em duas vigas, do tipo Euler-Bernoulli, paralelas,
ligadas elasticamente e sujeitas a uma carga em movimento que oscila longitudinalmente
sobre um ponto fixo ao longo do comprimento de uma das vigas. Chonan (1976, p. 595-
603) investigou o comportamento dinamico de duas vigas ligadas com um conjunto de
molas independentes submetido a uma carga impulsiva e modelado pela teoria de Euler-
Bernoulli. Hamada (1983, p. 1936-1942) estudou as vibragoes livres e forgadas de um
sistema de duas vigas Euler-Bernoulli, com massas e rigidez a flexao desiguais usando um
método generalizado de Transformacao de Integral Finita e Transformacao de Laplace. Vu
(2000, p. 807-822) apresentou um método exato para estudar a vibragdo de um sistema
de dupla viga submetido a uma excitacao harmonica para o modelo de Euler-Bernoulli.
Oniszczuk (2003, p. 273-286) analisou as vibragoes transversais nao amortecidas e forgadas
de um sistema de dupla viga Euler-Bernoulli elasticamente acoplada no caso de condigoes
de contorno simplesmente apoiada. Seibel (SEIBEL, 2013) realizou um estudo sobre
vibracoes livres e forcadas de um sistema de dupla viga acoplado. O sistema é composto
por duas vigas do tipo Euler-Bernoulli, paralelas, de mesmo comprimento, simplesmente
apoiadas e conectadas por uma camada viscoelastica. Neste trabalho foram obtidas as
frequéncias naturais e os modos de vibracao ou autofuncgoes do sistema acoplado utilizando
resposta fundamental matricial para escrever a solugao da equagao modal. O estudo foi
realizado através da analise modal com uma formulacao matricial em blocos.

Rao (1974, p. 1232-1237) trabalhou com o desenvolvimento e solugao das equagoes
diferenciais do movimento que regem as vibragoes de flexao livres de sistemas de vigas de
Timoshenko, paralelas elasticamente ligadas com os efeitos de deformacao de cisalhamento
e inércia de rotagao. Chen e Sheu (1994, p. 350-356) apresentaram uma teoria analitica
para investigar as caracteristicas dinamicas de um feixe em camadas que foi composta por

duas vigas paralelas de propriedades uniformes com um nucleo flexivel, modeladas pela
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teoria de Timoshenko. Li e Hua (2007, p. 1155-1168) utilizaram o Método dos Elementos
Finitos (LEE; KIM; LEUNG, 2000, p. 451-465) para investigar as vibragoes de um sistema
de viga dupla, modelado pela teoria de Timoshenko, conectadas elasticamente, sendo estas
uniformes, com massas e rigidez a flexao desiguais e regidas por condigoes de contorno
arbitrarias.

Este trabalho explorara um sistema de viga dupla acopladas elasticamente mode-

ladas pela Teoria de Timoshenko.

1.3 Analise Modal e Solucao Fundamental

A técnica da andlise modal é usada para determinar a resposta de sistemas como
combinagao das frequéncias naturais e dos modos de vibra¢ao (INMAN, 1994), (MEIRO-
VITCH, 2001).

Os modos de vibragao podem ser escritos em termos de uma base (base dinamica)
gerada pela resposta fundamental do sistema, solucao de uma equacao diferencial com
condicoes de contorno impulsivas. A analise modal e a base dinamica foram utilizados em
diversos trabalhos para determinar a resposta de sistemas composto por uma viga Euler
Bernoulli, Timoshenko, micro e nanovigas, nanotubos de carbono e vigas dupla.

A seguir, destacam-se alguns trabalhos que utilizam a analise modal e a resposta
fundamental para o estudo de vibracoes de vigas, cordas, nanotubos de carbono, micro e
nano vigas.

Copetti e Claeyssen (2003, p. 11-20) determinaram a resposta forgada de um mo-
delo giroscépico para uma serra de fita. Copetti, Claeyssen e Tsukazan (2007) também
utilizaram a andlise modal e a base dinamica para obter os modos de vibracao e frequéncias
de uma viga Euler-Bernoulli segmentada, que possui amortecimento interno e amorteci-
mento viscoso externo nas sessoes da viga. Tonetto (2015) utilizou a andlise modal no
estudo de modelos eldsticos nao classicos para vibragao de micro e nanovigas.

Claeyssen e Soder (2003, p. 986-990) mostraram que para vigas Euler-Bernoulli
e Timoshenko, o comportamento da base dinamica ¢ melhor que a base espectral em
situagoes limites.

Claeyssen, Ferreira e Copetti (2003, p. 391-405) determinam a resposta forcada de
sistemas discretos, concentrados e distribuidos em termos da resposta livre e da resposta
permanente, através da utilizacao da base dinamica gerada pela resposta impulso.

A utilizacao da base dinamica tem se mostrado eficiente no calculo das frequéncias
e modos de vibragao de sistemas com e sem amortecimento (RODRIGUES, 2013). Em
trabalhos recentes, foram consideradas vibragoes transversais de vigas Euler-Bernoulli

acopladas através de forcas elasticas de Van der Walls para nanotubos de carbono de
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uma ou mais camadas (CLAEYSSEN; COPETTI; TSUKAZAN, 2013, p. 1032-1050).
Em (CLAEYSSEN; COPETTI; TSUKAZAN, 2013, p. 299-311) foi estudado o efeito nao
local na resposta forcada para nanotubo de carbono composto por uma unica camada.
Tolfo (2013), apresentou um estudo sobre o segundo espectro de frequéncias para o modelo
de uma viga Timoshenko biapoiada considerando a base fundamental gerada a partir da
solugao da equacao modal de segunda ordem. Rodrigues (2013) utilizou uma formulagao
matricial em blocos para estudar as vibragoes transversais de um sistema formado por
duas cordas paralelas, de mesmo comprimento, acopladas através de um elemento vis-
coelastico do tipo Winkler. Seibel (2013) realizou um estudo sobre vibragoes livres e
forcadas de um sistema composto por duas vigas do tipo Euler-Bernoulli, paralelas, de
mesmo comprimento, simplesmente apoiadas e conectadas por uma camada viscoelastica.

Para sistemas amortecidos, quando nao é possivel desacoplar as equacgoes através
da andlise modal classica, ou para condi¢oes de contorno nao classicas usa-se o conceito
de biortogonalidade modal para desacoplar as equagoes do movimento. Copetti (2002)
utilizou a andlise modal adjunta em sistemas nao classicos de natureza concentrada e
distribuida, explorando os conceitos de biortogonalidade modal e da resposta impulso

evolutiva e estacionéria.



Capitulo 2

MODELOS DE VIGAS DE
TIMOSHENKO

Neste capitulo apresenta-se a deducao das equacgoes classicas de Timoshenko com
base no Principio de Hamilton. Também apresenta-se outros exemplos de equagoes de
Timoshenko e algumas aplicacoes.

Apos, aborda-se exemplos de condigoes de contorno cldssicas e um exemplo de

condicao de contorno nao classica para a viga de Timoshenko.

2.1 Equacao da Viga de Timoshenko

Nesta secao obtém-se a equagao cléssica para a viga de Timoshenko a partir do
principio de Hamilton. No que segue, chama-se a equacao classica da viga de Timoshenko
simplesmente de viga de Timoshenko.

Neste modelo, (KELLY, 2007) assume-se que o eixo neutro desloca-se somente na
direcao transversal. Escolhe-se w(t,z) para representar este deslocamento transversal.
Para w pequeno, 8_13: é o declive da curva de deflexao. O declive é a soma de rotacao

angular devido a flexao 6 e o angulo devido ao cisalhamento de distorcao A, de modo que

g_”;u =0(t,x) + \(t, x). (2.1)
Para 6 pequeno, o momento de flexao é:
00

M=FEI—. 2.2

e (2.2)

A forca de cisalhamento pode ser determinada por:
S = kGAM, (2.3)

onde x é um fator de forma dependente da secao transversal da viga, G é o médulo de

cisalhamento que depende do material da viga e A é a area da secao transversal da viga.



23

A energia cinética da viga de Timoshenko é a energia devido ao deslocamento
transversal, além da inércia rotativa. A inércia de rotacao de um elemento diferencial de

espessura dx é:

2
dT, — %dj (%) | (2.4)

O momento de inércia de massa do elemento diferencial é calculado como a de um

disco fino de espessura dz, massa de densidade p, e momento de inércia de drea I(z),
dJ = pldx. (2.5)
A energia cinética total da viga de Timoshenko é dada por:

1 [t ow\ ? 1 [t 90\ *

O momento de flexdo e a forca de cisalhamento funcionam na viga da mesma
maneira como ocorre a deformacao.

Para um sistema conservativo, a energia armazenada € igual ao trabalho necessario
para armazenar a energia.

O trabalho total realizado pelo momento de flexao interna é:

I 90\?

enquanto o trabalho total feito pela forca de cisalhamento sera:
1 L
Wy = —5/ kG AN dx. (2.8)
0

Assumindo que o trabalho é reversivel, a energia de deformacao armazenada na

L L
1 00\* 1 ow )\
0

ow
=(——-0}.
com A (83: )

A formulagao da energia cinética e potencial para uma Viga de Timoshenko en-

viga serd

volve duas varidveis dependentes, w(t,x) e 0(t,x). As variagoes de ambas as varidveis

devem ser assumidas pelo uso do Principio de Hamilton.

to
Tem-se que [(6T — 6V)dx = 0 , substituindo (2.6) e (2.9), obtém-se:

t1
96\ > ow ?
((%) L kGA (% _ 9) dx)) dt = 0. (2.10)

to

J(of (o (5 oo (5 s (o

t1



Separando as integrais, tem-se:

(o ) e o (22) - o (2) (32) )

o ([roa (G0 (5o ao

Resolvendo as quatro integrais acima por partes, separadamente, obtém-se:

o Joon (55) (5 Y= | o (5) () i
- o (5ot - fouon (5) )

o for 5) ()= | o () ()
ot (W)t~ faoot (2)

t1

L L
00 90N ., 0%0
m/ E](S( )(8x)d _—E1(8>50|M+/59E1(8 2>d
0

0
’ 0
/ 6/<¢GA<——6’> <—w—9>dx
ox
0
0 6 ’ 0
w w w
0 0

L
Resolvendo [ —kGA B_w -0 w dx por partes, obtém-se:
0 8.T &L’

L

ow ow dw e=L
/—5/<;GA (% - 9) (% - 9) dr = (—KGA (% - 9) 5w> "
0

L L
w00 ow
0 0
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(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)
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Finalmente, substituindo (2.12), (2.13), (2.14) e (2.15) em (2.11) encontra-se:

to
T (B2 oo - (sea (22 o) ow) 1)
t

1

to L
0 ow 0 0*w
0

t1
Pl fro (. a6 0 020
w
t1 0

Aplicando o Lema de Dubois-Reymond a equagao (2.16), obtém-se duas equagoes dife-

renciais parciais:

O*w(t, ) Pw(t,x) 00(t,x)\
pAT — kGA ( T oy > =0, (2.17)
0%0(t, ) 0?0(t, ) ow(t, x) _
pl o EI IR rGA (T —0(t, ZL‘)) =0. (2.18)

Sendo estas as equagoes classicas para uma viga modelada pela teoria de Timoshenko.

Condicoes de contorno gerais sao dadas por:

00

EI5-(t,0)=0 ou 6(t,0)=0, (2.19)
KGA @—f(t, 0) — 0(t, 0)> =0 ou w(t,0) =0, (2.20)
E[%(t, L)=0 ou 0(t,L)=0, (2.21)
KGA (g—Z)(t, L) -0, L)) —0 ou w(t,L)=0. (2.22)

2.2 Exemplos de Equacoes de Vigas de Timoshenko

O estudo de vibragoes transversais em vigas é utilizado em aplicagoes como enge-

nharia civil, mecanica, aerondutica, nanotubos de carbono, nanomecanica, microscopia de
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forca atomica entre outros. Além da teoria classica de Timoshenko, outros modelos con-
sideram caracteristicas importantes para determinadas aplicagoes. Segue abaixo alguns
desses modelos.

Considere uma viga em fundacao elastica. Este caso é de grande interesse para

a analise e projetos de estradas, ferrovias, pontes, etc. Seja a forca de reacao, p =

AQ
Ej_ wyw(t,z), em (MANEVICH, 2015, p. 209-220), o modelo de Timoshenko tem

equacoes governantes dadas por

O*w(t, ) Pw(t,x) 00(t,x)\ EA?

,()A—at2 — /@GA( 2 o ) = wiw(t, z), (2.23)
0*0(t, x) O*Y(t, x) ow(t, ) _

pr s - B Ga (T o, x)) 0. (2.24)

Outro modelo que aparece na literatura é o modelo de Timoshenko nao linear
considerando a compressao axial. Este modelo é mais indicado quando ha um pequeno
movimento de amplitude. Em Sapir (SAPIR; REISS, 1979, p. 290-301) este modelo é

governado pelas equagoes

1
Pw(t,x) ow(t,z)\” ., \ 9w(t,z) a0(t, x)
0
9%0(t,x)  cd*0(t,x) ow(t, )
_20AL _AL? LA kG
Coma——I =57 ,C——I ed= T

Problemas que envolvem amortecimento aparecem pouco na literatura devido a di-
ficuldade de se obter solugoes nestes casos. Quando é considerado, geralmente, considera-
se 0 amortecimento viscoso. Esse tipo de amortecimento é o que mais ocorre na pratica
da Engenharia e resulta do atrito viscoso. Ele aparece, por exemplo, entre um sélido
(uma pega) e um fluido viscoso (um éleo lubrificante) interposto entre as pegas moveis

do sistema mecanico. As equagoes que governam a vibracao apresentadas em (LECKAR,;
SAMPAIO, 2010) sao

O*w(t, x) Pw(t,z)  00(t,x) ow(t,xz)
O*w(t, x)

ow(t, ) [(920(25, x)
ot?

— kGA <T — 9(15, x)) —F 02 + Cvl ot = O,

pl
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onde, C' e (), sao coeficientes de amortecimento viscoso.

Para uma viga com amortecimento interno viscoso distribuido, as equagoes que
governam a vibragao apresentadas em (TSAI; TSAU, 2009, p. 907-914) sao

paZwthn) oy (a%@,x) - 89(’”’)) — kC,A (83“’“’”3) - a29(t’$)) =P, (228)

ot? 0z Oz 020t dz0t
0*0(t, ) 9%0(t, ) 9%0(t, ) O*w(t, )
Pw(t,x) 00(t,x)\
—kC,A ( T ) =0.  (2.29)

Sendo Cy e C; coeficientes de amortecimento interno e P carregamento externo.

Quando considera-se uma viga com amortecimento viscoeldstico, as equagoes de
Timoshenko que regem a vibracao do sistema (LECKAR; SAMPAIO, 2010) sao

O*w(t, z) O*w(t,z)  90(t,x) Pw(t,x)  0%0(t,x)\
pA GA( or2  Ox >_d (8962(975 Ot )‘f’(2'30)

0%0(t, ) ow(t, ) 829( P*0(t, x) Pw(t,x)  96( t T
D\ () A, (P o

839(15 )
0x20t

=0,

_CE

onde, cv, e dv, sao os coeficientes de amortecimento viscoeldstico.
Se o material da viga for viscoeldstico as equagoes governantes de Timoshenko
apresentadas em (MANEVICH; KOLAKOWSKI, 2011, p. 3-16) sao

Pw(t, x 0\ 0 [ow(t,x
pA—a(t2 ) _ kGA (1 + Ma) B (% - 9(t7$)> = Qo, (2.31)

p]839(t,x) Pw(t,x) E]( 8) O0(t, ) _

opar M e

onde, p é o parametro de viscosidade e )y é uma carga distribuida.

2.3 Condicoes de Contorno da Viga de Timoshenko

As interacoes do meio externo, mecanismos ou dispositivos anexados nas extremi-

dades ou de forma intermediaria nas vigas, podem ser expressas matematicamente através
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de condicoes de contorno. Os valores na fronteira podem modelar pontos de apoio, pontos
de carga, momentos entre outros.
As condigoes de contorno, geralmente, sao classificadas como cldssicas ou nao

classicas. As condigoes de contorno cléssicas dadas nas Equacoes (2.19)-(2.22) descrevem
00(t, x)
Ox

o deslocamento w(t, =), o giro §(¢, x), momento fletor ET e a forca de cisalhamento

kGA (W—@(t,x)), 0<z<L.

2.3.1 Condicoes de Contorno Classicas da Viga de Timoshenko

Condigoes de contorno classicas (INMAN, 1994) sao aquelas condigbes que sur-
gem naturalmente a partir da deducao da equagao quando é considerada uma viga de
comprimento L, sem nenhum dispositivo anexado nas extremidades da viga (2.19)-(2.22).
A seguir, alguns exemplos de vigas com condigoes de contorno classicas e as respectivas

equagoes de condicoes de contorno.



29

e Viga fixa - fixa

Figura 2.1: Viga fixa em ambas as extremidades.

I

ANMANNY

Fonte: da autora.

O deslocamento e o giro sao nulos em ambas extremidades. Tem-se as seguintes

condicoes de contorno:

e Viga fixa - livre

Figura 2.2: Viga fixaem x =0 e livre em x = L.

AR
WY

Fonte: da autora.

O deslocamento e o giro sdo nulos na extremidade (z = 0). E na extremidade livre

(x = L) tem-se que o momento fletor e a forga de cisalhamento sdo nulos. Tem-se as

seguintes condicoes de contorno:

0(t,0) =0, w(t,0)=0, (2.35)

ow(t, L)

T

90(t, L)

ETI
ox

—0, mGA( —ﬂum):o. (2.36)
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e Viga livre - livre

Figura 2.3: Viga livre em ambas as extremidades da viga.

Fonte: da autora.

O momento fletor e a forca de cisalhamento sao nulos em ambas as extremidades.

Tem-se as seguintes condig¢oes de contorno:

Efagg;’o) ~0, KGA (%ﬁ;o) o, 0)) o, (2.37)
Efaeg;f) ~0, kGA (% o, L)) ~0. (2.38)

e Viga fixa - apoiada

Figura 2.4: Viga fixa em z = (0 e apoiada em x = L.

AN

Fonte: da autora.

O deslocamento e o giro sao nulos na extremidade (z = 0). E na extremidade
apoiada (r = L) tem-se que o deslocamento e o momento fletor sdo nulos. Tem-se as

seguintes condicoes de contorno:

0(t,0) =0, w(t,0)=0, (2.39)

L
w(t, L) =0, El% 0. (2.40)
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e Viga apoiada - apoiada

Figura 2.5: Viga apoiada em ambas as extremidades.

| |
e i

Fonte: da autora.

O deslocamento e o momento fletor sao nulos nas duas extremidades da viga.

Tem-se as seguintes condig¢oes de contorno:

B 90(t.0)

w(t,0) =0, BI— = =0, (2.41)

w(t, 1) = 0, E[% 0. (2.42)
a

2.3.2 Exemplo de Condicao de Contorno Nao Classica na Viga

de Timoshenko

Um exemplo de condic¢ao de contorno nao cléssica é uma viga fixa na extremidade
x = 0 e com dispositivos anexados na extremidade x = L. Considere, um cubo de massa
m e lado b soldado na viga, e uma mola de rigidez k presa no cubo, como ilustrado na

figura abaixo.

Figura 2.6: Viga com condicoes de contorno nao classicas.

»[P/2|

F 3
h

ANNAANN
3

Fonte: da autora.
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As condicoes de contorno nao classicas podem ser obtidas utilizando tanto a for-
mulagao newtoniana quanto a hamiltoniana. Ginsberg (GINSBERG, 2001), utilizou o
método de Newton e obteve que as condi¢oes de contorno, incluindo os efeitos de translacao

e inércia rotacional, sao dadas por,

w(t,0)=0,  6(t,0)=0, (2.43)
ow b w  bo*0
kGA (% — 9) (t, L) +k (’LU + 59) (t, L) +m (W + 5@) (t, L) = 0, (2.44)
00 b [ Ow mb? 9%0



Capitulo 3

SISTEMA DE VIGA DUPLA DE
TIMOSHENKO

Neste capitulo, considera-se um sistema composto por duas vigas modeladas pela
teoria classica de Timoshenko, uniformemente distribuidas, paralelas e acopladas por uma
camada elastica. Ambas as vigas sao homogéneas e de comprimento L, conforme Figura
3.1.

Figura 3.1: Modelo de um sistema de viga dupla acoplado elasticamente.

I

NN

Fonte: da autora.

A seguir, apresenta-se a solugao em forma de ondas planas e ondas modais. Quando
aborda-se solu¢oes modais, o objetivo deste capitulo é a partir de uma formulagao matricial
e da solucao fundamental determinar a resposta livre do problema. Obtém-se as equagoes
desacopladas do sistema de quatro equagoes para duas vigas de Timoshenko acopladas

elasticamente e com forca externa.

3.1 Equacoes de Timoshenko - Viga Dupla Acoplada
Elasticamente

De acordo com a teoria de Timoshenko para uma tnica viga descrita no Capitulo

2 e considerando-se duas vigas acopladas por uma camada eldstica, onde k & a constante

33
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da mola no acoplamento entre as duas vigas, tem-se as seguintes equagoes para o sistema

de viga dupla de Timoshenko (LI, 2007, p. 1155-1168):

6211)1 8271)1 891
mlW — K,1G1A1 83}2 K’lGlAla_ + k(w1 U)Q) = 0,
020 ow %0
01[1 LI /ilGlAl—l + I{lGlA 91 ! = 0,
ot? Ox ox? (3.1)
8w, 8w, 90, '
Mo—F5- o — kG Ay 72 2 + H2G2A2% — k(wy, —wy) =0,
8292 8w2 8292
palo——- o R2G2A28— + koGaAsly — Erel =0,
onde:
1: assume valor 1 ou 2, sendo ¢ = 1 para a viga superior e ¢ = 2 para a viga inferior;
w;(t,x): deflexado da viga;
0;(t, z): rotacao da viga devido a flexao;
t: unidade temporal,;
x: unidade espacial, 0 < z < L;
() =4
()= ;
p;: densidade de massa por unidade de volume;
A;: area da secao transversal;
m;: massa por unidade de comprimento e m; = p; A;;
k;: fator de corregao do cisalhamento;
G;: médulo de cisalhamento;
E;: moédulo de Young;
I;: momento de inércia da secao transversal;
k: constante da mola no acoplamento.
As condigoes de contorno classicas em x =0 e x = L sdo:
0
(—I{lGlAl% + f{lGlA 91> wyp = 0,
00
( Elfl—l) 61 =0,
3.2)
P (
<—/<2G2AQﬂ + /‘€2G2A2‘92> wy =0,
89
( 2) 02 - 0
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3.2 Ondas Planas

Solucoes do tipo ondas planas para o sistema de vigas duplas de Timoshenko
acopladas elasticamente, satisfazendo as equagoes (3.1), podem ser obtidas em termos de
exponenciais do tipo:

w; = a;e’the

3.3
0; = bjeMTo, j=12 (3:3)

onde aj, j = 1,2 representam as amplitudes para os deslocamentos referentes a primeira e
a segunda vigas, respectivamente e b;, j = 1,2 representam as amplitudes para a rotacao
referentes a primeira e a segunda vigas, respectivamente.

Matricialmente, tem-se o seguinte sistema

MD = 0, (3.4)
onde,
)\le — 52H1G1A1 + k Br1A1G1 —k 0
M = —Br1G1A1 X2p11 +k1G1 AL — B2E1 I 0 0
B —k 0 A2my — B2kaGoAs + k B2k2G2As ’
0 0 —BraG2 Az )\2p212 + koG Ay — ,BQEQIQ
€
D = [a; by as bo)T (3.5)
= (1 01 Qg 02| . .

Solugoes nao nulas para (3.4) sdo obtidas quando

det M = 0.

3.2.1 Ondas Harmonicas

Solugdes harmonicas para o deslocamento transversal w;(t,z) e para a rotagao
0;(t,z), j =1,2, sao obtidas fazendo A = iw e § =iy em (3.3), isto é
Wi = a,eiwt—i-i'yx’
ej_ b,]eiwt+iw$ (36)
i =Y g
onde aj, e b; j = 1,2 sao como anteriormente, w ¢ a frequéncia natural, v o nimero de
onda e ¢ a unidade complexa.

Matricialmente, tem-se o seguinte sistema

MD =0, (3.7)
onde,
—w?my + ’y2H1G1A1 + k ivk1A1G1 —k 0
M= 7i’yI€1G1A1 —wp1l1 + k1G1A1 + ’yzEl[l 0 0
—k 0 7w2m2 =+ 'yQI{QGQAQ + k i'yRQGQAz

0 0 —ivkaGo Ag —w?pals + koGoAg + 72 Eols
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D = [Cll b1 as bQ]T. (38)

Solugdes nao-nulas para (3.7) sdo obtidas fazendo

detM = 0.

3.3 Ondas Modais

Nosso interesse neste trabalho é por solucoes modais, as mais usadas em problemas
de valor de contorno. Para isso supde-se que a solugao do sistema de equagoes (3.1) pode

ser escrita na forma

{ w; = eAtVVj(x)a (39)

ej = eAt@j (.73),

onde Wj, e ©; j = 1,2 sao as autofuncoes ou modos de vibracao correspondentes ao
autovalor .

Em particular, solugoes oscilatorias no tempo sao obtidas fazendo A = iw, onde
w é a frequéncia natural e ¢ a unidade imaginaria. Este estudo sera realizado através de
uma formulacao matricial e os modos de vibragao do sistema serao escritos em termos da

solucao fundamental matricial.

3.3.1 Formulacao Modal Matricial

Matricialmente, as equagoes (3.1) sdo dadas por:

0*v
onde,
mp 0 0 0
0 I 0 0
M — prh : (3.11)
0 0 my O
0 0 0 pQIQ
0? 0
7I<61G1A17 + k I€1G1A17 —k 0
83:28 Ox o2
—K1G1A17 H1G1A1 — Ellli 0 0
K = ox Ox? 52 P ,  (3.12)
—k 0 —koGoAos— + k koGo Ay —
31”28 ox o2
0 0 7H2G2A27 K)QGQAQ - EQIQ

ox o2
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v =v(t,z) = [wy, 01, ws, 0], (3.13)

sendo w; = w;(t, x), 0; = 0;(t, x) parai = 1,2.

Tem-se que a matriz K na equagao (3.12) é um operador diferencial espacial de 2*

ordem. Sejam, A, B e C matrizes de ordem (4 x 4), de modo que:

02 0
K=-A—-B—-C 14
Ox? oz ’ (3.14)
para
HlGlAl 0 0 0
0 Eq I 0 0
A= o , (3.15)
0 0 KQGQAQ 0
0 0 0 Ey 1o
0 —HlGlAl 0 0
A
g [meh O 0 " (3.16)
0 0 0 —kaGrAy
0 0 K/QGQAQ 0
—k 0 k 0
0 —rkGiA O 0
C= e . (3.17)
k 0 —k 0
0 0 0 —HQGQAQ
Escrevendo a solugao (3.9) na forma matricial
wy = W) (3.18)
ej = eAt@j(‘I)a
tem-se
v(t, ) = eMV(x), (3.19)
onde,
w1 (tv 33') Wi (:C)
01(t C)
vt = | BT vy 2 | 9@ (3.20)
wy(t, x) Wy(z)
eg(t, .CL’) @2(1’)
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Substituindo (3.19) na equagcao (3.10), obtém-se:

rk1G1A1 0 0 0 0 —k1G1 A1 0 0
0 EqT 0 0 G1A 0 0 0
11 V/(2) n k1G1A1 V' (x)
0 0 roGoAs 0 0 0 0 —koGa Ao
0 0 0 Eolo 0 0 koGoAs 0
m1 0 0 0 —k 0 k 0 0
0 I 0 0 0 —k1G1A 0 0 0
—\2 P11 V(x) + r1G1A1 V(z) =
0 0 mo 0 —k 0 0
0 0 0 p2la 0 0 0 —koGa Ao 0
ou,
AV’ (z) +BV'(z) + (-\>’M + C)V(z) = 0, (3.21)

onde, A, B, C e M sao respectivamente (3.15)-(3.16)-(3.17)-(3.11).
A equagao (3.21) é denominada equagao modal cuja solugao pode ser escrita em

termos da base matricial fundamental.

3.3.2 Base Matricial Fundamental

Considere ¢ = {h,h'} uma base de solugoes para a equagao (3.21), entao:

V(z) = h(x)e; + h'(z)e,, (3.22)

onde, e; e ey sdo vetores constantes (4 x 1) a serem determinados, e h: matriz (4 x 4)
¢ denominada solucao fundamental matricial, solucao dinamica ou resposta impulso e é

solugao do problema de valor inicial,
Ah"(z) + Bh'(z) + (=AM + C)h(z) = 0, (3.23)
h(0) =0, ANW(0)=1, '

onde, I é a matriz identidade (4 x 4).

Segundo a teoria de Claeyssen (CLAEYSSEN;, 1999, p.65-78), tem-se que a solucao

fundamental h(z) pode ser escrita como:

2N j—1

h(z) =Y ) bid " (a)hoy_j(x), N =4, (3.24)

j=1 i=0

onde os b;s,i =0, ..., 8, sao os coeficientes obtidos a partir de

p(\, 8) = det[s*A + sB + (—\*M + C)], (3.25)
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a funcdo d(z) na equagao (3.24), satisfaz o problema de valor inicial:

bod® (x) 4+ b1d™ + byd©® () + b3d® + byd® (z) + bsd®) + bd® (z) + brd? + bgd(z) = 0, (3.26)
d(0) =dM(0) = ... =d®0) =0, bed(0)=1, '
e, h; discretas, onde [ =1, ..., 6, sao obtidas resolvendo-se
Ah; 5 +Bhyy + (=A>M + C)h; =0 (3.27)
hy =0, Ah;=1I, [=0,...6. '

Ainda, segundo Claeyssen (CLAEYSSEN, 1999, p.65-78), no caso em que as raizes

do polinomio caracteristico (3.25) sao distintas, a funcao d(x) pode ser expressa como:

e(sl)m

d(z) = ;m, (3.28)

onde s; s@o as raizes do polindomio caracteristico obtido em (3.26).

Utilizando (3.25) e o software Maple 16, obtém-se os coeficientes do polindémio ca-

racteristico:
b1:b3:b5:b7:0,
by =1,
1
by = G1A1p1[1koGASEST G{A{E{IymsE, 1.
2 H1G1A1K2G2A2E1[1E2[2((51 1A1p111KeGo Aoy + K1G1 AL L LMo Lol +

/€1G1A1E1[1]€E2[2 -+ kEljllﬁ)gGgAgEQ[Q

Bl koGoAsEs I G A E 1 kyGoAgps I N2)—
My Lnd1koGoAgbinlot+K1G1 A1 L 11KaGaAxpo 2) ) H1G1A1H2G2A2E1]1E212 )

1
k1G1 A1k G As N1 B Iy <(
—H1G1A1P11—1/€2G2A2P2[2—/€1G1A1E1[1m2ﬂ2[2—m1/)1]1/€2G2A2E2[2—m1E111m2E2[2))\4)_
((—HlGlAlEljlmyigGQAg — lelGlAlliQGQAQEQIQ —

by = —m By [1koGoAgpalys — r1GrLA1prilimeEsly  +

IilGlAlliQGQAgEl]lEQIQ
mlEllll{?EQIQ—]{ZElllligGgAgpQIQ—]Cpl.[lliQGQAQEQIQ—]{ZElllmQEQIQ—KlGlAlplllkEQIQ—
—IilGlAlElIlkligGgAg - kﬁlGlAlﬁgGQAgEQIQ

G1 A B L kpaly)N\?) —
k1G1ALE L kpa o) N7) k1G1 A koG As B IV Es 7
1
. T1aGa Aspa Tyt ks Gy Ay pr ymaps I Lima B
5 /§1G1A1/€2G2A2E1[1E2[2((mlpl 182G Agpalot+r1Gr AL p1LiMgpalo+mmy p1 LMo Liglo+

1
k1G1 A1k G A EL T Eo ((
my B IimokaGaAs + mikiGr A1k GaAapaly + kpiIymoEoly + kpylikoGoAgpals +

my By [mapals) N%) — mik1GrAI Mo Byl + mipi 1k Eyly +

miE L kpals + k1Gr A p1 [imokoGa Ay + KE Iymapa s + H1G1Alp1f1kfp212))\4) —
1
/€1G1A1/€2G2A2E1[1E2[2

((kr1G1A1k2GoAspaly + my By 1 kkoGoAs + kE IymakeGo A +
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leJlGlAlk‘Eglg + RlGlAlplflkﬁgGQAQ + kHlGlA]_mQEQIQ))\2)7

m1p1m202)\8 1

bs = -
s IilGlAl/{QGQAQElEQ IilGlAlligGQAgElIlEglg

((=map1Likpala—mik1 G1 AymaopaIo—

1
kG ARG Ay B T By I
mi1k1GrAIMakeGo Ay — mipilikkoGo Ay — kriGrAIMepals — m1K1G1A1k02]2))\4) -
(—myik1G1 A kRoGo Ay — ki1 G AimakaGaAg) N2
k1G1A1kaGo Ay B T Es ’

kp1]1m2p2f2 - m1P111m2/f2G2A2)/\6) ((—k01]1m2H2G2A2 -

Com isso, de (3.25) tem-se a seguinte equagao caracteristica:
P(S) = b088 + b286 + b484 + 6682 + bg. (329)

Para resolver esta equagao usa-se o método de Cardano - Tartaglia e o método de
Ferrari (LI, 2007, p. 1155-1168).

Faz-se a substituicao s> = y. Entao obtém-se,
X"+ bax® + bax® 4 bex + bs = 0. (3.30)

Essa equacao de quarta ordem pode ser escrita como:
(X +pix + @) (F +pax + q2) =0, (3.31)

onde, segundo (LI, 2007, p.1155-1168),

1
1

m= [bg — /08— b+ 4/\1] , (3.33)
1 [ bodi — 2b5 |

G =5 M+ ———, (3.34)
21 V03 —dba+ 4
1 [ bodi — 2bg |

G =5 |N— ———— |, (3.35)
2| Vb3 —4by+ 4N |

para \; uma solucao real da equagao ctubica:

N — by A% + (bobg — 4bg) A + (4bybg — b — b3bg) = 0. (3.36)
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As solugbes da equagao (3.36) sdo:

A= %4 +2y/—Qcos (g) , (3.37)
Mo :%4+2\/—_cos (ﬁEQW), (3.38)
As :%4+2\/—_cos <79+347T>, (3.39)
onde, ¥ = cos™! (\/i%_QS> , Q= —%(bi — 3bobs + 12bg) e

1

Tem-se que as raizes da equagao de 4* ordem (3.30) sao:

2
w=-2+ 2 (3.40)

Xe=—%5 —\[ 1w (3.41)
D2 P3

== 4y /2 - 3.42

X3 2 + 4 q2, ( )
P2 5

Xa= =5~ Zz = q2, (3.43)

para 12 satisfazendo (x* + p1x + ¢1) e X34 e satisfazendo (x* + pax + ¢2). De x = §?

tem-se,

O+ X+ @) +px + @) = (5T +p15* + @) (s* + pas® + ). (3.44)

Logo, as oito raizes da equacao (3.29) sao:

S12 = :E\/Xl = :*:51, (345)

534 = ﬂ:m = :,:62, (346)



85,6 = j:\/% = :l:gh (347)

8778 = j:\/X4 = j:fg (348)

Apb6s obter hy, para [ = 1,...,6, resolvendo-se (3.27), bis, i = 1,...,8 dados em
(3.25), d(z) em (3.28) e fazendo a substituigao em (3.24), tem-se,

h(ZE) = (b0h7 —f- b2h5 —|— b4h3 =+ b6h1)d($) + (b0h6 —|— b2h4 —|— b4h2)d/(ZL‘) —I—
+(bohs + bohz + bshy)d" (z) + (bohy + byhy)d” (x) + (bohs + byhy)d™Y +
+(bohy)dY (z) + (bohy)d" (z).  (3.49)

Optou-se, neste trabalho, por omitir as matrizes h; devido ao seu tamanho.

3.4 Sobre o Desacoplamento do Sistema de Equacoes
para Duas Vigas de Timoshenko Acopladas Elas-

ticamente

Sabe-se da literatura (RAO, 2007) que o estudo de vibragoes livres para uma
viga de Timoshenko (2.17)-(2.18) pode ser realizado através da equacao de quarta ordem
desacoplada, que é satisfeita tanto pelo deslocamento transversal w(t,z) quanto pela

rotacao 6(t, z):

Mu 02 Pu  EImd*u  mpl 0*u
ot T op (m“ TP T wGA R T RGA a#) =0 (3:50)
onde u(t,z) = w(t,x) ou u(t,z) = O(t, ).
O estudo de vibragoes forcadas ¢é realizado resolvendo-se as equagoes:
O*w(t,z) O*w(t,x)  90(t,x)
9%0(t, ) 0*0(t, ) ow(t,x)

onde f(t,x) é forga externa e ¢(t,x) é momento.
De modo andlogo, obtém-se as equagoes desacopladas para w(t, z) e 0(t, x), porém

obtém-se um acoplamento no forcante, isto é,

ET

Mu 0 Pu EImd*u  mpl 0*u
o1 o (mu TP T wGAe T RGA a#) = H(to), (3:53)
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onde
EI 9*f N pl O*f
kGAOz?2  KkGA Ot?

_ 0q
H(t7x) - 81"

+f- (3.54)

para u(t,z) = w(t,z) e

of m 0%¢ 0%
At.x) =5 % Gior ~ o (3.55)

para u(t,z) = 0(t, x).

Para resolver problemas de contorno, mesmo as equacoes diferenciais estando de-
sacopladas, as condigoes de contorno aparecem acopladas como no caso de vigas fixa-livre
e vigas livre-livre apresentadas no Capitulo 2. No caso de vigas fixa-fixa, fixa-apoiada,
apoiada-apoiada as condigoes de contorno aparecem também desacopladas.

De modo analogo obtém-se equacoes desacopladas para o sistema composto por

duas vigas de Timoshenko acopladas por uma camada elastica e com forca externa:

0w 0w 00
mi—5 8t ! /ﬂ)lGlAl a + HlG Ala_l + k(w1 2) = fl(t, iL‘), (356)
020 ow 00
01[1 (9 21 /€1G1A1a—1 + /{1G1A 91 E1]1 a ! ql(t,x), (357)
821112 82 892
mo———— atQ K/QGQAQ 8 + KJQGQAQ% — k‘(wl — ’wg) fg(t, {L‘), (358)
020 ow %0
pgfg 2 KQGQAQ w2 + K/QG2A202 — EQIQ 2 q2(t, x) (359)

ot? Oz 0z?

onde fi(t,x) e fo(t,x) s@o forcas externas e ¢i(t,x) e go(t, z) sAo momentos.
De (3.56) e (3.58), tem-se:

691 62101 1 82’LU1 fl

8_27 - 81‘2 + KJlGlAl {_k (wl B w2) — 8t2 } + :“616;(11417 (360)
90y 0%ws 1 32 fa
% N 8x2 * KJQGQAQ {k <w1 B w2) 8t2 } + IQQGQAQ ) (361)

Depois de algumas manipulacgoes algébricas, obtém-se as equacoes desacopladas
para as deflexdes w (¢, x) e wy(t, x), respectivamente:

8 w1 i 8_2 M, — I 8211)1 _ E1[1m1 8211}1 m1p1[1 8211}1 _
ort o "M T P02 T LGiAy 022 T kiGhA, OF

E1[1 8211)1 82'11}2 ,01[1 82w1 8211)2
T - _ 62
g {(wl w) = aAL ( 02 02 ) T mGhiAk \ o o (3.62)

<_ E L 32f1+ ;i O*fy f _(9q1>7

B ——

/€1G1A1 0x? /€1G1A1 ot? %
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e

B 8411)2 i 8_2 Ml — I 82'11}2 _ EQIQmQ 82’11]2 mgpgfg 82’11]2 .
22000 T o " T P02 T GoAy 012 raGaAy 02 )

E2]2 8211}1 (92?1)2 ,02]2 821111 82w2

g {(“’1 ) A, ( 02 02 ) TG, \ o o (363)

Byl 0%f, p2ly 0% fo g2
- + -2 ).

KJQGQAQ 8$2 KJQGQAQ (9152 al‘

Observe que as equagoes (3.62) e (3.63) correspondentes aos deslocamentos transversais
wy (t, x) e wo(t, x), respectivamente sdo desacopladas em relacao a 6, (¢, x) e 05(t, ), mas
existe o acoplamento devido a camada elastica e aos termos forcantes. A partir destas
equacoes, é possivel obter a equacao de Timoshenko desacoplada correspondente a uma

viga basta fazer em (3.62) ou (3.63) wy =we =w, fi=fo=feq =qp=q.

As equagoes desacopladas de quarta ordem para 6;(t,z) e 02(t, x), sdo obtidas de
modo similar. De (3.57) e (3.59), tem-se

0 I, 0% E\I, 0°%0

w1: p1i1 1_|_ - 141 1 q1 7 (3.64)
ox /€1G1A1 ot? /ilGlAl 02 I€1G1A1
Owsy _ p21s 8292 Ty By, 5’292 _ q2 (3.65)

ox HQGQAQ ot? 2 /QQGQAQ ox? K/QGZAQ.

Depois de algumas manipulacoes, segue:

40 2 20 E.1, 030 I; 0%
E1[18 1+a—(m191—p1[18 v BN 070 map ]y O 1):

ozt | Of2 02 ki GLA; 022 Kk GLA, OF2

e | (6, — 65) — Byl 0%6 _ BsD 020, N o, 9%, ) pol, %0,
1 : rGiAs 0% rGady O r1G1A] Ot?  KoGoAy Ot?

eal G2 dfi mi  0*q  O*qu
k - .. - .
" l <K1G1A1 RQGQAQ) t Ox + K‘/lGlAl atQ 8(132 (3 66)

00 0? 0%0 Es1, 0%0 I, 9%0
B, 1, 2+ 2 moligly 2+m2,022 2):

6174 @ (m282 B p2]2 61’2 B HQGQAQ 8x2 HQGQAQ 8t2

k| (6 — 6,) — B\, 076 B EyI, 020, n ol 0%, B pals  0%0,
L k1G1AL 022 KeGa Ay Ox? kiGLAL 012 KoGoAy OF2

il 12 Ofs my  Pg Pg
— |k _ df2 B |
[ <H1G1A1 RQGQAQ) + ox + /{QGQAZ atQ 81‘2 (3 67)

Analogamente ao que acontece com as equagoes de quarta ordem para ws(t,z) e

ws(t, ), vemos que as equagoes (3.66) e (3.67) sao desacopladas no que se refere a wy (¢, z)
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e wo(t, x), mas existe o acoplamento devido a camada eléstica e aos termos forgantes. Mas
diferentemente ao que acontece com as equacoes de quarta ordem desacopladas para uma
unica viga, as equagoes para wi(t,z) e wy(t,x) ndo sdo equivalentes as equagoes para
01(t,x) e O5(t,z), a menos que as vigas sejam idénticas, isto é, By = FEy, I = I3, py = po,
K1 = Ko, G1 = G, € my = mas.

Para obter a equagao de Timoshenko desacoplada correspondente a uma viga basta
fazer em (3.66) ou (3.67) k=0, wy =wy =w, fi=fo=feq =q¢ =q.

Escrevendo (3.62) e (3.63) na forma matricial, onde Uy = [w; wy]”, tem-se

o'y, 82U1 o 0?
Mi—— BT + My——7m BIE (/Cla yiRa ICQ@ + K3 ) Uy =F, (3.68)
para
mip1l 0
_ | ;G A
M, = mapsls | (3.69)
koG Ay
EyImy\ 02 p1lh p1lh
Mo = " <p111+ H1G1A1> ox? k/ﬁGlAl kalAl
2 . p2Ds N Eylymy\ 0 Yk p212
koG Ay 2 P2tz koGoAs ) 012 koG Ao
(3.70)
kE1]1 B
Ki= , Ko = 1 k1 L K3 = , (3.71
1 ( 0 E2]2> 2 b} i Eéb 3 k Ok ( )
/432G2A2 kaGa Ao
e
plh 9*  EBEiL 9 1 0 0
F = I€1G1A1 8t2 I€1G1A1 81’2 fl — % 0
0 i 0w )| 2
HQGQAQ 8t2 HQGQAQ 8.%'2 8:3
(3.72)
De modo andlogo tem-se matricialmente para a rotagao da viga, Us = [0; 6]7,
8 U 62U o 0?
NZ M E s (P4 P+ P U= Q (3.73)
onde
mipr1q 0
_ | ;G A
N = mopsly | (3.74)

KQGQAQ
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p2lo

m1E1[1 82 p111
— 1 — + k —k
N — m (Pl ! + /€1G1A1> 81’2 + H1G1A1 HQGQAQ
: ol my — (ot 4 22} Oy pale )0
KlGlAl 2 P22 K,QGQAQ 81'2 I{QGQAQ
(3.75)
kEL L I s,
P — E L 0 P, = /Q%EGiAQ ,%1%11]41 7 P, = k -k (3.76)
0 E2[2 k 141 —k 242 —k’ k’
H1G1A1 K/QGQAQ
0 _m & * Lk __k
Q — % 0 fl + IﬂGlAl 8t2 8.%'2 H1G1A1 9 H2G2§42 a1
o 2 \r __k omy 0k [ \g)
Ox k1G1A; KkoGoAs Ot? 02 koG As
(3.77)

Observa-se que M; = Nj, My = Ny, K1 = Pi, Koy # Py, K3 = Ps e F # Q.

Porém, se F' = () = 0 e se as vigas forem idénticas, tem-se Ky = P,. Portanto, a deflexao

e o giro sao satisfeitos pela mesma equacao de quarta ordem.
Considerando-se uma solucao para (3.68), com F = 0, da forma

U, (t,7) = eMw(z), \=iw, (3.78)
e substituindo (3.78) em (3.68), obtém-se:
ot 0?
/cla—;f n /@a—;’ My A2 M+ Ka)w = 0, (3.79)
onde,
EiL, 0 ko —k
o= . Ky = , (3.80)
0 Exls -k Kk
_kBL (o EL kBT,
C, = k1G1 A, . +/€1G1A1 ' k1G1A
4 kE5I, B kE5I, Y I+ sl m ’
I{QGQAQ HQGQAQ Pat2 HQGQAQ 2
(3.81)
mip1ly 0 my + kp: 1, . kpi 1
_ | mG:iA _ | kGiA k1G1 A
M= mE mapals e Ms= B k?/?lﬂzl 1 m 1 k1;02}2 - (382)
KkoGoAs ? koGa Ay

HQGQAQ
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Agora suponha-se em (3.78)

w(z) =™V, =iy, (3.83)

(Wl) — HtHhe (‘4) . (3.84)
Wy Vs

Substituindo (3.84) em (3.79) tem-se as seguintes equagoes acopladas para V; e Vs,

matricialmente,

kL, h ( Ey ) 242 2 p1l 4)
—— |14+ — AN+ ——N |V +
(plAlﬁ Ay k1G1 b rk1G1 A '

k (HlGlAl Eljl

I
2 142
— + —A Vi—V,) =0, 3.85
k1G1A; p1Ay plAlﬁ Ay ) (V1 2) ( )

Eoly oy 1o Ey 242 2 pals
- — (14— A A — |V
(p2A2B Ay ( * H2G2) ﬂ * * koGaAs 2

k (_ KQGQAQ 4 EQIQ 52 . é
kaGa Ao p2As p2Aa Ay

>\2> (Vi — Vi) = 0. (3.86)

Matricialmente, tem-se

(26
0, (3.87)
Az Ay ) \ Vs

onde,

By §L < Ey ) 242 2 pily 4
A\, B) = - L1+ A2 A2 4 Pt
1( 6) plAlﬂ Ay rk1G1 & k1G1 A,
k /ﬁ?lGlAl Eljl 9 Il 2)
— + =X\, 3.88
r1G1 A ( p1A; plAlﬁ Ay ( )
k rk1G1A; E I 2 I 2
As(A = — — —A 3.89
k HQGQAQ EQIQ 2 IQ 2)
As(\, ) = — + — 2227, 3.90
3< B) H2G2A2( P2A2 /321425 Ay ( )
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Eoly oy I ( Es ) 242 2 pals 4
AN B) = 214+ ) AN 2 Ny
4( 6) ,021426 A, KoGa ﬁ koGaAs
k KQGQAQ EQIQ 2 IQ 2)
- - + — =)\ 3.91
koG Ay ( p2As 021425 Ay ( )

Solucoes nao-nulas para V = [V} V,]T sdo obtidas quando,

A A
A=det| " T2 =0 A=ANRA). (3.92)
As Ay

As frequéncias criticas (cut off frequencies), frequéncias nas quais o nimero de

onda torna-se real, podem ser obtidas fazendo § = 0 em (3.88)-(3.91), assim:

I k k1G1A I
A —\2 P11 4 1Gadr o '

1(A0) =X+ mGlAl)\ + G \ oA, + A1>\ ) (3.93)

k IilGlAl ]1 2
A = — — .94
2<)\70> rk1G1 A, < p1 A * A1>\ ) ’ (3 ) )

k HQGQAQ _[2 2
A3(\,0) = — — —=A 3.95
3( ) ) HQGQAQ < pQAQ AQ )7 ( )

p2ls

Ag(N,0) = N+

/\4 k (_ /{QGQAQ ]2
p2As Ay

— ——Z)2). )
koGaAs KoGaAs ) (3 96)

Tomando,
ay = p1ly oy = p2ls 7 blzi, by = k 7
k1G1A; koG Ag p1 A p2 Az
kI k1o
clzalblzm e 02:a2b2:m,
tem-se

AN 0) = oAt + (1 + )N + by, (3.97)
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Ao(A,0) = —by — a1y A = —bi(1 — a1 \?), (3.98)
As(X,0) = —by — asbo)® = —by(1 — ap\?), (3.99)
Ay(N,0) = agA* + (1 + o) A% + by, (3.100)
de modo que,
AN, 0) = AN, 0)A4(N, 0) — Ag(X,0)A3(), 0) =0, (3.101)

ou seja,

A= )\Q{alag)\ﬁ + [(Cl + 1)@2 + (CQ + 1)&1])\4 + [—0102 + a2b1 + cico +
Cc1+ Co + 1+ bgal])\2 + [bl(CQ + 1) + bQ(Cl + 1) — b162 — Clbg]} =0. (3102)

Deste modo, tem-se
A =X =0. (3.103)

Considerando-se A = s e substituindo em (3.102), tem-se

1 bi +0b
$3 4+ (<b1 +by) + ax +a2> 24+ <(b1 + by) (a1 + az) + ) s 4 M =0,(3.104)

a1a2 a1a2 a1a2 aia

1
(54 [by +bo]) (2 + B2 4 =0. (3.105)
a1a9 a109
1 1
As raizes desta equacao sao s; = ——, s = —— e 53 = —(b; + by). Como \?> = s
aq (05}
tem-se
G1A
Ao = £ Ki)l;h L7, (3.106)
GrA
Nga = £y 22222 (3.107)
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1 1
Asg = T4/ k + )]. 3.108
>0 \/ (PlAl p2As ( )

Portanto, temos as seguintes frequéncias criticas para o caso da viga dupla de

Timoshenko acoplada por uma camada elastica,

w = 4| G (3.109)
p1ly
A

ey = 1 | 2522 (3.110)
p212

1 1
wes = 4|k + . 3.111
’ \/ (PlAl P2A2) (a111)



Capitulo 4

PROBLEMAS DE CONTORNO

Neste capitulo, as autofungoes ou os modos de vibracao e a equagao caracteristica,
escritos utilizando uma formulacao matricial e a solucao fundamental matricial descritas
no Capitulo 3, serao simplificados para algumas condigoes de contorno. Em particular,
para o caso do sistema de viga dupla biapoiada as frequéncias naturais serao obtidas
escrevendo as autofuncoes em termos de senos e cossenos. Serao realizadas simulacoes

para os modos de vibragao para algumas condicoes de contorno.

4.1 Caso de Viga Dupla Biapoiada

Nesta secao serao obtidas as frequéncias naturais e as autofuncoes para o caso
do sistema de duas vigas acopladas elasticamente com condigoes de contorno apoiada em

ambas extremidades, conforme Figura 4.1.

Figura 4.1: Sistema de viga dupla acoplada elasticamente e apoiada em ambas as extremidades

das vigas superior e inferior.

Fonte: da autora.
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As equacoes para o sistema de viga dupla sao dadas por

0w 0w 00
mlaTzl — IilGlAlaTQl + IilGlAla—; + k(w1 — UJQ) = 0,
020 0 020
/)111—1 - l‘flGlAlﬂ + rk1G1 A0, — B Ly - = 0,
ot? Ox Ox? (4.1)
0w 0w 0 '
meo 8t22 HQGQAQ 61'22 + K/QGQAQa_; — k:(wl — 'LU2) = 0,
%0, Ows 920
Ih——= — koG Ag—— GaAsly — sl =0
Palo—as H2228x+/<2222 2la 5
com as seguintes condicoes de contorno,
w1 (t, 0) = U)Q(f, 0) = W1 (t, L) = U)Q(t, L) = O,
(4.2)
—FE1101(t,0) = —E31,04(t,0) = —E1 L04(t, L) = —FEy1,05(t, L) = 0.
4.1.1 Resposta Livre
Considera-se solugoes para (4.1) do tipo
wi(t, z) = MNWi(z), 0:(t, x) = eMOy(z), i=1,2. (4.3)

onde W;(z) sdo os modos de vibragao associados a deflexao w;(t, z) e ©;(x) sdo os modos
de vibracao associados a rotagao 6;(t, ).

Na préxima secao, para algumas condi¢oes de contorno os modos de vibragao serao
escritos em termos solucao fundamental matricial e de uma formulagao matricial.

Para vigas biapoiadas os autovalores sao imaginarios puros, A = wl onde w é uma
frequéncia natural, gerando solugoes oscilatérias no tempo e as autofuncoes ou modos de

vibragoes W;(z) e ©;(x) podem ser escritos em termos de senos e cossenos.

4.1.2 Modos de Vibracao

Considera-se os modos de vibragao em termos de senos e cossenos, ou seja

nm

nm
W(x) = sen <fx> , O(x) = cos (Tl‘> , n=1,23, ... (4.4)
Substituindo (4.4) em (4.3), tem-se

w;(t, ) = a;eMsen (%x) , 7=12 n=1,23,..

0;(t,x) = b;eM cos (%x) , =12 n=123,..,
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sendo a; e ap as amplitudes associadas as deflexdes wy (¢, ) e wy(t, x), respectivamente e
by e by as amplitudes das rotagoes 0 (t,x) e O5(t, x), respectivamente.

Observa-se que as solucoes acima satisfazem as condigoes de contorno de um sis-
tema de duas vigas biapoiadas, Equagoes (4.2).

Matricialmente, podemos escrever (4.5) da forma

wq a1 0
0 0 b
Pl =eM sen <n_7r$> +| | cos (n—wa:> . (4.6)
Wo (05} L 0 L
0, 0 b
Substituindo (4.6) em (4.1), obtém-se:
(Asen (%rw) + B cos (%x)) c=0 (4.7)
para
ml)\2 + k —K,lAlGl (%) —k 0
0 0 0 0
A = 2 nmw )
—]{3 0 mg)\ +l{3 _KIQGQAQ (T)
0 0 0 0
nm\ 2
k1G1 A1 (T) 0 0 0
nmw nm\ 2
B —k1G1 A1 <T> p1[1,\2 + k1G1A1 + E11L1 (T) 0 o 0 7
0 0 KoGla As (T> 0
nmw nm\ 2
0 0 —koG2 Az (f) p2I22? + koG Az + Exls <T>
e
ay
b
e= | (4.8)
a2
by
Solucoes nao nulas sao obtidas quando,
det(A(A\,n)) =0, n=1,23.. (4.9)
com
mi1A% + k1G1 AL (%)2+k —rk1G1 A nr —k 0
. —k1G1A;1 ("L—") p1lIN2 4 By (%)2+~101A1 0 2 0
—k 0 maA? + roGaAs (%) +k koG Ay (%)

0 0 —r2G2 Az I p2laX® + k2GoAg + Egla s
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4.1.3 Simulacoes

Nesta segao, utiliza-se os parametros do artigo (LI, 2007, p. 1155-1168), conforme
Tabela 4.1, para obter as oito primeiras frequéncias a partir de (4.9), as frequéncias criticas
dadas em (3.109) e (3.110), os modos de vibragao dados em (4.4) correspondentes as oito

primeiras frequéncias naturais e a resposta livre dada em (4.5).

Tabela 4.1: Valores numéricos para as simulagoes.

Parametro Valor numérico Unidade
Médulo de elasticidade Young E; = E, 2 x 101 N/m?
Comprimento da viga L 1 m
Momento de inércia I; 1,0417 x 10719 m?
Momento de inércia I, 8,333 x 10710 m*
Densidade de massa p; = po 7.600 Kg/m?
Area da secdo transversal A, 0, 00005 m?
Area da secao transversal A, 0,0001 m?

Fator de correcao do cisalhamento k1 = ko 0,87

Constante da mola no acoplamento k 8 x 103 N/m?
Moédulo de cisalhamento G; = Gy 7,6923 x 1010 Pa

Massa linear m; 0,38 Kg/m
Massa linear ms 0,76 Kg/m

Fonte: LI, 2007, p. 1155-1168.

Na Tabela 4.2 tem-se as oito primeiras frequéncias. Observa-se que para cada
valor de n existem quatro frequéncias ressonantes, sendo duas frequéncias naturais e duas
frequéncias muito préximas das frequéncias criticas. As frequéncias criticas a partir de
(3.109) e (3.110) sao dadas em (4.10) e (4.12), respectivamente.

wer = 2,055898987 x 10°, (4.10)
wea = 1,027949494 x 10°. (4.11)
wes = 1, 777046633 x 10°. (4.12)

Também, pode-se observar na Tabela 4.2 que para n = 3 as frequéncias correspondentes
sao 6,731495 x 102 rad/s e 1, 3175333 x 103 rad/s e para n = 4 sao 1, 1774316 x 103 rad/s
e 2,3346569 x 103 rad/s. Os modos de vibragao sao considerados apartir das frequéncias

enumeradas na ordem crescente, conforme Tabela 4.3.
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Tabela 4.2: Frequéncias ressonantes (rad/s).

Frequéncia natural Frequéncia préxima da critica
n=1 w; =1,1832 x 102 Wpe1 = 2,0559 X 106
wy = 2,104106 x 102 wpe2 = 1,0281 x 108
n=2 ws = 3,249154 x 102 Wper = 2,0562 x 10°
wy = 5,939368 x 102 wWpe2 = 1,0286 x 106
n=3 ws = 6,731495 x 102 Wpe1 = 2,0566 X 108
we = 1,3175333 x 103 Wpe2 = 1,0294 x 108
n=4 w;=1,1774316 X 10>  wp = 2,0572 x 10°
wg = 2,3346569 x 103 wpe2 = 1,0306 x 106

Fonte: da autora. Fonte: da autora.

Tabela 4.3: Comparagao das frequéncias naturais (rad/s), com w;;, onde i corresponde ao n e

J a primeira e segunda frequéncias.

Neste trabalho (LI, 2007, p. 1155-1168)

win 1,1832 x 102 1,183123 x 102
wig  2,104106 x 102 2,10361 x 102
war  3,249154 x 102 3, 249035 x 102
waa  5,939368 x 107 5, 938866 x 102
wyr  6,731495 x 102 6, 731176 x 102
wyo 1,1774316 x 103 1,177406 x 10°

wy 1,3175333 x 10° -
wip  2,3346569 x 10° -

A seguir, seguem os modos de vibracao, Figuras 4.2-4.9, para as oito primeiras

frequéncias naturais, conforme Tabela 4.3.
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Figura 4.2: wy; = 1,1831 x 10? rad/s - primeiro modo de vibracao. (a) Wi(z); (b) O1(z); (c)

Wa(z); (d) ©2(x).

(a)

W,(x)
(c)
W(x)
X

Fonte: da autora, gerado no Maple 16.

(b)

Figura 4.3: wis = 2,1036 x 10? rad/s - segundo modo de vibracdo. (a) Wi(x); (b) ©1(z); (c)

Wa(z); (d) ©2(x).

(a)

W (x
(%)
-0.0014
o
x
()
0.001
W (x
]
aaaaa
0 0. 0. 06 08
x

Fonte: da autora, gerado no Maple 16.

-0.010-

(b)
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Figura 4.4: wy; = 3,2490 x 10% rad/s - terceiro modo de vibracao. (a) Wi(z); (b) ©1(z); (c)
Wa(z); (d) ©2(x).

(a) (b)

X 7 X
Fonte: da autora, gerado no Maple 16.

Figura 4.5: wy = 5,9388 x 10? rad/s - quarto modo de vibracdo. (a) Wi(z); (b) ©1(x); (c)
Wa(x); (d) ©2(x).

(@) (b)

X X

Fonte: da autora, gerado no Maple 16.
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Figura 4.6: w3; = 6,7311 x 102 rad/s - quinto modo de vibracdo.(a) Wi(z); (b)©1(x); (c)
Wa(z); (d) O2(x).

(a)

| (b)
APENA

X X

Fonte: da autora, gerado no Maple 16.

Figura 4.7: w3z = 1,17495 x 10® rad/s - sexto modo de vibracdo. (a) Wi(z); (b) ©1(x); (c)
Wa(x); (d) ©2(x).

| (a) (b)
W (x) v/\\/ @l(x) \\//\v/

X X

() (d)

Wz(x) 0 v v @2(x) 0 v v

ooooo

B X

Fonte: da autora, gerado no Maple 16.
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Figura 4.8: wy = 1,31753 x 10® rad/s - sétimo modo de vibracao. (a) Wi(z); (b) ©1(z); (c)
Wa(z); (d) ©2(x).

(a)

(c) (d)
o v @Zm \//\\
E : ) X ’ N ‘ X

Fonte: da autora, gerado no Maple 16.

Figura 4.9: wys = 2,33465 x 10% rad/s - oitavo modo de vibracdo. (a) Wi(z); (b) ©1(x); (c)
Wa(x); (d) ©2(x).

(a) b

(0)
Wl(x) o \/ ! //\\//\\

X

() (d)

X

Fonte: da autora, gerado no Maple 16.

A

VARV
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A seguir, Figuras 4.10-4.13, apresenta-se simulacoes da resposta livre real e ima-

ginaria usando as oito primeiras frequéncias naturais obtidas na se¢ao anterior.

Na Figura 4.10 é apresentada a parte real da resposta livre para o caso biapoiado,

na primeira e segunda vigas.

Figura 4.10: Parte real da resposta livre para 0 <t <2e 0 <z < 1. (a) wi(t,z); (b) 01(t,x);
(C) wZ(tax); (d) 92(t7x)

[l A
|!£li“‘ \l%l
™t

[Iliu' 1||

Fonte: da autora, gerada no Maple 16.
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Na Figura 4.11 é apresentado o comportamento das oscilagoes da parte real da

resposta livre em x = 0,5 m na primeira e segunda vigas.

Figura 4.11: Corte em x = 0,5m na parte real da resposta livre. (a) wi(t,z); (b) 01(¢,z); (¢)
U}Q(t,l‘); (d) 92(75,1‘)-

ol sy ol

/\/\n nﬂ(\(\nhﬂj\/\}\n T E\(\ﬂf\nﬂﬂ(\nﬂﬂﬂnﬂﬂﬂnm
L ?UUUUWWUWUUW”

Fonte: da autora, gerado no Maple 16.
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Na Figura 4.12 é apresentada a parte imaginaria da resposta livre para o caso

biapoiada, para a primeira e segunda vigas.

Figura 4.12: Parte imagindria da resposta livre para 0 <t <2e 0 <z < 1. (a) wi(t,x); (b)
el(tvx); (C) w2(t,£l?); (d) ‘92(t’x)'

Fonte: da autora, gerado no Maple 16.
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Na Figura 4.13 é apresentado o comportamento das oscilagoes da parte imaginaria

da resposta livre no ponto x = 0, 5m na primeira e segunda vigas.

Figura 4.13: Corte em =z = 0,5 m na parte imaginaria da resposta livre. (a) wi(¢,x); (b)
01(t7$); (C) U)Q(t,l‘); (d) 02(75"1")‘

wf(t’o"i);ﬂ/\/\ “MM N\MA\ 8.(10,5)

el g 9(,,0,5,éﬂaﬂf\m(\ﬂmf\f\nn(\/\nnﬂ

Fonte: da autora, gerado no Maple 16.
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4.2 Problemas de Contorno Gerais

Nesta secao utiliza-se uma formulagao matricial em blocos e a solucao fundamental
matricial para escrever os modos de vibragao e a equacao caracteristica para problemas de
contorno com condicoes gerais, que podem incluir condigoes de contorno nao cléssicas, e al-
guns casos particulares de condi¢oes de contorno cléssicas. Em todos os casos considera-se

que as vigas superior e inferior tém a mesma condi¢ao de contorno na mesma extremidade.

4.2.1 Caso Geral

As condigoes de contorno de um sistema de viga dupla acoplada elasticamente,

podem ser escritas de modo geral como

ov

Allv(t 0) + [)’11a

(t,0) =0,
(4.13)

ov
Aglv(t L) + 6218

Desta forma, de (3.18) os modos V(z) da viga dupla de Timoshenko satisfazem:

(t,L) = 0.

A V(0) + By V/(0) =0, (4.14)
AnV(L) + By V(L) =0,

onde,
V(z) = [Wi(z), ©1(x), Wa(z), Ox(z)]".

Escrevendo-se as condigoes de contorno na forma geral, tem-se:
Em x =0,
(111W1 0) + bn@ 0) + CHWl

(0) (0)

a1aW1(0) + b1201(0) + c12W

a13Wa(0) + b1302(0) + c13W5
(0) (0)

—_ = = =
]
—_—  ~— ~— =
+
U
_
[
@
< [
~—~~ o~~~ o~~~
=)
—  ~— ~— =
I
o o o o
—~ o~~~
I
—_
N |
—  ~— ~— =

a14Wo(0) + b1402(0) + c14W,

Matricialmente,

aip by 0 0 W1(0) (0)
a3 bz 0 0 ©1(0) N (0)
0 0 a3 b3 W5(0) 0 0 c3 dis W3(0)
0 0 ay bu ©,(0) 0 0 cyy dy ©4(0)

E,emz =1L,
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a1 Wi (L) + b0, (L) + exy WI(L) + d ©' (L) = 0, (4.20)
23 W1 (L) + 02201 (L) + cooWI(L) + d2©', (L) = 0, (4.21)
(23 Wa(L) + ba3Os(L) + cosWi(L) + doz@b(L) = 0, (4.22)
24 Wa (L) + 02405(L) + coaWA(L) + dos©}(L) = 0. (4.23)

Na forma matricial,

921 bgl 0 0 W1 (L) C21 d21 0 0 W{(L) 0
929 b22 0 0 @1 (L) 4 Co92 d22 0 0 @/1 (L) _ 0
0 0 923 623 WQ(L) 0 0 Ca3 d23 W2/ (L) 0
0 0 24 b24 @Q(L) 0 0 Co4 d24 @/2(11) 0

Considerando os modos em termos da base matricial fundamental (3.22), tem-se
V(z) = h(z)e; + h'(z)e,, (4.24)

para h(z) a solucao fundamental matricial, e; e ey vetores constantes:

€11 €21

€12 €22
e — e €y =

€13 €23

€14 €24

Wi(x) hi1(x) higo(x) his(z) hia(z) el
Viz) = Wa(x) _ ho1(w) haa(x) hos(z) hoa(z) | | €12 N
@1((6) hgl(x) hgg(m) h33(.7j) h34($) €13
O2(x) hai(x) hao(x) haz(x) haa(z) ) \ewus
Ra(z) hg(z) hig(x) hiy(z) €21
hoi(z)  hoo(z) has(x)  hoy(w) €22 (4.25)
hi(z) hio(z) his(x) hiy(x) €23
Wy(z) hip(z) his(x) hu(w) €24

Substituindo (4.25) em (4.16)-(4.23), obtém-se a forma matricial em blocos:

Ay By O 0 h'(0) h"(0) €1 —0 (4.26)
0 0 Ay By h(L) h'(L) €2 7 ‘
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onde,
a; bin 0 0 ci1 dn 0 0
Ay = as b 0 0 | B, — ci2 diz 0 O 7
0 0 a3 bis 0 0 ci3 dis
0 0 ais bu 0 0 cuu dis
as by 0 0 o1 dyy 0 0
Ay = az by 0 0 ’ By — Cap dypp 0 0 7
0 0 a3 bos 0 0 co3 dos
0 0 awu bu 0 0 cou dou
hn(x) h12(I) h13($) h14(33) €11 €21
h21($) h22($) h23($) h24($) €12 €22
h(z) = ;€= e e =
hs1 (33) h32(fl?) hs:s(ilf) h34(9€) €13 €23
hay (iﬁ) h42(56') h43(517) h44(56) €14 €24

A forma matricial em blocos (4.26) se reduz na seguinte equagao:

Bde = 0, (4.27)

onde,

B= (A” Bu 0 O), g— | MO B0 L e= <61>. (4.28)
0 0 Ay By ) )

h(L) h'(L)

A matriz Bgy16 carrega informagoes acerca das condicoes de contorno. ®ig4s ¢ a matriz

da base de solucoes em x =0 e x = L e egx; ¢ 0 vetor de constantes a ser determinado.

O sistema (4.27) tem soluc¢ao nao nula quando,

p(\) = det (B®) = 0. (4.29)

A equagao (4.29) é denominada equagao caracteristica para problemas de contorno gerais.
A seguir sera obtida a formulagao matricial em blocos e a equagao caracteristica

para um sistema de viga dupla com algumas condicoes de contorno classicas.
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4.2.2 Viga fixa-fixa

Figura 4.14: Sistema de viea dunla aconlada elasticamente com condigoes de contorno fixa-fixa.

I N

AN
(4

N
T

Fonte: da autora.

No caso de uma viga fixa-fixa, Figura 4.14, tem-se as seguintes condi¢oes de con-

torno para o modo V(z):
W1 (0) = W»(0)
©1(0) = ©2(0) =

(4.30)

0, Wi(L) = Wy(L)
, (4.31)

= 0’

Deste modo, tem-se por (3.22) e (3.23) que V(0) = A~'e; = 0, de modo que e; = 0.
Portanto, tem-se que a forma dos modos é reduzida para
V(z) = h(x)e;.

Para determinar a equacao caracteristica, substitui-se as condicoes de contorno

(4.30) nas equagoes (4.16)-(4.23), obtendo- se as seguintes matrizes:

1 000 0000 1000 0000
0100 0000 0100 0000

A = ; B = , Aoy = , By =
0010 0000 0010 0000
0001 0000 0001 0000
(4.32)

Utilizando-se as condigbes iniciais em (3.23) e a matriz geral da base de solugoes
¢ dada em (4.28) obtém-se,

0 Al
Al —A'BA!
® = . (4.33)
h(L)  h(L)
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Como ey = 0 e substituindo (4.32) e (4.33) em (4.27) tem-se,

hn(L) th(L) h13(L> h14(L) €11
Bdbe — h21(L) h22(L) h23(L) h24(L) €12 —0. (4.34)
hsl(L) h32(L) hss(L) h34(L) €13
h41(L) h42(L) h43(L) h44(L) €14
Solugoes nao nulas para (4.34) sdo obtidas quando
p(A) = det(h(L)) = 0. (4.35)

A Equagao (4.35) é denominada equagao caracteristica para o sistema de duas

vigas acopladas elasticamente com condigoes de contorno fixa-fixa.

4.2.3 Viga fixa-livre

Figura 4.15: Sistema de viga dupla acoplada elasticamente com condigoes de contorno fixa-

: I I

livre.

Fonte: da autora.

Considera-se o caso em que ambas vigas sao fixas em x = 0 e livres em x = L.

Tem-se as seguintes condigoes de contornos:

Wi0) =0,  —GiAWI(L) + k1G1A0,(L) =0,
0,(000=0, —ELOL)=0, (@36)
Wa(0) =0,  —#sGaAsW(L) + kaGaAs©s(L) = 0,

0,(0) =0,  —ELO4(L) = 0.

Como os modos, usando a base dinamica, sao dados por V(z) = h(z)e; + h'(z)es,

em z = 0 tem-se:

V(0) = h(0)e; + h'(0)es,
V(0)=A""e, =0,

de modo que

62:0.
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Portanto, obtém-se,
V(z) = h(x)e;.
Substituindo as condigbes de contorno (4.36) nas equagoes (4.16)-(4.23), obtém- se

as seguintes matrizes:

1 0 00 0 00O 0 rkiG1A; 0 0
01 00 0 00O 0 0 0 0
All - ) Bll - y AQI = )
0010 00 0O 0 0 0 koGoAs
0 001 00 0O 0 0 0 0
—IﬂllGlAl O O O
0 —E 0 0
BQIZ
0 0 —HQGQAQ 0
0 0 0 —Fs1,

Utilizando (3.23) obtém-se a seguinte matriz ®, (4.28):

0 Al
| ATt —A'BAY
| h(L) W)

W(L)  h(L)

Simplificando B®e com e, = 0, tem-se

—ho1(L) + Ry (L) —haa(L) + hip(L)  —has(L) + hi3(L)  —haa(L) + k(L) en

h/21(L) h/22(L) h/23<L) h/24(L) €12 _
—ha1 (L) + gy (L) —haa(L) + hip(L)  —has(L) + hiy(L)  —haa(L) + hi(L) e1s
hiyy (L) Rs(L) hiys(L) Ry (L) e
—ho1(L) —hoa(L) —hos(L) —hau(L) hii(L) Rio(L) Rig(L)  hig(L) e
0 0 0 0 + h/21(L) hIQQ(L) hl23(L) h/24(L) €12
—ha1(L) —hao(L) —has(L) —haa(L) hi(L) Rio(L) Rig(L)  hiy(L) e1s
0 0 0 0 hill(L) hﬁm(L) hiLS(L) h544(L) €14

—h21(L) —hoa(L) —ho3(L) —haa(L) Ry (L) hio(L)  hig(L)  hiu(L)

PO\ = det 0 0 0 0 4| M) hap(L) hag(L) hoy(L) | | _ (4.37)
—hai(L) —ha2(L) —haz(L) —haa(L) hi (L) hio(L)  hiag(L)  hiy(L)
0 0 0 0 Ry (L) hio(L)  hig(L) k(L)
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4.2.4 Viga fixa-apoiada

Figura 4.16: Sistema de viga dupla acoplada elasticamente com condigoes de contorno fixa-

T B

|
e

apoiada.

NN

Fonte: da autora.

No caso em que as vigas sao fixas em x = 0 e apoiadas em x = L, tem-se as

seguintes condicoes de contorno:

W1 (0) = W»(0) =0, Wi(L) = Wo(L) = 0,

(4.38)
©:(0) = ©,(0) = 0, —E1[107(L) = —E>1,05(L) = 0.

Para os modos em x = 0, tem-se:
V(0) = h(0)e; + h'(0)e,
V(0)=A"'e,=0.

Portanto, V(z) = h(z)e;.

Substituindo as condigoes de contorno (4.38) nas equagoes (4.16)-(4.23), obtém- se

as seguintes matrizes:

1000 0000 1000 0o 0 0 0
0100 0000 0000 0 —Eiy 0 0

A11 - 7B11 - 7A21 = ;1821 = .
0010 0000 0010 o 0 0 0
000 1 0000 0000 0 0 0 —Exl

De (3.23) e (4.28) obtém-se a seguinte matriz ®:

0 Al
o A' —A'BA!
| k(L) W)

h'(Z)  h'(L)
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Como e, = 0 tem-se que,

hn(L) h12(L) h13(L) h14(L) €11
Bdbe — Ry (L) hi(L) hig(L) hoy(L) €12 7
h31(L) h32(L) h33(L) h34(L) €13
hin(L) (L) Ris(L)  hiy (L) €14
logo,
hi1(L)  hia(L) his(L) hia(L) 0 0 0 0
s —der || 0000 ) (@) B B ||
hs1(L) hsa(L) haz(L) hsa(L) 0 0 0 0
0 0 0 0 hin (L) hip(L)  his(L)  hiy(L)

¢ a equacgao caracteristica para o sistema de viga dupla acoplada elasticamente com

condicoes de contorno fixa-apoiada.

4.2.5 Viga apoiada-apoiada

Figura 4.17: Sistema de viga dupla acoplada elasticamente com condigoes de contorno apoiada-

e B B S

apoiada.

Fonte: da autora.

Aqui, formula-se a equacao caracteristica para o sistema de viga dupla acoplada
elasticamente com condigoes de contorno apoiada-apoiada, quando os modos de vibracao
sao escritos como uma combinacao linear da base dinamica. As condigbes de contornos
sao:

Wl(O) - WQ(O) - O, Wl(L) = WQ(L) - O,

(4.39)
—E11,01(0) = —E»1:05(0) = 0, —ELO1(L) = —Ex[,05(L) = 0.

Substituindo as condigoes de contorno (4.39) nas equagoes (4.16)-(4.23), obtém- se

as seguintes matrizes:

1000 0 0 0 0
0000 0 —Ey, 0 0

A11:A21: ) BllzBQI .
0010 0 0 0 0
0000 0 0 0 —Bb



Utilizando (3.23) e (4.28) obtém-se a matriz ®:

Portanto,
0 0
1
0
Eily
0 0
Bde = 0 0
h11(L) hi2(L)
hoi (L) hyo(L)
h31(L) haa(L)
Wy (L) hiyp(L)

Assim, conclui-se que

0 A1
Al —A'BA!
hI) (L)
h'(L) h"(L)
0
KIGiAl
0 - 0
FE11h
0
1
0
EsIo
hia(L)  hyy (L) his(L)
Roy (L) hgy (L)  hiy(L)
haa(L)  h3y(L)  hiy(L)
Ry (L) RL(L)  Rip(L)

€12 = €14 = €31 = €93 = 0.

Substituindo (4.41) em (4.40), obtém-se,

Bde =

has(L)
has(L)
hos (L)

)

23
1(L

(L) (L)
(L) ha(L)
(L) hau(L)
(L) higy(L)

0
hi4(L)
hg4(L)
hi (L)
higs (L)

Finalmente, tem-se que a equacao caracteristica é dada por

h11(L) h13(L)
0 0

POV =det ||y (L) haa(D)
0 0

o © © o

S © © o

N

0
h% (L)
0
hy1 (L)

0
h%s (L)
0
hjs(L)

hio(L)  hi,(L)

0 0
hio(L)  his(L)
0 0

)

0
0
0
0

o O O O

0
hia (L)
0
hys(L)

72

€11
€12
€13
€14

, (4.40)
€21

€22

€23

€24

(4.41)

(4.42)

0
hag(L) | | _

? ]] =o. (4.43)
hiys(L)
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4.3 Simulacoes

A seguir, realiza-se simulagoes para os modos de vibragao escritos em termos da
base matricial fundamental, equagao (3.22), sendo a solugao fundamental dada pela teoria
de Claeyssen (3.24). Apresenta-se os modos para as seguintes condi¢oes de contorno: viga
fixa-fixa, viga fixa-livre e viga fixa-apoiada, formulados na secao anterior. Em todas as
figuras as letras a) e b) referem-se a viga superior e as letras ¢) e d) referem-se a viga
inferior. Baseando-se nos dados da Tabela 4.1 e frequéncias naturais do artigo (LI, 2007,
p. 1155-1168), segue a Tabela 4.4 referente as frequéncias naturais.

Na notagao w;j, ¢ = 1,2,3 refere-se ao primeiro, segundo e terceiro pares de
frequéncias respectivamente, e 7 = 1,2 refere-se a primeira e a segunda frequéncia em
cada par. Para os modos W;(x),i = 1,2 refere-se ao modo correspondente ao desloca-
mento transversal na primeira e segunda vigas, respectivamente e 0;(z),i = 1,2 refere-se

ao angulo de rotacao correspondente a primeira e segunda vigas, respectivamente.

Tabela 4.4: Frequéncias naturais (rad/s).

Fixa-fixa Fixa-livre Fixa-apoiada
wir 2,1331 x 102 4,479 x 101 1,665 x 102
w2 3,5085 x 10% 11,8158 x 10%  2,6257 x 102

wyr  4,7859 x 102 2,1117 x 10> 3,9659 x 10?
wae  9,0622 x 102 3,4622 x 10?2 7,4663 x 102

war 9,1778 x 10?2 4,7877 x 10?  7,8489 x 102
wip  1,48534 x 10 9,0628 x 10? 1,32675 x 10°

Fonte: LI, 2007, p. 1155-1168.
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4.3.1 Viga fixa-fixa

Figura 4.18: wy; = 2,1331 x 10? rad/s - primeiro modo de vibragdo. (a) Wi(z); (b) ©1(x);
(c) Wa(x); (d) Oz(x).

() (b)

X ) X
Fonte: da autora, gerado no Maple 16.
Figura 4.19: wio = 3,5085 x 10? rad/s - segundo modo de vibracao. (a) Wi(z); (b) ©1(z); (c)
Wa(z); (d) Oa(x).

(@ | ®)

Fonte: da autora, gerado no Maple 16.
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Figura 4.20: wy; = 4, 7859 x 10? rad/s - terceiro modo de vibracdo. (a) Wi(z); (b) O1(z); (c)
Wa(z); (d) O2(x).

(@ | o)

ooooo

Fonte: da autora, gerado no Maple 16.

Figura 4.21: wqy = 9,0622 x 10? rad/s - quarto modo de vibragdo. (a) Wi(z); (b) ©1(z); (c)
Wa(x); (d) ©2(x).

(a) (b)

0.008

nnnnn

oooooo

-0.015

Fonte: da autora, gerado no Maple 16.



Figura 4.22: w3 = 9,1778 x 10? rad/s - quinto modo de vibragao. (a) Wi(z); (b) ©1(z); (c)

Wa(z); (d) O2(x).

(a)

Fonte: da autora, gerado no Maple 16.

Figura 4.23: w3y = 1,48534 x 10® rad/s - sexto modo de vibracao. (a) Wi(z); (b) ©1(z); (c)

Wa(z); (d) ©2(x).

(a)

0.0006
0.00044

o o o5 0% 1
X

(c)

0.0004.

X

Fonte: da autora, gerado no Maple 16.

(b)

0010

(b)

0.008




4.3.2 Viga fixa-livre

7

Figura 4.24: wy; = 4,479 x 10 rad/s - primeiro modo de vibragao. (a) Wi(z); (b) O1(z); (c)

Wa(z); (d) O2(x).

()

X

Fonte: da autora, gerado no Maple 16.

(b)

Figura 4.25: wjs = 1,8158 x 10? rad/s - segundo modo de vibracdo. (a) Wi(z); (b) ©1(z); (c)

Wa(z); (d) Oa(x).

(a)

Fonte: da autora, gerado no Maple 16.

(b)
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Figura 4.26: wy; = 2,1117 x 10? rad/s - terceiro modo de vibracao. (a) Wi(z); (b) ©1(x); (c)
Wa(x); (d) O2(z).

(a) (b)

0.004

0.002

-0.006: -0.02

0008

0.0010: 0.008

X X

Fonte: da autora, gerado no Maple 16.

Figura 4.27: woy = 3,4632 x 10? rad/s - quarto modo de vibragdo. (a) Wi(z); (b) ©1(z); (c)
Wa(x); (d) ©2(x).

() (b)

-0.010
0

X X

Fonte: da autora, gerado no Maple 16.
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Figura 4.28: w3 = 4, 7877 x 102 rad/s - quinto modo de vibracao. (a) Wi(z); (b) ©1(z); (c)

Wa(z); (d) O ().

(a) (b)

006 0.004
0.0004
o
w,(x) Ol(x)
o -0.002
-0.0004;
omes
[ 0. 0. 06 08 1 0 02 04 06 08 i
X X
(¢) (d)
w,(x) Hz(x)
-0.0005
0.005
i
ooooo

X

Fonte: da autora, gerado no Maple 16.

Figura 4.29: w3y = 9,0628 x 10 rad/s - sexto modo de vibracdo. (a) Wi(z); (b) ©1(x); (c)

Wa(z); (d) O2(x).
(b)

(a)
0.0003
0.0002
- -
w, (x) o Gl(x)
o
-0.00002
—

-0.00004 -
-0.0003
02 04 0.6

0.0008

0.0006-
0.0004 0.005
0.0002.

Fonte: da autora, gerado no Maple 16.
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4.3.3 Viga fixa-apoiada

Figura 4.30: wy; = 1,665 x 10 rad/s - primeiro modo de vibragao. (a) Wi(z); (b) O1(z); (c)
Wa(z); (d) O2(x).

(a) (b)
w (x) 0,(x)

(c) (d)
w, (x) 0,(x)

Fonte: da autora, gerado no Maple 16.

Figura 4.31: wys = 2,6257 x 102 rad/s - segundo modo de vibracao. (a) Wi(z); (b) ©1(z); (c)
Wa(); (d) O2(x).

(a) (b)
wl(x) Hl(x) P

(¢) (d)
w,(x) Bz(x)

Fonte: da autora, gerado no Maple 16.
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Figura 4.32: wy; = 3,9659 x 10? rad/s - terceiro modo de vibracao. (a) Wi(z); (b) ©1(x); (c)
Wa(x); (d) O2(z).

(a) (b)

04 06 0s 1 0 2
X X

Fonte: da autora, gerado no Maple 16.

Figura 4.33: wqy = 7,4663 x 10? rad/s - quarto modo de vibragdo. (a) Wi(z); (b) ©1(z); (c)
Wa(x); (d) ©2(x).

() (b)

06 0s 1 2
X X

Fonte: da autora, gerado no Maple 16.



82

Figura 4.34: w3 = 7,8489 x 10? rad/s - quinto modo de vibracao. (a) Wi(z); (b) ©1(x); (c)

Wa(x); (d) O2(z).

(a)

0,004

Fonte: da autora, gerado no Maple 16.

X

(b)

Figura 4.35: w3y = 1,32675 x 10% rad/s - sexto modo de vibracao. (a) Wi(z); (b) ©1(2); (c)

Wa(z); (d) O2(x).

()

0.0005

-0.0010:
0

Fonte: da autora, gerado no Maple 16.

X

(b)

AN

02 04 0.6 08




CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foi realizado um estudo através da metodologia que usa a andlise
modal e a base dinamica, para obtencao das autofuncoes ou modos de vibracao de um
sistema de duas vigas acopladas por uma camada elastica e modeladas matematicamente
pela teoria de Timoshenko.

Foi realizado o desacoplamento das quatro equagoes de Timoshenko de segunda
ordem com forca externa em duas equagoes de quarta ordem uma para o deslocamento
transversal e uma para a rotacao da viga, sendo que permanece o acoplamento devido a
camada elastica e aos termos forgantes.

A anédlise modal, com uma formulacao matricial em blocos, foi utilizada para de-
terminar as frequéncias naturais e as autofungoes ou os modos de vibracao do sistema
acoplado. Para escrever os modos de vibracao de forma compacta, utilizou-se a base
dinamica gerada pela solucao fundamental de um problema de valor inicial. O uso da
base dinamica simplifica a expressao das autofuncoes.

Foram realizadas simulacoes para os modos de vibragao para algumas co condigoes
de contorno cléssicas. No caso de vigas biapoiadas as frequéncias naturais foram obtidas
escrevendo-se as autofuncoes em termos de senos e cossenos e foram realizadas simulagoes
para a resposta livre. Observou-se que para cada n existem quatro frequéncias ressonantes,
sendo duas delas frequéncias naturais e duas frequéncias que se aproximam das frequéncis
criticas do sistema de viga dupla. As frequéncias naturais obtidas, neste caso, foram
comparadas com a literatura.

As simulagoes foram realizadas utilizando o software mateméatico Maple 16.
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