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RESUMO

ADSORÇÃO DE CLUSTER DE OURO EM MATERIAIS
BIDIMENSIONAIS

AUTOR: Günther Luft Cardoso
ORIENTADOR: Paulo Cesar Piquini

Neste trabalho estudamos a interação do cluster de ouro Au34 com diferentes materiais

bidimensionais. Clusters de Au, diferentemente do seu comportamento na forma ma-

croscópica, são reativos quimicamente. Sua utilização requer a deposição em substratos.

Os materiais bidimensionais escolhidos como substrato foram o grafeno, o disseleneto de

tungstênio e o nitreto de boro. Além disto, estudamos a interação do cluster de Au34 com

o grafeno com defeito (vacância) e o grafeno funcionalizado por tiofenol. Estes materiais

foram escolhidos devido às diferenças entre as suas propriedades físicas e, sobretudo, na

facilidade em que se pode obter monocamadas destes materiais. O grafeno funcionali-

zado por tiofenol foi utilizado pois verifica-se experimentalmente que este material é um

bom catalisador, e é eficiente em ancorar os clusters de ouro, evitando a aglomeração

destes em agregados de menor razão superfície/volume, o que diminui a eficiência das

reações químicas que necessitam catalisador. O cluster de ouro escolhido possui 34 áto-

mos pois este é um dos números mágicos para clusters deste elemento. A configuração

mais estável para este cluster de ouro possui simetria C3, com o diâmetro em torno de 0,8

nm. Todos os cálculos foram feitos utilizando a teoria do funcional da densidade dentro

da aproximação do gradiente generalizado para o funcional de troca e correlação, como

implementado no programa computacional VASP. Determinamos as energias de ligação,

as distorções estruturais, as trocas de carga entre os sistemas interagentes e analisamos

as estruturas eletrônicas através das densidades de estados. Nossos resultados indicam

que o cluster de ouro praticamente não interage com as folhas de grafeno e nitreto de boro.

As interações do cluster com o grafeno funcionalizado por tiofenol e com o disseleneto de

tungstênio mostraram as maiores energias de ligação, enquanto a interação com o grafeno

com defeito (vacância) apresenta uma energia de ligação intermediária. Os sítios ativos

para as reações eletrofílicas e nucleofílicas estão localizados nos átomos de ouro, com

os sítios ativos no substrato sendo inativados por impedimentos estéricos. Os sistemas

quimicamente ativos, com os clusters de ouro fixados no substrato e um comportamento

anfotérico, apresentam diferentes valores de gap de energia, permitindo a sua utilização

em diferentes ambientes químicos.

Palavras-chave: Cluster. Materiais Bidimensionais. Energia de Ligação. Catálise.





ABSTRACT

ADSORBTION OF GOLD GLUSTER IN TWO-DIMENSIONAL
MATERIALS.

AUTHOR: Günther Luft Cardoso
ADVISOR: Paulo Cesar Piquini

In this work, we studied the interaction of Au34 gold cluster with different two-dimensional

materials. Au clusters, differently of their macroscopic form, are chemically reactive. Their

use requires substrates. The two-dimensional materials chosen as substrates were graphene,

tungsten diselenide and boron nitride. Besides this, we studied the interaction of Au34 clus-

ter with defective graphene (vacancy) and tiophenol functionalized graphene. These mate-

rials were chosen due the differences among their physical properties, and the facility one

can obtain monolayers out of these materials. The tiophenol functionalized graphene were

utilized because it is experimentally verified that this material is a good catalyst, and it is

efficient to anchor gold clusters, avoiding them to agglomerate in aggregates with lower

surface/volume ratio, fact that diminishes the efficiency of chemical reactions that needs

catalysts. The gold cluster chosen possess 34 atoms because this is one of the magi-

cal numbers for cluster of this element. The most stable configuration for this gold cluster

has C3 symmetry, with diameter around of 0.8 nm. All calculations were performed using

the density functional theory with the gradient generalized approximation for the exchange

and correlation functional, as implemented in the code VASP. We determined the bond

energies, structural distortions and charge exchange between the interacting systems and

analyzed the electronic structures through their density of states. Our results indicates that

the gold cluster practically don’t interact with the graphene and boron nitride sheets. The in-

teractions of cluster with tiophenol funcionalized graphene and tungsten diselenide showed

higher bond energies, while the interactions with defective graphene showed intermediate

bond energy. The active sites for electrophilic and nucleophilic reactions are localized in

the gold atoms, with active sites in the substrate being inactive due steric hindrance. The

chemically active systems, with the gold clusters attached in the substrate and amphoteric

behavior presents different values of energy gap, allowing their use in different chemical

environments.

Keywords: Cluster. Bidimensional Material. Bond Energy. Catalysis.
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1 INTRODUÇÃO

De todas as propriedades interessantes inerentes à substância ouro, as suas pro-

priedades catalíticas sem dúvida são as mais inesperadas. O oposto disto, sua inércia

em ambientes quimicamente hostis, foi o que fez com que fosse conferido alto valor no

comércio deste material. O ouro sempre foi um material capaz de resistir ao tempo, e suas

interessantes propriedades catalíticas só começaram a ser observadas, de fato, nas últi-

mas décadas.

O ouro, da maneira em que é usualmente comercializado, em sua fase bulk, é inerte.

Apenas quando seu tamanho é diminuído, de modo que suas dimensões atinjam a escala

nanométrica, é que suas propriedades catalíticas aparecem. Essa mudança em suas pro-

priedades se deve, essencialmente, ao drástico aumento da razão superfície/volume das

partículas. E são justamente os átomos da superfície do material os responsáveis por sua

reatividade, devido ao fato de que estes átomos realizam menos ligações químicas que os

átomos no interior do material.

O mecanismo de formação de nanopartículas em fase líquida pode ser entendido

através da minimização da energia de Gibbs:

∆G = ∆µv + ∆µs, (1.1)

onde ∆µs é a energia livre de Gibbs superficial, dada por 4πr2γ, onde γ é a energia super-

ficial por unidade de área. O termo ∆µv é a energia livre de Gibbs para uma partícula de

raio r dado por:

∆µv =
3

4
πr3∆Gv, (1.2)

e

∆Gv = −KT
Ω
ln
C

C0

, (1.3)

onde C é a concentração do soluto, C0 é a solubilidade, K é a constante de Boltzmann, T

é a temperatura e Ω é o volume atômico. Desta forma, o processo só será espontâneo se

C > C0. Quando isto ocorrer, para uma dada temperatura, existirá um raio mínimo para

a formação das nanopartículas, de modo a reduzir a energia livre de Gibbs até valores

negativos. Quando as nanopartículas são formadas, elas se tornam centros de nucleação,

que formarão partículas ainda maiores de modo a minimizar a sua energia superficial, di-

minuindo ainda mais a energia de Gibbs (RÓZ et al., 2015).

Deste modo, as nanopartículas de ouro (também chamados de clusters de ouro)

precisam de alguma substância que as estabilize, de modo a manter a alta razão superfí-

cie/volume das partículas. Uma maneira de conseguir isto é ancorando as nanopartículas

em algum suporte (catálise heterogênea). O suporte age diminuindo a alta energia super-
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ficial das nanopartículas, diminuindo a energia total do sistema, ou seja, a diferença entre

a energia do sistema interagente suporte+nanopartícula é menor do que quando os dois

sistemas se encontram separados. O quanto essa energia diminui é um dos focos deste

trabalho.

Para fazer isso é necessário utilizar algum substrato específico para comparação.

O substrato escolhido por nós foi o proposto por Ren e colaboradores (REN et al., 2015).

Neste trabalho, os autores sintetizaram grafeno funcionalizado por tiofenol, e depositaram

nanopartículas de ouro neste substrato. O catalisador proposto pelos autores é eficiente

em muitos tipos de reações, e esta eficiência não diminui com o tempo. Mais do que isto,

este catalisador, depois de passar por processos de filtragem, pode ser reutilizado várias

vezes.

Realizamos testes envolvendo interação de clusters de ouro com 34 átomos em 5

substratos diferentes: o grafeno funcionalizado por tiofenol, o grafeno, o disseleneto de

tungstênio, o nitreto de boro hexagonal e o grafeno com defeito (deleção). Escolhemos

estes materiais por possuírem propriedades físicas e químicas diferentes um dos outros.

E também podemos verificar como os defeitos na superfície dos materiais influenciam na

interação com as nanopartículas de ouro.

A seguir, faremos uma breve revisão sobre as propriedades catalíticas de clusters

de ouro, bem como nas propriedades dos diferentes materiais bidimensionais utilizados

neste trabalho. O restante do trabalho esta dividido em duas partes: a primeira parte trata

dos métodos matemáticos que fornecem, de uma maneira geral, um entendimento dos

métodos implementados no código VASP, utilizado neste trabalho. Na segunda parte do

trabalho apresentamos nossos cálculos e fazemos uma discussão sobre os resultados.

1.1 PROPRIEDADES DE CLUSTERS DE OURO

O ouro, na sua fase bulk, é quimicamente inerte. É esta a propriedade que conferiu

alto valor nesta substância ao longo dos anos, permitindo a confecção de joias e orna-

mentos altamente duráveis. No entanto, o sucesso da utilização de elementos químicos

vizinhos do ouro na tabela periódica, a platina e o mercúrio, em catálise homogênea, fez

naturalmente com que a comunidade científica se perguntasse acerca da possibilidade de

utilizar o ouro em catálise. A primeira aplicação de ouro em catálise homogênea foi re-

portada em 1976, em uma reação de alcinos com uma solução de ácido tetracloroaurico

e metanol, resultando em cetonas, conforme figura 1.1 (HADFIELD, 2012 apud NORMAN;

PARR; THOMAS, 1976).

Nas décadas de 80 e 90, poucas reações envolvendo o ouro em catálise homo-

gênea foram reportadas. A partir do ano de 2000, devido sobretudo a queda no preço

do ouro, foi retomada a pesquisa em torno das propriedades catalíticas desta substância,
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sendo reportadas milhares de reações até o ano de 2012, evidenciando o ouro como um

material extremamente promissor na utilização em catálise em diversas reações químicas

(HADFIELD, 2012).

A aplicação de nanopartículas de ouro em catálise heterogênea foi reportada pela

primeira vez em 1987. Haruta (LUO, 2014 apud HARUTA et al., 1987) relatou uma reação

de oxidação de monóxido de carbono (CO) em baixas temperaturas (incluindo temperatu-

ras muito abaixo de 0ºC). O ouro mostrou excepcional performance neste tipo de reação,

com nanopartículas menores de 5 nm depositadas em substratos de óxidos. A figura 1.2

mostra algumas reações de catálise heterogênea com a utilização de nanopartículas de

ouro. Quando catalisadores diferentes do ouro são utilizados, estas reações acontecem

apenas em temperaturas mais altas (LUO, 2014).

No entanto, nanopartículas de ouro sozinhas não são suficientes para a utilização

de maneira eficiente em catálise. Haruta (LUO, 2014 apud HARUTA, 1997) mostrou que

os métodos de deposição de nanopartículas de ouro em substrato de TiO2 influenciam na

eficiência das reações. Os métodos de deposição que resultam em uma maior interação

entre as nanopartículas de ouro e o substrato (método de deposição-precipitação) resul-

tam em um melhor catalisador nas reações de oxidação de CO.

O tamanho das nanopartículas de ouro também exerce influência na eficiência da

reação. Haruta (HARUTA, 2003) testou reações de oxidação de CO em substrato de

Au/TiO2 em função do tamanho das nanopartículas, obtendo um pico de eficiência para

partículas de cerca de 3 nm, conforme pode ser visto a figura 1.3.

Figura 1.1 – Reação de alcino com ácido tetracloroaurico, resultando em duas moléculas
de cetona como produto principal.

Fonte: (HADFIELD, 2012)
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Figura 1.2 – Principais reações envolvendo nanopartículas de ouro em catálise heterogê-
nea.

Fonte: (HARUTA, 2003)

Figura 1.3 – Oxidação do CO em função do tamanho das nanopartículas de ouro.

Fonte: (HARUTA, 2003)
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Para exemplificar a necessidade da utilização de algum substrato, pode-se analisar

o trabalho de Comotti e colaboradores(COMOTTI et al., 2004). Neste trabalho, foi testada a

eficiência na oxidação da glicose utilizando nanopartículas de ouro protegidas por carbono

e desprotegidas. As nanopartículas desprotegidas foram sintetizadas a partir da redução

de HAuCl4 na presença de glicose, apresentando diâmetro inicial médio de 3.6 nm. Nos

primeiros 200 segundos de reação, o catalisador foi responsável pela oxidação de 21% da

glicose, diminuindo a eficiência em tempos posteriores. Isto aconteceu devido ao fato de

que as nanopartículas, na ausência de um suporte, coalescem formando nanopartículas

maiores, diminuindo a área superficial e, consequentemente, diminuindo a eficiência na

catálise de reações químicas. O diâmetro das nanopartículas em função do tempo podem

ser vistas nas figuras 1.4.

No mesmo artigo, foi feita uma comparação entre a oxidação de glicose entre o ouro

desprotegido e o ouro protegido por carbono. A quantidade percentual na oxidação da

glicose apenas são iguais nos primeiros 100 segundos, conforme pode ser visto na figura

1.5. Após este intervalo de tempo, a catálise promovida por partículas de ouro protegidas

mantiveram uma alta eficiência na porcentagem de conversão por um longo período de

tempo, ao contrário das partículas de ouro desprotegidas.

Figura 1.4 – Diâmetro das partículas de ouro desprotegidas em função do tempo.

Fonte: (COMOTTI et al., 2004)
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Figura 1.5 – Comparação da quantidade percentual de glicose oxidada em função do
tempo para partículas de ouro desprotegidas (gold-sol) e partículas de ouro protegidas
(Au/C).

Fonte: (COMOTTI et al., 2004)

Outra propriedade interessante das nanopartículas de ouro utilizadas em catálise é

a sua seletividade. Um exemplo disto ocorre na reação de oxidação do glicerol, que pode

apresentar uma série de moléculas diferentes como produto. Hutchings (LUO, 2014 apud

CARRETTIN et al., 2002) demonstrou que o produto desta reação, utilizando nanopartícu-

las de ouro em um suporte de grafite em solução aquosa de NaOH a 60ºC apresentou

100% de seletividade na produção de glicerato de sódio.

1.2 INTERAÇÃO DE NANOPARTÍCULAS DE OURO COM GRAFENO FUNCIONALI-

ZADO POR TIOFENOL

Em um artigo publicado em 2015 por Ren e colaboradores (REN et al., 2015), foi

proposto um novo catalisador utilizando o grafeno funcionalizado por tiofenol (a estrutura

da molécula de tiofenol pode ser vista na figura 1.6). Nanopartículas de ouro, com diâme-

tro entre 1 e 2 nm foram ancoradas neste substrato, devido a tendência de interação entre

átomos de ouro e o enxofre.

Para preparar o grafeno funcionalizado, os autores adicionaram uma solução de 4-

aminotiofenol e acetonitrila em uma solução contendo grafeno. Depois disto, o sistema foi

diluído em DMF (dimetilformamida), filtrado e depois lavado. O composto então foi ultras-
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sonificado em água, sendo adicionado posteriormente uma solução deHAuCl4 eNaBH4.

Os filmes de grafeno funcionalizados foram caracterizados pela técnica de espec-

troscopia Raman. O grafeno puro apresenta, nesta técnica, dois picos de intensidade,

chamados de D e G. O sistema grafeno+tiofenol também apresenta os mesmos picos,

mas com intensidades diferentes. A razão entre as intensidades ID/IG do sistema gra-

feno+tiofenol é maior do que a razão entre estas intensidades medidas no grafeno puro,

essa diferença sendo associada a um aumento no número de ligações sp3 do carbono,

indicando que a funcionalização foi bem sucedida.

Para testar o tamanho das nanopartículas de ouro no grafeno puro e grafeno funci-

onalizado, os autores utilizaram a técnica de microscopia eletrônica de transmissão. Neste

experimento, verificou-se que as nanopartículas de ouro se espalham por toda a região

do grafeno+tiofenol, formando estruturas quase esféricas de diâmetro médio de 1,5 nm.

Em grafeno puro, estas partículas ficam com diâmetros que variam entre 8 a 12 nm. Este

resultado é um indicativo de que as nanopartículas não são suficientemente ancoradas

no grafeno puro, causando mobilidade e aglomeração das nanopartículas menores em

estruturas maiores, e que o substrato grafeno/tiofenol consegue, de fato, estabilizar as na-

nopartículas de ouro.

O catalisador formado por ouro/grafeno+tiofenol foi testado na reação de redução

de 4-nitrofenol em 4-aminofenol com a adição de NaBH4, com toda a reação sendo ca-

racterizada pela técnica de espectroscopia UV-visível. A solução de 4-nitrofenol e NaBH4

apresenta uma coloração amarelo escura, com absorbância em 400 nm. Com a adição

do catalisador, a aborbância em 400 nm começou a diminuir, e um novo pico em 310 nm

começou a ser verificado, devido a formação de 4-aminofenol, conforme a figura 1.7.

Figura 1.6 – Molécula de tiofenol.
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Figura 1.7 – a) Absorbância em função do tempo durante a reação de redução do 4-
nitrofenol em 4-aminofenol; b) Menos o logaritmo da concentração do reagente dividida
pela concentração inicial do reagente em função do tempo, para a reação de redução de
4-nitrofenol em 4-aminofenol.

Fonte: (REN et al., 2015)

Existe uma constante k, definida como sendo o coeficiente angular da reta formada

por menos o logaritmo neperiano da concentração do reagente dividido pela sua concen-

tração inicial, em função do tempo (figura 1.7). Esta constante dividida pela massa do

catalisador define a constante k0. Quanto maior a constante k0, melhor o catalisador. Para

o sistema ouro/grafeno+tiofenol, k0 = 539s−1g−1, que é muito superior que a constante

calculada para o sistema ouro/grafeno, que é k0 = 232s−1g−1.

Depois desta reação, o catalisador pode ser recuperado, por centrifugação e filtra-

ção. Uma nova reação envolvendo o catalisador recuperado mostrou-se praticamente tão

eficiente quanto o catalisador original, mantendo esta eficiência por até 5 ciclos, mostrando

que este catalisador é estável.

O trabalho de Ren e colaboradores descrito serviu como fonte de inspiração para

o desenvolvimento desta dissertação. Baseados no fato de que o catalisador formado por

ouro/grafeno+tiofenol é eficiente devido a interação entre os átomos de ouro e o enxofre,

evitando a união de nanopartículas de ouro, nos propomos a utilizar cálculos de DFT para

investigar a interação entre nanopartículas de ouro neste e em outros materiais bidimen-

sionais. Os materiais bidimensionais escolhidos foram: o grafeno, seleneto de tungstênio

e o nitreto de boro. Também realizamos cálculos envolvendo grafeno com defeitos, onde

alguns átomos de carbono foram removidos (iremos nos referir a este defeito como va-

cância). Uma breve revisão teórica sobre os materiais bidimensionais utilizados nesta

dissertação será feita nas próximas seções.
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1.3 MATERIAIS BIDIMENSIONAIS

1.3.1 Grafeno

O grafeno é um material constituído de uma monocamada formada de átomos de

carbono, e é a estrutura fundamental formadora de materiais como o fulereno, nanotubos

de carbono e o grafite, conforme figura 1.8. A estrutura do grafeno foi teoricamente estu-

dada por mais de 60 anos, até que, em 2004, o grafeno foi obtido a partir da esfoliação

mecânica do grafite por Novoselov e colaboradores (NOVOSELOV et al., 2004). Neste tra-

balho, foram produzidos filmes de grafeno com a espessura de alguns átomos (chamados

de filmes FLG, de ”few layer-graphene“), incluindo amostras com apenas uma camada.

A estrutura eletrônica do grafeno é bastante interessante. Primeiramente, os elé-

trons de condução possuem massa efetiva nula, e não podem ser descritas pela equação

de Schrödinger, mas pela equação de Dirac. Outra característica é que os elétrons podem

se mover pela estrutura por distâncias na ordem de micrômetros sem serem espalhados,

mesmo para temperaturas altas. Estas características fazem com que o grafeno apresente

efeitos quânticos apreciáveis, mesmo em temperatura ambiente (GEIM, 2009).

Figura 1.8 – Ilustração dos diversos materiais formados a partir do grafeno.

Fonte: (GEIM; NOVOSELOV, 2007)
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Figura 1.9 – Estrutura de bandas do grafeno.

Fonte: (MIRÓ; AUDIFFRED; HEINE, 2014)

Além destas características, o grafeno possui propriedades mecânicas que fazem

com que este seja extremamente resistente e maleável. A fácil deformação do grafeno

pode ser utilizada, por exemplo, para alterar a sua estrutura de bandas e propriedades

óticas.

As propriedades do grafeno também são influenciadas pelo número de camadas

que o compõem. O grafeno é caracterizado como sendo um material 2D que apresenta

fortes ligações covalentes nos átomos pertencentes ao mesmo plano, mas uma fraca in-

teração de van der Waals entre os planos, permitindo a obtenção de monocamadas ou

estruturas com poucas camadas a partir de esfoliação mecânica. A estrutura eletrônica do

grafeno com uma e duas camadas são muito parecidas, as duas sendo classificadas como

semicondutores de zero-gap (ver figura 1.9) e com apenas um tipo de elétron e um tipo de

buraco. Com o aumento do número de camadas, começam a aparecer quase partículas

diferentes, com a sobreposição das bandas de valência e condução. Com 10 camadas, a

estrutura do grafeno aproxima-se a do grafite (GEIM; NOVOSELOV, 2007).

A classificação do grafeno como um semicondutor de zero-gap pode ser associada

com experimentos de efeito de campo em filmes de FLG, conforme pode ser observado na

figura 1.10. Este experimento mostra que o grafeno apresenta efeito ambivalente similar

aos semicondutores, mas não apresenta redução até zero na condutividade elétrica, tipico

dos semicondutores comuns, ou seja, não apresenta gap (NOVOSELOV et al., 2004).



33

Figura 1.10 – (A) Resistividade em função da tensão Vg, onde as curvas com maior pico re-
presentam temperaturas menores (respectivamente, 5, 70 e 300 K. (B) Condutividade em
função da tensão Vg, para amostra com 70 K. (C) Coeficiente Hall em função da tensão Vg,
para amostra em 5 K. (D) Dependência da concentração de portadores em função da tem-
peratura, onde os circulos abertos representam filmes monocamadas, quadrados abertos
representam poucas camadas e quadrados fechados representam filmes multicamadas.

Fonte: (NOVOSELOV et al., 2004)

1.3.2 Disseleneto de Tungstênio

O disseleneto de tungstênio faz parte de uma classe mais geral de materiais bidi-

mensionais, chamados de dicalcogenetos de metais de transição (transition metal dichalco-

genides, ou TMDs). Como o grafeno, estes materiais possuem fortes ligações covalentes

no plano dos átomos, mas uma fraca interação de van der Waals entre planos diferentes,

permitindo uma fácil obtenção de filmes com poucas camadas. Em especial, Novoselov

(GUPTA; SAKTHIVEL; SEAL, 2015 apud NOVOSELOV et al., 2005) reportou com sucesso

a obtenção de monocamadas de dicalcogenetos de tungstênio e molibdênio. Dentre os

TMDs, apenas os formados por Mo e W formam materiais semicondutores, com gap que

varia entre 1 e 2 eV (GUPTA; SAKTHIVEL; SEAL, 2015).

Em especial, monocamadas de WSe2 apresentam um gap de 1.6 eV, sendo classi-

ficados como semicondutores de gap direto (a estrutura de bandas deste material se pode

ser visualizada na figura 1.12). Este material possui estrutura hexagonal, com parâme-

tro de rede de 3.29 Å, conforme figura 1.11. Além disto, os elétrons/buracos do WSe2
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apresentam uma pequena massa efetiva, e consequentemente, alta mobilidade. O WSe2

também pode ser utilizados na fabricação de transistores de efeito de campo, e possui uma

alta estabilidade térmica (BANERJEE; LIU; KANG, 2013).

Estas propriedades possibilitam a aplicação do disseleneto de tungstênio em célu-

las solares. Tiwari e colaboradores (TIWARI et al., 2017) fizeram simulações envolvendo

heterojunções de disseleneto de tungstênio tipo n com silício tipo p, e obteram eficiências

teóricas de até 13.09 %.

Figura 1.11 – Estrutura do WSe2.

Fonte: (BANERJEE; LIU; KANG, 2013)

Figura 1.12 – Estrutura de bandas do seleneto de tungstênio.

Fonte: (HUANG et al., 2014)
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1.3.3 Nitreto de Boro

Nanocamadas de nitreto de boro, ou BNNS (boron nitride nanosheets) fazem parte

de uma classe de materiais formada a partir do nitreto de boro hexagonal. A estrutura

de uma monocamadada de BNNS é hexagonal, igual a do grafeno, conforme pode ser

visualizado na figura 1.13, mas apresentam propriedades químicas e físicas que diferem

bastante das do grafeno, sendo elas: alta trasparência ótica, fotoluminescência ajustável,

alta condutividade térmica, estabilidade termoquímica (até 1000 ºC no ar), alto valor de

gap (4.6 eV, com a estrutura de bandas mostradas na figura 1.14), fazendo com que este

material encontre aplicabilidade em ambientes com altas temperaturas e quimicamente

agressivos. Este material também pode ser utilizado como substrato e material dielétrico

para aplicações em dispositivos eletrônicos. O gap deste material pode ser modificado

pela adição de dopantes, podendo-se obter semicondutores tipo p com a adição de berílio

e semicondutores tipo n com a adição de carbono, enxofre, nitrogênio ou silício (GUPTA;

SAKTHIVEL; SEAL, 2015).

Outra propriedade interessante do nitreto de boro é que ele apresenta uma alta

condutividade térmica e uma baixa condutividade elétrica, permitindo a aplicação deste

material em controle de temperatura aplicada a eletrônica de alta potência. Este material

também pode ser utilizado para preencher materiais poliméricos e aumentar a estabilidade

e condutividade térmica destes materiais. A resistência a temperatura e a ambientes qui-

micamente ativos também possibilita a utilização de BN como suporte para catalisadores,

aumentando a estabilidade (GUPTA; SAKTHIVEL; SEAL, 2015).

Existe também a possibilidade de funcionalizar as BNNS. Trabalhos baseados em

cálculos de DFT mostraram que o hidrogênio pode ser incorporado a este material, resul-

tando em uma redução do gap para 3.05 eV (GUPTA; SAKTHIVEL; SEAL, 2015).

Figura 1.13 – Comparação entre a estrutura do grafeno (a) e do nitreto de boro (b), junta-
mente com as distâncias entre os átomos da rede e as distâncias entre as camadas.

Fonte: (GUPTA; SAKTHIVEL; SEAL, 2015)
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Figura 1.14 – Estrutura de bandas do nitreto de boro.

Fonte: (MIRÓ; AUDIFFRED; HEINE, 2014)



2 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

2.1 PRIMEIROS PRINCÍPIOS

2.1.1 A equação de Schrödinger para um sistema de muitos corpos

Um sistema de M prótons e N elétrons pode ser associado a um vetor de estado

|Ψ(t)〉, de modo que todas as informações desse sistema estão contidas em |Ψ(t)〉. A

evolução temporal desse estado é obtida através da equação de Schrödinger:

Ĥ |Ψ(t)〉 = i~∂|Ψ(t)〉
∂t

, (2.1)

onde Ĥ é o operador Hamiltoniano, escrito como:

Ĥ =
M∑
i=1

p2
i

2Mi

+
N∑
j=1

p2
j

2me

− 1

4πε0

M∑
i=1

N∑
j=1

Zie
2

| ~Ri − ~rj|
+

1

4πε0

N∑
j=1

j 6=k

N∑
k=1

e2

|~rj − ~rk|
+

+
1

4πε0

M∑
i=1
i 6=l

M∑
l=1

ZiZle
2

| ~Ri − ~Rl|
,

(2.2)

onde Mi, ~Ri e Zi são, respectivamente, a massa, a posição e o número atômico do núcleo

i. Os termos me e ~rj são a massa do elétron e a posição do elétron j. O termo ε0 é a

permissividade do vácuo, e é a carga do elétron e ~ é a constante de Planck divida por 2π.

O primeiro termo do Hamiltoniano é a soma de todas as energias cinéticas dos núcleos e

o segundo termo é a soma das energias cinéticas dos elétrons. O terceiro termo fornece a

energia de interação núcleo-elétron, e os últimos termos fornecem as energias de interação

entre os elétrons e entre os núcleos, respectivamente. Pode-se escrever o Hamiltoniano

de uma maneira mais compacta:

Ĥ = T̂n + T̂e + V̂n−e + V̂e−e + V̂n−n. (2.3)

Frequentemente, trabalha-se com o vetor de estado projetado no espaço das po-

sições, aplicando um bra
〈
{~rj}{~Ri}

∣∣ sobre o ket
∣∣Ψ(t)

〉
, obtendo-se a função de onda

Ψ({~rj}, { ~Ri}, t) do sistema. Nessa base, todos os operadores momento ~pa no Hamiltoni-

ano assumem a forma funcional ~
i
~∇a, onde ~∇a é o operador gradiente, que em coordena-
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das cartesianas é dado por:

~∇a =

(
∂

∂xa
î+

∂

∂ya
ĵ +

∂

∂za
k̂

)
. (2.4)

Como o Hamiltoniano é independente do tempo, é possível utilizar o método de

separação de variáveis, podendo-se reescrever a função de onda como um produto entre

a sua função de onda espacial e sua parte temporal:

Ψ({~rj}, { ~Ri}, t) = Φ({~rj}, { ~Ri})τ(t), (2.5)

e, substituindo na equação de de Schrödinger (2.1), obtêm-se:

τ(t) = Ae
−iEt

~ , (2.6)

e a função de onda espacial se torna uma equação de auto-valores:

ĤΦ({~rj}, { ~Ri}) = EΦ({~rj}, { ~Ri}), (2.7)

chamada equação de Schrödinger independente do tempo, ondeE é a energia do sistema.

A partir dessa etapa serão utilizadas unidades atômicas, com o objetivo de simpli-

ficar a notação. Assim, a unidade de comprimento será o Bohr (1 Bohr = 0.529177 Å), a

unidade de energia é o Hartree (1 Hartree equivale a 2 vezes a energia do estado funda-

mental do hidrogênio), 4πε0 será 1, e o módulo da carga do elétron, a massa do elétron e

a constante de Planck serão iguais a unidade.

2.1.2 Aproximação de Born e Oppenheimer

A aproximação de Born-Oppenheimer (GORDON, 1990) é baseada no teorema

adiabático, que consiste em uma solução para o seguinte problema geral: um dado Ha-

miltoniano de um sistema quântico varia lentamente em função de parâmetros externos.

Este problema pode ser abordado resolvendo-se o sistema com parâmetros externos man-

tidos fixos, permitindo suas variações em um cálculo posterior. A aproximação de Born-

Oppenheimer é utilizada no tratamento de sistemas atômicos e moleculares, onde os nú-

cleos atômicos são considerados fixos em uma primeira aproximação, obtendo-se informa-

ções sobre a estrutura eletrônica do sistema. Posteriormente, o movimento do núcleo é

levado em consideração.

Começa-se notando que o parâmetro 1/Mi torna o termo da energia cinética nu-

clear na equação (2.2) muito pequeno em comparação com os outros termos no Hamil-

toniano, permitindo que T̂n seja tratado como uma pequena perturbação, e o conjunto de
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variáveis nucleares { ~Ri} se torna um parâmetro na solução da parte eletrônica do sis-

tema. Com esta aproximação, o termo de interação elétron-núcleo passa a ter somente

as coordenadas eletrônicas como variáveis, e o Hamiltoniano pode ser separado em duas

partes:

Ĥ = Ĥe + Ĥn, (2.8)

onde Ĥe é o Hamiltoniano eletrônico:

Ĥe = T̂e + V̂e−e({~rj}) + V̂e−n({ ~Ri}{~rj}), (2.9)

e Ĥn é o Hamiltoniano nuclear:

Ĥn = T̂n + V̂n−n({ ~Ri}). (2.10)

Busca-se inicialmente os autoestados do Hamiltoniano eletrônico em um campo nuclear

fixo:

Ĥeψ
e
m({~rj}{ ~Ri}) = [εm({ ~Ri})− V̂n−n({ ~Ri})]ψem({~rj}{ ~Ri}), (2.11)

onde [εm({ ~Ri})− V̂n−n({ ~Ri})] é o autovalor de Ĥe e ψem({~rj}{ ~Ri}) é a função de onda ele-

trônica. Desse modo, o termo εm({ ~Ri}) leva em consideração a energia de interação V̂n−n
que, como os núcleos estão fixos, é uma constante. A notação ({ ~Ri}) em εm({ ~Ri}) serve

para mostrar que essa energia depende parametricamente das coordenadas nucleares, e

o subíndice m indica as diferentes autofunções do Hamiltoniano eletrônico.

A função de onda espacial da equação (2.7) pode ser reescrita:

Φ({~rj}, { ~Ri}) =
∑
m

ψem({~rj}{ ~Ri})ψnm({ ~Ri}), (2.12)

onde ψnm({ ~Ri}) é a função de onda nuclear. Substituindo (2.12) em (2.7), multiplicando o

lado direito por ψek
∗({~rj}{ ~Rj}) e integrando em {~ri} obtêm-se:

[T̂n + εk({ ~Ri})]ψnk ({ ~Ri}) = Eψnk ({ ~Ri})−
∑
m

Akmψ
n
m({ ~Rj}), (2.13)

onde o termo
∑
m

Akmψ
n
m({ ~Ri}) mistura as diferentes funções de onda eletrônicas, sendo

frequentemente tratado como uma pequena perturbação. A equação (2.13) então resolve

a função de onda nuclear, onde a energia εk({ ~Ri}), obtida da solução da função de onda

eletrônica, age como uma espécia de “energia potencial” que mantém unidos os diferentes

núcleos que formam o sistema.
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A separação da função de onda espacial nas suas componentes eletrônicas e nu-

cleares facilita a solução dos cálculos pois elimina a interdependência entre as coordena-

das eletrônicas e nucleares. No entanto, o termo de interação elétron-elétron na equação

(2.9) ainda deixa a equação (2.11) impossível de ser resolvida analiticamente, a não ser

por raras exceções. Vários métodos foram propostos ao longo dos anos na tentativa de

tratar o problema, e serão vistos os princípios de alguns destes métodos que são impor-

tantes no desenvolvimento da Teoria Funcional da Densidade (DFT).

Para simplificar a notação, função de onda eletrônica será, a partir de agora, sim-

plesmente escrita como ψ(~ri).

2.1.3 Método de Hartree

No método de Hartree (GORDON, 1990), assume-se que a função de onda eletrô-

nica (2.11) possa ser escrita como um produto das funções de onda dos elétrons individu-

ais (chamadas orbitais monoeletrônicos):

ψ(~ri) = φα(~r1)φβ(~r2)φγ(~r3)...φδ( ~rN). (2.14)

Atuando com o operador Hamiltoniano eletrônico (2.9) sobre a função de onda na forma

(2.14) tem-se: [ N∑
j=1

−∇2
j

2
−
∑
i,j

Zi

| ~Ri − ~rj|
+

1

2

∑
i,j

j 6=k

1

|~rj − ~rk|

]
ψ(~ri) =

= EHψ(~ri),

(2.15)

multiplicando o lado esquerdo de (2.15) por ψ∗(~ri) e integrando todos os ~ri, obtém-se:

EH =

∫ ∑
i

φ∗i (~r)

[
−∇2

2
−
∑
j

Zj

| ~Rj − ~r|

]
φi(~r)d

3r +
1

2

∑
i,j

j 6=k

∫
|φi(~r)|2|φj(~r′)|2

|~r′ − ~r′|
d3rd3r′.

(2.16)

Para resolver a integral, é necessário saber a forma exata de todos os orbitais mo-

noeletrônicos φi. Para resolver esse problema, utiliza-se o calculo variacional, de modo

que o valor da energia atinja um limite superior para a energia do estado fundamental.

Utilizam-se também os multiplicadores de Lagrange, impondo a condição de ortonormali-

dade entre os orbitais monoeletrônicos:∫
φ∗i (~r)φj(~r)d

3r = δ(i− j), (2.17)
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resultando em:[
−∇2

2
−
∑
j

Zj

| ~Rj − ~r|
+
∑
j

j 6=i

∫
|φj(~r′)|2

|~r − ~r′|
d3r′

]
φi(~r) = εiφi(~r), (2.18)

onde o segundo termo em colchetes é chamado potencial externo ( ˆVext), pois depende

da posição dos núcleos. O terceiro termo é chamado de potencial de Hartree (V̂H), que

envolve a interação coloumbiana entre os elétrons. A soma dos dois potenciais é chamada

de potencial efetivo ( ˆVeff ), e depende da forma dos outros orbitais monoeletrônicos. As-

sim, a equação (2.18) é uma equação integro-diferencial para os orbitais monoeletrônicos

e deve ser resolvida de maneira autoconsistente. Temos agora não mais uma equação

para um problema de N elétrons acoplados, mas sim N equações de um elétron, cada um

deles sujeito ao campo médio gerado por todos os outros elétrons.

O método de Hartre leva a erros no cálculo da energia, devido aos seguintes fatores:

• A função de onda eletrônica (2.14) não possui a simetria necessária para o trata-

mento de férmions (elétrons), não obedecendo o princípio de exclusão de Pauli. Para

férmions, a função de onda deve ser, necessariamente, antissimétrica. Uma função

de onda antissimétrica deve trocar de sinal quando um operador permutação entre

duas partículas atua sobre ela, o que não é o caso da expressão (2.14):

Pi→jφα(~r1)φβ(~r2)...φγ(~ri)...φδ(~rj)... = φα(~r1)φβ(~r2)...φγ(~rj)...φδ(~ri)... (2.19)

O fato de que férmions sejam descritos por funções de onda antissimétricas leva ao

aparecimento de um termo extra na energia, chamado energia de troca. Esse termo

é completamente ignorado pelo método de Hartree.

• O método de Hartree não leva em consideração mais um termo na energia, a energia

de correlação. Este erro ocorre devido a utilização de um campo médio no tratamento

dos orbitais monoeletrônicos.

O problema de simetrização das funções de onda será tratado na pŕoxima seção,

no método de Hartree-Fock.
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2.1.4 Método de Hartree-Fock

O método de Hartree-Fock (GORDON, 1990) resolve o problema da simetrização

das funções de onda com o uso do determinante de Slater:

ψ(~ri) =
1√
N !


φα(~r1) φα(~r2) · · · φα( ~rN)

φβ(~r1) φβ(~r2) · · · φβ( ~rN)
...

... . . . ...

φγ(~r1) φγ(~r2) · · · φγ( ~rN)

 , (2.20)

onde os subindíces α, β, ...γ designam, além de um orbital monoeletrônico específico da

partícula i, o estado de spin σi desta partícula. Os estados de spin χ(σi) possuem as

seguintes propriedades:

• Os estados de spin dos elétrons são autofunções do operador momento angular de

spin Ŝ, de modo que:

Ŝχ(σi) =
√

~2s(s+ 1)χ(σi) =

√
3

4
~2χ(σi); (2.21)

s =
1

2
,

assim, elétrons possuem spin meio. Todas as partículas com spin semi-inteiro são

férmions, e obedecem a estatística de Fermi-Dirac.

• Uma partícula com spin s possui (2s+ 1) autoestados diferentes do operador Ŝz. No

caso do elétron são dois autoestados:

Ŝzχ(σi) = +
~
2
χ(σi) (2.22)

se σi for 1/2 ou (↑) ou:

Ŝzχ(σi) = −~
2
χ(σi) (2.23)

se σi for -1/2 ou (↓).

• Os estados de spin pertencentes à mesma partícula são ortonormais:

χ(σi)χ(σj) = δ(i− j). (2.24)

Ao utilizar-se o determinante (2.20) para representar função de onda eletrônica

observa-se que esta é antissimétrica:

Pi→jψ(~ri) = −ψ(~ri). (2.25)
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O próximo passo é achar o valor esperado da energia, usando o mesmo procedi-

mento realizado na equação (2.16). O valor da energia no método Hartree-Fock é dada

pela expressão:

EHF =

∫ ∑
i

φ∗i (~r)

[
−∇2

2
+ V̂ext(~r)

]
φi(~r)d

3r +
1

2

∑
i,j

i 6=j

∫
|φi(~r)|2|φj(~r′)|2

|~r − ~r′|
d3rd3r′−

−1

2

∑
i,j

i 6=j

∫
δ(σi − σj)φ∗i (~r′)φ∗j(~r′)φi(~r)φj(~r)

|~r − ~r′|
d3rd3r′,

(2.26)

onde o segundo termo é o termo de Hartree, e o último é o termo de Fock, consequência

da simetria da função de onda eletrônica. Os termos que compõem o somatório no termo

de Fock só contribuem para a energia total se φi e φj tiverem o mesmo estado de spin.

Utilizando-se mais uma vez o cálculo variacional para tornar a energia um mínimo, obtêm-

se a seguinte expressão:[
−∇2

2
+ V̂eff (~r)

]
φi(~r)−

∑
j

j 6=i

∫
φ∗j(~r

′)φj(~r)φi(~r′)δ(σi − σj)
|~r − ~r′|

= εiφi(~r), (2.27)

que deve, da mesma maneira que no método de Hartree, ser resolvida de maneira auto-

consistente.

O método de Hartree-Fock resolve o problema da energia de troca, que pode ser

tratado de forma exata, mas ignora a energia de correlação, devido a utilização de um po-

tencial de campo médio para os elétrons. A energia de correlação pode ser definida como

sendo a diferença entre a energia real do sistema menos a energia calculada pelo método

de Hartree-Fock.

2.1.5 Método de Thomas e Fermi

No método de Thomas e Fermi (JONES; GUNNARSSON, 1989), escreve-se a ener-

gia total do sistema como um funcional da densidade ρ(~r):

ETF = T [ρ] + UH [ρ] + Vext[ρ], (2.28)

onde os dois últimos termos são o termo de Hartree e o valor esperado do potencial ex-

terno, respectivamente. A densidade é dada pela expressão:

ρ(~r) =

∫
Nψ∗(~r, ~r2, ..., ~rN)ψ(~r, ~r2, ..., ~rN)d3r2...d

3rN , (2.29)
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e os valores esperados do potencial de Hartree e do potencial externo podem ser direta-

mente escritos como:

UH [ρ] =
1

2

∫ ∫
ρ(~r)ρ(~r′)

|~r − ~r′|
d3rd3r′; (2.30)

Vext[ρ] =

∫
ρ(~r)v̂ext(~r)d

3r. (2.31)

É necessário encontrar uma expressão para o valor esperado da energia cinética

como funcional da densidade. Supondo que a energia cinética possa ser escrita como uma

integral:

T [ρ(~r)] =

∫
t[ρ(~r)]d3r, (2.32)

onde t[ρ(~r)] é a densidade de energia cinética. A integral (2.32) é uma boa aproximação

desde que ρ(~r) varie lentamente com a posição. Uma aproximação para a densidade

de energia cinética é obtida considerando a energia cinética de elétrons livres através da

integral:

t[ρ(~r)] = 2
1

(2π)3

∫
|k|≤kf

~2k2

2m
d3k, (2.33)

resolvendo a integral e substituindo ρ(~r) = 2(4π/3)k3
f/(2π)3 obtêm-se:

T [ρ(~r)] =
3(3π2)2/3

10

∫
ρ(~r)5/3d3r = CF

∫
ρ(~r)5/3d3r, (2.34)

onde CF é a constante de Fermi. A integral (2.34) é chamada aproximação TF ou apro-

ximação local da densidade (LDA - Local Density Approximation). Agora, faz-se uso do

cálculo variacional para minimizar (2.28) utilizando os multiplicadores de Lagrange e im-

pondo o vínculo de conservação do número de elétrons:∫
ρ(~r)d3r = N, (2.35)

obtendo-se a equação de Thomas-Fermi:

CF
5

3
ρ(~r)2/3 +

∫
d3r′

ρ(~r′)

|~r − ~r′|
+ Vext(~r) + λ = 0. (2.36)

O modelo de Thomas-Fermi foi muito usado no passado, mas apresenta algumas

falhas. Uma delas é que a densidade é infinita perto dos núcleos, e decai como r−6, ao

invés de exponencialmente, longe deles (JONES; GUNNARSSON, 1989). Outro problema

é que o modelo não prediz ligações químicas entre os átomos, não ocorrendo formação

de moléculas ou sólidos (JONES; GUNNARSSON, 1989 apud TELLER, 1962). Por fim, o

termo que trata da energia cinética (2.34) é falho, pois considera um sistema de partículas

não interagentes. No entanto, por tratar a energia total do sistema como um funcional da

densidade, o método de Thomas-Fermi foi utilizado como uma referência no desenvolvi-

mento da DFT.
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2.2 TEORIA DO FUNCIONAL DA DENSIDADE

A Teoria do Funcional da Densidade é um dos métodos mais utilizados atualmente

em cálculos de sistemas quânticos. A aplicabilidade da teoria vai desde o estudo de li-

gações químicas até o cálculo de bandas de um sólido, bem como em áreas da biologia,

engenharia, mineralogia e afins (CAPELLE, 2002). O grande atrativo da DFT é que ela

substitui a função de onda, que é uma função complexa com 3N variáveis espaciais e sem

interpretação física direta, pela densidade eletrônica ρ(~r), uma função com interpretação

física direta e dependente de apenas 3 variáveis espaciais, como função na qual estão

contidas todas as informações do sistema. Essa redução nos graus de liberdade permite

a utilização da DFT para a solução de problemas que envolvam um número muito grande

de átomos, o que não seria possível em métodos onde a função de onda desempenha o

papel principal.

A princípio, pode parecer estranho que a função densidade, matematicamente mais

simples, possua as mesmas informações que a função de onda. Entretanto, o artigo pu-

blicado por Hohenberg e Kohn (HOHENBERG; KOHN, 1964) mostrou que, da mesma

maneira que a densidade é um observável obtido a partir da função de onda, a função de

onda no estado fundamental pode ser obtida da densidade, ou seja, as duas são equiva-

lentes. E uma função de onda no estado fundamental gera, univocamente, uma densidade

do estado fundamental, e vice-versa.

No artigo publicado por Kohn e Sham (KOHN; SHAM, 1965), publicado um ano de-

pois do artigo de Hohenberg e Kohn, mostra-se métodos práticos de solução de problemas

utilizando DFT.

2.2.1 Teoremas

Os teoremas a seguir, enunciados por Hohenberg e Kohn (HOHENBERG; KOHN,

1964), provam que a função densidade exerce função análoga a função de onda na des-

crição de sistemas de muitos elétrons.

• Teorema 1 (KOHANOFF, 2006): O potencial externo é univocamente determinado

pela densidade eletrônica, além de uma constante aditiva.

Prova: Supõe-se dois potenciais externos diferentes V̂ 1
ext(~r) e V̂ 2

ext(~r) que geram dois

Hamiltonianos diferentes Ĥ1 e Ĥ2 respectivamente, com funções de onda no estado

fundamental φ1(~r) e φ2(~r), tal que |φ1(~r)|2 = |φ2(~r)|2 = ρ(~r). Os valores esperados

de energia desses Hamiltonianos são E1
0 = 〈φ1|H1 |φ1〉 e E2

0 = 〈φ2| Ĥ2 |φ2〉. O valor

esperado de Ĥ1 em qualquer função de onda que não seja φ1(~r) deve, necessaria-

mente, levar a uma energia maior que E1
0 . O mesmo ocorre para o Hamiltoniano Ĥ2.
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Então:

〈
φ1
∣∣ Ĥ1

∣∣φ1
〉
<
〈
φ2
∣∣ Ĥ1

∣∣φ2
〉

=
〈
φ2
∣∣ Ĥ2

∣∣φ2
〉

+
〈
φ2
∣∣ Ĥ1 − Ĥ2

∣∣φ2
〉
. (2.37)

Da mesma maneira:

〈
φ2
∣∣ Ĥ2

∣∣φ2
〉
<
〈
φ1
∣∣ Ĥ2

∣∣φ1
〉

=
〈
φ1
∣∣ Ĥ1

∣∣φ1
〉

+
〈
φ1
∣∣ Ĥ2 − Ĥ1

∣∣φ1
〉
, (2.38)

mas, como Ĥ1 − Ĥ2 = V̂ 1
ext(~r) − V̂ 2

ext(~r), então as equações (2.37) e (2.38) podem

ser reescritas:
E1

0 < E2
0 +

∫
ρ(~r)[V̂ 1

ext(~r)− V̂ 2
ext(~r)]d

3r;

E2
0 < E1

0 −
∫
ρ(~r)[V̂ 1

ext(~r)− V̂ 2
ext(~r)]d

3r,

(2.39)

e, somando as equações em (2.39), obtêm-se que (E1
0 + E2

0) < (E1
0 + E2

0), ou seja,

a suposição de uma mesma função ρ(~r) para os dois termos em (2.39) resulta em

uma em uma expressão absurda. As densidades devem ser diferentes sempre que

os potenciais externos forem diferentes.

• Teorema 2 (KOHANOFF, 2006): Considerando ρ′(~r) uma densidade não negativa

normalizada em N. Definindo uma energia variacional Ev como um funcional da den-

sidade pela expressão:

Ev[ρ
′] = 〈φ[ρ′]| T̂ + V̂e−e |φ[ρ′]〉+

∫
ρ′(~r)V̂ext(~r)d

3r, (2.40)

onde φ é a função de onda no estado fundamental obtida de V̂ext(~r), e sendo ρ(~r) a

densidade do estado fundamental obtida do mesmo potencial. Se E0 = Ev[ρ], então:

E0 < Ev[ρ
′], (2.41)

com ρ(~r) 6= ρ′(~r).

Prova: Considere φ1(~r) e φ2(~r) os estados fundamentais dos Hamiltonianos Ĥ1 e

Ĥ2, respectivamente. Então:

E0 =
〈
φ1
∣∣ Ĥ1

∣∣φ1
〉
<
〈
φ2
∣∣ Ĥ1

∣∣φ2
〉
. (2.42)

Sendo ρ(~r) e ρ′(~r) as densidades obtidas de φ1(~r) e φ2(~r), respectivamente. Como

φ1(~r) é obtido univocamente de ρ(~r), então o valor esperado da energia 〈φ1| Ĥ1 |φ1〉
pode ser escrito como um funcional de ρ(~r) e 〈φ2| Ĥ1 |φ2〉 pode ser escrito como um

funcional de ρ′(~r). Então, pela equação (2.42):

E0 = Ev[ρ] < Ev[ρ
′]. (2.43)
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Uma maneira de visualizar a relação entre a densidade eletrônica e o potencial ex-

terno é dada pelo teorema de Kato (CAPELLE, 2002 apud KATO, 1957). O teorema mostra

que, para potenciais coloumbianos, a densidade eletrônica possui uma singularidade na

posição dos núcleos:

Zi = − a0

2ρ(~r)

dρ(~r)

dr

∣∣∣∣
r→Ri

. (2.44)

Dessa forma, o conhecimento da densidade revela não só posição dos núcleos (pela iden-

tificação de suas singularidades) mas também o o número atômico desses núcleos.

Os teoremas mostrados nessa seção não apresentam uma expressão exata da

energia como um funcional da densidade. Também não apresentam nenhum método efe-

tivo de encontrar a forma dessas densidades. As respostas para estas questões serão

dadas nas próximas seções.

2.2.2 Equações de Kohn-Sham

Como foi discutido na seção que trata do modelo de Thomas e Fermi, que o termo

de Hartree e o termo que corresponde ao valor esperado da energia potencial externa

podem ser prontamente escritos como funcionais da densidade (equações 2.30 e 2.31).

Também foi mencionado que o termo que envolve a energia cinética apresenta falhas,

sobretudo devido a aproximação local com que é tratada, considerando os elétrons como

partículas não interagentes. Para melhorar o termo energia cinética, pode-se separá-lo em

duas partes: uma que representa a energia cinética de partículas não interagentes Ts e

outra que leva em consideração a interação entre as partículas Tc, onde s e c significam,

respectivamente “single particle” e “correlation”. O termo Ts pode ser escrito como:

Ts[ρ] = −1

2

∑
i

∫
φ∗i (~r)∇2φi(~r)d

3r, (2.45)

onde Ts foi escrita como funcional de ρ pois φi é funcional de ρ. A energia total então pode

ser escrita como a soma:

EKS[ρ] = Ts[ρ] + UH [ρ] + Uext[ρ] + Exc[ρ]. (2.46)

Assim, a energia total do sistema é dada pelo termo da energia cinética de partículas não

interagentes, a energia de Hartree (2.30), a energia potencial externa (2.31) e a energia de

troca e correlação. A energia de troca e correlação é dada por:

Exc[ρ] = T [ρ]− Ts[ρ] + U [ρ]− UH [ρ]. (2.47)

Todos os termos da equação (2.46) podem ser resolvidos de forma exata, com exceção da

energia de troca e correlação. Esta energia é a soma da energia de troca (consequência
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da simetria da função de onda e do princípio de exclusão de Pauli) e o termo da energia

cinética que leva em consideração a interação entre os elétrons (correlação), e não existe

uma maneira de encontrar um valor exato para ela, apenas valores aproximados. Por sorte,

o termo de troca e correlação é o que menos contribui para a energia total do sistema.

O próximo passo é minimizar a energia (2.46) com relação a densidade. Sendo

a função de onda obtida pelo determinante de Slater (2.20), com a seguinte equação de

restrição: ∫
φ∗i (~r)φj(~r)d

3r = δ(i− j), (2.48)

que equivale a escrever: ∫
ρ(~r)d3r = N. (2.49)

Utilizando o cálculo variacional, encontra-se:

δ

δρ

{
EKS[ρ]− µ

[ ∫
ρ(~r)d3r −N

]}
ρ

=

∫
δρ(~r)

{
V̂ KS
eff +

δTs[ρ]

δρ(~r)
− µ

}
= 0, (2.50)

onde:

V̂ KS
eff = V̂ext(r̂) + V̂H(~r) + V̂xc(~r), (2.51)

e o potencial de correlação (V̂xc(r̂)) é definido como:

V̂xc(~r) =
δExc[ρ]

δρ
=
∂(ρ(~r)εxc[ρ])

∂ρ(~r)
. (2.52)

As soluções de (2.50) levam a seguinte expressão:[
− ∇

2

2
+ V̂ KS

eff

]
φi(~r) = εiφi(~r), (2.53)

com a densidade eletrônica dada por sendo:

ρ(~r) =
∑
i

|φi(~r)|2, (2.54)

onde as autofunções de (2.53) são chamadas de orbitais de Kohn-Sham. As equações

(2.54), (2.53) e (2.51) são as equações de Kohn-Sham, e devem ser resolvidas de maneira

autoconsistente, de acordo com os seguintes passos:

• Proposta de uma função densidade eletrônica ρ(~r) inicial;

• Substituição da função densidade eletrônica em (2.51), resultando no potencial efe-

tivo V̂eff ;

• Resolução da equação (2.53), obtendo-se os orbitais de Kohn-Sham φi(~r);

• Cálculo a nova função densidade eletrônica através da equação (2.54);
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• Comparação da nova função de densidade com a anterior. Se o critério de conver-

gência estabelecido for atingido, o cálculo está pronto;

• Se o critério de convergência não for satisfeito, encontra-se uma nova função den-

sidade, escrita como uma combinação linear da densidade antiga com a calculada

através de (2.54), e reiniciam-se os cálculos.

Uma vez satisfeito o critério de convergência na densidade eletrônica, encontra-se

a energia total, fazendo V̂ext(~r) = V̂ KS
eff (r̂)− V̂H(~r)− V̂xc(~r) e substituíndo em (2.46):

EKS[ρ] = Ts[ρ] +

∫
ρ(~r) ˆVeff (~r)d

3r − 1

2

∫
ρ(~r)ρ(~r′)

|~r − ~r′|
d3rd3r′ −

∫
ρ(~r)V̂xc(~r)d

3r + Exc[ρ].

(2.55)

Pode-se ainda encontrar uma expressão para o autovalor εi multiplicando (2.53) por φ∗i (~r)

pelo lado esquerdo, integrando e somando em i, obtendo:∑
i

εi = Ts[ρ] +

∫
ρ(~r)V̂eff (~r)d

3r, (2.56)

substituindo (2.56) em (2.55), obtêm-se:

EKS[ρ] =
∑
i

εi −
1

2

∫
ρ(~r)ρ(~r′)

|~r − ~r′|
d3rd3r′ −

∫
ρ(~r)V̂xc(~r)d

3r + Exc[ρ]. (2.57)

O auto valor εi obtido da equação (2.53) é um parâmetro matemático que auxilia na

solução de problemas de muitos corpos, que aparece devido a utilização de multiplicadores

de Lagrange. No entanto, se o terceiro, quarto e quinto termos de (2.57) forem pequenos

o suficiente, a energia total do sistema é simplesmente
∑
εi. Existem muitos problemas

onde essa soma é uma excelente aproximação para o valor total da energia (como ocorre

em sistemas onde não existe uma correlação forte)(CAPELLE, 2002). Também, pode-se

mostrar que a diferença entre o maior autovalor ocupado menos o menor autovalor não

ocupado na equação (2.57) concorda muito bem com os valores de gap obtidos experi-

mentalmente para vários tipos de materiais, desde que as equações de Kohn-Sham sejam

resolvidas utilizando alguns tipos específicos de funcionais, como por exemplo o funcio-

nal híbrido B3LY P (CAPELLE, 2002 apud MUSCAT; WANDER; HARRISON, 2001). Na

prática, muitos cálculos de banda são feitos utilizando os autovalores εi das equações de

Kohn-Sham como uma aproximação , com o objetivo de facilitar os cálculos (CAPELLE,

2002).

2.2.3 Sistemas com polarização de spin

Considerando sistemas com polarização de spin, pode-se separar a densidade ele-

trônica em duas:

ρ(~r) = ρ↑(~r) + ρ↓(~r), (2.58)
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e a equação de Kohn-Sham (2.53) se torna:[
− ∇

2

2
+ V̂ KS

eff

]
φi,s(~r) = εi,sφi,s(~r), (2.59)

onde o subíndice s denota spin. A energia total (2.57) pode ser reescrita:

EKS[ρ↑ρ↓] =
∑
i,s

εi,s −
1

2

∫
ρ(~r)ρ(~r′)

|~r − ~r′|
d3rd3r′ −

∫
ρ(~r)V̂xc[ρ↑ρ↓]d

3r + Exc[ρ↑ρ↓]. (2.60)

A teoria funcional da densidade para sistemas com polarização de spin considera a

componente z do spin como sendo um bom número quântico, o que não é sempre o caso

(KOHANOFF, 2006)

2.2.4 Funcionais de Troca e Correlação: Aproximação da Densidade Local (LDA)

Para encontrar a energia total do sistema, precisa-se resolver a equação (2.57).

No entanto, não existe uma forma para a energia de troca e correlação Exc[ρ]. Um dos

métodos de solução para o prolema é a aproximação da densidade local (LDA). Nessa

aproximação, escreve-se o funcional de troca e correlação como:

ELDA
xc [ρ] =

∫
ρ(~r)εhomxc [ρ]d3r, (2.61)

onde:

εhomxc [ρ] = εhomx [ρ] + εhomc [ρ]. (2.62)

De acordo com (2.52):

V̂ LDA
xc (~r) =

∂(ρεhomxc [ρ])

∂ρ
= εhomxc [ρ] + ρ(~r)

∂εhomxc [ρ]

∂ρ(~r)
. (2.63)

Uma forma para εhomx [ρ] pode ser encontrada baseada no modelo de gás de elé-

trons homogêneo (por isso o índice hom). Nesse modelo, as posições dos núcleos no

Hamiltoniano são substituídas por uma densidade de cargas positivas de fundo. Ao achar

os valores para as energias dos elétrons com o método de Hartree-Fock, obtêm-se:

εk =
1

2
k2 +

kf
π
f(x), (2.64)

onde:

f(x) = −
(

1 +
1− x2

2x
ln

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣), (2.65)

e x = k/kf (kf foi definido na seção que trata do modelo de Thomas e Fermi). O termo
kf
π
f(x) é a energia de troca obtida para o modelo de gás de elétrons homogêneo. Desta
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maneira, o valor da energia de troca por elétron é kf/2π (o termo 1/2 surge para evitar a

dupla contagem) multiplicado pelo valor médio de f(x), que é −3/2. Assim, a energia de

troca por elétron é dada por:

εhomx [ρ] = −3kf
4π

= −3

4

(
3ρ(~r)

π

) 1
3

. (2.66)

Diversos modelos para o termo de correlação no sistema de gás de elétrons homo-

gêneo foram desenvolvidos. O mais antigo foi proposto por Wigner (WIGNER, 1934), dado

por:

εhomc [ρ] = − 0.44

rs + 7.8
, (2.67)

onde rs = 3/4πρ(~r). Existem atualmente modelos mais sofisticados para o tratamento do

termo de correlação para o modelo de gás de elétrons homogêneo, como o de Ceperley

e Alder (CEPERLEY; ALDER, 1980) e Vosko, Wilk e Nussair (VOSKO; WILK; NUSAIR,

1980).

A LDA fornece bons resultados nos seguintes casos:

• Sistemas onde a densidade eletrônica varia lentamente, como alguns metais (LEE,

2016);

• Sistemas que possuem ligações covalentes, iônicas ou metálicas. Cálculos de ân-

gulo e tamanho de ligação, frequências vibracionais, constantes elásticas, e frequên-

cias de fônons resultam em boa aproximação com resultados experimentais (KOHA-

NOFF, 2006):

• A LDA prevê corretamente algumas propriedades químicas, como potenciais de ioni-

zação (KOHANOFF, 2006).

Apesar de popular e utilizada por várias décadas, a LDA vem sendo trocada por

métodos mais eficazes, como a GGA (aproximação do gradiente generalizado). Dentre os

problemas na utilização da LDA, destacam-se:

• A densidade eletrônica na região nuclear (incluindo a camada de valência) não é bem

reproduzida. A consequência é que os níveis de energia para os elétrons no átomo

obtidas pela aproximação LDA são maiores que os valores obtidos pelo método de

Hartree-Fock e experimentalmente. Esse problema também ocorre no tratamento de

clusters e moléculas (KOHANOFF, 2006);

• Subestima o valor do gap, podendo apresentar valores 50% menores que o real. No

caso do germânio por exemplo, a LDA não resulta em gap algum (LEE, 2016);

• O método é falho em sistemas que envolvem ligações de hidrogênio ou interações

de van der Waals (LEE, 2016);
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• A LDA não é muito utilizada em cálculos de química quântica por não apresentar a

precisão química (1 kcal/mol) necessária no tratamento quantitativo de dados envol-

vendo ligações químicas (CAPELLE, 2002);

• A LDA falha em tratar sistemas fortemente correlacionados, como óxidos de me-

tais de transição. A LDA prediz, por exemplo, que o ferro e o cromo são materiais

não magnéticos, sendo estes ferromagnético e antiferromagnéticos, respectivamente

(LEE, 2016).

2.2.5 Funcionais de Troca e Correlação: Aproximação de Gradiente Generalizado

(GGA)

Na GGA, a energia de troca e correlação é um funcional que não depende apenas

da densidade eletrônica, mas também do gradiente e derivadas de mais alta ordem da

densidade. Assim, esse funcional pode ser escrito como:

EGGA
xc [ρ] =

∫
ρ(~r)εxc[ρ]Fxc[ρ,∇ρ,∇2ρ, ...]d3r, (2.68)

onde Fxc é chamado fator de intensificação, e é o termo responsável por modificar a LDA.

Expandindo Fxc:

Fxc(q, p) = 1 +
10

81
p+

146

2025
q2 − 73

405
qp+Dp2 + o(∇p6), (2.69)

onde:

p =
|∇ρ|2

4(3π2)2/3ρ8/3
; (2.70)

e:

q =
∇2ρ

4(3π2)2/3ρ5/3
, (2.71)

os dois primeiros termos de (2.69) são conhecidos com exatidão, o terceiro é conhecido

com uma precisão de 20% e o quarto é considerado como tendo D = 0 (KOHANOFF,

2006). Substituindo (2.69) em (2.68), obtêm-se, até segunda ordem:

EGGA
xc [ρ] =

∫
Axc[ρ]ρ(~r)4/3d3r +

∫
Cxc[ρ]

|∇ρ(~r)|2

ρ(~r)4/3
d3r. (2.72)

Ao longo dos anos, diversos modelos foram propostos para tratar do termo εxc,

como por exemplo:

• Funcional de Langreth-Mehl (LANGRETH; MEHL, 1981): foi o primeiro modelo de

GGA proposto, onde εxc = εx + εc e:

εx = εLDAx − a |∇ρ(~r)|2

ρ(~r)4/3

(
7

9
+ 18f 2

)
; (2.73)
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εc = εRPAc − a |∇ρ(~r)|2

ρ(~r)4/3

(
2e−F + 18f 2

)
, (2.74)

com F = b|∇ρ(~r)|/ρ(~r)7/6, b = (9π)1/6f , a = π/(16(3π2)4/3) e f = 0.15.

• Funcional BLYP (BECKE, 1988): esse funcional foi desenvolvido para reproduzir da-

dos experimentais. Os termos em εxc são dados por:

εx = εLDAx

(
1− β

21/3Ax

x2

1 + 6β sinh−1(x)

)
; (2.75)

εc = − a

1 + dρ−1/3

{
ρ+ bρ−2/3

[
CFρ

5/3 − 2tw +
1

9

(
tw +

1

2
∇2ρ

)]}
, (2.76)

onde x = 21/3|∇ρ(~r)|/ρ(~r)4/3, Ax = (3/4)(3/π)1/3, β = 0.0042 e tw = 1/8(|∇ρ|2/ρ−
∇2ρ)

• Funcional PBE (PERDEW; BURKE; ERNZERHOF, 1996): Esse funcional foi pro-

posto para satisfazer várias condições sobre a densidade eletrônica em detrimento

de termos energéticos menos importantes. Nesse modelo, a fator de intensificação

atua sobre o termo de troca , e é escrito como:

Fx(s) = 1 + κ− κ

1 + µs2/κ
, (2.77)

onde µ = 0.21951, s = |∇ρ(~r)|/(2kfρ) e k = 0.804. Os valores de k e µ têm valores

diferentes para outros modelos. Assim, a energia de troca no funcional PBE é:

EGGA
x [ρ] =

∫
ρ(~r)εLDAx [ρ]Fx(s)d

3r. (2.78)

A energia de correlação é dada por:

EGGA
c [ρ] =

∫
ρ(~r)[εLDAC (ρ, ξ) +H(ρ, ξ, t)]d3r, (2.79)

com:

H(ρ, ξ, t) =
e2γφ3

a0

ln

{
1 +

β

γ
t2
[

1 + At2

1 + At2 + A2t4

]}
, (2.80)

onde:

A =
β

γ

[
e−ε

LDA
c [ρ](γφ3e2a−1

0 ) − 1

]−1

, (2.81)

e t = |∇ρ(~r)|/(2φksρ), ks é o número de onda de Thomas-Fermi, φ(ξ) = [(1+ξ)2/3 +

(1− ξ)2/3]/2, β = 0.066725 e γ = 0.031091 e ξ é a densidade de magnetização.

Existem ainda diversos outros funcionais para a energia de troca e correlação. O

funcional PBEsol é o funcional PBE com uma alteração nos parâmetros β e µ, modificados

para melhorar os cálculos em sólidos. Uma revisão do funcional PBE foi proposto, chamado
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RPBE, onde ocorrem melhoras no tratamento de adsorções e sistemas com ligações de

hidrogênio (KOHANOFF, 2006). Outros tipos de funcionais disponíveis são os Meta-GGAs,

onde a energia de troca e correlação, além de possuírem dependência na densidade e

as derivadas espaciais das densidades, também possuem dependência na densidade de

energia cinética τ(~r):

τ(~r) =
~2

2m

∑
i

|∇φi(~r)|2. (2.82)

Os funcionais Meta-GGAs também resultam em bons resultados, comparáveis com os

melhores GGAs disponíveis (CAPELLE, 2002).

As diferenças entre os resultados obtidos do GGA em relação ao LDA são as se-

guintes (KOHANOFF, 2006):

• Melhora na energia de ligação e na energia atômica;

• Melhora no tamanho de ligação e ângulos;

• Melhora relativa no tratamento de sistemas com ligações de hidrogênio;

• O valor de energia de gap calculada pela GGA tem uma melhora pouco significativa

em relação a LDA;

• As constantes de rede de metais nobres como Ag, Au e Pt são superestimadas. Os

valores obtidos pela LDA são mais próximos do experimental;

• A GGA obtém resultados que se aproximam da precisão química estabelecida (CA-

PELLE, 2002).

2.3 PROJECTOR AUGMENTED WAVE - PAW

2.3.1 Definições

Como foi visto nas seções anteriores, as funções de onda dos elétrons mais inter-

nos dos átomos são descritos por funções de onda bem localizadas em torno dos núcleos,

com probabilidade zero de medir a posição dos elétrons em regiões intersticiais. Esses

estados eletrônicos são chamados de estados de caroço. Por outro lado, os elétrons de

valência possuem uma função de onda suave nas regiões intersticiais, e possuem um

comportamento altamente oscilatório nas regiões próximas do núcleo devido ao fato de

que a energia total desses elétrons serem maiores que as dos elétrons de caroço. Esse

comportamento oscilatório dos elétrons de valência torna necessário a utilização de um
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grande número de ondas planas nas regiões de caroço, e o custo computacional necessá-

rio no tratamento de sistema com um grande número de átomos torna o cálculo inviável.

O método dos pseudopotenciais tenta resolver esse problema, substituindo uma função

de onda all electron (AE) por uma pseudofunção, que é suave e sem nós, diminuindo o

número de ondas planas necessárias na descrição do sistema. No entanto, para alguns

sistemas (como elétrons d e f), as ondas planas devem ser substituídas por uma base mais

complicada. Outro problema é que, no tratamento de sistemas onde alguns elétrons mais

internos devem ser considerados como elétrons de valência, os pseudopotenciais cons-

truídos perdem a sua transferibilidade.

O método PAW (ROSTGAARD, 2009 apud BLÖCHL, 1994) é uma generalização do

método dos pseudopotenciais, com a diferença de que é um modelo que considera a fun-

ção de onda AE completa, com todo o comportamento oscilatório nas regiões de caroço,

e o potencial pode ser completamente determinado pela densidade eletrônica, ao mesmo

tempo em que mantém a simplicidade do método dos pseudopotenciais.

Para iniciar o assunto, é necessário estabelecer algumas definições:

• Todo o espaço é subdividido em regiões esféricas centradas nos átomos chamadas

de regiões aumentadas, cada região formando um sítio R com volume ΩR, com a

propriedade de que essas regiões não se sobrepõem. Todo o resto do espaço é

denominado região intersticial;

• Define-se uma função φ̃Ri (~r) na região aumentada pertencente ao R-ésimo átomo,

chamada de pseudofunção parcial, ou onda parcial PS. Essa função deve ser suave

e sem nós;

• Define-se o operador τ̂ = 1 +
∑

R τ̂R, onde τ̂R atua apenas nas funções que se

encontram na região aumentada ΩR;

• A função φRi (~r) é obtida pela operação:

φRi (~r) = τ̂ φ̃Ri (~r), (2.83)

e é chamada de onda parcial AE. Essa função deve ser igual a onda parcial PS nas

regiões intersticiais, e possui comportamento oscilatório em ΩR;

• A função ψn(~r) é a função de onda AE para os elétrons de valência (sendo também

os orbitais de Kohn-Sham), e é escrita como:

ψn(~r) =
∑
i

ciφ
R
i (~r), dentro de ΩR. (2.84)
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• A função ψ̃n(~r) é a função de onda PS para os elétrons de valência, e é escrita como:

ψ̃n(~r) =
∑
i

ciφ̃
R
i (~r), dentro de ΩR, (2.85)

e obedece a relação:

ψ(~r)n = τ̂ ψ̃n(~r). (2.86)

A função ψ̃n(~r) é suave e sem nós, e deve ser igual a ψ̃n(~r) nas regiões intersticiais;

• A função de onda AE pode ser escrita como:

ψn(~r) = ψ̃n(~r) +
∑
i,R

ci,R[φRi (~r)− φ̃Ri (~r)]. (2.87)

• Com a condição de que o operador τ̂ seja linear, os coeficientes ci,R são dados por:

ci,R =
〈
p̃Ri
∣∣ψ̃n〉 =

∫
p̃R∗i (~r)ψ̃n(~r)d3r, (2.88)

onde p̃Ri (~r) =
〈
~r
∣∣p̂Ri 〉 é chamado operador projeção, e possui a seguinte propriedade:∑

i

∣∣p̃Ri 〉〈φ̃Ri ∣∣ = 1, dentro de ΩR. (2.89)

Com essa definição, τ̂ e ψn podem ser reescritas:

τ̂ = 1 +
∑
i,R

[∣∣φRi 〉− ∣∣φ̃Ri 〉]〈p̃Ri ∣∣;
ψn(~r) = ψ̃n(~r) +

∑
i,R

[
φRi (~r)− φ̃Ri (~r)

]〈
p̃Ri
∣∣ψ̃n〉. (2.90)

Define-se também as seguintes funções:

ψRn (~r) =
∑
i

φRi (~r)
〈
p̃Ri
∣∣ψ̃n〉;

ψ̃Rn (~r) =
∑
i

φ̃Ri (~r)
〈
p̃Ri
∣∣ψ̃n〉, (2.91)

e a função de onda AE torna-se:

ψn(~r) = ψ̃n(~r) +
∑
R

[
ψRn (~r − ~R)− ψ̃Rn (~r − ~R)

]
, (2.92)

onde ~R indica a posição do átomo localizado na região aumentada R, e a subtração

~r − ~R indica que colocamos o referencial centrado na região aumentada R.

• Assume-se que as funções de onda dos elétrons de caroço estão completamente

localizadas no interior das regiões aumentadas, não sendo alteradas pela formação
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de moléculas ou sólidos, em uma aproximação chamada de caroço-congelado. A

função de onda AE para os elétrons de caroço é igual a onda parcial AE nessa

aproximação:

ψc,Rn (~r) = φc,Ri (~r). (2.93)

Assim, a função de onda AE foi separada em suas componentes; destas, apenas as

ondas parciais AE são oscilatórias, mas com a vantagem de que são bem localizadas nos

diferentes sítios R. Pode-se a partir de agora tratar cada um dos termos separadamente.

2.3.2 Valores Esperados

O valor esperado de algum operador Ô é dado por (utilizando a notação de Dirac):

〈
Ô
〉

=
∑
n

fn
〈
ψn
∣∣Ô∣∣ψn〉+

∑
R,i

〈
φc,Ri

∣∣Ô∣∣φc,Ri 〉, (2.94)

onde o último termo se refere aos elétrons de caroço. O primeiro termo pode ser escrito

como: 〈
ψn
∣∣Ô∣∣ψn〉 =

〈
ψ̃n
∣∣Ô∣∣ψ̃n〉+

∑
R

(〈
ψRn
∣∣Ô∣∣ψRn 〉− 〈ψ̃Rn ∣∣Ô∣∣ψ̃Rn 〉)+

+
∑
R

(〈
ψRn − ψ̃Rn

∣∣Ô∣∣ψ̃n − ψ̃Rn 〉+
〈
ψ̃n − ψ̃Rn

∣∣Ô∣∣ψRn − ψ̃Rn 〉)+
+
∑
R 6=R′

(〈
ψRn − ψ̃Rn

∣∣Ô∣∣ψR′n − ψ̃R′n 〉.
(2.95)

O termo ψRn − ψ̃Rn é zero fora da região aumentada. Por outro lado, o termo ψ̃n− ψ̃Rn é zero

dentro da região aumentada. O último termo é o valor esperado entre estados pertencentes

a duas regiões aumentadas diferentes. Assim, o valor dos dois últimos termos em (2.128)

é zero, a menos que o operador Ô seja não-local.

O segundo termo em (2.95) pode ser reescrito:∑
n

fn
〈
ψRn
∣∣Ô∣∣ψRn 〉 =

∑
n

fn
∑
i,j

〈
φRi P

R
n,i|Ô

∣∣φRj PR
n,j

〉
=

=
∑
i,j

〈
φRi |Ô

∣∣φRj 〉∑
n

fnP
R
n,iP

R
n,j,

(2.96)

onde foi utilizado o operador matriz de densidade, definido por:

DR
i,j = fnP

R
n,iP

R
n,j =

∑
n

fn
〈
ψ̃n
∣∣p̃Ri 〉〈p̃Rj ∣∣ψ̃n〉, (2.97)
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assim, obtem-se o valor esperado do operador Ô (considerando que ele seja local):

〈
Ô
〉

=
∑
n

fn
〈
ψ̃n
∣∣Ô∣∣ψ̃n〉+

∑
i,j,R

(〈
φRi |Ô

∣∣φRj 〉− 〈φ̃Ri |Ô∣∣φ̃Rj 〉)DR
i,j +

∑
R,i

〈
φc,Ri

∣∣Ô∣∣φc,Ri 〉. (2.98)

2.3.3 Densidade

A densidade eletrônica é calculada pelo valor esperado do operador
∣∣~r〉〈~r∣∣. Como

o operador é local, pode-se utilizar a equação (2.98):

ρ(~r) =
∑
n

fn
∣∣ψ̃n(~r)

∣∣2 +
∑
i,j,R

[
φRi (~r)φRj (~r)− φ̃Ri (~r)φ̃Rj (~r)

]
DR
i,j +

∑
R,i

∣∣φc,Ri (~r)
∣∣2, (2.99)

o último termo é chamado de densidade de caroço, e pode ser escrito como:

ρc(~r) = ρ̃c(~r) +
∑
R

(
ρRc (~r)− ρ̃Rc (~r)

)
(2.100)

onde ρ̃c(~r) é uma função suave, e é igual a ρc(~r) fora da região aumentada. O mesmo vale

para ρRc (~r) e ρ̃Rc (~r). Assim, reescreve-se (2.99):

ρ(~r) = ρ̃(~r) +
∑
R

[
ρR(~r)− ρ̃R(~r)

]
, (2.101)

onde:
ρ̃(~r) =

∑
n

fn
∣∣ψ̃n(~r)

∣∣2 + ρ̃c(~r);

ρR(~r) =
∑
i,j

φRi (~r)φRj (~r)DR
i,j + ρRc (~r);

ρ̃R(~r) =
∑
i,j

φ̃Ri (~r)φ̃Rj (~r)DR
i,j + ρ̃Rc (~r).

(2.102)

2.3.4 Contribuições Semi-locais

Como o operador energia cinética é um operador semi-local, pode-se fazer uso da

equação (2.98):

T̂s[ψn] =
∑
n

fn
〈
ψ̃n
∣∣− 1

2
∇2
∣∣ψ̃n〉+

∑
R

(
TRc + ∆TR

)
, (2.103)
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onde:
TRc =

∑
i

〈
φc,Ri

∣∣− 1

2
∇2
∣∣φc,Ri 〉;

∆TR =
∑
i,j

(〈
φRi | −

1

2
∇2
∣∣φRj 〉− 〈φ̃Ri | − 1

2
∇2
∣∣φ̃Rj 〉)DR

i,j.
(2.104)

O funcional de troca e correlação pode ser escrito como:

Exc[ρ] = Exc[ρ̃] +
∑
R

(
[Exc[ρ

R]− Exc[ρ̃R]
)
. (2.105)

2.3.5 Contribuições Não-locais

Começa-se introduzindo a notação:

(
f
∣∣g) =

∫
f ∗(~r)g(~r′)

|~r − ~r′|
d3rd3r′;(

f
∣∣f) =

(
(f)
)
.

(2.106)

A energia de interação eletrostática é escrita como:

Ec[ρ] = UH [ρ] + Vext[ρ] =
1

2

(
(ρ)
)

+
(
ρ|
∑
R

ZR
)

+
1

2

∑
R 6=R′

(
ZR|ZR′), (2.107)

onde ZR(~r) = −zRδ(~r− ~R) é a densidade de carga do núcleo, localizado dentro da região

aumentada R e zR é o número atômico do núcleo. O termo de Hartre é incoveniente, pois

ele depende de integrais que envolvem ρ que possuem carga elétrica diferente de zero.

Assim, utiliza-se uma nova densidade, chamada de densidade neutra total:

n(~r) = ρ(~r) +
∑
R

ZR(~r), (2.108)

e a energia torna-se:

Ec[ρ] = U
′

H [n] =
1

2

(
(ρ+

∑
R

ZR)
)′ (2.109)

onde o sinal ′ é utilizado para mostrar que o termo de Hartree novo gera erros, devido aos

termos de auto-interação do núcleo
(
(ZR)|(ZR)

)
. No entanto, esses erros são corrigidos
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no método PAW. O termo em (2.109) pode ser expandido:(
(ρ+

∑
R

ZR)
)

=
(
(ρ̃+

∑
R

[ρR − ρ̃R + ZR])
)

=

=
(
(ρ̃)
)

+
∑
R,R′

(
ρR − ρ̃R + ZR|ρR′ − ρ̃R′ + ZR′

)
+ 2

∑
R

(
ρ̃|ρR − ρ̃R + ZR

)
,

(2.110)

o primeiro termo em (2.110) é matematicamente problemático, pois depende de uma den-

sidade que apresenta uma carga total diferente de zero. O segundo termo também é pro-

blemático, pois o número de termos cresce muito com o aumento do tamanho do sistema.

O último termo possui integrais com “grids“ incompatíveis. Para resolver o problema, pode-

se adicionar e subtrair um termo de correção
∑

R Z̃
R a densidade ρ em (2.109), obtendo a

expressão: (
(ρ+

∑
R

Z̃R +
∑
R

[ZR − Z̃R])
)

=
(
(ρ̃+

∑
R

Z̃R)
)
+

+
∑
R,R′

(
ρR − ρ̃R + ZR − Z̃R|ρR′ − ρ̃R′ + ZR′ − Z̃R

)
+

+2
∑
R

(
ρ̃+

∑
R′

Z̃R′ |ρR − ρ̃R + ZR − Z̃R
)
.

(2.111)

O termo de correção Z̃R(~r) é adicionado de modo que a densidade ρR − ρ̃R + ZR − Z̃R

não apresente momentos de multipolo resultante, fazendo com que a integral:∫
YL

̂
(~r − ~R)

(
ρR − ρ̃R + ZR − Z̃R

)
rld3r, (2.112)

seja nula. Considerando também que ρ̃R(~r) = ρ̃(~r) dentro da região aumentada, a expan-

são (2.111) se torna:(
(ρ+

∑
R

ZR)
)

=
(
(ρ̃+

∑
R

Z̃R)
)

+
∑
R

(
(ρR − ρ̃R + ZR − Z̃R)

)
+

+2
∑
R

(
ρ̃+ Z̃R|ρR − ρ̃R + ZR − Z̃R

)
=

=
(
(ρ̃+

∑
R

Z̃R)
)

+
∑
R

((
(ρR + ZR)

)′ − ((ρ̃R + Z̃R)
))
,

(2.113)

e a energia de interação eletrostática é dada por:

Ec[ρ] =
1

2

(
(ρ̃+

∑
R

Z̃R)
)

+
1

2

∑
R

((
(ρR)

)
+ 2
(
ρR|ZR

)
−
(
(ñR + Z̃R)

))
. (2.114)

Ainda precisa-se determinar o termo de correção
∑

R Z̃
R(~r). Este termo pode ser escrito

como:

Z̃R(~r) =
∑
l,m

QR
l,mg̃

R
l,m(~r), (2.115)
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onde define-se g̃Rl,m(~r) como sendo uma função suave localizada dentro da região aumen-

tada R, com a seguinte propriedade:∫
rlYl,m

̂
(~r − ~R)g̃Rl,m(~r)d3r = δ(l − l′)δ(m−m′). (2.116)

com essa definição, QR
l,m é escrito como:

QR
l,m =

∫
rlYl,m(r̂)

[
ρR(~r)− ρ̃R(~r) + ZR(~r)

]
d3r. (2.117)

e, retornando as definições (2.102), lembrando de que as densidades de caroço ρRc (~r) e

ρ̃Rc (~r) são esfericamente simétricas, tem-se:

ρRc (~r) = Y0,0ρ
R
c (r);

ρ̃Rc (~r) = Y0,0ρ̃
R
c (r),

(2.118)

e, reescrevendo (2.117):

QR
l,m = 4Rδ(l − 0) +

∑
i,j

4R
l,m,i,jD

R
i,j, (2.119)

onde:

4R =

∫ [
ρRc (r)− ρ̃Rc (r)

]
dr − zR√

4π
;

4l,m,i,j =

∫
rlYl,m

[
φRi (~r)φRj (~r)− φ̃Ri (~r)φ̃Rj (~r)

]
d3r.

(2.120)

Com todas as informações, pode-se reescrever a energia eletrostática de uma ma-

neira mais completa. Começa-se com:

EC [ρ] = EH
[
ρ̃+

∑
R

Z̃R
]

+
∑
R

4ER
c [{DR

i,j}], (2.121)

onde o último termo pode ser considerado como funcional da densidade de matriz, e pode

ser escrito como:

4ER
c [{DR

i,j}] =
1

2

(
(ρR)

)
+
(
ρR|ZR

)
− 1

2

(
(ρ̃R)

)
−
(
ρ̃R|Z̃R

)
− 1

2

(
(Z̃R)

)
=

=
1

2

[(
(ρRc )

)
−
(
(ρ̃Rc )

)]
− zR

∫
ρRc (~r)

r
d3r −

∑
l,m

QR
l,m

(
ρ̃Rc |g̃Rl,m

)
+

+
∑
i,j

DR∗
i,j

[(
φRi φ

R
j |ρRc

)
−
(
φ̃Ri φ̃

R
j |ρ̃Rc

)
− zR

∫
φRi (~r)φRj (~r)

r
d3r −

∑
l,m

QR
l,m

(
φ̃Ri φ̃

R
j |g̃Rl,m

)]
+

+
1

2

∑
i,j,k,p

Di,j
R∗
[(
φRi φ

R
j |φRk φRp

)
−
(
φ̃Ri φ̃

R
j |φ̃Rk φ̃Rp

)]
DR
k,p.−

1

2

∑
l,m,l′,m′

QR
l,mQ

R
l′,m′

(
g̃Rl,m|g̃Rl′,m′

)
(2.122)

O termo g̃Rl,m pode ser escrito como um produto entre os harmônicos esféricos e uma
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função radial. Então o termo
(
g̃Rl,m|g̃Rl′,m′

)
é proporcional a δ(l− l′)δ(m−m′). Outra simplifi-

cação pode ser feita lembrando que ρ̃Rc (~r) = Y0,0ρ̃
R
c (r), fazendo com que o termo

(
ρ̃Rc |g̃Rl,m

)
seja proporcional a δ(l)δ(m), eliminando o somatório em l e m. Assim, substituindo QR

l,m

pelos termos em (2.119), obtem-se:

4ER
c [{DR

i,j}] = 4CR +
∑
i,j

4CR
i,jD

R
i,j +

∑
i,j,k,p

DR∗
i,j4CR

i,j,k,pD
R
k,p, (2.123)

onde:

4CR =
1

2

[(
(ρRc )

)
−
(
(ρ̃Rc )

)
− (4R)2

(
(g̃R0,0)

)]
−4R

(
ρ̃Rc |g̃R0,0

)
−
√

4πzR
∫
ρRc (~r)

r
d3r;

4CR
i,j =

(
φRi φ

R
j |ρRc

)
−
(
φ̃Ri φ̃

R
j |ρ̃Rc

)
− zR

∫
φRi (~r)φRj (~r)

r
d3r −4R

(
φ̃Ri φ̃

R
j |g̃R0,0

)
−

−4R
0,0,i,j

[
4R
(
ρ̃Rc |g̃R0,0

)
+
(
(g̃R0,0)

)]
;

4CR
i,j,k,p =

1

2

[(
φRi φ

R
j |φRk φRp

)
−
(
φ̃Ri φ̃

R
j |φ̃Rk φ̃Rp

)]
−

−
∑
l,m

[1
2
4R
l,m,i,j

(
φ̃Ri φ̃

R
j |g̃Rl,m

)
− 1

2
4R
l,m,k,p

(
φ̃Rk φ̃

R
p |g̃Rl,m

)
+4R

i,j

(
(g̃l,m)

)
4R
k,p

]
.

(2.124)

2.3.6 Equação de Kohn-Sham Transformada

Para calcular o valor da energia e os valores esperados dos observáveis em geral, é

necessário descobrir os elementos da matriz de densidade DR
i,j =

∑
n fn

〈
ψ̃n
∣∣p̃Ri 〉〈p̃Rj ∣∣ψ̃n〉,

e para isso, precisamos de um método para encontrar a função de onda PS |ψ̃n
〉
. Deste

modo, precisa-se resolver a equação de Kohn-Sham:

ˆ̃Hψ̃n(~r) = εnŜψ̃n(~r), (2.125)

onde Ŝ = T̂ †T̂ e ˆ̃H = T̂ †ĤT̂ é o Hamiltoniano transformado. As autofunções devem ser

ortogonais: 〈
ψ̃n|ψ̃m

〉
= δ(n−m), (2.126)

e o operador Ŝ é escrito como:

Ŝ =
(
1 +

∑
R

T̂R
)†(

1 +
∑
R

T̂R
)

=1 +
∑
R

(
1 + T̂R† + T̂R + T̂R†T̂R

)
=

=1 +
∑
R,i,j

|p̃Ri
〉√

4π4R
0,0,i,j

〈
p̃Rj
∣∣. (2.127)

A forma do Hamiltoniano transformado, bem como as forças que atuam no sistema

e uma forma para as funções de onda parciais e para as pseudofunções de onda parciais
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serão descritas no apêndice B.

2.4 A EQUAÇÃO DE DIRAC

A equação de Dirac é uma variação da equação de Schrödinger, que leva em con-

sideração partículas relativísticas de spin meio, e deve ser usada no tratamento de átomos

pesados (com grande número atômico). A equação de Dirac é escrita como (MARTIN,

2004 apud DIRAC, 1928): [
cα

~
i
~∇+ βmc2

]
ψ(~r, t) = i~

∂ψ(~r, t)

∂t
, (2.128)

onde:

αx =


0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

 ;αy =


0 0 0 −i
0 0 i 0

0 −i 0 0

i 0 0 0

 ;αz =


0 0 1 0

0 0 0 −1

1 0 0 0

0 −1 0 0

 ; (2.129)

e:

β =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 1

 . (2.130)

As matrizes α e β são de ordem 4, então é possível escrever ψ(~r) como sendo:

ψ(~r, t) = e−
iεt
~

(
φ(~r)

χ(~r)

)
(2.131)

onde φ(~r) e χ(~r) são spinores de ordem 2. Substituindo (2.131) em (2.128), obtêm-se as

seguintes equações acopladas:

c

[
~
i
σ.~∇

]
χ(~r) = [ε− V̂ −mc2]φ(~r); (2.132)

c

[
~
i
σ.~∇

]
φ(~r) = [ε− V̂ ) +mc2]χ(~r), (2.133)

onde σ são as matrizes de Pauli e V̂ é esfericamente simétrico. A função de onda pode

ser reescrita como:

ψ(~r) = e
−iεt
~

(
gnj(r)φ

l
jm

ifnj(r)
σ.~r
r
φljm

)
. (2.134)
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Para j = l + 1/2:

φljm =

√
1 + 1/2 +m

2l + 1
Y
m−1/2
l χ1/2,1/2 +

√
1 + 1/2−m

2l + 1
Y
m+1/2
l χ1/2,−1/2, (2.135)

e, para j = l − 1/2:

φljm =

√
1 + 1/2−m

2l + 1
Y
m−1/2
l χ1/2,1/2 +

√
1 + 1/2 +m

2l + 1
Y
m+1/2
l χ1/2,−1/2, (2.136)

onde Yl são os harmônicos esféricos. Fazendo a substituição de variáveis:

ε′ = ε−mc2; (2.137)

M(r) = m+
ε′ − V (r)

2c2
; (2.138)

e:

k = ±(j + 1/2), (2.139)

o sinal de + em k ocorre quando l = j + 1/2, e o de - ocorre quando l = j − 1/2. Para

outros valores de l, k(k + 1) = l(l + 1). As equações acopladas (2.132) e (2.133) ficam

com a seguinte forma:

− ~2

2M

1

r2

d

dr

[
r2dgnk

dr

]
+

[
V +

~2

2M

l(l + 1)

r2

]
gnk −

~2

4M2c2

dV

dr

dgnk
dr

+

− ~2

4M2c2

dV

dr

(1 + k)

r
gnk = ε′gnk,

(2.140)

e:
dfnk
dr

=
1

~c
(V − ε′)gnk +

(k − 1)

r
fnk, (2.141)

o último termo antes da igualdade em (2.140) é o termo de acoplamento spin-órbita. As

equações (2.140) e (2.141) são válidas para potenciais esfericamente simétricos. O termo

de acoplamento spin-órbita pode ser reescrito usando a relação:

~L.σφkm = −~(1 + k)φkm. (2.142)

2.4.1 Equação Escalar-Relativística

Se o termo de acoplamento spin-órbita for suficiente pequeno, ele pode ser ignorado

da equação e tratado como uma pequena perturbação. As equações (2.140) e (2.141) são
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reescritas:

− ~2

2M

1

r2

d

dr

[
r2dg̃nl

dr

]
+

[
V +

~2

2M

l(l + 1)

r2

]
g̃nl −

~2

4M2c2

dV

dr

dg̃nl
dr

= ε′g̃nl; (2.143)

e:

f̃nl =
~

2Mc

dg̃nl
dr

, (2.144)

onde g̃nl e f̃nl são funções aproximadas, que devem ser normalizadas:∫
(g̃nl + f̃nl)r

2d3r = 1. (2.145)

A equação (2.143) é chamada de equação escalar relativística. Resolvendo esta equação,

utiliza-se a teoria da perturbação com o Hamiltoniano:

ĤSO =
~

2M2c2

1

r

dV̂

dr
~L.σ. (2.146)

O tratamento relativístico dado a elétrons nessa seção foi feito considerando que

o potencial V̂ é esféricamente simétrico, o que não é um problema, já que os elétrons

mais próximos do núcleo formam camadas fechadas e são as partículas que necessitam

tratamento relativístico, devido ao fato de que dV/dr é grande perto dos núcleos.
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3 RESULTADOS

3.1 METODOLOGIA

Todos os cálculos computacionais descritos neste capítulo foram feitos utilizando o

código VASP, no qual está implementada Teoria do Funcional da Densidade e o método

PAW. Os termos de troca e correlação foram tratados pela aproximação GGA, utilizando o

funcional PBE. Os detalhes sobre estes métodos foram vistos na fundamentação teórica.

As configurações atômicas iniciais das diferentes estruturas utilizadas neste tra-

balho foram obtidas de estudos publicados na literatura. Em uma primeira aproximação,

foram feitos cálculos estáticos e mudadas as constantes de rede, até ser encontrado um

valor mínimo de energia através de uma interpolação dos pontos próximos ao mínimo por

uma equação de segundo grau. Posteriormente, todas as estruturas foram otimizadas uti-

lizando o método do gradiente conjugado.

Para o cálculo da energia de ligação entre as nanopartículas de ouro e os diferentes

substratos, foi utilizada a equação:

E = Ef − Ei (3.1)

onde o Ef corresponde a energia final, ou seja, a configuração de mais baixa energia ob-

tida da otimização do sistema interagente substrato+partícula de ouro. A energia inicial Ei
corresponde a soma das energias da partícula de ouro e do substrato, isoladas. Devido

ao grande número de átomos utilizados nos cálculos deste trabalho, o termo Ef foi obtido,

primeiramente, otimizando a estrutura sem o acoplamento spin-órbita. Uma vez que as es-

truturas atingiram um mínimo de energia dentro da precisão estabelecida, novos cálculos

estáticos foram feitos, desta vez com a adição do termo spin-órbita. Foi também levado em

consideração a energia de interação de van der Waals.

Os sistemas considerados neste trabalho formam células unitárias grandes, e con-

sequentemente, a primeira zona de Brillouin é pequena. Desta forma, utilizamos apenas

um ponto ~k em todos os cálculos (ponto Γ). De fato, fizemos testes mudando o número de

pontos ~k utilizados, e não obtemos diferenças significativas nas energias.

O valor da energia de corte na expansão das funções de Bloch em termos de uma

base de ondas planas (ENCUT) define o valor do vetor da rede recíproca de maior módulo

na expansão em ondas planas (Gcut) pela expressão:

ENCUT =
~2

2m
Gcut

|~G− ~k| < Gcut.

(3.2)
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Assim, para o valor de Gcut estabelecido, define-se o número de termos da expansão em

ondas planas para cada valor de ~k. Todos os cálculos deste trabalho foram feitos utilizando

ENCUT = 600 eV, valor que resultou em uma boa convergência da energia total do sistema.

3.2 CLUSTER DE OURO

Para encontrar o número de átomos de ouro para o cluster utilizado neste trabalho,

tomamos como base o trabalho realizado por Tsunoyama e Tsukuda (TSUNOYAMA; TSU-

KUDA, 2009). Neste trabalho, os autores encontraram, via espectroscopia de massa, os

números mágicos de clusters de ouro estabilizados por PVP (vinylpyrrolidone). Os autores

analisaram clusters de ouro preparados por métodos diferentes, a temperaturas diferen-

tes, e concluíram que existe uma relação entre o método de sintetização dos clusters e

o número de átomos que formam a maior quantidade de clusters de ouro. Os números

mágicos encontrados foram de 35 ± 1, 43 ± 1, 58 ± 1, 70 ± 1, 107 ± 1, 130 ± 1, 150 ± 1.

Desta maneira, resolvemos utilizar clusters de 34 átomos, o que também concorda bem

com alguns resultados teóricos.

Para encontrar a estrutura mais estável de um cluster de ouro com 34 átomos, utili-

zamos o trabalho de Lechtken (LECHTKEN et al., 2007). Os autores utilizaram cálculos de

DFT para estudar clusters com 34 átomos em diferentes simetrias: C3, C2v, Cs, C3h e C2h.

Os autores encontraram que o cluster de ouro com 34 átomos com simetria C3 é o mais

estável, sendo 0,05 eV mais baixo em energia do que a estrutura com segunda menor

energia. A imagem desta estrutura é mostrada na figura 3.1.

Figura 3.1 – Estrutura do cluster de ouro com 34 átomos.

Fonte: (LECHTKEN et al., 2007)

Partindo de uma configuração inicial com simetria C3 (figura 3.1), realizamos cálcu-

los estáticos alterando apenas as distâncias interatômicas. Então, fazendo uma interpola-
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ção dos pontos próximos do mínimo com uma equação de segundo grau, derivando esta

equação e igualando a zero, obtemos uma estrutura mais próxima da mais estável, com as

distâncias atômicas próximas das corretas. Por fim, realizamos uma otimização estrutural

sem nenhum vínculo de simetria, o que encerrou o trabalho de obtenção da estrutura mais

estável do cluster. A estrutura obtida pode ser vista na figura 3.2.

Figura 3.2 – Estrutura mais estável do cluster de ouro com 34 átomos, vista de frente
(figura da esquerda) e de cima (figura da direita), juntamente com os valores do diâmetro
do cluster.

O diâmetro do cluster de ouro obtido é de, aproximadamente, 0,8 nm, com distân-

cias entre átomos de ouro vizinhos que vão de 2,68 até 2,81 Å. O valor total da energia

obtida do cluster de ouro com estrutura mais estável foi de -98,82 eV.

3.3 ENERGIA DE ADSORÇÃO DE CLUSTER DE OURO COM MATERIAIS BIDIMENSI-

ONAIS

3.3.1 Grafeno

A construção da folha de grafeno foi feita inicialmente com apenas 2 átomos de

carbono. Estes dois átomos foram colocados de forma que resulte em uma célula unitária

de uma rede hexagonal, que é a estrutura do grafeno. Este calculo foi feito utilizando 65

pontos ~k para a integração na zona de Brillouin. Cálculos estáticos foram feitos, mudando

apenas a distância relativa entre os átomos. Posteriormente, uma equação de segundo

grau foi utilizada para fazer uma interpolação entre os pontos próximos do mínimo, para

então ser encontrado o parâmetro que resulte o valor mínimo da energia. Após isto foi feita

uma otimização estrutural sem vínculo de simetria, e por fim, foi calculada a estrutura de

bandas do grafeno, que pode ser vista na figura 3.3. A estrutura de bandas para o grafeno
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esta em boa concordância com a encontrada na literatura, como por exemplo, em (RÓZ et

al., 2015). Pode-se notar que a estrutura apresenta zero gap, com a formação do cone de

Dirac no ponto K da zona de Brillouin.

Figura 3.3 – Estrutura de bandas do grafeno. A linha em vermelha representa a energia
de Fermi.

Uma vez que o valor mínimo de energia total foi encontrado, foi aumentado o nú-

mero de átomos na célula unitária, que passou a conter 128 átomos de carbono. O número

de pontos ~k foi reduzido para apenas um, o ponto Γ. O motivo disto é seguinte: precisa-se

de uma célula unitária de tamanho suficiente para realizar cálculos de energia de ligação

entre o ouro e o material bidimensional, de modo que um cluster de ouro não interaja com

suas imagens situadas em células unitárias vizinhas. Como o volume da zona de Brillouin

é inversamente proporcional ao volume da célula unitária utilizada, um ponto ~k no espaço

recíproco é suficiente para a convergência da energia do sistema. A célula unitária utilizada

pode ser vista na figura 3.4. A distância entre os átomos de carbono no grafeno pode ser

vista na figura 3.5, em boa concordância com as distâncias mostradas no artigo de Gupta

e colaboradores (GUPTA; SAKTHIVEL; SEAL, 2015). A energia total encontrada para o

grafeno foi de -1181,03 eV.
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Figura 3.4 – Estrutura do grafeno com 128 átomos, juntamente com as dimensões da
célula unitária.

Figura 3.5 – Distância entre dois átomos de carbono no grafeno.
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3.3.2 Interação do Cluster de Ouro com o Grafeno

A interação do cluster de ouro com a folha de grafeno foi feita da seguinte forma:

primeiramente, colocou-se o cluster de ouro muito próximo da estrutura do grafeno (1,46

Å ), com uma pequena superposição entre o raio atômico do ouro e o raio atômico do

carbono. Em seguida, foi realizada uma otimização sem vínculo de simetria do sistema

interagente, de modo que o valor da energia total atingiu um mínimo, dentro do critério de

precisão estabelecido. Posteriormente, foi feito um cálculo estático utilizando acoplamento

spin-órbita e interação de van der Waals. As estruturas resultantes podem ser vistas nas

figuras 3.6 e 3.7. Pode-se notar facilmente pela figura que o cluster de ouro tende a se

afastar do grafeno, atingindo uma distância de 3.5 Å.

Figura 3.6 – Cluster de ouro e grafeno, antes da otimização.

Figura 3.7 – Cluster de ouro e o grafeno. Na esquerda, imagem feita antes da otimização.
Na direita, depois da otimização.

A energia total resultante deste sistema, após a sua otimização, foi de -1279,86 eV.

Considerando o resultado de energia total obtido para o cluster de ouro dentro de uma

célula unitária com as mesmas dimensões daquela usada para os cálculos com o grafeno,

e o resultado da energia total do grafeno mostrado na seção anterior, obtemos a energia
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de ligação do sistema cluster de ouro e grafeno:

E = Ef − Ei = −1279, 86eV + 98, 82eV + 1181, 03eV = −7.10−3eV (3.3)

Esta energia de ligação, da ordem de meV, faz com que seja possível ao cluster de ouro

se movimentar sobre a folha de grafeno a temperaturas tão baixas quanto 80 K (usando a

relação T = E/Kb, onde Kb = 8, 617.10−5eV/K é a constante de Boltzmann.

3.3.3 Nitreto de Boro

A metodologia empregada para os cálculos da folha hexagonal de nitreto de boro

foram as mesmas que para o grafeno. A estrutura de bandas obtida com 2 átomos, um

de nitrogênio e outro de boro, com 65 pontos ~k pode ser vista na figura 3.8. O valor de

gap direto que obtivemos foi de 4,55 eV no ponto K. No trabalho de Miró e colaboradores

(MIRÓ; AUDIFFRED; HEINE, 2014), os autores reportaram uma estrutura de bandas que

concorda muito bem com a obtida para este sistema, com um valor de gap de 4.69 eV.

Figura 3.8 – Estrutura de bandas do nitreto de boro. A linha vermelha representa a energia
de Fermi.

Após encontrar a estrutura mais estável, foi aumentada o tamanho da célula unitá-
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ria, que passou a conter 128 átomos (64 de nitrogênio e 64 de boro). As dimensões da

célula unitária podem ser vistas na figura 3.9. A distância entre os átomos de nitrogênio

no nitreto de boro pode ser vista na figura 3.10, em boa concordância com as distâncias

mostradas na figura 1.13 (GUPTA; SAKTHIVEL; SEAL, 2015). A energia encontrada para

este sistema foi de -1126,46 eV.

Figura 3.9 – Estrutura do nitreto de boro com 128 átomos, juntamente com as dimensões
da célula unitária.

Figura 3.10 – Distância entre dois átomos de nitrogênio no nitreto de boro.
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3.3.4 Interação do Cluster de Ouro com o Nitreto de Boro

Para a interação do cluster de ouro com o nitreto de boro, foi utilizada a mesma

metodologia descrita para o ouro com o grafeno. O cluster de ouro foi posicionado a uma

distância de 1.66 Å da folha de nitreto de boro, antes da otimização estrutural. As es-

truturas resultantes podem ser vistas nas figuras 3.11 e 3.12. Pode-se ver pela figura que

o cluster de ouro se afasta da folha de nitreto de boro, chegando a uma distância de 3.64 Å.

Figura 3.11 – Cluster de ouro e o nitreto de boro, antes da otimização.

Figura 3.12 – Cluster de ouro e o nitreto de boro. Na esquerda, imagem feita antes da
otimização. Na direita, depois da otimização.

A energia total resultante do sistema interagente, após a otimização, foi de -1225,27

eV. Usando o resultado de energia total obtido para o cluster de ouro dentro da célula

unitária para a simulação da folha de nitreto de boro, e o resultado da energia total do
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nitreto de boro, obtemos a energia de ligação do sistema cluster de ouro e nitreto de boro:

E = Ef − Ei = −1225, 27eV + 98, 82eV + 1126, 46eV = 0, 0087eV. (3.4)

A energia do sistema ouro+nitreto de boro é a única com valor positivo encontrado neste

trabalho, indicando que o cluster de ouro apresenta mobilidade na folha de nitreto de boro

para qualquer temperatura superior a 0 K.

3.3.5 Disseleneto de Tungstênio

A construção da célula unitária do disseleneto de tungstênio foi o mesmo que para

os outros materiais, com a diferença de que, neste caso, devem ser adicionalmente testa-

das as distâncias atômicas em uma direção perpendicular ao plano do material, uma vez

que os átomos de selênio não estão no mesmo plano que os átomos de tungstênio, com

metade dos átomos de selênio posicionados acima do plano, e a outra metade posiciona-

dos abaixo do plano. A célula unitária original contém 2 átomos de tungstênio e 4 átomos

de selênio. Para a interação com o ouro, este sistema foi expandido para 48 átomos de

tungstênio e 96 átomos de selênio.

Figura 3.13 – Estrutura de bandas do disseleneto de tungstênio. A linha em vermelho
representa a energia de Fermi.
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A estrutura de bandas do sistema pode ser vista na figura 3.13, e apresenta um

gap direto de 1,26 eV no ponto K. No trabalho de Huang e colaboradores (HUANG et al.,

2014), os autores encontraram uma estrutura de bandas muito similar ao nosso resultado

para este sistema, com um valor de gap de 1,2 eV. As dimensões da célula unitária utilizada

podem ser vistas na figura 3.14. As distâncias entre os átomos de selênio no disseleneto

de tungstênio podem ser vistas na figura 3.15, em boa concordância com as distâncias

mostradas na figura 1.11. A energia total encontrada foi de -1050,12 eV

Figura 3.14 – Estrutura do disseleneto de tungstênio com 144 átomos, juntamente com as
dimensões da célula unitária.

Figura 3.15 – Distância entre átomos de selênio no disseleneto de tungstênio.
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3.3.6 Interação do Cluster de Ouro com o Disseleneto de Tungstênio

O resultado da interação entre o cluster de ouro e o disseleneto de tungstênio pode

ser visto nas figuras 3.16 e 3.17. O cluster de ouro foi posicionado inicialmente a uma

distância de 1,66 Å da folha de disseleneto de tungstênio, chegando a uma distância de

2.7 Å após a otimização.

Figura 3.16 – Cluster de ouro e o disseleneto de tungstênio, antes da otimização.

Figura 3.17 – Cluster de ouro e o disseleneto de tungstênio. Na esquerda, imagem feita
antes da otimização. Na direita, depois da otimização.

A energia total resultante deste sistema, após a otimização estrutural sem a impo-

sição de vínculo de simetria, foi de -1149,85 eV. Usando o resultado de energia total obtido

para o cluster de ouro dentro da celula unitária utilizada no cálculo do disseleneto de tungs-

tênio, e o resultado da energia total do disseleneto de tungstênio, obtemos a energia de

ligação do sistema cluster de ouro e disseleneto de tungstênio:
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E = Ef − Ei = −1149, 85eV + 98, 82eV + 1050, 12eV = −0, 91eV. (3.5)

Esta energia de ligação, consideravelmente maior do que a obtida para os sistemas ante-

riores, corresponde a uma temperatura de 10560 K.

3.3.7 Grafeno com Defeito (Vacância)

Para montar o grafeno com vacância, foi utilizada a estrutura de grafeno otimizada

com 128 átomos, e um dos átomos desta estrutura foi removido. Posteriormente, foi feita

uma otimização estrutural. A imagem desta estrutura pode ser vista na figura 3.18. As di-

mensões da célula unitária são exatamente as mesmas do que as utilizadas para o grafeno.

A energia total encontrada para este sistema foi de -1163,75 eV.

Figura 3.18 – Grafeno com defeito (vacância).

3.3.8 Interação do Cluster de Ouro com o Grafeno com Defeito (Vacância)

A estrutura resultante da interação entre o cluster de ouro e o grafeno com defeito

pode ser vista na figura 3.19. O cluster de ouro foi posicionado a uma distância de 1,7 Å

do grafeno antes da otimização estrutural, atingindo uma distância de 3,47 Å após a oti-

mização. Esta distância é levemente inferior a distância do cluster de ouro com o grafeno

sem defeitos, depois da otimização.

A energia total resultante deste sistema, após a otimização estrutural, foi de -

1262,90 eV. Usando o resultado de energia total obtido para o cluster de ouro dentro da
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Figura 3.19 – Cluster de ouro e o grafeno com defeito. Na esquerda, imagem feita antes
da otimização. Na direita, depois da otimização.

célula unitária do do grafeno com defeito, e o resultado da energia total do grafeno com

defeito, obtemos a energia de ligação do sistema cluster de ouro e o grafeno com defeito:

E = Ef − Ei = −1262, 90eV + 98, 82eV + 1163, 75eV = −0, 33eV. (3.6)

Esta energia de ligação, consideravelmente maior do que a obtida para o o sistema

ouro+grafeno, corresponde a uma temperatura de 3829 K.

3.3.9 Grafeno Funcionalizado por Tiofenol

Para simular este sistema, utilizou-se uma molécula de tiofenol sem dois átomos

de hidrogênio, um removido para que a molécula se ligue ao grafeno, e o outro removido

do átomo de enxofre, de modo que este se ligue ao ouro. A célula unitária utilizada neste

sistema possui as mesmas dimensões que a utilizada na simulação no grafeno, mas a

sua dimensão perpendicular ao plano do grafeno foi aumentada para 3,2 nm, para que a

molécula de tiofenol possa ser incluída sem que isso resulte numa interação entre sistemas

dispostos em células unitárias vizinhas. O sistema pode ser visto na figura 3.20. A energia

total encontrada para este sistema foi de -1250,50 eV.
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Figura 3.20 – Grafeno funcionalizado por tiofenol.

3.3.10 Interação do Cluster de Ouro com o Grafeno Funcionalizado por Tiofenol

O resultado da interação entre o cluster de ouro e o grafeno funcionalizado por tiofe-

nol pode ser visto na imagem 3.21. A imagem obtida depois da otimização não apresenta

diferenças estruturais perceptíveis com o sistema antes da otimização, e assim, somente

a imagem obtida depois da otimização é mostrada. O cluster, antes da otimização, foi po-

sicionado a uma distância de, aproximadamente, 1,5 Å do átomo de enxofre no tiofenol.

Após a otimização, o cluster atingiu uma distância de 1,38 Å do átomo de enxofre, sendo

o único resultado onde o cluster diminuiu a distância do substrato após a otimização. As

distâncias entre o átomo de enxofre e os átomos de ouro da base no cluster, no entanto,

aumentaram, uma vez que o enxofre entrou um pouco dentro do cluster e afastou os áto-

mos de ouro mais próximos.

Figura 3.21 – Cluster de ouro com grafeno funcionalizado por tiofenol.
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A energia resultante deste sistema, após a otimização, foi de -1350,49 eV. Com o

resultado da energia obtido para o cluster de ouro dentro da caixa do do grafeno funcionali-

zado por tiofenol, e o resultado da energia do grafeno funcionalizado por tiofenol, obtemos

a energia de ligação do sistema cluster de ouro e o grafeno funcionalizado por tiofenol:

E = Ef − Ei = −1350, 49eV +−98, 82eV + 1250, 50eV = −1, 17eV. (3.7)

Esta energia de ligação foi a mais alta obtida neste trabalho, correspondendo a uma tem-

peratura de 13577 K.

3.4 DISTRIBUIÇÃO RADIAL DOS ÁTOMOS DE OURO NO CLUSTER

O cluster de ouro, depois de interagir com o substrato, apresenta mudanças na sua

estrutura. Para estas mudanças, pode-se calcular a quantidade de átomos posicionados

a uma dada distância do centro de massa do cluster, e comparar com os dados obtidos

para o cluster antes da otimização para cada um dos substratos utilizados. Os resultados

destas análises são mostrados na figura 3.22. Nesta figura, a linha em preto representa a

distribuição radial dos átomos de ouro antes da interação do cluster com o substrato. As

linhas coloridas representam a distribuição radial dos átomos de ouro depois da interação

do cluster com o substrato. Pode-se observar mudanças na estrutura do cluster em todos

os sistemas utilizados neste trabalho.

Inicialmente observa-se que há dois conjuntos de camadas atômicas bastante dis-

tintas: um deles situado entre 1,4 e 2,0 Å e o outro entre 3,5 e 5,0 Å de distância em relação

ao centro de massa do cluster. O primeiro conjunto de camadas atômicas apresenta dois

picos separados centrados em 1,7 Å e 1,92 Å . No segundo conjunto, pode-se observar

quatro picos cujos centros estão localizados em 3,19 Å , 4,08 Å , 4,33 Å e 4,65 Å . Alguns

destes picos estão parcialmente superpostos, devido ao alargamento do ajuste gaussiano

utilizado para construir estas curvas.

Para os dois casos em que a energia de interação é menor (grafeno e nitreto de

boro), as distorções do cluster de Au são semelhantes. Os dois picos entre 1,5 e 2,0 Å

coalescem, gerando um só pico com maior alargamento, enquanto que os dois picos cen-

trais no conjunto de camadas entre 3,5 e 5,0 Å deixam de se apresentar superpostos,

revelando uma estrutura de camadas atômicas melhor definidas espacialmente. Adicional-

mente, uma pequena variação na posição do pico em 3,79 Å no cluster não-interagente é

observada para quando este cluster interage com a folha de grafeno, com o centro deste

passando a posicionar-se em 3,71 Å em relação ao centro de massa.
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Figura 3.22 – Distribuição radial dos átomos de ouro no cluster em função da distância do
centro de massa. Em preto, distribuição radial dos átomos de ouro antes da otimização. As
linhas coloridas representam a distribuição radial dos átomos de ouro depois da interação
do cluster com o substrato, para os diferentes substratos.

Este mesmo padrão de distorção estrutural é observado para o cluster quando in-

teragindo com a folha de grafeno com defeito (vacância), sistema cuja energia de ligação

tem um valor intermediário entre os mais fracamente e os mais fortemente ligados.

Para os casos em que a energia de ligação do cluster de Au com os materiais bi-

dimensionais é forte (disseleneto de tungstênio e grafeno funcionalizado), as distorções

estruturais apresentam um padrão distinto. A estrutura de camadas mais interna continua

a apresentar dois picos, embora no caso do disseleneto de tungstênio a posição e valores

destes picos sejam ligeiramente alterados. Por outro lado, os dois picos centrais das ca-

madas situadas entre 3,5 e 5,0 Å permanecem superpostos, diferentemente do observado

na interação com o grafeno, nitreto de boro e grafeno com defeito. Observa-se ainda uma

alteração na posição do pico mais externo, com o centro deste pico estando à distâncias

menores para o sistema ouro+disseleneto de tungstênio, e estando a distâncias maiores

para o sistema ouro+grafeno funcionalizados, quando comparados com o pico obtido do
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cluster não-interagente.

3.5 DENSIDADES DE CARGA

É possível ter uma ideia do tipo de interação que ocorre entre os substratos bidi-

mensionais e o cluster de ouro verificando as diferenças entre as densidades de cargas.

Para isso, foi realizado o seguinte procedimento: primeiramente, obtivemos as densida-

des de carga do sistema ouro+substrato bidimensional. Posteriormente, retiramos o ouro,

mantendo o substrato na mesma posição e obtivemos uma nova densidade de carga. Por

último, retiramos o substrato e deixamos o sistema apenas com o cluster de ouro e obti-

vemos uma última densidade de carga. Fazendo a subtração dos valores de densidade

de carga do sistema cluster de ouro+substrato pelas densidades de cargas dos sistemas

individuais, obtivemos os rearranjos de densidades de cargas resultantes da interação dos

diferentes sistemas interagentes. Os resultados podem ser vistos nas figuras 3.23, 3.24

e 3.25, onde a cor azul representa valores positivos da diferença de densidade, e a cor

vermelha representa valores negativos.

Para a isosuperfície de 0.01e−1Å−3, apenas o sistema ouro+grafeno funcionalizado

por tiofenol apresentou diferenças nas densidades de carga, conforme pode ser visto na

figura 3.23. Para a isosuperfície 0.001e−1Å−3, os sistemas ouro+grafeno funcionalizado,

ouro+disseleneto de tungstênio apresentaram variações, com densidades de carga dire-

cionadas entre o substrato e o átomos de ouro do cluster, revelando uma densidade de

carga com caráter covalente, conforme pode ser visto na figura 3.24. Para a isosuperfície

de 0.0001e−1Å−3, todos os sistemas apresentaram diferenças nas densidades de carga.

No caso dos substratos que se ligaram fracamente ao cluster, as densidades de carga são

não direcionais, revelando um caráter não-covalente, conforme mostra figura 3.25.

Figura 3.23 – Diferença entre as densidades de carga para o sistemas ouro/grafeno funci-
onalizado por tiofenol, respectiva a isosuperfície 0.01e−1Å−3.
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Figura 3.24 – Diferença entre as densidades de carga da isosuperfície 0.001e−1Å−3 para
os sistemas: a) ouro/grafeno funcionalizado; b) ouro/disseleneto de tungstênio.

Figura 3.25 – Diferença entre as densidades de carga da isosuperfície 0.0001e−1Å−3 para
os sistemas: a) ouro/grafeno com defeito; b) ouro/grafeno; c) ouro/nitreto de boro.
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3.6 DENSIDADES DE ESTADOS

As figuras de 3.26 a 3.33 mostram as densidades de estado para todos os sistemas

interagentes estudados. A linha preta representa a densidade de estados total. A linha

vertical tracejada em vermelho representa a energia de Fermi, que foi centrada em zero. A

curva em azul representa a banda s, a curva vermelha a banda p e a curva verde repre-

senta a banda d para as diferentes espécies químicas envolvidas no sistema. Densidades

de estado de elementos e/ou orbitais que não apresentam contribuições significativas para

os níveis de energia próximos à energia de Fermi não foram mostrados. As contribuições

do enxofre e do hidrogênio para a densidade de estados total sistema do grafeno funcio-

nalizado também foram omitidas, pelos mesmos motivos.

Os elétrons que possuem importância no mecanismo de reações catalíticas são os

que estão próximos à energia de Fermi, uma vez que, para energias muito inferiores a

energia de Fermi, os elétrons estão fortemente ligados aos núcleos, e para energias supe-

riores a energia de Fermi os estados permanecerão desocupados.

Os orbitais HOMO (orbital ocupado mais alto em energia) e LUMO (orbital desocu-

pado mais baixo em energia) estão relacionados com os picos nas densidades de estados

mais próximos da energia de Fermi. Estes níveis podem ou não estar separados por

uma região com densidade de estados nula, que está relacionada ao gap de energia. A

importância dos orbitais HOMO e LUMO em catálise pode ser entendida pelo seguinte

argumento: se o catalisador participa da reação como sendo um doador de elétrons, redu-

zindo determinada molécula envolvida na reação, estes elétrons muito provavelmente são

retirados do orbital HOMO, uma vez que o orbital LUMO está desocupado. Em reações

onde o catalisador oxida determinada molécula, elétrons desta molécula são, com grande

probabilidade, transferidos para o orbital desocupado LUMO, uma vez que o orbital HOMO

esta completamente preenchido. Comparando as curvas de densidade de estados total

com a das espécies químicas individuais nos diferentes sistemas, é possível determinar se

o ouro ou o substrato são os responsáveis pela formação dos orbitais HOMO e LUMO. O

resultado desta análise encontra-se na tabela 3.1.

Tabela 3.1 – Espécies químicas que formam os orbitais HOMO e LUMO para todos os
sistems ouro+substrato e para o cluster de ouro não interagente, bem como o valor do gap
de energia destes sistemas.

Sistema HOMO LUMO Gap
Ouro/Grafeno C Au 0,71 eV

Ouro/Nitreto de Boro Au Au 0,77 eV
Ouro/Disseleneto de Tungstênio Au/W/Se Au/W 0,52 eV

Ouro/Grafeno funcionalizado Au/S C/S 0,06 eV
Ouro/Grafeno(defeito) C C/Au 0,21 eV

Ouro 0,77 eV
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O padrão de densidade de estados do ouro praticamente se repete nas interações

com o grafeno e o nitreto de boro, como pode ser visto nas figuras 3.27 e 3.28, mas é

deslocado em relação a energia de Fermi. Isto ocorre porque a interação entre o cluster

e as folhas de nitreto de boro ou grafeno é muito fraca. Desta forma, a DOS do sis-

tema cluster+substrato será, em grande medida, a soma das DOS dos sistemas isolados.

O deslocamento energético em relação ao nível de Fermi ocorre devido ao alinhamento

dos potenciais químicos dos reagentes. Uma diferença marcante entre os sistemas clus-

ter+grafeno e cluster+nitreto de boro é que o HOMO no primeiro sistema tem contribuições

provenientes dos átomos de carbono, enquanto que no segundo sistema, tanto o HOMO

quanto o LUMO são formados à partir do cluster. O efeito do cluster de ouro nestes subs-

tratos também é de mudar o valor do gap em relação aos substratos não interagentes,

aumentando o valor do gap de energia do grafeno para 0,71 eV e reduzindo o valor do

gap no nitreto de boro para 0,77 eV, conforme a tabela 3.1. O aumento do valor do gap

de energia com a adsorção de clusters sobre o grafeno também foi reportado em alguns

trabalhos (AMFT et al., 2011). Neste trabalho, Amft et al encontraram um valor de gap de

0.15 eV utilizando cálculos de DFT para um átomo de ouro interagindo com o grafeno.

Figura 3.26 – Densidade de estados do cluster de ouro não interagente. a) densidade de
estados total; b) densidade de estados de cada uma das bandas do cluster de ouro. A
linha tracejada representa a energia de Fermi.

No sistema ouro+grafeno com defeito, a intensidade média na energia de ligação

do cluster (0.33 eV, ver seção 3.3) pode ser associada a uma mudança na densidade

de estados do carbono no grafeno, que apresenta um maior número de picos próximos

à energia de Fermi, provavelmente vindos da região de vacância, como é mostrado na
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figura 3.33 1. Os orbitais HOMO e LUMO no entanto, como no sistema ouro+grafeno, é

formado à partir dos átomos de carbono e ouro, respectivamente, com um gap de energia

de 0,21 eV, significativamente menor do que o obtido para o sistema ouro+grafeno. No

sistema ouro+disseleneto de tungstênio, os orbitais HOMO e LUMO são majoritariamente

formados à partir do cluster de ouro, apresentando comportamento anfotérico, com uma

pequena contribuição dos átomos de tungstênio para o orbital HOMO. O valor de gap

calculado para este sistema foi de 0,52 eV.

No caso do sistema ouro+grafeno funcionalizado, os orbitais próximos ao nível de

Fermi são formados por combinações entre orbitais do tipo p do átomo de enxofre e de

orbitais predominantemente do tipo d dos átomos de ouro do cluster, conforme mostrado

na figura 3.31. Uma densidade de estados vinda de contribuições do tipo p de átomos de

carbono aparece logo acima do nível de Fermi, resultando em um valor de gap de energia

muito baixo para este sistema (0.06 eV, conforme tabela 3.1).

É interessante notar que orbitais HOMO e LUMO formados por carbono podem

apresentar impedimento estérico, devido ao fato de que as densidades de carga destes

orbitais estão localizados em regiões que ficam entre o substrato e o cluster, que é uma

região de difícil acesso aos reagentes das reações químicas ativadas por catalisador. Este

efeito deve ser menos importante no sistema ouro+grafeno funcionalizado, uma vez que o

cluster está afastado do grafeno devido a adição da molécula de tiofenol.

Figura 3.27 – Densidade de estados do sistema ouro+grafeno. a) densidade de estados
total: b) densidade de estados da banda p do carbono; c) densidades de estados de cada
uma das bandas do ouro. A linha tracejada representa a energia de Fermi.

1Uma análise da localização espacial destes e de outros níveis de interesse está sendo realizada.
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Figura 3.28 – Densidade de estados do sistema ouro+nitreto de boro. a) densidade de
estados total; b) densidade de estados da banda p do nitrogênio; c) densidade de estados
da banda p do boro; d)densidades de estados das bandas do ouro. A linha tracejada
representa a energia de Fermi.

Figura 3.29 – Densidade de estados do sistema ouro+seleneto de tungstênio. a) densi-
dade de estados total; b) densidade de estados da banda p do selênio (as bandas s e d
foram omitidas); c) densidades de estados de todas as bandas do tungstênio. d) densida-
des de estados de cada uma das bandas do ouro. A linha tracejada representa a energia
de Fermi.
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Figura 3.30 – Densidade de estados por átomo do sistema ouro+disseleneto de tungstênio.
a) densidades de estados do selênio divididas pelo número de átomos de selênio (96); b)
densidades de estados do tungstênio divididas pelo número de átomos de tungstênio (48);
c) densidades de estados do ouro divididas pelo número de átomos de ouro (34). A linha
tracejada representa a energia de Fermi.

Figura 3.31 – Densidade de estados do sistema ouro+grafeno funcionalizado. a) densi-
dade de estados total; b) densidade de estados da banda p do carbono; c) densidades
de estado de cada uma das bandas do ouro. A linha tracejada representa a energia de
Fermi. As densidades de estados do hidrogênio e do enxofre não foram mostradas por
serem pouco relevantes.
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Figura 3.32 – Densidade de estados por átomo do sistema ouro+grafeno funcionalizado.
a) densidades de estados do átomo de enxofre; b) densidades de estados do hidrogênio
divididas pelo número de átomos de hidrogênio (4); c) densidades de estados do carbono
divididas pelo número de átomos de carbono (134); e) densidade de estados do ouro
divididas pelo número de átomos de ouro (34). A linha tracejada representa a energia de
Fermi.

Figura 3.33 – Densidade de estados do sistema ouro+grafeno com defeito. a) densidade
de estados total; b) densidade de estados da banda p do carbono; c) densidades de esta-
dos de cada uma das bandas do ouro. A linha tracejada representa a energia de Fermi.
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3.7 CONCLUSÃO

Utilizamos a Teoria do Funcional da Densidade para investigar a interação de um

cluster de ouro com 34 átomos com diferentes sistemas bidimensionais, cuja realização

experimental é uma realidade. Uma análise comparativa da energia de ligação, ver tabela

3.2, mostrou que o grafeno funcionalizado com tiofenol e o disseleneto de tungstênio apre-

sentam as maiores energias de ligação, -1,170 eV e -0,907 eV respectivamente, seguidos

pelo grafeno com uma vacância, com energia de ligação de -0,329 eV. Isso implica que

estes substratos podem ser empregados para o ancoramento de clusters de ouro em rea-

ções que necessitam destes clusters para sua ocorrência. Já o grafeno e a folha de nitreto

de boro apresentam energias de ligação muito baixas ou mostram-se mesmo repulsivos,

o que faz com que os clusters de ouro possam migrar sobre a superfície e eventualmente

coalescer, formando clusters maiores e reduzindo sua atividade catalítica. Essa relação

de energias de ligação é corroborada através da análise das variações de distribuição de

carga entre os reagentes devido às interações entre o cluster de ouro e os diferentes subs-

tratos. Nos casos do grafeno funcionalizado com tiofenol e do disseleneto de tungstênio,

e em menor grau no grafeno com uma vacância, revela-se a presença de ligações do tipo

covalente, com cargas sendo compartilhadas ao longo das direções que unem os átomos

em contato dos diferentes reagentes. Já para as interações com o grafeno e a folha de

nitreto de boro, as variações de carga indicam uma ligação não direcional, de baixa inten-

sidade. Por fim, uma análise da composição dos níveis próximos ao nível de Fermi, assim

como dos valores de gap de energia, mostram que os átomos do cluster de ouro participam

dos orbitais mais alto ocupados (grafeno+tiofenol), dos orbitais mais baixos desocupados

(grafeno com defeito) e de ambos (disseleneto de tungstênio e nitreto de boro). Isso re-

vela que as ações catalíticas destes clusters podem ser grandemente influenciadas pelas

interações destes clusters com o substrato bidimensional utilizado para ancoramento.

Tabela 3.2 – Energia de ligação para todos os sistemas ouro/substrato.

Sistema Energia de Ligação (eV)
Ouro/Grafeno -0.007 eV

Ouro/Nitreto de Boro 0,008 eV
Ouro/Disseleneto de Tungstênio -0,907 eV

Ouro/Grafeno com defeito -0,329 eV
Ouro/Grafeno funcionalizado -1,170 eV
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APÊNDICE A – TÓPICOS EM FÍSICA DO ESTADO SÓLIDO

A.1 INTRODUÇÃO

Todo o tipo de material que se encontra no estado sólido pode ser classificado

como sendo amorfo ou cristalino. Quando um material é amorfo, significa que os íons

que formam a sua estrutura não são distribuídos de maneira periódica, ou seja, não existe

uma estrutura mínima que forme todo o sólido por operações de translação. Um material

cristalino, por outro lado, pode ter toda a sua estrutura macroscópica formada a partir da

translação de uma única região microscópica. Os íons neste caso formam um arranjo pe-

riódico. Experimentalmente, a determinação da cristalinidade dos materiais pode ser feita

utilizando-se a técnica de difração de raios-x. Com essa técnica, podemos determinar se o

material é cristalino, e se for, qual a estrutura que ele apresenta. Na prática, nenhum ma-

terial é completamente cristalino. Defeitos no cristal e vibrações na rede fazem com que

os materiais apresentem graus de cristalinidade, e estes podem ser determinados através

das larguras do picos obtidos na difração de raios X. Os cálculos de mecânica quântica uti-

lizados em física do estado sólido são realizados considerando potenciais periódicos, que

correspondem a aproximação de que o material em questão é perfeitamente cristalino.

O trabalho descrito nesta seção é baseado no livro de Ashcroft e Mermin (ASH-

CROFT; MERMIN, 2011).

A.1.1 Redes de Bravais

Para formar um sólido cristalino, são necessárias duas coisas: uma rede de Bravais

e uma base. Uma rede de Bravais é um conjunto infinito de pontos abstratos no espaço,

cada um localizado em uma posição R de modo que satisfaça a seguinte relação:

R = n1~a1 + n2~a2 + n3~a3, (A.1)

onde ai são chamados vetores primitivos da rede e não podem estar todos no mesmo

plano. Os ni são números inteiros. Fazendo os ni variarem de menos infinito até infinito,

forma-se um conjunto de pontos distribuídos em todo o espaço.

Existem 14 redes de Bravais distintas no espaço tridimensional. A rede cúbica sim-

ples, por exemplo, é formada por pontos nos vértices de um cubo, e os vetores primitivos

são todos perpendiculares entre si e possuem o mesmo módulo. A rede cúbica de corpo

centrado é formada por uma rede cúbica simples mais um ponto no centro do cubo. A
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rede cúbica de face centrada é composta por uma rede cúbica simples mais pontos que se

encontram no centro de cada face do cubo.

Um certo volume do espaço associado a cada uma das posições R da rede de

Bravais, e com a propriedade de que não existe superposição entre esses volumes nem

espaços vazios entre eles, é denominado célula unitária primitiva. Não existe uma única

maneira de definir uma célula primitiva. No caso da rede cúbica simples, a célula primitiva

pode ser simplesmente um cubo: em cada posição R possível pode-se colocar um cubo,

não haverá superposições entre os cubos e não haverá nenhum espaço vazio entre eles.

Outra maneira é a construção de uma célula primitiva de Wigner-Seitz. Uma célula de

Wigner-Seitz é construída em torno de um ponto da rede de Bravais, de modo que todo

este espaço está mais próximo desse ponto escolhido do que de qualquer outro ponto da

rede.

Estrutura cristalina é o termo utilizado para descrever sólidos reais. Um sólido pode

ser descrito por uma das redes de Bravais, associando-se cada ponto da rede de Bravais a

uma base. Uma base pode ser um átomo ou um conjunto de átomos univocamente deter-

minados para cada ponto da rede de Bravais. Por exemplo, a estrutura cristalina do cloreto

de sódio é uma rede de Bravais cúbica de face centrada, e em cada ponto da rede são

associados dois átomos, um de cloro outro de sódio.

A.1.2 Rede Recíproca

Considere uma onda plana em uma determinada rede de Bravais. Essa onda plana

depende do vetor posição ~r e de um vetor de onda ~k. Uma rede recíproca é um conjunto

de pontos formados por todos os vetores de onda ~K sujeitos a seguinte relação:

ei
~K.(~r+~R) = ei

~K.~R, (A.2)

ou seja, a rede recíproca é formada pelos vetores ~K que formam ondas planas com a

mesma periodicidade da rede de Bravais formada pelos pontos ~R. Similarmente à uma

rede de Bravais, uma rede recíproca pode ser escrita como:

~K = k1
~b1 + k2

~b2 + k3
~b3, (A.3)

onde:
~b1 = 2π

~a2 × ~a3

~a1.(~a2 × ~a3)
;

~b2 = 2π
~a3 × ~a1

~a1.(~a2 × ~a3)
;

~b3 = 2π
~a1 × ~a2

~a1.(~a2 × ~a3)
,

(A.4)
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a equação (A.2) implica que ki em (A.3) sejam inteiros.

Uma rede de Bravais cúbica simples gera uma rede recíproca que também é cúbica

simples. Uma rede de Bravais cúbica de face centrada gera uma rede recíproca que é

cúbica de corpo centrada, e vice-versa. O volume de uma célula primitiva da rede recíproca

é (2π)3/V , onde V é o volume da célula primitiva da rede de Bravais (uma rede de Bravais

é frequentemente chamada de rede direta). Assim, se o sistema de interesse possui uma

célula primitiva com volume muito grande, o volume da célula primitiva no espaço recíproco

é muito pequena. A primeira zona de Brillouin é um termo usado para descrever uma célula

de Wigner-Seitz no espaço recíproco.

A.1.3 Teorema de Bloch

Considerando que os íons da rede formam uma estrutura periódica, o potencial

formado por esses íons deve satisfazer a seguinte propriedade:

V̂ (~r + ~R) = V̂ (~r), (A.5)

onde ~R é um vetor da rede. Esta forma do potencial é válida para cristais perfeitos (que,

como discutido anteriormente, não existem). As imperfeições dos cristais reais têm muita

importância em suas propriedades físicas, como por exemplo, na condutividade elétrica

em metais. A equação de Schrödinger para uma partícula é dada pela expressão:[
− ~

2m
∇2 + V̂ (~r)

]
ψ(~r) = εψ(~r). (A.6)

sujeita a um potencial que que satisfaça a condição (A.5). Os elétrons que satisfazem

(A.6) são chamados de elétrons de Bloch. As funções de onda ψ(~r) possuem a seguinte

propriedade, devido a periodicidade do potencial:

ψnk(~r) = ei
~k.~runk(~r), (A.7)

com:

unk(~r) = unk(~r + ~R). (A.8)

As condições (A.7) e (A.8) definem as funções de Bloch. A função de onda que descreve

os elétrons de Bloch deve satisfazer a condição de contorno de Born-von-Karman, dada

pela expressão:

ψ(~r +Ni~ai) = ψ(~r), (A.9)

onde N1N2N3 = N é o número de células primitivas do cristal. A condição de contorno de

Born-von-Karman imposta sobre as funções de Bloch faz com que os números de onda ~k
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permitidos na equação (A.3) sejam:

~k =
3∑
i=1

mi

Ni

~bi, (A.10)

com mi inteiro. Assim, o vetor de onda ~k age como uma espécie de número quântico,

definindo uma função de onda específica (A.7). Como N em geral é muito grande, os

diferentes ~k estão muito próximos uns dos outros.

Pode-se supor diversas formas para a equação (A.7), como por exemplo, em termos

de ondas planas:

ψk(~r) =
∑
K

ck−Ke
i(~k− ~K).~r, (A.11)

substituindo-se então (A.7) em (A.6) e encontra-se os autovalores de energia para os elé-

trons submetidos aos íons da rede, desde que se saiba a forma do potencial V̂ (~r). Existem

várias abordagem para esse problema. Uma delas é considerar a aproximação para elé-

trons em um potencial periódico fraco, onde usa-se V̂ (~r) como uma pequena perturbação

para os elétrons livres. Essa aproximação gera alguns resultados que concordam com

os dados experimentais para metais dos grupos I, II, III e IV da tabela periódica. Outra

abordagem é o método de ligação forte (tight binding), onde escreve-se o Hamiltoniano

(chamado Hamiltoniano cristalino) como uma soma entre o Hamiltoniano atômico e um po-

tencial de correção. No limite que a posição tende a um ponto da rede direta, o potencial

de correção deve ser zero, e o Hamiltoniano cristalino tende ao ao Hamiltoniano atômico.

Também escreve-se a função de onda em termos das funções de Wannier, que por sua

vez são escritas como uma combinação linear das funções de onda atômicas (por isso, o

método de ligação forte é também chamado de método da combinação linear de orbitais

atômicos - LCAO). O método de ligação forte descreve bem as bandas que surgem nos

níveis mais internos de um íon. Nos cálculos mais precisos de estrutura de bandas, outros

métodos devem ser utilizados, que serão descritos nas próximas seções.

A.1.4 Comportamento das Funções de Onda dos Elétrons de Valência

A equação de Schrödinger para um elétron independente:(
− ~

2m
∇2 + U(~r)

)
ψk(~r) = ε(~k)ψk(~r). (A.12)

Esta equação não leva totalmente em consideração muitos dos efeitos de interação entre

os elétrons. No entanto, os modelos mais bem sucedidos de cálculos de estado sólido

propõem uma função inicial U(~r) que leve em consideração esses efeitos (apesar do fato

de diferentes potenciais propostos levarem a diferenças significativas nos cálculos de es-
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trutura de bandas). Como a solução da equação (A.12) depende de U(~r), que por usa

vez depende das funções de onda de todos os outros elétrons, a solução então deve ser

encontrada de maneira autoconsistente.

O tratamento dado nas próximas seções foca nos cálculos para os elétrons de va-

lência, já que os elétrons mais internos podem ser corretamente descritos pelo método da

ligação forte. Começa-se notando que os elétrons mais internos têm funções de onda bem

localizadas nos íons, e existe uma probabilidade zero de medir a posição desses elétrons

em regiões intersticiais. Por outro lado, os elétrons de valência possuem uma probabi-

lidade não nula de serem encontrados nestas regiões, e suas funções de onda tem um

comportamento parecido com o de uma onda plana nesse limite. Levando em considera-

ção também que todas as funções de onda dos elétrons são autoestados de um mesmo

Hamiltoniano, tem-se: ∫
ψc∗k (~r)ψvk(~r)d

3r = 0, (A.13)

onde os índices v e c denotam valência e núcleo (core) respectivamente.

Outro ponto importante é que os elétrons de valência possuem funções de onda que

oscilam mais que as funções de onda dos elétrons internos nas regiões próximas dos íons

da rede. Isso ocorre porque os elétrons de valência possuem energias totais maiores que

os elétrons internos. Assim, ao se aproximarem dos íons da rede, estes elétrons adquirem

energias cinéticas maiores. O comportamento das funções de onda dos elétrons em um

cristal está esquematizado na figura A.1.

Figura A.1 – Funções de onda em um cristal para: (a) elétrons mais internos , (b) elé-
trons de valência. Os elétrons de valência possuem função de onda não nula nas regiões
intersticiais, possuindo comportamento parecido com o de uma onda plana

Fonte: (ASHCROFT; MERMIN, 2011)
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A.1.5 O Método Celular

No método celular, buscam-se funções de onda dentro de uma célula primitiva C0

que satisfaçam o teorema de Block. A célula C0 utilizada é uma célula de Wigner-Seitz,

porque esse tipo de célula sempre possui um ponto da rede no seu centro. Desse modo, os

íons posicionados no centro da célula de Wigner-Seitz geram um potencial esfericamente

simétrico. A aproximação feita nesse método é considerar o potencial gerado apenas por

estes íons, sem influência dos íons vizinhos, como mostrado na figura A.2.

Figura A.2 – Superfícies equipotenciais, onde a figura da esquerda representa um poten-
cial real, e a figura da direita representa a aproximação utilizada no método celular

Fonte: (ASHCROFT; MERMIN, 2011)

Como o potencial é esfericamente simétrico, as funções de onda são mais facil-

mente descritas em termos dos harmônicos esféricos:

ψlm(~r) = Ylm(θ, φ)χl(r), (A.14)

com as seguintes condições de contorno:

ψ(~r) = e−i
~k. ~Rψ(~r + ~R);

n̂(~r).∇ψ(~r) = e−i
~k. ~Rn̂(~r + ~R).∇ψ(~r + ~R).

(A.15)

Para as condições de contorno (A.15) serem satisfeitas, a função de onda deve ser escrita

como uma combinação linear das equações (A.14) com mesmo valor de energia ε:

ψ(~r, ε) =
∑
lm

AlmYlm(θ, φ)χlε(r). (A.16)

O método celular é muito parecido com o problema atômico, as únicas diferenças

são as condições de contorno impostas, que para átomos é a exigência de que as fun-

ções de onda dos elétrons tendam a zero em regiões afastadas do núcleo. Os problemas
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existentes no método celular são os seguintes:

•Dificuldades computacionais existentes devido a exigência estabelecida pelas condi-

ções de contorno;

•A aproximação feita em relação ao potencial, que é descontínuo nas regiões que

limitam células de Wigner-Seitz vizinhas.

A.1.6 Método de Onda Plana Ampliada (APW)

Neste método, utiliza-se o potencial muffin-tin, que corrige algumas dificuldades

encontradas no método celular. O potencial de muffin-tin é dado por:

U(~r) = V (|~r − ~R|), (A.17)

quando |~r − ~R| é menor que r0 e:

U(~r) = 0, (A.18)

quando |~r − ~R| é maior que r0. Também escreve-se a função de onda pela expressão:

ψk(~r) =
∑
K

ckφk+K,ε(k)(~r), (A.19)

onde φk,ε é chamado onda plana ampliada e satisfaz as seguintes condições:

•φk,ε tende a uma onda plana ei~k~r na região intersticial:

•φk,ε é contínuo entre as regiões atômicas e intersticiais.

•φk,ε satisfaz a equação de Schrödinger:

− ~
2m
∇2φk,ε + V (|~r − ~R|)φk,ε = εφk,ε, |~r − ~R| < r0. (A.20)

Assim, todas as APW utilizadas em (A.19) possuem a mesma energia e frequentemente

são necessárias centenas delas para que ε(k) tenha uma boa convergência. Trabalha-se

então com o princípio variacional:

E[ψ] =

∫
ψ∗kĤψkd

3r∫
ψ∗kψkd

3r
, (A.21)

sendo E[ψ] estacionária quando E[ψ] = ε(k), com a exigência de que ∂E/∂ck = 0.

Determinam-se então os coeficientes ck da expansão (A.19).

O método APW, quando utilizado com recursos computacionais suficientes para o
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tratamento de um número suficiente de ondas planas, é um método muito bem sucedido

no cálculo de bandas.

A.1.7 Método da Onda Plana Ortogonalizada (OPW)

O método OPW não necessita de um potencial muffin-tin para os cálculos, e é bem

sucedido em explicar porque o método de elétrons submetidos a um potencial periódico

fraco possibilita a descrição das propriedades de alguns metais. Primeiro, uma OPW é

escrita como:

φk = ei
~k.~r +

∑
c

bcψ
c
k(~r), (A.22)

onde ψck(~r) são funções que descrevem elétrons os elétrons do caroço iônico. Desta forma,

ela possui um termo que é uma combinação linear das funções de onda mais internas do

átomo. A restrição para (A.22) é a condição de ortogonalidade entre ψck(~r) e as funções do

caroço iônico: ∫
ψc∗k (~r)φk(~r)d

3r = 0. (A.23)

Utilizando a equação (A.23), pode-se determinar os coeficientes bc:

bc = −
∫
ψc∗k (~r)ei

~k.~rd3r. (A.24)

Uma OPW reproduz todas as condições necessárias para as funções dos elétrons de

valência, devido aos seguintes argumentos:

•Devido a condição (A.23), uma OPW deve oscilar mais do que as funções de onda

dos elétrons mais internos na região do caroço;

•O segundo termo de (A.22) tende a zero nas regiões intersticiais, e a OPW tende a

uma onda plana nesse limite.

A função de onda pode ser obtida como uma combinação linear das OPW com mesmo

valor de k:

ψk =
∑
K

cKφk+K . (A.25)

Da mesma forma que no método APW, utiliza-se o princípio variacional (A.21), com

a condição ∂E/∂ck = 0. O potencial no método OPW é descrito pelos elementos de

matriz: ∫
φ∗k+K(~r)U(~r)φk+K′(~r)d

3r. (A.26)

Os elementos de matriz (A.26) podem ser obtidos utilizando-se potenciais atômicos. Fre-

quentemente, acontece de os elementos de matriz de U(~r) se tornarem parâmetros que
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tornam os cálculos no método OPW parecidos com aqueles desenvolvidos para os elé-

trons em um potencial periódico fraco, explicando porque esta teoria é bem sucedida nos

cálculos de bandas para alguns metais.

A.1.8 Pseudopotenciais

No método dos pseudopotenciais, substituí-se (A.22) em (A.25), obtendo-se:

ψvk(~r) = φvk(~r)−
∑
c

(∫
ψc∗k (~r′)φvk(~r

′)d3r′
)
ψck(~r), (A.27)

onde:

φvk(~r) =
∑
K

cKe
i(~k+ ~K).~r. (A.28)

O termo φvk(~r) é chamado pseudofunção, e descreve a contribuição suave para a função

de onda total para os elétrons de valência ψvk(~r), também chamada função de onda ”all-

electron”. Como a equação (A.27) é um autoestado do Hamiltoniano para elétrons de

valência:

Ĥψvk(~r) = εvkψ
v
k(~r), (A.29)

e, substituindo (A.27):

Ĥφvk(~r)−
∑
c

(∫
ψc∗k (~r′)φvk(~r

′)d3r′
)
Ĥψck(~r) =

εvk

[
φvk(~r)−

∑
c

(∫
ψc∗k (~r′)φvk(~r

′)d3r′
)
ψck(~r)

]
,

(A.30)

e obtêm-se:

(Ĥ + V̂ R)φvk = εvkφ
v
k, (A.31)

onde o operador V̂ R atuando em φvk resulta na expressão:

V̂ Rφvk =
∑
c

(εvk − εc)
(∫

ψc∗k (~r′)φvkd
3r′
)
ψck, (A.32)

levando em consideração que φck também é um autoestado do Hamiltoniano com autovalor

εc. O termo entre parênteses em (A.31) pode ser escrito como a soma entre o opera-

dor energia cinética, o potencial periódico e V̂ R, e a soma dos dois últimos é chamada

de pseudopotencial. Como o operador V̂ R operando em uma função não é simplesmente

uma função dependente de ~r multiplicada por essa função, mas sim a expressão obtida em

(A.32), então as diferentes autofunções de (A.31) não são necessariamente ortonormais.

Em cálculos reais, frequentemente coloca-se εc como sendo a energia de Fermi. Pode-se
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então fazer um mapeamento de todos os vetores ~k para os quais εvk sejam iguais a energia

de Fermi, e com isso realizar a construção da superfície de Fermi.

Um aspecto interessante sobre a utilização de um pseudopotencial é que, para

alguns sistemas, ele é muito pequeno. Isto ocorre porque o potencial real é atrativo (con-

tribuindo com energias negativas), ao contrário de V R, que contribui para a energia total

do sistema com a seguinte expressão:∫
ψv∗k (~r)V̂ Rψvk(~r)d

3r =
∑
c

(εvk − εck)
∣∣∣∣ ∫ ψc∗k (~r)ψvk(~r)d

3r

∣∣∣∣2. (A.33)

Como (εvk − εck) é sempre positivo, pode acontecer de as duas contribuições praticamente

se cancelarem, e o pseudopotencial pode ser tratado como uma perturbação, explicando

o motivo de a teoria de elétrons quase livres ser bem sucedida em alguns casos.

É importante ressaltar também que existem diversas maneiras de se definir V R, de

modo que Ĥ + V̂ R possua os mesmos autovalores de energia que Ĥ para os elétrons de

valência.



APÊNDICE B – PROJECTOR AUGMENTED WAVE -PAW (MAIS INFORMAÇÕES)

B.1 INTRODUÇÃO

Este apêndice é uma continuação direta da discussão referente ao método PAW, tra-

tado na seção 2.3, onde foram vistas as definições iniciais sobre o método até chegar nas

equações de Kohn-Sham para as pseudofunções de onda. Este apêndice inicia-se com

a descrição matemática para a obtenção do Hamiltoniano transformado. Posteriormente

serão feitas suposições das formas das funções de onda parciais e as pseudofunções de

onda parciais necessárias para resolver problemas de estrutura eletrônica. Este apêndice

também mostra em detalhes como as forças que atuam sobre o sistema são obtidas no

método PAW.

B.1.1 O Hamiltoniano

Para resolver (2.125) é necessário saber a forma do Hamiltoniano transformado.

Para isto, utiliza-se a relação:
δE

δψ̃∗n(~r)
= fn

ˆ̃Hψ̃n(~r). (B.1)

A derivada é dada por:

δE

δψ̃∗n(~r)
=

δ

δψ̃∗n(~r)

(
Ts[ψ̃n] + Exc[ρ̃] + UH

[
ρ̃+

∑
R

Z̃R
]

+ ∆ER[{DR
i,j}]
)

=
δTs[ψ̃n]

δψ̃∗n(~r)
+

∫ [
δExc[ρ̃]

δρ̃(~r′)
+
δUH [ρ̃]

δρ̃(~r′)

]
δρ̃(~r′)

δψ̃∗n(~r)
d3r′+

+
∑
R,i,j

[ ∫
δUH

[
ρ̃+

∑
R Z̃

R
]

δZ̃R(~r′)

δZ̃R(~r′)

δDR
i,j

d3r′ +
δ4ER

δDR
i,j

]
δDR

i,j

δψ̃∗n(~r)
.

(B.2)

Define-se os potenciais:

vxc[ρ](~r) =
δExc[ρ]

δρ(~r)
;

uH [ρ](~r) =
δUH [ρ]

δρ(~r)
=

∫
ρ(~r′)

|r = r′|
d3r′,

(B.3)
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com isso, a equação (B.2) se torna:

δE

δψ̃∗n(~r)
=− fn

∇2

2
ψ̃n(~r) +

∫ [
vxc[ρ̃](~r′) + uH [ρ̃](~r′)

]
fnδ(~r − ~r′)ψ̃n(~r′)d3r′+

+
∑
R,i,j

[ ∫
uH
[
ρ̃+

∑
R

Z̃R
]
(~r′)

∑
l,m

4R
l,m,i,j g̃

R
l,m(~r′)d3r′ +

δ4ER

δDR
i,j

]
fnp̃

R
i (~r)PR

n,j.

(B.4)

Comparando (B.1) com (B.4), encontra-se o Hamiltoniano transformado:

ˆ̃H = −1

2
∇2 + uH [ρ̃+

∑
R

Z̃R] + vxc[ρ̃] +
∑
R,i,j

|p̃Ri
〉
4HR

i,j

〈
p̃Rj |, (B.5)

onde:

4HR
i,j =

∑
l,m

4R
l,m,i,j

∫
uH
[
ρ̃+

∑
R

Z̃R
]
(~r′)g̃Rl,m(~r′)d3r′ +

δ4ER

δDR
i,j

=

=
∑
l,m

4R
l,m,i,j

∫
uH
[
ρ̃+

∑
R

Z̃R
]
(~r′)g̃Rl,m(~r′)d3r′ +4TRi,j +4CR

i,j+

+2
∑
k,l

4CR
i,j,k,pD

R
k,p +

δ4Exc
δDR

i,j

.

(B.6)

B.1.2 Forças

Para calcular a força que atua sobre o núcleo a, utiliza-se a relação:

~F a = − dE

d~Ra
, (B.7)

onde a energia total pode ser escrita como:

E =
∑
n

fn
〈
ψn
∣∣Ĥ∣∣ψn〉 =

∑
n

fn
〈
ψ̃n
∣∣T̂ †ĤT̂ ∣∣ψ̃n〉 =

∑
n

εnfn
〈
ψ̃n
∣∣Ŝ∣∣ψ̃n〉. (B.8)

Como a energia E depende das funções
〈
ψ̃n
∣∣ e
∣∣ψ̃n〉, a derivada em função de ~Ra é dada

por:

− dE

d~Ra
=− ∂E

∂ ~Ra
−
∑
n

[
∂E

∂
∣∣ψ̃n〉 ∂

∣∣ψ̃n〉
∂ ~Ra

+
∂E

∂
〈
ψ̃n
∣∣ ∂
〈
ψ̃n
∣∣

∂ ~Ra

]
=

=− ∂E

∂ ~Ra
−
∑
n

fnεn

[〈
ψ̃n
∣∣Ŝ∣∣d∣∣ψ̃n〉

d~Ra
+
d
〈
ψ̃n
∣∣

d~Ra

∣∣Ŝ∣∣ψ̃n〉]. (B.9)
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Agora, é possível explorar a ortogonalidade das funções de onda PS para fazer uma sim-

plificação. Escreve-se: 〈
ψ̃n
∣∣Ŝ∣∣ψ̃n〉 = 1;

d

d~Ra

〈
ψ̃n
∣∣Ŝ∣∣ψ̃n〉 = 0 =

〈
ψ̃n
∣∣Ŝ∣∣d∣∣ψ̃n〉

d~Ra
+
d
〈
ψ̃n
∣∣

d~Ra

∣∣Ŝ∣∣ψ̃n〉+
〈
ψ̃n
∣∣ dŜ
d~Ra

∣∣ψ̃n〉, (B.10)

então, substituindo (B.10) em (B.9), obtêm-se:

~F a = − ∂E

∂ ~Ra
+
∑
n

fnεn
〈
ψ̃n
∣∣ dŜ
d~Ra

∣∣ψ̃n〉, (B.11)

onde:
dŜ

d~Ra
=
∑
i,j

∆Sai,j

[∣∣p̃a∗n,i〉〈 dp̃aj
d~Ra

∣∣+
∣∣ dp̃ai
d~Ra

〉〈
p̃an,j
∣∣], (B.12)

com ∆Sai,j =
√

4π∆a
0,0,i,j . A derivada parcial da energia é, no caso das aproximações mais

usadas, escrita como:

∂E

∂ ~Ra
=

∫
δE

δρ̃(~r′)

∂ρ̃(~r′)

∂ ~Ra
d3r′ +

∑
i,j

∂E

∂Da
i,j

Da
i,j

∂ ~Ra
+
∑
l,m

∫
δE

δg̃al,m(~r′)

∂g̃al,m(~r′)

∂ ~Ra
d3r′ =

=

∫
ṽeff (~r′)

∂ρ̃ac(~r
′)

∂ ~Ra
d3r′ +

∑
i,j

∆Ha
i,j

∂Da
i,j

∂ ~Ra
+
∑
l,m

∫
uH(~r′)Ql,m

∂g̃al,m(~r′)

∂ ~Ra
d3r′,

(B.13)

e a força é dada por:

~F a = −
∫ [

ṽeff (~r′)
∂ρ̃ac(~r

′)

∂ ~Ra
+
∑
l,m

uH(~r′)Ql,m

∂g̃al,m(~r′)

∂ ~Ra

]
d3r′−

−
∑
n,i,j

fn
[
∆Ha

i,j − εn∆Sai,j
][
P a∗
n,i

〈 dp̃aj
d~Ra

∣∣ψ̃n〉+
〈
ψ̃n
∣∣ dp̃ai
d~Ra

〉
P a
n,j

]
.

(B.14)

B.1.3 Ondas Parciais AE e Ondas Parciais PS

Para resolver problemas de estrutura eletrônica, é necessário primeiramente encon-

trar uma base para a descrição das ondas parciais AE φRi (~r) e uma base para a descrição

da onda parcial PS φ̃Ri (~r). Várias opções são possíveis, e será abordado aqui o método

descrito por Kresse (KRESSE; JOUBERT, 1999), (KRESSE; HAFNER, 1994). Primeiro, é

necessário lembrar que, no interior de uma certa região aumentada ΩR:

φRi (~r)

∣∣∣∣
~R

= φ̃Ri (~r)

∣∣∣∣
~R

, (B.15)
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e, utilizando o método de separação de variáveis:

φRi (~r) =
φRn,l(r)

r
Y R
l,m(θ, φ);

φ̃Ri (~r) =
φ̃Rn,l(r)

r
Y R
l,m(θ, φ),

(B.16)

onde a parte radial é obtida pela equação de Schrödinger radial:[
− ~2

2m

d2

dr2
+

~2

2m

(2l + 1)

r2
+ V̂ (r)− εn

]
φRn.l(r), (B.17)

onde:

V̂ (r) = − zR

|~r − ~R|
+

∫
ρ(~r′)

|~r − ~r′|
d3r′ + uxc[ρ]. (B.18)

Geralmente, escolhe-se os valores de l como sendo 0 e 1 (ou 0, 1 e 2 para metais alcalinos

pesados, metais alcalinos terrosos e elementos d), e para cada l escolhe-se duas energias

de referência, com uma delas sempre sendo a energia de um orbital de valência.

Uma onda parcial PS pode ser escrita como uma combinação linear de funções de

Bessel:

φ̃Rn,l(~r) =
2∑
i=1

αirjl(qir). (B.19)

Para que esta equação seja contínua e diferenciável em ~R são necessárias duas funções

de Bessel jl(qir).

Para obter a função de projeção p̃Ri (~r) escreve-se:

p̃Ri (~r) =
p̃Rn,l(r)

r
Y R
n,l(θ, φ), (B.20)

e a parte radial é dada por:

p̃Rn,l(r) =

[
− ~2

2m

d2

dr2
+

~2

2m

(2l + 1)

r2
+

˜̂
V (r)− εn

]
φ̃Rn,l(~R); (B.21)

com:
˜̂
V (r) = − zR

|~r − ~R|
+

∫
ρ̃(~r′)

|~r − ~r′|
d3r′ + uxc[ρ̃]. (B.22)

Ainda é necessário assegurar que o operador de projeção satisfaça a propriedade de or-

togonalidade
〈
p̃Ri
∣∣φ̃Rj 〉 = δ(i − j). Para isso, utiliza-se um método numérico baseado no

procedimento de Gram-Schmidt. Primeiramente, redefine-se
∣∣p̃Ri 〉:

∣∣p̃Ri 〉 =
∣∣p̃Ri 〉− i−1∑

j

〈
φ̃Rj
∣∣p̃Ri 〉∣∣p̃Rj 〉, (B.23)
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e, com o novo valor de
∣∣p̃Ri 〉, redefine-se

∣∣φRi 〉 e
∣∣φ̃Ri 〉:

∣∣φRi 〉 =
∣∣φRi 〉− i−1∑

j

〈
p̃Rj
∣∣φ̃Ri 〉∣∣φRj 〉;

∣∣φ̃Ri 〉 =
∣∣φ̃Ri 〉− i−1∑

j

〈
p̃Rj
∣∣φ̃Ri 〉∣∣φ̃Rj 〉.

(B.24)

Para garantir a unidade, escreve-se:

∣∣p̃Ri 〉 =

∣∣p̃Ri 〉c〈
p̃Ri
∣∣φ̃Ri 〉 ;

∣∣φ̃Ri 〉 =

∣∣φ̃Ri 〉
c

;∣∣φRi 〉 =

∣∣φRi 〉
c

,

(B.25)

onde c é colocado para evitar problemas numéricos. Depois que o procedimento estiver

pronto para uma dada projeção
∣∣p̃Ri 〉, passa-se para

∣∣p̃Ri+1

〉
e assim por diante.

B.1.4 Densidades de Caroço

A densidade de caroço ρRc (~r) é obtida por:

ρRc (~r) =
∑
n,l,m

fn|φRn,l(r)|2|Y R
l,m(θ, φ)|2, (B.26)

no entanto, todos os níveis m estão ocupados para cada l. Assim, pode-se utilizar a

relação: ∑
m

|Y R
l,m|2(θ, φ) =

2l + 1

4π
, (B.27)

e fn = 2 devido ao spin, obtêm-se:

ρRc (~r) =
∑
n,l

2
(2l + 1)

4π
|φRn,l(r)|2, (B.28)

onde os estados φRn,l(r) podem ser obtidos através da equação de Dirac apresentado na

seção 2.4.

A densidade de caroço ρ̃Rc (~r) pode ser resolvida da mesma maneira que para a

onda parcial PS, escrevendo como uma combinação linear de funções de Bessel, com a

propriedade de que estas densidades sejam iguais fora da região aumentada.
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B.1.5 Termo de Correção

Falta ainda determinar a componente do termo de correção
∑

R Z̃
R(~r), lembrando

que:
Z̃R(~r) =

∑
l,m

QR
l,mg̃

R
l,m(~r);

QR
l,m =

∫
rlYl,m

[
ρR(~r)− ρ̃R(~r) + ZR(~r)

]
d3r;

δ(l − l′)δ(m−m′) =

∫
rlYl,mg̃

R
l,m(~r)d3r.

(B.29)

O termo g̃Rl,m(~r) foi definido como:

g̃Rl,m(~r) = g̃Rl,m(r)Y R
l,m, (B.30)

e pode-se escrever a parte radial em termos das funções de Bessel:

g̃Rl,m(r) =
2∑
i=1

αlijl(q
l
ir), (B.31)

onde os termos αli e αli são escolhidos para que a função seja zero fora da região aumen-

tada.


