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RESUMO

ALGEBRAS DE HOPF TRANCADAS NA CATEGORIA DOS MODULOS
DE YETTER-DRINFELD

AUTOR: Félix Afonso De Afonso
ORIENTADORA: Daiana Aparecida da Silva Fléres
COORIENTADORA: Saradia Sturza Della Flora

Certas algebras de Hopf trangcadas na categoria dos médulos de Yetter-Drinfeld desempe-
nham papel importante na classificacdo de algebras de Hopf pontuadas. Nosso principal
objetivo neste trabalho sera caracterizar algebras de Hopf trangcadas na categoria dos mo-
dulos de Yetter-Drinfeld. Mais precisamente, provaremos que estas estdo em correspon-
déncia com certas algebras de Hopf ordinarias.

Palavras-chave: Algebras de Hopf. Médulos de Yetter-Drinfeld. Biproduto de Radford.



ABSTRACT

BRAIDED HOPF ALGEBRAS IN THE YETTER-DRINFELD
MODULES CATEGORY

AUTHOR: Félix Afonso De Afonso
ADVISOR: Daiana Aparecida da Silva Fléres
CO-ADVISOR: Saradia Sturza Della Flora

Some Hopf algebras braided in the Yetter-Drinfeld modules category have an important
role in the classification of pointed Hopf algebras. Our main goal in this work will be to
characterize braided Hopf algebras in Yetter-Drinfeld modules category. More precisely, we
will prove that these are in correspondence with certain ordinary Hopf algebras.

Keywords: Hopf algebras. Yetter-Drinfeld modules. Radford Biproduct.
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1 Introducao

O primeiro exemplo de algebra de Hopf surgiu em topologia algébrica nos estudos
de Heinz Hopf em 1941 (HOPF, 1941). Porém, seu estudo ganhou relevancia apenas na
década de oitenta quando foi estabelecida uma conexao desta com a mecanica quantica
(DRINFELD, 1986). Em (ANDRUSKIEWITSCH; SCHNEIDER, 1998) Andruskiewitsch
e Schneider desenvolveram um método de classificagao para as algebras de Hopf pontuadas
de dimensao finita, chamado método do levantamento. Este método consiste basicamente
do seguinte: dada uma algebra de Hopf pontuada H de dimensao finita com coradical
Hy = KG, onde G é um grupo abeliano, podemos decompor sua algebra de Hopf graduada
associada como o produto smash gr(H) ~ R#KG, onde R é uma algebra de Hopf trangada
na categoria dos moédulos de Yetter-Drinfeld de KG. A subdlgebra de R gerada por
seus elementos primitivos V' := P(R) é uma &lgebra de Nichols B(V'). A classifica¢ao é

realizada em trés passos:

(1) mostrar que R = B(V);
(2) determinar a estrutura de B(V);

(3) determinar todas as élgebras de Hopf H tais que gr(H) ~ B(V)#KG.

O objetivo inicial desta dissertacao era estudar este método, porém para compreender
cada uma destes passos seria necessario estudar diversos conceitos e resultados, o que nao
seria possivel no tempo que dispinhamos. Desta maneira, optamos por compreender e
aprofundar o estudo da categoria dos médulos de Yetter-Drinfeld, o que é parte de um

destes passos.

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira. No primeiro capitulo apre-
sentamos as defini¢oes e resultados classicos a cerca de algebras de Hopf, médulos e
comoédulos. Nosso principal objetivo no segundo capitulo é provar que a categoria dos
modulos de Yetter-Drinfeld é monoidal trancada rigida, para tanto nas duas primeiras se-
¢oes introduzimos nogoes basicas de categorias e categorias monoidais trancadas rigidas.
O terceiro capitulo é dedicado a caracterizar algebras de Hopf trancadas na categoria dos
moédulos de Yetter-Drinfeld. Mais especificamente, mostrar que toda a algebra de Hopf
trancada esta associada a uma algebra de Hopf ordinaria, e reciprocamente que dada uma
algebra de Hopf ordinaria munida de homomorfismos de algebras de Hopf apropriados esta

associada uma algebra de Hopf trancada nesta categoria.

Neste trabalho K denotara um corpo; todos os espagos vetoriais e produtos tenso-

riais sao sobre K. A composi¢do entre morfismos serd denotada pela concatenacao.
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2 Pré-Requisitos

Neste capitulo apresentamos uma das estruturas fundamentais para este traba-
lho, as algebras de Hopf. Comecaremos com alguns pré-requisitos para compreender
essa estrutura e no decorrer da se¢ao também apresentaremos as definicoes de modulos e
comoédulos, bem como algumas propriedades e resultados que serao necessarias para com-
preender a categoria dos médulos de Yetter-Drinfeld e o biproduto de Radford. Muitos
destes resultados podem ser encontrados em (RADFORD, 2012), (DASCALESCUS; RAI-
ANU; NASTASESCUS, 2001), (PINTER, 2013), (HUNGERFORD, 2000), (MONTGGO-
MERY, 1992) e (HOFFMAN; KUNZE, 2015).

2.1 Algebras de Hopf

Uma algebra de Hopf é um espago vetorial com estrutura tanto de adlgebra quanto
de coalgebra satisfazendo uma condi¢ao adequada de compatibilidade entre estas estru-

turas. Nesta secao apresentaremos tal definicdo de maneira precisa.

Definigao 2.1.1. Uma K-dlgebra é uma terna (A,m,u), onde A um espago vetorial,

m:ARA— Aeu:K— A sdo transformacoes lineares tais que os sequintes diagramas

comutam:
AQAQ A1 _AgA Ao A
u®Id IdA®u
m®Ida m
KA m ARK
AR A p A
A.

A aplicagdo m é chamada de multiplicacdo e a comutatividade do primeiro dia-
grama ¢ chamada de associatividade. J& a transformacao linear v é chamada de unidade.
Para simplificar a escrita, escreveremos A é uma algebra ao invés de (A, m,u) é uma
K-algebra.

Exemplo 2.1.2. O corpo K é uma algebra com as operagoes usuais.

Exemplo 2.1.3. Denote por M, .,(K) o conjunto das matrizes n x n com entradas em
K. Este tem uma estrutura de algebra com a multiplicacdo usual de matrizes e unidade

dada pela aplicacao que associa 1x a matriz identidade.



Capitulo 2. Pré-Requisitos 12

Exemplo 2.1.4. Sejam (G, -) um grupo multiplicativo e KG o espago vetorial com base
{9 | ¢ € G}. Este tem uma estrutura de dlgebra com a multiplicacdo induzida pela
multiplicacdo de G, isto é, m(g ® h) = gh, para todo g,h € G e unidade dada por
u(lg) = 1.

Exemplo 2.1.5. Seja (A, m,u) uma dlgebra, definimos m® = mor, onde 7(a®b) = bRa,
para todo a,b € A. Entao, (A,m°, u) é uma algebra, denotada por A% e chamada de

algebra oposta de A.

Exemplo 2.1.6. Sejam A e B algebras. Entdao A ® B tem uma estrutura de algebra
com multiplicacdo magp = (ma @ mp)(Ida @ 7 ® Idg), onde 7(a ® b) = b ® a, isto é,
(a®b)(d @) = ad @ bb, para quaisquer a,a’ € A e bt € B. Claramente 1, ® 1 é

unidade desta algebra.

Exemplo 2.1.7. Sejam n € N, n > 2 e ¢ uma raiz n-ésima da unidade. Considere a

algebra T, gerada por g e z, com as seguintes relagoes
9" =1, z" =0, rg = qgz.
Esta algebra é chamada dlgebra de Taft.

Defini¢ao 2.1.8. Sejam (A,ma,ua), (B, mp,up) dlgebras. Uma transformagdo linear

f:A— B é um homomorfismo de dlgebras se os sequintes diagramas comutam:

ApA—T%  _peB A B
ma me uA up
A ; B K.

Defini¢ao 2.1.9. Uma K-codlgebra é uma terna (C,A,e) onde C' um espago vetorial,

A:C—=Cx®C ee:C — K sao transformagoes lineares tais que os sequintes diagramas

comutam:
A
C CxC
A Idc®A

Ko C A C®K
CRC——CC0xC

ARIdc e®lIdc Idc®e

CeC.
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Usualmente chamamos A de comultiplicagdao e a comutativdade do primeiro dia-
grama de coassociatividade. Ja a aplicacao € é chamada de counidade. Para simplificar

a escrita, escreveremos C' é uma coalgebra ao invés de (C, A, ¢) é uma K-coélgebra.

Como A(C) € C ® C temos duas maneiras possiveis de reaplicar a funcao A, a
saber, A® Id e Id ® A, a comutatividade do primeiro diagrama diz que estas coincidem.
A pergunta que surge é se esta igualdade continua valendo a medida que continuamos
aplicando A. Em outras palavras, se vale a coassociatividade generalizada. A proposi¢ao

seguinte responde afirmativamente a esta pergunta.

Proposigao 2.1.10. ((DASCALESCUS; RAIANU; NASTASESCUS, 2001), Proposigao
1.1.7) Seja C' uma codlgebra. Entao, para todon>2e0<p<n—1, A, =[PP R3AR
Id"17P)oA,, 1, onde A, € definido recursivamente por Ay = A e A, = (AQId"1)oA,, ;.

Seja (C, A, e) uma codlgebra, para qualquer ¢ € C' temos que A(c) = i ci1 @ ¢a.
A notagao de Sweedler (ou notagao sigma) suprime os indices "i"e nos permzizé escrever
A(c) = > 1 ® cg. Neste trabalho utilizaremos uma variagdo da notagao de Sweedler,
na qual omitiremos também o simbolo de somatério ")>"e escreveremos simplesmente
A(c) = ¢; ® ca. A comutatividade do primeiro diagrama da defini¢ao anterior pode ser

reescrita na forma
A2(0) =1 ®C Qo9 =11 QCla®cCy =1 ®Cy Cs,

para todo ¢ € C. Pela Proposicao [2.1.10| segue que A, (¢c) = ¢1 ® ¢a ® -+ - ® ¢,, para todo
ceC.

Exemplo 2.1.11. O corpo K tem uma estrutura de codlgebra dada por A(lkx) = 1x ® 1k

(§ 6(1K) = 1K

Seja (A, m, u) uma algebra de dimensao finita. Entao, como A é um espago vetorial,
denotamos por A* o dual de A. Vejamos que A* tem uma estrutura natural de codlgebra.

Para tanto, precisamos lembrar do seguinte resultado.

Lema 2.1.12. (DASCALESCUS; RAIANU; NASTASESCUS, 2001), Lema 1.3.2) Sejam
V e W espagos vetoriais e 1 : V*QW* — (VQW)* dada por (f@g)(vew) = f(v)g(w),
para todo f,g e V*, veV ew e W. Entdao, b € uma transformagao linear injetora. Se,

além disso, W tem dimensao finita entao ¢ é sobrejetora.

Considere Ay« = ¢~'m%, onde m% : A* — (A ® A)* é a transposta de m, e
ea» = nuly, onde n : K* — K ¢é o isomorfismo candnico. Assim, (A*, Ag«,e4+) é uma
codlgebra ((DASCALESCUS; RAIANU; NASTASESCUS, 2001), Proposicao 1.3.6). E
facil verificar que Ax«(f) = fi1 ® fa se e somente se f(ab) = fi(a)f2(b), para quaisquer
a,be A
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Exemplo 2.1.13. Seja (G, ) um grupo multiplicativo. Entao KG tem uma estrutura
de codlgebra com a comultiplicagdo dada por A(g) = g ® g, para todo g € G e counidade
dada por (g) = 1k.

Exemplo 2.1.14. Seja £;; a matriz cuja entrada 75 ¢ igual a 1 e as demais todas sao
nulas. Sabemos que {E;; | 1 <i,j < n} é uma base de M, «,(K). Definimos as aplicacoes
n 1, sei=y _
A(Ey) =Y Ep® By ec(Eij) =06, = . Entao (M, x,(K), A, €) tem uma
p=1 0, sei#£j
estrutura de coalgebra denominada codlgebra das matrizes.
Exemplo 2.1.15. Seja (C, A, ) uma coélgebra, definimos A“? = 7oA. Entao (C, A“P, ¢)

é uma coalgebra, denotada por C“’ e chamada de coalgebra oposta de C.

Exemplo 2.1.16. Sejam C' e D codlgebras. Entao C'® D tem uma estrutura de codlgebra

com comultiplicagdo Acep = (Ide @ T ® Idp)(Ac ® Ap) e counidade ecgp = ¢ ® ep.
Exemplo 2.1.17. A algebra de Taft tem estrutura de codlgebra dada por:
Alg) =g9®g, e(g) = 1k, Alx)=goz+z®1, e(z) = 0.

Definigao 2.1.18. Sejam (C,Ac,ec), (D, Ap,ep) codlgebras. Uma transformagao linear

g:C — D é um homomorfismo de codlgebras se os sequintes diagramas comutam:

C g D C g D
Ao Ap co c
CeC D® D K.

gRg

A comutatividade do primeiro diagrama pode ser reescrita na forma g(c); ®g(c)s =
g(c1) @ g(ca).

Definicao 2.1.19. Seja C' uma codlgebra. Um subespaco vetorial D de C' € uma subcodl-
gebra se A(D) C D® D.

Definicao 2.1.20. Seja C' uma codlgebra. Um subespago vetorial I de C' é:
(i) um coideal a esquerda se A(I) CC® I;
(ii) um coideal a direita se A(1) C I ® C;

(iii) um coideal se A{U)CIRC+C®I ee(l)=0.
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O seguinte teorema nos permite compreender que uma coalgebra é uma uniao de
subcodlgebras de dimensao finita, sendo assim, muitas questoes que envolvem codlgebras
se tornam questoes sobre codlgebras de dimensao finita. Esta é uma das grandes vantagens
das codlgebras em relacao as algebras, por isso este teorema é conhecido como Teorema

fundamental das Coalgebras.

Teorema 2.1.21. ((DASCALESCUS; RAIANU; NASTASESCUS, 2001), Teorema 2.1.7)

Todo elemento de uma codlgebra C' estd contido em uma subcodlgebra de dimensao finita.

As algebras de grupo e e as algebras de Taft sao exemplos de espagos vetoriais que
tem tanto estrutura de algebra quanto de codlgebra. A proxima proposicao nos fornecera

uma condicao para relacionar essas estruturas.

Proposicao 2.1.22. ((DASCALESCUS; RAIANU; NASTASESCUS, 2001), Proposigao
4.1.1) Seja (B,m,u,A,¢e), onde (B,m,u) é uma dlgebra e (B,A,e) é uma codlgebra.

Entao, as sequintes condicoes sao equivalentes:

(i) As transformagoes lineares m e u sao homomorfismos de codlgebras;

(ii) As transformagoes lineares A e € sao homomorfismos de dlgebras.

Note que, as aplicagoes A e € sao homomorfismos de dlgebras se e somente se
A(gh) = gi1h1 ® gaho, A(1p) = 1p ® 1p, e(gh) = e(g)e(h) e e(15) = 1k.

Defini¢ao 2.1.23. Uma K-bidlgebra é uma quintupla (H,m,u,A, &) onde (H,m,u) é

uma dlgebra, (H, A, &) é uma codlgebra e A e € sao homomorfismos de dlgebras.

Para simplificar a escrita escreveremos H é uma bidlgebra ao invés de (H, m, u, A, ¢)

¢ uma K—bialgebra.
Exemplo 2.1.24. Claramente a algebra de grupo é uma bialgebra.

Exemplo 2.1.25. A élgebra de Taft é um outro exemplo de bidlgebra. Para a de-
monstracao desta afirmacao é necessario introduzir alguns conceitos como algebra livre,
algebra representada por geradores e relagoes. Como esta demonstracao foge do escopo

deste trabalho iremos omiti-la. Para mais detalhes sobre esta demonstracao consultar
(TAFT, 1971).

E importante observar que nem todo conjunto que admite uma estrutura de algebra
e de coalgebra é uma bialgebra. As algebras simples de dimensdo n > 2 nao possuem
estrutura de coalgebra compativel com a estrutura de algebra ja existente. Por exemplo,
nao existe nenhuma estrutura de codlgebra sobre M, ., (K), n > 2, compativel com a

estrutura usual de algebra. De fato, suponha que isto ocorra. Entao a counidade, ¢ :
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M wn(K) — K, é um homomorfismo de dlgebras. Assim temos que o Ker(e) é um ideal
bilateral e consequentemente Ker(e) = {0} ou Ker(e) = M,(K). Se Ker(e) = {0} entdo
e ¢ injetora, o que é uma contradigdo. Por outro lado, se Ker(e) = M,x,(K) entdo

Im(e) = {0}, o que é uma contradigao, pois (1) = 1.

Definicao 2.1.26. Sejam H e L bidlgebras. Uma transformacao linear f : H — L é um
homomorfismo de bidlgebras se for simultaneamente um homomorfismo de dlgebras e de

codlgebras.

Definicao 2.1.27. Seja H uma bidlgebra. Um subconjunto H' de H é uma sub-bidlgebra

de H se é simultaneamente uma subdlgebra e uma subcodlgebra.

Sejam C' uma coélgebra e A uma algebra, denotaremos por Hom(C, A) o conjunto
de todas as transformagoes lineares de C' em A. Para definirmos uma &lgebra de Hopf,

primeiramente precisamos munir Hom(C, A) de uma estrutura de algebra. Sejam f, g €

Hom(C, A) definimos

(f % 9)(c) = (ma)(f ® g)(Alc)) = fler)g(c2),

para todo ¢ € C'. A multiplicagao assim definida é associativa, pois

((f *g)* h)(c) = (f * g)(c1)h(c2) = flen)g(crz)h(ca)
= f(c1)g(ca)h(cs) = fler)(g* h)(ca)
= (f*(g*n))(c),
para todo ¢ € C. Assim, (f *g) xh = f * (g % h), para quaisquer f,g,h € Hom(C, A).

Além disso, esta é uma algebra com unidade ue. De fato, para quaisquer f € Hom/(C, A)

e ¢ € C temos que
(f * (ue))(c) = fler)(ue)(c2) = fler)u(e(cz))
= f(e1)e(e2)la = flare(c2))la = f(c),

consequentemente fx*(ue) = f. De forma andloga temos que (ue)* f = f. A multiplicagao
assim definida é chamada de produto convolugio e Hom(C, A) é chamada de dlgebra de

convolucao.

Sejam A uma algebra e 7w : C' — D um homomorfismo de coalgebras. Entao,
7 Hom(D,A) — Hom(C, A), (2.1)

dada por 7*(f) = f om, para todo f € Hom(D, A), é um homomorfismo de algebras. De
fato, para quaisquer f,g € Hom(D,A) e c € C,

(m*(f *+ 9)(c) = (f x g)(m(c)) = f(m(c))g(m(c)2) = f(m(er))g(m(ca))
= (7 (f)(e)) (T (g)(c2)) = (7"(f) * 7" (9))(c).



Capitulo 2. Pré-Requisitos 17

Analogamente, se C' é uma coalgebra e ¢ : A — B é um homomorfismo de algebras
entdo ¢, : Hom(C, A) — Hom(C, B) dada por ¢.(f) = ¢ o f, para todo f € Hom(C, A)

é¢ um homomorfismos de algebras.

Proposicao 2.1.28. Sejam H uma bidlgebra e A uma dlgebra. Suponha que f € Hom(H, A)

possui inversa convolutiva f=1.

(i) Se f é um homomorfismos de dlgebras entdo f~' : H — AP é um homomorfismo

de algebras.

(ii) Se f : H — A% ¢ um homomorfismo de dlgebras entdao f~' : H — A é um

homomorfismo de dlgebras.

Demonstragio. Faremos a prova de (i), a prova de (ii) é andloga. Pela Proposicao 2.1.22
temos que my : H ® H — H é um homomorfismo de codlgebras. Por (2.1) segue que
mi(f71) é inversa de mi(f) na algebra de convolugao Hom(H ® H, A). Considere a
aplicagdo ¢ : H ® H — A dada por ¢(g ® h) = f~'(h)f~'(g), para todo, g,h € H.

Mostremos que ¢ também é inversa a esquerda para mj;(f). De fato,

(@ *my (f))g®h)=d((g@h))my(f)((g® h)2) = d(g1 & hi)my(f)(g2 @ ha)
= [T () fH(90) f(g2h2) = f7H(ha) f(h2) f ™ (1) £ (g2)
= (fTHx O )g) = ue(h)ue(g) = e(h)e(g)u(1x)
= enen(g ® h)u(lk) = uenen(g ® h).

]

Omitiremos a demonstragao do préoximo resultado, pois esta é analoga a da pro-

posicao anterior.

Proposicao 2.1.29. Sejam H uma bidlgebra e C' uma codlgebra. Suponha que f €

Hom(C, H) possui inversa convolutiva f~!.

(i) Se f é um homomorfismo de codlgebras entdo f~: C' — HP é um homomorfismo

de codlgebras.

(ii) Se f : C — HP ¢ um homomorfismo de codlgebras entio f~' : C — H é um

homomorfismo de codlgebras.

Agora seja H uma bidlgebra, denotaremos por H¢ o espaco vetorial H com es-
trutura de codlgebra e por H” o espaco vetorial H com estrutura de algebra. Entao
Hom(HY, H*) tem uma estrutura de algebra com a multiplicacio dada pelo produto

convolucao e unidade dada por ue.



Capitulo 2. Pré-Requisitos 18

Definicao 2.1.30. Seja H uma bidlgebra. Uma transformacao linear S : H — H ¢€

chamada de antipoda de H se satisfaz a comutatividade do sequinte diagrama

SRIdy

H® H HeH
Ay my
H A K el H
HoH as HoH.

Em outras palavras, S é a inversa da aplicacao identidade com relagdo ao produto

convolugao em Hom(H®, HA).

Observagao 2.1.31. (i) A antipoda S € inica uma vez que esta é a inversa da iden-

tidade em relagdo ao produto convolugio em Hom(HC, H?).

(ii) Como a antipoda S € a inversa da identidade com relagio ao produto convolugao,
isto é, S x Id = Id xS = ue, temos que S(hy)hy = h1S(hy) = (h)1, para todo
heH.

Exemplo 2.1.32. A transformacio linear S : KG — KG dada por S(g) = ¢! é a
antfpoda em KG pois, ue(g) = u(lx) = lg = g9~' = Idxa(9)S(9) = (Idxe * S)(9).

Analogamente mostra-se que (S * Idgg) = ue.
n—1

Exemplo 2.1.33. Considere a transformagao linear S : Tq — Tq dada por S(g) =g
e S(z) = —¢g" 'x. Entao, S é a antipoda da dlgebra de Taft.De fato,

(Idrg * S)(g) = Idre(9)S(9) = 99" ' = ¢" = 1 = ue(yg),

e ainda,

(Idpg* S)(x) = Ldry®S)(g@r+2®1)
= (Idry ® S)(g @ x) + (Idp, @ S)(z @ 1)

= ldrq(9)S(x) + Idry()S(1)

=g(—g" Nr+2l=—g"v+2x

=—x+x=0=ue(x).

Analogamente mostra-se que (S * Idp,) = ue.

Definicao 2.1.34. Uma bidlgebra H que possui uma antipoda é chamada uma dlgebra de
Hopf.
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Desta forma concluimos que a algebra de grupo e a algebra de Taft sao exem-
plos de &lgebras de Hopf. Para mais exemplos de algebras de Hopf ver Secao 4.3 em
(DASCALESCUS; RATIANU; NASTASESCUS, 2001).

Proposicao 2.1.35. Sejam H, L dlgebras de Hopf e f : H — L um homomorfismo de
bialgebras. Entao, Spf = fSu.

Demonstragio. Considere a algebra Hom(H, L) com o produto convolugdo. Uma vez que
f é um homomorfismo de bidlgebras entao f € Hom(H, L), mostraremos que Sy f e fSy
sao os inversos a esquerda e a direita de f, respectivamente. Seja h € H, como f é um

homomorfismo de coalgebras temos que
(Sef* ) (h) = (SLf)(h) f(he) = Sp(f(h1))f(he) = eL(f(h))1L = uren(h).

Por outro lado, como f é um homomorfismo de algebras temos que

(f+fSu)(h) = f(h)(fSu)(ha) = [(h1)f(S(h2)) = f(lS(h2)) = fen(h)lu) = uren(h),

[]

Uma vez que todo homomorfismo de bidlgebras entre algebras de Hopf preserva a
antipoda entao um homomorfismo de dlgebras de Hopf é simplesmente um homomorfismo
de bidlgebras. Agora apresentaremos alguns resultados sobre a antipoda que utilizaremos

ao longo deste trabalho.

Proposicao 2.1.36. ((DASCALESCUS; RAIANU; NASTASESCUS, 2001), Proposigao
4.2.6) Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Entdo, para quaisquer g,h € H

(i) S(gh) = S(h)S(9);

(iii) A(S(h)) = S(ha) ® S(h1);

As propriedades (i) e (ii) dizem que S é um anti-homomorfismo de édlgebras e
as propriedades (iii) e (iv) dizem que S é um anti-homomorfismo de coalgebras. As
propriedades provadas para a antipoda podem ser demonstradas de modo geral para
qualquer elemento inversivel na algebra de convolucgao, isto serda provado na proposicao

seguinte.

E imediato verificar que se S é bijetiva entdo S~! satisfaz as mesmas propriedades

que S devido as Proposigoes 2.1.28 e 2.1.29.
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Proposicao 2.1.37. ((DASCALESCUS; RAIANU; NASTASESCUS, 2001), Proposi¢io
4.2.7) Seja H um dlgebra de Hopf com antipoda S. Entdo, as seguintes afirmagoes sao

equivalentes:

(i) S(ho)h1 = e(h)1y, para qualquer h € H;
(ii) haS(h1) =e(h)lg, para qualquer h € H;

(iii) S% = Idy.

2.2 Mobdulos e Comddulos

Nesta secao trataremos principalmente das noc¢oes modulos e comddulos. Consi-
deraremos exemplos e provaremos resultados que serdo necessarios na Secao 3.3, a qual é

dedicada ao estudo da categoria dos modulos de Yetter-Drinfeld.

Definig¢ao 2.2.1. Seja A uma dlgebra. Um A-mdédulo da esquerda é um par (M, u) onde
M € um espago vetorial e p: A Q@ M — M ¢é uma transformacao linear satisfazendo a

comutatividade dos sequintes diagramas:

AR Ag M4 Ao M AQ M a M
fdasn g uA®Idns =
Ao M . M K @ M.

De maneira analoga podemos definir um A-médulo a direita. Salvo mengao em
contrario consideraremos A-médulos a esquerda. Para simplificar escreveremos apenas M
é um A-moédulo ao invés de (M, ) é um A-médulo & esquerda. A transformagao linear p
é chamada de agao e escrevemos a - m ao invés de p(a ® m), para todo a € A e m € M.
A comutatividade do primeiro diagrama pode ser expressa por (ab) -m = a- (b-m), para
quaisquer a,b € A em € M. A comutatividade do segundo diagrama pode ser expressa

por 1-m = m, para todo m € M.

Exemplo 2.2.2. Seja H uma bidlgebra. Como ¢ ¢ homomorfismo de dlgebras entao K

¢ um H-modulo via h - 1x = £(h)1g, para todo h € H.

Exemplo 2.2.3. Sejam H uma bidlgebra e M, N H-médulos. Entdao, M ® N é um
H-médulo via h- (m ®n) = hy - m ® hy - n, para todom € M, n € N, h € H. De fato,
para quaisquer g,h € H, m € M en € N, temos:

hg-(m®@mn) = (hg)1-m® (hg)z-n = (hig) - m @ (haga) - 1

h-(gr-m®gs-n)=h-(g-(m&n)),
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pois A é multiplicativa. Além disso, 1y - (m®n) =1y -m® ly -n =m & n, para todo
meM,néeN.

Exemplo 2.2.4. Sejam H uma algebra de Hopf e M um H-mddulo de dimensao finita.
Entdo, M* tem uma estrutura de H-médulo via (h - f)(m) = f(S(h) - m), para todo
meM,he H, fe M*.

Claramente, (15 - f) = f, para todo f € M* e para quaisquer h,g € H, f € M*,

m € M temos que,
(- (g~ 1))m) = (g (S(H) -m) = 1(S(g) - (S(h) - m)
= f((S(g)S(h)) - m) = f(S(hg) - m) = (hg - f)(m).
Na peniltima igualdade usamos a Proposigao 2.1.36 (i). Portanto, h- (g - f) = (hg) - f.

Definigao 2.2.5. Sejam A uma dlgebra, (M, pyr) e (N, un) A-mddulos. Uma transfor-
magao linear f : M — N € um homomorfismo de A-mdédulos se o sequinte diagrama

comuta:

Idsf

A M A® N
M KN
M 7 N.

Exemplo 2.2.6. Sejam M, N e P H-mo6dulos, onde H é uma bidlgebra. A transformagcao
linear ayynp: MR(N®P) = (M®N)® P, dada por ay n p(m® (n®p)) = (m®@n)p,
para todom € M, n € N, p € P, é um homomorfismo de H-médulos. De fato,

apynph- (Mm@ (nep)=aunp(hi-m®hs - (nQp))
=aynp((hi-m® (hy-n® hs-p))
=(hi-m®hy-n)@hz-p=hy-(M@n)hy-p
=h-((m®n)@p) =h-aunrime® (ndp)),

para quaisquer h € H, m € M, n € N e p € P. Esta é a associatividade candnica e

denotaremos ajs y p apenas por a, sempre que for possivel.

Exemplo 2.2.7. Sejam M um H-moédulo, onde H é uma bidlgebra, [ : K® M — M
er: M®K — M transformacoes lineares dadas respectivamente por {(1x ® m) = m e
r(m ® 1lx) = m, para todo m € M. Tais aplica¢oes sao homomorfismos de H-médulos.

Faremos a demonstracao para [ e a prova para r é analoga. Para quaisquer h € H, m € M
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temos:

= l(]_]K X 6<h1)h2 s = (€(h1)h2) -m
=h-m=h-I(1xk ®m).

Exemplo 2.2.8. Sejam M um H-moédulo, onde H é uma &algebra de Hopf. Definimos
a transformagao linear ev : M* ® M — K por ev(f @ m) = f(m), para todo f € M*
em € M. Esta aplicagdo é chamada de avaliacdo. A avaliagdo é um homomorfismo de
H-moédulos. De fato,

ev(h-(f@m))=ev(hy-f®@hy-m)=(hy-f)(ha-m)= f(S(h1) - (hy-m))
= [((S(h1)hg) - m) = f(e(h) -m) = e(h)f (1 - m) = e(h) f(m)
=h-f(m)=h-ev(f @m),

para quaisquer m € M, he€ H, f € M*.

Exemplo 2.2.9. Seja M um espago vetorial de dimensao finita e {m!, ..., m"} uma base
de M com {f!,..., f*} base dual. Considere, além disso, que M é um H-mdédulo, onde
H é uma algebra de Hopf. Definimos a transformacao linear coev : K — M ® M* por

coev(lg) = 3 m* ® f*, chamada de coavaliacdo. Note que a coavaliacio independe da
k_

escolha da base. Sejam {w!,...,w"} uma outra base de M e {g',...,g"} sua respectiva
base dual. Primeiramente é importante lembrar que para quaisquer m € M e f € M*

temos que

m = Z fi(m)m’, (2.2)

=3 fd)f (23)
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A coavaliagdo é um homomorfismo de H-moédulos, pois para qualquer h € H

h - coev(1lk) = Zn:hl -mF @ hy - fF = zn:hl -m* ® zn:(}@ - fE) () f?
k=1

Jj=1

>
Il
—

Il
[M]=

hy - mF ® ifk(s(}b) 'mj)fj - i i hy .mF ® fk(S(hQ) . mj)fj

j=1k=1

i

1

I
M=

- (3 (S () - ymt) @ 7223 - (S(ha) - ) @

k=1

.
Il
—

n

(S(he)) - mi @ fi =3 c(hymd ® f1 = () md ® f9)

J=1 Jj=1

I
NE

<
Il
R

= e(h)coev(1x) = coev(e(h)1k) = coev(h - 1k).

Definigao 2.2.10. Seja C' uma codlgebra. Um C-comddulo a esquerda é um par (M, p)
onde M € um espago vetorial e p: M — C' @ M é uma transformacdo linear satisfazendo

a comutatividade dos sequintes diagramas:

M ? CoM M f ~CoM
p Ac®Idys ~ ec®ldy
COIM—FCRCM K& M.
Idc®p

De maneira andloga podemos definir um C-comédulo a direita. Neste trabalho

estaremos considerando C-comdédulo a esquerda, a menos que se diga o contrério.

A transformagao linear p é chamada de coagdo. Usualmente denotamos p(m) =
m_1 ® mg onde m_; € C' e myg € M, no caso dos C-comodulos a direita utilizamos a
notagdo p(m) = mo ® m; onde my € C e myp € M. A comutatividade do primeiro

diagrama relaciona a coagao e a comultiplicagdo da coalgebra C' e pode ser expressa por
m_11 @m_12 @My =m—_1 & Mmy—1 & Moy = M—_2 & M_1 & My,

ja a comutatividade do segundo diagrama relaciona a counidade € e a coagao, podendo

ser expressa por £(m_i)mgy = m.

Exemplo 2.2.11. Toda codlgebra C' é um C-comdédulo via A. Note que os diagramas

de C-comdédulo sao os mesmos da definicao de codlgebra, se substituirmos p por A.

Exemplo 2.2.12. Seja H uma bialgebra. O corpo K tem uma estrutura de H-comodulo
via p(lg) = 1y ® 1g. Claramente os diagramas sao satisfeitos pois A(ly) =1lp ® 1l ee

leva unidade em unidade.
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Exemplo 2.2.13. Sejam M, N H-comdédulos,onde H é uma bidlgebra. Entao M @ N
é um H-comédulo via p(m ® n) = m_in_; ® (my ® ng), para todo m € M, n € N. De

fato, sejam m € M, n € N temos que,

(Ldr ® p)(p(m @n)) = (Idg @ p)(m_1n_y ® (mo ® no))
=m_1n_1® (mo®@mng)_1 ® (Mo @ ng)o
=m_1n_1 & Mo—1M—1 @ Moo & Noo
=M_11N_11 @M_12n_12 ® My @ Ny
= (m_1n_1)1 ® (M_1n_1)2 ® Mg @ ng
= (A ® Idygn)(m_in_1 ® (M ® ng))
= (A® Idyen)(p(m @ n)).

Além disso temos,
e(m_1n_1)my @ ng = e(m_1)e(n_1)mo @ ng = e(m_1)my @ e(n_1)ng = m Q@ n.

Exemplo 2.2.14. Sejam H uma algebra de Hopf com antipoda bijetiva S, M um H-

comédulo de dimenséo finita e {m',--- ,;m"} base de M com {f!, ..., f"} base dual. Entao

M* tem uma estrutura de H-comédulo via p(f) = f.1 @ fo = > S Hm',) @ f(m)) [,
i=1

onde f_1 € H, fo € M*. Observe que p(f) estd univocamente determinada pela condicao
forfolm) = S7H(m-1) f(mo), (2.4)

para todo m € M. De fato, dado m € M temos por (2.2) que m = i fE(m)m*,
i=1
consequentemente p(m) = i fE(m)mk | @ m&. Pela definicio da p temos
i=1
foifo(m) =32 S™HmLy) f(mg) f1(m) = D> S™H(f (m)mLy) f(mg) = S™"(m-1)f (mo),

i=1 i=1

para qualquer f € M*. Se tomarmos i h; ® g; € H® M* tal que i higj(m) =
Jj=1 J=1
S(m_1)f(mg) temos

Agora vamos mostrar que M* tem uma estrutura de H-comoédulo. De fato, dado
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f € M* temos que,

n

(A® Idy)p(f) = (A® Idy) (3 S (m?y) @ f(mg) f7)

Além disso, dados m € M, f € M*

(e(f-1fo(m)) = (S (m_1)) f(mo) = e(m_y) f(mo) = f(e(m_1)mo) = f(m).

Defini¢ao 2.2.15. Sejam (M, pr) e (N, pn) C-comodulos. Uma transformagao linear

f:M — N é um homomorfismo de C-comodulos se o sequinte diagrama comuta

f

M N

M PN

A comutatividade deste diagrama pode ser expressa, utilizando a notacao de Swed-
dler, por f(a)_1® f(a)o = a_1 ® f(ag). De forma andloga podemos definir um homomor-

fismo de C-como6dulos a direita.

Exemplo 2.2.16. Sejam H uma bidlgebra, M, N e P H-comoddulos, a transformacao
linear a : M ® (N® P) — (M ® N) ® P, definida no Exemplo 2.2.6, ¢ um homomorfismo
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de H-comédulos. Note que, para quaisquer m € M, n € N, p € P temos

plarn,p(m® (n®p))) = p((mM@n) @p) = (M&n)-1p-1 ® (MR n)o ® po

=m_1n_1p_1 ® (Mo ® ny) @ po

= (Idy ® ap,n,p)(Mm_1n_1p—1 @ Mo @ (o @ po))

= (Idy ® ap,n,p)(m-1(n @ p)-1 ® Mo @ (n @ p)o)
)

= (Idyg @ apn.p)(p(m @ (n®Dp))).

Exemplo 2.2.17. Sejam H uma bidlgebra e M um H-comddulo. As transformagoes
lineares [ : KQM — M er: M®K — M, definidas no Exemplo 2.2.7 sdo homomorfismos
de H-comodulos. Vamos mostrar que [ é um homomorfismo de H-comoddulos pois as

contas sao analogas para r. Entao dados m € M e h € H temos:

p(l(lxg @m)) = p(m) =m_1 @ mg = 1lgm_1 & lxymo = Idg(1gm_1) @ [(1x ® m)

Exemplo 2.2.18. Seja M um H-comodulo, a avaliagdo ev : M* ® M — K, definida
no Exemplo 2.2.8 ¢ um homomorfismo de H-comoédulos. De fato, para quaisquer m &
M, f € M* temos que,

(Idg ® ev)(prrom(f @m)) = (Idg @ ev)(f-1m—1 @ fo ® mo)

= foim_1 ® ev(fo @ mo) = foim_1 ® fo(mo)

= Foafo(mo)m_y ® 1x = S ((mo) 1) fol(mo)o)m_1 ® 1x

=S (m_1) f(mo)m_s @ 1g = S~ (m_1)m_aof(mg) ® 1x
=e(m_1)lgf(mo) ® Ix = 1y ® e(m_1) f(mo)
=1u ® f(e(m-1)mo) = 1y @ f(m) = px(ev(f ® m)).

Exemplo 2.2.19. Seja M um H-coméddulo, a coavaliacao coev : K — M ® M*, definida

no Exemplo 2.2.9 é um homomorfismo de H-comddulos pois,

prem+(coev(lg)) = pM@M*(Z m* ® fk) = Z m’ilffl & mlg ® féC
k=1 k=1

IIw

Zmﬁlfﬁl®m§®ifé€(mi)fi:izn: 1fk1f0 )®m§®fi

k=1 i=1 i=1 k=1

LSS b, S ) fm) @ @ f

e
I
—
.
Il
—
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n

prtsare (coev(lx)) & Z m' ST Hmy) @my @ f1="1 e(m’ ) @my® [’

i=1
—21H®5 Lmie fr=Y 1pgeom' e [
i=1

= (Idg ® coev)(ly ® 1x) = (Idg ® coev)(pk(1k)).
Na igualdade (x) usamos o fato de M ser um H-comédulo visto que

m’y @m’ @ mp = (Idy @ par)(par(m?)) = (Idg @ par)(m’, @ mp)
2 (Idy @ pa) (3. miy ® fH(mi)m")
k=1

—~

n

= > my o A miy w(m*) = S mdy ® FH(midym?, @ m.
k=1
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3 Categoria dos Médulos de Yetter-Drinfeld

Neste capitulo trazemos algumas defini¢oes e resultados da teoria das categorias,
como por exemplo, funtores, categorias monoidais, categorias trancadas, categorias rigi-
das. Além disso, traremos um importante exemplo para este trabalho, a categoria dos
moédulos de Yetter-Drinfeld.

3.1 Categorias

O estudo das categorias se faz importante pois nos permite estudar, de maneira
mais geral, algumas propriedades de estruturas como os grupos, os médulos, entre outros.
Além disso, a teoria das categorias nos fornece uma linguagem adequada para o estudo
dos funtores. Nesta secao traremos algumas defini¢oes e resultados referente a categorias.
Estes resultados podem ser encontrados em (STIRLING; WU, 2009), (ETINGOF et al.,
1971) e (MACLANE, 1998).

Definicao 3.1.1. Uma categoria € consiste de uma classe de objetos denotada por
Obj(€), para cada par de objetos X, Y em € um conjunto de morfismos, denotado por
Mor(X,Y) e uma composi¢ao entre esses morfismos dada por Mor(X,Y)x Mor(Y,Z) —
Mor(X,Z) onde (f,g) — gf tal que valem os sequintes aziomas:

(i) f€ Mor(X,Y)NMor(X',Y') se e somente se X =X eY =Y';
(ii) para cada X em obj(€), existem Idx e Idy tal que fldx = f = Idyf;

(iii) h(gf) = (hg)f, para quaisquer f,g,h, onde f € Mor(X,Y), g € Mor(Y,Z) e
h e Mor(Z,W).

Escrevemos f : X — Y para denotar f € Mor(X,Y). Essa teoria é muito

abrangente, como podemos ver nos exemplos a seguir.

Exemplo 3.1.2. Denotamos por Set a categoria cuja classe de objetos sao os conjuntos,
para quaisquer X,Y objetos em Set temos que Mor(X,Y)={f: X — Y | f é fungao}

e a composicao é dada pela composicao usual de fungoes.

Exemplo 3.1.3. Denotamos por G a categoria cuja classe de objetos sao os grupos, para
quaisquer G, H em Obj(Gr), Mor(G,H) = {f : G — H | f é¢ homomorfismo de grupos}

e a composicao ¢ dada pela composicao usual de fungoes.
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Exemplo 3.1.4. Denotamos por Veckg a categoria cuja classe de objetos sao os es-
pacos vetoriais, para quaisquer V, W objetos em Vecx, Mor(V,\W) = {f : V — W |

f é transformagao linear} e a composicao é dada pela composicao usual de fungoes.

Neste trabalho chamaremos de Veck a categoria dos espacos vetoriais de dimensao

infinita e de veck a categoria dos espagos vetoriais de dimensao finita.

Exemplo 3.1.5. Seja R um anel comutativo, denotamos por zpMod a categoria cuja a
classe de objetos sao os R-mddulos & esquerda, para quaisquer M, N em Obj(rM od) temos
que Mor(M,N) ={f : M — N | f é homomorfismo de R-mddulos} e a composicao é

dada pela composicao usual de funcgoes.

Exemplo 3.1.6. Seja C' uma coélgebra, denotamos por “Mod a categoria cuja a classe
de objetos sao os C-comddulos & esquerda, para quaisquer M, N em Obj(“Mod) temos
que Mor(M,N) ={f: M — N | f é homomorfismo de C-comédulos} e a composicao é

dada pela composicao usual de fungoes.

Exemplo 3.1.7. Denotamos por Fld a categoria cuja classe de objetos sao os corpos,
para quaisquer K, Ky, objetos na categoria Fld, temos que Mor(K;,Ky) = {f : K; —
Ky | f é homomorfismo de corpos} e a composicao é dada pela composigao usual de

funcoes.

Exemplo 3.1.8. Seja G um grupo multiplicativo, entdo G pode ser visto como uma
categoria onde Obj(G) = {*}, um conjunto unitério, Mor(x,*) = G e a composigao ¢

dada pela operagao de G, isto é, Mor(x,x) x Mor(x,*) — Mor(x,x), onde (g, h) — gh.

Definig¢ao 3.1.9. Sejam € uma categoria, X,Y em Obj(%) e f € Mor(X,Y). Dizemos
que f € uma equivaléncia, ou isomorfismo, se existe g € Mor(Y, X) tal que gf = Idx e

No exemplo anterior, se tomarmos g € Mor(*,*) entdao temos que existe g~' €
Mor(*,*) tal que g~'g = Id, = 1 e ainda gg~! = Id, = 1. Sendo assim, temos que todo

o elemento de Mor(*,*) é uma equivaléncia.

Existem algumas construgoes que sao importantes dentro da teoria das categorias,
como a de uma categoria oposta e do produto direto de categorias. A seguir traremos a

construcao dessas duas categorias.

Definicao 3.1.10. Dada uma categoria € definimos €°P, chamada de categoria oposta
de €, a qual possui os mesmos objetos de €; para todo X,Y em Obj(€°P) temos que
Morge(X,Y)=Morg(Y,X) e a composicio Morge (X, Y )X Morge(Y,Z)—Morge(X,Z)
¢ dada por (f,g) — fg.
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Definicao 3.1.11. Sejam € e & duas categorias. A categoria produto direto de € por
2, denotada por € x 9, é a categoria cujos objetos sao os pares ordenados (X,Y') onde
X ¢ um objeto em € e Y é um objeto em P; os morfismos Morgywq(A, B) sio da-
dos por Morgy(X,X") x Mory(Y,Y"), onde A = (X,Y) e B = (X"Y') e a composicio
Morg«g(A, B) X Morgxe(B,C) — Morgxo(A,C) € dada por ((f,q),(h,1)) — (hf,lg),
onde A= (X,Y), B=(X"Y"), C=(X",Y") em Obj(€ x 2).

Um dos principais conceitos em teoria das categorias é o de funtor covariante,
fazendo uma analogia com as estruturas algébricas que usualmente estudamos, como
grupos, anéis e corpos, temos que os funtores podem ser entendidos como os “morfismos
entre categorias”. Essa ideia nos faz pensar que os funtores devem levar objetos de uma das
categoria em objetos da outra, morfismos de uma das categorias em morfismos da outra
e ainda preservar os axiomas das categorias, veremos a seguir como isso ¢ formalizado na

seguinte defini¢ao.

Definigao 3.1.12. Sejam € e & duas categorias. Um funtor covariante F' : € — & é
uma associagao que a cada X em Obj(€) associa F(X) em Obj(Z) e a cada f pertencente
a Morg(X,Y) associa F(f) pertencente a Morg(F(X), F(Y)) satisfazendo os sequintes

ariomas:

(i) F(1x) = lpx), para todo X € € ;

(ii) F(gf) = F(9)F(f) , para quaisquer f € Morg(X,Y) e g € Morg(Y, Z).

Existem outros tipos de funtores, como os funtores contravariantes. Neste trabalho

estamos nos referindo a funtores covariantes quando nos referimos a funtores.

No caso em que o funtor F': € x 2 — &, onde €, Z e & sao categorias chamamos

F' de bifuntor. Um exemplo cléssico de bifuntor é o produto tensorial.

Exemplo 3.1.13. Sejam % uma categoria e X um objeto em % fixado. Entao definimos
F:% — ¢ por F(Y) = X e F(f) = Idx, para todo o Y em Obj(%) e para todo o

f € Morg(Y,Z). Claramente F é um funtor, chamado de funtor constante.

Exemplo 3.1.14. Sejam ¥ uma categoria e F' = 14 : € — € o funtor identidade defi-
nido por 1¢(X) = X e 14(f) = f, para todo X € Obj(€) e f € Mory(X,Y).Claramente

F é um funtor.

Exemplo 3.1.15. Sejam €, % e & categoriase F : € — P e G : 9 — & funtores. Entao
podemos definir um novo funtor, GF' : ¢ — & dado por GF(X) = G(F (X)), para todo
X € Obj(¥) e GF(f) = G(F(f)), para todo f € Mor(X,Y). Note que, GF(Ildx) =
G(F(Idx)) = G(dpx)) = Idawrx)y = ldarx) para cada X € Obj(€) e GF(gf) =
G(F(gf) = GF@F(f) = GF@)GE(f) = GFg)GF(f), para quaisquer f €
Mor(X,Y), g€ Mor(Y, Z).
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Com estes dois ultimos exemplos, podemos definir uma nova categoria, denomi-
nada Cat, a categoria das categorias, isto é, a categoria cujos objetos sdo categorias e
os morfismos sao os funtores entre essas categorias. Para finalizar esta secao traremos a
defini¢ao de transformacao natural que, além de ser fundamental para este trabalho, jun-
tamente com os exemplos a seguir nos permitem entender o determinante de uma matriz

a partir de uma outra perspectiva.

Exemplo 3.1.16. Seja F': Fld — Gr dada por F(K) = GL,(K) e F(f) : GL,(K) —
GL, (L) dado por F(f)(a;;) = (f(aij)), onde GL,(K) denota o grupo das matrizes in-
vertiveis de ordem n com entradas em K. Note que, F(Idx) : GL,(K) — GL,(L) é
dado por F(Idx)(ai;) = (Idx(ai)) = (a), consequentemente F(Idx) = Idgr,x)y =
Idgr,xy = Idpx). Além disso, dados f € Morg(K,L) e g € Morg(L, M) entao
Flof) + GL(K) = GLy(M) é dado por Flgf)(ay) = (9f(as)) = (9(f(ay))), desta

forma:

F(g)F(f)(ai;) = F(g)(F(f)(ai;)) = F(g)((f(ai)) = (9(f(ai;))) = F(gf)(ai;).
Exemplo 3.1.17. Seja G : Fld — Gr dado por G(K) = (K*,0) e G(f) : K* — L*
dada por G(f)(a) = f(a), para todo a € K*. Note que, G(Idk)(a) = Idg(a) = a =
Idg-(a) = Idg-(a) = Idg)(a), para todo a € K*, portanto Idg = Idgxk). Além disso,
dados f € Morg(K,L) e g € Morg(IL, M) entao:

G(gf)(a) = (9/)(a) = g(f(a)) = g(G(f)(a)) = G(9)G(f)(a),
para todo a € K*, logo G(gf) = G(g9)G(f). Portanto, G é funtor.
Definicao 3.1.18. Sejam €, & categorias e F,G : € — <, funtores covariantes.
Uma transformagao natural n : F — G € uma familia {nx € Morgy(F(X),F(Y)) |

para todo X em Obj(€)} satisfazendo a comutatividade do sequinte diagrama:

F(X) L G(X)

2(f) G(f)

F(Y)

ny

para todo f € Morg(X,Y). Se, além disso, os morfismos nx € Mory(F(X),G(X)) sao

isomorfismos entao n é um isomorfismo natural.

Exemplo 3.1.19. Para cada K € Fld seja detk : GL,(K) — K*. Entao det : F' — G é

uma transformacao natural, onde F, G : Fld — Gr sao os funtores definidos nos Exemplos

13.1.16|e(3.1.17} Para qualquer f € Morg,y(K, L) devemos mostrar que o seguinte diagrama

comuta:
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GL,(K) — &% K+
F(f) G(f)
GLy(L) 1.

De fato, para qualquer A € GL,(K), (G(f)detx)(A) = f(det(A)) = det(f(A)),
pois f é homomorfismo de corpos. Por outro lado, dety (F(f))(A) = dety(f(A)) =
det(f(A)).

3.2 Categorias Monoidais Trancadas Rigidas

Nesta se¢ao apresentamos as defini¢oes de categoriais monoidais, categorias mo-
noidais trancadas e categorias monoidais rigidas. Nosso principal objetivo sera provar que
em uma categoria monoidal trancada um objeto possui dual a direita se e somente se pos-
sui dual & esquerda. Nesta segao utilizamos como referéncia os trabalhos de (ETINGOF

et al., 1971), (MACLANE, 1998) e (MORSCHBACHER, 2015).

Definig¢ao 3.2.1. Uma categoria monoidal é uma cole¢io (¢, ®,a,1,1,1) onde € é uma
categoria, @ : € X € — €, ¢ um bifuntor, chamado de produto tensorial, 1 € um
objeto em €, a = {axyz : XY ®Z) - (XQY)® Z | X,Y,Z em Obj(%)},
l={lx: 13X > X | XemObj(€)} er={rx : X®1 — X | X em Obj(¥)}, sao
isomorfismos naturais tais que para quaisquer X, Y, Z e W objetos de € os sequintes

diagramas sao comutativos:

WeX)o((Y®Z)
y m

We((XolYeZ) (WeX)oY)®Z

Idw®ax,y,z aw,x,y®Ildz

We(X®Y)® 2) WeXeY))e”Z

AW, XQY,Z
X® (1Y) oy (X ®1)
M rxQIdy
X®Y.

Note que, F=_®(_ ® ):€xEx% — ¢ dadopor F(X,Y,Z)=X®(Y®Z)
F(f,9,h) = f ® (g ® h), para todo X,Y, Z objeto de € e f, g, h morfismos de € é um
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funtor. Além disso, G =(_®_ )®_ :E€xEXxE — € dadopor G(X,Y,7) = (XQY)®Z
eG(f,g,h) = (f®g)®h, para todo X, Y, Z objeto de € e f, g, h morfismos de € também
¢ um funtor. A familia de morfismos axy_z é uma transformacao natural entre estes

funtores.

Observe aindaque H=1® : 4 % eJ=_®1:% — ¥ dados respectiva-
mente por H(X) =1 X, H(f)=1d;® f, J(X) = X®1 e J(f) = f®Idy sado funtores.
Assim, [ é uma transformacao natural entre os funtores H e 1l¢ e r é uma transformacao

natural entre os funtores J e 1¢.

O isomorfismo natural a é chamado de associatividade e os isomorfismos naturais
[ e r fazem com que 1 funcione como “unidade” para o produto tensorial, por essa razao o
objeto 1 é chamado de unidade. O primeiro diagrama é chamado de axioma do pentiagono

e o segundo diagrama é chamado de axioma do triangulo.

Exemplo 3.2.2. A categoria Veckg tem uma estrutura de categoria monoidal onde
® = ®g, 1 = K e os isomorfismos canonicos sao dados por ayvw ((u®@v)@w) = u@(v@w),
lv(lxg®@u)=uery(u®lg) =u, paratodou e U,v eV, weW.

Exemplo 3.2.3. Seja H uma bidlgebra. Podemos considerar a categoria g Mod, com a
estrutura de algebra subentendida de H. Esta categoria é monoidal com a mesma estrutura
de Veckg. Uma vez que, pelo Exemplo 2.2.2 temos que K é um H-modulo e pelo Exemplo
2.2.3 temos que o produto tensorial de dois H-moédulos é também um H-médulo. Além
disso, pelos Exemplos 2.2.6 e 2.2.7 temos que axyz, [x e rx sao homomorfismos de

H-moédulos.

Exemplo 3.2.4. Seja H uma bidlgebra. Podemos considerar a categoria  Mod, com
a estrutura de coalgebra subentendida de H. Esta categoria é monoidal com a mesma
estrutura de Vecg. Uma vez que, pelo Exemplo 2.2.12 temos que K é um H-comoddulo e
pelo Exemplo 2.2.13 temos que o produto tensorial de dois H-comddulos é também um
H-comédulo. Além disso, pelos Exemplos 2.2.16 e 2.2.17 temos que axy,z, x € rx sao

homomorfismos de H-comddulos.

Lema 3.2.5. Sejam (¢, ®,a,1,1,r) uma categoria monoidal e X, Y objetos em €. Entdo

0s sequintes diagramas comutam:

a1,x,y

i) 1®X®Y)

1eX)QY

ZX®Y lx®1dy

X®Y
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ax,y,1

(i) XY 1)

(XoY)ol

Idx®7’y TX®Y

X®Y

Demonstrag¢io. Faremos a prova de (i), a prova de (ii) é andloga. Sejam XY, Z, 1 objetos

em % e considere o seguinte diagrama

X1 Y ®2)

ax1,yez ldx®a1,y,z
Idx®lygz
Xol el oz) 222 | yoyez) 20 v o (1Y) e 2)

ax®1,Y,Z ax\y,z ax1QY,Z

_

(Xo)RY)® Z (X®Y)®Z Xo1eY)®Z

m Id(X@(]l@Y))@Z

X01eY)eZ

h

Queremos mostrar a comutatividade do tridngulo superior a direita. Primeiramente note
que o hexagono externo comuta pelo axioma do pentagono aplicado aos objetos X, 1,Y, Z.
O triangulo superior a esquerda comuta pelo axioma do tridngulo aplicado aos objetos
X, 1,Y ® Z. Vamos agora verificar a comutatividade do retangulo a esquerda. De fato,
considere o morfismo h = (rx,Idy,Idz). Como a é um isomorfismo natural entao o

seguinte diagrama comuta

(XoY)®Z s X® (Y ®2)
F(h) G(h)
(XO)&Y)®Z > (X0 1)® (Y © 2),

onde FI(h) = (rx ® Idy) ® Idz e G(h) = rx ® (Idy ® Idz) = rx ® Idygyz, essa ultima
igualdade segue do fato de ® ser um bifuntor. Analogamente, mostra-se a comutativi-
dade do retangulo a direita. A comutatividade do tridangulo inferior segue do axioma do

triangulo aplicado aos objetos X ® Y e Z.
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Consequentemente, o triangulo superior a direita comuta. Tomando X = 1 neste

diagrama, obtemos:

Id]l X lY®Z = (Id]l & (ly X Idz))(fd]l (29 CL]17y7z) = [d]l X ((ly (29 [dz)(l]hyz).

Como H=1® _:% — ¢ dado por H(X) =1 ® X, para todo X objeto de € é
uma equivaléncia de categorias entéo aplicando o inverso de H obtemos (ly ® [dz)a1 yz =

lygz. O

Definigao 3.2.6. Sejam (¢, ®,a,1,1,r) uma categoria monoidal e X objeto em €. Um
dual a direita para X € um objeto *X juntamente com morfismos evy : X X — 1 e
coevy : 1T —*X ® X, chamados respectivamente de avaliagio e coavaliagdo, satisfazendo

a comutatividade dos sequintes diagramas:

—1

X— X X @1 N ¥ g (X ® X)
Idx ax *X,X
X . ]]. ® X m (X ® X) ® X
l;; coevx @Idxx
*X 1X —— (X ®X)®X
Idwx aiy x.ex
*X Tex *X®]1<W*X®(X ®*X)

Definigao 3.2.7. Sejam (¢,®,a,1,1,r) uma categoria monoidal e X objeto em €. Um
dual a esquerda para X € um objeto X* juntamente com morfismos evyx : X* @ X — 1 e
coevy : 1T — X ® X* chamados respectivamente de avaliacao e coavaliacdo, satisfazendo
a comutatividade dos sequintes diagramas:

l71

X Y 11X

coevx @Idx
— >

(X®X")®X

1
Idx Ax x* x

X Xl—X®(X"®X)

X Idx®evx
1

X— X x*@1l

Id x+®coevx
—_

X ® (X ®X*)

Idx« aAx* X X*

I X ' ———(X*"®X)® X"

lx* evx®1dx*

Definicao 3.2.8. Uma categoria monoidal é dita rigida se todo objeto possui dual a direita

e a esquerda.
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Exemplo 3.2.9. A categoria vecg é rigida. Dado um objeto V' em veck, vejamos que
V* é o dual & direita e & esquerda para V. De fato, sejam {v!,...,v"} uma base de V e
{f*, ..., f"} sua respectiva base dual, ou seja, fi(v?) = 5@] Entdo, definimos a avaliacao
por evy(f ® v) = f(v) e a coavaliagao por coev(lk) = Z v' ® f!, j4 vimos nos Exemplos
2.2.8 e 2.2.9 que ambas sao transformagoes lineares e estao bem definidas. Vamos mostrar

que a comutatividade dos diagramas da Definicao 3.2.7 é satisfeita. De fato, seja v € V

[y (Idy® evv)aﬁl‘/*"/(coev‘/@ Idy)](1; (v)) = [ry (Tdy® evv)a(/}v*yv] (coevy@Idy (1g®v))

n

= [rv(Idv @ evv))(ayy- v O_(v' ® 1) ® v))

=1

— ry (Idy ® evn (30 @ (f1 @ )

i=1

Zv ® f'(v va’

Agora seja f € V*, entao:

[ZV*(€UV® IdV*)CLV*,V,V*QdV*@ CO@UV)] (T;'*l‘ (f)) = [ZV* (6UV® ]d\/*)av*7v7v*] (]d\/*® CO@UV(f@ ].]K))

n

=[ly+(evy @ Idy+)|(ay-vy-(fOY_(v' @ [1))

=1

=y (evy ® Idv*(i(f ®v") ® f7))
=1

—l (3 () @ f) = if(v fi=

=1

De forma analoga mostra-se a comutatividade dos diagramas da definicao de dual a direita.

Sejam (%, ®,a,1,l,r) uma categoria monoidal e 7 : € x € — € x € o funtor
definido por 7(X,Y) = (Y, X) para quaisquer objetos X,Y em %, o qual é chamado
de funtor “flip”. Podemos definir uma familia de transformagoes naturais ¢ = {cxy :
X®Y — Y ® X morfismo de € | X,Y objetos em €'}, entre os funtores ® e ®7. Essa

familia de transformagcoes naturais motiva a seguinte definicao.

Defini¢ao 3.2.10. Seja (¢, ®,a,1,1,7) uma categoria monoidal. Dizemos que a trans-
formagao natural c = {cxy : XY = Y ®X | X,Y sdo objetos em €} é uma pré-tranca
para € se satisfaz a comutatividade dos sequintes diagramas, para quaisquer X,Y, Z ob-

jetos de € :

CX,1

X®1 : 1®X
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CXQY,Z

(X®Y)®Z Z®(X®Y)
ax\y,z az XY
X® (Y ®2) (ZoX)QY
Idx®cy,z tx,z®Idy
X®(ZOY) e (X®2) QY
XY ®2) 2 (Yo7 X
(X®Y)®Z Y ®(Z®X)
CX’y(X)IdZ dY®CX,Z
YoX)®Z— Yo ((X®2)
Ay x,z

O primeiro diagrama é chamado diagrama do tridngulo e os outros dois diagramas
sao chamados de diagramas do hexagono. Denotaremos o primeiro diagrama do hexagono
de (H1) e o segundo por (H2).

Definigao 3.2.11. Dizemos que ¢ é uma tranca para € se c for um isomorfismo natural.

Neste caso, (¢,®,a,1,1l,r,¢) é chamada de categoria monoidal trancada.

Exemplo 3.2.12. Seja ¢ = veck, podemos definir uma tranca 7y : UV — V®U para
veck por Ty y (u®v) = v@u para todo u € U, v € V, 0 qual é um isomorfismo de espagos
vetoriais. Note que os diagramas sao naturalmente satisfeitos pois a associatividade é o

isomorfismo candnico.

Lema 3.2.13. Sejam X,Y,Z objetos em uma categoria monoidal trancada €. Entdo o

sequinte diagrama comuta
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XY ®2)
(XeY)®Z X®((ZY)
ex,y®Idy ax,zy
YeX)®Z (X®2)0Y
a;}X, 2 ex,z®Idy
Y@ (X ®Z2) (ZeX)®Y
Idy ®cx.z azlcy
Y®(Z®X) Z®(X®Y)
ay,z,x Idz®cx,y
YoZ)oX 7@ (Y ®X)
(ZRY)®X.

Demonstracao. Sejam X,Y, Z objetos em % e considere o seguinte diagrama

Y ®Z)

X
/ /
/
/
)®Z /
/

e

ldx®cy,z
X®((ZeY)
/

(XY
cx,y®Idyz // ! lax,zy
/
/ /
YoX)®Z J ()/6®Z)®Y
/
a;,lx,z lexyez // cx,z®Idy
/
/
Ye(Xes), J(ZeX)eY
Idy ®cx, z // cx,Z@Y/// ag,lx,y
/
Y®(ZaX) ) Z9(XQY)
/
ay,z,x // / Idz®cx,y
v /
/
Y®oZ)oX / Z® (Y ®X)

/
/
cy,z®Idx y// az,y,x

(ZoY)® X.
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O axioma (H2) do hexdgono pode ser dado pela seguinte equacao,

(ayyx)(exyez)(axy,) = (Idy ® cx.z)ay x4 (cxy @ Idy).

Ou equivalentemente

cxyez = ayzx(Idy ® CX,Z)G;/}X,Z(CX,Y ® Idz)axy.z,

consequentemente o hexagono superior a esquerda do diagrama comuta. Analogamente,
0 hexagono inferior a direita comuta, basta utilizarmos o mesmo argumento nos objetos
X, Z,Y. Considere o morfismo (/dx, cy z) de € x €. Como ¢ é uma transformagao natural
entre funtores entdo o retangulo central comuta. Portanto, o perimetro do diagrama

comuta. ]

Este diagrama é chamado diagrama do dodecagono.
Lema 3.2.14. Seja X um objeto em uma categoria monoidal trancada €. Entdo, vale a
comutatividade dos sequintes diagramas:

c1,x CX,1

1®X X®1 X®1 X®l1
It I
Demonstracio. Sejam X,Y objetos em % e considere o seguinte diagrama:
Xo1ey)— (X®1)® Xery ®(X®1)
Idx @iy ay,x,1
®Idy Idy®ry!
Idx®c1,y Y X X
IdX®7'Y
TX®Y TY®X Td(yox)e1
X@Yol)—m—X®Y)® p—ya —— = (Yo X)®

Vamos mostrar que o triangulo mais a esquerda comuta. Primeiramente note
que o perimetro do diagrama comuta pelo diagrama (H1) aplicado aos objetos X, 1,Y.
O triangulo superior a esquerda comuta pelo axioma do triangulo aplicado aos objetos
X,1,Y. O tridngulo inferior a esquerda comuta pelo Lema 3.2.5 item (ii) aplicado aos
objetos X,Y, 1. O paralelogramo inferior comuta pelo fato de r ser um isomorfismo
natural aplicado ao morfismo cxy de €. O paralelogramo superior e ao centro comuta

pelo fato de ¢ ser um isomorfismo natural aplicado ao morfismo (ry', Idy). O losingo
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a direita comuta pelo Lema 3.2.5 aplicado aos objetos Y, X, 1. Portanto, temos que o

triangulo mais a esquerda comuta e pode ser expresso pela equagao

Idx @ (cryly') = (Idx ®@ cpy)(Idx ®@1y') = Idxy @1y

Tomando X =1 como H =1®__: ¢ — ¢ dado por H(X) = 1® X, para todo X
objeto de € é uma equivaléncia de categorias entao aplicando o inverso de H temos que
o primeiro diagrama comuta. De forma analoga, prova-se a comutatividade do segundo

diagrama. O]

Corolario 3.2.15. Seja X um objeto em uma categoria monoidal trancada €, entao

_ -1
temos que cx,1 = Cq x-

Demonstragio. Pelo Lema 3.2.14 temos que c; xly' = ry' e exary’ = Iy', para todo
X € . Assim, cﬂ,XcX,nfr;(l = r)}l, consequentemente, ¢y xcx 1 = Idx. Portanto, ¢y x =

-1
Cx1- [

Teorema 3.2.16. Seja € uma categoria monoidal trancada. Se todo objeto de € tem
dual a direita (ou d esquerda), entdo todo o objeto de € possui dual a esquerda (ou d
direita,).

Demonstragio. Seja (X* evy,coevy) um dual a esquerda para X. Como € é uma cate-

goria monoidal trancada existem isomorfismos naturais
exx XX 5 XX, iy XX - X*®@X.

. . / / — ~ .
ssim definimos evy = evxCx x+ € COeVy = Cy+ yCOEVx, estes sdo morfismos em ois
~ . ~ / / 7z N
sdo composicao de morfismos em €. Vamos mostrar que (X*, evy, coevy) é um dual a
direita para X. Primeiramente note que, a comutatividade do dodecagono do Lema 3.2.13

pode ser escrito como

(cyz®Idx)ay z x(1dy ®CX,Z)0J;/,{X72<CX,Y ®ldz)axyz =

azyx(ldy ®CX,Y)CL§,1X,y(CX,Z ®Idy)ax zy(ldx®cyz).

Ou equivalentemente,

a;/’l)(,z(CX,Y ® Idz)axyz(ldx ® C;/,IZ) =

(Idy ® cx'z)ayy x(cyy @ Idx)azyx(Idz ® cxy)azxy(cx.z ® Idy)ax,zy.

Tomando Z = X e Y = X* podemos reescrever a equagao anterior como

(CX’)(* ®Idx)axjx*7x(fdx®c)_(£7x) == (31)

(ax=x,x)Idx- ®C;_(71X (GE(&’X’X)C}%X ®@1ldx(ax x-x)ldx®cx x+ (a)_(ylx,x»)cx,x ®Idx-(ax x x)-
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Além disso, pelo diagrama (H1) aplicado aos objetos X*, X, X utilizando c;® x,x temos

a seguinte equagao
(a)_(l*,X,X)(C)_c}@x,x)(%—(,lx*,x) = ({dx-® C)_(,lx)a;,x,x(c)_(i,x ® Idx).
Ou equivalentemente,
Cxroxxtxxex = ax+ x,x(Idx @ cx'x)axs x x(cx» x ® Idx). (3.2)
Agora pelo diagrama (H2) aplicado aos objetos X, X, X* temos a seguinte equagao
(ax'x- x)(cx xox+)(ax'xx-) = (Idx ® cx,x+)ax'x x-(cx,x @ Idx-).
Ou equivalentemente,
cxxox = axxx(Idx ® cx,X*)a;{}X,X*(cX,X ® Idx+)ax x x (3.3)
Substituindo as equacoes e em (3.1) temos a seguinte igualdade,
(exx- ® Idx)ax x- x (Idx ® ¢y x) = (Exrax,x)axxcx (€x,xox+)- (3.4)

Pelo fato de ¢ e ¢! serem isomorfismos naturais aplicados aos morfismos (Idy, coevy) e

(Idx,evx) temos que os seguintes diagramas comutam

-1
CcX,1

X®1 1®X X @ (X 0 X)X (yr g X) @ X
Idx ®coevx coevx ®Idx Idx®evyx evx®Idx

1,X
Assim, a comutatividade destes diagramas podem ser descritos pelas seguintes equagoes

cx xox+(Idx ® coevx) = (coevy ® Idx)cxa (3.5)

(evx ® Idx)cxrgx.x = crx(Idx @ evx). (3.6)

Entao temos que,

ZX(ev;(®IdX)aX¢X,X(IdX®coele)r§1 =lx(evxex x+ @ Idx)ax x« x(Idx ® c}i,XcoevX)r)}l

:lX(BUX@)IdX)(CX,X*®[dX)aX,X’§X<[dX® C‘;(%:X)([d)(@coeﬂx) T;(l
lx(e

ux @I dy)citg x x(ax x+ x )Cx x0x+ (1 dx@ coevy )ry"
lXcIT’lX(IdX®evx)a;<}x*’X(coevx®]dX)cX’17")_(1
=rx(Idx ® evy)ax x- x(coevy ® Idx)lx'
= Idx,
onde a penultima igualdade é dada pelo Lema 3.2.14 e a tultima é dada pelo fato de

(X*, evx, coevyx) ser um dual a esquerda para X.

Analogamente, rx-(Idx+ ® evl)ay: x x-)(coevy @ Idx+)lxt = Idx-. O
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3.3 A categoria YD

A partir desta se¢do consideraremos H uma dlgebra de Hopf com antipoda bijetiva.
Nosso objetivo aqui é entender a estrutura da categoria dos modulos de Yetter-Drinfeld

e mostrar que esta ¢ uma categoria monoidal trancada rigida. Nesta parte do trabalho
utilizamos como referéncia (RADFORD, 2012), (DASCALESCUS; RATANU; NASTA-
SESCUS, 2001), (ANDRUSKIEWITSCH; GRANA, 1999) e (MORSCHBACHER, 2015).

Definicao 3.3.1. Seja H uma dlgebra de Hopf. Dizemos que M ¢é modulo de Yetter-
Drinfeld a esquerda sobre H se M ¢é simultaneamente um H-modulo a esquerda e um

H-comodulo a esquerda via p, satisfazendo a sequinte condi¢cdo de compatibilidade

p(h-m) = hym_1S(h3) ® hy - mg, para todo h € Hym € M.

De forma analoga podemos definir um médulo de Yetter-Drinfeld a direita sobre
H. Neste trabalho escreveremos M é um moédulo de Yetter-Drinfeld ao invés de M é um

modulo de Yetter-Drinfeld a esquerda.

Vamos considerar a categoria cujos objetos sao os mdodulos de Yetter-Drinfeld de
dimensao finita, os morfismos sdo simultaneamente homomorfismos de H-mddulos e de
H-comodulos e a composicao é a composicao usual de fungoes. Tal categoria é chamada de
categoria dos médulos de Yetter-Drinfled e serd denotada por 2YD. A proposicao seguinte

mostra que #YD é uma categoria monoidal com a estrututura herdada da categoria veck.

Proposicao 3.3.2. Seja H uma dlgebra de Hopf. Entao as sequintes afirmacoes sao

validas:

(i) K é um objeto de 1YD;
(i) se M, N sdio objetos de EYD, entdo M @ N é um objeto em BYD;

(iii) a,l,r sdo morfismos em LYD.

Demonstragio. (i) Pelos Exemplos 2.2.2 e 2.2.12 K é um H-mo6dulo e um H-comédulo,

resta mostrarmos a condi¢cao de compatibilidade. Dado h € H temos que,

= ]_ths(hg) & E(hg)lK = hllHS(h3> & hg . 1]K-

(ii) Pelos Exemplos 2.2.3 ¢ 2.2.13 temos que M ® N é um H-mo6dulo e um H-

comoédulo, resta mostrarmos a condi¢do de compatibilidade. De fato, sejam m € M,
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n € N, h € H temos que,

hi(m ®@n)_1S(hs) ® hy - (m@mn)g = hym_1n_15(hs) @ hy - (my ® ng)
= hym_1n_1S(h3) ® ha1 - My @ hay - ng
=hym_1n_1S(h4) @ hy - my @ h3 - nyg
=him_1n_1S(hs) ® hg - mo @ e(h3)hyg - ng
= hym_1e(h3)n_1S(hs) @ ha - mo ® hyg - ng
= hym_1S(hs)h4n_15(hg) @ ha - mo ® hs - ng
= (h1-m)_1(hy-m)_1 ® (hy-mg)o ® (ha - no)o
=plhi-m®hy-n) = p(h-(m@n)).

(iii) Segue dos Exemplos 2.2.6 e 2.2.16 que a é um morfismo em ZYD. Além disso,

pelos Exemplos 2.2.7 e 2.2.17 que [, r sdo morfismos em ZYD. O

Proposicgao 3.3.3. A categoria monoidal (2YD,®,1,a,l,r) é trancada.

Demonstragio. Sejam M, N objetos em 2 YD. Para cada M, N objetos de 2V D as trans-
formagoes lineares cyry : M @ N — N ® M dadas por cyyy(m ®@n) =m_y - n & mg sdo

morfismos em ZYD. De fato, para quaisquer m € M, n € N, h € H temos que,

cun(h-(m@n)) =cun(hi-m®hy-n)=(hy-m)_q1-(ha-n)® (hy-m)o
= (hlm,lS(hg)) . (h4 : n) ® hg Mo = (hlm,ls(hg)m) n& hg Mo
= (him_1e(h3)) - n ® hy - mo = hy - (m_1 - n) & hae(hg) - my

=hi-(m_1-n)®@hy-my=h-(m_1-n®@mg) =h-cyn(men).
Além disso, temos que

plern(m®@n)) = p(m_y -n @ mg) = (m_1 - n)-1(mo)-1 ® (M-1 - n)o @ Mmoo
= (m_1)1n-15(m_13)mo_1 ® Mm_12 - Ny @ Moo
L m_gn_1S(m_1)mo_1 ® m_y - Ny ® Mo
= m_yn_15(m_g)m_1 @ m_3 - ng @ my
=m_gn_16(m_1) @ M_g-ng @My =m_zn_1 ® (g(m_1)m_z) - 1y & my
=M_on_1@M_1 -Ng @My =mM_11M_1 X M_12 Mg My
=m_i1n_1 @ mo_1 Ny @mp = (Idy @ cprn)(m_1n_1 @ (Mo ® ng)
= (Idy @ cy,n)p(m @ n).
Em (*) usamos a fato que M é um H-comédulo para reordenarmos os indices. Por-

tanto, ¢y n sdo morfismos em #YD. Agora vamos mostrar que a familia ¢ = {cyry |

M, N sdo objetos em % YD} é uma tranca para ZYD.
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Inicialmente vamos mostrar que ¢ é uma pré-tranca. Note que ¢ é uma transfor-
macao natural entre os bifuntores ® e @7. De fato, sejam M, N, M’, N’ objetos em £YD,
f:M— Neg: M — N morfismos em 2YD, m € M en € N entao temos

e N (f @ g)(m @ n) = ey v (f(m) @ g(n)) = (f(m))-1-g(n) @ (f(m))o
=m_1-g(n) ® f(mo) = g(m-1-n) @ f(mo)
=(g® f)(m_1-n®@mg) = (9@ f)(emrn)(m@n).

Na terceira e quarta igualdade usamos o fato de f e g serem morfismos na categoria.

Agora note que c satisfaz o diagrama do tridngulo. Seja m € M entao

Ik v (carx(m @ 1g)) = lkpr(moy - 1x @ mg) = g ar(e(m-1)1x ® mo)
=¢e(m_1)mo=m =ryx(m® lg).
Para os diagramas do hexdgono, vamos mostrar a comutatividade do diagrama (H 1), pois

a comutatividade do diagrama (H2) se di de forma andloga. Dados m € M, n € N e

p € P temos que

apmn(cuen.p)(avyp(m @ (n®p))) = apun(cuenp((m @ n) @ p))
=apun((m®@n)_1-p®(m&n))
=apy,N(m_1n_y-p® (Mo @ ny))
= (m_1n_1-p®mg) ® ng.

Por outro lado, temos

(err,p@Idy)an,pn(Idy@cy,p(m®@(n®p))) = (cm,p @ Idy)(an,pn(m ® (no1 - p @ ng)))
= (emp @ Idy)((m®@n_q-p) @ ng)
=m_1-(n-1-p) ®mo @ ng
=m_1n_1-pQmy ng.

Portanto o diagrama (H1) comuta. Por fim, nos resta mostrar que ¢ é uma tranga,

isto é, ¢ é um isomorfismo natural. Para isso vamos considerar transformagoes lineares

¢y N®M — M@ N dadas por ¢ y(n®m) =mg® S~ (m_1) -n. Note que ¢j/ y ¢

a inversa a esquerda de cp; y pois, dados m € M e n € N temos

chN(cM’N(m ®n)) = c]Tj’N(m_l ‘N ®@mg) = mg ® S (mo_1) - (m_y - n)
=me @S H(mo_1)m_1-n=me®S Hm_1)m_o-n

=mo®e(m_1)-n=mee(m_1) ®n =mQn.
Também temos que 05417 N € a inversa a direita de ¢y n pois

cM,N(c]Tj’N(n ®@m)) = cyn(mo ® SHm_1) -n) =mo_1 - (S7H(m_1) - n) @ Mmoo
= mo_ls_l(m_l) “n & moy = 5(m_1) “n Q@ mg

=n®e(m_1)mo=n®m.
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Como todo cﬁ ~ ¢ o inverso de ¢y, para quaisquer M, N objetos em YD, temos que
todo 01741,1\/ ¢ um morfismo em gyD e assim ¢y, x ¢ um isomorfismo em gyD. Logo, ¢ é

um isomorfismo natural. O]

Proposigao 3.3.4. A categoria monoidal (YD, ®,1,a,l,r) é rigida.

Demonstragio. Seja M um objeto de 2£YD. Pelos Exemplos 2.2.4 e 2.2.14 M* também é
um H-moédulo e um H-coméddulo. Devemos mostrar que a condicao de compatibilidade
é satisfeita, isto é, p(h - f) = h1f-15(hs) ® he - fo, para todo h € H e f € M*. Como
p ¢ univocamente determinado por (2.4) devemos mostrar que hyf_1S(hs)(he - fo) =
S~ (m_1)f(mg), para todo m € M.

hlffls(h?»)(hZ : fo)( ) = hlf—ls(h3>f0(5(h2) m) = h1f—1f0<5(h2> ’ m)S(h3)
0y STH(S(ha) - 1) 1) F((S(ha) - m)0)S (ha)
( “H(S(ha)1m_1S(S(h2)3)) f(S(h2)a - mo)S(hs)
)

= hl (S(hg )m 1S (th) f(S(hQQ) - m )S(hg)
= 1S (S(ha)m—15%(h2)) f (S(hs) - m0)S (hs)
= 1SS (h2))S™ (m—1) S (S(ha)) f (S (hs) - m0) S (hs)

:hlS(hg)S‘ (m_1)ha f(S(h3) - mo)S(hs)
—1)hs f(S(h2) - mo)S(ha)
h35( 1) f(S(ha) -

Em (%) usamos o fato de M ser um objeto em £YD. As aplicacoes avaliagio e
coavaliagdo sao precisamente as mesmas aplicagoes da categoria veck. Pelos Exemplos
2.2.8 e 2.2.18 temos que ev é um morfismo em £YD. Bem como pelos Exemplos 2.2.9 e
2.2.19 segue que coev ¢ um morfismo em Y D. Finalmente, pelo Exemplo 3.2.9 temos que
a avaliac@o e a coavaliagao satisfazem a comutatividade dos diagramas dados na Definicao
3.2.6. Como ZYD é trangada e todo o objeto possui dual & esquerda temos pelo Teorema

3.2.16 que a categoria ¢ rigida. O

Os resultados obtidos nas proposi¢oes anteriores podem ser resumidos no seguinte
teorema.

Teorema 3.3.5. A categoria (AYD,®,1,a,l,r,¢) é monoidal trancada rigida.

Proposigao 3.3.6. Seja f : M — N um morfismo em 2YD. Entio f*: N* — M* dado
por f*(g) = gf, para todo g € N* também é um morfismo em ZYD.
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Demonstracao. Temos que mostrar que f* é um homomorfismos de H-mdédulos e H-

comodulos, para isso sejam h € H,g € N*,m € M entao temos que

(h-g)f)(m)

(f*(h-g))(m) = (
= gf(S(h)-m)

(h-g)f(m) =g
F(9)(S(h) -m) = h-(f"(g))(m)

e portanto ¢ um homomorfismo de H-modulos, analogamente temos

(Idg @ f*)pl9) = Idag @ f*)(9-1 ® g0) = (9-1 ® f*g90) = (9-1 @ 9o f)

temos que mostrar que a condi¢ao (2.4) que determina univocamente a coac¢ao no dual é

satisfeita, note que

g-1(g0f)(m) = g_1go(f(m)) = ST (f(m)_1)g(f(m)o)
= S7H(m_1)g(f(mo)) = S (m_y)f*g(mq)

e portanto temos que f* também é um homomorfismo de H-comoddulos.
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4 Algebras de Hopf trancadas x Algebras de
Hopf

Nosso objetivo neste capitulo sera caracterizar as algebras de Hopf trancadas na
categoria dos #YD. Para isto nos baseamos principalmente nos trabalhos de (RAD-
FORD, 2012), (DASCALESCUS; RAIANU; NASTASESCUS, 2001), (PINTER, 2013),
(ANDRUSKIEWITSCH; GRANA, 1999) e (ANDRUSKIEWITSCH, 2000). Em grande
parte das demonstracoes desse capitulo omitimos os isomorfismos a, [ e r por se tratarem
dos isomorfismos canonicos de Veckg. Usaremos o termo ordinarias para nos referir as

estruturas de algebra e codlgebra em Vecgk.

4.1 Algebras de Hopf trancadas

Nesta secao definiremos uma algebra de Hopf trancada em uma categoria. Esta

nogao generaliza a de algebra de Hopf ordindrias, isto serd visto no que segue.

Definigao 4.1.1. Seja € uma categoria monoidal. Uma dlgebra em € € uma tripla
(A,m,u) onde A é um objeto de € em: AR A — Aewu:1— A sio morfismos de €

tais que os sequintes diagramas comutam:

Ida®@m

AR (AR A) AR A AR A
IdA®7J, u®IdA
A A A
A1 m 1®A
Az A)® A m
r l
m®IdA
A.
ARA A

m

Exemplo 4.1.2. Uma &lgebra ordinaria é uma algebra na categoria Veck.

Definigao 4.1.3. Seja € uma categoria monoidal, (A,ma,uy), (B, mp,ug) dlgebras em

€. Un morfismo f: A— B de % é um morfismo de dlgebras se os sequintes diagramas
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sao comutativos:

AgA—1% _BeB A ! B
ma ms \
uA up
1.
A - B

Definigao 4.1.4. Seja € uwma categoria monoidal. Uma codlgebra em € é uma tripla
(Cym,u) onde C é um objeto de €, A : C - C®C ec:C — 1 sio morfismos de €

tais que os sequintes diagramas comutam:

C 2 C®C C
T_l l—l
]dc®A
C®1 A 1®C
A C®(Co0)
ldo®e e®Ido
ac,c,C \
C®C.

C®CTMC>(C®C)®C

Exemplo 4.1.5. Uma codlgebra ordindria é uma coalgebra na categoria Veck.
Definigao 4.1.6. Sejam € uma categoria monoidal, (C,Ac,ec), (D,Ap,ep) codlgebras

em €. Um morfismo f : A — B de € ¢é um morfismo de codlgebras se os sequintes

diagramas sao comutativos:

C ! D C ! D
Ac AD eC ED
C®C 57 D®D 1.

Lembremos que uma bidlgebra H é uma quintupla (H,my,uy, Ay,eg) onde
(H,mpy,uy) é uma &lgebra, (H, Ay, ey) é uma codlgebra e Ay e ey sao homomorfismos
de élgebras. Isto é, Aympy = muen(Ap®@Ay) = (myp@my)(ldg@TR1dy) (A @ Ay),
onde 7 ¢ a tranca de Veckg. Nosso objetivo agora é generalizar esta definicao para uma
categoria monoidal trancada €', para isto é natural pensarmos em substituirmos a tranga

de Veck pela tranca de 4. Motivados por esta ideia apresentamos a seguinte definigao.
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Definicao 4.1.7. Sejam € uma categoria monoidal trancada. Uma bidlgebra trancada em
€ € uma quintupla (H, my,uy, Ay, ey) onde (H, mg,uy) uma dlgebra em €, (H, Ay, ex)

uma codlgebra em €, ey é um morfismo de dlgebras e Ay satisfaz

AHmH = (mH &® mH)(IdH &® CH H & ]dH)(AH X AH) (41)

A equacao pode ser reescrita, o que nos permite apresentar uma defini¢ao
de bidlgebra trancada equivalente a definicdo anterior. Para isto basta considerarmos
uma nova estrutura de algebra para o produto tensorial, que denotaremos por A® B onde
a multiplicagdo é dada por m,gp = (ma ® mp)(lda ® cpa ® Idp) e unidade dada
POr Uymp = Uagp. Em uma categoria monoidal trancada ¢ qualquer prova-se que
A®B é uma algebra em ¢ ((ANDRUSKIEWITSCH; GRANA, 1999), Defini¢do 1.2.1).
Na Proposicao 4.2.11 provaremos este resultado para o caso particular da categoria dos
modulos de Yetter-Drinfeld.

Definigao 4.1.8. Seja € uma categoria monoidal tran¢ada. Uma bidlgebra trancada em
€ ¢ uma quintupla (H,mpg,uy, A, ), onde (H,mpg,uy) uma dlgebra em €, (H, Ay, en)

uma codlgebra em €, Ay : H— HRH e ey : H — K sdo morfismos de dlgebras.

Para definirmos uma algebra de Hopf trancada em % basta termos um morfismo

S: H — H em % que seja a inversa da identidade em relagao ao produto convolugdo em
Hom(H, H).

4.2 Algebras de Hopf trancadas em ZYD

Nosso objetivo nesta subsecao sera traduzir a definicao de algebra de Hopf trancada

para o caso particular da categoria dos médulos de Yetter-Drinfeld.

Proposigao 4.2.1. Seja A um objeto de £YD. Entao,

(i) Se A é uma dlgebra em YD, entio é uma dlgebra em gMod;
(ii) Se A € uma dlgebra em LYD, entio é uma dlgebra em  Mod;
iii) Se A é uma codlgebra em , entdo é uma codlgebra em g Mod;
iii) Se A € ilgeb BYD, entio é ilgeb Mod

(iv) Se A é uma codlgebra em YD, entdo é uma codlgebra em  Mod.

Demonstragio. Vamos fazer a demonstracao do item (i) pois a demonstracao dos demais
itens sdo analogas. Como A é um objeto de YD temos que A tem uma estrutura de H-
moédulo, portanto é um objeto de y Mod. Pelo fato de A ser uma élgebra em YD temos
que m e u sao morfismos de H-moédulos satisfazendo a comutatividade dos diagramas da

Definigao 4.1.1, sendo assim uma algebra em g Mod. O]
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As defini¢oes seguintes permitem caracterizar algebras e coalgebras nas categorias

aMod e " Mod, em termos das acoes e coacoes.

Definigao 4.2.2. Seja H uma bidlgebra ordindria. Uma dlgebra A € um H-mddulo dlgebra

a esquerda se

(i) A é um H-mddulo a esquerda;
(ii) h-(ab) = (hy-a)(hy - b), para todo h € H, a,b € A;
(i) h-14 =epg(h)la, para todo h € H.

Exemplo 4.2.3. Sejam H uma bidlgebra ordinaria e A uma algebra. Suponha que
f:H — A éum homomorfismo de algebras com inversa convolutiva. Entao A tem uma
estrutura de H-médulo dada por h-a = f(hi)af~t(hy), para todo h € H e para todo
a € A. De fato, sejam f,g € H e a € A entao

(hg) - a = f((hg)r)af " ((hg)2) = f(higr)af " (hago)
= f(h)f(gr)af  (g2) f (h2) = f(h1)(g-a)f ' (ha) = h-(g-a).

Além disso temos que 1y -a = f(1g)af '(1g) = 1aala = a.

Para A ser um H-mdédulo dlgebra resta mostrarmos os itens (ii) e (iii) da Definigao

4.2.2] De fato, dado h € H e a,b € A temos

(h1 - a)(hy - b) = f(ha1)af ™ (hia) f(ha1)bf ' (hao) = f(ha)af ™" (ko) f(h3)bf " (ha)
= f(h)a(f~ * f)(ha)bf T (hs) = f(h1)a(uaca)(ha)bf ™" (hs)
= f(ha)abf ™ (ea(ha)hs) = f(hi)abf™" (hy) = h - (ab).

Por fim, temos que h-14 = f(h))1af 1 (he) = 1a(f * f71)(h) = 1acg(h).

Um importante caso do exemplo anterior é dado se considerarmos A = H e f =
Idg. Neste caso a acao, chamada de acao adjunta, é denotada por ady, : H® H — H e
dada por adp(h ® a) = hjaS(hs2). Usualmente denotamos ady(h ® a) = adph(a).

Definigao 4.2.4. Seja H uma bidlgebra ordindria. Uma dlgebra A é um H-coméddulo

algebra a esquerda se

(i) A é um H-comddulo da esquerda via p: A — H ® A;
(i) p(1a) =1g ® 1a;

(iii) p(ab) = a_1b_1 ® apby, para todo a,b € A.
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Exemplo 4.2.5. Seja H uma bidlgebra ordinaria, vimos no Exemplo 2.2.11 que H tem
uma estrutura de H-comédulo via A. Como m e u sdo homomorfismos de coalgebras
temos que A(ly) = 1y ® 1y e A(hK) = hih] ® hohl, = h_1h' | ® hohy, para todo
h,h' € H. Portanto temos que H é um H-comddulo algebra.

Definicao 4.2.6. Seja H uma bidlgebra ordindria. Uma codlgebra C é um H-modulo

codlgebra a esquerda se

(i) C é um H-mddulo d esquerda;
(ii) Ac(h-¢)=hy-c1 ® hy - ca, para todo h € H, c € C;
(iii) ec(h-c) =en(h)ec(c), para todo h € H, ¢ € C.

Exemplo 4.2.7. Sejam H uma bidlgebra ordinaria e H' uma sub-bidlgebra de H. Note
que H tem uma estrutura natural de H'—mddulo dada pela multiplicacao em H. Como
H ¢é uma bidlgebra ordinaria temos A(h' - h) = A(R'h) = A(R')A(h) = hihy & hbhy =
hy - hy @ bl - hy. Além disso, e(h’ - h) = e(h'h) = ¢(h/)e(h) para todo h € H e ' € H'.

Portanto temos que H é um H’-mddulo codlgebra.

Definicao 4.2.8. Seja H uma bidlgebra ordindria. Uma codlgebra C é um H-comaddulo

codlgebra a esquerda se

(i) C é um H-comddulo a esquerda via p: C — H @ C;
(ii) peecAc = (Idg @ Ac)pe;

(iii) c_1ec(co) = ec(c)ly, para todo c € C.

Utilizando a notacao de Swedller o item (ii) pode ser reescrito na forma
(c1)-1(c2)-1 ® (c1)o ® (c2)o = c-1 ® (c0)1 ® (co)2, para todo ¢ € C.

Exemplo 4.2.9. Sejam H uma bidlgebra ordinaria, C' uma coalgebra e f: C' — H um
homomorfismo de codlgebras com inversa convolutiva. Entao, C' tem uma estrutura de
H-comddulo dada por p(c) = f(c1)f(c3) ® ca, para todo ¢ € C. De fato, dado ¢ € C

temos que:

(Ax @ Ido)(p(c)) = (Ag @ Ide)(fe) f (e3) @ o)
= Au(f(er)fHes)) @ Tdo(ca)
= (fe)fHes)r @ (f(er) fH(es)2 ® e
= (fle)1(f 7 (ea)1 © (fer))a(fH(es))2 ® o
D Flen)f M es) ® flen)f M ew) @ e
Flen)f M es) @ flea) f ea) ® es.

—~
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Na passagem (*) utilizamos a Proposi¢ao ??. Por outro lado,

(Idg © p)(p(c)) = (Idg @ p)(f(cr) [ (e3) @ c2) = Idu(f(cr)f (e3)) @ p(ca)
(c1)f (es) @ flean) f (cas) @ oo
(c1)f(es) @ flea) fH (er) @ cs.

Além disso,

en(f(er)f~'(ea))es = en(fer))en(f (c3))ez

= ec(er)ec(es)ea = e(ca)ey = c.
Na passagem () usamos novamente a Proposi¢ao 77.

Para C' ser um H-comddulo codlgebra resta mostrarmos os itens (ii) e (iii) da
Definicao 4.2.8. De fato, dado ¢ € C temos

poecAc(c) = pegc(cr ® c2) = (c1)-1(c2)-1 ® (c1)o ® (e2)o
= flen) ™ (e1s) flean) fH (cas) @ 12 @ o
1) fHes) fea) fHes) @ 2 @ ¢
Y f)(es) f T es) @ @y
ucec)(cs) fH(es) @ ® ¢y
) ® coe(es) ® ey
) He)®ea®c
c1)fHe3) ® co1 @ g0
= (Idg @ Ao)(f(er) 7 (es) @ )
= (Idg ® Ac)(pc(c)).

~—~~

Por fim temos que

(Idg ® ec)(po(c)) = (Idg @ ec)(f(er) f (e3) @ ¢2)
= fla1)f N es) ®@ec(ca) = fle) [ (ec(e)es) ® 1
= fle1)f 7 (e2) = Lmec(c).

Em particular, tomando C' = H, f = Idy onde H é uma &lgebra de Hopf com
antipoda S. Temos a coagao dada por coadr(h) = h1S(hs) ® hy para todo h € H. Essa

coacao ¢ chamada de coag¢do coadjunta em H.

Proposicao 4.2.10. Seja H uma bidlgebra. Entao:

(i) A é um H-mddulo dlgebra se e somente se A é uma dlgebra em g Mod;

(i) A é um H-comddulo dlgebra se e somente se A é uma dlgebra em  Mod;
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(iii) C é um H-mddulo codlgebra se e somente se C é uma codlgebra em g Mod;

(iv) C é um H-comddulo codlgebra se e somente se C é uma codlgebra em ' Mod.

Demonstragio. Faremos a prova do item (i), a prova dos demais é andloga. Note que o
item (i) da Defini¢do 4.2.2 é equivalente a A ser um objeto de yMod. Os itens (ii) e (iii)
daquela definicao sdo equivalentes a m e u serem morfismos em ygMod. Por fim, A ser
uma algebra ordinaria é equivalente a A ser uma algebra na categoria yMod, uma vez

que a,l e r sao os isomorfismos canonicos de Vecg. O

Agora traremos um exemplo de uma dlgebra de Hopf trancada na categoria YD,
a algebra tensorial. Para mostrar que a algebra tensorial ¢ uma algebra de Hopf trancada

em 7D necessitamos da seguinte proposigao.

Proposigdo 4.2.11. Sejam A e B dlgebras em £YD. Entao, (A®B,m B, uagp) €

uma dlgebra em BYD.

Demonstragio. Pelo Lema 3.3.2 A® B é um objeto de 2YD. Como Us®p = UagB temos
que é um morfismo em {YD. Lembremos que mygp = (ma @ mp)(Ids @ cpa @ Idp).
Como a tranca ca p ¢ a dada na Proposigao 3.3.3 temos que mygp € um morfismo em
BYD por ser a composigao de morfismos em £YD. Resta mostrar a comutatividade dos
diagramas da Definicao 4.1.1. Sejam x =a® b,y =d' @b,z =d" @ V" € A® B. Entao,

b 1-a,)®bb/®a”®b//)

Maxp(Magp @ ldsgp) (T @Y ® 2) = mygpal
!
)

=a(b_1-a")((bed")_1-a") @ (bob")d”
Y by - a)((borb ) - @) @ boobyb”
=a(b_y-a’)(bo_1- (b1 -a")) @ boobyd”
— abay - @) (bors- (B, - a")) ® bobd"

(b
=alby - (@0 ")) @ ot

= magple @b d(V, -a") @ Y

= mxp(ldsgp @ Magp)(T @Y ® 2).

Em (%) usamos o fato de B ser um H-comédulo édlgebra e em (k%) o fato de A ser um

H-moédulo algebra. Além disso,

mA®B((uA®B®IdA®B)<1K®a®b)> MaRkpB (1a®1p®a®b)

= 14((1p)-1-a) ® (1p)ob
a®b=1(1®a®b).

De forma andloga prova-se a comutatividade do outro diagrama e portanto temos que

(A®B, m g p, Usgp) ¢ uma algebra em FYD. O
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Definicao 4.2.12. Seja V' um espaco vetorial. Uma dlgebra tensorial de V' é um par
(A,i), onde A é uma dlgebra e i : V — A é uma transformagao linear que satisfaz a
sequinte propriedade universal: para qualquer dlgebra A’ e para toda a transformacao

linear f : V. — A’ existe um inico homomorfismo de dlgebras F : A — A’ que satisfaz
Fi=f.

Em (DASCALESCUS; RAIANU; NASTASESCUS, 2001) os autores provam que a
algebra tensorial de V' existe e é inica a menos de isomorfismo. Essa algebra é denotada
por T(V) e dada por T(V) = ®,50T™(V), onde T°(V) = K, TY(V) =V e T"(V) =
VeV.®V,nvezes, n > 2. A multiplicagdo m : T(V) @ T(V) — T(V) é dada por
mrRY) =218 ...0 T, Y ® ... ®Y,, para quaisquer x € T"(V) ey € TP(V) e unidade
u: K — T(V) é dada por u(lk) = 1k.

Seja M um objeto em ¥YD. Vejamos que T'(M) é uma 4lgebra de Hopf trancada

em gyl?. Esta demonstragao sera feita em etapas.

Etapa 1. T(M) é um objeto em £YD.

De fato, pela Proposigao 3.3.2 temos que M ® M ¢é um objeto em ZYD, por
inducao prova-se que '(%1 M; é um objeto em 2YD, onde cada M;, com 1 <i < n, é um
objeto em £YD, e portanto T"(M) é um objeto em £YD, para cada n € N. Além disso,

pela mesma proposicdo temos que K é um objeto de #YD. Resta mostrar que ® M,
jEI

onde {M;};er é uma familia de objetos em YD, ¢ um objeto em #£YD. Como {M;}er
¢ uma familia de objetos em #YD temos que cada M; tem uma estrutura de H-médulo

via h- Y, m; = Y h-m; e de H-comédulo tal que pi; = (Id®1;)p;, para cada j € I, onde
jer jel

1y M; —® M; ¢é a inclusao canonica e p; : M; — H ® M; é a estrutura de H-comddulo
iel
de cada M;.

Agora fixemos j € I e sejam m; € M; e h € H, entao temos que

p(h-m;) = p(h-ij(my)) = p(i;(h-my))
= (Id®i;)p;(h - my)
= (Id ®i;)(h1(m;)-15(hs) @ ha - (m;)o)
= hi(m;)-15(hs) ®i;(he - (m;)o)
= h1(m;)-15(h3) @ ha - i;((m;)o)
= h1(m;)-15(h3) @ ha - (m;)o.

Portanto a relagao de compatibilidade também é satisfeita.

Etapa 2. (T(M),m,u) é uma dlgebra em 2YD.

Claramente u é um morfismo em gyD e m é um morfismo de H-mddulos. Resta

mostrar que m é um morfismo de H-comddulos e a comutatividade dos diagramas da
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Definigao 4.1.1. De fato, sejam z =2, ® ... @z, € T"(M) e y =1 @ ... Y, € T (M),

entao

A9 ) =T (7)1 (@)1 (1)1 ()18 (2962 D (26D (Y69 (o)
= (1)1 (@)1 (1) —1--(11) 1 @ (21)0 ® .. @ ()0 ® (Y1)0 @ - (Ym)o
=p(11® Ty DY B o @ Ym)
= p(m(z ®y)).

Por fim, dado = € T"(M), y € TP(M) e z € T"(M) temos que

m((Idpany @m)(r@y®2) =mET ) Q.. QY2 Q...Q z)
=(11®.92, 1 Q..0Yy Q21 Q... ® 2)
= (M Idron)(®1® .., QY1 @ ... DYy @ 2))
m(m ® Idrn)(x ©y © 2)).

Além disso, m((u ® Idrn)(1k ® x)) = m(lg ® ) = x e de forma andloga mostra-se a

comutatividade do outro diagrama.

Etapa 3. T(M) tem uma estrutura de codlgebra em 2YD.
Vamos considerar f : M — T(M)QT (M) dado por f(m)=m® 1+ 1® m. Note

que f é um morfismo em YD pois dado h € H e m € M, temos que:

h-flm)=h-(m®1+1@m)=h; -m®hy-1+hy-1®@hy-m
=h;-m®e(hy)l +e(h1)l®hy-m
= hie(hg) - m®1+1® hae(hy) -m
=h-m®@1+1®@h-m= f(h-m),

p(f(m)) =p(m&1+1®m)
=p(m® 1)+ p(l®@m)
=m_1lpg®moK@L+m_11g ®1®my
=m_1Q@my®@L+m_1®1&®my
=m_1® (Mmy®@1+1®my) =m_1® f(mo)
= Ldg ® f)(m_1 @ mo) = (Idg @ f)p(m).

Logo, pela propriedade universal da algebra tensorial existe um tinico morfismo de algebras
A:T(M)— T(M)QRT(M) em YD tal que Ai = f. Agora se consideramos o morfismo
nulo 0 : M — K em ¥YD temos, pela propriedade universal da algebra tensorial, que

existe um tinico morfismo de algebras ¢ : T(M) — K, em 2YD, tal que i = 0.
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Portanto nos resta mostrar que os diagramas da Defini¢do 4.1.4 sdo comutativos.
Como T(M) é gerado, como &algebra, por M basta mostrarmos a comutatividade dos

diagramas em M. Entao, dado m € M temos

(A @ Idy)(A(m)) =A@ Idy(m®1+1Qm)
=A(m)®1+A(l)@m
=mR1+1emel+lelem
=mRLIKIT+1OmMILI+1®1m
=mR1IV1I+1(MR1+1®m)
=m®A(l) +1® A(m)
= [Tdy @A) (m@1+1@m)= Idy @ A)(A(m)).

Além disso, (e ® Idy)(A(m)) = (e@ Idy)(m@1+1@m) =e(m)@1+¢e(1)@m =
0®1+1®m=m. Logo, (T(M),A,¢c) é uma codlgebra em £YD.

Etapa 4. (T'(M),m,u, A, e) é uma bidlgebra trancada em £YD.

Este fato decorre imediatamente da construgao de A e € pela propriedade universal

da algebra tensorial.

Etapa 5. T'(M) é uma dlgebra de Hopf tran¢ada em YD

Para provar que a antipoda existe vamos precisar do seguinte lema.

Lema 4.2.13. (MONTGGOMERY, 1992), Lema 5.2.10, adaptado) Seja T'(M) a dlgebra
tensorial. Entao, f € Hom(T(M),T(M)) possui inversa convolutiva se e somente se
flrony € invertivel em Hom(T°(M), T(M)).

Como em T°(M) = K, vamos considerar v : K — T(M) dada por v(1x) = 1.
Note que v é a inversa, em relagao ao produto convolucao, de Idp)|k. Pelo Lema(4.2.13

temos que a Idp(y) possui inversa em relacao ao produto convolucao.

No Teorema 3.3.5 mostramos que a categoria dos médulos de Yetter-Drinfeld é
rigida, assim dada uma algebra de Hopf trancada em #)D é natural nos perguntarmos
se 0 seu dual também é uma &lgebra de Hopf trancada na categoria. Terminamos essa

secao respondendo afirmativamente esta questao.

Lema 4.2.14. Sejam M, N em BYD de dimensao finita. Entio ¢ : M*QN* — (M®N)*
dada por ¢(f ® g)(m @ n) = g(m)f(n), para todo m € M,n € N, f € M* g € N* é um

isomorfismo em LYD.

Demonstracao. Pelo Lema 2.1.12 temos que ¢ é um isomorfismo de espacos vetoriais.

Resta mostrar que ¢ ¢ um morfismo na categoria ¥YD. De fato, sejam m € M, n €
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N, fe M*, ge N*, h € H temos que

(h-(o(f ®9)))(m@n) = o(f ®g)(Su(h) - (m@n))

(
= o(f @ 9)((Su(h))1-m & (Su(h))z - n)
= ¢(f ® 9)(Su(h2) -m @ Sy (h1) - n)
= g(Su(h2) -m)f(Su(h1) - n)
= (ha - g)(m)(hy - f)(n)
=¢((h1- f) @ (h2 - g))(m @ n)
=¢(h- (f®g))(m&n).

Agora sejam {m?,...,m*} uma base de M, {n',...,n'} uma base de N e {y¥ 1 < i <
ki1 <j<lI}basedualde {m'@n’ |1 <i<k;1<j<I}

(Idg ® ¢)(paran+(f ® g)) = (Idg ® ¢)(f-19-1 @ fo & go)
= fr19-1 @ 90(fo ® g0)
= f219-1 ® 0D _(fo ® go)(m' @ 0’ )yp¥)

= f9- 1®Z J ¢(fo ® go)(m' @ n?)yV)

= Z o191 ® go(m?) fo(n? )1

= if 1fo(n)g-1go(m’) @ ¥

= Z S L)) F () S (m' ) g(miy) @
= ZS “H(my) @ g(m) f(nd)v”

= ZS m’in 1) ® g(m) f(n§)v”
—ZS m'n’ 1) @ ¢(f @ g)(miy ® n)i
= ZS (m'n?) 1) ® ¢(f @ g)(m' @ nf)oyh”?
= pM*@N*(cb(f ®g))-

]

Seja A uma 4lgebra de dimensdo finita em £)D. Analogamente ao caso da dlgebra
de Hopf ordindria mostra-se que (A*, A4-,£4+) é uma codlgebra na categoria YD onde
Aqe = ¢7'm? e eqr = nuYy, onde n : K* — K é o isomorfismo candnico. Além disso,
se C' é uma coalgebra em YD entdao (C*,ma-,ua+) é uma algebra, onde me- = ALg e

ucs = eqn L.



Capitulo 4. Algebras de Hopf trancadas x Algebras de Hopf 58

Proposigao 4.2.15. Seja (M, myr, unr, Apr, €ar) uma bidlgebra trancada em £YD. Entdo

(M*, mppe, unge, Apg=, €+ ) € uma bidlgebra trangada na categoria 1YD.

Demonstragio. Pelo exposto acima temos que (M*, mys-, up+) é uma dlgebra em ZYD e
(M*, Ay, epg-) € uma codlgebra em YD, Resta mostrarmos que Ay« : M* — M*QM*
e )+ sdo morfismos de algebras. Sejam f,g € M*, para que Ay seja um morfismo
de dlgebra é suficiente mostrar que ¢(Ay+(fg)) = (A= (f)Anr(g)), visto que ¢ é um

isomorfismo. Assim, sejam m,n € M e f,g € M* temos que

O(Anr-(f)Anr(g9))(m @n) = d((f1 ® f2)(91 @ g2))(m @ n)
= ¢(f1(fa=1-91) ® fa0g2)(m @ n)
= (f2092)(m)(f1(f271 '91)(”)

2 gs(ma) fao(ma)(fo1 - 1) (m1) fi (o)
= 92(m1)(f2—1f20(m2) - g1)(n1) f1(n2)

(2.4

2 g2 (ma) ((S™ (1) falmao)) - g1) (m1) f1 (na)
= ga(m1)(S™H(ma1) - g1)(ma) fa(1mao) f1(n2)

(m1)g1(S(S™ (ma-1)) - m1) fa(1mao) f1(n2)
2(m1)91(m2 1° nl)f2<m20)f1( )

2

g
g

o

**

g(mi(ma—1 - n1)) f(maeons)

g((mn)1) f((mn)2) = ¢(f ® g)((mn)1 ® (mn)s)
o(f ® g)An(mn) = Ay o(f @ g)(mn)

mar-(f ® g)(mn) = (fg)(mn)

= (fg)ma(m @n) = mj,(fg)(m @ n)

= ¢¢~'my(fg)(m @ n) = pAu-(fg)(m @ n).

3

n

Em (*) usamos a multiplcagdo em M* e (**) decorre de Ay~ = ¢~'m3, ser equiva-
lente a ¢Ap = myy,. E claro que ey~ é um morfismos de dlgebras pois en(fg) =

(fo)(ar) = g(la)f(ly) = f(Ia)g(lp) = ep«(f)em=(g). Portanto concluimos que
(M*, mppe, upg+, Apg=, €+ ) é uma bidlgebra trancada em ZYD. O

Agora se (M, mas, unr, Aar,enr, Sy) é uma dlgebra de Hopf trancada em 2D

entdo é facil ver que M* é uma 4lgebra de Hopf trancada em £YD onde Sy~ = S,

4.3 Biproduto de Radford

Nosso objetivo nesta secao é estabelecer uma relagao entre algebras de Hopf tran-
cadas em BYD e édlgebras de Hopf ordindrias. Vamos mostrar que dada uma 4lgebra de

Hopf trangada em #Y)D é possivel construir uma dlgebra de Hopf ordindria, a qual serd
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chamada de biproduto de Radford. Nesta secao utilizamos como referéncia os trabalhos de
(RADFORD, 2012), (ANDRUSKIEWITSCH; GRANA, 1999), (ANDRUSKIEWITSCH,
2000) e (ANDRUSKIEWITSCH; SCHNEIDER, 2002).

Proposicao 4.3.1. Sejam H uma bidlgebra e A um H-mddulo dlgebra. Entdo, A® H é
uma dlgebra com magg : AQ H® A® H - A® H dada por magup(a @ h®ad @ h') =
a(hy - ') @ hoh!, para todo h,h' € H e a,a’ € A, e usgy : K - A® H dada por
waen(1) = 14 ® 1y

Demonstragio. Para simplificar a escrita utilizaremos a nota¢do magy(a @ h®@ad @ h') =
(a®h)(a’ @ 1), para todo h, ' € H e a,a’ € A. Sejam h,h',h" € H e a,d’,a” € A entao,

temos que

(a®h)[(d @ 1) (a" @h)] = (a®h)(d (k- a") @ hyh")
a(hy - (a’'(hy -a"))) @ ha(hLh")
(hi1 - a)(haz - (hy - a")) @ ha(h5h")
= a(hyy - a")((h12h}) - a") @ ha(hLh")
= a(hy - d')((haoh}) - ") ® (hsha)h”
( )((halt')1 - ") @ (holt')oh"
= (a(hy - d') @ holt') ® (a" @ ")
[(a®h)(a' ®K)] @ (a" @ L"),

=a(hy - d

isto prova a associatividade. Além disso, (14 ® 1y)(a® h) = (1a(ly-a) @ lgh) =a®h
para todo a € A e h € H. Portanto temos que (A ® H, magy, uagm) ¢ uma algebra. [

A dlgebra da proposicao anterior é chamada de produto smash de A por H e
serd denotada por A#H. Os elementos de A#H serao denotados por a#h. Note que
(a#th)(d'#h') = ad’#hh' se h=1ou d = 1.

Proposicao 4.3.2. Sejam H uma bidlgebra, A um H-modulo dlgebra. Entdo as transfor-
magoes lineares, j : A — A#H e 1 : H— A#H dadas respectivamente por j(a) = a#1 e
i(h) = 14th, para todo a € A e h € H, sao homomorfismos de dlgebras.

Demonstrag¢io. Vamos mostrar que ¢ € um homomorfismo de dlgebras. Sejam h,h' € H
entdo i(hh') = 1#hh = (14h)(1#4h)(i @ i)(hR') e também i(1y) = 1g#1a = lagy. De

forma analoga, mostra-se que j € um homomorfismo de algebras. O]

Proposicao 4.3.3. Sejam H uma bidlgebra e C' um H-comddulo codlgebra. Entdo C ® H
tem uma estrutura de codlgebra onde Acgy : C® H - C @ H® C ® H é dada por
Acer(c®@h) =c1® (c2)-1h1 @ (c2)o @ ho e ecgn : C® H — K € dada por eceu(c®@h) =
e(c)e(h), para todo h € H, ¢ € C.
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Demonstracao. Primeiramente vamos mostrar a coassociatividade. Denotaremos Acgy

e ecgy apenas por A e €. Sejam ¢ € C' e h € H. Entao

(A ® Hdosm)(Ale® 1) = (A Idasm)(er ® (e2)-1hi) © (c2)o © ha
= A(e1 @ (c2)-1h1) @ ((c2)0 @ ho)
= c11 ® (c12)_1(c2)_11h11 @ (€12)0 ® (C2)_12h12 @ (C2)o @ hay
® c11 ® (c12)-1(c2)—1h11 @ (€12)0 ® (€2)0-1h12 ® (€2)00 @ ho
=1 ® (c2)-1(c3)-1h1 ® (€2)0 @ (€3)0-1h2 ® (c3)00 ® hs
() c1 ® (c2)-1h1 @ (c2)01 ® (€2)02-1h2 ® (€2)020 ® D3
=1 @ (c2)-1h1 @ (e2)o1 ® (€2)02-1h21 @ (€2)020 @ o
= (Idogn @ A)(¢1 ® ca_1h1 ® co9 @ hs)

= (Idegn @ A)(A(c® h)).

Em (x) utilizamos o fato de C' ter uma estrutura de H-comddulo e em (k) utilizamos o
fato de C' ser um H-comodulo codlgebra. Agora para a counidade, dados c € C'e h € H

temos que

(e @ ldeon)(Alc® h)) = (e ® Idogn)(c1 ® (c2)-1h1 @ (c2)0 @ hs)
=¢e(c1 ® (e2)-1h1) ® (c2)0 ® ha
=ec(a)en((c2)=1h1) ® (c2)0 @ ho
=cc(c)en((c2)-1)en(h) ® (c2)o @ ho
= lx ®ec(er)en((ca)-1)(c2)o @ e (hy)hy
=1k ®ep(c1)ca®h =c® h.

De forma andloga temos que (Idogy ® €)A = Idogn- O

A codlgebra da proposicao acima é chamada de coproduto smash e é denotada por
CtH. Os elementos de CiH serao denotados por cgh. Assim, Ay(chg) = c1(c2)_1h1 ®
(c2)o8hs € ey(chh) = e(c)e(h), para todo c € C', h € H.

Para simplificar a notacao utilizaremos A# B tanto para o produto smash quanto

para o coproduto smash.

Teorema 4.3.4. Seja H uma bidlgebra e A uma dlgebra de Hopf trancada em 2YD.
Entao podemos definir uma estrutura de dlgebra de Hopf ordindria em A® H com homo-

morfismos de dlgebras de Hopfi: H - AQ H enw: A® H — H tais que mi = Idy.

Demonstracao. Primeiramente note que

Aalalh - b)) = ar[((az) -1h1) - 0] © (az)o(hs - b2), (4.2)
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para todo a,b € R e h € H. De fato,

Ay(a(h-b)) = Ag(a)Aa(h-b) = (a1 @ a)(h - Ax(D))
= (a1 ® ag)(h1 - by @ hy - by)
= a1((az)-1(h1 - b1)) @ (az)o(hz - ba)
= a1(((az)-1h1) - b1) ® (a2)o(h2 - b2).

A pentltima igualdade decorre do fato de A ser uma bialgebra trancada.

Pelas Proposicoes 4.3.1 e 4.3.3 temos que A#H tem uma estrutura de algebra e
codlgebra. Vejamos que Ay e £4 sao homomorfismos de algebras. Sejam a#h,b#h €
A#H entao

Ay (a#h)b#tg)) = Ay(a(hy - b)#hag)
= (a(hy - 0))1#((a(hy - b))2) —1(hag)1 @ ((a(h1 - b))2)o# (hag)2
= (a(hy - 0))1#((a(hy - b))2)—1ho191 @ ((a(hy - b))2)oFha2ge

(4.2

:)a1[<< ) 1h11) : bl]#(<a2>0(h12 : bz))f1h2191 ® ((a2)0(h12 : bz))o#hzzgz
[(( ) 1h11) : bl]#(GZ)Ofl(hIZ : b2)71h21gl ® (a2)00(h12 : b2)0#h2292

ar[((az)-1h1) - bi]#(az)o-1(h2 - b2)-1hsgr @ (az)oo(hz - b2)o#hage
i)001[(((12) 1ha) b1 az)o—1h21(b2) —1.SH (has) hagi @ (az)oo (haz - (b2)o)#hage
= a1[((az)-1h1) - bi]#(az)o-1h2(b2) -1Su (ha) hs g1 @ (az)oo(hs - (b2)o)#heg2
= a1[((az)-1h1) - bi]#(az)o-1h2(b2) 121 (ha) g1 @ (az)oo(hs - (b2)o)#N592
= a1[((az)-1h1) - b1]#(az)o-1h2(b2) 191 ® (a2)oo(hs - (b2)o)#hago
= a1[((a2)-1h11)-bi]#(az)o-1h12(b2)-191 ® (az)oo(h21 - (b2)0)#h22g2
= ax[((az)-11h11)-bi]#(az) —12h12(b2) 191 @ (az)o(ha1 - (b2)o)#ha2ge

= a1[((<l2)—1h1)1 ’ 51]#((@)—1]11) ( ) 191 & (a2)0(h21 ) (52)0)#712292
= (a1#(ag) —1h1) (017 (b2) —191) @ ((az)o#h2)((b2)o#g2)

= (m#(az)-1h1 ® (az)o#tha) (b1#(b2) 191 @ (b2)o#92)

= Ay(agth) Ay (b#g).

Na igualdade (%) usamos o item (iii) da Definicio 4.2.4, em (**) usamos a condi¢do
de compatibilidade dos médulos de Yetter-Drinfeld, em (x * %) que A é um H-comédulo.
Note que Ay (14#1y) = 1a#1y®@14#1y e portanto Ay é um homomorfismo de algebras.

Agora vamos mostrar que €4 também é um homomorfismo de algebras. De fato, dados
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a#h,b#qg € A#H temos que

a

ex((a#th)(b#g)) = ey (a(hy - b)#hag) = ca(a(hy - b))en(hag)
= ca(a)ea(hy-b)en(h2)en(g)

= cala)en(hi)ea(b)en(he)en(g)

ala)en(hen(he))ea(b)en(g)

ala)er(h)ea(b)en(g)

= ey (a#th)ey (b#g).

I
™

Il
™

Na igualdade (*) usamos o item (iii) da Definigdo 4.2.6 .Além disso, ex4(la#ly) =

ex(14)ex(1ly) e portanto ex também é um homomorfismo de dlgebras.

Sejami: H -+ A® Hen: A® H— H dadas respectivamente por i(h) = 14#h
e m(a#h) = ea(a)h. Vejamos que estas transformacoes lineares sao homomorfismos de
&lgebras de Hopf que satisfazem mi = Idy. E claro que i = Idy. Pela Proposicao 4.3.2
sabemos que 7 € homomorfismo de algebras, resta mostrar que é um homomorfismo de
coalgebras. De fato, Ax(i(h)) = Ax(la#h) = (La#ht) @ (La#he) = i(h) ®i(hy) = (1 ®
i)Ap(h), para todo h € H. Além disso, e4(i(h)) = ex(la#h) = ca(la)en(h) = eu(h),
para todo h € H. Agora vamos mostrar que 7 ¢ um homomorfismo de algebras e de
coalgebras. De fato, m(1a#1y) = ea(1a)lg = 1y. Além disso, dado a#h,b#g € A#H

temos que,
((a#th)(b#9)) = m(alhi - b)#hag) = sA( (h1-0))hag
= ca(@)ea(h - Bhag D ea(a)en (mn)ea(B)hag

= ca(a)en(h1)haea(b)g = cala)hea(b)g
= m(a#h)m(b#g).

Em (*) utilizamos o item (iii) da Definigao 4.2.6. Note que,

(m @ m)(Ay(agth))

(m @ ) ((a1#£(az) 171 ® (az)o#ho)
77(@1#(@2)—1]11) ((a2>0#h2)
ealar)(az)-1h1 ® a((az)o)he

Alar)(az)-14((az)o)h1 @ hy

I
™

*

ea(ar)ea(ag)hy @ hy
(a1e4(az))h @ hy
eala)hy ® hy = ea(a)Ag(h)
Ag(ea(a)h) = Ap(m(agth)).

Em (%) usamos o fato de A ser um H-comédulo. Além disso, ey (m(a#h)) = eg(ca(a)h) =
cala)eg(h) = ex(a#h).

€A
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Definimos Sy : A#H — A#H por Sy(a#h) = (La#Su(a_1h))(Sa(ao)#1y).
Vejamos que Sy ¢ a inversa da identidade em relagao ao produto convolucao. De fato,

dado a#h € A#H temos que

(my (Sp@1dy))(Aya#th)) = (my(Sy @ Idy))(ar#(az2) 1l © (az)o#ths)
= my(Sp(ar#(az)-1h1) @ (az)o#he)
= my((La#SH((a1)-1(a2)-1h1))(Sa((a1)o)# 1) ® (az)o#he)
1A#5H( a1)-1(az)-171))[(Sa((ar)o)#1u)((az2)o#h2)]
(Sa((ao)1))(ao)2#h2)
)(ea(ao)#h2)
)h1))) (Laths)
(

La#hs)
= 14#Su(eaa)hi)hy
=ea(a)1a#Sg(h1)he = ea(a)la#eny(h)
= ca(a)en(h)(La#tly) = upey(atth).

—~
—~

Na equagdo (%) usamos o item (ii) da Definigao 4.2.8. Por outro lado,

(my(ldy @ Sy))(Aglagth)) = (mu(ldy @ Sp))(ar#(az)-1h @ (az)o#h2)

= my(a1#(az)-1h1 ® Sy ((az)o#h2))

= my(ar1#(az)-1h1 ® (La# Sk ((a2)o-1h2))(Sa((az)o0)#11))

= (a1#(az)-1h1)(1a#Su((az)o-1h2))(Sal(az)oo0)#1m)

= (a1#(a2)-1h1Sk((a2)o-1h2))(Sa((az)o0)#1m)

= (a1 (az)- 1h15H(h2)5H((a2)0 1))(Sa((az)o0)#1u)
((az)o-1))(Sa((az)oo)#1u)
1SH((G2)0 1))(Sa((az)oo)#1n)
7115H(( 2)-12))(Sa((az)o)#1n)

Sa((az)o)#1m)

Cl2) 1)(a2) )#1H>

T

= en(h)(ar1Sa(a2)#1n) = en(h)(ca(a)#1u)

I
™
T
=
™
=
—~
2
—
b
=
—_
P
|
<
BiS
M
I
=
Ik
=
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4.4 Algebra de Hopf trancada associada a uma &lgebra de Hopf
ordinaria

Nesta se¢ao vamos considerar a reciproca da construcao discutida na se¢ao anterior.
Em outras palavras, dada uma algebra de Hopf ordinéria, sob que condig¢oes, é possivel

definir uma estrutura de algebra de Hopf trancada em #YD.

Sejam A uma algebra de Hopf ordinariaei: H — Aen: A — H homomorfismos
de bidlgebras tal que i = Idy. Considere R = A“H = {a € A | (Ids ® 7)(Aa(a)) =
a®1y}. Note que R é uma subdlgebra de A com a mesma unidade e um coideal a direta.

Seja r € R. Entao, (Idy @ m)(Aa(r)) = r ® 1y. Aplicando €4 ® Idy, obtemos

ea(r)) @ m(ry) = ea(r) ® 1y. Consequentemente, via isomorfismo candénico obtemos que

ea(r)lg = n(r), para todo r € R. (4.3)

Vamos definir em R uma estrutura de bidlgebra trancada em £YD. A demonstra-
¢ao disto serd feita em varios lemas conforme segue. Para tanto definimos a counidade de
R pela restri¢ao da counidade de A e a comultiplicagao dada por Ag(r) = r1(iSym)(re)®rs
para todo r € R. Note que,

(Ida @ ((Ida @ m)A4))(Ar(r)) = (Ida @ (Ida @ T)A))(r1(iSuT)(r2) @ 73)

=71 (iSym)(re) @ r3 @ w(ry)
)

IIE

r(iSpm)(r2) ® 13 @ ep(ra) 1y
= 11(iSu7)(r2) ® r36R(r4) @ 1g
= (ZSHW)(T2)®T3®1H—AR< )®1H

Logo, AR C R® R.

Lema 4.4.1. Nestas condigoes R é um objeto de EYD.

Demonstracao. Esta prova sera feita em etapas.

Etapa 1. (R,pu) tem uma estrutura de H-médulo via g : H ® R — R onde h -1 =
i(h1)r(iSg)(h2), para todo h € H e r € R. Primeiramente note que a acdo estd bem
definida, isto é, dados h € H e r € R temos que h-r € R. De fato,
(Ida@m)Aa)(h-1) = (Ida @ m)A4)(i(h1)ri(SH(h2)))
= (Ida @m)((i(h1)ri(Su(he)))1 @ (i(h1)ri(Su(h2)))2)
m)(i(h1)1m1i(Sh (h2))1 @ i(ha)arai(SH(ha))2)
(i(h11)m11(SH (ha2)) ® i(h12)r2i(SH (ha1)))
= (Idy @ m)(i(h1)r11(Sg(hy)) @ i(ha)rei(Su(hs)))
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= i(h1)r1i(Sw(ha)) @ 7(i(h2)) 7 (re)w(i(Sr(hs)))
== Z(hl)Tll(SH(h4)) & hQW(TQ)SH(h:J,)
2 i(ha)ri (S (ha) ® hae(ra) 1 S (hs)

E claro que a agao é uma transformagao linear. Resta mostrar a comutatividade

dos diagramas da Definicao 2.2.1. De fato, sejam h,g € H, r € R. Entao

(hg) - =i((hg)1)ri(Su((hg)2)) = i(h191)7i(SH(h2g2))
= i(h1)i(g1)ri(Su(92))i(Su(h2))
h-(g-r).

Agora dado r € R temos que 1y -7 =i(ly)ri(Sy(lg)) = r.

Etapa 2. (R,p) tem uma estrutura de H-comddulo via p : R — H ® R é dada por
p(r) = (@ Idr)(Aa)(r) = m(r1) ® ra, para todo r € R. Primeiramente note que p esté
bem definida pelo fato de R ser um coideal a direita. E claro que p é uma transformacao
linear, portanto nos resta mostrar a comutatividade dos diagramas da Defini¢ao 2.2.10.
Assim, seja r € R, entao
(Aa @ Idg)(p(r)) = (A @ Idg)(m(ri) @ 12)

=Ap(r(r)) @1y =7(r1)1 @ m(ry)s @ ra

=7(r1) @7(r) @3 = (Idr ® p)(7(r1) @ 12)

= (Idr ® p)(p(r)).

Agora dado r € R temos,

(em @ Idg)(p(r)) = (em @ Idg)(7(r1) ® r2)
=ep(n(r)) @ro =cy(ealri)ly) @ ro
=1lg®ealr)ro=1g@r =r.

Etapa 3. Finalmente, vale a condicao de compatibilidade. De fato, dado h € H er € R

temos que

p(h-1) = p(i(h1)r(iSu)(h2))
((i(h1)r(iSH)(h2))1) @ (i(h1)r(iSH)(h2))2
hy

(
((i(h1))1m1((iSH)(ha))1) @ (i(h1))ar2((iSw) (h2))2

=T
=T
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= m(i(h11)r1(iSkH) (h2e)) ® i(h12)r2(iSH) (ha1)
= (78)(h1)m(r1)(7iSk) (ha) @ i(h2)r2(iSH) (hs)

= hym(r1)SE (hy) @ i(he)r2(iSy)(hs)

= hym(r1)Su(hs) ® hg - 1o

= hir_1Sg(h3) ® he & ro.

Lema 4.4.2. (R, mp,ug) é uma dlgebra em LYD, onde mr = ma|r € ug|a.

Demonstra¢io. Como R é uma subalgebra de A entdo os diagramas da Definigao 4.1.1
sao comutativos. Pelo Lema 4.4.1 sabemos que R é um objeto em #YD. Claramente
ur ¢ um morfismo na categoria dos modulos de Yetter-Drinfeld. Resta mostrarmos que

mpg = m|g ¢ um morfismo em £YD. De fato, sejam h € H e r,s € R,

mg(h-(r®s)) =mg(h;-r®hy-s)
mp(i(h11)ri(Su(hi2)) @ i(ho1)si(Su(ha2)))
(h1)ri(Su(he))ilhs)si(Sk(hs))
(h1)ri(Sp(ha)hs)si(Sh(ha))
(h1)ri(1ge(hg))si(Sy(hs))
(h1)ri(ly 2)hs)
(h1)

il
.

I
~.

hi)ri

|
~.

Il
~.

hl T )8@(8}]( ( h3 )
i(h1)rsi(Sg(he)) =h-(rs) =h-mg(r®s).

Além disso, temos que mg é um homomorfismo de H-comddulos, pois dados r,s €R
(Idy @ mp)(prer(r @ s)) = (Idg @ mg)(m(ri)m(s1) ® r2 @ s2)
=m(r181) @ rose = w((rs)1) @ (rs)2
— plrs) = plma(r ).

Lema 4.4.3. (R, Ag,cgr) é uma codlgebra em 2YD.

Demonstracao. Vamos proceder essa demonstracao em etapas.
Etapa 1. Primeiramente vamos mostrar que Ag é um morfismo em 2)D.
(Idr ® (Ida @ m)AA))(AR(r)) = (Idr @ ((Ids @ )A4))(r1(iSH™)(r2) @ (r3))

= (r(iSum)(r2) ® (Ida ® m)(Aa(rs))
= (ri(iSym)(re) @ (Ids @ 7)(r31 & raa)
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= (r1(iSum)(r2) ® 131 @ m(r32)
S (r1(iSum)(r2) © 13 @ €a(ra)ln
= (r1(iSum)(r2) @ r3ea(rs) ® 1y
= (r(iSum)(r2) @ 13 ® 1y

= AR(T) ® ]-H

Vejamos que Ag é um homomorfismo de H-médulos. De fato, sejam h € H e
r e R,

Ag(her) = Ag(i(h1)r(2Su)(h2))
= (i(h1)r(iSy)(h))1(iSum)((i(h1)r(2Sk) (h2))2) ® (i(ha)r(iSH)(h2))s
= (i(h1))1r1((eSn) (h2))1 (1SHT) ((2(h1))2r2 (i) (h2))2) @ (i(h1))sr3((0SH)(h2))s
i hu)rl(iSH)(hgg,)(iSHﬁ)(i(hlg)rg(iSH)(hgg)) ® i(h13)r3(iSy)(hoy)
he) (iSu)(i(he)ra(iSH)(hs)) ® i(hs)rs(iSy)(ha)
7(i(ho)r2(iSH)(hs))he) ® i(hs)r3(iSwH)(ha)
(1) (ha)m(re)(miSH)(hs)he) @ i(hs)rs(iSw)(hy)
(r2)Sn (hs)he) ® i(hs)rs(iSw)(ha)
hom(ro)ugen(rs)) @ i(hg)rs(iSy)(hy)
hom(r2)) ® i(hg)rs(iSy)(e(hs)hy)

)
(

~—~ o~ —~ —~ —~
>
(V)
N
=3
)

Além disso, temos que Ag é um homomorfismo de H-comddulos pois, dado r € R

temos

p(Ag(r)) = p(ri(iSym)(r2) @ rs)

= (r(1Sum)(r2))-1(r3)—1 @ (r1(iSum)(r2))o ® (r3)o

= ((r1(eSum)(r2))1)m((r3)1) @ (r1(iSH™)(r2))2 @ (73)2

= m(r1((1Sum)(r2))1)7(rs1) @ r12((1SEaT)(12))2 @ 739
(r11(1Sem)(1r92))m(1r31) @ 112(0SHT) (121) & 39
(r1(iSum)(ry))m(rs) @ ro(iSym)(rs) ® 16
(r1)(miSum)(ry)m(rs) @ ro(iSym)(rs) @ rg
(r)(Sum)(ra)m(rs) @ ra(iSu)(rs) @ re
(r1)(umen) (7 (rs)) @ ra(iSym)(rs) @ s

=T

|
3

Il
)

™

I
)
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= 7(r1) @ r9(iSy)(e(m(ra))m(r3)) @ 75
= m(r1) ® r2(1Su)(7(r3)) @ 14
= (Idg ® Ag)(7(r1) ® ra) = (Idg ® Ag)(p(r)).

Etapa 2. cg = c4|g € um morfismo em 2YD. Note que e é um homomorfismo de

H-modulos pois dador € Re h € H,

er(h-r) = egr(i(h1)r(iSu)(h2))
i(h1))er(r)(€aiSy)(ha)
(h1))(eaiSH)(h2)er(r)
)

)

I
—~ Q)

(
el
Al
€at)(h1Sp(hs))er(r)
(umen(h))er(r)
(h)ER( ) =h-e(r).

R

I
m /\

Note também que e é¢ um homomorfismo de H-comddulos pois dado » € R temos

(Idu ®er)(p(r)) = (Idu ® eg)(m(r1) @ 12)
=m(r1) @ er(re) = m(r) @ 1k
= er(M1ly @ 1g =1y @e(r)

= px(er(r)) = (pxer)(r)

Portanto, eg ¢ um morfismo na categoria.

Etapa 3. Finalmente mostremos que os diagramas da Definicao 4.1.4 comutam. De fato,

seja r € R entao

(AR @ Idr)(AR(r)) = (Ar @ Idg)(ri(iSgm)(re) @ r3)
= Ag(r(1Sym)(r2)) @13
= (ri(iSum)(r2) )1 (iSum)((r1(iSum)(r2))2) @ (r(iSum)(rz))s ® 73
= ri((0Spm)(r2))1(iSum) (r2((iSum)(r2))2) @ r13((iSpm)(ra)s ® 5
= r11(0SyT)(reg) (1Sy™) (r12(0SHT)(re2)) @ 113(1SH™)(re1) @ 113
=r1(iSym)(re)(1Sym)(re(iSym)(rs)) @ r3(iSym)(rs) ® 7
=11 (iSym)(re) (1SuSu™)(r5)(1Su™)(re) @ r3(iSym)(ry) @ ry
(iSu)(Su(n(rs))m(r6))(iSu™)(r2) @ r3(iSum)(rs) @ 17
(
(

:7’1

I
<

(S
1(0Su) (unen (m(rs))) (iSum)(r2) @ r3(iSum)(re) ® re
= 1r1(1Sym)(r2) @ r3(iSu) (en (m(r5))7(14)) @ 76
=r1(iSym)(ry) @ r3(iSy)(7(rs)) @ r5 = 11 (1Sy™)(re) ® Ag(rs)
(

(
= (IdR ® AR) 7“1(@9}[7'(')(7”2) ®T3) = (IdR ® AR)(AR(T‘))

T
()
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Além disso, temos que

(Idg @ eg)(Ag(r)) = (Idg ® eg)(r1(iSym)(r2) @ 13)
=r1(iSym)(re) @ er(rs)
= r1(iSym)(raer(rs)) @ 1k
=r1(iSym)(re) = r1(iSy)(e(re)1y)
= 11e(r2)(e5m)(1n) =

De forma andloga, (er @ Idr)(Ag(r)) =r, para todo r € R.

Proposigao 4.4.4. (R, mg,ug, Ag,er) € uma bidlgebra trancada em LYD.

Demonstragao. Mostramos nos Lemas 4.4.2 e 4.4.3 que R é uma algebra e uma coalgebra
em 7YD, nos resta mostrar que A e ex sao morfismos de algebras. Note que como
er = €a|r temos de imediato que eg ¢ um morfismo de algebras. Agora sejam r,s € R

entao temos que

Além disso, note que Ar(1g) = 1g(iSum)(1r) ® 1 = 1g ® 1g = 1zgR- O

Teorema 4.4.5. R é uma dlgebra de Hopf trancada em YD

Demonstracao. Pela Proposicao R é uma bialgebra de Hopf trancada em ZYD.
Vamos definir S : R — R por SR( ) = (im)(r1)Sa(re), para todo r € R. Note que Sg
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esta bem definida. De fato, seja r € R,

((Ida @ m)A4)(Sr(r)) = ((Idy @ m)AA)((im)(r1)Sa(r2))
= (Ida @ m)(((im)(r1)Sa(r2))1 ® ((im)(r1)Sa(r2))2
= (Ida @ 7)(((27)(r1))1(Sa(r2))1 @ ((im)(r1))2(Sa(r2))2)
= (Ida @ 7)((im)(r11)Sa(ra2) @ (im)(r12)Sa(ra1))
= (Ida @ m)((im)(r1)Sa(rs) ® (im)(r2)Sa(rs))
= (im)(r1)Sa(re) @ (wim)(r2)(mSa)(rs)
= (im)(r1)Sa(re) @ m(r2)(mSa)(rs)
= (im)(r1)Sa(re) @ m(raSa(rs))
= (im)(r1)Sa(rs) @ T(uaca(ra))
(4m) (r1) S a(
(4m) (r1) S a(

Agora vamos mostrar que Sg ¢ um morfismo em g)}D. Primeiramente note que

Sk € um homomorfismo de H-modulos. De fato, sejam h € H e r € R,

Sp(h-r) = SR(Z(hl)T(ZS )(h2))

i(h)r(iSy)(h2))1)Sa((i(h)r(iSk)(ha))2)

i(h1))1r1((iSm) (h2))1)Sa((i(h1))2r2((iSH) (h2))2)

(ha1)r1(8Su) (ha2)) Sa(i(hi2)r2(iSk ) (ha1))

i) (ha))Sa(i(ha)ra(iSu)(hs))

zm)(hl (e)(r1) (imi Sy ) (ha) (SaiSH)(h3)Sa(re)(Sai)(hs)
(1SH)(ha)Sa(iSu(h3))Sa(r2)(Sai)(he)

(uaeaiSy) (h3)Sa(ra)(Sai)(hs)

uaeaSat)(hs)Sa(r2)(Sai)(hs)

=
=
S~—

3
=
/\

~— —~
=)
~—
~— —
<
=
~—
~— —~

—~
=
=
S~—

) (i7) (1) S (r2) S (£ (i(hs) (o)
= i(hn) (im)(r1)Sa(r2) Sa(i(h2)

< i(h) (i) (r1) S (r2)i(Si (ha))

= i(h1)Sr(r)(iSy)(ha) = h - Sg(r).

Na igualdade (*) usamos a Proposigdo 2.1.35 e em (k) usamos o item (iv) da

Proposicao 2.1.36. Além disso, temos que Sr é um homomorfismo de H-comédulos pois,
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dado r € R temos

(i) (r1)Sa(r2))

(1) (r1)Sa(r2))1) ® ((im)(r1)Sa(r2))e

(1) (r1))1(Sa(r2))1) ® ((im)(r1))2(Sa(r2))2

im)(r11)Sa(ra2)) ® (1m)(r12)Sa(ran)
)(r1)Sa(re)) ® (im)(r2)Sa(rs)

= (mim)(r1)(mSa)(re) @ (im)(r2)Sa(rs)

(Tl)(WSA)(M) (1) (r2)Sa(rs)

(r1)(Sum)(rs) ® (im)(r2)Sa(rs)

<4i’”w<r1>sﬂ<1H> ® (im)(r2) Sa(rs)

= 7(r1) @ (im)(r2)Sa(rs) = (7)(r1) ® Sk(r)

= (Idg ® Sg)(m(r1) @ o) = (Idg @ Sg)(p(r)).

p(
m(((im
=m((
((
(¢

(2

1
3

Na igualdade (%) usamos a Proposicao 2.1.35. Portanto Sk é um morfismo na

categoria.

Nos resta mostrar que Si é a inversa da identidade em relagdo ao produto convo-

lugdo. De fato, dado r € R temos que

mpr(Sg @ Idr)(Ar(r)) = mr(Skr ® Idg)(ri(iSym)(r:) @ r3)

= mg(Sgr(ri(iSym)(re)) @ r3)
((m)((r1(eSum)(r2))1) Sa((ri(iSum)(r2))2) ® r3)
((im)(r11(iSum)(r22))Sa(r12(iSpm)(ra1)) @ 73)
((im)
(

= mp
= mp
= mpg((im)(r1(iSym)(rs))Sa(re(iSym)(rs)) @ rs)
= (im)(r1(¢Sym)(ry))Sa(re(iSym)(rs))rs

(i) () (imiSym)(re) (SaiSym)(r3)Sa(ra)rs
(1) (r1) (iSgm)(re) (SaiSym)(r3)Sa(re)rs
2 (im) (1) (Saim) (ra) (SaimSa) (r3)(Sa) (r2)rs

)

)

)S

1%l
=y

(s

3)74)Sa(r2)rs

T (
14)Sa(raga(rs))ra

(Saim)(Sa
(Saim)(

A(r2)rs

1T\

= (im)(r1)uaca(rs)
(im)(r)
 i(er(r)Ln) = er(r)1r

= (ugeg)(r).

Na igualdade (x) usamos a Proposicao 2.1.35. De forma anédloga mostra-se que mg(/dg ®
Sr)(Ag(1)) = (uger)(r), para todo r € R. O

(im)(
(i) (
(1) (1
(i) (

im)(rieg(ra)

—
W~

3
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Este teorema nos permite construir exemplos de algebras de Hopf trancadas em

BYD a partir de dlgebras de Hopf em Vecg. Apresentamos aqui um exemplo.

Exemplo 4.4.6. E facil ver que {¢'27}o<1ij<n_1 ¢ a base para a algebra de Taft T,.

Seja H = G, onde G é um grupo ciclico de ordem n, denotaremos por g o gerador de G.

Defina 7 : T, — H por w(¢'a*) = ¢'6y0 e i : H — T, por i(¢') = ¢'. Note que
mi = Idy. De fato, dado ¢ € H temos 7(i(¢')) = 7(¢") = n(¢'2°) = ¢' = Idu(q").
Portanto, se mostrarmos que 7 e ¢ sdo homomorfismos de bidlgebras temos pelo Teorema

4.4.5 temos que TqCOH ¢ uma 4lgebra de Hopf trancada em £YD.

Naturalmente ¢ é um homomorfismo de bidlgebras. Vamos mostrar que © é um
homomorfismo de bidlgebras. Primeiramente vamos mostrar que 7 é um homomorfismo
de 4lgebras. De fato, sejam g'z’, g*a! € T, entdo

G\ ( k] i Gk kgl
m((g'2’)(g"2")) = m(g'q g 2’ a")
z‘-l—k:xj-&-l)

qj-i-kﬂ.(gigkxjxl)

ok itk
g 05410,

= ¢ (g

Se j+1 # 0 temos que j # 0 ou l # 0. Sem perda de generalidade, vamos assumir
que j # 0. Temos que 7((g'z?)(g*z")) = ¢"*¢"**5;,,0 = 0. Por outro lado, temos que
m(g'a))m(gFx') = ¢'6,09"010 = 0g*d,0 = 0. Portanto, m(g'zig*z!) = 0 = n(g'a?)w(g"z").

Agora se j +1 =0 temos que j = [ = 0 e portanto temos
W(gixo)ﬁ(gk:co) — gi5o,ogk5o,o — gigk — gi+k —— 7T<gi+k:c ) — W((gixo)(gkxo)).

Agora vamos mostrar que m é um homomorfismo de coalgebras. Para isto, é

importante observar que dado g'z’ € T, temos

Ar,(g'2’) = Ag, (9")Ar, (27) = (Ag,(9)) (A, ()
=909 (gor+z1)

J

~ o3 (e atee

k=0

=(4'®4d) EJZ <‘;> (¢" @) (@ ©1)

k=0
I [ o A
— Z < >gk+2x]_k X g’xk.
o \k
Assim, dado g'z? € T, temos

(@ mAn(o') = (rm(3 (1)t o g
k=0

_ z]: (i)ﬂ(gk—”fj_k) ® W(gixk)

k=0
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I [ . .
= Z gkﬂ(sjfk,o ® g"0k,0
o \k

= (é) g 7,0 & 900

=g¢'0j0®4g"
= Au(9'6;0) = Au(r(g'a’)).

Naturalmente e (7w (g'z7)) = er,(9'2”). Portanto temos que 7 e i séo homomorfis-

mos de bidlgebras e consequentemente 7T qc"H é uma &lgebra em ZYD.

Note que, T = K[X]/(X™). De fato,
j .
g’ @1 = (Idr, @ m)A(g's’) = (Idr, @ 7) (> <‘7>gk+ixj_k ® g'z")

j ] . . . ] ] . . .
=> <‘,7€> g @n(gat) =) (2) g TE @ g0
k=0

N <é> g @g =g’ @4

Assim, g7 @ 1 — ¢’/ @ ¢' = g2 ® (1 — ¢') = 0. Como g'z/ # 0 temos que
1 — ¢’ = 0, consequentemente, g = 1. Logo, T*" é gerada por #/ com 0 < j <n—1le
portanto T;°% = K[X]/(X").

E natural nos questionarmos se existe alguma relacéo entre o biproduto de Radford

e R = A®H_ (O teorema a seguir, que encerra este trabalho, tratara dessa relacao.

Teorema 4.4.7. Sejam A e H dlgebras de Hopf ordindrias ei: H - Aenw: A — H

homomorfismos de dlgebras de Hopf tais que mi = Idy. Entdo A ~ R#H como dlgebras
de Hopf, onde R = A®H.

Demonstragio. Definimos 6 : R#H — A por 0(r#h) = ri(h). Primeiramente mostremos
que # é um homomorfismos de dlgebras e de coalgebras. De fato, sejam r#h, s#g € R#H.

Entao,

0((r#th)(s#tg)) = 0(r(hy - 5)3thag) = r(hy - 5)i(hag)

ri(h1)s(iSy)(ha)i(hsg) = ri(hy)si(Sg(ha)hsg)
ri(hi)si(en(ha)g) = ri(hien(h2))si(g)

= ri(h)si(g) = 0(r#h)0(s#g).

Note que (1g#1y) = 1gi(ly) = 1g. Além disso,
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(9 X 9)(A#(T#h)) = (0 X 0) (7’1#<T2>,1h1 X (Tg)o#hg)

2 (0@ 0)(r1 (iSum) (r2)#(rs) 11 © (ra)odths)
= (0 0)(r(imSa)(r2) #(rs)-1 b @ (r)oéhs)
= (0 ®0)(ri(imSa)(re)#m(r3)hy @ ra#ths)
=11 (imSa)(r2)i(7(r3)h1) @ rai(hs)
= r1i((wSa)(ro)m(rs)hy) @ r4i(hs)
= r1i(m(Sa(ra)rs)hy) @ r4i(hg)
= ryi(m(uaea(ra))hy) & rai(hs)
( )r3i(ha) = 1r1i(h1) & rei(hs)
ri(h))1 ® (ri(h))s = AA0(r#h).

=ryi(hy) @ ea(ry
(
Em (*) usamos o fato de Ag(r) = 1 ® ro = r(iSym)(r2) ® 3 e em (**) usamos a
Proposigao 2.1.35. Note que (c4)(0)(r#h) = ca(ri(h)) = ca(r)eu(h) = cx(r#h).
Finalmente, vejamos que v : A — R#H dada por v(a) = a1(imS4)(az)#7(as),
para todo a € A é a inversa de . De fato,
0(v(a)) = 0(a1(imSa)(az)#m(as))
= ay(imSa)(az)(im)(as) = a1 (im)(S(az)as)
= a1(im)(uaga(az)) = mea(az) = a,

para todo a € A. Por outro lado,

V(6(r#h)) _7(”(}1)) (ri(h))1(imSa)((ri(h))2)#m((ri(h))s)

)(imSa) (r2i(ha))#m (rsi(hs))

r1i(he) (im)((Sai)(ha)Sa(ra))#m(rs3) (i) (hs)

)(im)((iSk) (he)Sa(ra))#m(rs)hs

= r11(h1)im((2Sy ) (he))im (Sa(rz))#m(rs)hs

= r19(h1)i(Sw (ha)) (imSa) (r2)#m(r3)hs
= 11i(h1S(h2)) (tmSa) (r2)#m(r3) s
(
(

ﬁ

ﬁ

= ryi(ugen (hy))(@mSa)(ra)#m(r3)he
r1i(1g)(imwSa)(re)F#m(r3)hoe(hy)

= 1y (imS4) (ro)#m (rs)h 2 vy (1Sm) (r2) ) e r (rs) P
= r1iSg(m(re))#h = rmer(ra)(iSy)(1g)#h = r#h.

Em (*) utilziamos a Proposigao 2.1.35. Portanto A ~ R#H.
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5 Conclusao

A elaboracao deste trabalho nos permitiu aprofundar muito os conhecimentos de
algebra, bem como entender temas de pesquisa que vem sendo amplamente estudados
nos tultimos anos. Podemos citar, por exemplo, algebras de Hopf ordindrias, categorias

monoidais trancadas rigidas e algebras de Hopf trancadas.
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