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RESUMO

O PROBLEMA DE DIRICHLET PARA A EQUACAO DAS
HIPERSUPERFICIES MINIMAS EM DOMINIOS ARBITRARIOS DE UMA
VARIEDADE RIEMANNIANA

AUTOR: Lucas Soares Priebe
ORIENTADOR: Ari Joao Aiolfi

Nesta dissertacdo, estudamos o problema de Dirichlet para a equagao dos graficos mini-
mos em dominios Q C M de classe C%, onde M é uma variedade Riemanniana completa
qualquer. Mostramos que, no caso em que {2 é limitado, para ¢ € CZ(GQ), existe uma
constante C = C(|Dg|, |D2¢|, [I1], Ricy ), onde |11| é a norma da segunda forma funda-
mental de 0L, para o qual o problema de Dirichlet tem solucdo desde que osc(¢) < C.

Palavras-chave: Problema de Dirichlet. Hipersuperficies minimas. Método da Continui-
dade. Variedades Riemannianas



ABSTRACT

THE DIRICHLET PROBLEM FOR THE MINIMAL HYPERSURFACE
EQUATION ON ARBITRARY DOMAINS OF A RIEMANNIAN MANIFOLD

AUTHOR: Lucas Soares Priebe
ADVISOR: Ari Joao Aiolfi

In this work we study the Dirichlet problem for the minimal graph equation on C2-domains

Q) C M, where M is an arbitrary complete Riemanniam manifold. We show that, in the case

where Qis bounded, for ¢ € C?(6Q), there exists a constant C = C(| Dg|, |D2¢5|, [11], Ricy),
where |I1] is the norm of the second fundamental form of 6£2, for which the Dirichlet pro-

blem has a solution since osc(¢) < C.

Keywords: Dirichlet problem. Minimal hypersurfaces. Continuity Method. Riemannian
Manifolds.
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1 INTRODUCAO

Seja M uma variedade Riemanniana completa de dimensao n > 2 e seja ) C M
um dominio limitado de classe C?. Nesta dissertacao consideramos o problema de Dirichlet
para a equacao das hipersuperficies minimas

U N

—2
MU := divD_v$D:0,u€C2 Q

2
+ |Vul|

Ulog = ¢ (1.1)

onde ¢ € C? (6Q) é dada “a priori” e div e V s#o o divergente e o gradiente em M ,
respectivamente.
Observamos que se U € C*(Q) N CO(?Z) € uma solucdo do problema de Dirichlet

(1.1), entdo o gréafico de u é uma hipersuperficie minimaem M X R.
Este problema vem sendo estudado ha muito tempo e ainda é um tema bastante

ativo de pesquisa. Os trabalhos pioneiros a ele relacionados comegaram, como € natu-
ral, no contexto dos espacos Euclidianos. Um dos pioneiros foi T. Radé que mostrou no

trabalho (RADO, 1930) que, para M = R? e Q limitado e convexo, o problema (1.1) tem
solucédo para qualquer dado continuo no bordo. Também exibiu um exemplo de um domi-

nio limitado Q C R? n&o convexo para o qual existe um dado continuo no bordo em que
o problema (1.1) ndo tem solucéo (o famoso exemplo do tetraedro). Por outro lado, R.
Finn em (FINN, 1965) mostrou que para qualquer dominio limitado contido no plano que
nao seja convexo, existe dado no bordo para o qual o problema (1.1) ndo tem solucéo.

Estes resultados foram estendidos para R™ no trabalho (JENKINS; SERRIN, 1968), onde

é mostrado que para Q C R™limitado e de classe C’o problema de Dirichlet (1.1) tem
solugéo para qualquer dado continuo no bordo se e somente se () é convexo em média,

isto é, a curvatura média de 0{) é ndo negativa. Observamos que convexo em média
nao implica necessariamente em convexo, se n > 2. A parte relativa a existéncia dos
resultados descritos acima, foram estendidos para o contexto Riemanniano nos trabalhos
(EARP; TOUBIANA, 2008), (NELLI; ROSENBERG, 2002) e com grande generalidade em
(DAJCZER; HINOJOSA,; LIRA, 2008).

Ainda em (JENKINS; SERRIN, 1968), os autores mostraram que, para 2 C R" li-
mitado e n&o convexo em média e ¢ € C? (6Q), existe C = C (|Dg| , |D?*¢| , Q) tal que

o problema (1.1) tem solugéo se osc (¢) < C, onde osc (¢) := supyg ¢ — infaq ¢. Este
resultado (Teorema 2 de (JENKINS; SERRIN, 1968)) foi estendido para o contexto Rie-

manniano, em (AIOLFI; RIPOLL; SORET, 2016). Precisamente:

Teorema 1.0.1 Seja M " uma variedade Riemanniana completa de dimenséo n, n > 2.



Seja Q C M um dominio limitado de classe C? e seja ¢ < C? (6Q) tal que
. ) oz
osc(¢) < C |Dg|,-D°¢-,|IN],Ricm ,

onde |I1| denota a norma da segunda forma fundamental de 0 e C é uma funcgéo que é
dada explicitamente pela equacéao (5.4). Entdo o problema de Dirichlet (1.1) tem solucdao.
Além disso, a funcdo C = + o0 nos pontos estritamente convexos em média (também nos
pontos onde Haoqg = O se Ricy = 0). Segue que se 0€) é estritamente convexo em
média (ou convexo em média se Ricy > 0), entdo o problema de Dirichlet (1.1) tem
solucéo para qualquer dado continuo no bordo.

Nosso objetivo principal nesta dissertacdo € a prova do Teorema 1.0.1. No en-
tanto, iremos considerar Q de classe C%a e ¢ € Cz,a(aﬂ). O caso de Q de classe C% e
¢ € C2(6Q) pode ser demonstrado agora usando as técnicas de analise (ver (JENKINS;
SERRIN, 1968)).

Para tal demonstracéo, utilizaremos o Método da Continuidade, o qual descrevere-
mos na Secc¢ao 3.3 do Capitulo 3.

Este método consiste em definir

V={telo,1]; dus e CZ%Q) com M(uy) = 0, Ut|sg= 16}

e mostrar que V € ndo vazio, aberto e fechado em [0, 1]. Disto, segue que 1 € V mostrando
assim que o problema de Direchlet (1.1) possui solugao.

A abertura de V decorre diretamente do Teorema da Funcao Implicita. Em tal pas-
sagem é utilizado apenas propriedades do operador.
Ja para o fechamento, é necessario exibir uma constante C > tal que, para todo
teV,
luel2,a< C. (1.2)

Deste fato, aplicando sucessivamente o Teorema de Arzela-Ascoli, mostramos que se a

sequéncia (tn)nen C V converge a tg entédo ty € V, concluindo assim que V é fechado.

Para exibir tal constante que satisfaga (1.2) € mostrado que, paratodo t € V, basta
encontrar as estimativas “a priori”
mda_xlutls C1

m&leutls Co.

Como pode ser visto em tal Capitulo, dado que ja temos de brinde as estimativas

“a priori” para a altura de uma solugéo de (1.1) visto que estamos em M X R, bem como
sabemos que a norma do gradiente em {2 de uma solucao u de (1.1) pode ser estimada

por |ulo e |ui]aq (ver Teorema 3.2.11), sera suficiente obtermos estimativas “a priori” no
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bordo para a norma do gradiente de uma solucado de (1.1), a qual seréa feito no Capitulo 4.
A concluséo da prova do Teorema 1.0.1 sera feita no Capitulo 5.

Um resumo da teoria basica que necessitamos, tanto de Geometria Riemanniana
guanto de Equacdes Parciais Elipticas estdo descritos nos capitulos 2 e 3.

O coracéo desta dissertacdo é o Capitulo 4, onde obtemos as barreiras necessa-
rias relativamente ao problema de Dirichlet (1.1) e que forma a base da prova do Teorema
1.0.1.



2 FUNDAMENTOS DE GEOMETRIA RIEMANNIANA

Tendo em vista que lidaremos em principio com um Problema de Dirichlet em do-
minios contidos em uma variedade Riemanniana, destacamos este Capitulo para expor
alguns conceitos e resultados de variedades diferenciaveis e variedades Riemannianas
gue utilizaremos quando tratarmos do problema de Dirichlet (1.1).

No que concerne a este Capitulo, ou seja, aos fundamentos de Geometria Rie-
manniana, as demonstracées de muitos resultados serdo remetidas, essencialmente, as
referéncias classicas (JOST, 2008) e (CARMO, 2015), e daremos destaque para alguns
resultados, como o Teorema da Comparacao do Hessiano.

2.1 VARIEDADES DIFERENCIAVEIS

Comecamos com o conceito de variedade diferencial.

Definicdo 2.1.1 Dizemos que um conjunto M é uma variedade diferenciavel de dimenséao
n se existir uma familia de aplicacdes injetivas Xq : Ug C R™—— M de abertos U, de R™
em M taisque:

a

ii) para todo par «, 8, com Xa(Ua) N Xp(Ug) = W 0 , os conjuntos x;'(W) e
xgi(W) séo abertos 1ole R™ e as aplicacdes
X~ 0 Xq : Xz (W) — M e x;! o xg: x—'(W) — M séo diferenciaveis;

B B
iii) a familia {(Uq, Xa)}acn € maxima relativamente as condicdes anteriores.

O par (Ug, Xq) é chamado de parametrizacéo local de M e {(Uq, Xa)}acn € 0 que
se entende por estrutura diferenciavel de M .

Agora, com a definicdo de variedade diferenciavel, podemos definir diferenciabili-
dade de aplicagdes entre variedades diferenciaveis.

Definicdo 2.1.2 Uma aplicacdo ¢ : M 1 —— M &, M; e M, variedades diferenciaveis, é
dita diferenciavel em p € M; se, dada uma parametrizacdo (V, y) de M, em torno de
o(p), existe uma parametrizacdo (U, x) de M; em torno de p tal que p(x(U)) C y(V) ea
aplicaco y-! o @ o X: U ——V é diferenciavel em x—(p).

Se ¢ for diferenciavel para todo p € Mj, dizemos que ¢ é diferenciavel.

Observamos que diferenciavel para nos, nesta dissertagao, significa C*.

Note que (—S,S), s > 0, é uma variedade diferenciavel de dimenséo 1 e, portanto,
no mesmo sentido da definicdo anterior, podemos definir um caminho (ou curva) diferen-

ciavel em M como sendo uma aplicacéo diferenciavel a : (—s,s) —— M.
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Para definir vetor tangente ao longo de uma curva diferenciavel, considere os con-

juntos
Cp(M)={a: (—s,s) —— Mdiferenciavel;a(0) = p},

C>(p) ={f : M —— R; f diferenciavel em p}

C>(M ) = {f : M —— R; fdiferenciavel}.

Definicdo 2.1.3 Sejam M variedade diferenciavel e « : (—s, s) —— M diferenciavel. Defi-
nimos vetor tangente a curva a, em t = 0, como sendo a aplicacéo

@(0):C>(p) -~ R
f o= (e a)®leo

Note que, se M é uma variedade diferenciavel, dadosp € M, a € C,(M ) e

f, g € C>(p), temos:
ad(0)(f + g) = al(0)(f) + ai(0)(9)

e, parar € C°(R) diferenciavel em f(p), temos que

a(0)(r o f) = ri(f (p))ai(0)(f).
De fato, note que

AO)NF+Q9) = [Fla(®) +glal®].

t

d
= 4t [f(a(t))].t=0+ at [9(a(t)] o

= dal(0)(f) + al(0)(9)

o 1o

d
dt[r(f(a(t)))]__t=0

2 q 2
= i (f(a®)) it (f (a(®))) .

t=0

a(r () =

= ri(f (p))ad(0)(f).

Certas definicbes em variedades ndo sao muito intuitivas, como a acima. Sempre

gue possivel é util ver em coordenadas locais.
Seja M uma variedade diferencial de dimens&o n. Dado (U, x) uma parametriza-

¢do de M na vizinhanga de p € M, é possivel descrever o vetor tangente a uma curva

a € Cp(M ) em coordenadas locais, vinculada a esta parametrizagéo, como segue:
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Supondo sem perda de generalidade, a(—s,s) C x(U), ficam bem definida a curva
L: (—s,s) —— U C R" A1) = (xtoa)t) = (xi(D), ..., Xa(t)). Também, para toda
f € C>(p), fica bem definida a aplicacdo f o x : U C R —— R. Noteque

B = Siteaml.

_d 1
= gilfex) e ea)®]

1 ()] =0
EL(f 0 )X D), ..
H_Xpo)(F0)
" ax(f e X)(B(0)N(0),

=1

ou seja,
0

, >
a(0)(f) = xJ(o)
toox

=1

(f o x)(@), (2.1)

onde g = £(0) = x~(p).
Agora, tomando s menor se necessario, considere y; : (—s,s) —— U C R"dado

por y{t) = q + te;, onde {e;}’=1 é a base canénicade R"eT';: (—s,5) —— x(U)C M
dada porT'(t) = x(y{t)). Temos

)N = $I(e TOL
d
=l oxe )l

d
= glfo x)(yz'(t.))].t=0
= d(f o X)y(0)(»(0))
- dg o X)q(ed)

= axi(f" x)(q).
Portanto,
b T _
d(0)(f) = X (0)[I(o)(f) = >§l(0)D(o) .

Denotando I'{0) = (2, )o, temos

. = - az
@OH = ¥o) 5 O

=1
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ou seja, z
x "0

a(0)=  X¥{0) ox;

=1 0

onde {(,) }i=1 denota a base de TpM vinculada a (U, x) e

xi0) = (x~* o @)i(0),e).

Um vetor tangente & M em p fica bem definido como sendo um vetor tangente a
algumacurvaa € C,(M) emt= 0. O conjunto de todos vetores tangentes a M em p
€ denotado por T,M , o qual é evidentemente um espaco vetorial de dimens&o n, onde
n=dim M.

Proposicao 2.1.4 : Sejam M1 e My™ variedades diferenciaveis e seja ¢ : M; —— M, uma
aplicacdo diferenciavel. Para cada p € M; a aplicagdo dpp : TpM; —— TypM2 dada

por dpp(v) = Si(0), onde v = ad(0) paraalguma € C,(M) e f = ¢ © a, € uma aplicacéo
linear que ndo depende da escolha de a.

Prova. Seja (V, y) uma parametrizacdo de M; na vizinhanca de ¢(p). Seja (U, x) para-
metrizacdo de M; na vizinhanga de p, tal que ¢ o x(U ) C y(V). Como ¢ é diferenciavel,
temos y—! o @ o x:U C R"——V C R™diferenciavel.

Deste modo, considerando Y; as fun¢gdes coordenadas de y*1 og@oXie&{1.,m}
segue que elas sado diferenciaveis.

Como B(t) = (¢ o a)(t), temos que

oD =0"opoa®="0gpo0xx" o).

Denotando
(x~! o a)(®) = (x1(D), ..., Xa(D)
segue que
(y=" o M = Y11 D), ., Xn(D), ooy YmX1 (D), vy Xn(D))-

Tomando {¢g, ) 321 base de Ty»M associada a parametrizagéo (V,y), temos

>
pilo)y=myx®,..x ®) "~ 5
jo1 noo-

=0 Jyj o

>

j=1
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Comoy;: U C R"—— R sé&o diferenciaveis para j € {1, ..., m},

d

YOO, @) = St e 0],
= (dy)(r om0y (X~ © a)i(0))
= (%) (xi;(0), ..., Xi,(0))

= “F(@w(o),
oy OXi
onde g = x~'(p). Assim,
| > : -_az
=1 S zy] 0
G

= - = P (g (0)
= 1 =1 ox; i Vi o
Como ja visto, fi(0) ndo depende da escolha de a (pois (X, ..., Xi,,)) independe da
escolha de a). Logo dpp(v) = pi(0) estd bem definida e ndo depende de o.
Por outro lado, dgp : TpM1 —— TypMa, com dpp(v) = £i(0) é linear, pois dpp € uma
transformagao linear cuja matriz em relagéo as bases {(:3,) §i=1 de T,;Mi e {(-%,, ) &1
de Typ)M2 é a matriz Jacobiana A = () mxn da aplicagéo

ylopox:UCR'—— VCR"

jaque (y=' o g o X)(X1, ey Xn) = (Y1(Xt, cory X, oy Yr(X1, ooy X))

Seja M " uma variedade diferenciavel. Considere o conjunto

T™M={(p,v);pe M,ve T, M}

e seja {(Uq, Xa)}aen estrutura diferenciavel para M .
As aplicacées Yq : Ug X R™ —— TM definida por
) > S
ya(Xay--an,Xl,---,Xn) = Xa(Xaa"'lXa)! " X _8
1 n 1 nooi=1 ¢oox®
onde {(z%:)}%1 indicaabase associada a parametrizag&o (Uaq, X) nos espagos tangentes
de xa(Uqa), define uma estrutura diferenciavel para TM, a qual entenderemos por Fibrado

Tangente de M.

Definicdo 2.1.5 Sejam M ™ e N " variedades diferenciaveis, m < n,esejay : M —— N
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diferenciavel. Dizemos que:

i) w € umaimerséo se dyp : TpM —— Typ)N € injetiva.

ii) w(M) é uma subvariedade de N(subvariedade imersa) se y é uma imersao inje-
tiva.

iii) € um mergulho se (M, y) é uma subvariedade de N tal que M é homeomorfa a

w(M ) < N com a topologia de subespacos (topologia induzida).

Observamos quese f : M —— N n*1 & uma imerséo, o conjuntof(M) C N é
chamado uma hipersuperficie de N.

Tendo em vista que os bordos dos dominios que estamos considerando séo hiper-
superficies de uma variedade M e que a curvatura média de uma hipersuperficie depende
da sua orientacéo (se néo for minima), i.é., da escolha de um campo de vetores normal a
hipersuperficie, continuo e nao nulo, deste modo, necessitamos dos conceitos de orienta-
¢ao de uma variedade diferenciavel e de campo de vetores em uma variedade.

Definicdo 2.1.6 : Seja M " variedade diferenciavel. Diz-se que M é orientavel se M
admite uma estrutura diferenciavel {(Ua, Xa)}aca tal que para todo par @, f € A com

Xa(Ua) N xg(Ug) = W f= &, a diferencial da mudanca de coordenadas x~1 %X, tem
determinante positivo. Caso contrario diremos que M é nao orientavel.

Definicdo 2.1.7 Um campo de vetores diferenciavel (C*) em uma variedade diferenciavel
M é uma aplicacao diferenciavel

X:M —— TM
po>—— Xp),

com X(p) € T,M.

Denotamos por X (M) o conjunto de todos os campos de vetores diferenciaveis de
M.

Seja M " variedade diferenciavel e seja X € X (M ). Note que fica bem definida a
aplicacéo

X :Co(M) —— C°(m)
f > —— X(f)

onde

= o
X(F)(p) = azﬂgx—ixl(q), q=x"(p)

i=1

sendo (X, U ) uma parametrizacdo emtornodep € M,coma;: x(U)C M —— R
diferenciaveis (ver (2.1)).
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Proposicédo 2.1.8 Sejam X, Y € X (M), M variedade diferenciavel. Entdo existe um
Gnico campo de vetores Z tal que, Vf € C*(M ),

Zf = (XY — Y X)f

Prova. Ver (CARMO, 2015), Lema 5.2, p.28.
Tal campo Z é dito colchete de X e Y e denotado por [X, Y ]. Note que fica bem
definido a aplicacéao

L1:X(M)XX(M) —— X(M)
XY)» —— [X,Y]=XY =YX

Observamos que a operacgao colchete goza das seguintes propiedades:

Proposicdo 2.1.9 Sejam M uma variedade diferenciavel, X,Y,Ze€ X(M)a,be R e
f, g € C*(M). Entéo:

i) [X,Y ]=—L[Y, X] (anticomutatividade)

i) [aX + bY,Z] = a[X,Y ]+ bLY, Z] (linearidade)

i) [[X,Y1,Z] + [LY, Z], X] + [[Z,X],Y ] = o (identidade de Jacobi)

iv) [FX,gY]=fg[X,Y ]+ FX(Q)Y —gY (F)X

Prova. Ver (CARMO, 2015), Prop. 5.3, p. 28.

2.2 VARIEDADES RIEMANNIANAS

Tendo em maos o conceito de variedades diferenciaveis e alguns conceitos e resul-
tados basicos relacionados a elas, passamos agora a ver o que se entende por variedade
Riemanniana.

Definigcdo 2.2.1 Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) em uma variedade
diferenciavel M é uma correspondéncia que associa a cada ponto p € M um produto in-
terno (, )p no espaco tangente T,M, o qual varia diferencialmente no seguinte sentido:
Se x: U C R*—— M é um sistema de coordenadas locais em torno de p, com

X(X1, ..., Xn) = q € x(U), entéio (- (Q),ﬁgj (@))q := gii(X1, ..., Xn) é uma funcéo diferen-
ciavel em U.

A uma variedade diferenciavel M que possui uma métrica Riemanniana damos o
nome de variedade Riemannina.

Observe que, com esta definicdo, passamos a ter a nogao de comprimento de uma
curva em M, area de uma "regido"em M , angulo entre duas curvas em M que se inter-
ceptam, etc.
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Em particular, temos a nogao de isometria.

Definicdo 2.2.2 Sejam N, M variedades Riemannianas. Uma aplicagdof : M —— N é
chamada uma isometria se

(u, V) = (dfpu, dFpV) 1)
paratodop € M e paratodo u,v € T,M.

Outra nocao que precisamos é a de campos de vetores ao longo de curvas em M .

Definicdo 2.2.3 Sejam M uma variedade diferenciavel e a : | —— M uma curva em M.
Denotamos por campo vetorial V , ao longo da curva a, uma aplicacdo V : | —— TM que
acadat € | associa um vetor tangente V (t) € Tq)M. Diz-se que V é diferenciavel se
paratoda f € C~*(M ), a funcdo t —— V (t)f € uma funcéo diferenciavel em I.

Seja a : [a, b] —— M diferenciavel. Entdo «i(t) € um campo de vetores ao longo de
o. Definimos o comprimento de « de a a b por

I,
12 ()= (a(1), ad(1))a(pdt

a

No restante da dissertacao utilizaremos a nogao de conexao, a qual estabelece uma

aplicacdo entre campos em X (M) com propiedades similares as derivadas usuais em R",
como podemos ver a seguir.

Definicdo 2.2.4 Uma conexdo afim V em uma variedade diferenciavel M é uma aplicacao
Vi X(M) X X(M) —— X (M), indicada por V(X,Y) = VxY, que satisfaz as seguintes
propiedades:

) VixegyZ =fVxZ +9VyZ,

i) V(Y +2Z2) = VxY + VxZ,

i) Vx(fY) =fVxY + X(f)Y,
onde X,Y,Z € X(M)ef,g e C>(M).

Com a nogao de conexéo, obtemos uma maneira de derivar vetores ao longo de
curvas em M . Conforme veremos na proposicao a seguir.

Proposicédo 2.2.5 Seja M variedade diferenciavel com conexao afim V. Entéo, existe
uma Unica correspondéncia que associa um campo vetorial V ao longo de uma curva

diferenciavel & : | —— M, a um outro campo vetorial 2%, ao longo de @, denominado
derivada covariante de V ao longo de «, tal que:
i) 2(V +W) = DY +DW nara quaisquer V e W campos ao longode ace f € C>(1);
ii) %‘—/) =4\ + fRY, para quais querV campo aolongodeaef € C>(l);
Além disso:
iii) se V é induzido por um campo Y € X(M), isto é, V(1) = Y (a(t)), com
Y e X (M) entdo ZY = VY .
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Prova. Ver (CARMO, 2015), Prop. 2.2, p.55.
No sentido de estudar um campo de vetores restrito a uma curva o em M, enunci-
amos a seguinte definic&o.

Definicdo 2.2.6 Um campo vetorial V ao longo de uma curva diferenciavel o : | —— M é

chamado paralelo quando 2% (t) = 0 € TayM, paratodo t € I.

Observamos que se a : | —— M é diferenciavel, dados tg € | e Vi, € Tai)M ,
existe um Unico campo de vetores paralelo V ao longo de a tal que V (tg) = vp (ver
(CARMO, 2015) Prop. 2.6, p.58).

O campo V da observagcédo acima é chamado de transporte paralelo de V¢ ao
longo de a.

Definicdo 2.2.7 SejaM umavariedade Riemanniana. Um conjunto de{E}%1,em X (M),
é dito um referencial de M se, paratodop € M, {E{p)}=1 é uma base de T,M. Se

além disso {E{p)}L; for ortonormal para todo p € M chamamos {E}Z; de referencial
ortonormal em M.

Deste modo, dado um campo vetorial X € X (M), podemos escrever

=
X = XEi, (2.2)
=1

onde {E}%=1 é um referencial de M e x; : M —— R diferenciavel, i € {1, ...,n}.

Teorema 2.2.8 (Levi-Civita): Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma Unica co-
nexdo afim V em M satisfazendo as seguintes condicées:

i) V é simétrica, isto é, VyX — VxY =[Y,X] paratodo X,Y € X(M);

i) V é compativel com a métrica Riemanniana, ou seja, para toda curva diferencia-
vel a : | —— M e quaisquer pares de campos de vetores paralelos V, W ao longo de a
tivermos (V, W) : | —— Rconstante.

Prova. ver (JOST, 2008) Teor. 3.3.1, p. 132 e Def. 3.31, p. 133.

Observacoes:
1) A conexao dado no Teorema de Levi-civita € chamada de conexdo Riemanianna

(ou de Levi-Civita).

2) Note que, tendo em mente a conexao de Levi-Civita, dada a : | —— M diferen-
ciavel e X, Y campos de vetores diferenciaveis ao longo de a, tem-se
d "DX > - DY >
d—t(x,Y)z E’Y + X’E (2.3)

Prova. Ver (CARMO, 2015) prop. 3.2, p. 59.



20

Como a conexdao de Levi-Civita (Riemanniana) atende os bons requesitos que de-
sejamos, de agora em diante, quando nos referimos a uma conexao afim em M, estamos
considerando a conexao Riemanniana.

Observamos que no problema de Dirichlet (1.1) trabalhamos com os operadores
divergente, gradiente e Laplaciano em M . A seguir, utilizando a conexdo Riemanniana,
definimos o que se entende por estes operadores.

Definicdo 2.2.9 Sejam M variedade Riemanniana, X € X (M), f € C*(M ) e {Ei}21

um referencialem M. Definimos divergéncia de X como sendo afuncdodivX :M —— R
dado por

divX(p) := 'nl(VEiX, E)(p),p e M,

=

o gradiente de f como sendo o campo vetorial VT definido por
(VF(p),v) =dfp(v),Vpe M, v € T,M

e por ultimo, definimos o Laplaciano de f como sendo
Af (p) := div(VT (p)), p M.

Observamos que, tomando {E}2£1 um referencial ortonormal em uma variedade
Riemanniana M ", a; € C»(M ) tal que a] (0) = E;, segue da definigéo que

VE(p), Ey) = df,(E;
(VE(p), Ed) dp()

= gt (f o @)D=
= E{f )(p).

‘n .
De (2.2), podemos escrever Vf = » aiEi Assim,
. >
:TL
a; = ajEj, Ei

j=1

= (Vf, Ej)

= Ei(f),

ou seja,
=
Vi= E{f)E.

i=1
Para fins de célculos posteriores, enunciamos algumas proposicdes a serem utili-
zaremos como ferramentas em demonstragdes futuras.

Proposicdo 2.2.10 Sejam Mnvariedade Riemanniana, f € C*(M)e X € X(M). Entéo,

div(f X) = fdiv(X) + (Vf, X),

em M.



21

Prova. Seja {E;}"=1 Um referencial ortonormal em M . Temos que

P
div(fX) = (Vg(fX),E)
1

14

= (E{FX +FVgX,E)

FHl n

> =

= (B(FHX,Ed+ (FVEXE)
i=1 =1,
= =

= i=1(X' El(f)El) +F i=1(inX’ El)
= fdiv(X) + (VT, X)

Particularmente importante para os resultados que vamos expor é o conceito de
geodésica.

Defini¢cdo 2.2.11 Seja M uma variedade Riemanniana. Uma curva
yil—— M,

é dita uma geodésica se %L(t) =0,Vtel.

Proposicao 2.2.12 Seja M uma variedade Riemanniana. Dadosp € M ev € T,M, existe
uma Unica geodésica

yil—— M,
yo)=pey(0o)=v

Prova. Ver (CARMO, 2015), equacéo (1)) , p. 70 e (SOTOMAYOR, 1979), Teorema de
Picard.

Definicdo 2.2.13 Seja M uma variedade Riemanniana. Dado p € M, a aplicacéo expo-
nencial exp, : W C T,M —— M, W vizinhanca de p, é a apliczagéo diferenciavel

exp (V) = y(1.pV) =y Np, * 2.4)
g v]

onde y(t) = y(t, p, v) é a Gnica geodésica satisfazendo y(0) = p e yI(0) = v.

Observamos que decorre da Proposicéo 2.9, p.73 de (CARMO, 2015) que existe

s> 0 e U abertode Mcomp € U, tal que

exp,:Bs(0) CTM——UCM
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€ um difeomorfismo.
SejaU C M uma vizinhanga fortemente convexa dep € M, ouseja, dados

a,b € U existe uma unica geodésica minimizante que ligaa ab. Nesta vizinhanca é pos-
sivel definir um referencial ortonormal {Ei}i’;l onde, paratodo i, j tem-se, in Ei{p) =o.

Tal referencial € chamado de referencial geodésico em p.

Deste modo, para todo p € M, exite {E}%1 referencial ortonormal em uma vizi-
nhanca de p e geodésico em p.

Note que, dado um dominio Q C M com 8Q compacto e de classe C*, conside-
rando # o campo unitario normal a 62 que aponta para {2, temos que existe s > 0 tal que
a aplicagéo

exp:0Q x[0,5) —— UsCQ (2.5)
(p, 1) > —— exp,(7(p))

é um difeomorfismo, onde
Us={z € Q; d(z, 0Q) < s},

sendo d a distancia Riemanniana em M .

Note que a hipétese de 0€2 ser ao menos de classe C! é essencial para a existéncia
de tal difeomorfismo.

Assim, se exp : 0Q X [0,s) —— Us C Q é um difeomorfismo, dadosp € 6Q eq € Js,

existe uma geodésica minimizante ligando p a q. Deste modo, dado g € U, a distancia de
g a 0Q) é dada pelo comprimento da geodésica que liga p a o(2.

Definigcdo 2.2.14 Um variedade Riemanniana M é (geodesicamente) completa se para
todo p € M, exp,, esta definida paratodo v € TpM, isto €, as geodésicas y(t) = exp,(tv)
estdo definidas paratodot € R.

Tendo em vista o problema de Dirichlet (1.1), estaremos interessados nos graficos
de curvatura média constante em Q X R, sobre dominios Q contidos em uma variedade
Riemanniana M. Assim, neste contexto do problema de Dirichlet (1.1) é essencial termos
conhecimento da curvatura média de uma imersdo g : M —— M, M variedade diferen-
ciavel e M variedade Riemanniana com dimM < dimM . Para tal, precisamos de alguns

conceitos e resultados preliminares relativos a curvatura de uma variedade Riemanniana.

Defini¢cdo 2.2.15 A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma correspodéncia

gue associa, a cada par de campos vetores X,Y € X (M), uma aplicacdo
RX,Y): X(M) —— X (M),

dada por
RX,Y)2Z)=VyVxY - VxVyZ+ VixviZ,
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Z € X (M), onde V é a conexdo Riemanniana de M.

Com esta definicdo, temos a seguinte proposicao.

Proposicéo 2.2.16 Seja M variedade Riemanniana, a curvatura R goza das seguintes pro-
piedades:
i) R é bilinear em X(M) X X (M), isto é:
i1) R(FX1 +9X2,Y1)Z = fFR(X1, Y1)Z + gR(X2, Y1)Z;
i) R(X1,fY1 +9Y2)Z =fR(X1,Y1)Z + gR(X1,Y2)Z,
Vf,g € C*(M), X1, X3,Y1,Y2 € X(M).

i) Dados X, Y € X (M), o operador curvaturaR(X,Y) : X (M) —— X (M) é linear, isto

g, VfFeC®M)eVZ,W € M, tem-se
i) ROX,Y)Z+W)=R(X,Y)Z+R(X, Y)W,

ii2) R(X, Y)(fZ) =fR(X, Y )Z.

Prova. Ver (CARMO, 2015) proposic¢éo. 2.2, p.100.

Dados X,Y,Z, T &€ X (M), como R(X, Y)Z € X (M), entdo fica bem definida a
aplicagao:

(R(X,Y)Z,T):M —— R
p> — (R(X, Y)Z, T)p(p)

onde (,) é a métrica Riemanniana de M .
Observamos que :

)R YIZ T) +RY,DX, T) + (R(Z, X)Y, T) =o0;

i (R(X,Y)Z, T) =—(RCY, X)T, 2);

i(R(X,Y)Z, T) = —(R(X, Y)T, 2);

iv) (RCX,Y)Z, T) =R(Z, THX, Y).

A demonstracéo destas igualdades pode ser vista em (CARMO, 2015), Prop. 5.5,
p.102.

Outras curvaturas que utilizaremos séo as curvaturas seccional, de Ricci e Escalar,
as quais definiremos a seguir.

Definicdo 2.2.17 Sejam M " variedade Riemanniana, n > 2, p € Me g C TpM um

subespaco vetorial, de dimenséo 2 de Tp,M. Sejam X, y € o linearmente independente.
Definimos a curvatura seccional de ¢ em p como sendo o niimero K:

K(x, y) = RXYIX YY)
IX AY

onde X Ay|l= [x]2]lyl2—=(x,y)? e X,Y sé&o extensbes de x ey a M.
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Observamos que K ndo depende da escolha da base de ¢. Deste modo podemos
definir
K(o) = K(x,Y),

onde X, Y € o € qualquer par de vetores L.1..

Definicdo 2.2.18 Sejam M " variedade Riemanniana, p € M e x € Tp,M com [x|= 1.

Considere {z1, ..., Zn—1, X = Zn} uma base ortonormal de T,M.

As seguintes médias
a) - =
Ricp(X) i= 7 1(R(X, Z)X, Zi)
l=

n—1

R
b)K(p) =, o Ricp(z))
sdo chamadas de curvatura Ricci na direcdo de X = z,e curvatura escalar em p, res-
pectivamente.

Observamos que a curvatura de Ricci e a curvatura escalar ndo dependem da base
ortonormal (ver (CARMO, 2015), Cap. V).

Defini¢cdo 2.2.19 Seja M variedade Riemanniana. O tensor de Ricci € definido como

=
Ric(X,Y):= (R(X, Z)Y, Z) (2.6)
=1

onde, X, Y, Z; € X (M), sendo {Zi}" referencial ortonormal em M.

Com o intuito de introduzir a Segunda Forma Fundamental e a curvatura média, a
partir de agora trabalharemos com imersoées.

. T . . ~ . n+t+m , . . .
Sejaf : M —— M uma imersédo, onde M € uma variedade Riemannianae M
uma variedade diferenciavel. Temos que f induz naturalmente uma métrica Riemanniana

em M da seguinte forma:

Dados vi, V2 € TpM , p € M, define-se,

(v, v2)p = (dfp(vy), dfp(VZ))f(p)
e, visto que df, é injetiva Vp € M, nesta situagdo T passa a ser uma imersdo isométrica
deMemM.
Ponhan+ m = k. Paratodo p € M, existe umavizinhancaW de pem M tal que

f:-WCM——f(W)CMéummergulho (f(W) é uma subvariedade mergulhada de
M).

Para facilitar a notagdo, identificaremos f (W) = We v € T,M com df,(v) €

TApM . Neste sentido, para cada p € M, o produto interno em T,M decompbe-se na
soma direta

T,M=T,M & [T,M ]+,
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onde [T,M ]+ é o complemento ortogonal de T,M em relagdo a TJ/I , Isto é,
[TM]L ={ve Tpﬁ; v,w)p=0,Vwe T,M}

Sejae a conexao Riemanniana deﬂ .Sejam X, Y € X (W) ez Y_extensées a
uma vizinhanga UJ C M, com p € U J, definimos:

VY =[VxY]T

onde ZT indica a projecdo ortogonal de um campo Z € X (I\/I_) Nnos espacgos tangentes

a M . E possivel mostrar que de fato esta é a conexdo de Riemanniana em W C M
relativamente a métrica induzida.

Proposicdo 2.2.20 Se X,Y € X (W) a aplicagdo B : X (W) X X (W) — X (W)+ dada
por B(X,Y)=VxY — VxY é bilinear e simétrica.

Prova. Ver (CARMO, 2015), Prop.2.1, p.140.
Com isto, dadop € Mey € [T M ]+, fica bem definida a aplicagdo

dada por
Hn(x, y) = (B(X, Y ), n)p(p),

sendo X, Y € X (W) extensGes de X e y, respectivamente e onde denotamos também por
n uma extensao local de "z"normal a M .

Quando a codimensao da imersdo for 1, temos que existe apenas um vetor normal
e unitario #. Deste modo, definimos 11(X, y) := H,(X,y).

A forma quadratica I, : T,M —— R dado por Il,(x) = H,(X, X) é chamada de 2°
Forma Fundamental da imersédo f em p, segundo o vetor normal 7.

A aplicacao

Sr] . TpM - TpM
dada por
(Sn(¥), y) = Hn(x, y) = (B(X, Y ), n)p(p)

esta bem definida e é simétrica (auto-adjunta). Observamos que S;(X) = —(_Vxn)T )
Assim, temos a seguinte definicdo, essencial no contexto do problema de Dirichlet

(1.1).

Definicdo 2.2.21 O vetor curvatura média daimersdof : M m —— Wn+m, é definido

como sendo o vetor | "= , onde "™ & um referencial ortonormal, com
H=C(, SE {Ei}i=1

=1 E;
Eie X(U)-L. )
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Sek — n=m =1, isto & M uma hipersuperficie de M, dado 7 € (T,M )<, |5|=1,
definimos a curvatura média da imersao como sendo H = (H, 7).

Definicdo 2.2.22 Umaimerséof :Mm —— M ™ & dita minima se paratodop € M e
paratodo n € (TpW )+ tem-se H, =0

Observe que se a codimensdo k — n = 1, dizer que f € minima significa dizer que
a curvatura média

H= ln(tragoSn) =0

ou seja, a curvatura média da imersao é zero, paratodop € M.
Na demonstracdo do Teorema 1.0.1, necessitamos de informacfes a respeito da

curvatura média de hipersuperficies paralelas a hipersuperficie €2, onde & C M é um
dominio de classe C?limitado em M .

Paratal, ha a necessidade de trabalhar com uma certa "classe"de campos vetoriais
em M, os quais enunciaremos a seguir, juntamente com suas propiedades.

Definicdo 2.2.23 Seja y : [0, a] —— M uma geodésica de M. Um campo de vetores J ao
longo de y € um campo de Jacobi se satisfaz a equacao

D2J(t) j

j
w2 T R(y (1), J()y () =0

paratodot € [0,a].

Proposicédo 2.2.24 Sejay : [0,a] —— M uma geodésica normalizada e seja J um campo
de Jacobi ao longo de y com J(0) = 0. Faca ’3—;](0) = w e yi(0) = v. Considere w como um
elemento de T(Ty0)M ) e construa uma curva v(s) em Ty)M com v(0) = av, vi(0) =
w. Faca f (t,s) = exp tv(s), p = y(0), e definina um campo de Jacobi J por J(t) = af (t,
0). p os
Entdo J = Jem [0, a].

Prova. Ver (JOST, 2008), Corol. 4.2.2, p. 183.

Definicdo 2.2.25 Sejay : [0,a] —— M uma geodésica. O ponto y(tg) é conjugado de y(0)

ao longo de v, tp € (0, a], se existir um campo de Jacobi ao longo de y, ndo identicamente
nulo, com J(0) = 0 e J(tp) = 0.

Referente a pontos conjugados, necessitamos das seguintes resultados.

Proposicédo 2.2.26 Seja y : [0,a] —— Muma geodésica. Sejam Vi € TypM e

V; € TyaM. Se p(a) nédo é conjugado a y(0) existe um Unico campo de Jacobi J ao
longo de y, com J(0) =V e J(a) = V,.

Prova. Ver (CARMO, 2015), Prop. 3.9, p. 131.
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Corolario 2.2.27 Sejay : [0,a] —— M uma geodésica em M, dimensdao M = n e seja
J + oespacgo dos campos de Jacobicom J(0) = 0,Ji(0) L 7i(0). Seja{ds,...,Jn—1}uma
basede] *.Sey(t),t € (0,a], ndo é conjugado de y(0), entdo {J1(1), ...,Jn-1(1)} €uma
base do complemento ortogonal {yi(t)}* C TyyM de yi(t).

Prova. Ver (CARMO, 2015), Cor. 3.10, p. 132.
Seja M uma variedade Riemanniana e y : [0,a] —— M uma geodésica de M. Seja
V um campo de vetores diferenciaveis por partes ao longo de y. Para cada ty € [0, a],

escrevemos o _ _
i i i

L(V,V) § {(v,V) —(R(@y,V)y, V)idt, (2.7)
onde Vi =D2Y

Lema 2.2.28 (do indice) Seja y : [0, a] —— M uma geodésica sem pontos conjugados
a y(0) no intervalo (0,a]. Seja J um campo de Jacobi ao longo de y, com (J, ) = o0,
e seja V um campo de vetores diferenciavel por partes ao longo de y, com (V, yi) = o.
Suponhamos que J(0) =V (0) = 0 e que J(tp) =V (to), to € (0, a]. Entdo

Iy (3,3) < 15y (V, V)
e aigualdade ocorre se e sé se V =Jem [0, to].

Prova. Ver (CARMO, 2015), Lema 2.2, p. 235.

Neste lema, observamos que os campos de Jacobi ortogonais a curva y minimizam
a férmula do indice (2.7).

Com o exposto acima temos condi¢Bes de mostrar o Teorema da Comparacgao do
Hessiano, o qual nos dara uma importante relacdo a ser utizada quando necessitarmos

comparar a curvatura de hipersuperficies paralelas a {2, onde & C M é um dominio
limitado. Para isto iniciamos enunciando a definicdo de Hessiano.

Defini¢cdo 2.2.29 Sejam M uma variedade Riemanniana e X, Y € TM. Definimos o Hes-
siano de f € C*(M ) como sendo a aplicacédo

Hessf: X (M) X X (M) —— C=(M)

dada por
Hess f(X,Y) = (VxVTf, Y).

Teorema 2.2.30 (Comparacgao do Hessiano) Sejam M; e M; variedades Riemannianas
completas de dimenséo n. Sejam y; : [0,a] — M; geodesica tais que iji(t)lz 1,t€ [o,a],

e gue ndo possuem pontos conjugados a y{0), i = {1, 2}. Sejam p; a func&o distancia a
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y{0) em M; e K; a curvatura seccional de M;, i € {1, 2}. Suponha que em y1(t) e (1),
t €[o, a], tenhamos a seguinte desigualdade:

Ki(ug, D00 = Ky(uy, 73D,

onde u; & um vetor unitario em Ty (sM; ortogonal a y (t). Entéo
i 2

Hess(p1)(u1, uy) < Hess(p2)(uz, uz).

Prova.
Se mostrarmos que

Hess(pi)(uiu;) = 14,(J3:, J0) (2.8)

lt,(J1, J1) < 14,32, J2), (2.9)

onde J; € um campo de Jacobi ao longo de y; (onde y; ndo possui pontos conjugados),
Ji(t) L p)(1), J(0) = 0, J(to) = uicom ty € (0, al, i € {1, 2}, segue que

Hess(p1)(u1, u1) = Iy, (31, J1) < 1, (32, J2) = Hess(p2)(u2, up).

Primeiramente, devemos mostrar que tal campo J; existe.

Pelo Coroléario 2.2.27, segue que J -, o espaco dos campos de Jacobi em TM;
com Ji{(0) = 0, J)(0) L y)(0), definido em [0, a], é complemento ortonormal de {y}(t)} em
T, pM.

vi(t)

Deste modo, dado U; L yi(to), Ui € Ty;(4)M;, existe J; campo de Jacobi tal que
Ji(to) = u;, J(0) = 0, J}(0) L y)(0) e I(t) L (D).

Para mostrar (2.8), iremos omitir os subindices e denotaremos y(0) = g e y(to) = p.
Pela Proposicéo (2.2.24), segue que

Jt) = a—f(t, 0),
Os

onde,
f(s, t) = expp(v(s)),

com V(s) uma curva em Ty)M, v(0) = yi(0) e vi(0) = Ji(0).
Observamos que p(x) = d(x,q) e St = {a € M, talqued(a, q) = t}. Como Vp
é ortonormal as superficies de nivel S;, segue que Vp(yi(t)) é paralelo a yi(t). Deste
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fato, e por [y(t)|=1, | Vp(i(t))|=1 e Vp apontar na diregéo que p cresce, segue que

() = V(p(1)), V gradiente em M .
Assim,

PO = V(p@).
Por outro lado, temos que y(t) = f(0, t), ou seja, yi(t) s 2£(0, t), assim,

2 5 5 2
1= Lo Lo
os ot

=O,

ou seja, DJ
V (Vp(») =V yi =V ;== =]
J J v dt

V conexdoem M.
Portanto, segue que para X € a([0, a]),

Hess p(x)(u, u) = (V.Vp,u)(x)
= (YJtovP) N((to)) — (VuVp, D(y(0))

d
= d_t(VJVp, D (y(D)dt
0
| s
= (TpVaVp0) + (T Vp, Yyt

to

: (Vy Vo7 ,3) +(Voy, Vyd)dt

]
= J-Oto(ijJj’J) + (%,Jj)dt

o o
= WA 3+ @ Pat

= IOtO(Jj, I + (R(yj, Dy ddt,

onde, na ultima, igualdade foi utilizando o fato de J ser campo de Jacobi, ou seja,

i — R(, Iyl = 0.

Portanto, segue (2.8).

Para a equacéo (2.9), utilizamos a ideia da demonstracdo do Teorema de Rauch,
encontrada em (CARMO, 2015), de modo que possamos aplicar o Lema do indice.

Seja
) _ J1(to)

e (t)
131(to) |

1
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e ei(to), i € {3, .., n}, complemento ortonormal de

7] (to) >
e1(to), &2 = W‘%t—)T

10

Definimos
e(t) = {e1(D), ..., en(t)}

com e{t) sendo transporte paralelo de y{tp) ao longo de y(t).
Conforme a construgdo, temos que e(t) € um referencial ortonormal ao longo de ;.
De maneira analoga, definimos

e(®) = {e1(t), ..., en(D)}

referencial ortonormal ao longo de y;.
Note que os campos Ji, J; estao definidos em variedades diferentes. Deste modo,

para aplicar o Lema do indice precisamos criar um campo auxiliar V. em X (M1) que tenha
propiedades semelhantes a J;.

Para tal construcéo, definimos

9 TyMa2 —— Ty (nMy

como sendo,

> >
o(  ag(t) = aeil).

i=1 i=1

-
Note que, paratodo W= wg{t) campo vetorial ao longode y,, temos
i=1

2 - .
n = 2
oW = o we(®)
T2
= = welt)

i=1

W (1)
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2
Powwy = 22T wem)
dt dt

=1
QL
= dt( w e (t))

5! 5
= (et 1) .
» dt()el()+wl dt()

Utilizando o fato de e; e €; serem transportes paralelos ao longo de y; e y; respec-
tivamente, ou seja,

Dy Py - o, (2.10)
dt dt
segue que
Do 2 dw;
WD) = (Dei(®
=1 di >
= dw;
- e Map
1 dt i

Utilizando novamente (2.10), temos
2

< dw; De;
Dogwy= o @ O+w "HO
dt =1 dt i dt

z z
=

B D
=7 dt (wedt)

2DW (1)
dt

Assim, segue as seguintes propiedades:

oW ()= W ()|

D " DW

W) =9 = @®

dt dt
Definindo

V= 0(J2),
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segue pelas propiedades de ¢ que

| J2(to) | uz|
V) =e3 Ol =22y 225, @i
|J1(to) | lusl
IV = lp32)]= |J2] (2.12)
e
. Do(J .
vie = 22924 - 5 o), (2.13)
dt 2
Observamos que V é um campo de M;, assim,
Fo T
| J
1V, V) = 10 (V [=R@1, VIy1, y1, V)t
_ to 2 '
= =1V [?K1(V, y)))dt.
(il P
0
Da hipétese de Ki(V, ) = K;(Jy, yb) e pelas relacdes (2.12) e (2.13), segue que
Fo |
IV, V)= (3= 120Kz y)dt
J‘ . J b
=, °(13p] =(R(y2, J2)y2, 72, J2))dt
= 14J2,32).
Por outro lado, de (2.11) temos J(tp) =V (tp), podendo assim aplicar o Lema do
indice.

Logo
Ito (‘]11 Jl) = Ito (V1 V) b Ito (‘]21 \]2)

e isto conclui a prova do teorema.

Coroléario 2.2.31 Sob as hip6teses do teorema anterior, temos que

Ap1(71(1) < Apa(ya(t)),

onde A, Asdo o Laplaciano em M; e M, respectivamente.

Prova.

De fato, sejam {E}%: e {Ei}’}=1 referenciais ortonormais em M; e M; respectiva-
mente.

Note que as seguintes igualdades sdo validas para ambas variedades
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Ap(y(®) = divy(p((1))
=

= (Ve V(p©®).E)

i=1

Hess(p(»))(E; EJ).
i=1

Portanto, pelo Teorema 2.2.30 temos

M

Ap1(y1)

Hess(p1)(Ei E)(y1)
1

< Hess(p2)(E;, E)(y2)
i=1
< Apz(yz).

M

Os conceitos/resultados expostos neste capitulo nos ddo o embasamento tedérico

em Geometria Riemanniana que julgamos suficiente para estudarmos o problema de Diri-
chlet (1.1).
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3 E.D.P’'SELIPTICAS

Este Capitulo sera destinado a enunciar algumas definicdes e teoremas relacionado
a teoria de E.D.P.’s Elipticas, geralmente utilizadas quando tratamos do problema de Diri-
chlet (1.1) em dominios suaves e limitados, tendo o texto (GILBARG; TRUDINGER, 1983)
como principal referéncia.

No restante desta seccao, M ™ indicara variedade Riemanniana completa de dimen-
séo n.

3.1 HOLDER CONTINUIDADE
Em R™usamos a notagcdo de multi-indices para denotar a derivada parcial de uma
funcdo f : Q C R"—— R, x = (X1, ..., Xn), OU S€ja,

olvif
OViXy + ... + OViX

DY (x) =
onde y=(y1, ..., yn) e lyl=y1 + ... + yn.
Paraf: Q C M —— R, dadaumabase {E;}%; de T,M , definimos
Dvf(x) = ElY1 G.(E(f))X)

n vezes

onde y = (y1, ., yn), lyl=p1 + oo + yni EV (F) =EA{...(Ef)))ie E°(f) = f.
Com base nesta notacédo, temos a seguinte defini¢do.

Definicdo 3.1.1 Seja 2 C M " um conjunto aberto. Para k inteiro ndo negativo, definimos
0S espacgos

Ck(Q) = {f : Q — R;D¥(f) € C°(Q), Yy tal que |y|= k}

Ck(ﬁ) = {f € Ck(Q); D¥(F) possui extensdo continua a?z, Yy tal que |y|= k}
Sobre estes conjuntos, podemos definir a seguinte norma,

Z -
flogy= Iflig=  |DIFlog,
j=0
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sendo

|D’f|0,q= sup sup|D'f|.
Ivl=i @

Definicdo 3.1.2 Seja 2 C M n»um dominio. Dizemos que uma fungédo f : Q —— R é
Holder continua com expoente a € (0, 1], se

1F00 = F3)l _

+ oo
xyeQx Y d(X, y)a

Neste caso, dizemos que u € C2(2) e denotamos por

(Floo = sup [fx) = f(y)l

xyeQx Y d(X’ y)a

Em particular, note que se f é Holder continua com expoente o € (0, 1] em Q, entédo

[F(x) — F(y)|< [Flaad(X,y)
para todos X, y € Q.

Observacao 3.1.3 Se f é uma funcao a Hélder continua em um dominio 2, entdo f é
uniformemente continua.

Parg o caso em que T é constante é trivial. Deste modo, dado s > 0, tomando
.21

d= . temosque, Vx,y € Qtalqued(x,y) <,

00 —F) < [Flaed(x,y)°
< [f]a;95

Z};za

=< [f]a;Q S—mﬁ
S

< [f]a;QW
<s

Observacao 3.1.4 Se f é uma fungao a Holder continua em um dominio {2, com a = 1,
entdo f é uma funcéo Lipschitz continua.

Este fato segue diretamente da definicdo de fungdo Lipschitz continua.
Definicdo 3.1.5 Seja {2 C M " um dominio limitado. O conjunto

Cka(Q) = {f € CKQ); D¥f € Ca(Q), para toda y tal que |y| < k}
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com a norma

|f |Ck,a(Q)= f ¢‘k(Q)+ sup [Dyf]a;Q.
lyl<k

é dito um espaco de Holder.

Tem-se que os espacos Ck(Q), Cka(Q) e Cbz:a(_Q) ={f € CZ,a(ﬁ); f |og= O}sD
espacos de Banach, cuja prova analoga a do caso M = R™ (ver (BONOW, 2007)).
Para a = 0, podemos incluir os espacos Ck({2) entre os espacos de Holder,

oO<a=<1:

CKQ) = CLA(Q)

3.2 NOCOES BASICAS DE E.D.P.S ELIPTICAS

Para introduzir algumas defini¢cdes e resultados de E.D.P.’s Elipticas, utilizados pos-
teriormente quando provarmos o Teorema 1.0.1, primeiramente descrevemos o operador
M de formas equivalentes. Deste modo, faremos aqui algumas consideragdes sobre o
nosso operador M em relacéo a teoria de E.D.P.’sElipticas.

Lema 3.2.1 Sejam M variedade Riﬁmanniana e 8 C M um dominio. Seja

M (u) :=div “v— =0
O .

o ;H:%‘FZ ©F

Entdo, M[u] = 0 se, e somente se Q(u) = 0, onde

Q) := W 2A(u) — i(V(Vu,Vu), vu), (3.1)

comW = 1+ |Vul’.

Prova. De fato, pela Proposicdo 2.2.10 temos que

div—24 1 - O——L T giv(Vu) + (VO —2—01 yu),

1+|Vul? 1+ |Vul? 1+]|Vul?
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ou seja,
M[L] 1 1 1 . Y
ul = ——div(Vu) + (— V |[Vul ,Vu)
1+|Vul? 2(1+|Vul?)32
1 1 1
= =m———div(V - _— - _V(Vu,Vu),V
o o Y T g pgpe VTR YOV
1 1 1
= :d' v _ = v v ’v ’v .
TR iv(Vu) 2(1+|Vu|2)3/2( (Vu, Vu), Vu)
Tomando N
W= 1+ |Vul|?
obtemos

Q) :=W3M().

Assim, segue que M[u] = 0 se, e somente se Q(u) = 0.

Os resultados a seguir neste Capitulo objetivam esclarecer algumas passagens do
Método da Continuidade, que usaremos para a prova do Teorema 3.3.1, especialmente
para provar que DQu(Vv) existe. Neste sentido € muito importante expressar o operado Q

conforme o Lema a sequir.

Lema 3.2.2 Sejam M " variedade Riemanniana, X C M um dominioe u € CZ(Q). Dado
{Ei}"=1 um referencial ortonormal em M, entédo

= =
Q(u) = - E{(WEAUE(E;(u) — E{WE;(UWEk(U)VEE), Ex) +
ij=1 Lk=1
> > "= ,
+ E{Euw)+ E{u(VEgE;, E) + E(E(LW)E(U)” +
=1 ij=1 ij=1

n

+ EAW(Ex(u)*(Vs Ej; E),
ijk=1

onde Q é definido em (3.1).

Prova.



Note que

1
> Vu(Vu, Vu) =

0 que implica em

1
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2
> (VvuVu, Vu)
> >
(VE gws E/{WE;, Ex(UEw

i=1 Jj=1 k=1
n n
=

= -
( EdwW(Ve  EH{WEj), Ex(uEk
i=1 S| fe=1
= = =
( E{ul E{E(UE;+EiuwVEE;],  Ex(WEk
i=1 =1 i k=1 i
> > >
E{(uw)[(E(E(u)E;, Ex(WEk) + (Ej(u)VEE;, Ex(WEx)]
ij=1 k=t . k=1
= =
E{WE(E;u)) Ex(W(E;,Ex) + Ej(u)  Ex(U)(VEE), Ex)),
ij=1 fe=1 k=1

>
, Vu(Vu, Vu) = E(WELEUDE W +E M)  EyuyvsE; Ev). 3.2)

ij=1 k=1

,\/

Por outro lado, pondoW = 1+ |Vu|?,

assim,

W?2=1+|Vu|?
=1+ (Vu, Vu)
> >
=1+ ( E{uWwE:, EJ(uE)
i=1 j=1
=
=1+ E{wE;(uW(E:E),
ij=1

W?2=1+ = (E{u))> (3.3)
ij=1

Agora, observamos que

=
div(Vu)= (Vg Vu,E)

i1

Sl

>
= (Ve EJWE,E)
i=1 j=1

M

= (E«(Ej(W)E;j + Ef(uW)VEE;, E)

= [E{E;(W)(Ej, E) + E;j(u)(VEE;, E)],



39

ou seja,

M:

div(Vu)= E(Ei(u))+ E{u)(VEE; E). (3.4)
i=1 ji=1

Deste modo, de (3.3) e (3.4) obtemos

n n n

) = = =
Wediv(Vu) =1+ (Eqw) Il E«Ei(u)) + E;(W(VEe E;, E)],

=1 =1 ij=1

assim,

> -2 > ,
W2div(Vu) = E{Edu)) + E,(u)(VEE; E)+ ELE(u)(EAu))"+
i=1 ij=1 ij=1 (3.5)

‘n

+ E(W(EKW)AVE E; ED.
ijk =1

Logo, de (3.2) e (3.5), segue que

= >
Q(u) = — EAWEWE(EAW) — E{(WE(WE(W(VEE;, Ex)

L= 1 n i,7,k=1 n

> > >
+ EAE{w)+ EAuXVEgE;, E) + E{EAW)(EAU))? +
=1 ij=1 ij=1

+ E (W (Ex(W)*(Vr Ej,E)).
ij,k=1

Lema 3.2.3 Sejam M " variedade Riemanniana, & C M um dominio, u € Cz(Q) e

- P
_ v Vv
Lu(v) :=div
W) 1+ |Vu|2
Dado {E}%; um referencial ortonormal em M, entao
1 = 1 =
LVM)= ——— E(EMW)+=—"— E(V)(V EEj, Ei) +
1+ |Vul? =1 5 1+ |Vul?ij=1
- 1
+(V WV Ve C%(Q).

@+ | Vul*)12
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Prova. De fato, pela Proposicao 2.2.10

L (V) —— 1 *
V= - div(VV)+(V V)
1+|Vu|2 (1+|Vu|H12
N S ) ) s
1+ (vl weiVEEMEE) +(V YY)
2 n s
= >
_ﬁ
vt vy G EEMIELE)+im BV EE) E) +
- . >
+H(V ———— ,Vv)
= ———  E(E\V)+—=——— E(V)(V EEj, Ei) +
1+|VU|2 =1 1+|VU|2i,j=1
- 1 Z
T (VvY-

(1+ | VulH12

Lema 3.2.4 Sejam M " variedade Riemanniana, & C M um dominio, u € Cz(Q). Entéo,
Q é de classe Cle dado {E}%1 um referencial ortonormal em M temos

=
DQu(v) = [—2E{(UWE;(V)E{E;j(u)) — E{WE{WE(E;(V)) +
i =1

—3E{(uWE;(WEKV)VEE), Ex) + E{Ei(V)) + E;(V)(VEE;, E) +
+2E{EQU)EAWEAV) + ELEM)(EAW)? + (2EWERUWEKV) +

+E(M(E(U)N(V &E) E],
onde Q é definido em (3.1).

Prova. Dizemos que Q é de classe C! se existir, para todo v, u € C2(Q), o limite

Qu+tv) — QMW
t

DQ u(V) = lim
t—0
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Para isto, note que pelo Lema 3.2.2, temos

= =
Qlu) = — E{(WEAWE(EA(uU)) — E{(WE(WEx(U)(VEE,, Ex) +
i,j=1 i,7,k=1
< > / >
+ EAEW) + EAU(VEE;,E)+ EAEAW)(EAW))? +
=1 ij=1 ij=1

n

+ E{W(Ex(u)*(VzEj E).
ij,k=1

Portanto, da equagé&o anterior segue a seguinte igualdade:

Qu+tv)=Au+tv) +Bu+tv) + Clu+tv) + Du+tv) + E(u+tv) + F (u+tv)

onde,

>
— E{(u+tv)E(u+tvE(E{(u + tv))
ij=1
>
[~ E{(uWE;(WE(E;(u) — tl2E(WE;(V)EAE;(u)) +
ij=1
+E(WEAWELEM)] + P[2E(WEMELEAV)) +

+E{V)EWE(EAW)] — CEMEMVEAE V)],

A(u +tv) :

=
B(U + tv) := — Eiu + tV)Ej(u + tV)Ex(u + tv)(VEEj, Ex)
ij k=1
=
= [~ E{WE{(U)Ex(u) — StEAUWE;(WEK(V) — 3E(U)E;(V)Ex(V) +
ij,k=1

—PE{V)E,;(V)Ex()](V 5E;, Ex),

=
Clu+tv):= E«{Ei(u + tv))
i=1

=
= [ELE{w) + tELEAV))],
i=1

>
D(u +tv) := Ef{u + tv)(VEEj, E)
ij=1
>
= [E;(u) + tE;(WI(VEE;, E),
ij=1
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>
E(u +tv) := EAEAu + tV)(EAu + tv))?
ij=1

>
= [EE{W)(E;(W)* + tEAE{W)EFWEV) + E{E{V))(E;(u)?) +
ij=1

+HP(ELE(W)(EAW))? + 2ELEVIEAWEAV)) + LELEA)(EAV))]

e
=
Fu+tv):= E{u + tV)(Ex(u + tv))*(Viz Ej, E))
ijk=1
=
= [EAUW(EK(W))? + t(2E(U)ER(WEKV) + E;(V(Ex(u))?) +
ij,k=1
+HA(EUW(Ex(W))* + 2EWERWEKW)) + LEMEV)IV 5 Ej, E).
Deste modo, pondo em evidéncia os termos em t, e t3, segue que
Q(u + tv) = Q(u) + ta + t°b + ¢, (3.6)
onde
=
a = [—2E{(WE(WE(E;(u)) — E{WE(WE(E;(u)) +
i, k=1
—3E{(WE;(WEx(U)(VEE;), Ex) + E{E{(wW) + E;(u)(VEE;, E) +
+2EEAW)EAWELW) + ELELW)(E(W))? + (2EAWERWEKU) +
+EAW(E(W)*)VE) E)],
=
b = [—2E{WE(V)EA(E;(v)) — E{V)E;(V)E«(E;(u)) +
ij k=1
—3E{(WE;(VEx(V)(V 5E;, Ex) + (EAE{W)(E (1) * + 2EAEAV)EAWEAV) +
+(EAW(EX(V))? + 2EV)ER(WEKMW))(V 5 Ej, E)]
e
= 2
c = [—E:{(VEAV)EA(E (V) — E{VE(V)E:(V)(VEE}, Ex) + E{E:{(V))(Ej(V))” +

ij,k=1
+E;(V)(Ex(v))X(V 5 Ej, Ed).
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Assim,

lim QU+ &) — O(U) _ 3 QU) +ta+t*b+tc — Q(U) _

3.7
t—0 t t—0 t (3.7)
e, conseguentemente, vé-se que Q é de classe Cl, com
e com isto provamos o Lema.
]

Seja M " variedade Riemanniana. Seja 2 C M um dominio limitado de classe o
Neste momento, com base nestas informacgdes, daremos alguns resultados de equacdes
diferenciais elipticas.

Um operador linear eliptico de segunda ordem €& wuma aplicagdo

L : C3(Q) —— C°%Q), dada por

> >
LwX):= ajEEUX)+ bi()Ei(uXx)+cux), (3.8)

ij=1 i=1

onde u € C2(Q), aj, b, c e c'), (aij) é simétrica positiva-definida, e seus autovalores
s&o positivos, sendo {Ei}X; um referencial ortonormal em Q.

Um operador como em (3.8) é dito regular se seus coeficientes sdo Holder conti-
nuos, com expoente a, para algum a € (0,1).

Considerando 0 < 11 < 41 < ... < 1, 0s autovalores da matriz (a;) de um operador
linear eliptico L como (3.8), classificamos este operador nas seguintes classes:

i) uniformente eliptico se a razdo A»/A1 for limitado em Q;

i) estritamente eliptico se caso exista g > 0, com Ay € R tal que A1(x) > Ao,
Vx € Q;

iii) fortemente eliptico se existem Ag, A > o tal que g ™ A1(xX) ™ An(xX) ™ A,
Vx € Q.

Um exemplo de um operador linear eliptico é o operador L(v), dadono Lema 3.2.3,

pois a; = Jjj V=L onde 0ij € o Delta de Kronecker, ou seja, 4; = v/ — Logo,(a;))
1+|Vul? 1+|Vul?
€ simétrica positiva-definida, e seus autovalores sdo positivos.

Teorema 3.2.5 Sejam M " variedade Riemanniana completa, 2 um dominio limitado de
M. Se parau € C3(Q) Co(ﬁ) tem-se
L(u) =0 (L(u) <0)emQ,

onde L é operador Linear eliptico com ¢ = 0, entéo

; z
supu = supu infu =infu
Q o0 Q oQ
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Prova. Ver (JOST, 2008), p. 539.
Neste mesmo contexto, um operador

W : C4(Q) —— CY(Q),

dado por

n n

> >
WuXx)):= ai;i(x,u, VOE(Eu(x)+ bi(x,u,Vu), (3.9)

ij=1 i=1

onde u € C4(Q), (ai) é simétrica positiva-definida e seus autovalores séo positivos, com
{Ei}":=1 sendo um referencial ortonormal em Q é dito um operador quase-linear eliptico de
segunda ordem.

Observamos que nosso operador Q dado no Lema 3.2.1 € um exemplo de um opera-
dor quase linear eliptico, pois conforme descrito no Lema 3.2.2 que

a; = —E{u)E;(u) + 5;;W %, onde J;; é o Delta de Kronecker.

Teorema 3.2.6 Sejam M " variedade Riemanniana, {2 C M dominio limitado de Classe

) () Wd( ) - 1 )’ )l (' )

2

comW ? =1+ |Vu|2 Dadas u, v e C%%(Q) tais que Q(u) = Q(v) em Q, existe um
operador linear eliptico L, tal que

o< L(u—-v)emQ.

Prova. De fato, como Q é um operador quase-linear eliptico, utilizando o Teorema 2.3
de (GILBARG; TRUDINGER, 1983) segue o resultado. (Note que o Teorema 2.3 esta
demonstrado para o caso M = R", para variedades Riemannianas em geral segue a
demonstracdo de maneira analogo.)

Dos Teorema 3.2.5 e 3.2.6 segue 0 seguinte resultado.

Corolario 3.2.7 (Principio da Comparacao): Seja M " variedade Riemanniana. Sejam
u,v e C%9(Q) T C%(QY), tais que

Q(u) = Q(v),
Q dada em (3.10). Entao

sup(u — v) = sup(u — v).
Q Q
Em particular, se u < vem 02, entdo u < vem (.

Prova. Segue diretamente dos teoremas 3.2.5 e 3.2.6.
Neste sentido, daremos agora a seguinte definicao relativa ao operador Q:
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Defini¢&o 3.2.8 As funcdes v, w € C*(Q) N Co(ﬁ) s&o chamadas de subsolucéo e super-
solucéo referente ao problema Dirichlet (1.1), respectivamente, se

1) Vlsa< ¢ < W|ag,onde ¢ € dada em (1.1);
2)v<wem ;
3)M(w) <0< M(V)emQ.

Note que, conforme Q esta definida em 3.1, o item 2) pode ser substituido por
Qw) <0< Q(\v)emQ.
Logo, dados v, w & CZ(Q) subsolucéo e supersoluxl;éo, respectivamente, referente

ao problema de Dirichlet (1.1) temos que , se U € C?(Q) C’(Q) é solucéo do problema
de Dirichlet (1.1),

w=<u=<yv (3.11)

em Q.

Definicdo 3.2.9 Dizemos que uma funcdow & C%(Q) é uma barreira superiorem p € 02
para o operador Q em £ se w é diferenciavel em p, e, dado um dominio A C 2 comp € ./_\
seu e Cz»a(?l) ¢ uma solucdode Q = 0 em A e se U|sp< W|sp entdo u < wem A. Para
se definir barreira inferior basta trocar < por=.

Proposicao 3.2.10 Se o problema de Dirichlet (1.1) admite barreira inferior e superior v e

W, respectivamente, em X € 0(2, entdo, dada u solucédo de (1.1), temos
| Vu(x)| < max{| Vv(x)|, [Vw(x)|}.

Teorema 3.2.11 (Principio do maximo para o gradiente) Seja M variedade Riemanniana.
Seja Q C M dominio limitado de classe C2%a, Assuma que u € C%4a(Q) é solucéo
problema de Dirichlet (1.1) se u é limitada em Q e | Vu| é limitado em 0L, entdo |Vu| é
limitado em Q por uma constante que depende apenas de |u|p e sup,q| Vul.

Prova. Ver (DAJCZER; HINOJOSA,; LIRA, 2008), Lema 11.
Outros teoremas necessarios para mostrar a existéncia da solu¢do do problema de
Dirichlet (1.1) serao citados no decorrer do texto.

3.3 METODO DA CONTINUIDADE

Com esta gama de definicdes e teoremas enunciadas anteriormente e tendo em
vista deixar mais compacta a demonstracéo do Teorema 1.0.1, faremos agora uma secgao
para descrever como obter uma solugdo do problema de Dirichlet (1.1) considerando-se

de classe Ca.
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Teorema 3.3.1 Sejam M " uma variedade Riemanniana completa, & C M um domi-
nio limitado de classe C%a e seja ¢ € C2.4(6Q) dado em (1.1). Suponha que existam
Ci, Cii > o tal que se u € C2a(Q) é solucéo de

M[u] = o,

Uloq= f4,

(3.12)

tenha-se supg|Vul< Ci e supglul< Ci Vt € [o0,1]. Entdo, para cada t € [o,1],
Ju; € C%2(Q) tal que M [u¢] = 0 com U¢|aq= 4.

Este teorema decorre diretamente do Método da Continuidade, o qual, consiste em
definir
V ={teo,1];du: e Cz’a(_Q) com M(u¢) = 0, Ut|ag= 14} (3.13)

e mostrar que V f= 0, e V é aberto e fechado em [0, 1].
Tendo em vista que este método é bastante conhecido, nos deteremos em expor

algumas consideragdes que julgamos conveniente descrever no ambito de Variedades.

Note que, como M x{0} é uma hipersuperficie minima em M XR, segue que V f= @
poist=0 € V, jaque afuncéo ug = o (funcdo nula) satisfaz M(ug) = 0 e Ug|ag= 0.4 = O.

Para evitar trabalhar com contas grandes, no Lema 3.2.1 mostramos que dado
ue CZ(Q) temos que M[u] = 0 se e somente se Q[u] = 0. Deste modo, para calcu-
los futuros, utilizaremos o operador Q em vez de M.

A abertura de V decorre do Teorema da Func¢ao Implicita em espacgos de Banach.
Daremos a seguir um resumo com 0s principais passos que permitem concluir que V é
aberto.

Para isto, enunciamos o teorema a seguir com base no Teorema da Func¢&o Impli-
cita em espacos de Banach, podendo ser visto em (MENDES, 2014) no Teorema 2.0.5,
modificando as hip6teses para o caso do problema de Dirichlet (3.12).

Denotamos por ¢ uma extenséo a Q, de classe C2.4, do dado no bordo

¢ < C%a(5Q) relativo ao problema de Dirichlet (1.1).

Teorema 3.3.2 Considere 0os espacos Cg;a(ﬁ) e C2(Q)) com as estruturas de espacos de
Banach e seja

T:[0,1] X G3eQ) —— CaQ)
(t, u)> —— Q(u + ¢).

Tem-se que T é uma aplicacdo de classe C!. Seja (to, Ww¢) € [0, 1] X Coz’a(?l) tal que
T (to, Weo) = 0 e D5T (tg, Wt 9 : C%4(Q) —— Ca(Q) seja um homeomorfismo linear. Entéo,
existe um aberto UJ X VJ contido em [0,1] X c%,a(ﬁ), com (tg, wto) € U X VI, tal que,
Yt € UJ, existe um e somente um w; := w(t) € VJ tal que T(t,w(t)) = 0. Além disso,
w:UJ —— Viédeclasse CL.
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No que segue, iremos verificar que o teorema acima pode ser aplicado para concluir
gue V é aberto.

. 2,a <
Dado ty € V, pondo Wi, = Ut — tog temos Wy, |ag= O, ou seja, Wy, € Cg ‘(Q) e

T (to, Uy, — tog) = T(t,Wy,) = Qg +1¢) = Q(ug,) = 0, (3.14)

Assim, basta mostrar que T é de classe Cl, D,T (to, we ),€ isomorfismo linear, a
continuidade de D>T (tg, Wp) e de sua inversa.

E comum encontrarmos provas de tal fato na bibliografia para o caso M = R™ (ver
(BONOW, 2007)), mas nédo € usual para uma variedade Riemanniana qualquer. Nesta
dissertacgéo, faremos alguns dos resultados ndo comumente vistos, relativos a variedades
Riemannianas.

Note que do modo que T esta definido, para mostrar que T € de classe c!, no
sentido de Fréchet, basta que Q seja de classe C!. Tal resultado foi mostrado no Lema
3.2.4.

Note que

T ((to, We, ) + (0, tv)) — T (to, Wy, )

P 3 () ) = Tim._ "
i QWi + v + tog) — Q(We, + tod)

t—0 t

_ i QWU + ) — Qug)
t—0 t

- DQutO (V)

Assim, segue do Lema 3.2.4 que

>
DoT(to,wo)(V) = [—2Ei{w¢ )EAVIEALE(W)) — EdwWg )EA( Wi, JELEAV)) +
ij,k=1

—3Ei(ws)Ej(we)Ex(V)(VEES, Ex) + E(EiV)) + Ej(V)(VEE;, E) +
+2Ei(Ei(WtO))EJ(WtO)EJ(V) + ELEAV))(Ef(w: )0)2 +

+(2E(Wi)Ex(Wao)ER(V) + EAV)(Ex(We )*)(V & E; E)].

Para mostrar que DZT(to,wto)(V) € homeomorfismo linear € necessario alguns resul-
tados da teoria de EDP’s Elipticas e, essencialmente segue os mesmos passos do caso

M = R™donde nao faremos aqui. Referenciamos (GILBARG; TRUDINGER, 1983) para
mais detalhes.

Com isto, concluimos do Teorema da Funcado Implicita que V é aberto.

Para mostrar que V é fechado, basta mostrar que para toda sequéncia (tn)nen em

v Conv?fgi%qgtB?@aB%r%ﬁ‘iaesegauémf?g‘(%‘?)t@rﬁ V , existe uma sequéncia (us,)em C2 a@)
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satisfazando
Q(ug,) = 0 € Uy, [o= tng. (3.15)

_Se a sequéncia (U¢,) possuir uma subsequéncia (U, ) convergindo para Ug, €
Cz’a(Q), obtemos

Qus) = Q(lim u, ) =lim Q(u, ) =lim o0=o0
1y — 0o ng— 0 ng— 0

pois Q é Ccle

UtJ]@Q= lim utnk |5Q= nhj;.} tnk ¢ | 0= t0¢’

nk—®
ou seja, provamos que tp € V.
Para mostrar que tal convergéncia ocorre, devemos obter C > o tal que Vn € N

lug, |2,y< C, (3.16)

y € (0,1), pois assim, temos (U;,) é equilimitada e, conforme visto na Observagéo 3.1.3,
(ut,) € equicontinua.
Portanto, utilizando o Teorema de Arzela-Ascoli, com a norma CO’Y, segue que (U¢ )

possui uma subsequéncia (Ur ) convergindo para Us € CO:V(z)).

Repetindo o argumento com a norma Cl,V, obtemos uma subsequéncia (ux ),de
(Uxy) C (ug,) convergindo para Ug € C, Y(Q,)

De maneira analoga, segue que existe uma subsequéncia (Ux, ) de (uz,) conver-
gindo, na norma C2y, para U ¢ CO,V((_Z)’ ou seja, (u¢.) Converge para Uy, .
Por ultimo, utilizando o Lema 6.18 em (GILBARG; TRUDINGER, 1983), temos que

Uy € Cz»a(Q), ou seja, nos dando a regularidade da solug&o e assim provando o desejado.
Uma maneira de mostrar que a existéncia de C > 0, que satisfaca (3.16), é mostrar

que existem Ci, Cii > 0 tais que supg] Vu|< Ci e supg|u| < Cii.

Mostrar que CJ e Cli implica na existéncia de C, é uma passagem técnica, a qual
ndo faremos com detalhes visto que segue 0s mesmos passos feitos em para o caso

M = R™ Assim, nesta dissertacdo daremos apenas um resumo dos passos que garantem
tal C.

Note que pelas estimativas dadas na hipétese, segue que

lug, |1.0=sup|us |+ sup sup|Equs)|<C.
Q ic{l,...n} Q

Utilizando o Teorema 13.7 de (GILBARG; TRUDINGER, 1983), é possivel mostrar

gue existe O < y < «a satisfazendo

lug, |1,y,0< C
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e Q é de classe C>v.
Conforme definido o operador L, no Lema 3.2.3, segue do teorema 6.6 de (GIL-

BARG; TRUDINGER, 1983) que se v € Civeé solucdo de L, = 0 entdo
|V|2,VS Ca

onde C nédo depende de V.
Note que se Uy, é solugéo de Q = 0 entdo Q(u¢,) = Ly (us,) = 0, ou seja,

|utn |2,VS C’

para todon € N.
Deste modo, supondo a existéncia das estimativas supolVus |[< CI e

supg|us, | < Cli, concluimos que V é fechado, e portanto, pelo Método da Continuidade,
segue que o problema de Dirichlet 3.12 possui solucéo.
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4 ESTIMATIVAS “A PRIORI”

Considere o problema de Dirichlet (3.12) e V como dado em (3.13).
Na seccao anterior, quando mostrado o fechamento de V, citamos a necessidade
de estimativas “a priori”. Deste modo, faremos este capitulo para mostrar que existem

C4, C; > 0 tais que para toda solucédo u do problema de Dirichlet (3.12), tenhamos

max|u|< Cy
a

max|Vu|< C,.
a

Sejat, € V. Para estimar Up, pela norma norma CO, faremos o uso do principio
do méaximo. Note que, visto que t, € [0, 1], definindo v := minao{d} e w := maxao{4},
temos que v,w sao subsolucéo e supersolucéo, referente ao problema de Dirichlet 3.12,
respectivamente.

Logo, pelo principio da comparacgao (ver Teorema 3.2.7), se U é solu¢cao do pro-
blema de Dirichlet 3.12, entdo

min{¢} = v < u < w = max{g},
oQ oQ

donde
[ulo:o< C1=|dlo: (4.1)

e, consequentimente, para todo t, € [0, 1] tem-se |u;, |< C;

Assim, temos a estimativa “a priori” para a altura de uma solucao do problema de
Dirichlet (3.12).

Ja a estimava “a priori” para a norma do gradiente de uma solucéo do problema de
Dirichlet (3.12), seré feita em dois momentos.

1) Estimativa de | Vu| em o6Q.

2) Estimativa de | Vu| em pontos de (.
Para 1), se obtermos barreiras superior w e inferior v conforme a Definicéo 3.2.9,

temos, em X € 0(), pelo Teorema 3.2.10 que
| Vu) | < max{| Vv(x)[, [Vw(x)[} = Cx
donde, pela compacidade de 0Q} e pela aplicagédo X » 2. C, ser continua segue que
Vul<Ci 4.2
sglﬂpl ul<C 4.2)

Deste modo, faremos a proximo secg¢éo para mostrar a existéncia de tais barreiras.



51

Para 2), o Teorema 3.2.11 nos da o principio do maximo para o gradiente de uma
solucéo do problema de Dirichlet (3.12), ou seja,

sup|Vul= C(|ulo;e, sup|Vul).
Q oQ

Portanto, basta obter 1).

4.1 BARREIRAS

Como visto anteriormente, basta entdo encontrarmos estimativas “a priori” para a
norma do gradiente no bordo de uma solu¢cao de problema de Dirichlet (3.12). Isto sera
feito nesta seccéo.

Seja M variedade Riemanniana completa de dimenséo n e seja {2 C M dominio
limitado de classe C2. Dadop € 06Q, sejaB = {Ti(X), ..., Tn-1(X)}xevo um referencial

ortonormal definido em uma vizinhanca Vo C 0€2 de um ponto p € 02, o qual é geodésico
em p.

Como visto no Capitulo 1, pondo p(z) := d(z, 6Q), a distancia de z a €, existe
po > O tal que

eXPoq : 0Q X [0,p0) —— Up, :{z € Q; p(2) < po} (4.3)
(p1 t) > == epro (ﬂ/l(p));

onde # € o campo vetorial unitario normal a 62, que aponta para o interior de €2, € um

difeomorfismo. Segue que V q € Uy, existe uma uma Gnica geodésica minimizante ligando
q a 0Q. Observamos que a funcéo distancia p(z) := d(z, 0Q) é diferenciavel em Uy, , ja

que Uy, C Qp, sendo Qg o conjunto dos pontos em {2 que podem ser ligados a {2 por uma
Unica geodésica minimizante e p é diferenciavel em Q.

Estendemos o referencial B & U, do seguinte modo: dado y € Up,, consideramos

V:[O, tO] - Upo,tO Spo

tal que, y(0) € 0Q, y(t) = expygyt(p) e definimos T{y), y € y([0, t]) como sendo o
transporte paralelo de T{y(0)) ao longo de y.

Deste modo, pelo transporte paralelo temos que dado (X,t) € Vg X [0, po), o refe-
rencial {Ty, ..., Tn—1} é ortonormal em cada hipersuperficie de nivel dada por

Qs :={z € Q:p(2) =1}.

Completamos a base ortonormal a Uy, pondo Tx(x, t) = V (p(expso(X, t))) para qualquer
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(X, 1) € Vpy X [0, po), ou seja, Ta(y) = Vp(y), y € Up,.

Pela construcdo, conforme utilizado transporte paralelo, temos que V1, T{X,t) =0
e Vi Ta(X,t) =0, com(x,t) € Vo X [0, po),i € {1,2,..,n— 1}.

Dada ¢ € C%*(0Q), estendemos ¢ a Uy, pondo ¢(expo(x,t) = ¢(x),
(x, 1) € 6Q X [0, po). Em particular temos, Tn(¢) = (V@, Trn) = 0.

Para constuir as barreiras, faremos o uso de uma funcao auxiliar v € C?([0, +)),
a ser definida, que satisfara w(0) = 0, ¥i(t) > o Vt € [0, +0) e, com ela, construiremos
uma funcdo w € c’(Q) que satisfaca w|sq= ¢ e M[w] < 0em |, .

Comecgamos com o seguinte lema.

Lema 4.1.1 Seja y € C%49[0, +0) dada e seja
(2) := ¢(2) + w(p(2) (4.4)

onde ¢ é a extensédo de ¢ a Uy, como definida acima. Entdo séo vélidas as seguintes
igualdades:

=

a)(Vr,Vo, Vo) = H(Ts THTA(@)Tw($) + yi(p)ydi(p)
k=1

bV, Vo, Tr)= yi(p)

n—1 n—1
c) (Vi,Vo,Vo)Tdg) = Ti(T()T(P)Ti(p)
i=1 ij=1
n—1 n—1
d  (VVe,T)=Aw+  Tde)divee Ti — wi(p)(n — DHag,,
i=1 i=1
n—1
onde {T;}n Awp =  T{Td¢)) é o Laplaciano
=1 & o referencial definido anteriormente, =1

nas hipersuperficies paralelas 0{s, e divesg, € o divergente em 0Q.

Demonstrac¢ao: Primeiro devemos notar que

Vo =V(¢+yop)
=Vg+ Viyop),
> >

= TdPTi+ Ty p)T.
i=1 =1

No entanto, como
Tn(¢) = VTnTn = O,

Tiw o p) =ywi(p) + V(p)
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Tdp) = (Vp, T) (4.5)
(:rn, Ti)
1, se I=n,

0, se if=n.

Segue que
n—1 n
> . >
Vo = TdPTi + yi(p)  Tdp)T:
i=1 i=1
>1

= Tl(¢)Tl + Wj(p)Tn,
=1

ou seja,
>1
Vo = T{AHTi + vi(p)Tn (4.6)
i=1

Note que,

=1

ViVo = Vr,( TddTi+yi(p)Tr)

i=1

>1
Vi, TdHTi+Vyi(p)Tn

i=1
=1

[Ta(Td@)) + TV 1, Til + [Wi(p) V1, Trn+ Tu(yi(p)) Trl.

i=1

Como Vr,Ti=VgTrh=0e

Tn(WJ(p))Tn = '//an(p)Tn
= yl(p)Th,

temos

=t
ViVo = Ta(Td@))Ti+ yii(p)Th. (4.7)
i=1

Por outro lado,

TaTdp) — TiTn(@) = [Tr, Tid(4)
= V5, Td@) — Vi, Ta(e).



Como Tn(4) = 0, e, parai f=n, V1, Ti = 0, obtemos
Ta(Ti(@)) = =V 1, Tn(4).

Descrevendo Tx(Ti{¢)) nabase {T}21 vem que Vi € {1,..,n}

=
-V5Tn = - (V1. Tn Te) Tk
k=1
>1
= - (Vi,Tn, T)Te = (VI Tn, T) Th
k=1

Porém, como (Tn, Tn) = 1, temos
1
(VTiTn, Tn) = ETi(Tn, Tn) = Tl(l) = 0.

Assim, das equacdes acima, obtemos que

=1
—VTiTn = — (VTiTn, Tk)Tk-
k=1

Das equacgdes (4.8) e (4.9), segue que

2
(=Vr5,Th, Te)Tr(4h)

Ta(Td4))

>
—

M

= (V. THLT)HT (&

ben
1l
—

1~ 1.

- (=S, (T), T Tk(g)

M

MI

= H(T: T)Tr().
k=1

Portanto, das equacdes (4.7) e (4.10) vem que

2.
V,Vo= H(T; TOTHATi+ pii(p) T
k=1

54

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)
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Utilizando as equacdes (4.7) e (4.11), obtemos

n—1 n—1

(V,Vo, Vo) = ( H(T:, TRTR(PTi + wii(p)Tn,  TdPTi + wi(p)Tr)

k,i=1 i=1
n—1 n—1 n—1

> > >
= ( H(T, THTR(H)T, Ti(A)T) + ( (T, THTr(@)T, wi(p)Tr) +
ki=1 i=1 ki=1
>l
W) Tn  TdATI+ () Tr, Y (p)Tr)
=1
=t
N(T THTr(PTi(@) + wii(p)yi(p),

k,i=1

e, portanto, vale o item (a).
Para demonstrar o item (b), basta utilizar a equacéo (4.7), pois

=t

(VTn Vo, Tn) = ( Tn(Ti(¢))Ti+ Wjj(p)Tn, Tr)
=1

>1

= ( Ta(Td)Ti, Tn) + (W) T, Tr)
=1

= yli(p)(Tn, Tn)

= wii(p).

Ja para o item (c), notemos primeiro que, da equacéo (4.6) temos

n—1 n—1

(Vo, Vo) = TAHTj+ y(p)Tn, T Tk + w3 (p)Tr)

¥1=—:}. n—1 k=1 n—1 n—1
)

= (C T{DTj, TPT+C TADTj w3 (p)Tr) + W) Tn,  Tr(#)Tr) +
=1 k=1 =1 k=1
)T (T -
> > >

= TADTr(A)T; T+ TiAPW)(T; T+ Tilyw(p)(Tr, T) +

kj=1 J=1 J=1

+ [Wj(p)]z(Tm Tw.
Lembrando que{T}&1 € base ortonormal, obtemos

>1
(Vo,Vo) = [TAP) + [ (4.12)

J=1



Deste modo, parai ={1, ..., n — 1},

1
(VnVo, Vo) = ETi(Va),VCU)
n—1
2 i]-=1 7
Z .
= O @ elion
n—1
o i 5 i
j=1
Note que E ] ,g
T[T )= 2TA(HTATA)),
j=1 j=1

Tl [pi(p)]%) = 2yi(p) Tdyi(p))
onde na ultima igualdade, usamos o fato de
Tyi(p)) = yi(p)Tdp) = yii(p)(Vp, T) = yii(p)(Tn, T)=0

para i f=n.
Portanto, das equacdes (4.13), (4.14) e (4.15) segue o item (c).
Analisamos agora a prova do item (d). Usando a equacéo (4.6), vemos que
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(4.13)

(4.14)

(4.15)

T) +

s s ¥
(VrVo,T) = (Vr,( TAAT; + yi(p)Tn), Td)
i=1 i=1 j=1
= ( TdTDTi+  TADVrTi+ i)V Ta+ Tdywi(p))Tn, Ta)
=1 j=1 =1
= [ TdTiNT; T+ TAHVrT;T) + W(p) V5T,
=1 j=1 =1

(T (P Tr, T

Utilizando o fato que {T}&1 € base ortonormal, vem que

n-1 n-1 n—1
>

(V5Vo,T) = [TiTi@) +  TASVLT;T) + () (V5 Tr, T
i=1 =1 j=1 o

= Awp+  Ti@)diveo,(T) +  wp)(V5Ta, Td),
=1 =1

onde A: e divag, sdo respectivamente o Laplaciano e o divergente em 0Q: com t = p(2).
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Logo,
n—1 n—1 n—1
(Vr,Vo,T) = Awp + Ti(#)divaq, (T;) + W)V ,Ta, T (4.16)
=1 =1 =1

Por outro lado, da Definicdo 2.2.21, e pelo fato da conexao da imersao 0{): ser a
mesma conexao de M restrita a 0L2¢, temos

Hoo, = (H,Tn)
1

= trao Sr,

>,
T i C 1 7(Tn), T)),

i=1

n—1

\V,
onde Hag, € a curvatura média de 0. Segue que

=1
(n—1DHa, = =  (VTy, Td). (4.17)
i=1

Portanto, as equagdes (4.16) e (4.17) resultam em

n-1 n—1
z Z . .

(V,Vo,T) = Awp+  Ti@)divae, Ti — ypi(p)(n — 1)Haq,.
i=1 i=1

ou seja, provando o item (d).

Para deixar a demonstragéo da Proposi¢cao 4.1.3, que vem nha sequéncia, mais
compacta, introduziremos o Lema a seguir:

Lema 4.1.2 Seja w : Up, C ) —— R definida no Lema 4.1.1. Entao,

Q(w) = d + alyi(P)]* — 0 + (1 + W)ydi(p) — (N — DHae [P — cHeo wi(p)

onde, E 2 zl
a:= [TdPI, B:=Aw, = Tig)divT;,

i=1 j=1

>1 >1
A= TdTADT#)Te(g), 0 := N(T: TTAP)Tr(e)
ij=1 ik=1

c=f+u do=—-+oc(1+a)ec=(Mn—-1)1 + a).

Prova.
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\ﬁegue do Lema 3.2.1 que Q(w) =W 3M(w) = —(VveVao, Vo)+ W 2div(Ve), com
W= 1+|V(U)|2

Deste modo, utilizando as equacdes (4.6) e (4.12), temos

2
Q)=- (V5;Vo,Vo)Tdg) — (V1,Va, Vo)yi(p)

=1
s .=
@+ AP+ WGP (V0,7 + (Y1, Vo, T

i=1 =1

Pelo Lema 4.1.1, obtemos

n—1 n—1
>
Q) = —  TATAINTADTL) — (T, TOTLHT(B)wi(p) + [y (p)12ydi(p)
i,j=1 et ,k=1 et
+(1+  [T(PF + WA+  TipdivT, — yi(p)(n — DHaq , + yii(p))
i=1 j=1
ou seja,
n—1 nflZ
Q) = —  TATANTAANTLP) —  N(Ts, TTLHTr(Pwi(p) + [yi(p)1Pwii(p)
ij=1 ,k=1
+Adp) — (P)(N — DHag, +vi() +  [TdPPPAp+  [TdP)I'Ti(4)div(Ty)
i=1 ij=1
>1 >1
— [TAOPw()(n — DHag + [T 12wdi(p) + [wi(p) 1’ A
i=1 i=1
>1
+ (1 THAV(TY — [W(p)P(n — DHeg« + [yi(p) P wdi(p)
j=1
assim,
n—1 n—1
> >
Q@) = —  TATAINTADTLP) + Adp) +  TAPAiv(T) — yi(p)(n — 1)Hog,
ij=1 j=1
+  [TdPPAgp +  [TAHPTASAVT) — [T wip)(n — DHoq ,
i=1 ij=1 =1
>1
+ [ PAg+[wW]*  TAPAiv(T) — [W(p)P(n — DHoa
n-1 J=1 n—1
- (T, TOTAA) Tr(Pyi(p) + vii(p) +  [Tdd)*wii(p).
L, k=1 i=1

Substituindo 4, a, 6, f e Y, obtemos

Q@) =4+ + 1 — pip)(n — DHeg+ af + au — ay(P)(n — DHea + Ly B +Lv (9] 1
— [T — DHem— (o) — L)) + yip) + ai(p) + [yip) Pl (p)



59

ou seja,

Q@) = —i+ @ +a+[¥(p)I)(e — wilp)(n — DH) + (4.18)
—(6 + yi(p)yi(p)y(p) + (1 + o + [yi(p)1*yii(p)

e utilizando a expresséo de ¢ e ¢, concluimos que

Q@) =3 + olyd(P))* — 61 + (1 + Wyi(p) — (N — DHeg [Wi(p)T° — cHoq yi(p).
|

Com base nas consideracdes feitas neste capitulo até o momento, podemos de-
monstrar a proposicao que garante a existéncia de barreiras, necessaria para garantir a

estimativa “a priori” Clem Q.

Proposicao 4.1.3 Sejam H e |l respectivamente a curvatura média e o operador segunda
forma fundamental do 02 com relagéo a orientagdo na dire¢ao do interior do dominio e
Hins := inf Hag. Seja R uma cota superior da curvatura de Riccide M e 0 < s < po
talqueem Uy, || Dg| |, ||D2¢|| e ||11]|| s&o limitadas por ¢| | Dé| | s, €| |D2¢| loaeel |l ]oq
respectivvamente, onde ¢ = 1 + si. A funcdo w(z) := ¢(z) + a In(1 + bp(z)) é uma
supersolucao do problema de Dirichlet (1.1) em Us, onde:

i)se Hnr<o0,a= b-! o<s< min{#,si} e a constante b é dada por

bi3 = | |Dp 12 (4D lag+] 111 ]00) +
+e(2 + & | Dg| (| D3| | oq+
+(n — D|[Dg|laasR — (N — 1)Hinr ).

ii) se Hins > 0 (e Ricy = 0 caso Hinr= 0), b > a-!, o<s<minfa— b s} ea
constante a € dada por

a—t =& |Dg|12:6 D¢ oq+]| 1] oo+
+e(2 + &2|1Dg|129(11D°¢ o +(n — 1)si||Dg||2aR).

Prova.

Seja w(z) = ¢(2) + w(p(z)) onde w(t) = aln(1 + bp(z)) com a e b sdo contantes a
serem determinadas.

Para provar i), ou seja, quando Hinr < 0, basta encontrarmos uma vizinhanca Us

tal que Q(w) < o em Us.
Pelo Lema 4.1.2, basta que tenhamos

3+ alyd(p)]* — Oy + (1 + @)ydi(p) — (N — DHinfld(p)]? — cHing yi(p) < 0,
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em uma vizinhanca.
Note que assumindo a e b tais que ab = 1 e substituindo yd = (1 +bt)-' e
il = —[yd]%b na inequag&o acima obtemos

S+o(1+b)?—01+b)—(@+a)1+bt)%b + (4.19)
—(n = DHinf(1 + b3 — cHinsf(1 +bt)-! < o

ou seja,

S1+bt)’ +o— 601 +bt) — (@+a)b—(n— DHiy @ +bt)! — cHir (1 +bt) <0
onde, para que esta inequacéo seja verdadeira, basta que

16](1 + bt)? + |o|+]60](1 + bt) — (1 + a)b — (N — DHinr (1 + bt)~1 — cHinr (1 + b)) < 0
ou seja,

[5](1 + Bf + 2bt) + |o|+|0|+]0|bt — cHinrbt + (4.20)
—(1 + )b — cHins — (N — DHir(1 + b~ < 0.

No entanto, como Hinr< O € 1+bt < 1temos
—(n — DHiny (1 + b)~1 < —(n — DHuns
assim, se
16/(1 + BT+ 2bt) + |o]+0]+]6]bt — cHinsbt — (1 + )b — CHing — (N — DHis < 0

a equacao (4.20) é verdadeira.
Observe que a equacédo acima € equivalente a

1018 + (215]+]0] —cHinpbt + [6]+|a]+]0]—b(a + 1) — (€ + N — DHimr< 0

0 que equivale a

ol+lo|l+]10|—(c+n—1)Hin
16+ 210l +16]cha, -+ 2Ll k() My _

Mas como a > 0 (caso contrario ¢ seria constante), basta que

[0l+|ol+]0l—(c+n—1)Hin
101bE+ (213]+]0] —cHay D+ . i (4.21)
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Agora, note que (4.21) ocorre se

; 1
S ]
|6]b 3
1
(2/d]+]0] —cHint s?—)
e
16l +]ol+10l=(c+n — DHimr L
<
b - 3’
ou seja, se
= t= v,
1 . (4.22)

b < e o]
b/3 = |o|+|d]+]60]| —(c+n—1)Hins

Como queremos que a aplicacdo w seja supersolucdo, devemos encontrar b tal que
satisfaca (4.22).

Note que as definicdes em (4.22) sdo satisfeitas “a priori” para 0 < t < sl, se
trocarmos nas expressoes as funcdes a, ||, |K|, |A| e |0] pelos seus supremos em Uy,
onde 0 < < pg étal que em Uy, | |Dgl], ||D*¢|| e |[11]] sejam limitadas por ¢|| Dg| |oq,
gl D2¢| loaa e || 1] ], respectivamente, onde ¢ = 1 +$l (note que isso € sempre possivel).

Tomando o supremos das equagdes a, ||, A e |#] em Ugy. Temos,

=1
[Td)1* = |IDg|1?< (el ID|100)? =& IDPHE

=1

a

st
p=0g=  T{T{) = |ID’¢||=<¢lID*|loa
éEl i=1
A= TATNTAATa(@) < |1 VIIID*|1>< &[|Dgl 1% || D! |sa
>
0= (T, TOTLATKP) < [NV ]12< | |Dg| 1241 ]aq
i, k=1

Para estimar |1 devemos encontrar uma cota superior para |div(T;)|, pois conforme
W foi definida, temos

= n-1 ) 1
i=1 i=1
DAL
Note que div(T)) = (Vr,T;,T:).onde {T;}, é referencial definido no inicio
i=1

desta secgéao.
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Assim,
=
Ta(divT)) = Tul(  V3T;,TH))

=

= (Vr, VT, T
i=1
=

= (an VTiTj7Ti)
}.1=— n—1

= (Vg, V5T,T)+( V5T Ve T)),
i=1 i=1

como V7, Tj=0, Vj =1,..,n— 1, obtemos

=
Ta(divT;)) = (Vr, V5,75, T
=1
=1
= (V,V1,T;,T)).
=1

Agora note que, como nosso referencial € geodésico em p € 0(2, temos que
V,Ti(p) =0, ¥i,j =1,..,n — 1, deste modo, T,divT;(p) = o.
Por outro lado, observamos que

) 2
Ric(Tn, Tj) = (R(Tr, TOT;, T)

=1
>1

= (VTianTj - VTnVTiTj + V[Tn,Ti]’-I-i)
}lz_ n—1 n—1
> =

= (VL Ve, T;,T) — (V, V1T, T) + (Vi T To).
i=1 i=1 i=1

Porém, como V1, T; =0, Vj =1,..,n — 1 temos

=t
(VL Vr,T;,T) =0
i=1

ox
metrizacao, numa vizinhancga de p em Us, que satisfaz tal propriedade, o que implica em

e podemos considerar, neste momento, T: =2 | note que sempre é existe uma para-
1

[T, Ti] = 0, ou seja,
1
(Vi1 1T T = o.
i=1
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Deste modo,

>t
Rie(Tn, T;) = =  (V1,V5T;,T)
=1

= —Ta(divT)).
Como div(T/(p)) = 0, podemos considerar a seguinte equacéo de evolugao:

" Ta(divT) = Rie(Tn, T))
div(T{p)) =0 '
Assim, segue que

Je

[divT(p, )| Tn(divTAp, s))ds||

) ?

) | Ta(divTp,s))|[ds

i I
) |[=Ric(Tn, T)(p,s)||ds

t

IA

IA

< [sup ||Ric(TAT)(p,s)||1ds
0 px[0,9)

sl sup ||Ric(Tn, T)(p, s)|I.
pXx[0,9)

IA

Portanto, em Vg X [0, ), onde Vo é uma vizinhanca de p em 62, conforme visto no
inicio desta secc¢ao, temos

=t
il = [ TA$)divTj|
j=1
o
< [IV@®II  [ldivT;l|
=y
< si||Dg||uy sup ||Ric(Tr, T)I|
j=1 VQX[O,Sj)
< (n—1e|Dloas  sup ||Ric(y, y)|l.
yEVoX[O,S’)

Logo, tomando

b/3 = & |Dg| 12 (|40 laa+] 111 |aq) + (2 + &2[| Do | |2 )(| B0 |lao+
+(n — 1)|1DpllagsR — (N — DHiy ),

onde R é uma cota superior para Ricy , segue que as duas principais desigualdas envol-
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vendo t em (4.22) s&o verdadeiras se
:=miny , & .
t<1o {2b }

O gque conclui o item i).

Para mostrar o item ii), ou seja, o caso Hins > 0, observe que para w seja super-
solucéo, pelo Lema 4.1.2 devemos ter ,

0+ alyi(p)]® — 08 + (1 + Wydi(p) — (N — DHanr [wd(p)]? — cHanr yip) < 0

O que ocorre se
5 + o[y — Opd(t) + (1 + a)yii(t) < o (4.23)
ja que Hinr = 0 e assumindo Ricy = 0 se Hinr = 0.

Para ver esta Ultima afirmagéo, o caso Hinr > 0 é imediato. J4 o caso Ricy > 0 se

Hins = 0, sendo p € 0Q tal que Haq(p), devemos mostrar que a cuvatura média de Q¢ é
n&o negativa Nos pontos exp,,(7).

No entanto, observamos que tomando J um dominio limitado de R", onde Hagqi
(p) = o, para algum p € 00, temos que Hagi, (exp,(t7(p))) = 0, com o vetor

normal utitario a 0Q)J, que aponta para o interior de {J, e t > 0 suficientemente pequeno.
Deste modo, pelo Coroldio 2.2.31 segue que

Ap(exp(t(p))) < Ap(exp £tri(p))),

onde A e A sdo as aplicacGes Laplaciano em M e R", respectivamente.
Por outro lado, da equacéao (4.17), temos

=t
(n—1Hag, = — (V5Ta, Td),
i=1

e, como conforme foi construido o referencial, (V 1, Tn, Tn) = 0 e Tn = Vp, obtemos
(n — DHog,= —div(V (p)) = —A(p).
Portanto, temos que
Haq.(exp,(t7(p))) = Hagj(exp,(t7(P))) = o,

justificando a passagem feita anteriormente.
Como

yi(t) = ab(1 + bt)-1 e wii(t) = —[yi()]%a-t= —ab’(1 + bt)-2
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temos que a desigualdade (4.23) ocorre se,
5+ olab(1 + bt)~11? — Gab(1 + bt)-! — (1 + @)ab’(1 + bt) -2 < o.
Multiplicando por (1 + b)? a desigualdade acima segue que Q(w) < 0 se
5(1 + bt)? + o(ab)® — Gab(1 + bt) — (1 + @)ab® < o.

Mas como a = 0, a equacao acima é verdadeira se

5(1 + bt)? + o(ab)® — Gab(1 + bt) — ab’® < o,
0 que é equivalentea

o(1 + bt)® + a(ab)® — Gab(1 + bt) < ab?,

ou seja, se
16](1 + btf + |o|(ab¥+ |0]ab(1 + bt) < alf . (4.24)

Note que , para bt + 1 < ba, a equacéo (4.24) é verdadeira se
|5|(at§) + Ial(abf + Iel(ab)zs ab%< o
for verdade. Assim, assumindo t < =1 = 3 — b-temos
a(lol+|ol+[0]) < 1,

0 que implica em (4.24).
. 1 ., . .
Fixe & = | 5375/ +7g ©Nde j& assumimos para 1], |o| e |8] seus supremos em Uy, isto
é,

a~t = &||Dg| 156! 1D*@|loa+| 11| log+e(2 + 62| DS 1% )bl D*¢ | [og+(n — 1)si||Dg||2aR).

Entdo tomando b >a-! temosa — b-! > 0et < {a — b-?, si}, a equacéo (4.24) é
satisfeita e isto conclui a prova.
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5 PASSOS FINAIS DA DEMONSTRAGAO DO RESULTADO PRINCIPAL

Com toda teoria desenvolvidade até o momento, vamos neste capitulo juntar os
principais resultados e assim, demonstrar os Teoremas 1.0.1. No entanto, faremos para o
caso onde Q é de classe C2a e ¢ € Czya(c’?Q).

5.1 DEMONSTRACAODO TEOREMA1.0.1

Decorre do Teorema 3.3.1 que resolver o problema de Dirichlet (3.12) é equivalente
a exibir estimativas “a priori” das normas c’ec! deuma solucéo de P.D.(3.12).

Porém, na seccao 4.1 vimos que uma estimativa “a priori” para a altura relativa de
uma solucéo do problema de Dirichlet (3.12) é dada por |¢]o.

Observamos que da Proposigéo 4.1.3, para qualquer dado no bordo ¢ € Cz:a(aﬂ),

temos que o (z) := ¢(2) + w o p(z) é supersolucao relativamente problema de Dirichlet
(3.12) em Us, onde Us é dado por na Proposigéo 4.1.3.

Note que, v~ (2) := ¢(2) — w o p(z2) é entdo subsolugdo em Uy, para algum
0 < sl < s, relativamente ao problema de Dirichlet (3.12). De fato, como

w- = ¢—yop
= —(—¢+yop)
—(g+wyop)

—+
—w

onded = —pew’ =d+yop. Assim, pela Proposicéo 4.1.3 segue que o' é supersolugéo
relativamente ao operador M, em Uy, ouseja

Mo ) < o, (5.1)
paraalgumo <s < s.
Note que
- (o >
M(—e ) =div J V- _
1+ |V§—a)+%2
. ) _v(w+)
= div J

1+ |V(oh)|?
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e, utilizando a Proposicdo 4.1.3 novamente, temos

] )3
M-of= ~N———)+(V * +—E=—— )
1+|V(0M)? 1+|V(@IP? 5 s
_ \/1— . «‘/1— +
1+ IV(ZO+)|2dW(ZV(@ N+(V 1+ [ V(@D]2 v@r»
T y(@)
=—-div ~—ow—ououo-—
1+ |V(0M)|?
implicando em
M(—a ) = —M(@ ). (5.2)

Deste modo, pelas igualdades (5.1) e (5.2) obtemos

~M(o ) = o0,

ou seja,

M(w-) =0

em Uy, portanto subsolucdo em Usgj.

Em particular, w?(z) = t¢(z) + w o pe w=(2k=t¢(z) — w o p,z € Ugjséo
supersolucdes e subsolucdes relativamente a M, Yt € [0,1] para algumo < s’ <s.

Tendo em vista estender tais subsolugfes e supersolucdes a barreiras do problema
de Dirichlet (3.12), observamos que pelo fato de tanto em i) quanto em ii), da Proposicéo

4.1.3, temos ab > 1 eentdo

. 1 y
w(s) = aln(1 + bsi) = In(1+ bsi). (5.3)
~b
Ponha
! UIn(1 +bs ), se H <
Oir +00, se Hir>o0(e Ricy = 0 caso Hiyr= 0)

Se osc(¢) < C, entédo
w(sl) > osc(g).
Lembramos que estendemos o dado no bordo ¢ a uma vizinhaga de 02 pondo

#(2) = d(expao(X, 1)) = ¢(X), onde z = expyn(X, t) € Ugi. Do modo como foi definido ¢,
temos que a oscilagéo da extengao é igual a oscilagdo do dado no bordo.
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Assim, se 0sc(¢) < C segue que

Cl)+|aUSjj 2Q Sup(¢)
oQ

- |6Usjj Q= %%f ¢
Agora defina

0 min{o”,sup(¢)}, se zeUy,

-
wr@=" " < -

[ supf{o—,inf(4)}, se z €Uy,
P sgg&p), se z QSJUSJ-J-

W-(2)= Wi R - .
0 inf(¢), se zcQ_Uy
o

Facilmente vé-se que tais extencdes formam barreiras superiores e inferiores, res-
pectivamente, para o problema de Dirichlet (3.12).
Utilizando Teorema 3.2.10, vé-se que para toda solugcdo u do P.D.(3.12),

|Vu@)|< max{| Vo' @I, Vo= (21},
para todo z € 0L2, que implica em

sup|Vu|< C; := max{sup|Vo™|,sup| Vo~ |} < +o0,
oQ oQ oQ

Agora, segue do Teorema 3.2.11 que

sup| Vul= Cs(I4lo, C2),

ou seja, exibimos uma estimativa “a priori” para a norma do gradiente de uma solugao de
P.D.(3.12). Concluindo assim, pelo Teorema 3.3.1, que o P.D. (3.12) possui solugéo.

O caso de Q de classe C? e ¢ < C3(6Q) pode ser demonstrado agora usando as
técnicas de analise (ver (JENKINS; SERRIN, 1968)).
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