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RESUMO

CONICAS E SUAS PROPRIEDADES REFLETORAS

AUTOR: Claudir Dias Barbieri
ORIENTADOR: Denilson Gomes

O objetivo deste trabalho é apresentar e demonstrar as propriedades refletoras das coni-
cas, bem como entender o porqué destas figuras geométricas fascinarem os matematicos
desde a antiguidade. Foram priorizadas as demonstragdes matematicas com o auxilio da
Geometria e Algebra. Evitou-se a utilizagdo de recursos do célculo diferencial e integral,
haja vista que este trabalho é voltado aos alunos do ensino Médio, os quais ndo possuem
conhecimento desses recursos matematicos. Em um primeiro momento analisamos os
motivos de estas figuras geométricas receberem tao pouca atengéo no curriculo do ensino
Médio. Foi oportuno analisarmos uma pequena coletanea de livros recomendados pelo Mi-
nistério da Educagao (MEC), constantes no Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD). E
possivel perceber uma abordagem muito superficial em relagédo as conicas, especialmente
a hipérbole e a elipse, embora a parabola, em alguns livros, seja estudada com mais pro-
fundidade, normalmente representando o grafico de uma fung¢do quadratica. Em seguida,
apresentamos uma breve exposicao sobre as origens histéricas das conicas, onde des-
tacamos os quatro principais protagonistas do tema: Pitagoras, Euclides, Arquimedes e
Apoldnio. Estudamos, separadamente, cada cdnica a partir de sua definicdo, seguido de
um desenvolvimento algébrico para encontrarmos a equagao que a define. Ressaltamos
suas propriedades refletoras e como usa-las na criacao de equipamentos tecnolégicos que
ajudem na evolucgao cientifica do homem. Dando continuidade apresentamos exemplos de
equipamentos que usam tecnologia utilizando os principios das conicas. Os softwares
Geogebra, Paint.net, Google Sketcup 8.0 e Gimp 2.0, foram utilizados como ferramentas
computacionais para a elaboragao das figuras neste trabalho.

Palavras-chave: Propriedade das Codnicas. Elipse. Hipérbole. Pardbola. Histéria da Ma-
tematica. Ensino Médio.



ABSTRACT

CONICAL AND ITS REFLECTIVE PROPERTIES

AUTHOR: Claudir Dias Barbieri
ADVISOR: Denilson Gomes

The objective of this work is to present and demonstrate the reflective properties of the co-
nics, as well as to understand why these geometric figures have fascinated mathematicians
since antiquity. Mathematical demonstrations were prioritized with the help of Geometry
and Algebra. The use of differential and integral calculus resources was avoided, since this
work is aimed at the students of the Middle School, who do not have knowledge of these
mathematical resources. In a first moment we analyzed the reasons why these geome-
tric figures receive so little attention in the curriculum of Middle School. It was opportune
to analyze a small collection of books recommended by the Ministry of Education (MEC),
listed in National Textbook Program (PNLD). It is possible to perceive a very superficial
approach to conics, especially hyperbole and ellipse, although the parable in some books
is studied in more depth, normaly representing the graphic of a quadratic function. Next
we present a brief exposition on the historical origins of the conics, where we highlight the
four main protagonists of the theme: Pythagoras, Euclid, Archimedes and Apollonius. We
study, separately, each conic from its definition, followed by an algebraic development to
find the equation that defines it. We emphasize their reflective properties and how to use
them in the creation of technological equipment that helps in the scientific evolution of man.
Following are examples of equipment that use technology using the principles of conics.
The software Geogebra, Paint.net, Google Sketchup 8.0 and Gimp 2.0, were used as com-
putational tools to elaborate the figures in this work.

Keywords: Property of the Conics. Ellipse. Hyperbole. Parable. History of Mathematics.
High school.
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1 INTRODUGAO

As cbnicas sdo importantes em varias areas da ciéncia, tais como Arquitetura, Engenharia
Civil, Astronomia, Otica, Aclstica e outros. Nas pontes suspensas constatamos a forma-
cao de uma parabola pelo cabo de sustentacdo da mesma, onde a Golden Gate Bridge é
um belo exemplo. Em telescopios sédo usados espelhos parabdlicos e hiperbdlicos para di-
recionar os raios luminosos ao foco. Um exemplo é o telescdpio Hubble colocado em érbita
da Terra na década de 90. Atualmente operadoras de TV a cabo utilizam antenas parabé-
licas para receber sinais via satélite. Ha uma infinidade de areas onde € possivel utilizar
a teoria das conicas ficando a mercé da prépria criatividade humana. Interessante obser-
var que Apolonio, principal nome vinculado a este tema, desenvolveu suas teorias sem se
preocupar se haveria ou ndo aplicagoes praticas para seus estudos. Porém, sabemos que
teve influéncia marcante em geracgdes de estudiosos nos séculos vindouros.

Embora a importancia destas curvas para a ciéncia retrate uma realidade esse con-
teldo quase inexiste dentro das escolas brasileiras. Essa posi¢do, € muito bem colocada
por Neto (2008, p.1 e 2)

“No ensino Fundamental, apenas a parabola faz parte do programa. E ensi-
nada na ultima série sob a forma de fungdo quadratica ou do Segundo Grau."

Em outro momento acrescenta

“Na primeira série do ensino Médio, a parabola volta a ser objeto de estudo
dentro de um contexto mais amplo e aprofundado no estudo de fungées. No-
vamente nenhum vinculo com as cbnicas é sequer mencionado pela maioria
dos professores. A habilidade na manipulacdo das equacdées analiticas e o
entendimento dos papéis de cada pardmetro é o foco desse conteudo."

Em uma ultima reflexao finaliza

“a terceira e ultima série do ensino médio, finalmente as cbnicas aparecem no
programa escolar. Mas vale frisar que, por uma série de motivos, esse topico
sequer chega a ser ensinado por boa parte dos professores. Quando acontece,
se restringe normalmente a um curto periodo (uma a duas semanas) ... "

Pelo que foi exposto surgiu a proposta desta dissertacdo em apresentar um estudo
detalhado e original a respeito das conicas. com um enfoque nao usual, permitindo aos
alunos e professores usufruirem de uma abordagem diferenciada, trazendo a tona as pro-
priedades refletoras das cdnicas e suas aplicacdes em diversas areas tecnoldgicas da vida
cotidiana do homem. Assim, decidiu-se incluir um resumo histérico (BOYER, 1991) onde
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se procura explorar a origem das conicas e sintetizar a vida dos quatro grandes ge6metras
que deram origem a chamada Idade Aurea (300 a 200 a.C.) da matematica grega. Arqui-
medes, Euclides, Pitdgoras e Apolénio de Perga representam o apice do pensamento ma-
tematico. Aborda-se um resumo de suas descobertas e obras publicadas. Dando prosse-
guimento, analisamos as trés cénicas, em capitulos separados, a partir de suas definicdes
como lugares geométricos, dando énfase no desenvolvimento algébrico das equacdes que
as definem. Utilizando-se figuras geométricas demonstram-se a simetria das conicas, sua
excentricidade, as propriedades das retas tangentes e normais a essas curvas.

Este trabalho est4 estruturado da seguinte maneira: no Capitulo 2, por meio da in-
vestigacao de alguns livros didaticos recomendados pelo Ministério da Educacao (MEC)
em seu sitio na internet e que constam no Plano Nacional do Livro Didatico (PNLD) através
do Guia do Livro Didatico, busca-se compreender de que modo tal contetudo é disponibili-
zado para os alunos do ensino Médio. No Capitulo 3 (BOYER, 1991), faz-se um breve re-
lato das origens histéricas das conicas e abordam-se os quatro principais mateméaticos da
época que estudaram essas curvas, ressaltando-se a importancia da cidade de Alexandria
e sua famosa biblioteca, sendo por isso considerada em sua época, o berco da sabedoria
mundial. Nos Capitulos 5, 6 e 7 (DELGADO, 2011) analisamos as trés coOnicas, elipse,
hipérbole e parabola, respectivamente, e a partir de suas definicdes como lugar geomé-
trico elabora-se o desenvolvimento algébrico das equagdes que as definem. No Capitulo 8
(VENTURI, 2011) abordamos a excentricidade das conicas. No estudo das propriedades
refletoras das cénicas utilizam-se as propriedades das retas tangentes e normais as cur-
vas, apresentadas nos Capitulos 9 e 10 (BOULOS, 2 005). No Capitulo 11 ilustram-se com
figuras e imagens diversas aplicagdes praticas baseadas nas propriedades das conicas,
mostrando como foi possivel desenvolver tecnologias que ajudam o homem em seu dia a
dia. No Capitulo 12 apresentam-se as conclusdes deste trabalho.



2 AS CONICAS NO ENSINO MEDIO

O motivo do estudo das conicas pelos matematicos, desde ha muito tempo, foi devido a
beleza que essas curvas apresentam, nao ocorrendo a eles, de imediato, sua aplicagao
pratica. Com o passar dos tempos, houve inUmeras descobertas importantes em mate-
matica pura e na ciéncia em geral que estavam ligadas as cénicas. Pode-se citar dois
exemplos classicos: Johannes Kepler, em 1605, publica sua descoberta de que a 6rbita
do planeta Marte, ao redor do sol, era uma elipse, defendendo a hipétese de que todos
os planetas mover-se-iam em o6rbitas elipticas, fato este comprovado por Isaac Newton dé-
cadas mais tarde; Galileu Galilei, em 1609, descobriu que um projétil langado do alto de
uma torre executava uma trajetéria em forma de parabola, se considerarmos somente a
atuacédo da forgca da gravidade.

Na ciéncia em geral, as caracteristicas das conicas foram utilizadas em diversos
projetos, em diferentes areas do conhecimento. Na engenharia suas propriedades fisicas
foram decisivas para a solugao estrutural de grandes e importantes obras, e sua beleza
plastica contemplada em monumentos e imponentes estruturas. Também muito utilizada
nas artes visuais, especialmente em marketing e desenvolvimento de produtos, onde sim-
bolos embasados nas cénicas frequentemente identificam produtos e seus respectivos fa-
bricantes. E muito amplo o campo de estudos referentes a estas curvas. Suas proprie-
dades refletoras, tratadas nesta dissertagdo, sdo muito utilizadas na industria (automobi-
listica, de telecomunicacgoes, etc ...), e muito importantes na area de pesquisa cientifica e
exploragdes espaciais.

Atualmente, nos livros didaticos do ensino médio, a parabola recebe um tratamento
privilegiado em detrimento das outras cénicas. Mesmo assim, sé na sua forma geral, do
tipo a 2% + bx + ¢ = 0. Essa equagéo é apresentada como um polindmio do segundo grau
e, para encontrar as raizes solu¢do da equacao, devemos empregar a formula resolutiva
da equacao do segundo grau. No entanto, é perfeitamente possivel apresentar aos alu-
nos, no final do ensino médio, um estudo das c6nicas empregando o método da geometria
analitica. Uma abordagem dessa natureza pode encorajar alunos no aprendizado da ma-
tematica com aplicagao direta ao cotidiano das pessoas. O préprio MEC na publicagéo
do PCN (Parametros Curriculares Nacionais) em 2000, pagina 15, enfatiza esse ponto de
vista, afirmando:

“Privilegiar a aplicagdo da teoria na pratica e enriquecer a vivéncia da cién-
cia na tecnologia e destas no social passa a ter uma significacao especial no
desenvolvimento da sociedade contemporéanea."

Para um trabalho nesse sentido, um importante instrumento de apoio que o profes-
sor possui € o livro didatico. Com o objetivo de preencher essa lacuna, o MEC disponibiliza
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o PNLD, um programa executado em ciclos trienais alternados. E apresentado uma rese-
nha de livros didaticos onde o professor podera escolher alternativas que melhor atenda
0s conteudos programaticos da sua escola. Aqui propomos realizar uma breve anélise de
alguns livros no que diz respeito as conicas. Alguns constam no PNLD 2015.

Livro 1 - Matematica: contexto e aplicacoes
Autor - Luis Roberto Dante

E um livro de volume Unico voltado ao ensino médio. H& uma breve introducéo e através
da figura de um cone duplo, cortado por um plano, mostra as origens das trés curvas.
Apresenta a demonstracao da equacao reduzida das cbnicas. Faz uma breve mencao as
assintotas da hipérbole. Relata como construir as curvas utilizando régua e compasso,
embora a descri¢cao seja pobre em detalhes. Para um aluno do ensino médio desenvolver
essa atividade, necessitara de um apoio do professor. Define hipérbole equilatera e a
relaciona com a lei de Boyle, lei esta que trata da relagdo entre pressao e volume de
um gas perfeito a temperatura constante. Sao citadas aplicagbes das cbnicas em fungao
de suas propriedades refletoras, embora sem analisa-las matematicamente. Apresenta
exemplos e uma lista de exercicios ao final do capitulo.

Livro 2 - Matematica: Ciéncia e Aplicacoes

Autores - Gelson lezzi et al
No Volume 1, os autores se limitam a apresentar a equacao do segundo grau como uma
funcédo quadratica, representando uma parabola. Apresentam alguns exemplos e defini-
coes. No volume 3, capitulo 4, as cOnicas sao retomadas com um pouco mais de detalhes,
apresentando suas defini¢des e desenvolvimento de suas equagdes reduzidas, bem como
seus elementos principais. As propriedades refletoras das cnicas ndo sao abordadas.

Livro 3 - Matematica: Ciéncia, Linguagem e Tecnologia

Autores - Jackson Ribeiro.

No Volume 1, é apresentada a definicdo de funcéo e introduz-se um grafico da funcao
quadratica baseado em uma tabela de pares ordenados. Existe um enfoque predominante
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na parabola. Sobre hipérbole e elipse ha alguns comentarios e sdo deixadas para serem
estudadas no Volume 3. Neste volume, € mencionada a concavidade da parabola e sua
relacdo com o coeficiente a da equagao que define essa curva, com alguns exemplos. Ha
uma descricao do grafico de uma equagao quadratica em fungéo do deslocamento verti-
cal e horizontal, com vértice na origem. N&o € realizada nenhuma demonstragdo dessas
descricbes. Em relagdo as outras duas curvas (hipérbole e elipse), sdo mencionadas al-
gumas caracteristicas porém, declinando de um maior aprofundamento. As propriedades
refletoras das cénicas ndo sdo abordadas.

Livro 4 - Matematica Fundamental: uma nova abordagem
Autores - José Rui Giovanni et al

Este é um livro volume Unico para o ensino médio. Faz demonstra¢des do desenvolvimento
da equacao reduzida das cdnicas. Desenvolve alguns exemplos e apresenta uma lista de
exercicios no final do capitulo. N&o menciona as propriedades refletoras das conicas.
Deixa de relatar exemplos praticos de uso das curvas no cotidiano.

Livro 5 - Matematica para o Ensino Médio
Autores - Miguel Jorge et al

Este € o Volume 3 da colecdo para o ensino Médio. Trata das cdnicas como os outros
livros analisados, desenvolvendo as demonstragbes para encontrar a equacao reduzida
das cOnicas. Traz exemplos apds deduzir as equagdes e no final do capitulo traz uma
coletanea de exercicios para que o aluno possa exercitar o aprendizado.

Sintese

De uma maneira geral percebe-se que os livros seguem uma diretriz basica em relagéo
ao conteudo. Quase sempre a parabola é apresentada no Volume 1 e relacionada a uma
fungdo quadratica. E apresentado o grafico da funcdo e mencionada a concavidade da
mesma. Nesse volume ndo sao tratadas a elipse e a hipérbole. Essas curvas sao aborda-
das no Volume 3 onde é retomado o estudo da parabola com uma abordagem mais geral.
Demonstra-se como obter a equacao reduzida das cénicas. Poucos livros fazem mencgéao
as suas propriedades refletoras e sua ligagdo com o cotidiano.



3 UM POUCO DE HISTORIA SOBRE CONICAS

Desde os mais remotos tempos quando o homem buscava incessantemente melhores
condicdes de vida, viu-se envolvido em problemas relacionados ao provimento e arma-
zenamento de comida para enfrentar os tempos dificeis que, via de regra, eram ciclicos.
Em funcao disso, surgiu a necessidade de saber contar e avaliar seus estoques. Condi-
cbes naturais e suficientes para o surgimento de uma nova ciéncia como a Matematica.
Concomitante com a evolugdo do homem, temos a evolugdo da Matematica.

Uma civilizagao que muito contribuiu para o desenvolvimento da ciéncia foi a grega,
pois esse povo possuia uma curiosidade altamente intelectual. Um representante proficuo
desse povo foi Anaxagoras, mais um filésofo da natureza do que um matematico. Porém,
muito inquiridor deixou varias contribuicées, dentre elas, o problema da quadratura do
circulo. Esse problema fascinou os mateméticos por mais de 2000 anos. Entenda-se
quadratura do circulo como a tentativa de encontrar um quadrado que tenha exatamente a
mesma area de um circulo usando somente régua e compasso.

Anaxégoras foi professor de Péricles. Este faleceu de peste que assolou Atenas e
aniquilou um quarto da populacéo dessa cidade. Talvez esta epidemia tenha dado origem
a um segundo problema matematico famoso. Conta-se que uma delegacgao tenha sido
enviada ao oraculo de Apolo em Delos, ap6s a morte de Péricles, para obter uma resposta
de como combater a epidemia. O oraculo respondeu que o altar de Apolo, de formato
cubico, deveria ser duplicado. E assim, os atenienses duplicaram as dimensdes do altar,
porém a peste nao foi debelada. Obviamente, ao duplicarem as arestas do cubo seu
volume foi multiplicado por oito e ndo por dois. Resolver esse problema s6é usando régua
€ compasso passou a ser conhecido como problema deliano. Outro problema famoso que
circulava em Atenas, quase na mesma época do problema deliano, era a trissecgcédo de um
angulo. Isto consistia em encontrar, somente usando régua e compasso, a divisdo de um
angulo em trés partes exatamente iguais.

Esses trés problemas, quadratura do circulo, duplicagdao do cubo e trissec¢do de
um angulo sao conhecidos como o0s trés famosos ou classicos problemas da antiguidade.
Mais de 2200 anos depois seria provado que € impossivel resolvé -los usando somente
régua e compasso (BOYER, 1991).

Aparentemente, somos levados a pensar em quanto tempo gasto na tentativa de
solucionar esses problemas sem obter fruto algum. Na verdade, o esfor¢o e a sagacidade
despendidos na busca de uma solugao sdo muito maiores do que o exigido pelos proble-
mas corriqueiros, cujo encanto costuma desaparecer com a primeira solu¢ao encontrada.
Assim, ao perceber que devemos penetrar mais profundamente, buscando uma investiga-
cao mais cuidadosa e quando enfim se evidencia a insolubilidade, ela nao deixou de trazer
multiplos frutos. No caso do problema de Delos, por exemplo, levou a descoberta de um
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sem numero de curvas até entdo desconhecidas e que se encontravam fora da orientagao
das pesquisas normais.

Foi, aproximadamente, no primeiro século da ldade Helenistica (periodo que iniciou
com a morte de Alexandre Magno em 323 a.C, finalizando préximo ao inicio da era crista)
que destacaram-se quatro matematicos de forma inconteste dos demais da época, bem
como de seus predecessores e sucessores. Esses matematicos foram Pitagoras (560 - 500
a.C.), Euclides (325 - 265 a.C.), Arquimedes (287 - 212 a.C.) e Apolénio (262 - 190 a.C.).
No por acaso, o periodo entre 300 a 200 a.C. foi denominado /dade Aurea da matematica
grega em virtude das obras escritas por esses homens. Pode-se dizer que nesse periodo
a matematica estava em atraso quando comparada as artes e a literatura. Durante todo o
periodo helenistico a cidade de Alexandria foi o destaque na area da matematica (BOYER,
1991).

Pitagoras nasceu na Asia Menor, na ilha de Samos. Por mais de 30 anos percorreu
o Egito, Babilonia, Siria, Fenicia e talvez, india e Pérsia. Dessas andangas acumulou co-
nhecimentos de Astronomia, Matematica, Ciéncia, Filosofia, Musica, Misticismo e Religido.
Cabe lembrar que Pitagoras foi contemporaneo de Buda, Confacio e Lao-Tsé.

Ao retornar a Samos, indispds-se com o tirano Policrates e foi para o sul da Italia,
em Crotona. Ai fundou a escola Pitag6rica, dita por muitos como a primeira universidade
do mundo. Estudava-se Matematica, Astronomia, Musica e Religido. Havia centenas de
estudantes e era considerada uma entidade secreta.

Foi a escola Pitagorica que realizou a classificagéo aritmética dos nimeros em pa-
res, impares, primos e fatoraveis. Também elaborou ideias inovadoras na Astronomia, afir-
mando que a Terra era esférica e que os planetas giravam ao redor da Terra com diferentes
velocidades. Provavelmente, aos pitagoricos, deve-se a construgao do cubo, tetraedro, oc-

taedro, dodecaedro e a segcéo aurea. Na Musica, a notavel descoberta de que os intervalos
123
27 37 4"
A prépria palavra Matematica (Mathematike, em grego) surgiu com Pitagoras, que

musicais obedecem relagdes através de propor¢des aritméticas:

foi o primeiro a concebé-la como um sistema de pensamento totalmente embasado em
provas dedutivas. Inclusive, a prova do teorema de Pitagoras quem apresentou foi Pitago-
ras, embora haja indicios de que os Babil6nios ja o conheciam, empiricamente, em 1600
a.C. e ele tenha acumulado esse conhecimento em suas viagens.

Tudo que sabemos sobre Pitdgoras deve-se a tradicdo oral. Assim, devemos ser
cautelosos quanto a precisao das histérias envolvendo-o. Mas, claramente, deve-se aos
pitagorigos o papel primordial para o estabelecimento da Matematica como disciplina raci-
onal.

Outro grande nome, posterior a Pitagoras, foi Euclides. Foi o fundador da Escola
de Matematica, junto a Biblioteca de Alexandria. Biblioteca esta que, por muitos séculos,
foi considerada o ber¢co da sabedoria. Dali, emanavam grandes descobertas e divulgacao
do saber, além de possuir um acervo de centenas de milhares de papiros que, lamenta-



19

velmente, 0 homem teve a capacidade insana de destrui-los sob as mais diversas razdes,
principalmente religiosas. Euclides mudou de Atenas para Alexandria, durante o reinado
de Ptolomeu |, general favorito de Alexandre, O Grande, morto em 323 a.C.. Alexandria,
a partir de Euclides até o século IV d.C., reinou quase absoluta como principal centro de
producdo matematica. A obra mais importante de Euclides, Os Elementos, € um texto
introdutério de toda a matematica elementar, ou seja, aritmética no sentido de teoria dos
nameros, geometria sintética, tratando de pontos, retas, circulos e esferas, e por ultimo
algebra, dotada de uma roupagem geométrica. E uma compilagdo metédica e ordenada
de 465 proposicoes reunidas em 13 livros. Desses 13 livros, os 6 primeiros tratam da
Geometria Plana Elementar; os 3 seguintes, da Teoria dos Numeros e o livro 10 trata dos
Incomensuraveis (niumeros Irracionais) e os 3 ultimos, da Geometria no Espaco.

O livro 13 de Os Elementos aborda exclusivamente as propriedades dos 5 sélidos
regulares, denominados Poliedros de Platao (BOYER, 1991). H& 5 poliedros regulares:
o tetraedro (4 faces triangulares), o cubo ou hexaedro (6 faces quadradas), o octaedro (8
faces triangulares), o dodecaedro (12 faces pentagonais) € o icosaedro (20 faces triangu-
lares). Estes poliedros sao ilustrados na Figura 3.1.

Figura 3.1 — Poliedros de Platao.
Tetraedro {

DoIecaedro

Fonte: https://solidplatom.wordpress.com.

Octaedro

Cubo ou
Hexaedro

Icosaedro

Além deste, Euclides escreveu Os Dados, Divisdo de Figuras, Os Fenémenos e
Optica. Este Ultimo caracteriza-se por ser um dos primeiros trabalhos sobre perspectiva,
ou a geometria da visédo direta. Sabe-se que Euclides escreveu outras obras, inclusive um
tratado sobre cOnicas, porém estao totalmente perdidas.

Outro génio da Matematica e Fisica, Arquimedes, nasceu na atual Sicilia (BOYER,
1991). Ainda jovem estudou em Alexandria com os discipulos de Euclides. Suas obras
sdo vastas incluindo Geometria Plana e Sdélida, Astronomia, Aritmética, Mecéanica e Hi-
drostética. Uma das histérias mais contundente de Arquimedes, eternizada até os dias de
hoje, diz respeito ao pedido do rei Herao, solicitando a Arquimedes que descobrisse se sua
coroa de ouro nao havia sido adulterada pelo ourives que a confeccionou. Conta-se que
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Arquimedes ao entrar na banheira para tomar banho percebeu a elevagao do nivel d’agua
e a partir dai elaborou um método para desvendar a duvida do rei Herdo. Hoje na Fisica,
estuda-se o Principio de Arquimedes, o qual preconiza

“Todo corpo mergulhado num fluido em repouso sofre, por parte do fluido, uma
forca vertical para cima, cuja intensidade é igual ao peso do volume do fluido
deslocado pelo corpo”.

Por outro lado, Arquimedes também se destacou como um grande inventor bélico.
Sao atribuidas a ele, invengdes como a alavanca, roldana mével, catapultas, guindastes e
tantas outras invengdes. Conta-se que durante a Segunda Guerra Punica, contra a Marinha
e Exército Romano, comandados pelo Cénsul Marcelo, o espirito inventivo de Arquimedes
conseguiu criar aparatos bélicos de extrema destruicdo como: catapultas gigantes que
lancavam enormes pedras sobre as galeras romanas, afundando-as; enormes guindastes
que conseguiam icar a proa dos navios, afundando-os pela popa. Conta Plutarco, que as
tropas romanas estavam tao aterrorizadas que qualquer objeto que surgisse nas muralhas
de Siracusa, era considerado uma diabdlica artimanha de Arquimedes.

Talvez uma invencgéo, da mais lendéria atribuida a Arquimedes, € um jogo de espe-
Ihos cdncavos que utilizou para concentrar os raios solares e incendiar as galeras romanas.
Muito se tem pesquisado para provar a veracidade dessa estéria, mas devido ao baixo in-
dice de reflexdo dos espelhos da época de Arquimedes, a conclusdo mais plausivel € que
nao passa de uma lenda.

Em relacdo ao uso de roldanas, cordas e alavancas, conta-se que de certa vez
Arquimedes foi chamado para solucionar um problema que surgiu na construcdo de um
navio para o rei. O navio era tdo pesado que ndo conseguiam langa-lo ao mar. Mas
Arquimedes, com uma combinagao de alavancas e polias, conseguiu realizar o feito. Talvez
tenha sido este acontecimento que o fez proferir a célebre frase: Dé-me um ponto de apoio
e moverei o mundo.

Especula-se que, provavelmente, foi em Alexandria que Arquimedes ficou interes-
sado em como trazer agua do rio Nilo para irrigar as terras araveis do vale. Para tanto,
ele inventou um mecanismo, chamado parafuso de Arquimedes, feito de tubos em hélice
presos a um eixo inclinado com uma manivela para fazé-lo girar.

Apesar de todas essas invengdes, Arquimedes nao dava muita importancia a isso,
pois para ele o importante era o desenvolvimento da Matematica. Por isso escreveu inume-
ros livros tratando de diversos assuntos. Quase todos se perderam ou foram destruidos.
Hoje, o0 que se sabe sobre Arquimedes é baseado em anotag¢des de pessoas, que de uma
forma ou outra, acabaram registrando seus feitos e sua histéria. Podemos listar alguns
livros que Arquimedes (BOYER, 1991) escreveu:

1- Sobre o equilibrio dos planos, Livro | (De planorum aequilibriis 1)
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2- Quadratura da parabola (Quadratura parabolae)

3- Sobre o equilibrio dos planos, Livro Il (De planorum aequilibriis 1)
4- O método dos teoremas mecanicos (Mechanicis propositionibus)
5- Sobre a esfera e o cilindro, Livros | e Il (De sfhaera et cylindro)

6- Sobre as espirais (De lineis spiralibus)

7- Sobre condides e esferdides (De conoidibus et sphaeroidibus)

8- Sobre os corpos flutuantes, Livros | e Il (De corporibus fluitantibus)
9- Medida do circulo (Dimensio circuli)

10- O contador de areia (Arenarius)

Além destes trabalhos, sabe-se que Arquimedes escreveu outras obras, que hoje
existem apenas em fragmentos.

Nao podemos deixar de mencionar os estudos que Arquimedes fez sobre um circulo
dado, onde inscreveu e circunscreveu um poligono de 96 lados e obteve a férmula para o
calculo da area do circulo e, por muitos séculos, 0 mais acertado valor para 7:

10 10
3 -1 <m <3 -0

Grande contribuicdo a matematica foram as obras de Apol6nio. Embora pouco se
saiba sobre sua vida, era conhecido como Apolénio de Perga. Escreveu uma obra (agora
perdida) chamada Resultado Rapido que parece tratar de processos rapidos de calcular.
Menciona-se que o autor obteve uma aproximagao de m mais precisa que a dada por Ar-
quimedes, provavelmente o valor que conhecemos como 3,1416. Na verdade, a maioria
das obras de Apol6nio desapareceram. No século XVII, estava no auge a reconstrucao de
obras perdidas sobre geometria, sendo que os tratados de Apol6nio encontravam-se entre
os favoritos. Seis das obras de Apol6nio estavam incluidas junto com dois dos tratados
mais avangados (hoje perdidos) de Euclides, numa cole¢cao chamada Tesouro da Analise.
Papus descreveu como uma colecao especial destinado aos que, depois de adquirir 0s co-
nhecimentos basicos, queriam obter a capacidade de resolver problemas envolvendo cur-
vas. Essa obra, deve ter incluido muito do que hoje conhecemos por geometria analitica.
Em fungéo dessas obras, Apolénio mereceu dos antigos o titulo de O Grande Gebdmetra, e
néao Euclides.

Além de tudo, Apol6nio também se destacou como um célebre astrobnomo. O mo-
delo matematico favorito da antiguidade para a representacdo do movimento dos planetas
aparentemente deve-se a ele. Na época, Eudoxo tinha proposto o modelo das esferas
concéntricas, enquanto Apol6nio propds dois sistemas alternativos: um composto por mo-
vimentos epiciclicos; outro envolvendo movimentos excéntricos. Durante cerca de 1800
anos os dois modelos, o de Eudoxo e o outro de Apolonio, foram rivais disputando a prefe-
réncia dos estudiosos.

Apesar de varias obras de Apol6nio terem sido perdidas, uma em especial foi subs-
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tancialmente preservada, certamente sua obra prima, As Cénicas. Dessa obra famosa sé
metade (os quatro primeiros dos oito livros que compdem a obra) existe ainda em grego.
Felizmente, um matematico &rabe, Thabit ibn Qurra, tinha traduzido os trés livros seguin-
tes, e essa versao se preservou. Em 1710 Edmund Halley apresentou uma traducao latina
dos sete livros, e dai entdo surgiram varias edicoes em muitas linguas.

E verdade que as sec¢des conicas ja eram conhecidas havia cerca de um século e
meio quando Apolénio escreveu seu célebre tratado sobre essas curvas. Assim como Os
Elementos de Euclides substituiram textos elementares anteriores, em nivel mais avan-
cado o tratado sobre Cénicas de Apolbnio derrotou todos os rivais no campo das secdes
cOnicas, inclusive As Cénicas de Euclides. Claramente podemos afirmar que, mantido
seus campos de atuacdo, Os Elementos de Euclides e As Cdnicas de Apoldnio, foram as
melhores obras escritas na época.

Anteriormente a Apoldnio, a elipse, a parabola e a hipérbole eram obtidas como se-
cOes de trés tipos bem diferentes de cone circular reto, conforme o angulo no vértice fosse
agudo, reto ou obtuso. Um dos méritos de Apoldnio foi mostrar que nao necessariamente
precisamos realizar um corte perpendicular a um elemento do cone e que, de um unico
cone, podem ser obtidas todas as trés espécies de se¢des conicas, bastando variar a incli-
nacao do plano que corta o cone. Esse passo foi muito importante para mostrar a relagao
entre os trés tipos de curvas. Além disso, Apolénio provou que o cone nao precisa ser reto,
isto €, um cone cujo eixo é perpendicular a base circular, mas pode também ser um cone
obliquo ou escaleno. Assim, parece que Apoldnio foi o primeiro gedmetra a mostrar que as
propriedades das curvas nao sao diferentes conforme sejam cortadas de cones obliquos
ou retos.

Com isso, Apolbnio conseguiu trazer as antigas curvas para mais perto do ponto
de vista moderno, inclusive definindo o cone circular como usamos atualmente. O cone
de uma s6 folha (como um cone de sorvete) pode ser substituido por um cone de folha
dupla, tal como dois cones de sorvete colocados em sentidos opostos e indefinidamente
estendidos, de modo que seus vértices coincidam e o0s eixos estejam sobre uma mesma
reta.

Os gregos promoveram um extraordinario desenvolvimento da Geometria. Entre-
tanto, como nao dispunham de uma notacao algébrica adequada, a Mateméatica grega
iniciou seu declinio.

Pelo excelente trabalho de Apolénio sobre as conicas, a matematica seguiu evo-
luindo em diversos outros ramos como a trigonometria, estudos das relagées em tridngulos,
circulos, calculo de areas de figuras geométricas, aritmética e principalmente o desenvolvi-
mento da Algebra. Esta foi de extrema importancia para o desenvolvimento da Geometria
Analitica. Ap6s muitos séculos, as conicas voltam a discussdo com o mateméatico Johan-
nes Kepler.

No final do século XVI, o matematico Johannes Kepler (1571 - 1630) tinha muito
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interesse em astronomia. No inicio de 1597 publicou seu primeiro livro denominado Mys-
terium Cosmographicum (Mistérios do Universo) onde defendia o heliocentrismo de Copér-
nico além de propor um meétodo para calcular o tamanho de cada érbita planetaria. Enviou
coOpias de sua obra para Tycho Brahe e Galileu Galilei.

Tycho Brahe (1546 - 1602) era de uma familia nobre da Dinamarca. Em virtude
de seu trabalho na area de astronomia, em 1575 ja era famoso em toda a Europa. O
Imperador Rudolph II, ofereceu-lhe uma ilha, chamada Hveen, onde a Dinamarca pagaria
a construcao de um observatorio. Brahe, devido ao seu alto poder aquisitivo, encomendou
a construcao de equipamentos com a mais alta precisao de medida para a época, inclusive
um sextante com bragos de 1,6 metros, o0 maior ja construido até entao. Isso permitiu-lhe
reduzir a imprecisao na medida de arco para um minuto (dez vezes menor que a imprecisao
no tempo de Ptolomeu). Foi o primeiro astrbnomo a calibrar, verificar a precisdo de seus
instrumentos periodicamente e corrigir as observacgdes por refracdo atmosférica, além de
instituir observagdes diarias. Com todo instrumental a seu dispor, durante 16 anos, realizou
medidas sobre as posi¢des dos planetas, em especial Marte. Até entado, havia convicgao
que os planetas possuiam orbitas circulares. Aplicando as equagdes do circulo aos dados
coletados nao obteve sucesso. Entdo, em 1600, contratou Johannes Kepler para ajuda-
lo, pois este tinha experiéncia e conhecimentos matematicos, exatamente o que faltava
a Tycho Brahe. Mas Kepler s6 obteve acesso aos dados de Brahe, apds sua morte em
24 de Outubro de 1601. Dois dias depois o imperador nomeou Kepler como matematico
imperial. Imediatamente Kepler comegou a trabalhar no célculo da érbita de Marte, e em
1602 descobriu a Lei das Areas mas ndo conseguiu determinar a forma da 6rbita. Foi em
1605 que Kepler descobriu que a orbita era eliptica, estando o sol em um dos focos. Em
1609 publicou seus resultados no Astronomia Nova.

Embora esses autores tenham feito um nobre trabalho, todo eles eram baseados na
Geometria conhecida na época. Prescindiam de uma notagéo algébrica que mostrasse de
uma forma clara e objetiva seus teoremas. Neste sentido, destacaram-se dois matematicos
que deram um impulso a notagao algébrica: Diofanto de Alexandria, que viveu no século
[Il d.C., periodo conhecido como Idade de Prata; e al-Khowarizmi que viveu por volta dos
anos 800 d.C. na cidade de Bagd4, cidade esta considerada a nova Alexandria.

A principal obra de Diofanto de Alexandria, foi a obra intitulada Aritmética, original-
mente formada por 13 livros, onde s6 0s 6 primeiros se preservaram. Foi uma das primeiras
obras onde foi utilizada uma notagdo com uma linguagem simbolica para a Matematica.

Por sua vez, a principal obra de al-Khowarizmi foi Al-Jabr a qual recebeu a deno-
minagao latinizada de Algebrae (Algebra). Foi através da obra de al-Khowarizmi que a
Europa demonstrou extremo interesse pelos simbolos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Provavel-
mente, foi a partir dai que receberam a denominacao de algarismos arabicos, embora o
préprio autor ndo escondia o fato de que esses simbolos eram de origem hindu.
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Pierre de Fermat (1601 - 1665), teve uma educacao privilegiada, inicialmente no mosteiro
franciscano de Grandselve e depois na Universidade de Toulouse. Ingressou o servico
publico em 1631 e em 1652 foi promovido a Juiz Supremo, na Corte Criminal Soberana
do Parlamento de Toulouse (BOYER, 1991).

Considerado o "Principe dos Amadores", Pierre de Fermat nunca teve formalmente
a matematica como principal atividade de sua vida. Jurista e magistrado por profisséo,
dedicava a Matematica apenas as suas horas de lazer e, mesmo assim, foi considerado por
Blaise Pascal o maior matematico de seu tempo. Na Matematica, encontrou um fervoroso
opositor, Descartes. Como um estrangeiro, Fermat ndo conhecia o monumental egoismo
e disposicao melindrosa de Descartes, e com calma e cortesia o demoliu em todas as
ocasioes.

Fermat inventou a Geometria Analitica em 1629 e descreveu as suas ideias num
trabalho nao publicado intitulado Introducéo aos lugares geomeétricos planos e sdlidos, que
circulou apenas na forma de manuscrito. Neste trabalho Fermat introduziu a ideia de eixos
perpendiculares e descobriu as equacdes gerais da reta, circunferéncia e equacées mais
simples para parabolas, elipses e hipérboles. Depois demonstrou que toda equacao de
primeiro e segundo grau pode ser reduzida a um desses tipos. Nada disto esta no ensaio
de Descartes, apesar deste ter tido acesso a Introdugdo varios meses antes de publicar a
sua obra intitulada Geometria, de 1 637.

As cbnicas sao curvas planas descritas, em relagdo a um sistema ortogonal de
coordenadas, por uma equagao de segundo grau em duas variaveis.

Fixado um sistema ortogonal de coordenadas, chama-se conica o lugar geométrico
dos pontos P = (z,y) que satisfazem uma equagéo do segundo grau f(z,y) = 0, em que:

fx,y)=az* +bry+cy* +do+ey+ f

A condicao sobre o grau implica que ao menos um dos numeros a, b, c seja diferente
de zero.

Desta forma, vamos apresentar a deducédo das equagdes da elipse, hipérbole e
parabola, bem como suas propriedades fundamentais.



5 ELIPSE

5.1 DEFINICAO
Uma elipse, E, é o lugar geométrico dos pontos de um plano cuja soma das distancias a

dois pontos fixos F; e F;, do mesmo plano, denominados focos, € uma constante e igual a
2a > 0, maior do que a distancia entre os focos 2 ¢ > 0. Ou seja:

d(Fl,P)+d(F2,P> =2a

0<c<a; d(F\, Fy) =2c¢

5.2 TERMINOLOGIA

Vamos definir os termos utilizados no estudo da elipse e analisar a simetria em relagao a
reta focal, a reta ndo-focal e seu eixo (DELGADO, 2011).

» Como foi dito na definicdo, os pontos F) e F, sdo os focos da elipse.

» Areta r que contém os focos é a reta focal (ver Figura 5.1).

Figura 5.1 — Posicionamento dos focos da elipse na reta focal.

r

@ @
F1 F2

Fonte: Proprio autor.

» A intersecao da elipse E com a reta r consiste de dois pontos, A; e Ay, chamados
vértices da elipse sobre a reta focal.

Observemos inicialmente que a elipse nao pode interseccionar o0 segmento de reta
F1F5, pois se um ponto A € E é um ponto desse segmento, por um lado temos

d(A, Fl) + d(A, FQ) = d(Fl,FQ) =2c

por outro, como A é um ponto da elipse, temos que d(A, F}) + d(A, F5) = 2a, 0 que
implica que a = ¢, 0 que contradiz a > c.
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Figura 5.2 — Posicionamento dos vértices em relagao aos focos da elipse na reta focal.

r o 2¢ .
O @) (@)
F1 F2 AZ

Fonte: Proprio autor.

Agora consideremos a possibilidade da interse¢@o da elipse com a reta focal ocorra
fora do segmento focal F} F». Vamos considerar que a intersecao se dé a direita do
foco Fy, conforme Figura 5.2. Seja A, este ponto, e seja © = d(As, F5).

Como 2a = d(Ay, F1) + d(As, F3) = 2+ 2¢+ x, pois A, € E, temos que x = a — c.
Portanto, o ponto A, pertencente a » — F} I3, que dista a — ¢ do foco F3, pertence
a elipse E. Analogamente, temos que o ponto A; pertencente a r — F; F;, que dista
a — c do foco F}, pertence a elipse E (ver Figura 5.3).

Figura 5.3 — Determinagéo da distancia dos vértices aos focos da elipse.

a—C 2¢ | r
- O O O
Al F1 F2

Fonte: Proprio autor.

* O segmento A; As, cujo comprimento € 2 a, € denominado eixo focal da elipse.

Figura 5.4 — Posicionamento dos focos, veértices e centro da elipse na reta focal.

C |
C |F2 42 r
|
|

]
T ©
I

|
|

1;41 Fl
|
I

a

Fonte: Proprio autor.

» O ponto médio C do eixo focal A; A, € o centro da elipse. Esse ponto €, também, o
ponto médio do segmento F} F5, delimitado pelos focos (ver Figura 5.4).

« Areta r’ que passa pelo centro C' e é perpendicular a reta focal r, é denominada reta
n&o-focal.

« A elipse intersecta a reta ndo-focal »’ em exatamente dois pontos, B; e By, denomi-
nados vértices da elipse sobre a reta ndo-focal (ver Figura 5.5).
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Figura 5.5 — Posicionamento dos focos, vértices e centro da elipse nas retas focal e néo-
focal.

'I“I
B,
qQ, b a
Fy C C P, T
Aq Ay
a b a
B,

Fonte: Proprio autor.

De fato, como 7’ € mediatriz do segmento F F5,, temos que B € v’ N E se, e somente
se, d(B, F}) = d(B, Fy) = a. Logo, pelo teorema de Pitadgoras, temos que ' N E
consiste de dois pontos, B, € B,, em ' que distam b = v/a?> — ¢ do centro C' da
elipse.

» O segmento B; B, € denominado eixo ndo-focal da elipse e seu comprimento é 20
onde b? = ¢* — a®.

Em relacdo a simetria da elipse podemos afirmar que a elipse E é simétrica em
relacao a reta focal, a reta ndo-focal e ao centro.

» Simetria em relacao a reta focal

Observe que, se P € E e P’ é o simétrico de P em relacao a reta focal, entao:

AFQPQ = AFQP,Q

e AFpo = AFLP/Q

onde () é o pé da perpendicular a reta focal que passa por P. De fato, temos o
segmento F>() comum aos dois triangulos, os segmentos P(Q e P'() congruentes
e o0s angulos F,QP e F>,QP' retos, assim fica estabelecida a congruéncia dos dois
triangulos. Analogamente temos os tridngulos F1QP e F1Q P’ congruentes (ver Fi-
gura 5.6).

Em particular, 1P = F1P' e Fo,P = F,P'.



28
Logo,
2a = d(P,Fy) +d(P, Fy) = d(P',F)+d(P',F,) = P'€E

Figura 5.6 — Simetria da elipse em relagao a reta focal.

B,

P
Fl Fz /Q r
A] A2
y=4

B,

Fonte: Proprio autor.

» Simetria em relacao a reta nao-focal

Seja P um ponto da elipse que nao pertence a r’ e seja P’ seu simétrico em relagao
a reta ndo-focal . Seja () o ponto médio de PP, ou seja PQ) = P'Q.

Pela definicdo de ponto simétrico temos que () é o pé da perpendicular a »' que
passa por P, o que é equivalente aos angulos PQO e P'QO, onde O é o centro da
elipse, serem angulos retos (ver Figura 5.7).

Considere inicialmente os triangulos AOP'Q) e AOP(Q, como ambos sao retangulos
em @, P'QQ = PQ e OQ comum aos dois triangulos, temos AOP'Q = AOPQ,
assim P'O = PO e os angulos QOP’ = QOP. Desta Ultima decorre que os angulos
P'OF, e POF, séo congruentes, pois r e v’ sdo perpendiculares entre si.

Agora considere os triangulos AP'F10 e APF,0. Temos OF; = OF;, OP' = OP e
P'OF, = POF,,logo AP'F,0 = APF,0 e portanto P'F, = PF, e P'F,0 = PF0.
Considere ainda os triangulos AP'FiFy, e APFyF;, como P'F, = PF,, P'[\Fy =
PFQFl, esta decorre de P’FlO = PFQO, temos AP'F1Fy, = APF,F; e portanto
P'F, = PF,. Decorre de P'F;, = PF, e P'F, = PF; que a elipse é simétrica em
relacdo a reta nao-focal .



Figura 5.7 — Simetria da elipse em relagao a reta nao-focal.

B,

Fonte: Proprio autor.

+ Simetria em relacao ao centro

Se P € E e P” é o simétrico de P em relagédo ao centro, entdo

APCFQ = AP”CFl
e APOFl = AP”CFQ.

Em particular, F1 P = [, P" e Fo P = Fy P” (ver Figura 5.8).

Portanto,
2a = d(P,Fy) +d(P, F,) = d(P”,Fz) +d(P”,F1) — P cE

Figura 5.8 — Simetria da elipse em relagao ao centro.

r
B,
P
Fy F, T
Ay V A
PI/ B2

Fonte: Proprio autor.
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5.2.1 Construcao mecanica do traco da elipse

Um método possivel de ser utilizado para tragar uma elipse é fixando duas tachas em uma
prancha onde esta fixada uma folha de papel. As duas tachas representam os focos da
elipse. Amarramos um barbante as duas tachas com um tamanho maior que a distancia
entre elas, conforme esquema mostrado na Figura 5.9. Com um lapis, mantemos o bar-
bante bem esticado e, deslizando o lapis até dar uma volta completa temos o tracado de
uma elipse. O tamanho do barbante representa a soma das distancias da ponta do lapis
ao Foco 1 e ao Foco 2.

Figura 5.9 — Tracando uma elipse com lapis e barbante.

«—— lapis

barbante / barbante

tacha tacha

Foco 1 Foco 2

Fonte: Proprio autor.

Figura 5.10 — Tragado da elipse.

lapis

F1 FZ

Fonte: Adaptado de ??).

Na Figura 5.10 é possivel notar o desenho do traco da elipse ap6s o lapis dar uma
volta completa mantendo o barbante esticado.
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5.2.2 Proposta didatica: tracando a elipse

Pode-se propor um plano de aula para alunos do terceiro ano do ensino Médio a fim de de-
monstrar como tragar uma elipse utilizando material de facil obtengao, tais como barbante,
lapis, régua, folha de papel A4 e dois percevejos.

Orientacao ao professor - Peca aos alunos para tragcarem uma reta no meio da
folha (preferencialmente na posicao paisagem). Sobre a reta marcar dois pontos F) e Fs.
Prender um percevejo em F) junto com uma das pontas do barbante. Deixe os alunos
concluirem que o tamanho do barbante deve ser um pouco maior que a distancia entre
Fy e F;, bem como perceberem que a outra ponta do barbante deve ser presa no ponto
F, com o outro percevejo. Ap6s a montagem do sistema peca aos alunos para tracarem
a elipse com o l4pis, verificando se os alunos percebem que devem manter o barbante
esticado enquanto tracam a elipse.

Conduta do professor - Apds o término da construcao da elipse peca aos alunos
para marcarem os dois pontos onde a elipse intercepta a reta tracada. Estimule os alunos
a perceberem que esses pontos sdo os vértices do eixo maior da elipse A; e A;. Os
alunos podem comprovar com a régua que d(A;, Fy) = d(As, F,). Pega aos alunos para
escolherem um ponto P qualquer sobre a elipse e que comprovem a definicdo da elipse
d(P, Fy) 4+ d(P, F,) = 2aonde 2a = d(A;, Ay). A partir desse momento o professor pode
desenvolver a equacao reduzida da elipse partindo da equacéo que define a distancia entre
dois pontos, conforme pode ser revista na sec¢ao 5.3 desta dissertacao.
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5.3 EQUACAO DA ELIPSE

A equacgdo que descreve os pontos de uma elipse depende de sua posicao em relacao
ao sistema de coordenadas adotado (BALDIN, p. 237, 2011). A seguir sera discutido a
equacao da elipse com centro na origem do sistema de coordenadas e os focos sobre os
eixos coordenados.

5.3.1 Elipse com centro na origem e eixo maior horizontal

Consideremos uma elipse de eixo maior horizontal de comprimento 2a e centro na ori-
gem O(0,0) conforme a Figura 5.11. Usando as medidas convencionadas anteriormente,
temos:

* 0s Vvértices sdo os pontos A;(—a,0) e Ax(a,0);
« os focos séo os pontos Fi(—c,0) e Fy(c,0);

« as extremidades do eixo ndo-focal sdo os pontos B;(0,b) e By(0, —b).

Figura 5.11 — Elipse horizontal centrada em O(0,0).

4 B4(0,b)
P(z,y)
Ai(—a,0) A . As(a, g:)
Fi(—c,0) Fy(c, 0
BQ (0’_b)

Fonte: Proprio autor.

Conforme a definicdo de elipse como lugar geométrico, o ponto P(z,y) pertence
a elipse se, e somente se, a soma da distancia d(P, F}) e d(P, F,), denominadas raios
focais, é igual a 2 a.

Aplicando a férmula da distancia, d(P, F) + d(P, F,) se escreve como:

Vic+e2+ 2+ (x—c)2+12=2a (5.1)
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Trabalhando algebricamente a equacao acima, deixando uma raiz em um dos mem-
bros e posteriormente elevando os dois membros ao quadrado, encontramos:

Vic+e)?+y?=2a—+/(xr—c)?+y? (5.2)
2 2
( (x+c)2+y2) = <2a— (x —c)? —|—y2)
Resolvendo, temos:
(z+c)? +y* =4a® —dar/(z — )2+ 2 + (v — ¢)* +

22+ 2cr + A 4 y* = 4a® — da/(z — )2 + Y2+ 2? — 2cx + A + o

Cancelando os termos comuns em ambos 0s membros e agrupando os termos
restantes, obtemos:

dex — 4a* = —4ar/(x — c)? + 92

a® —cx = ar/(z — ¢)? + 32

Vamos, mais uma vez, elevar ao quadrado e simplificar. Assim:
2 2
<a2 — c:c) = (a (x —c)?+ y2)
a* —2a*cx + *a? = a* (2 — 2cx + A + o)

at — 2a’cx + a? = a®2® — 2d’cx + d* + a*y?

22? — a2 — a2y? = a2 — o

(02 —CLQ)ZL’Q _a2y2 — a2(02 _a2)

(a® — A)a? + a*y* = a*(a* — &) (5.3)

Na Figura 5.12 vemos que as medidas a, b e ¢ formam um triangulo retangulo.
Logo, aplicando o teorema de Pitagoras, obtemos:

a® = b + &2 donde b =a? — 2



Figura 5.12 — Relacao de Pitagoras na elipse.

Fonte: Proprio autor.

Usando esta relagao na Equacao 5.3, podemos escrever:

b21’2 +a2y2 — a2b2

e finalmente, dividindo ambos os membros da equagéo por a?b? # 0, temos:
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(5.4)

que é a equacao reduzida da elipse. Observando a particularidade de a = b, vemos que

a elipse se reduz a uma circunferéncia.

Por outro lado, devemos verificar se todo ponto P(z,y) que satisfaz a Equagéo 5.4,

realmente pertence a elipse. Devido ao fato de termos elevado ao quadrado duas vezes a

equacao de partida Equacao 5.2 poderia acontecer de surgirem pontos que ndo pertencem

a elipse, porém satisfazem a Equagéo 5.4. Certifiquemo-nos de que isso ndao acontece,

verificando que, se P(zx,y), é tal que

2 P
Stm=1 = dPR)+dPF)=2a

Manipulando algebricamente a Equacéo 5.4, obtemos:

b? 2

2 _ 12
y_b 0,2

Além disso, temos:
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[d(P. )] = (z+0)* +y*

bQ 2
= 22+ 2cx+ 2+ — f
a
2 _ p2) 2
= %+20x+02+b2
da equagéo a® = b* + ¢?, temos
2 x?
= 3 + 2cx + a®
a
cx 2
- (e
a

De forma similar, obtemos:

(P, Fy)]? = (% — a>2

Como estamos interessados na distancia entre o ponto P e os focos, extraindo a

raiz temos
d(P,Fy) = % + a‘ (5.5)
d(P, Fy) = % _ a’ (5.6)

Pela hipdtese z°/a? + y?/b* = 1 decorre que z?/a* < 1, que é equivalente a |x| <
a. Multiplicando os dois membros dessa igualdade por c¢/a (qQue € um nimero positivo),
concluimos que:
¢zl
—<c<a
a
Logo,

cCXT CXx cCXT
—a< —<a e, portanto —+a>0 e — —a<0
a a a

Agora, desfazendo-nos dos médulos das Equagdes 5.5 e 5.6, podemos escrever:
d(P, ) =a+ % (5.7)

d(P.Fy) = a — % (5.8)
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Somando as Equagdes 5.7 e 5.8, obtemos:

d(P,Fy) +d(P,F,) = 2a

Desta forma concluimos que todo ponto P(z,y) que satisfaz a Equagéo 5.4 per-
tence a elipse.

5.3.2 Elipse com centro na origem e eixo maior vertical

Consideremos uma elipse de eixo maior vertical de comprimento 2 a e centro na origem
0(0,0) conforme a Figura 5.13. Usando as medidas convencionadas anteriormente, te-
mos:

* 0s Vvértices sdo os pontos A;(0,a) e A3(0, —a);
+ os focos sdo os pontos F(0,c) e F5(0,—c);

* as extremidades do eixo menor sdo os pontos B;(b,0) e Ba(—b,0).

Figura 5.13 — Elipse eixo maior vertical.

Fonte: Proprio autor.

Usando o mesmo procedimento do caso da elipse com eixo maior horizontal e apli-
cando a definicao de elipse como lugar geométrico, podemos demonstrar que a equacao
reduzida da elipse mostrada na Figura 5.13 € dada por:

$2 yQ
=1 (5.9)

Observe que esta equacao difere da anterior pela permutagéo das constantes a e b
no denominador.



37

5.3.3 Deslocamento do centro da elipse e eixo maior horizontal

Dados dois sistemas de eixos de coordenadas no plano cartesiano que se encontram
transladados um em relagcao ao outro, isto é, cujos eixos correspondentes sdo paralelos,
podemos relacionar as coordenadas de um ponto em um dos sistemas com a coordenada
do mesmo ponto no outro sistema (SIQUEIRA, 2012).

A Figura 5.14 ilustra um sistema de coordenadas z’y’ com origem no ponto O’(xg, yo)
do sistema de coordenadas = y. Para um ponto P qualquer da elipse, podemos assinala-
lo no sistema z’ ¢y’ com as coordenadas P(z',y’) e no sistema z y suas coordenadas séo
P(z,y). Logo, pela Figura 5.14 podemos observar a relagdo entre as coordenadas do
sistema x y e as coordenadas do sistema 2’ ¢/, dadas por:

¥ =x—x
Y =y—1o

Figura 5.14 — Deslocamento do eixo de coordenadas da elipse.

y /
Yy
Y ; -v)

Y

Fy 0’ Fy /

Yo e g ° €z

/
o T, z z

Fonte: Proprio autor.

Observe que a equacéao da elipse referenciado ao sistema x’ 3/ é dada por:

Fazendo a substituicdo 2’ =z —xqg e ¥y =y — yo, Na equagao acima, obtemos:

(m - $0)2 (?/ - y0)2
a? + b2

—1 (5.10)

Esta é a equacao reduzida da elipse com centro no ponto (xg, %) € eixo maior
paralelo ao eixo central.
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5.3.4 Deslocamento do centro da elipse e eixo maior vertical

De forma similar, a equacao reduzida de uma elipse E com eixo maior na vertical e centro
em C’(xg, yo) € dada num sistema de coordenadas z’ i/’ transladado em relagéo ao sistema
original x y com origem O’(x, yo) por

Entdo fazendo a substituicdo 2’ =z — 2y e v =y — yo, temos:

($—$0)2 4 (y—yo)2 -1 (5.11)

b2 a?




6 HIPERBOLE

6.1 DEFINICAO

Uma hipérbole, H, de focos F} e F5, é o lugar geométrico de todos os pontos P de um
plano cujo médulo da diferenga das distancias a F; e F» € igual a uma constante 2a > 0,
menor do que a distancia entre os focos 2 ¢ > 0.

|d(P, Fl) —d(P, F2>| =2a

0<a<c; d(F\, Fy) =2c¢

6.1.1 Consideracoes

Para todo ponto P do plano, temos que (DELGADO, 2011)

|d(P, Fy) — d(P, Fy)| < d(F}, Fy)

e a igualdade ocorre se, e somente se, P pertence a semirreta de origem £} que néo
contém F3, ou a semirreta de origem F, que ndo contém F. Em particular, como 2a < 2¢,
nenhum ponto sobre essas semirretas pertence a hipérbole H (ver Figura 6.1).

Figura 6.1 — Semi-retas que contém apenas um dos focos.

T Fy F5

Fonte: Proprio autor.

De fato, pela desigualdade triangular, temos que

d(PaFl) < d(PaFQ)_l_d(F?aFl)

e d(PaF2)<d<P>F1)+d(F17F2)

Logo,

—d(F, F3) < d(P, Fy) — d(P, F3) < d(Fy, Fy),

ou seja, |d(P, Fy) — d(P, F3)| < d(F}, Fy)
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Além disso, temos que
|d(P, Fy) — d(P, Fy)| = d(Fy, F3)
se, e somente se,
d(P, Fy) —d(P, ) = d(F, F,) == d(P, Fy) = d(P, Fy) + d(Fy, F)
ou
d(P, F) —d(P, Fy) = —d(F}, F») = d(P, Fy) = d(P, Fy) + d(Fy, Fy).

Se d(P, Fy) — d(P, Fy) = d(F, Fy), temos que Fy € F} P, ou seja, P pertence a
semi-reta de origem F, que ndo contém F (ver Figura 6.2).

Figura 6.2 — F, entre F; e P.

Fy Fy P
@ @ @

Fonte: Proprio autor.

Se d(P, F,) — d(P, F\) = d(Fy, Fy), temos que F, € F,P, ou seja, P pertence a
semi-reta de origem F; que nao contém F;, (ver Figura 6.3).

Figura 6.3 — F7 entre P e F>.

P Fy Fy
@ @ )

Fonte: Proprio autor.

Por isso, tomamos ¢ > a na definigdo da hipérbole, poisse c<a e d(Fi, F,) = 2¢,
o conjunto

{P ‘ d(P7Fl)_d<P>F2)| = 2@}

representaria o conjunto vazio, e se ¢ = a, 0 conjunto acima representaria a unido da
semi-reta de origem F} que nao contém F, com a semi-reta de origem F;, que ndo contém
Fi.
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6.2 TERMINOLOGIA

» Os pontos F e F» sdo os focos da hipérbole.
» Areta r que contém os focos € a reta focal (ver Figura 6.4).

» Aintersecao da hipérbole com a reta focal r consiste de exatamente de dois pontos,
A e Ay, chamados vértices da hipérbole. De fato, pela secdo 6.1.1, temos que se A
eHNr,entdo A € Fi Fy. Seja A; € F1F>, N Htal que d(Ay, F1) = z, sendo x < c.

Figura 6.4 — Posicionamento dos vértices em relagao aos focos da hipérbole na reta focal.

Fl Al A2 F2 T
Q @ @ (@}
- —

Fonte: Proprio autor.
Como d(F}, Fy) = 2 ¢, temos
|d(Ay, F1) —d(AyL Fy)| =2a<= |t — (2c—2)| =2a <= |22 — 2¢| = 2a

E dai, concluimos que
2c—2r=2a<=zr=c—a.

Logo o ponto A, de Fi F; distante ¢ — a de F; pertence a hipérbole H.
De modo anélogo, o ponto A, de FF;, distante ¢ — a de F; pertence a hipérbole H

(ver Figura 6.5).

» O segmento A; A, é chamado eixo focal da hipérbole e seu comprimento é d(A;, As) =
2a.

» O ponto médio C' do eixo focal A; A, é o centro da hipérbole. Esse ponto &, também,
Al + AQ o Fl + FQ

2 2

o ponto médio do segmento F; F; delimitado pelos focos: C' =

Figura 6.5 — Posicionamento dos focos, vértices e centro da hipérbole na reta focal.

F A C Ao F; T
o ®

Fonte: Proprio autor.

Observe que d(C,F)) =d(C,Fy)=c e d(C,A))=d(C,Ay) =a.
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» Areta ' que passa pelo centro C' e é perpendicular a reta focal  é a reta ndo-focal
da hipérbole. Como 7’ é a mediatriz do segmento [ F5, a hipérbole ndo intersecta
a reta ndo-focal r/, pois se P € 1/, temos que |d(P, Fy) — d(P, F3)| = 0 # 2a (ver

Figura 6.6).

Figura 6.6 — Pontos do eixo nao-focal ndo pertencem a hipérbole.

g

F

Fonte: Proprio autor.

» O segmento B; B, perpendicular ao eixo focal que tem C' como ponto médio e com-
primento 2 b, onde b* = ¢* — a?, é denominado eixo ndo-focal da hipérbole, sendo B;

e B, os vértices imaginarios da hipérbole (ver Figura 6.7).

Figura 6.7 — Relagcao dos comprimentos a, b, c.

T/
B,
b C
7’0
O O O O
Fl A1 C a A2 F2
B¢

Fonte: Proprio autor.

» O retangulo de base da hipérbole H é o retadngulo que tem os pontos Ay, Ay, By e B,
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como pontos médios de seus lados e as retas que contém as diagonais do retangulo
de base da hipérbole H séo as assintotas de H.

Figura 6.8 — Assintotas e retangulo de base.

/
\ B r /é assintota
retangulo

de base
b C
Lol v
A, a A, ‘
c C >

. ,
/ B, Yassmtota

Fonte: Proprio autor.

Portanto as assintotas da hipérbole H sdo as retas que passam pelo centro da hipér-

b N
bole e tem inclinagdo +£— em relag&o a reta focal.
a

Pelo Teorema de Pitagoras, as diagonais do retangulo de base de H tém compri-
mento 2 ¢ e a distancia do centro de H a qualquer vértice do retangulo de base é
igual a c. A Figura 6.8 ilustra essas propriedades.

» Dizemos que uma hipérbole € equilatera se 0 comprimento do eixo focal é igual ao
comprimento do eixo ndo-focal, isto é, a = b.

Entédo, o retdngulo de base de uma hipérbole equilatera €, na realidade, um qua-
drado. Em particular, as retas que contém suas diagonais, isto é, suas assintotas,
intersectam-se perpendicularmente.

» Duas hipérboles tais que o eixo focal de cada uma ¢é igual ao eixo ndo-focal da outra
sdo denominadas hipérboles conjugadas. Como os retangulos de base de duas
hipérboles conjugadas s&o iguais, elas tém o mesmo centro, mesmas assintotas e
os focos a uma mesma distancia do centro.

A hipérbole apresenta as mesmas simetrias da elipse, a seguir examinamos cada
uma delas.



44

» Simetria em relacao a reta focal

A hipérbole H é simétrica em relagéo a reta focal. De fato, se P € He P’ é o simétrico
de P em relagao a reta focal, entao

AFQPQ = AFQP/Q

© AF,PQ = AF,PQ.

Figura 6.9 — Simetria da hipérbole em relagéo a reta focal.

P
Fy F, / Q r
Al A2
Pl

Fonte: Proprio autor.

onde () é o pé da perpendicular a reta focal que passa por P. De fato, temos o
segmento F»(Q comum aos dois tridngulos, os segmentos P(Q e P’'() congruentes
e 0s angulos F,QP e F>,QP' retos, assim fica estabelecida a congruéncia dos dois
triangulos. Analogamente temos os tridngulos F1Q P e F1QQ P’ congruentes.

Em particular, [P = FobP' e F,P = F, P’ (ver Figura 6.9). Logo

2a = |d(P, F1> — d(P, F2>| = |d(P,,F1) _d<P,,F2)| — P’ eH.
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» Simetria em relacao a reta nao-focal

A hipérbole H é simétrica em relagéo a reta nao-focal. De fato, seja P um ponto da
hipérbole e seja P’ seu simétrico em relacdo a reta nao-focal . Seja () o ponto
médio de PP’, ou seja PQ = P'Q).

Figura 6.10 — Simetria da hipérbole em relacao a reta nao-focal.

Iy’
|
PA Q! R o P
\\§\\§§ ' ’:””f
Tosskn T
PP P N r
P A Cl A, B

Fonte: Proprio autor.

Pela definicdo de ponto simétrico temos que ) é o pé da perpendicular a ' que
passa por P, o que é equivalente aos angulos PQO e P’QC, onde C' é o centro da
hipérbole, serem angulos retos (ver Figura 6.10).

Considere inicialmente os triangulos ACQ P’ e ACQ P, como ambos sao retangulos
em @, P'QQ = PQ e C(Q comum aos dois triangulos, temos ACQP' = ACQP,
assim P'C' = PC e os angulos QCP' = QCP. Desta Gltima decorre que os angulos
P'CF, e PCF, sao congruentes, pois r € 7’ sdo perpendiculares.

Agora considere os triangulos AP'F1C e APF,C. Temos CFy = CF,,CP'=CPe
P'CF, = PCF,,logo AP'F,C' = APF,C e portanto P'F, = PF, e P'F,C = PF5C.
Considere agora os triangulos AP'F1Fy e APFyF,. Como P'Fy, = PFy, P'F\F, =
PE,F;, esta decorre de P'FiC' = PF,C, temos AP'F\F, = APF,F, e portanto
P'F, = PFj.

Decorre de P'I; = PFy e P'F, = PF que a hipérbole é simétrica em relagéo a reta
nao-focal 7.
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» Simetria em relacao ao centro

Se P € He P” é o simétrico de P em relagédo ao centro, entdo

APCFQ = AP//CFl

AFlc'P = AP”CFQ.

Em particular, [LP = F1P" e I, P = F,P" (ver Figura 6.11). Logo

2a=|d(P,F) - d(P, Fy)| = [d(P", F) — d(P", F,)| = P" € H.

Figura 6.11 — Simetria da hipérbole em relagédo ao centro.

Fonte: Proprio autor.

6.2.1 Construcao mecanica do traco da hipérbole

A hipérbole pode ser tragada com o emprego de uma régua e um fio esticado. Para efei-
tos praticos consideramos aqui a régua como sendo um segmento de reta, que pode ser
pensado como a parte graduada de uma régua escolar.

Para isso, tome uma régua de comprimento [ maior que a distancia entre os focos
F e F, da hipérbole e um fio de comprimento m, sendo m < (.

Num dos focos é fixada uma das extremidades da régua de modo que ela possa
girar em torno dele. No outro foco, é fixada uma das extremidades do fio e sua outra
extremidade é fixada na outra extremidade da régua.
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A ponta de um lapis, em contato com a régua, prende junto a esta o fio de modo a
manté-lo esticado. Na figura abaixo é mostrado a régua fixada no foco F} e o fio fixado no
foco Fs.

Figura 6.12 — Traco da hipérbole.

Trago da
hipérbole

régua

N\ ponta do ldpis

fio esticado

Fonte: Proprio autor.

Girando a régua em torno do foco F}, a ponta P do lapis se desloca junto a régua
para manter o fio esticado, desenhando assim uma curva. Denotando () a extremidade
que € mantida fixa na régua, temos

m = d(Fy, P) + d(P,Q)
e [ = d(Fy, P)+d(P,Q)

de onde segue

d(F, P) =m — 1+ d(Fy, P)
e portanto d(P,Fy) —d(P,Fy) =1—m

Observe que nesta ultima igualdade, o lado direito ndo depende de P. Isto mostra
que P é ponto de uma hipérbole com 2a = [ — m, isto é, conforme P se desloca ele
descreve os pontos de uma hipérbole.

Em virtude das simetrias que a hipérbole apresenta, basta tragar, por exemplo,
apenas os pontos que estdo acima da reta focal. Os pontos que estdo abaixo da reta focal
sao obtidos pela simetria em relagédo a reta focal, enquanto que a simetria em relacéo a
reta ndo-focal resulta no outro ramo da hipérbole, o qual pode ser ainda obtido trocando a
funcao dos dois focos na construcao apresentada.
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6.2.2 Proposta didatica: tracando a hipérbole

Similar ao que foi feito para a elipse é possivel propor um plano de aula com o
objetivo de tragcar uma hipérbole utilizando materiais, tais como, uma régua, barbante, lapis,
folha A4 e percevejos.

Orientacao ao professor - Pega aos alunos para tragarem uma reta horizontal no
meio da folha (preferencialmente na posicao paisagem). Sobre a reta marcar dois pontos
F, e F,. Prende-se uma das pontas da régua em F}, por exemplo. Uma das pontas do
barbante prende-se em F, e a outra ponta na régua (ponto @, Figura 6.12). Deixe os
alunos concluirem que o tamanho do barbante deve ser menor que a distancia entre I} e
F5. Apos o sistema montado peca aos alunos que tracem a hipérbole.

Conduta do professor - Apds o término da construgao da curva pega aos alunos
que marquem os pontos onde a hipérbole intersecta a reta tragada. Avalie se os alunos
perceberam que esses dois pontos sao os vértices da hipérbole assinalados por A; e A,.
Peca aos alunos escolherem um ponto P qualquer sobre a curva da hipérbole e verificar se
a definicdo de hipérbole se aplica, onde |d(P, F})—d(P, F,) = 2a,sendo 2a = d(A1, Ay). A
seguir, utilizando o conceito de distancia entre dois pontos desenvolva a equacao reduzida
da hipérbole conforme secéo 6.3 deste trabalho.

6.3 EQUAGAO DA HIPERBOLE

Pela definigao de hipérbole (BALDIN, 2011) temos

d(P,Fy) — d(P,F»)| = 2a (6.1)

Figura 6.13 — Medidas em uma hipérbole.

Fonte: Proprio autor.
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Por outro lado, pela Figura 6.13, sabemos que:

d(P,Fi)=+(zv+c)?+y*> e dPF)=+(r—c)+y?

Rearranjando os termos da Equagéo 6.1 e substituindo d(P, F) e d(P, F5) pelos
valores acima, temos

Vic+e)?2+y?2=2a++(x—c)?+y? (6.2)

elevando ambos os membros ao quadrado e reagrupando os termos:

(x4 ) +y?* =4a® +da/(x — )2+ 12 + (x — ) +¢°

2? + 2cr + A+ y? = 4a® +dav/(z — )2+ y2 +a® —2cx + & + i

Cancelando os termos comuns em ambos 0os membros e agrupando os termos
restantes, obtemos:

dex — 4a* = dar/(x — c)? + 92

cx —a® = av/(z — c)2 + 32

Vamos, mais uma vez, elevar ao quadrado e simplificar. Assim:
2 2
(cx - a2> = (a (x —c)? + y2>
a* — 2d’cx + *a? = a®(2? — 2cx + A + )

a* — 2a*cx + Aa? = a®2* — 2d*cx + d*c® + a*y?

Ar? — a2 — ay? = a2 — o

(¢ — a®)a? — a*y? = a*(* — a?) (6.3)

Usamos que b* = ¢ — a? (ver Figura 6.14). Ent&o, substituindo esta igualdade na
Equacéo 6.3, obtemos:

022 — a2y? = a2b?
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Figura 6.14 — Relagao entre a, b e ¢ na hipérbole horizontal.

Fonte: Proprio autor.

e finalmente dividindo ambos os membros da equacgao por a?b? # 0, obtemos:

r Y (6.4)

que é a equacao reduzida da hipérbole H.

Naturalmente poderiamos ter escolhido outro sistema de coordenadas para desen-
volver a equacéao da hipérbole. Por exemplo, se escolhermos o eixo O, como eixo principal
e o centro da hipérbole for escolhido como origem, de modo que F; = (0, —c) e F» = (0, ¢),
entdo vamos obter uma equagao com uma permuta entre x € y e chegaremos a outra equa-
¢ao reduzida da hipérbole, qual seja:

2 2 2 2
_J:__F%:l ou = - —=1 (6.5)

Comparando as Equacgbes 6.4 e 6.5 percebemos que o termo que contém o sinal +
no primeiro membro da equacao reduzida indica o eixo que contém os focos. Além disso,
em qualquer dos dois casos, o denominador é a? . Na hipérbole, a pode ser maior, menor
ou igual a b.

6.3.1 Hipérbole com eixo principal horizontal e centro deslocado da origem

Na Figura 6.15 vemos uma hipérbole com a reta focal na horizontal e centro no ponto
C(w0,Yo)-

Usando raciocinio analogo ao caso da elipse, a equagao da hipérbole referenciada
ao sistema de eixos 2’y é
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Figura 6.15 — Hipérbole transladada.

Y "
Yo o ® '
Fl C F2
o To L
Fonte: Proprio autor.
$/2 y/2 .
a0

Para um ponto P qualquer da hipérbole, podemos assinala-lo no sistema z’y’ com
as coordenadas P(x’,y'). A relagdo entre as coordenadas do sistema z y e as coordena-
das do sistema 2’ ¢/, sdo dadas por:

¥ =x— 29
Y=vy—1w

Assim, fazendo a substituicdo 2’ = =z — 2y e y = y — yo, NA equagdo acima,
obtemos:
(z — 56’0)2 (y — yo)2

a? B b2 =1

Esta é a equacao reduzida da hipérbole com centro no ponto (zg,yo) em relagéo
ao sistema xy e eixo principal horizontal.

Considerando que na hipérbole a distancia entre os vértices é igual a 2 a e entre os
focos é igual a 2 ¢, temos em relagéo ao sistema z y:

+ os focos sdo os pontos F(zg — ¢, yo) € Fa(zo + ¢, yo)
* 0s Vvértices sdo os pontos A;(xg — a,yo) € As(zg + a, yo)

No caso do eixo focal estar na vertical, a equagao da hipérbole com centro C(zo, yo)

D~

(z — C6’0)2 (y — ?/0)2
T2 + 2 1
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« 0s focos sdo os pontos F(xg, yo — ¢) € Fa(zo, yo + )
* 0s vértices sdo os pontos A;(zg,yo — a) € Az(xg, yo + a)

Cabe ressaltar que a equacgao reduzida da hipérbole determina o lugar geométrico
de todos os pontos P que satisfazem a definicdo de hipérbole. Podemos determinar varios
pontos pertencentes a hipérbole oportunizando diferentes valores para x ou y e assim,
com um conjunto de pontos podemos interliga-los e tracarmos a curva da hipérbole. Na
Figura 6.16 vemos uma representacao possivel.

Figura 6.16 — Hipérbole tragada com interligacao de pontos.

N /
N /
N /s
N P,

\ 7/
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\ P
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\ Py p
\ Py¢
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Fy Ry
/ \

/ \

/ \

/ \

/ \

7/ \

s \

7/ N
/ N
s N

Fonte: Proprio autor.

6.4 ASSINTOTAS DA HIPERBOLE

Uma reta é dita assintota de uma curva se a distancia de um ponto que se move sobre a
parte extrema da curva a reta se aproxima de zero (BOULOS, 2 005).

A figura abaixo mostra as assintotas de uma hipérbole. Podemos perceber o retan-
gulo caracterizado pelas seguintes desigualdades:

—a<z<a e —-b<y<b

o chamado retangulo de base da hipérbole. Este retangulo possui diagonais contidas nas

- b ] .
retas com coeficiente angular +-—, e recebem o nome de assintotas. Devido essas retas
a
serem concorrentes na origem, suas equacoes sao:

assintota descendente —— 1 : y=—u

assintota ascendente +——ry:y=—ux
a
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Figura 6.17 — Assintotas de uma hipérbole.

T1 y

ISERS

+b

Fy

Fonte: Proprio autor.

De modo anélogo, as assintotas de uma hipérbole com eixo principal vertical pos-
- a . .
suem coeficiente angular ig e, como tais retas concorrem na origem, temos:

—a

assintota descendente —— 1y : y = 5 T
, +a
assintota ascendente +——1ry: y = - x

Podemos reforgar o carater assintotico da hipérbole em relagéo as retas fazendo
uma breve andlise da equacao da hipérbole quando x — +oc. Partindo da equacao da
hipérbole, temos

2 2
@y
a?  b?

Vamos, inicialmente, isolar y nesta equagéao
2 2 2
) T o b7 2 b
Z_ =——1 — = —(x" —a =+- r? — a?
=5 V=@ - s y=22/ )
Se considerarmos apenas o primeiro quadrante, a distancia vertical da hipérbole a

reta cuja equacao é y = — z, é dada por:
a

b b
— 2 _g2) - =
- (22 — a?) .

trabalhando algebricamente essa equagéo e simplificando, vamos encontrar:

N el §<<<ﬂ—n%—m<<ﬂ—aa+@>

7) = (V/ (22 — a?) + )
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:§< (22 — a® — 2?) ) _ —ab
\VE-?+n) ~ V-t

Como devemos tomar o limite desta distancia quando x — +oo, fazemos

—ab —

lim = lim

ab
=0
T—r+00 ( x2(1—;—z)—|—x) T—>+00 (‘x’ /(1—;—;>—|—1‘>

Assim, percebemos claramente o comportamento assintético da hipérbole.
O mesmo argumento se aplica a hipérbole com reta focal na vertical, porém neste
caso as assintotas séo as retas

a
yz—l—g:c e Yy=-—-=z



7 PARABOLA

Seja um plano 3, um ponto F' e uma reta r» que nao contém F'. Denominamos parabola P
de foco I e diretriz r ao lugar geométrico dos pontos P do plano 3 equidistantes do ponto
Fedaretar.

P={P|d(P,F)=d(P,r)}

7.1 TERMINOLOGIA

« Como foi dito na definigdo, o ponto F' é o foco e a reta r é a diretriz da parabola.

» A reta m que contém o foco e é perpendicular a diretriz » é chamada reta focal da
parabola (DELGADO, 2011).

Figura 7.1 — Posicdo de VV emrelagdo a F' e r.

m

Fonte: Proprio autor.

» O vértice da parabola é o ponto V' da reta focal que equidista de F' e de r. Em
particular V' € P (ver Figura 7.1).

» Se A é o ponto onde r intersecta m, entdo V € o ponto médio do segmento AF', ou

seja,
A+ F

2

« O numero 2p = d(F,r) é o pardmetro da parabola. Observe que

d(V,F) = d(V,r) = p



56

A parabola apresenta simetria em rela¢do a reta focal. A seguir vamos analisar essa
simetria.

» Toda parabola € simétrica em relagcéo a sua reta focal. De fato, seja P uma parabola
de foco F, vértice V, diretriz r e reta focal m. Seja P € P e seja P’ o ponto simétrico
de P em relagéo a reta focal m (ver Figura 7.2.

Figura 7.2 — Simetria da pardbola em relagdo a m.

m

P/

Fonte: Proprio autor.

O segmento PP’ é perpendicular a m e intersecta a reta focal m em um ponto Q que
€ o ponto médio do segmento PP’, ou seja PQ = P'Q.

Os triangulos APQF e AP'QF séo congruentes, pois d(P,Q) = d(P',Q), o lado
QF é comum, e os angulos PQF e P'QF sao retos. Em particular, d(P,F) =
d(P', F).

Além disso, d(P,r) = d(Q, A) = d(P', F).

Como P € P, temos que d(P, F') = d(P,r). Portanto, d(P', F') = d(P’,r), isto &, P’
eP.

7.1.1 Construcao mecanica do traco da parabola

Podemos elaborar o tracado de uma parabola utilizando um esquadro e uma régua. Pre-
paramos um barbante de comprimento AB. Fixamos uma das pontas no ponto A e a outra
ponta no ponto £, onde F' ndo pertence a diretriz r. Um lapis mantém o barbante esticado
no ponto P, ponto este localizado junto ao esquadro. A Figura 7.3 ilustra essa montagem.
Deslocando-se o esquadro ao longo da régua tragamos uma parabola de diretriz r e foco F'.
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Assim, d(P, F') = PF = AB — AP. Por outro lado, d(r, P) = PB; como AB = AP + PB,
temos PB = AB — AP. Portanto

d(P,F) = d(r, P)

Figura 7.3 — Traco da parabola com régua e esquadro.

Esquadro B diretriz r

Régua

Fonte: Proprio autor.

7.1.2 Proposta didatica: tracando a parabola

Finalizando com a parabola propde-se um plano de aula para os alunos praticarem o tra-
cado dessa curva usando uma folha A4, lapis, barbante, percevejos, uma régua e um
esquadro. O professor deve incentivar os alunos a montarem o sistema para efetuar o
tracado da parabola.

Orientacao ao professor - Peca aos alunos usarem a régua e tragarem uma reta
abaixo do meio da folha A4, sendo esta, a reta diretriz da parabola. Escolhendo um ponto
acima da reta, prender uma ponta do barbante com o percevejo nesse ponto. Sera o
foco da parabola. A outra ponta do barbante sera presa no esquadro. Apds o término da
montagem do sistema os alunos poderao tracar a parabola.

Conduta do professor - Depois do término da construgdo da curva pecga aos alu-
nos escolherem um ponto P qualquer sobre a curva tragada e verificar se a definicdo de
parabola se aplica, onde d(F, P) = d(F,r). A seguir, utilizando o conceito de distancia
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entre dois pontos desenvolva a equacao reduzida da parabola conforme secao 7.2 deste
trabalho.

7.2 EQUACAO DA PARABOLA

7.2.1 Vértice na origem e concavidade para cima

Para obter uma equagéo da parabola P, vamos usar um sistema ortogonal de coordenadas
cuja origem é o vértice V' (0,0) de P, tal que o foco pertenga ao semieixo positivo das
ordenadas conforme ilustra a Figura 7.4 (BOULOS, 2011).

Figura 7.4 — Equacao da parabola, concavidade para cima.

eixo da parabola

F(,p)
Q(Cﬂ,y)

0)

diretriz
Yy=-—p

Fonte: Proprio autor.
Em relagdo a este sistema, temos:

 Foco: F(0,p)

* Diretriz: é aretartalquey = —p

Se Q(z,y), entdo temos que:

d(Q,r) =y +pl e d(Q,F) = /2 + (y — p)? (7.1)

Logo, o ponto () pertence a parabola se, e somente se,

ly +pl = vV*+ (y — p)? (7.2)
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Como os dois membros desta igualdade sdo nao-negativos, elevando-os ao qua-
drado obtemos a igualdade:

ly+pl* = (2)* + (y — p)*

Y+ 2py +p° = 2" +y° — 2py + p°

E simplificando esta igualdade, obtemos:

?=4dpy (7.3)

Esta equacao é chamada equacao reduzida da parabola P.

7.2.2 Vértice na origem e concavidade para baixo

Tomando o vértice IV como origem e se o foco pertence ao semieixo negativo das ordena-
das, entéo:

« Foco: F(0,—p)
* Diretriz: é aretar talque y = +p

conforme ilustra a Figura 7.5.

Figura 7.5 — Parabola com concavidade voltada para baixo.

r Yy=>n diretriz

> Q(z,y)

F(Oa _p)

Fonte: Proprio autor.

Logo, um ponto Q(z,y) pertence a parabola se, e somente se, d*(Q, F') = d*(Q,r),
isto é:
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2? +(y+p)° =y —pl?
Da mesma forma que foi feito anteriormente, desenvolvendo os quadrados e simpli-
ficando, vamos obter
2?2 =—4py (7.4)

que € outra equacao reduzida da pardbola P.

7.2.3 Vértice na origem e concavidade para a direita

Para encontrarmos a equagéo da parabola sendo a concavidade voltada para a direita, to-
mamos o vértice IV como origem e o foco pertencendo ao semieixo positivo das abscissas.
Entdo:

« Foco: F(p,0)

 Diretriz: ¢ aretartalque z = —p

conforme ilustra a Figura 7.6. Logo, um ponto Q(z,y) pertence a parabola se, e somente
se, *(Q, F) = d*(Q,r), isto é:
(z—p)° +y* =z +p|°
Da mesma forma que foi feito anteriormente, desenvolvendo os quadrados e simpli-
ficando, vamos obter
Y= +dpx (7.5)

que é outra equacao reduzida da parabola P.

7.2.4 Vértice na origem e concavidade para a esquerda

Optando por outros sistemas de coordenadas podemos encontrar outras equacdes de pa-
rabolas. Tomando o vértice V como origem e se o foco pertence ao semieixo negativo das
abscissas, entao:

» Foco: F(—p,0)

* Diretriz: é areta r tal que . = +p
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Figura 7.6 — Parabola com concavidade voltada para a esquerda e direita.

Y Y

Q(z,y) Q(z,y)
F(‘{/\VHJ,(J) T V(UU/)\F([),O) z

Y’ =—4pz

y2 =4px

Fonte: Proprio autor.

conforme ilustra a Figura 7.6. Logo, um ponto Q(x,y) pertence a parabola se, e somente
se, d?(Q,F) = d*(Q,r), isto é:
(z+p)?+y° = |z —p|
Da mesma forma que foi feito anteriormente, desenvolvendo os quadrados e simpli-
ficando, vamos obter
v = —dpx (7.6)
que é outra equacao reduzida da parabola P.

Baseado na definicdo da parabola, podemos determinar varios pontos conforme
seu lugar geométrico e ligando-os teremos o trago da parabola, conforme mostra a Fi-
gura 7.7.

Figura 7.7 — Construgao da parabola com interligacao dos pontos geométrico.

diretriz T

Fonte: Proprio autor.
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7.2.5 Parabola com eixo principal horizontal e centro deslocado da origem
A Figura 7.8 mostra uma parabola com a concavidade voltada para cima e com vértice no
ponto V' (xg, o). A equagdo dessa pardbola no sistema de eixos 'y’ é

" =4py (7.7)

Para um ponto P qualquer da parabola, podemos assinala-lo no sistema z’ ¢’ com
as coordenadas P(z’,y'). Entdo, pela Figura 7.8 podemos observar a relagédo entre as
coordenadas do sistema x y e as coordenadas do sistema z’ 3/, dadas por:

¥ =x— x9
Y'=y—1w
Assim, fazendo a substituicdo 2’ = r—1z¢ e v = y—1yo, Nna Equagao 7.7, obtemos:

(x —20)> =4p(y — wo) (7.8)

Esta é a equacao reduzida da parabola com centro no ponto (xg, yo) em relagéo
ao sistema x y e diretriz paralela ao eixo coordenado x.

Figura 7.8 — Parabola com eixo principal horizontal e centro deslocado da origem.

Yy

Yo T

Fonte: Proprio autor.
Ainda para essa parabola, observamos que em relagéo ao sistema x y
+ o foco € o ponto F(zg, 4o + p);
* Seu eixo € a reta vertical x = xz;

« adiretriz é a reta horizontal y = yy — p.
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7.3 TRIANGULO FUNDAMENTAL DA PARABOLA

Com relagao a Figura 7.9, temos as extremidades da corda representadas pelas letras M e
N, corda esta que contém o foco da parabola e € perpendicular ao seu eixo. Desta forma,

o triangulo VM N é chamado de triangulo fundamental da parabola (BOULOS, 2005). E
um triangulo isésceles de base igual a amplitude focal e altura igual ao parametro p.

Figura 7.9 — Tridngulo fundamental da parébola.

Fonte: Proprio autor.

Ainda considerando a Figura 7.9, acrescentamos algumas informagdes com base
na Equacao 7.3.

» Se (z,y) satisfaz a equagdo, entdo =+ > 0, isto €, nenhum ponto da parabola P
possui abscissa negativa. Quanto a ordenada, ndo ha restrigdes, logo a parabola
nao é limitada.

» A parabola é simétrica somente em relagéo ao eixo .

» O vértice V' é o unico ponto de intersecao da parabola com seu eixo, pois pela Equa-
gao 7.3,sey =0entao z = 0.



8 EXCENTRICIDADE DAS CONICAS

As cbnicas possuem uma caracteristica prépria chamada excentricidade. Sera apresen-
tado um estudo da excentricidade de cada cénica, iniciando pela elipse (BOULOS, 2 005).

8.1 EXCENTRICIDADE DA ELIPSE

Uma caracteristica importante da elipse é sua excentricidade, representada pela letra
grega ¢ que é definida como:

= C
a

Como as constantes a e ¢ que definem a excentricidade da elipse sdo nimeros
positivos € a > ¢, temos que 0 < £ < 1.

Da equacao conclui-se que quanto mais préoximo de zero for o valor de &, mais a
elipse tende a uma circunferéncia e menor a distancia entre os focos. E se ¢ se apro-
xima de um, mais a elipse é achatada e maior a distancia entre os focos, como ilustra a
Figura 8.1.

Figura 8.1 — Elipses com varia¢des da excentricidade.

T )

Fonte: Proprio autor.



65
8.2 EXCENTRICIDADE DA HIPERBOLE

Devido ao modo como a hipérbole H, definida na secédo 6.1, se posiciona em relacdo as
suas assintotas, as inclinagdées dessas retas tem estreita ligacdo com a forma de H. As
inclinagbes sado determinadas pelo nimero b/a, que esta associado também a forma do
retangulo fundamental (BOULOS, 2005): valores de b/a proximos de um indicam que o
retangulo se assemelha a um quadrado; valores muito maiores que um ou muito préximos
de zero indicam que ele é mais alongado (alto e estreito, ou baixo e largo). Conhecendo a
relagdo c? = a? + b* e dividindo membro a membro por a? # 0, obtemos

(2 =1+ ()

Analisando esta equagao percebemos que podemos usar o numero

c b\ >
T a T 1+(a>

como indicador de sua forma e definido como excentricidade da hipérbole. Devemos es-
tar atentos que £ > 1, ao contrario da excentricidade da elipse, que pertence ao intervalo
[0,1]. Assim, quando £ € um numero muito préximo de um, b/a é muito proximo de zero,
indicando que a altura do retdngulo fundamental € muito menor que sua base. Os ramos
da hipérbole sao, portanto, mais fechados nas proximidades dos vértices, e abrem-se len-
tamente a medida que |z| cresce. Se, por outro lado, £ € muito maior que um, b/a também
€, e o retangulo fundamental tem altura muito maior que a base. Neste caso, na vizinhanca
dos vértices os ramos da hipérbole quase se confundem com as retas de equagdes = = a
e r = —a, e seus pontos afastam-se lentamente delas a medida que |z| cresce, como
ilustra a Figura 8.2

Figura 8.2 — Hipérboles com variagbes da excentricidade.

.FZ

Fonte: Proprio autor.
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Conclusdes anélogas podem ser retiradas da hipérbole com os focos no eixo O,,.

8.3 EXCENTRICIDADE DA PARABOLA

Pela construgdo da parabola, conforme Figura 8.3, podemos definir sua excentricidade
pela seguinte relagao:

_FQ
“ QD

£

Figura 8.3 — Excentricidade da Parabola.

V(0

Fonte: Proprio autor.

Por outro lado, podemos considerar a parabola como o caso limite da elipse.

Vamos considerar uma elipse com eixo focal de comprimento 2 a e disténcia focal
2 c. Sabemos que o eixo ndo tem comprimento 2b, onde b*> = a? — . Denotemos p =
a — ¢ como a distancia do vértice sobre a reta focal ao foco mais préximo e ¢ = c¢/a
a excentricidade da elipse. Vamos supor que o eixo focal da elipse esteja no eixo das
abscissas e seu centro em (a,0). Assim, a equagao da elipse é

(x—a) y

E temos que

P=a>-c*=(a—c)latc)=pla+taq) =ap(l+q)

Entdo a equagéao da elipse fica
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T —a 2 2
( : V.o
a ap (1+q)
multiplicando ambos os lados por a, resulta

PRV 2
(x—a)”  _ y

a p(1+4q)

expandindo os quadrados e simplificando chegamos a

% — 2azx 2
( ) LY

a p(l1+q)
Observe que a excentricidade da elipse ¢, pode ser escrita como

=0

a a
entdo fazendo a — oo de modo que p = a — ¢ seja uma constante (observe que ¢ também
tende a infinito) as duas ultimas equacdes resultam

y2
qg=1 e —2x+-—=0
2p

e isto equivale a

y2 =4px

que é exatamente a equagao da parabola.

Entdo, uma parabola de parametro p pode ser vista como o limite de uma sucessao
de elipses cujos termos a e ¢ séo tais que a — ¢ = p. Desta forma, tomando o limite
podemos afirmar que a excentricidade dessas elipses € igual a um. Assim, € natural definir
a excentricidade de qualquer parabola como sendo igual a um.



9 RETA TANGENTE AS CONICAS

Nesta secao vamos estudar as propriedades da reta tangente com respeito as curvas
elipse, hipérbole e parabola. Vamos analisar separadamente cada uma delas. Comegamos
com a reta tangente a uma elipse.

9.1 ELIPSE - RETA TANGENTE

Seja E uma elipse com focos F; e F, e com comprimento do eixo focal 2a, onde 2a é
um valor real, positivo e maior que o comprimento do segmento FiF,. Sabemos que, se
d(P, Fy) + d(P, F,) = 2a, entdo o ponto P pertence a elipse. Assim, o plano pode ser
separado em duas regides pela elipse E, conforme ilustra a Figura 9.1.

» Regido focal onde d(P, F}) + d(P, F»>) < 2a é satisfeita para cada ponto conside-
rado.

» Regido nao-focal onde d(P, F}) + d(P, F;) > 2a é satisfeita para cada ponto
considerado.

Figura 9.1 — Regiao focal e ndo-focal em uma elipse.

Regiao nao-focal

—®
N
(1)

Fonte: Proprio autor.

Definicao 9.1.1 - Uma reta r é tangente a elipse em um ponto P se, e somente
se, todos os pontos da reta r, exceto o ponto P, pertencer a regidao nao focal desta curva.
A seguir apresentamos como determinar a reta tangente a uma elipse em um dado
ponto. Seja P um ponto da elipse sobre a semirreta com origem no foco £} que passa
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por P. Marcamos o ponto F; de modo que P esta entre I} e F; e d(P, F}) = d(P, F}).
Observe que F; esta na regido nao focal da elipse.

Propriedade 9.1.1 - A reta r mediatriz do segmento F,F, é tangente a elipse
no ponto P.

Demonstracdo - E tacil ver que o ponto P pertence a reta r. H4 necessidade de
demonstrar que os pontos da reta r, exceto o ponto P, estdo contidos na regido nao-focal
da curva. Consideremos um ponto (), diferente do ponto P, e que pertencga a reta . Como
a reta r € mediatriz do segmento F,>F}), entdo QF, = QF};. Logo, podemos escrever que
QF + QF, = QF, + QF,. Desta forma, aplicando a desigualdade triangular ao triangulo
F1QF; encontramos a seguinte relagéo:

QR +QF, > I,
Porém, sabemos que F1 F) = 1P+ PF, = F\P + PF, = 2a. Assim, concluimos
que:

QF, +QF, > 2a

Entao, pela definicao 9.1.1, o ponto () pertence a regiao nao-focal da elipse. Por-
tanto, dessa defini¢éo, a reta r é tangente a elipse no ponto P.
A definicao 9.1.1 e a propriedade 9.1.1 estio ilustradas na Figura 9.2

Figura 9.2 — Reta tangente a elipse.

Fonte: Proprio autor.

Propriedade 9.1.2 - A reta tangente r a elipse no ponto P forma &ngulos iguais
com os segmentos PF; e PFs.
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Demonstracdo - Sejam os angulos determinados pela reta » com os segmentos
PF, e PF, representados, respectivamente, por « e 3, conforme ilustra a Figura 9.2. Con-
siderando o tridngulo Fy, PFy, a reta r € mediatriz do lado F,F; no ponto K e passa pelo
vértice P. Logo, a altura PK do triangulo F,PF} é bissetriz do angulo F215F2’. Entao os
angulos 3 e A sdo congruentes. Porém, como os angulos A e a sdo opostos pelo vértice,
provamos que a = (3 ou

9.2 HIPERBOLE - RETA TANGENTE

Seja H uma hipérbole com focos F; e F» e comprimento do eixo focal 2 a, onde 2a € um
valor real, positivo € menor que o comprimento do segmento F}F,. Sabemos que, se
|d(P, Fy) — d(P, F,)| = 2a, entdo o ponto P pertence a hipérbole. Assim, o plano fica
dividido pelos ramos da hipérbole H em trés regides, conforme ilustra a Figura 9.3. As
regides sé@o as seguintes:

* Regiao nao-focal fica situada entre os dois ramos da hipérbole onde cada ponto
P’ satisfaz a equagéo |P'F} — P'Fy| < 2a.

* Regiao focal que contém F; onde P'F, — P'F; > 2a é satisfeita para cada ponto
P

* Regiao focal que contém F, onde P'F; — P'F, > 2a é satisfeita para cada ponto
P

Figura 9.3 — Regido focal e ndo-focal em uma hipérbole.

Regido nao-focal

Regido Focal Regido Focal

Fonte: Proprio autor.
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Definicao 9.2.1 - Uma reta r é tangente a um ramo da hipérbole em um ponto
P se, e somente se, todos os pontos da reta r, exceto o ponto P, pertencer a regiao nao
focal da hipérbole.

A seguir apresentamos como determinar a reta tangente a uma hipérbole em qual-
quer de seus pontos.

Seja P um ponto da hipérbole mais préximo do foco F, que do foco F}, isto é,
satisfaz a equagéo d(P, F;) — d(P, F;) = 2a. Sobre o segmento de reta PF; marcamos o
ponto F3, de modo que d(P, Fy) = d(P, F;). Para um ponto mais proximo do foco £ que o
foco Fy, o correspondente ponto F| € marcado de forma analogo.

Propriedade 9.2.1 - A mediatriz » do segmento F;, F} é tangente & hipérbole no
ponto P.

Figura 9.4 — Reta tangente a hipérbole.

Fonte: Proprio autor.

Demonstragdo - E facil ver que o ponto P pertence a reta r. Seja @ outro ponto
sobre a reta r distinto de P. Assim, temos o tridangulo F;Q Fy, conforme Figura 9.4. Segue
da desigualdade triangular aplicada a este triangulo que

QFQ/<QF1+F1F2/ ou QFQ/—FlF2/<QF1

QF < QF,+ FiF,

ou seja,

QF, — I\ F, < QF, < QFy + F\F}

da qual, subtraindo Q) F; membro a membro, resulta
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—FF} < QF, — QF} < F\F}

Como a reta é mediatriz do segmento Fi F}, temos QF; = QF}. Entao

—FlFQ/ < QFl — QFQ < F2F2/ ou ’QFl — QF2| < FlFQ/

Por outro lado Fi € um ponto do segmento F P, assim temos

F\F, = PF, — PF, = PF, — PF,

pois PF), = PF,. Além disso, PF, — PF, = 2a, pois P é um ponto da hipérbole. E,
finalmente obtemos

|QF) — QF,| < 2a

Portanto, com excecgéo de P, todos os pontos de r pertencem a regido nao focal da hipér-
bole. Assim, r é reta tangente a hipérbole no ponto P.

Propriedade 9.2.2 - A reta r tangente a hipérbole no ponto P é bissetriz do
éﬂgUlO FlpFQ.

Demonstragdo - No triangulo F,PF,, sabe-se que FyP = F,P pois P pertence
a mediatriz do segmento F,Fj. Entdo, o tridangulo F; PF; é isdsceles, onde PK é a altura
desse triangulo em relagéo a sua base F»F;, conforme ilustra a Figura 9.4. Das proprie-
dades de triangulos sabemos que a altura de um triangulo is6sceles é bissetriz do angulo
oposto a base. Dessa forma, concluimos que a altura PK ¢é bissetriz do angulo F\PF,. E
como a reta r contém o segmento PK implica que r € bissetriz do angulo F\PF.

Propriedade 9.2.3 - As retas que passam pelos focos e pelo ponto P, ponto
este pertencente a hipérbole, fazem angulos iguais com a reta tangente a hipérbole no
ponto P.

Demonstragao - Devemos provar a congruéncia entre os angulos F, PN e M PQ.
Vamos denominar o angulo F; PN de « e o angulo M P(Q de 3, conforme ilustra a Fi-
gura 9.4. A congruéncia destes angulos pode ser demonstrada utilizando a propriedade
9.2.2 apresentada anteriormente. Com o auxilio da Figura 9.4, vimos que a reta r, tan-
gente & hipérbole no ponto P, é bissetriz do angulo Fy PF,. Logo, os angulos Fy PN e
F,PN, sdo congruentes. Como o angulo F,PN é oposto pelo vértice ao angulo MPQ,
representado por (5 na Figura 9.5, entdo os angulos a e J sdo congruentes.
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Figura 9.5 — Propriedade 9.2.3 da hipérbole.

Fonte: Proprio autor.
9.3 PARABOLA - RETA TANGENTE

O plano que contém uma parabola é dividido em duas regides, conforme ilustra a Fi-
gura 9.6.

Figura 9.6 — Regides do plano que contém uma parabola.

Yy
T &
Regiao nao-focal F
> T
Regiao
diretriz Focal

Fonte: Proprio autor.

As regides sao as seguintes:

* Regiao nao-focal para que um ponto () pertenca a regiao nao-focal, sua distan-
cia até o foco da parabola deve ser maior que sua distancia a diretriz, isto é, deve
satisfazer a desigualdade QF > QT.

* Regiao focal para que um ponto () pertenga a regidao focal, sua distancia até o
foco da parabola deve ser menor que sua distancia a diretriz, isto é, deve satisfazer
a desigualdade QF < QT.
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Definicao 9.3.1 - Umareta t é tangente & parabola em um ponto P se, e somente
se, todos 0s pontos da reta ¢, exceto o ponto P, pertencer a regido nao-focal da parabola.

A seguir apresentamos como determinar a reta tangente a uma parabola em qual-
quer um de seus pontos.

Seja P um ponto da parabola. Tragamos por P uma reta perpendicular a reta diretriz
r. A intersecdo desta reta com a diretriz determina o ponto £”. Observe que a distancia do
ponto P a reta diretriz € o comprimento do segmento PF’, isto &, d(P,r) = d(P, F").

Propriedade 9.3.1 - A reta ¢, mediatriz do segmento F'F/, é tangente a parabola
no ponto P.

Demonstracéo - E facil ver que o ponto P pertence a reta t. . Vamos considerar
um outro ponto (), distinto de P, sobre a reta t. Como ¢ é mediatriz do segmento F'F”,
entdo QF = QF’. Consideremos 7' o ponto de interse¢do da reta diretriz com a reta
perpendicular a » que passa pelo ponto (), conforme ilustra a Figura 9.7. Logo Q)T é a
distancia entre o ponto () e a diretriz . O triangulo QTF’ é reto em T e o lado QF' é
oposto ao angulo QTF'. Entao QF' > QT para qualquer ponto ¢ escolhido sobre a reta
t. Analisando as relagbes QF = QF' e QF' > QT, conclui-se que a distancia do ponto
(2 ao foco é maior que a distancia do mesmo em relagao a diretriz . Logo, () pertence a
regiao nao-focal da pardbola e pela definicao 9.3.1 concluimos que a reta ¢ é tangente a
parabola em P.

Figura 9.7 — Reta tangente a parabola.

i

90°

Fla

Fonte: Proprio autor.
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Propriedade 9.3.2 - A reta t tangente a parabola em um ponto P qualquer forma
angulos iguais com o segmento PF e com a reta m que passa por P e paralela ao eixo da
parabola.

Figura 9.8 — Reta tangente a parabola.

eixo da

/ 1';1 parabola
r

Fonte: Proprio autor.

Demonstracdo - Sejam t a reta tangente a parabola no ponto P e m a reta que
passa por P e paralela ao eixo da parabola. O ponto de interse¢do da reta m com a diretriz
r da pardbola determina o ponto F”. O ponto de intersecdo entre a reta ¢t e o0 segmento
FF’ determina o ponto K, conforme ilustra a Figura 9.8. Denotemos por A o angulo K PF
e por B o angulo QPT. Vamos mostrar que A = B. No triangulo FPF’, o vértice P
pertence a mediatriz do segmento F'F”. Logo, F'P = F'P e o triangulo FFPF’ é is6sceles.
Desta forma, a altura PK do triangulo F'PF’ em relagédo ao vértice P é também bissetriz
do angulo FPF’. Logo, o angulo FPK é congruente ao angulo K PF’, ou seja, a medida
do angulo K PF’ é igual a A. Porém, os angulos K PF’ e QPT sao opostos pelo vértice.
Portanto, concluimos que A = B.



10 RETA NORMAL AS CONICAS

Da mesma forma como apresentamos na se¢ao anterior, vamos estudar as propriedades
da reta normal as curvas elipse, hipérbole e parabola, analisando separadamente cada
uma delas. Cabe ressaltar que uma reta normal a uma curva num ponto é a reta perpen-
dicular & tangente da curva naquele ponto.

10.1 ELIPSE - RETA NORMAL

Propriedade 10.1.1 - Considerando um ponto P qualquer em uma elipse e
0s segmentos que ligam o ponto P aos focos representados por PF; e PF,, entao a reta
normal n no ponto P é bissetriz do angulo F} PF,. A Figura 10.1 mostra essa propriedade.

Demonstraco - Sejam dois pontos () e K, distintos de P, sobre a reta tangente.
Seja o ponto M, distinto do ponto P, sobre a reta normal n. Pela propriedade 9.2.2
sabemos que o angulo formado pelo segmento F P e a reta tangente é igual ao angulo
formado pelo segmento F,P e a reta tangente. Denominemos o angulo P M de angulo
A e o angulo F, P M de angulo B. Como a reta tangente r forma um angulo de 90 com a
reta normal n, podemos escrever que:

A=90-FPQ e B=90-FPK

Porém, como F; PQ = F, P K, entdo fica demonstrado que:

~ A

A=2RB
Portanto, a reta normal n ¢ bissetriz do angulo F; P F.

Figura 10.1 — Reta normal a elipse no ponto P.

Fonte: Proprio autor.
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10.2 HIPERBOLE - RETA NORMAL

Propriedade 10.2.1 - Considerando um ponto P qualquer em uma hipérbole e
0s segmentos que ligam o ponto P aos focos representados por PF; e M P, entao a reta
normal n no ponto P é bissetriz do angulo F PM.A Figura 10.2 mostra essa propriedade.

Demonstracdo - Sejam K um ponto sobre a reta normal n e M um ponto sobre o
prolongamento do segmento de reta PF;. Pela propriedade 9.2.3 da hipérbole sabemos
que o angulo formado pelo segmento F; P e a reta tangente é igual ao angulo formado
pelo segmento M P e a reta tangente. Como a reta tangente r forma um angulo de 90 com
a reta normal n, e denominando o angulo ; P K de A e o angulo M P K de B, podemos
escrever que:

A=90—-F, PN e B=90-QPM

Porém, como demonstrado na propriedade 9.2.3, F, P N = Q P M. Logo, fica demons-
trado que:

~ A

A=1B

Portanto, a reta normal n é bissetriz do angulo F, P M.

Figura 10.2 — Reta normal a hipérbole no ponto P.

Fonte: Proprio autor.
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10.3 PARABOLA - RETA NORMAL

Propriedade 10.3.1 - Seja P um ponto qualquer da parabola, sendo PF o
segmento que interliga o ponto P ao foco e n a reta normal a parabola passando pelo
ponto P. Consideremos a reta m que passa por P e é paralela ao eixo da parabola,
conforme ilustra a Figura 10.3. Entao, a reta normal n é bissetriz do &ngulo formado por
PF earetam.

Figura 10.3 — Propriedades da reta normal a parabola.

D eixo da

/ I';’ parabola

Fonte: Proprio autor.

Demonstracdo - Denotemos por Ao angulo KPF e por Bo angulo KPT. Va-
mos mostrar que A = B. Como a reta normal n faz um angulo de 90 com a reta tangente
t entdo K PD = 90. Dessa forma, temos que A + DPF = 90 e B + QPT = 90. Mas de
acordo com a propriedade 9.3.2 os angulos DPF e QPT sao iguais. Assim, concluimos
que A = B. Entao, a reta normal n é bissetriz do angulo formado pelo segmento PF e a
reta m.



11 PROPRIEDADE REFLETORA E APLICACOES PRATICAS DAS CONICAS

Sabemos que tanto o0 som como a luz se propagam no espago como ondas. Porém para
uma ampla quantidade de situagdes, esse movimento pode ser descrito como uma traje-
téria em linha reta, chamado de raio, que parte da fonte onde foi produzido até um ponto
de observacdo. Em termos geométricos é o segmento de reta no espago que tem inicio
na fonte e final no ponto de observagdo. A reflexdo da luz ou do som é um fenémeno
fisico bem conhecido e se deve a mudanca na direcdo de sua propagacao, causada pela
encontro dos seus raios com uma superficie refletora. Um dos postulados da reflexao é
que o raio incidente, o raio refletido e a reta normal a superficie sdo coplanares, isto é,
estdo contidos num mesmo plano. A Figura 11.1 ilustra esta situacao.

Figura 11.1 — Propriedade Refletora das Cénicas.

Fonte: Proprio autor.

Assim, vamos nos restringir a discutir a reflexao no plano que contém os raios inci-
dente e refletido. Observamos inicialmente que a intersecéo deste plano com a superficie
refletora € uma curva. Além disso, a reta normal a curva e a reta normal a superficie
coincidem. Portanto ndo existe perda de generalidade em considerar a reflexao dos raios
produzida por esta curva ao invés da superficie como um todo. Um segundo postulado da
reflexdo impde que os angulos de incidéncia e de reflexdo sdo iguais, que restrito ao plano
que ocorre a reflexdo pode ser colocada de forma mais precisa como:
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“O éangulo que o raio de incidéncia faz com a normal a curva no ponto de
reflexdo, o chamado angulo de incidéncia, € igual ao dngulo que o raio refletido
faz com a normal a curva no ponto de reflexdo, o chamado angulo de reflexao.
Além disso os raios incidente e refletidos estdo do mesmo lado do semiplano
determinado pela reta tangente a curva no ponto de reflexdo.”

Observamos ainda que o angulo que o raio incidente e o raio refletido faz com a
reta tangente a curva no ponto de reflexdao sao iguais (dngulo ¢ na Figura 11.1) e assim, a
reflexdo por uma curva plana pode ser reformulada para exigir apenas a igualdade deste
dois angulos sem qualquer mengéao a reta normal da curva.

As conicas tem importantes propriedades refletoras que decorrem diretamente das
propriedades geométricas relacionadas com suas retas tangentes ou as normais mostra-
das anteriormente. A seguir consideramos estas propriedades para cada uma das conicas.

11.1 PROPRIEDADE REFLETORA DA ELIPSE

Como visto anteriormente na propriedade 10.1.1, o par de retas que passam, cada uma,
por um dos focos e por um ponto P em comum da elipse formam angulos iguais com a
normal a elipse em P. Logo, um raio produzido por uma fonte em um dos seus focos sera
refletido num ponto da elipse em um raio que passa pelo outro foco. Se de um dos focos
partem raios em diversas direcdes, todos serao refletidos em pontos da elipse retornando
ao outro foco.

Fazendo a rotacdo da elipse em torno do seu eixo focal, obtemos uma superficie
de revolugao chamada elipsoide, ou superficie eliptica, como ilustrado na Figura 11.2. Ob-
viamente a intersegéo deste elipsoide por cada um dos planos que passam pelo eixo de
revolugdo sao elipses idénticas que tém seus focos em comum. O efeito da reflexdo obser-
vada anteriormente é valido em cada uma dessas elipses e portanto os raios produzidos
por uma fonte em um dos focos serao refletidos pelo elipsoide fazendo-os passar pelo outro
foco.

Figura 11.2 — Figura de um elipsoide.

Fonte: Proprio autor.
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11.2 APLICACOES PRATICAS

Superficies refletoras elipticas sdo usadas na confeccao de refletores odontoldgico, onde
a lampada esta em um foco da elipse e os raios luminosos convergem para o outro foco
que é ajustado para localizar-se dentro da boca do paciente. Na Figura 11.3 vemos um
desses refletores.

Figura 11.3 — Lente eliptica para refletor odontolégico.

iy

Fonte: http://www.dabiatlante.com.br/site

Na medicina ha varios tipos de equipamentos utilizados em tratamentos que empre-
gam os principios da reflexao na elipse. Um deles, o Litotritor, emite certos tipos de raios
direcionados para a regido de interesse através de uma lente eliptica para o tratamento de
calculos renais. Nesse procedimento, as ondas de choque produzidas externamente pelo
aparelho sao direcionadas, com grande precisdo, para a regiao de interesse, passando
pela pele e tecidos do paciente atingindo e pulverizando o calculo renal. Na Figura 11.4
vemos uma ilustracdo desse aparelho medicinal.
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Figura 11.4 — Litotritor.

Cilculo renal
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| . .
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|
Fonte: https://portuguese.alibaba.com/g/extracorporeal-shock-wave-lithotripter.html

Em arquitetura ha muitos exemplos de superficies elipticas sendo usadas com sua
propriedade refletora como, por exemplo, a sala dos sussurros. Se duas pessoas estive-
rem posicionadas nos focos da sala em formato eliptico, as ondas sonoras que saem de
um foco em todas as diregdes, percorrerao distancias iguais chegando ao outro foco com
nivel sonoro levemente atenuado. Na galeria de sussurros da catedral de Saint Paul, em
Londres, um sussurro em um dos pontos, que nao pode ser ouvido num raio de cinco me-
tros, pode ser ouvido num outro ponto a cerca de trinta metros (BALDIN, p. 246,2011). Os
pontos em questao sao focos de elipses formadas por se¢des do teto em forma de concha
tipo elipsoide de revolugédo em torno do eixo dos focos.

Em tratamentos radioterapicos, usando a propriedade refletora da elipse, podemos
concentrar o feixe de raios somente nas células cancerosas, preservando as boas.
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11.3 PROPRIEDADE REFLETORA DA HIPERBOLE

A hipérbole tem sua propriedade refletora também baseada na propriedade geométrica
vista anteriormente, propriedade 9.2.1, onde foi estabelecido que o par de retas que pas-
sam, cada uma delas, pelos focos da hipérbole e por um ponto comum P da hipérbole
formam angulos iguais com a reta normal a hipérbole em P. Assim um feixe de raios que
convergem para um dos focos da hipérbole sera refletido pelo ramo da hipérbole mais pro-
ximo a este foco, num feixe que converge para o outro foco. Fazendo a rotacao de um
dos ramos da hipérbole em torno do seu eixo focal, obtemos uma superficie de revolu-
cao chamada hiperboloide (de duas folhas), ou superficie hiperbdlica, como ilustrado na
Figura 11.5. De modo similar a elipse e a parabola esta superficie tem as propriedades
refletoras da hipérbole que a originou.

Figura 11.5 — Figura de um hiperboloide de duas folhas.

Fonte: Superficies Quadricas, CEDERJ, p.213
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11.4 APLICACOES PRATICAS

Uma aplicacédo da propriedade refletora da hipérbole, em conjunto com a parabola, esta
na construcdo do telescopio refletor Cassegrain. Desenvolvido por Laurent Cassegrain
em 1672, o mesmo consiste de um espelho refletor primario parabdlico e um refletor se-
cundario hiperbdlico. No espelho priméario ha um orificio em seu centro o qual permite a
passagem do raio refletido até o observador. Na Figura 11.6 tem-se 0 esquema desse tipo
de telescopio. Os raios de luz das estrelas distantes, chegando praticamente paralelos a
Terra, sao refletidos inicialmente por um espelho parabdlico em direcao ao foco da para-
bola. Posicionado entre a parabola e o seu foco esta um espelho hiperbdlico que tem um
dos seus focos coincidente com o foco da parabola. Este segundo espelho reflete os raios
para o outro foco da hipérbole onde esta o ponto de observacao.

Figura 11.6 — Esquema de um telescépio usando espelhos parabdlico e hiperbdlico.

- - ’
_Espelho
Egpe!h_u -~ "Secundario
Primario L Hiperbélico™

Parabaolico -

Ponto Focal

Fonte: https://www.google.com/search?q=telescopio+cassegrain.

Na engenharia civil ha uma profusdo de arquiteturas baseadas em formatos hiper-
bélicos. Um exemplo € a catedral de Brasilia, conforme Figura 11.7, onde destacam-se
seus arcos com aproximadamente 42 metros de comprimento e peso de 90 toneladas
cada um.
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Figura 11.7 — Fotografia da catedral de Brasilia.

Fonte: pt.wikipedia.org/wiki/Catedral-Metropolitana-de-Brasilia.

11.5 PROPRIEDADE REFLETORA DA PARABOLA

A propriedade refletora da parabola estd baseada na propriedade 10.3.1 vista anterior-
mente. Para qualquer ponto P de uma pardbola a reta determinada por P, pelo foco da
parabola e a reta paralela ao eixo focal que passa por P formam angulos iguais com a
normal a pardbola em P. Assim, um raio produzido por uma fonte no foco sera refletido em
um ponto da parabola e se propagara paralelo ao eixo focal, e vice-versa, ou seja, um raio
paralelo ao eixo focal sera refletido por um ponto da parabola fazendo-o passar pelo foco.

Rotacionando a parabola em torno do seu eixo focal, obtemos uma superficie de
revolugdo chamada paraboloide eliptico, ou superficie parabdlica, como ilustrado na Fi-
gura 11.8.

Figura 11.8 — Figura de um paraboloide.

Fonte: https://www.google.com.br/search?g=paraboloide+para+farol+de+carro
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De modo similar ao mostrado para a elipse os raios produzidos por uma fonte no
foco do paraboloide serao refletidos num feixe de raios paralelos ao eixo focal, e vice-versa,
um feixe de raios paralelos ao eixo focal sera refletido para o foco.

11.6  APLICACOES PRATICAS

A propriedade refletora da parabola permite-nos construir diversos equipamentos interes-
santes. Um deles € a lanterna, onde temos o filamento de uma lampada colocado no foco
da parabola e seus raios de luz, refletindo-se em sua superficie, sdo direcionados paralela-
mente ao eixo da parabola. Dai deriva-se o holofote, far6is de automoveis (ver Figura 11.9)
e outros.

Figura 11.9 — Esquema de um farol de automével.
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\ /’f\\\\ .
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elétrica
lampada elétrica

refletor

Fonte: https://www.google.com.br/search?q=paraboloide+para+farol+de+carro

Podemos inverter o sentido dos raios de luz e usarmos uma superficie parabdlica
para concentrarmos em seu foco os raios provenientes do sol, por exemplo. E assim, temos
um forno solar, cujo um exemplo comercial pode ser observado na Figura 11.10.

Figura 11.10 — Forno solar usando dispositivo parabdlico.

www.gettyimages.pt

Fonte: http://www.gettyimages.pt
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Outra aplicacado interessante é na area eletro-eletrénico onde podemos usar uma
parabodlica como antena para captar sinais de radio frequéncia. Muito utilizada para man-
ter comunicagao na area de telefonia via satélite. Seguindo a mesma linha de agao temos
o radio-telescopio, equipamento capaz de sintonizar frequéncias emanadas pelas estre-
las e outros corpos celestes. A Figura 11.11 é uma fotografia de um arranjo de radios-
telescopios terrestres.

Figura 11.11 — Sistema de radios-telescopios terrestre.

WWW. ;z;}ytn.mm!bﬁ;

Fonte: http://www.istockphoto.com.br

Em 1689 Sir Isaac Newton (1643 - 1727) inventou o chamado telescépio Newto-
niano, que consistia de um espelho primario parabdlico e um espelho secundario plano
com a finalidade de desviar os raios para o observador. Este tipo de telescépio corrige a
aberragao cromatica existente nos telescopios refratores. Na Figura 11.12 € possivel ver o
esquema interno desse tipo de telescépio.

Figura 11.12 — Esquema de um telescopio Newtoniano.

Fonte: http://www.siteastronomia.com/telescopio-refletor
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Portanto ha inumeros exemplos da utilizagdo das propriedades das cdnicas nas
mais diversas areas tecnoldgicas.



12 CONCLUSAO

Em um primeiro momento abordamos como estas curvas s&o incorporadas ao estudo da
matematica no ensino Médio. Destacamos uma breve avaliacado dos livros recomendados
pelo Ministério da Educacao (MEC) e que contemplam o aluno com o estudo da elipse, hi-
pérbole e parabola. Foi apresentada uma breve histéria a respeito das cénicas, abordando
seus precursores, tais como, Pitagoras, Euclides, Apol6nio e Arquimedes. Posteriormente,
foi mostrado o desenvolvimento das equagdes que regem estas curvas na sua forma carte-
siana, partindo da definicdao da distancia entre dois pontos. Apresentamos suas proprieda-
des refletoras a partir das propriedades da reta tangente e normais as curvas. Dedicamos
um capitulo para tratarmos aplicagdes das conicas a nossa realidade tecnolégica. O as-
sunto cédnicas é vasto e profuso, admitindo os mais variados tipos de abordagem, podendo
ser bastante extenso e complexo. A intengao foi apresentar um trabalho voltado ao ensino
Médio e por isso limitado em sua extensao e profundidade. Naturalmente, ndo houve um
esgotamento de tépicos que podem ser explorados a respeito das conicas e que poderiam
ser incluidos em um trabalho deste tipo em um futuro. Pode-se explorar a definicdo das
cbnicas através da forma quadratica, um estudo das conicas no espaco tridimensional, c6-
nicas sob o ponto de vista da geometria projetiva e ndo podemos deixar de mencionar um
estudo das cbnicas com um apoio computacional, enriquecedor sob o ponto de vista das
TIC’s (Tecnologias de Informagdo e Comunicac¢ao), bem como outras abordagens possi-
veis..



13 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

BOYER, C., Historia da Matematica, 2nd edicéo, ed. Edgard Blucher Ltda., 1991.
BALDIN, Y.;FURUYA, Y., Geometria Analitica - para todos, ed. Edufscar,Sao Carlos,
2011.

SIQUEIRA, P, COSTA, A., Coénicas, 2nd edicao, ed. UFPR, 2012.

CAMARGO, I., BOULOS, P, Geometria Analitica - um tratamento vetorial, 3rd edigao,
ed. Prentice Hall, 2005.

FRENSEL, K., e DELGADO, J., Geometria Analitica, ed. UFMA, 2011.

VENTURI, Jacir J., Conicas e Quadricas, 5th edicao, ed. Unificado, 2 003.

DANTE, L., Matematica: contexto e aplicacées, 3rd edicdo, ed. Atica, 2002.

IEZZI, G. et al., Matematica: Ciéncia e Aplicacoes, Volume 1, 6th edicao, ed. Saraiva,
Sao Paulo, 2010.

IEZZI, G. et al., Matematica: Ciéncia e Aplicacoes, Volume 3, 6th edicdo, ed. Saraiva,
Séo Paulo, 2010.

RIBEIRO,J., Matematica: ciéncia, linguagem e tecnologia, Volume 1, 1st edicao, ed.
Scipione, Sao Paulo, 2010.

RIBEIRO,J., Matematica: ciéncia, linguagem e tecnologia, Volume 3, 1st edicao, ed.
Scipione, Sao Paulo, 2010.

GIOVANNI, J. et al., Matematica Fundamental: uma nova abordagem, Volume Unico,
1st edicdo, Colecao Delta, ed. FTD.

JORGE, M. et al., Matematica para o Ensino Médio, Volume 3, ed. FGV, 2011.



	1 Introdução
	2 Fundamentação Teórica
	Introdução
	As Cônicas no Ensino Médio
	Um pouco de história sobre cônicas
	CÔNICAS
	Elipse
	Definição
	Terminologia
	Construção mecânica do traço da elipse
	Proposta didática: traçando a elipse

	Equação da elipse
	Elipse com centro na origem e eixo maior horizontal
	Elipse com centro na origem e eixo maior vertical
	Deslocamento do centro da elipse e eixo maior horizontal
	Deslocamento do centro da elipse e eixo maior vertical


	Hipérbole
	Definição
	Considerações

	Terminologia
	Construção mecânica do traço da hipérbole
	Proposta didática: traçando a hipérbole

	Equação da Hipérbole
	Hipérbole com eixo principal horizontal e centro deslocado da origem

	Assíntotas da Hipérbole

	Parábola
	Terminologia
	Construção mecânica do traço da parábola
	Proposta didática: traçando a parábola

	Equação da Parábola
	Vértice na origem e concavidade para cima
	Vértice na origem e concavidade para baixo
	Vértice na origem e concavidade para a direita
	Vértice na origem e concavidade para a esquerda
	Parábola com eixo principal horizontal e centro deslocado da origem

	Triângulo fundamental da parábola

	Excentricidade das Cônicas
	Excentricidade da Elipse
	Excentricidade da Hipérbole
	Excentricidade da Parábola

	Reta Tangente às Cônicas
	Elipse - reta tangente
	Hipérbole - reta tangente
	Parábola - reta tangente

	Reta Normal às Cônicas
	Elipse - reta normal
	Hipérbole - reta normal
	Parábola - reta normal

	Propriedade Refletora e Aplicações Práticas das Cônicas
	Propriedade refletora da elipse
	Aplicações Práticas
	Propriedade refletora da hipérbole
	Aplicações Práticas
	Propriedade refletora da parábola
	Aplicações Práticas

	Conclusão
	REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS

