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RESUMO

MULTIPLICIDADE DE SOLUCOES PARA UM PROBLEMA
ENVOLVENDO O OPERADOR P-LAPLACIANO
FRACIONARIO

AUTOR: Eduardo Henrique Philippsen
ORIENTADORA: Taisa Junges Miotto
COORIENTADOR: Marcio Luis Miotto

O objetivo deste trabalho é apresentar, através de métodos variacionais, condic¢oes sufici-
entes sobre um parametro positivo que garantam a existéncia e multiplicidade de solugoes
para a classe de problemas eliticos. Tal classe de problemas envolvem o operador nao linear
e nao local p—Laplaciano Fracionario. Utilizamos para isso, argumentos de minimizagao

sobre a variedade de Nehari.

Palavras-chave: p—Laplaciano Fracionario. Existéncia e Multiplicidade de Solugoes.

Métodos Variacionais. Variedade de Nehari.



ABSTRACT

MULTIPLICITY OF SOLUTIONS FOR A PROBLEM
INVOLVING THE FRACTIONAL P-LAPLACIAN
OPERATOR

AUTHOR: Eduardo Henrique Philippsen
ADVISOR: Taisa Junges Miotto
CO-ADVISOR: Marcio Luis Miotto

The aim of the work is to give, through variational methods, sufficient conditions on a
positive parameter to ensure the existence and multiplicity of solutions for the class of
elliptic problems. Such class of problems involve the nonlinear and nonlocal Fractional
p—laplacian operator. For this, we use minimization arguments about the Nehari mani-

fold.

Keywords: Fractional p—laplacian. Existence and Multiplicity of Solutions. Varational
Methods. Nehari manifold.



Lista de Simbolos

No decorrer desta dissertagao usaremos as seguintes notagoes:
— significa convergéncia fraca;
— significa convergéncia forte;
— significa imersao de um conjunto em algum outro;
> significa > mas #;
Q) representa um subconjunto aberto de R", conexo e nao vazio;
B(x,r) representa a bola aberta de centro x e raio r > 0 em R™;
0f€) representa a fronteira do conjunto €2;
Q representa o fecho de €;
Q¢ significa R™\2;
ft =max{f,0} parte positiva de f;
|A| representa a medida de Lebesgue do conjunto A;
q.t.p. significa em quase toda parte;
u |4 restricdo da funcdo u ao conjunto A;
i%f u representa o infimo da funcao u sobre o conjunto X;
LP(Q) = {u: 2 — R mensuravel ; [, |u[Pdx < co},1 < p < o0;
lullLr) = (Jo |u|Pdz)*? norma do espaco de Lebesgue LP(€);

LP(Q)* ={¢: LP(Q) = R; ¢ é linear e continua} ;



L>*(Q) = {u: Q — R;u é mensuravel e existe C' tal que |u(z)| < C q.t.p em Q};

|l Lo (@) = inf{C ;|u(z)| < C q.t.p em Q};

supp(u) = {z € Q; u(z) # 0};
C.(Q) ={u € C(); supp(u) C 2 é compacto};
CH(Q) = {u: Q — R;u é k vezes continuamente diferencidvel };

C(Q) = N CHQ);

k>0

Ce(Q) = C=(Q) N Ce();

n
lz—y|PT°

Wer(Q) — {w € IP(Q) ; W) ¢ 1p(Q) x Q)}, s€(0,1), pe (1,00 ;
Xo={w e W*P(R") ; w=0 q.t.p em ,R"\Q}, s € (0,1), p € (1,00) ;

F € Inv(X,Y) significa que a transformagao F' € L(X,Y) é inversivel;

f(x) = o(g(x)) quando x — xq significa que h_}rn Egg: = 0.
T—To
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1 Introducao

Neste trabalho pretende-se estudar a existéncia e multiplicidade de solugoes nao

negativas para a classe de equacoes diferenciais da forma

(P) (—Ap)*w = a(z)|w|? 2w + Ab(z)|w|"?w em Q
* w =0 em R™\Q,

onde

B ) — ) P(w(@) - wiy)
(_Ap) w<x> - 2}:%0 R\ B(z.¢) |fL’ _ y|n+ps

dy, x¢€R"

é o operador nao local e nao linear p—Laplaciano Fracionario, definido para cada w €
C*(2). Consideramos 2 C R" um dominio limitado com fronteira suave, A > 0, os
valores s € (0,1) e p € (1, 00) sao fixados de forma que sp < n e os expoentes satisfazem
arelagio 1 < ¢ < p < r < p! onde pi = np/(n — sp) é o expoente critico fracionario
de Sobolev. Consideramos ainda que as fungoes peso a, b sdo mensuraveis e cumprem as

seguintes hipoteses:

*

(Hy) 0<a e a€L?(Q) onde =L

pE—q’

(Hy) b"#£0 e beL?(Q) onde o= P;

py—T’

Recentemente, muita atencao tem sido dada ao estudo de operadores dos tipos
fracionarios e nao locais, ambos para pesquisa em Matematica pura e para aplicagoes
concretas na Fisica e Mecanica. Do ponto de vista das aplicagoes, estes operadores de-
sempenham um papel crucial na descri¢ao de varios fendomenos, tais como: o processo de
difusao de Lévy, propagacdo de chamas, mecanica continua, difusdo nao linear, estudos
que envolvem a dinamica populacional e também na teoria de jogos. Para mais detalhes
a respeito das aplicagoes e motivagoes para o estudo de tais operadores, mencionamos os
trabalhos de (APPLEBAUM, 2004), (CAFFARELLI, 2012)), (VAZQUEZ, 2014)), e (SER-
VADEI; VALDINOCI, 2015)).

Devido a sua importancia, muitos problemas envolvendo estes operadores tem
sido investigados recentemente. Por exemplo, podemos citar os trabalhos (BRANDLE;
COLORADO; PABLO, 2010)), (SERVADEI; VALDINOCI, [2013), (IANNIZZOTTO; PE-
RERA; SQUASSINA| 2014), (GOYAL; SREENADH, 2015), (BISCI; SERVADEI, 2015])
e (XIANG; ZHANG; RADULESCU| |2016) bem como suas referéncias, onde os autores
provaram resultados de existéncia e multiplicidade para problemas envolvendo o operador
Laplaciano Fracionario e o p—Laplaciano Fracionario. Para problemas de autovalor envol-
vendo estes operadores, citamos (IANNIZZOTTO; SQUASSINA| 2013)), (LINDGREN;
LINDQVIST, 2014) e (FRANZINA; PALATUCCI, 2014)), e ainda, para resultados de
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Brézis-Niremberg relacionados a estes, veja (SERVADEIL; VALDINOCI, 2015) e (MOS-
CONI; PERERA; SQUASSINAL 2016).

Motivados pelo interesse compartilhado nesta area, estudamos aqui um problema
elitico envolvendo nao linearidades do tipo concavo-convexas. Os resultados apresentados
nesta dissertacdo sao baseados no artigo de (GOYAL, 2017)). Sendo assim, quando nao
mencionarmos a referéncia de um resultado, o mesmo pode ser encontrado nesta referéncia.

Nosso trabalho esta dividido em trés capitulos, os quais estdao organizados da
seguinte forma:

No Capitulo 2, intitulado Resultados Béasicos, apresentamos os principais teoremas
utilizados no decorrer da nossa dissertacao, juntamente com suas respectivas referéncias,
a fim de tornarmos a leitura do texto mais agradavel.

No Capitulo 3, estudamos as principais propriedades do operador p—Laplaciano
Fracionario. Dividimos este capitulo em trés se¢oes, onde na primeira abordamos o espago
de Sobolev Fracionario, que contém as possiveis solu¢oes fracas do problema. Ja na secao
seguinte, estudamos o operador através de uma abordagem variacional. E na terceira
secao analisamos resultados acerca da positividade e regularidade de solugoes fracas para
problemas envolvendo tal operador.

No Capitulo 4, nosso objetivo é obter condigoes suficientes sobre o parametro
A, para assegurar a existéncia de solugoes fracas para (Py). Mais precisamente, vamos

garantir a existéncia de duas solugoes distintas, demostrando o seguinte resultado:

Teorema 1.0.1. Suponha que as hipdteses (H,) e (Hy) sejam satisfeitas. Entdo existe
uma constante positiva A = A(p, q,,||al|zv), ||b||z- ) de forma que se X € (0,A) entdo
o problema (Py) possui ao menos duas solu¢ées nao negativas e ndao triviais w e v com

[[w[l < [oll-

Mostraremos tal resultado, através de minimizacao do funcional associado ao pro-
blema, sobre a variedade de Nehari. Para tanto, utilizamos o Teorema dos Multiplicadores

de Lagrange e o Principio Variacional de Ekeland.
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2 Resultados Basicos

Realizamos neste capitulo uma sintese de resultados importantes da andlise que,
embora ja bem conhecidos, se fazem necessarios para termos uma leitura mais prazerosa
e compreensiva; isto porque, enunciados numa parte em especial, evitam interrupgoes nas

demonstragoes dos resultados situados ao longo dos demais capitulos.

2.1 Resultados de Analise Funcional

Recordamos inicialmente que se a,b > 0, temos para qualquer £ > 1 que

(a+ b)F < 2871 (ak +bF). (2.1)
A demonstracio da desigualdade (2.1)) pode ser encontrada em (VIEIRA| 2006, Lema

A.3). Além disso, valem as seguintes desigualdades:

Lema 2.1.1. (VIEIRA| 2006, Lema A.1) Sejam z,y € R"™ quaisquer. Para cada k €
2, 00), existe C' > 0 tal que

2" 722 — [y*?y| < Clo —yl(Jz] +[y))*. (2.2)
No caso em que k € (1,2], existe C' > 0, de modo que
|22z — [y|*2y| < Cla —y|*. (2.3)

Dizemos que p, g € (1,00) sdao expoentes conjugados se 1/p+1/q = 1. Enunciamos

a seguir a Desigualdade de Hoélder.

Lema 2.1.2. (BREZIS; ESTEBAN, (1984, Teorema IV.6) Sejam f € LP(Q2) e g € LI(Q)
com p,q € (1,00) expoentes conjugados. Entdo f-g € L' (Q) e

1 7aldz < 117 oo lgllnc

O seguinte resultado é chamado de Teorema da representacao de Riesz-Fréchet.

Lema 2.1.3. (BREZIS; ESTEBAN, (1984, Teorema V.5) Sejam 1 < p < 00, p e ¢ sio

expoentes conjugados e F' € (LP(Q2))*. Entao existe uma tnica fun¢ao g € L1(Q2), tal que
Flp) = /Q gpdz,
para toda ¢ € LP(2). Ainda, vale ||g||ra@) = | F||(zr))--

A seguir enunciamos o conhecido Teorema da Convergéncia Dominada. Sua de-

monstragao pode ser encontrada em (BARTLE, 2014, Teorema 5.6).
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Teorema 2.1.4. Seja (f,) uma sequéncia de fungoes de L'(Q). Suponhamos que

(1) fulz) = f(z) g.t.p em Q,

(it) existe uma fungio g € L*(Q) tal que para todo n € N, temos

|fu(@)] < g(x) qtpem,

entio f € L'(Q) e
/ fdz = lim / Foda,
Q n—oo /O

O resultado seguinte apresenta condi¢oes para obtermos as hipoteses do Teorema

da Convergéncia Dominada.

Lema 2.1.5. (BREZIS; ESTEBAN, 1984, Teorema IV.9) Sejam (f,) uma sequéncia de
LP(Q) e f € LP(Q), tais que
1fn = Fllzr@) = 0,

entdo existe uma subsequéncia (f,,) e uma funcao h € LP(Q2) tal que
(1) fu,(z) = f(z) q.t.p em £, e
(17) | fn,(z)] < h(x) q.t.p em Q, para todo k € N.
O préximo resultado é devido a Brézis e Lieb (BREZIS; LIEB, 1983, Teorema 1).

Lema 2.1.6. Sejam  C R™ um conjunto aberto e p € (0,00) quaisquer. Suponhamos
que (gn) C LP(Q), onde g, — g q.t.p em Q e existe C > 0 tal que ||gn|lr) < C, para
todo n € N. Entao

Hgn - gHZZP(Q) = HgnHIzp(Q) - ||9||]2p(9) + 0(1)'

Considere X um espaco vetorial normado e X* o seu espago dual. Dizemos que uma
sequéncia (x,) converge fracamente para x em X e denotamos z,, — x, se f(x,) — f(x)
quando k — oo para toda f € X*.

A seguir apresentamos um resultado acerca da norma do limite de uma sequéncia,

na convergéncia fraca.

Lema 2.1.7. (BREZIS; ESTEBAN] 1984, Proposicao I11.5) Sejam X um espago de Ba-
nach e (z,) uma sequéncia em X. Se z,, — z fracamente em X, entao ||z, | ¢ limitada
e

Jol| < liminf [z, .

O proximo resultado apresenta condigoes para convergéncia fraca nos espagos de

Lebesgue.
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Lema 2.1.8. (KAVIAN]| 1993, Lema 4.8) Sejam 2 C R™ um conjunto aberto e (h,,) uma
sequéncia limitada em L9(£2), para algum 1 < ¢ < oo, tal que h,, — h q.t.p. em 2. Entdo
h € L1(Q) e h, — h fracamente em L9(f2).

Enunciamos a seguir uma importante propriedade geométrica para espacos nor-

mados.

Definicao 2.1.9. Um espago vetorial normado X ¢é dito uniformemente convexo se,
para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que, se x ey sdo vetores em X satisfazendo ||z|| < 1,

lyll <1 ellz—y| > ¢, entdo

|52 <1-a

Em outras palavras, tal propriedade nos diz que se deslizarmos uma régua de com-
primento € > 0 sobre a bola unitaria do espaco, entao o seu ponto médio deve pertencer
ao interior desta bola. Em particular, a esfera unitaria ndo pode conter segmentos de

reta.

Lema 2.1.10. (BREZIS; ESTEBAN, 1984, Teorema IV.10) Se p € (1, 00), entdo LP(Q)

é uniformemente convexo.

Espagos uniformemente convexos possuem ainda a seguinte propriedade:

Lema 2.1.11. (BREZIS; ESTEBAN)| |1984, Proposigao I11.30) Seja X um espago de
Banach uniformemente convexo. Se (z,) C X é tal que z, — x fracamente em X e

lim ||z,| = ||z]|, entdo x, — z fortemente em X.
n—oo

Dado um espago vetorial normado X, podemos considerar o seu espaco dual X*
bem como o espago bidual (X*)* = X**. Dizemos que X é um espaco reflexivo se existe
um isomorfismo entre X e X**.

O seguinte resultado transforma uma propriedade geométrica (convexidade uni-

forme) em outra, de natureza topologica (reflexividade).

Proposicdo 2.1.12. (BREZIS; ESTEBAN, |1984, Teorema II1.29) Se X é um espaco

vetorial normado uniformemente convexo, entao X é reflexivo.

Além de outras caracteristicas, os espacos reflexivos detém a seguinte propriedade:

Lema 2.1.13. (BREZIS; ESTEBAN] 1984) Teorema II1.27) Sejam X um espago de Ba-
nach reflexivo e (z,,) uma sequéncia limitada em X. Entdo existe uma subsequéncia (z,, )

que converge fracamente em X.

Um funcional ¢ : X — R é dito semicontinuo inferiormente se para toda sequéncia

(x,) C X tal que z, — = em X, vale

Y(z) < liminf ¢ (z,).

Enunciamos a seguir o Principio Variacional de Ekeland.
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Teorema 2.1.14. (FIGUEIREDO, 1989, Teorema 4.1) Suponha (X,d) um espa¢o mé-
trico completo e ¢ : X — [—00,00] um operador semicontinuo inferiormente, com

1 #Z +00 e limitado inferiormente. Entao para cada ¢ > 0, existe x. € X tal que

P(xe) < i§f¢ +e,
U(xe) < Y(z) +ed(ze, x), Vre X\{z.}.

Lembramos que um conjunto M C X é uma C™—subvariedade de codimensao n

(m,n > 1 inteiros) se, para cada uy € M, existe uma vizinhanga U de ug e uma fungao

v e C™(U,R"™) tal que
(1) 9'(u) é sobrejetiva para toda u € U.
(i) MNU ={ueU; ¢(u) =0}.

O seguinte resultado, chamado método de Multiplicadores de Lagrange, que é bem
conhecido em dimenséao finita, estabelece uma relagao entre pontos criticos de um funci-
onal restrito a um subconjunto, com os pontos criticos de um funcional sobre todo seu

dominio. Sua demonstragao pode ser encontrada em (BERGER, 1977, Teorema 3.1.31).

Teorema 2.1.15. Seja p € CYX,R) e suponha M C X uma C'—subvariedade de
codimensdo n, digamos M = {u € U ; ¢j(u) =0, j = 1,...,n} onde Y|(u), ..., (u)
sao linearmente independentes para cada w € U. Entao, se 4 € M é um ponto critico de
¢ |m, existe A= (A, An) € R™ tal que

¢ (0) = M) (@) Zw (@1).

2.2 Operadores Diferenciaveis

Nesta secao procuramos definir a ideia de diferenciabilidade sobre um espaco ve-
torial normado X qualquer, mais precisamente, as derivadas no sentido de Gateaux e
Fréchet. Tais noc¢oes seguem ideia semelhante a qual conhecemos em R", pois aproxima-
mos localmente um operador por meio de operadores lineares. Para tanto, consideramos
U C X um aberto.

Definicao 2.2.1. Dizemos que o operador ® : U — R ¢é diferencidvel a Fréchet em u € U,
com derivada de Fréchet ®'(u) € X*, se

O(u+v) = B(u) = (¥'(u),v) = R(v),
onde R(v) = o(||v||), ou seja % — 0 quando v — 0. Além disso, dizemos que ® €

CYU,R) se sua derivada de Fréchet existe e é continua em U.
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Observagao 2.2.2. Um ponto u € U € um ponto critico de ® se a derivada de Fréchet

de ® em u € nula, ou seja, '(u) =0 em X*.

Definicao 2.2.3. Dizemos que ® ¢é diferencidvel a Gateauxr em u € U, com derivada de

Gateaur Oy (u) € X*, se para toda v € X

lim ¢ [®(u + tv) — ®(u)] = (P (u),v) .

t—0

Obviamente, se ® é diferenciavel a Fréchet, entao ® é diferenciavel no sentido de
Gateaux. A reciproca porém nao é verdadeira, entretanto o resultado a seguir estabelece

uma condicao para que as duas derivadas coincidam.

Lema 2.2.4. (AMBROSETTI; PRODI, 1995, Teorema 1.9) Suponha ® : U — R dife-
rencidvel a Gateaux em U com @, : U — L(X,R) continua em u. Entao ® é diferencidvel
a Fréchet em u e ®'(u) = O (u).

Deste modo, se ® : U — R tem derivada de Gateaux continua em U entao ¢ €
CYU,R).

A seguir enunciamos o Teorema de Func¢ao Implicita, cuja demonstragao pode ser
encontrada em (AMBROSETTI; PRODI, 1995, Lema 2.1).

Teorema 2.2.5. Seja ' € C*(V x U,Y), com k > 1, onde Y é um espago de Banach e
V,U sao subconjuntos abertos dos espagos de Banach T e X, respectivamente. Suponha
que F(a,b) =0 e que F,(a,b) € Inv(X,Y). Entdo existem vizinhancas A C T do ponto
a e BC X do pontob e uma fungio g € C*(A, X) tal que

(i) F(z,9(2)) =0 para todo z € A.
(i7) Se F(z,w) =0 com (z,w) € A x B, entio w = g(z).

(iti) ¢'(2) = = [Fu(p)] ™" o Fy(p), onde p = (2,9(2)) e z € A.

2.3 Espacos de Sobolev Fracionarios

Seja 0 C R™ um aberto. Definimos para cada s € (0,1) e p € (1,00) o espago de

Sobolev Fracionario usual

WSP(Q) = {w e LP(Q) ; M € LP(Q x Q)} .
|z —ylr
Ressaltamos que tal espago ¢ um conjunto intermediario entre LP(Q) e W1?(Q), no qual

pode se considerar a norma

1
P

lwllwes@ = (g + [wWhyeng)”
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onde o termo

wlery = ( [ et w(”'pdxdy); , (2.4

| T — y|n+ps
¢é a chamada seminorma de Gagliardo de w.
Mencionamos que tal espaco vetorial normado é um espago de Banach, veja (DE-
MENGEL; DEMENGEL; ERNE|, 2012, Proposicao 4.24).
Assim como no caso classico em que s é um nimero inteiro, toda func¢ao no espaco
de Sobolev W#P(R™) pode ser aproximada por uma sequéncia de fung¢oes infinitamente

diferencidveis.

Proposicao 2.3.1. (ADAMS, (1975, Teorema 7.38) Para todo s € (0, 1), o espago C°(R™)

das fungoes suaves com suporte compacto é denso em W*P(R™).

Consideramos W3 (€2) o fecho das fun¢des C2°(€2) na norma || - [lwsr). Segue
imediatamente da Proposicao que WyP(R™) = W*P(R™). Porém em geral, para
Q C R", o conjunto C'°(Q) nao é denso em W*P(Q), isto é, W5*(Q2) # W=P(Q).

Para o estudo de propriedades do espago W*P({2), considere a seguinte terminolo-
gia.

Definig¢ao 2.3.2. Para qualquer s € (0,1) e p € [1,00), dizemos que um aberto 2 € R™
¢ um dominio de extensao para W*P se existe uma constante positiva C = C(n,s,p, Q)
tal que, para toda fung¢io w € W*P(Q), existe w, € W*P(R") de modo que w.(x) = w(x)

para qualquer x € e [[we||wsr@mny < Cllw||wsrq)-

Apresentamos a seguir os resultados de imersao dos espagos W*P()). Para isso,
recordamos que o expoente critico fracionario de Sobolev p% é dado por
x np
bs = .
n — sp
Teorema 2.3.3. (NEZZA; PALATUCCI; VALDINOCI, 2012, Teorema 6.7) Sejam s €
(0,1) e p € [1,00) tal que sp < n. Seja © C R™ um dominio limitado de extensao

para W*P. Entao existe uma constante positiva C' = C(n,p,q, s,2) tal que, para toda
w € W*#P(Q) temos

[wllza@) < Cllwllwer@),
para todo ¢ € [1,pf]. Isto é, os espagos W*P({2) estdao continuamente imersos em L9(£2),

com ¢ € [1,p;].

Além disso, o préximo resultado nos garante que tal imersao é compacta para q €
[1,p). Sua demonstracao pode ser encontrada em (NEZZA; PALATUCCI; VALDINOCI,
2012, Corolario 7.2).

Teorema 2.3.4. Sejam s € (0,1) e p € [1,00) tal que sp < n. Sejam q € [1,p%), @ C R”
um dominio de extensdo para WP e I' um subconjunto limitado em W*P?(Q). Entao I' é

pré-compacto em L4(Q), ou seja T é compacto.
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3 O Operado p-Laplaciano Fracionario

Considere 2 C R"™ um aberto, f € LY(Q) com g € [1,p%], e a equagdo diferencial
elitica
(—A)'w = f em Q, (3.1)

onde w € W*P(R") e w = 0 em R™\(.
Dizemos que w é uma solugdo cldssica do problema (3.1)) se w € W*P(R™) N C?*(Q)
e satisfaz (3.1)) pontualmente, ou seja para todo = €

Por outro lado, dizemos que w é uma solu¢do fraca do problema se para

toda ¢ € C°(Q) tem-se
(=Ap)*w, ) = (f,¢). (3.2)
Conforme definido posteriormente em ([3.10). Para tal, temos que basta w € W*P(R")

com w = 0 em R™\.

Ressaltamos que se w é solucao classica de entao w é ainda solucao fraca
de do problema. Entretanto nem sempre a reciproca é verificada. O nosso intuito sera
obter solugoes fracas para problemas similares a e, sob certas condi¢oes alguma
regularidade dessas solugoes.

Neste sentido, este capitulo é voltado ao estudo do espaco de Sobolev Fracionario,
que contém as possiveis solucoes fracas do problema , do operador p—Laplaciano

Fracionario e sua formulagao variacional.

3.1 Estrutura Variacional do Problema

Devido ao fato do problema envolver um operador nao-local, no sentido de
que o valor (—A,)*w(x) depende dos valores de w em todo R", expressamos a condigao
de Dirichlet w = 0 em R™\Q ao invés de 2. Sendo assim, consideramos o subespago
linear fechado

Xo={w e W*(R") ; w=0 q.t.p em R"\Q},

com a norma induzida do espago W*P(R"),

1
lwllxe = (lwlf @) + [0yargn)” -

Note que para toda w € Xo temos ||w||z»@ny = ||w]|zr() € a seminorma de Gagliardo de
w ¢é dada por
jw(z) —w(y)l”
[w]gvs,p(ﬂgn) = dxzdy,

Q |z —ylrir
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onde @ = R"™ x R™\ (2 x Q°), denotamos entao, por simplicidade, [w]{jvs,p(Q).

Como €2 C R™ é um domininio aberto limitado com fronteira suave, temos que o
conjunto C2°(§2) é denso em X, conforme o seguinte resultado provado em (FISCELLA;
SERVADEIL; VALDINOCI, 2015, Teorema 6).

Lema 3.1.1. Seja Q um subconjunto aberto de R™ com fronteira continua. Entdo, para

toda w € X existe uma sequéncia @. € C(Q) tal que ||p. —w|| — 0 quando £ — 0.

Ressaltamos que X é um subconjunto de W*P(Q)) e ainda, pelo Teorema e
o Teorema temos que a imersao Xy < L%(Q2) é continua para ¢ € [1, pi] e compacta
para g € [1,p;).

Denotamos por C' a melhor constante de Sobolev para a imersiao Xy — LP: (1),

C= sup Hw”Lw (3.3)
wexo\(oy  wlix,

Podemos munir o conjunto X, da norma || - || = [Jws»(g). De fato, para que
[-lwsr(q) seja uma norma em X, basta provarmos que se [w]ysrg) = 0 entdo w = 0 q.t.p
em R" ja que as demais condi¢oes sao imediatas.

Suponha [w]ws»rg) = 0, entdo pela relacdo (2.4) temos w(x) = w(y) q.t.p em Q.
Como w € Xj entao w = 0 q.t.p em R™\Q, consequentemente w = 0 q.t.p em R".

Assim (Xo, || -]]) é um espago vetorial normado. Temos ainda que || - ||x, € || - || sdo
normas equivalentes, devido a seguinte desigualdade do tipo Poincaré Fracionaria para a

seminorma de Gagliardo.

Lema 3.1.2. (BRASCO; LINDGREN; PARINI, 2014, Lema 2.4) Sejam s € (0,1), p €
[1,4+00) tais que sp < n e  um conjunto aberto e limitado. Entao existe uma constante

positiva C' = C(n,p, s,) tal que, para toda ¢ € C°(2) temos

’|90HZ£P(Q) < C[‘PWV&P(Q)'

Por um argumento de densidade, tal resultado é valido para qualquer w € Xj.
Desta forma, aplicando o Lema [3.1.2] existe C' = C(n, p, s, ) tal que para toda

w € X, tem-se

||w||ip(9) + [w]];vs,p(Q)

< Cln,p,s, Q)[w]];vs,p(Q) + [w]];vs,p(Q)
= (C(n,p,s, Q) + D[whyeng) (3.4)

lwli,

consequentemente as normas || - ||x, e || - || sdo equivalentes.
O resultado a seguir nos fornece uma importante propriedade geométrica do espago

(Xo, || - ||). Por completude reproduzimos sua demonstracao, a qual pode ser encontrada

em (TANNIZZOTTO; SQUASSINA| 2013, pagina 4).
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Lema 3.1.3. O espaco (Xo, || - ||) € uniformemente convexo, em particular, um espaco

reflexivo.

Demonstragio. Considere a fungao F' : Xg — LP(Q), 1 < p < oo, definida para cada

w € Xy por
Flw)(e,y) = YD =0W e

o =y

Note que F' é uma isometria linear, pois para qualquer w € X, temos

1
w(z) —w@) .\’
1) ooy = (/ ey )" =

Afirmamos que F(Xj) é uniformemente convexo. De fato, sejam ¢ > 0 e f,g € F(X,)

tais que || fl|zr@) < 1, |9]ler@) < 1 e || f —gllir@) > €. Como em particular f,g € LP(Q)

e, pelo Lema [2.1.10], tal espago é uniformemente convexo, entao existe o > 0 tal que

Lr(Q)

logo F(Xy) é, conforme afirmamos, uniformemente convexo.

Mostraremos agora que X, é uniformemente convexo. Para tanto, consideremos
e >0ewv e X satisfazendo ||w|]| < 1, ||v]| < 1 e |lw—wv| > e. Pelo fato de F ser
uma isometria segue que ||F(w)|| < 1e ||[F(v)|| < 1. Como F também é linear, entao
|F(w) — F(v)|| = ||F(w—wv)|| = ||lw—wv] > e. Assim, pela convexidade uniforme de
F(Xo) existe § > 0 tal que

F F
HW(”) <1-4s (3.5)
2 Lr(Q)
Mas, das propriedades de F' temos Hw Q) = | “£2]]. Consequentemente
Xo é uniformemente convexo.
Segue do Lema [2.1.12] que (X, || - ||) é um espago reflexivo. O

Como consequéncia desta propriedade topolégica de X, temos o seguinte resul-

tado, o qual fornece caracteristicas das sequéncias limitadas neste espago.

Lema 3.1.4. Seja (w,) uma sequéncia limitada em Xo. Entdo existe w € Xy e uma
subsequéncia (wy, ), a qual denotamos simplesmente por (wy,), tal que valem as sequintes

CONVETGENCIAS:

w, = w fracamente em Xy,
w, —w fortemente em L%(Q), para 1 < q < pi,

w, = w q.t.p em (.
_Pi
Além disso, se [ € L*:-5(Q) para algum > 1 entdo

/Qf(a:)|wn\5dx - /Qf(x)\w\ﬁd:c—iro(l). (3.6)
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Demonstragio. Seja (w,) C Xy uma sequéncia limitada, como X, é um espago de Banach,
pois é um subespago fechado do espago de Banach W*P(R™), e também ¢ reflexivo, devido
ao Lema , entdao pelo Lema temos que existe uma subsequéncia (wy, ), a qual
denotamos por (w,) e w € X, tal que w, — w fracamente em Xy, quando k — co. Pelas
imersoes compactas de Sobolev, Lema temos w,, — w fortemente em L9(f2), para
1 < ¢ < p:. Ainda, segue do Lema que wy(z) — w(x) q.t.p em Q.

_Ps
Suponha agora f € L»i-7(Q)) para algum [ > 1. Através das imersdes continuas

do espago Xy, Teorema [2.3.3] e a contante (3.3) obtemos

Mwal®ll 2 = llwall s ) < C7llwall®.

Como a sequéncia (w,) é limitada em X,, entdo (|w,|?) C L%S(Q) ¢ limitada. Temos
ainda, por w,, — w q.t.p em Q, que |w,|® — |w|’ q.t.p. em Q. Assim, pelo Lemam

lw,|? = |w]®  fracamente em L%S(Q).

*

Segue entao do fato de f € L%(Q) = (L%(Q))*, da convergéncia acima e da definigao

de convergéncia fraca, que

nm/Qf(a;)\wn\ﬁdx:/Qf(g;)\w\ﬂdx.

k—o00

[]

O resultado a seguir é importante para garantirmos posteriormente a regularidade

do funcional associado ao problema.

Lema 3.1.5. Seja €2 C R" um dominio limitado e 1 < ¢ < p < r < pi. Suponhamos

que as fungoes a e b sao mensurdveis com a € L7() onde v = pfé‘q ebe L7(Q2) onde

o = 2~ Entdo os operadores Hy, Hy : X — R definidos por

*
pPs—T

Hy (w) :/Qa(:c)|w|qu ¢ Hy(w) :/Qb(:c)|w\7"d:c,

sdo de classe C'(Xy,R). Suas derivadas de Fréchet em w sdo dadas por
(H(w),0) = q [ al)lwl"2wods,
Q

(Hy(w),v) = r/gb(x)]w[’””wvdx.

Além disso, se w, — w fracamente em Xy, entao (H!(w,),v) — (H!(w),v) para i = 1,2
e toda v € X.

Demonstracao. Mostraremos inicialmente que H; e Hy sao diferenciaveis no sentido de

Gateaux. Sejam w,v € Xy quaisquer e t € (0, 1), entao

_ a _ |4
Hl(w—I—tUt) Hi(w) :/ a($)|w—|—tv|t |w| s
Q
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Observe que para qualquer x € €2, o Teorema do Valor Médio garante a existéncia de
6 € (0,1) tal que

w(@) + tv(@)|? = [w(@)]? < qlw(@) + Otv(@)|"*(w(@) + Otv(@)) (tv(z)),
donde segue que

fole) =P < ool fute) + Oro(a) o)

< gla(@)| (Jw(@)| + [o(z))* o(z)],

ja(z)]

pela Desigualdade de Holder garante-se que tais estimativas estao em L'(£2).

Desta forma, segue pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, enun-

ciada no Lema [2.1.4], que

, L Hi(w+tv) — Hy(w)
(Hi(w),v) = lim t

told — Jwle
= /a(x)lim wt ol = ol dx
t—0 t

Q
= q/ﬁa(m)|w|q_2wvdx. (3.7)

Obtemos assim, a expressao para a derivada de H;. Provamos o caso Hs de forma seme-
lhante.

Mostraremos agora a continuidade da derivada de Gateaux. Considere w,, — w em
Xo. Entao, passando a uma subsequéncia se necessério, wy,(x) — w(x) q.t.p em Q. Segue
entdo, utilizando a desigualdade (2.3), a Desigualdade de Holder e a Imersao , que

18 (wn) = Hi(w)llxg = sup | (Hi(wn) - Hi(w),v) |
< sup g [ a(@)] |lwa|" 2w, — w|"w| [v]de
lol=1 " /&
< sup C | a(@)|lw, — w|""|v]dz
lvfl=1 Q
q—1
< sup Cllallis@lhwn = wlly; g vl o
< sup Dlaflz@lwn — w]*|lv]

l[oll=1

Dllal|z@llwn — wl]|*™, (3.8)

onde D é uma constante positiva, o que nos garante que H; é continuo. A prova da
continuidade do operador H) segue de forma semelhante, utilizando-se a desigualdade
(2.2). Desta maneira, segue do Lema que Hy, Hy € C1(Xy, R).

Para a justificativa da ultima parte, suponha (w,) uma sequéncia limitada em X
tal que w,, — w fracamente em X, entao pelo Lema|3.1.4/w,, — w q.t.p em 2. Assim para

toda v € Xy temos |w, |9 ?w,v — |w|9"2wv q.t.p em Q. Além disso, seja ¢ = q/(¢—1) o
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expoente conjugado de ¢, pela desigualdade de Holder obtemos

* ® i*
lwn|*Pwpvl] b = </ a7 [0 st:ﬁ)zas
L7 (Q) Q

IN

P Py
”wn| LPE(Q) LP5(Q)"

*

Logo, pela limitacio de (w,), a sequéncia |w, | *w,v é limitada em L%(Q) Segue entao,

pelo Lema [2.1.8 que |w, |7 ?w,v — |w|"?wv em L%(Q)

P

Como a € L7-1(Q) = (L (Q))*, entdo pelo fato de |w,|72w,v — |w]9~2wv em

el
‘Q‘m*

La(Q) e a definigao de convergéncia fraca segue que

/a(x)|wn|q’2wnvdx%/a(x)]w[q’Qwvd:c.
Q 0

Logo (H/(wy,),v) — (Hj(w),v) para toda v € Xj.
Justifica-se de maneira semelhante ao que foi feito acima, que (Hj(w,),v) —
(H)(w),v) para toda v € Xj. O

3.2 O Operador p-Laplaciano Fracionario

Sejam s € (0,1) e p € (1,00). O operador p—Laplaciano Fracionario (—A,)* ¢

definido pontualmente, a menos de uma constante de normaliza¢do, como

(C A, () = 2Tim (@) = eI (el0) = W)y - cpn (3.9)

=0 JR7\ B(z,¢) |J; _ y|n+ps

para cada ¢ € C°(R™). A constante de normalizacdo é definida em (ANTIL; WARMA|
2018) por

P 225—1F sptn
Cn,p,s) = —22 T

27 T(1 — s)D(2E)’

sendo I' dada, para cada r > 0, por

No caso particular, e muito importante, em que p = 2 o operador (—A,)® se reduz ao
Laplaciano Fracionario, o qual é denotado simplesmente por (—A)®.

Uma caracteristica tipica destes operadores é a nao-localidade, no sentido de que
o valor (—A,)*¢(x) em qualquer ponto x €  ndo depende somente dos valores na vizi-
nhanca de x, mas sobre todo R™. Nesse sentido, e devido a natureza aleatoria do processo,
é natural expressar a condigao de Dirichlet em R™\Q ao invés de 9. Por isso, procuramos
solugoes fracas no espago de fungdes W*P(R™) que se anulem fora de €2, mais precisamente,
o espaco Xj.

Sejam X o espago dual de Xy e (-, ) a aplicacdo dualidade entre X} e Xy. De-

finimos a forma variacional do operador p—Laplaciano Fraciondrio como o operador nao
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linear (—A,)* : Xy — X, o qual associa para qualquer w € X; o operador (—A,)*w que

age em cada v € X, através da relacao

(o) = [ 120 0O (0le) - 00)0() =l

oy
Por questdo de notagdo consideramos w(z,y) = |w(x) — w(y)[P~?(w(z) — w(y)), conse-
quentemente
w(x —u(y
(—Ay)°w,v) / |x— |n+p8 ( ))dxdy. (3.10)

Note que para cada w € X, o operador (—A,)*w ¢ linear e limitado. De fato, pela
defini¢do (3.10) e as propriedades da integral, segue que (—A,)*w é uma transformacao

linear. Além disso, para qualquer v € X, temos pela desigualdade de Holder que

: (@) = wyl o) = v(y)
e | < m—|“m ey
S( w@ﬂmwm@p<rmwww%wy
Q |z—ylrtrs Q |z —ylrtre
=l ol

como w,v € Xy, entdo o operador é limitado.

Recordamos que o operador Laplaciano, —A, é linear, assim como o Laplaci-

S

ano Fracionario (—A)®. Por outro lado, no caso geral em que p # 2, os operadores

p—Laplaciano —A,, bem como o p—Laplaciano Fracionario (—A,)® nao sao lineares. En-

$ é um operador (p — 1)-homogéneo, isto é, para toda

tretanto destacamos que (—A,)
w € Xgea>0tem-se (—A,) (aw) = a? 1 (=A,) w.
De fato, sejam w, v € Xy quaisquer e a > 0. Entao pela defini¢ao (3.10))

(=Ap)(aw),v) = /Q&p_ w(l’,y)(v(m)—v(y))dmdy.

o — gl

= <o/’_1(—Ap)5w, v> .

Como ja mencionamos anteriormente, nosso intuito é encontrar solugoes fracas
para o problema (3.1). Mais precisamente, pela relagdo (3.2), buscamos w € Xy que

satisfazem
(=Ap)"w,0) = (f, ),

para toda ¢ € Xj. Ou seja, pela definicao (3.10), w € X é uma solucao fraca de (3.1]) se
w =0 em R"\Q e satisfaz

/w |x_ |n+ps = ))df”dy—/f Jpd. (3.11)

para toda ¢ € Xj.
O resultado a seguir relaciona a derivada de Fréchet de um funcional com o opera-

dor p—Laplaciano Fracionario. Tal resultado sera 1til para garantirmos posteriormente a
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existéncia de um funcional associado ao problema ((3.1]). Por esta razao, reproduzimos sua
demonstracao, a qual pode ser encontrada em (PUCCI; XIANG; ZHANG, 2015, Lema
2).

Teorema 3.2.1. O funcional I : Xqg — R dado por
1
I(w) = —||w]|?,
(w) pH I

¢ de classe C'(Xy,R) e sua derivada de Fréchet em w € Xy é dada por (I'(w),v) =

(—Ap)*w,v), para toda v € Xy. Além disso se w, — w fracamente em X, entdo

<(_Ap>5wn’ §0> — <(_Ap)sw7 90> )
para toda ¢ € Xo, quando n — 0.

Demonstrag¢io. Consideremos a fungio definida em Xy x Q\{(z,y) € Q ; * =y} por

w(z) - wiy)”

o =y

Glw,z,y) =

Note que, para quaisquer w,v € Xy e t € (0,1) temos pela relacdo (2.4) e a definigdo de

G, que
I(w + tv) — I(w) |(w + tv)(z) — (w + tv)(y)|P — |w(x) —wy) P
= / dzxdy
t t’x _ y’n+ps
Gw+tv,z,y) — G(w, z,y)
= - . 12
p/Q ; dxdy (3.12)
Pelo Teorema do Valor Médio, para cada (x,y) € @ existe § > 0 com 60t € [0, 1] tal que
Glw+tv,z,y) - Gw,z,y)| _ |(w+0tv)(z) — (w+0tv)(y)["~ o(z) — v(y)]
t -7 | — y|rtes
|lw(z) —w(y)] +|v(z) — o)~ v(z) — v(y)]
> P
o =y

Por meio da desigualdade de Holder e a desigualdade (2.1]), confirma-se que
lw(@) = w(y)l + o) = v(y)|Pfo(@) —v()] £YO)

o =y

Deste modo, retornando a (3.12)), segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Le-
besgue, a defini¢ao de G e (3.10) que

lim I(w+ tv) — I(w) _ 1 lim G(w+tv,z,y) — G(w’x’y)dxdy.
t—0 t pJQt—=0 t
_ p_ _ P
1 me+wmw (w4 )W) = o)~ wl)l,
Qt%ﬂ t|q; — y|n+P3
p 2 — —
_ /hv PP (wle) —w@) (o) o),
o — g

= () w).
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Assim obtemos a expressao da derivada de Gateaux do funcional.
Pelo Lema2.2.4) para que I € C''( X, R) resta garantir que tal derivada ¢ continua.
Para tanto, consideramos uma sequéncia (w,) € X, tal que w, — w em X,. Notamos

entao que a sequéncia definida por

( wn (2, y) )
n+ps )
‘l’— 1 neN

é limitada em L?(Q), onde ¢q é o expoente conjugado de p, pois

wn(2,y)
n+ps

= [Jwn 7. (3.13)
|z —y|

Li(Q)

Pelas imersoes do espaco X, e o Lema [2.1.5] podemos supor, passando a uma

subsequéncia se necessario, que w, — w q.t.p em R™. Assim notamos que

wp(T,y w(T,y
‘ ( ‘nJr)ps —> ’ ( ’nzps qtp €1m Q
rT—y T —y| ¢

Entao pelo Teorema da convergéncia dominada obtemos

wn(x,y) - U)(I,y)

q q

wy(r,y) —w(z,y)

lim =0
|z —y|

n—oo

= 0. (3.14)
L(Q)

L1(Q)

Agora, utilizando a expressao e a desigualdade de Holder obtemos

1 (wn) = I'(w)llx; = sup [(I'(wn) = I'(w), ) |

lll=1

IN

1 [|w,(x, T
~ s e —sm g
lell=1P |z —y| L9(Q)
_ Lw(z,y) —w(z,y)
- n+ps
p [z —y| La(Q)

Segue entao da relagao que |[I'(un) — I'(w)| x; — 0 quando n — oo. Desta forma
a derivada de Gateaux de I é continua em Xj. Pelo Lema temos I € C*(Xo,R),
concluindo a demonstracao da primeira parte.

Para justificar a tltima parte, consideramos (w,,) C X tal que w,, — w fracamente
em Xy. Pelo Lema temos (w,) limitada em Xj. Note entao pela relagao que
a sequéncia wy,(z,y)/|r — y\w% ¢ limitada em L?(Q), onde g é o expoente conjugado de
p. Além disso, segue do Lema que w,, — w q.t.p em R"”, a menos de subsequéncia,

donde decorre que

Wy (T, y w(x,y
( ”+)PS — ( nv)Lps qtp €m Q
[z —y| [z —y|

g 7 _ p
DAY Ix—|"m Q |z —y|rtes

1
P
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Assim, segue do Lema que

wn(2,Y) w(z,y)
n+ps - n+ps em Lq(Q)
|z —yl |z —y|

Por outro lado, para toda v € X temos

) ) ¢ @) = (@)

|q; — y|(”+P5)/p

Consequentemente, pela definicdo de convergéncia fraca obtemos, para toda v € Xy que

A R T Py S S 7 P
Q |z — y|rtes Q |z -yt

quando k — co. Ou seja, pela definicao (3.10), ((—A,)%w,, v) = ((—A,)*w, v) para toda
v E X(). ]

3.3 Principio do Maximo e Regularidade

Quando queremos justificar a positividade de certa solugao associada a um ope-
rador elitico recorremos a resultados conhecidos como Principios do Mazrimo. Posterior-
mente tentaremos justificar que certas solugoes envolvendo um operador p—Laplaciano
Fracionario sao positivas.

A seguir apresentamos um resultado do tipo Principio do Maximo para o opera-
dor p—Laplaciano Fraciondrio. Sua demonstracdo pode ser encontrada em (BRASCO;
FRANZINA| 2014, Teorema A.1).

Lema 3.3.1. Sejam s € (0,1), p € (1,00) e Q C R™ um conjunto aberto limitado e
conexo. Se w € Xo\{0} € tal que w >0 q.t.p em Q e

(=Ap)*w,v) >0,
para toda v € Xg comv >0 q.t.p em §2, entdo w > 0 q.t.p em €.

Conforme ja mencionado anteriormente, nosso intuito é obter solugoes fracas para
problemas similares a (3.1)) e, sob certas condigdes alguma regularidade dessas solugoes.
Consideramos entao as seguintes terminologias.

Para todo « € (0,1] e toda w :  — R mensurdvel, definimos

[w]ca @ — Sup
z,yEQ xHy

C*(@Q) = {w € C() ; wleagg < oo},

sendo este ultimo um espago de Banach com a norma |Jwl|| co@) = |lw]| oo () + [w] Co@)-
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Dizemos que (—A,)°w < f fracamente em €2 se

(=4p)w, ) < (f,¢),

para toda ¢ € Xy com ¢ > 0. De forma similar define-se (—A,)°w > f fracamente em
2. Visto que para todo K > 0 e (2 limitado, tem-se =K € X, convencionamos que
|(—=A,)*w| < K fracamente em (2 se —K < (—A,)*w < K fracamente em .

O seguinte resultado garante que se f € L1(Q2)NL>(Q2) e 2 é um dominio limitado
com fronteira suave, as solugoes fracas de sao a—Holder continuas até a fronteira,

para algum « € (0, 1).

Lema 3.3.2. (IANNIZZOTTO; MOSCONI; SQUASSINA| 2014, Teorema 4.4) Sejam
s € (0,1), p € (1,00) e Q um dominio limitado com fronteira suave. Suponha w € X
satisfazendo |(—A,)*w| < K fracamente em () para algum K > 0. Ent@o existe uma

constante positiva C' = C'(n, p, s,Q) tal que
w(z)| < (CK)7716°(x) q.t.pem €,

onde §(x) = dist(x,§2°). Além disso, se f € L*®(Q) entdo existe a € (0, s] tal que, para
toda solucdo fraca w € X do problema (3.1), w € C%(Q) e

_1
[wl| Lo () < C|’f\|f£(g)-
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4 O Nosso Problema

Nosso objetivo neste capitulo é obter condig¢bes suficientes sobre um parametro
positivo A, a fim de garantir a existéncia de ao menos duas solugoes fracas nao negativas

em X, para o problema

) (—A))*w = a(x)|w]! 2w + \b(z)|w]" 2w em Q
* w = 0 em R™\.

Para tanto, consideramos 2 C R™ um dominio limitado com fronteira suave, isto é, um
subconjunto aberto de R™, conexo e nao vazio. Os valores s € (0,1) e p € (1,00) s@o
fixados de forma que sp < n, A é um parametro real positivo e os expoentes satisfazem a
relagao 1 < g <p <r < pi.

Consideramos também que as fungoes peso a,b : 2 — R sdao mensuraveis e cum-

prem as seguintes condic¢oes:

*

(H) 0<a e aelL¥(2) onde v=

et

(Hy)) b#0 e beL7(Q) onde o= £

ps—r’

Recordamos que solugdes fracas associadas ao problema geral (3.1)) sdo elementos
de X, que satisfazem ({3.2)). Portanto, neste caso, w € X, é uma solucao fraca de (P)) se

satisfaz, para toda v € X,

/w |a: U<y))dxdy:/ﬂ () |w]*™ 2wvdx+)\/ z)|w| " Pwuda.

_ |n+ps

Para obtermos solugoes, faremos uso de argumentos de minimizagao sobre a vari-
edade de Nehari, definida em . O resultado central deste capitulo é a demonstragao
do Teorema [I.0.T] no qual garantimos a existéncia de duas solugoes distintas, que sdo nao
negativas em ().

Observamos que se substituirmos a hipotese (H,) por

*

(H)) 0<b e beL°(Q) onde o= -2

* )
ps—T

e obtermos solugoes fracas w € X, ndo negativas para o problema (P,), entao pelo fato

de a,b > 0 tais solucOes satisfazem, para toda ¢ € Xy com ¢ > 0

(8w, ) = [ a@hel"weds+ X [ bl weds > 0.

Assim, o Principio do Maximo para o operador p—Laplaciano Fracionario, enunciado no

Lema |3.3.1} garante que as solugoes fracas sao, neste caso, w > 0 em quase toda parte de
Q.
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4.1 Formulacao Variacional

Nesta segao garantimos a existéncia de um funcional associado ao problema (P,) e
estudamos certas propriedades basicas do mesmo. Consideramos sempre o conjunto Xj,

munido da norma
[wll = [w]wsrq)-
Para cada A > 0 associamos ao problema (P) o funcional J, : Xy — R, dado por

Iw) = el =+ [ a@fids = [ o)l (a.1)

para cada w € X,. Note que tal funcional esta bem definido, pois utilizando a desigual-

dade de Holder, a imersao continua do espago Xy e a constante ((3.3)), obtemos

‘/ x)|w|dx
‘/ x)|w|"dx

Observe também, pelos Teoremas [3.1.5] e que Jy € C'(Xp,R) e sua derivada de

Fréchet em cada w € X age sobre qualquer v € X através da relacao

< lall @ C*flw], (4.2)

< [[bllzo @) C" [[wl)" (4.3)

/ wl |a:— |n+ps dwdy / z)w]?” 2wvdx—)\/ z)w|" " *wodz.(4.4)

Desta forma os pontos criticos de J) sao solugoes fracas do problema (Py). Nosso
objetivo entao, ¢ utilizar técnicas de minimizacao para encontrar pontos criticos nao
triviais e nao negativos de J,.

Ressaltamos que sobre X tal funcional nao ¢ limitado inferiormente. De fato, pela
hipétese (Hp) podemos tomar w € X onde [, b(x)|w|"dz > 0, temos assim por que
Jr(tw) — —oo quando t — oo, pois ¢ < p < 7.

Para contornar o fato que o funcional .J, nao é limitado inferiormente em X iremos
restringir o dominio a um subconjunto de X, de modo que em tal conjunto ainda estejam

contidos os pontos criticos de Jy.

4.2 A Variedade de Nehari

Nesta secao introduzimos a variedade de Nehari associada ao nosso problema. Pro-
varemos resultados a respeito do comportamento do funcional .J, sobre este subconjunto,
bem como apresentamos propriedades essenciais do mesmo.

Como nao estamos interessados na solugao trivial, consideremos o subconjunto de
Xo\{0} definido, para cada A > 0, por

= {w € Xo\{0} ; (Ji(w),w) = 0}. (4.5)
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Suponha que w # 0 é um ponto critico de Jy, ou seja, Ji(w) = 0 em X, entdo w pertence
ao conjunto INy. Assim, Ny é uma restricdo conveniente para o problema de encontrar
pontos criticos nao triviais de Jy. Este conjunto é classicamente chamado de variedade
de Nehari, mesmo que em geral nao seja uma variedade. Para mais detalhes a respeito,
recomendamos o trabalho de Szulkin (SZULKIN| 2011)), bem como suas referéncias.

Decorre da definicao da variedade de Nehari e da relagao que w € N, se, e
somente se,

|w|] #0 e ||w||p:/Qa(:v)|w|qd:v+A/Qb(x)|w|’"d:v. (4.6)

Além disso, dada qualquer w € X,\{0}, definimos a funcao fibramento associada
a w por ¢, : (0,00) — R onde ¢, (t) = Jy(tw). Deste modo

w

& (1) :tp—1||w||p—tq—lfga(x)wdx—ﬂ—u/ﬂb(x)mrda;.

Segue entao da caracterizacao (4.6) que tw € N, se, e somente se, ¢, (t) = 0. Em

particular, w € Ny se, e somente se, ¢, (1) = 0.

Observacao 4.2.1. Com base nas caracterizagoes obtidas acima, a variedade de Nehari

Ny pode ser escrita como

Ny = {we Xo\{0}; (Ji(w),w) =0}
= {w e Xo\{0} ; #,(1) =0} (4.7)
_ {w € Xo\{0} ; ||w||P:/Qa(x)|w|qu+A/Qb(mwrdx}.

Observacao 4.2.2. Podemos caracterizar também a acao do funcional Jy sobre Ny. Dada

w € Ny, pelas relagoes (4.1]) e (4.6) obtemos

Bw) = Sl =2 [ a@ofids = [Jul” = [ (o))

— (Tp_rp> Jwl||P <Tq_rq> /Qa(x)]w]qu. (4.8)

De forma analoga obtemos para cada w € N,

Tauw) = (qp‘qp> o (q D)o [ el (19)

Recordamos na sequéncia a seguinte terminologia:

Defini¢ao 4.2.3. Um funcional ® : Xy — R € dito coercivo se ®(w) — +oo quando

||w]| — oc.

O resultado a seguir apresenta informacgoes a respeito do comportamento do fun-

cional J sobre a variedade N,.
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Lema 4.2.4. Suponha (H,) e (Hy) satisfeitas. Para cada X > 0 o funcional Jy é coercivo

e limitado inferiormente em N .

Demonstragio. Para cada w € N, pela relacao (4.8) e a desigualdade (4.2]) temos

rT—D r—q
nw = (LYol () ol

pr

r—p p—q_ [ 4 C q
()t = ("= ol fulr

Observe que se ||w|| — oo, entao Jy(w) — 0o, haja visto que ¢ < p < r, logo o funcional

wl?

é coercivo. Desta forma, existe M > 0 tal que Jy(w) > 0 quando ||w| > M. Caso
0 < |lw|| £ M, entao

r—dq
J)\(’LU) Z — ( ar > ||a||m(Q)C'qu,

ou seja, o funcional J, também ¢é limitado inferiormente em N.

Em consequéncia deste resultado podemos definir, para cada A > 0, o valor

e\ = wiélz\ffA{J’\(w)}’

A seguir apresentamos uma condicao para que minimos locais do funcional J, sobre a
variedade N, sejam pontos criticos de Jy sobre todo o seu dominio Xj.

Considere o subconjunto de Ny

NY ={w € Ny ; ¢/(1) =0}.

w

Pela definicio da funcio fibramento e a caracterizacao (4.6), w € NY se, e somente se,

(0= llwll” = A= ) [ o)l da. (4.10)

Lema 4.2.5. Seja wy um minimo local do funcional Jy\ restrito a variedade de Nehari

Ny, com wg ¢ NY, entdo Jy(wy) =0 em X§.

Demonstracao. Por wg ser um minimo local de Jy, existe uma vizinhanca V' C Xy de wy
tal que

Jx(wp) = wen\l/'iﬂnNA Ja(w),

ou, considerando I (w) = (J5(w), w), por (4.5)) temos

J — min Jy(w).
A(wo) Lo Mw)
Iy (w)=0

Pela Teoria de Multiplicadores de Lagrange (veja Lema [2.1.15]) segue que existe p € R tal
que Ji(wo) = pIi(wp). Como wy € Ny entdo pela relacao (4.6)) vale

0 =< Jy(wo), wo >= p < I\ (wy), wy >= p¢l,(1).
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Mas wy ¢ NY e assim ¢!/ (1) # 0. Portanto p = 0 e consequentemente J} (wp) = 0 em X{.
O

Com o intuito de que tal conclusao seja valida para qualquer minimo local em N,
vamos apresentar uma condigdo para que se tenha NY = ). Antes disso, vamos definir
uma funcdo auxiliar, analisar seu comportamento e identificar seu ponto de maximo,
informagoes que usaremos na demonstracao dos resultados posteriores.

Dada w € X,\{0}, consideremos a func¢ao m : (0,00) — R dada por
m(t) = =" ||w|]” — tq—’“/ga(g;)\wwdx.
Observe que por , tw € N, se, e somente se,
- A/ 2wl d. (4.11)

Ressaltamos também que m possui um tnico ponto critico, a saber
r—q)\ [qa(x)|lw|ldx
tmax:tmax(w): l( ) @ ( )’p’
r—p [[w]

o qual é um ponto de méximo global para m pois m”(t,e.) < 0. Assim m/(t) > 0 para

_1
P—q

9

t € (0,tma) € M (t) <0 para t € (tyae, o0). Temos ainda pela definigao de t,,,, que

r—p

M(tnas) = ko0, [0 55 ([ a(@wfrae) " (4.12)

r—p
onde k(p,q,r) = () (=5) "
Consideremos a seguinte constante positiva

p(g—

k(p,q,7)C = :

rT—p Y

1]l o e llall £ oy

A= (4.13)

e também conjunto
Zy = {w € Xo; / a(z)|w|ldx = 0} .
Q
Entao afirmamos que para cada w € Xo\Z, e A € (0, A), temos a seguinte estimativa

tmas) > A/ o)l d. (4.14)

De fato, segue da relacao (4.12) e da desigualdade (4.2)) que

_r-p
Mtmas) > ko, q.7)llw]” (lally@C7) 7
p(g—r)

= Jlwl" (bl e @ 16l| 77 o)) e (p, g, 7 )Ha||m (C v ),
entao pela definicao de A, o fato de A € (0, A) e a desigualdade (4.3)), temos

M(tmas) = Allw|["[|b]|ze @) C"
> )\/ x)|w|"dz,
o que mostra a validade de (4.14)), para w € Xo\Z, e A € (0, A).

Temos a seguinte condi¢do para que o conjunto N seja vazio.
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Lema 4.2.6. Suponhamos que as hipdteses (H,) e (Hy,) sejam satisfeitas. Entao existe
A= A<pa q,7, ||a||L7(Q)a ||b||LU(Q)) > 07 de modo que N)? = @ se A€ (OvA)

Demonstragdo. Seja A pardmetro positivo dado por (4.13). Suponha por contradi¢dao que
existe w € NY para todo A € (0,A). Segue da caracterizagao (4.10)) que

(p - q) w]? = )\/Qb(x)]w|"dx. (4.15)

r—q

Como w € N,, utilizando a relagao (4.6 obtemos também

r

r—p P _ q
( _q) o] —/Qa(x)|w| dz. (4.16)

Considere a funcao m associada a w. Para todo A > 0, m(tmne) ¢ dado por (4.12)),
substituindo entao a desigualdade (4.16]) obtemos

r—p

ee=a) [ (7 —p o Pe
mltnes) = Kol 55 (222 ol

- (2= jur

r —
_ )\/b "de,
[ (@)l

onde a ultima desigualdade segue de (4.15)).
Por outro lado, decorre de (4.16) que w ¢ Z,. Dali, a relacao (4.14) garante que
M(tmaz) > A Jo b(x)|w|"dx para cada A € (0, A), nos levando a uma contradi¢do. Portanto

nao pode existir elemento em NY quando A € (0, A). O

Em virtude deste resultado e do Lema segue que, se A € (0, A), entdo todos
os minimos locais do funcional .Jy, restrito ao subconjunto NN, sdo pontos criticos do
funcional e consequentemente solugoes do problema (Py). Consideramos entao A € (0, A)
e passamos ao objetivo de encontrar minimos locais do funcional Jy sobre N,.

Visando a multiplicidade de solugoes, dividimos a variedade de Nehari N,, da
mesma forma que (TARANTELLO, [1992), convenientemente em dois subconjuntos, a

saber

N = {we Ny ¢h(1) >0}, (4.17)

w

Ny = {we N,; ¢l(1) <0}. (4.18)

w

Através da defini¢do da fungao fibramento, da caracterizacao (4.6)) e (4.17)), para

toda w € Ny, obtemos que

(r=p)wl” < (r—q) /Q a(x)w|"dz. (4.19)
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Por meio de (4.18), da definigao de ¢, e da caracterizacio (4.6, para toda w € Ny,

temos que

(0= Dllwl? < (= A [ bla)lulda. (4:20)

Observamos que a norma dos elementos do conjunto N, ¢ limitada inferiormente

por uma constante. De fato, dada w € Ny , pela caracterizagdo (4.20)) e a desigualdade

(4.3) segue que

= a)lwl” < Ao =q) [ b@)lulds
< A = @bl C w]",

consequentemente
1

< |lwl. (4.21)

A = @)|b]| 2o C"

Observagao 4.2.7. Para toda w € Ny, seque da caracterizag¢io (4.6) e a defini¢ao da

funcao fibramento que

#u(1) = 0 =) [ al@)wl'de — (r=p)A [ ba)ul dr. (4.22)

Para a demonstragao do resultado posterior, vale destacar o seguinte fato.

Observacao 4.2.8. Seja (w,) C Xy € uma sequéncia limitada, entdo pelo Lema m

temos w, — w fracamente em Xj. Pelas hipoteses (H,) e (H;) sabemos que a € L7(Q2)

onde v = pf%q ebe L7(Q) onde o = pf—iﬂ. Assim, segue ainda do Lema |3.1.4 que
/ a(x)w,|'dz = / a(x)w]idz + o(1), (4.23)
Q Q
/ b(z) w,|"dz = / b(z)w|"dz + o(1). (4.24)
Q Q

O seguinte resultado fornece caracteristicas da variedade de Nehari Ny, bem como

dos subconjuntos Ny e Nj .

Lema 4.2.9. Suponha que as hipdteses (H,) e (Hy) sejam satisfeitas e A € (0, A). Entao
(1) o conjunto Ny € fechado em Xo\{0};
(it) os conjuntos Ny e Ny sdo fechados em N.

Demonstragio. Considere uma sequéncia (wy) C N, tal que wy — w em Xo\{0}. Deve-
mos mostrar que w € Ny. Por w, € N, temos, da caracterizacao , que ¢, (1) =0
para todo k € N. Do fato de wy, — w em X\{0} segue que 0 # ||w|| = ]}1_>11010 ||wg]|. Assim,
utilizando a Observagao [£.2.8]

0= Jim i, (1) = lim [l ~ [ a(@)lunl'de = A [ b@)lunlda] = ¢1,(1),
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e portanto, pela relagao (4.6) segue que w € Ny, justificando o item (7).

Suponha agora (wy) C N, com wy — w em N,. Para cada wy € Ny temos, por

4.18) que ¢y, (1) < 0. Decorre entao do fato de [[w]| = klim |wg|| e da Observagao |4.2.8]
—00

que
0> lim &%, (1) = &(1),
ou seja, w € Ny U NY. Mas pelo Lema temos Ny = () quando A € (0, A). Portanto
w € Ny, justificando que N, ¢é fechado em N,.
Prova-se de maneira semelhante que, sob as mesmas condigoes, o conjunto Ny~ é

fechado em N,.
H

O préximo resultado nos garante que os conjuntos Ny e Ny sdo nio vazios, além

de que, traz informagoes sobre o comportamento do funcional Jy em Xj.

Lema 4.2.10. Suponha que as hipéteses (H,) e (Hy) sejam satisfeitas e A € (0, A). Entdo

para cada w € Xo\Z, valem as sequintes afirmagoes:

i) Se [ob(x)|w|"dx > 0, entdo existem tnicas constantes tt=t*(w), t~=t (w), onde
Q

0 <t" < tpae < t, tais que ttw € N, tw € Ny e ainda

J,\(t+w) = lilf {J/\(tw)} < 0,

0<t<tmaz
JN(Ew) = sup{Jy(tw)}.
t+<t

i1) Se [, b(z)|w|"dx <0, entdo existe tinico 0 < tT=t*(w) < timae, tal que tTw € Ny e
Q A

J(tTw) = %Ig{J)\(tw)} < 0.

(Veja as figuras[]] e[q para uma nogio geométrica de Jy(tw)).

(iii) N ={w e Xo\Za ; t+(w) = pLot* () =1}

el [[w]]

Além disso, pela hipdtese (Hy) podemos tomar w € Xy tal que [ob(x)|w|"dz > 0, assim

0s conjuntos Ny e Ny sdo nio vazios.

Demonstragio. Suponhamos inicialmente que [, b(z)|w|"dz > 0. Como w ¢ Z, e X €
(0,A) temos, da estimativa (4.14), que m(tmee) > A Jo b(z)|w|"dz. Decorre entao do fato
de m ser estritamente crescente em (0,%,,,,) e estritamente decrescente em (%42, 00),
com m(t) — —oo quando t — 0% e m(t) — 0 quando ¢ — oo, que existem exatamente
dois valores t+ = t1(w) < tee < t~(w) =t~ tais que m(t¥) = X [ b(z)|w|"dz. Segue
pela relagao que t*w € N,. Geometricamente, o comportamento da funcdo m esta

representado na figura [3|
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AN

Y : J\(tw)

Figura 1 — Possiveis comportamentos da fungao Jy(tw) sob as hipdteses do item ().

y = Ji(tw)

A\ 4

~

Figura 2 — Comportamento da fungao Jy(tw) sob as hipdteses do item (7).

v

oz 1 l

Figura 3 — Comportamento da fungao m(t) sob as hipdteses do item (7).

Como t*w € Ny, segue da caracterizacao ([4.6)), da defini¢do da funcao fibramento
e da funcao m, que

Seu(l) = (P =) wl” — (g —r)(E)* /Q a(z)|w|*dx

= )

Pelo fato que t7 < t,4. € m é estritamente crescente em (0, t,,4,) temos m/(t7) > 0.
Segue entao da igualdade acima e que tTw € Ny . Similarmente, por ¢, <t~ e
m ser estritamente decrescente em (4., 00) temos m/(t7) < 0. Assim, pela igualdade
anterior e obtemos t~w € Ny .

Nosso intuito a seguir é obter uma caracterizagio para os valores de Jy(t*w). Pela
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definicao da fung¢ao fibramento e da funcao m temos que
Gult) = P wlf = [ a@)fultde =X [ bl do
Q

= tr_1< )\/ x)|w|" dzn) (4.25)

Assim, pelo comportamento da fung¢ao m, segue que ¢ (t) < 0set € (0,tT) U (t7,00) e
@, (t) >0 para t € (t7,¢t7). Consequentemente, pelo fato de ¢, (t) = J\(tw) obtemos
L(tTw) = inf {J\(tw)},

0<t<tmax

At w) = sup{Jx(tw)}.

tt<t
Como tl_i>%l+ buw(t) =0e ¢, (t) <0em (0,t7), entdo J\(tTw) < 0, concluindo o item (7).
Suponhamos agora que [q b(z)|w|"dz < 0. Temos por (4.12) que m(tmaz) > 0.
Além disso, m é estritamente crescente em (0, ¢,,4.) € m(t) = —oo quando t — 07, entdo
existe uma unica constante 0 < t7 = tT(w) < tq, de modo que m(t™) = A [, b(x)|w|"dz.
Segue pela relagao que tTw € N,.
Pelo fato que m é estritamente crescente em (0, t,4,), temos m/(t*) > 0. Assim,

como tTw € Ny, pela caracterizacao (4.6) e a defini¢do de ¢}, segue que

Fenl) = =)Vl = (g =) [ al@)wlds

= (t)"Im/(th) >0,

ou seja, pela relacao (4.18) vemos que tTw € Ny .
Nosso objetivo agora é obter caracterizacao para o valor Jy(tTw). Por (4.25)
temos ¢ (t) = " (m(t) — X [o b(x)|w|"dz). Assim, pelo comportamento da fungao m
segue que ¢! (t) < 0em (0,t7) e ¢! (t) > 0 em (t7,00). Consequentemente, pelo fato de
Ow(t) = Jy(tw) obtemos
J(ttw) = %EE{JA(tw)} < 0.

Para a justificativa do item (iii) considere w € Ny qualquer, temos pela relagio

(4.19) que w € X(\Z,. Considerando entdo u = obtemos pelos itens (i) e (i7) que

’LU

|
existe tinico ¢*(u) tal que t*(u)u € Ny, ou seja ¢+ (L) Tl € Ny. Mas t*(w) é tinico e

1
tH(w) =t* <w> — =
[[w]l } J|w]]
Consequentemente

Nf ¢ {w € X\Zy : tH(w) = ¢+ <w> - 1}.

fwll™ \lwl]

igual a 1 pois w € Ny, entdo

Reciprocamente, se w € Xo\Z, é tal que t*(w) = ) = 1, entao pela unicidade
de t*(w) temos w € N, concluindo (iiz).

]
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Como vimos, os conjuntos N, e N, sdo nao vazios. Nosso objetivo ¢ encontrar
valores de minimo de Jy sobre tais conjuntos e, consequentemente, obter pontos criticos
de J), restrito a N). Para tanto consideramos, para A € (0,A), os valores

cf = inf Jy(w) e ¢, = inf Jy(w)
weN;T weEN;
Decorre do Lema que tais valores sao finitos. Ainda temos pelo Lema segue

que ¢y = ¢y < 0.

4.3 Sequéncias de Palais-Smale

Apresentamos nesta secdo uma condi¢ao para a existéncia de sequéncias minimi-

zantes associadas a J, sobre Ny e Ny .

Defini¢ao 4.3.1. Dado ¢ € R, uma sequéncia (w,) C Xy é denominada sequéncia de
Palais-Smale no nivel ¢, ou simplesmente (PS)., para o funcional Jy se Jy(w,) — ¢ e

J\(wy,) — 0 quando n — oo.

A seguir apresentamos um resultado essencial para obtermos sequéncias (P.S).

z . =+ + — .
para Jy com niveis ¢ = ¢, em Ny e N, , respectivamente.

Lema 4.3.2. Suponha que (H,) e (Hy) sejam satisfeitas e A € (0,A). Entao para cada

w € Ny (respectivamente Ny ) existem 0 < & < ”w” e uma fungao n : B(0,e) C Xy —
[5.,2] diferencidvel tal que n(0) =1 e n(v)(w —v) € Ny (respectivamente Ny ) para todo

v € B(0,e). Além disso, para cada z € Xy temos que

, o M dedy — g Jo ale)|w|"Pwade — A Jo b(a)w| Pwzde
(7/(0), 2) = ey

Demonstragio. Seja w € Ny qualquer, definimos a funcdo F : Xy x Rt — R da seguinte

(4.26)

forma
F(o,t) = "~ w — o] — /Qa(x)|w — ol9dz — )\t’"’q/ﬂb(a:)\w —of"dz.
Pelo fato de w € N, temos, pela caracterizagao (4.6)), que
FO.1) = Jwl” = [ a@)ul’de = [ vl dz = (1) = 0,

e por w € Ny segue de (4.17) que

aF(0,1)

5 ou (1) > 0.

w

Utilizando o Teorema da Fungao Implicita (veja Teorema [2.2.5)) no ponto (0, 1) temos que
existem £ > 0 tal que ¢’ < @ e uma fungdo n : B(0;¢’) C Xo — [3,2] diferencidvel, tal
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que F(v,n(v)) = 0 para cada v € B(0;¢’), donde segue que

0 = ny il —oll” = [ a@lw—ol'ds = xn() [ bw)w = vl da
- n(v)_ng;y(v)(w—v)(l)’

portanto, por 1} temos n(v)(w —v) € Ny. Como % > 0, pela continuidade de %—f
existe uma vizinhanga B(0, ) com € < €', onde tem-se % > 0, ou seja

OF (v,n(v)) -

o n? 1(U)¢'/q/(v)(w—v)(1) >0, (4.27)

justificando, através da relagao (4.17), que n(v)(w —v) € Ny .

O Teorema da Func¢ao Implicita ainda garante que

OF(1,0)

<1n'(0),z >= —76612(170) ,

ot

para todo z € Xj, ou seja, a igualdade (4.26]) é satisfeita.

O caso em que w € N, prova-se de maneira semelhante
]

O resultado a seguir exibe uma condigao para obtermos sequéncias (PS). para o

funcional Jy em Ny e Ny, onde ¢ é respectivamente ci e c .

Proposicao 4.3.3. Suponha que as hipdteses (H,) e (Hy) sejam satisfeitas e que \ €
(0,A), entao

(i) existe (wy) C Ny sequéncia (PS)Cj para o funcional Jy;
(17) existe (wg) C N, sequéncia (PS)C; para o funcional Jy.

Demonstragio. Como o funcional Jy é continuo, limitado inferiormente em N, e o con-
junto Ny é fechado em Ny, entdo o Principio Variacional de Ekeland (veja Teorema [2.1.14))

nos garante a existéncia de uma sequéncia (wy) C N ;“ com as seguintes propriedades:

1
J,\(wk) < C}\F + i (428)
1
J,\(wk) S J,\(w)+%||w—wk\|, (429)

para cada k € N e w € Ny. Decorre de imediato que a sequéncia satisfaz Jy(wy) — i
quando k — oo, o que verifica a primeira condi¢dao para que tal sequéncia seja (P5>cj-

Resta verificar que J} (wy) — 0 em X§ quando k — oo, ou seja, que ||J3(wg)||xs —
0 quando k — co. Mais precisamente, mostraremos que para toda w € Xo\{0},

<Jg(wk),w> -0,

[[]]

quando k — oc.
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Consideremos entdo uma fungdo w € X,\{0} qualquer. Aplicando o Lema [4.3.2]
para cada w;, € N, da nossa sequéncia, obtemos fungoes n; : B(0,e) — [%,2] onde
0 < ep < 0 onde 7 (0) = 1 e mi(v)(wy — v) € Ny, para toda v € B(0, &y).

Consideremos, para cada k € N, uma constante p € (0,&;) qualquer, as fungdes
w, = pw/|jw|| e ainda v, = ng(w,)(wy, — w,). Como w, € B(0,&;), entdao v, € Ny, assim
pela relacao (4.29) temos

1
0y = will < Jr(p) — (). (4.30)

Além disso, pela definicdo de diferenciabilidade a Fréchet (veja Secao 1.2), para cada
v E XO

olel) _,

Ta(wn +0) = Jn(w) + (), o) + (), onde ling =

Pelo fato de v, = wy, + (v, — wy), utilizando a igualdade acima e também a relagao (4.30)),

segue que

—,iHUp —wi|| < Jx(v,) = Ia(wk) = (J\(wr), v, — wi) + o(|Jv, — wi]). (4.31)

Como J§(wy,) € linear, v, = ng(w,)(wy — w,) e wy € Ny, ou seja, (Ji(wy), wg) = 0, segue
que
(I(wi),vp —we) = (Iy(we), me(w,) (wi — w,))

= m(w,) (Jy(wi), —w,)

= —pii(w,) <J3(w’“)’ HZH>

Deste modo, retornando a (4.31]),

1 w
— e, = will < —pmu(w,) <J;<wk>,”w||> + oo, — will).

Assim, pelo fato de que £ < (w,) < 2, obtemos que

w \ 2o wl ol — wil)
J5 — < 22 2 £ .
(s g < e ol

Nosso objetivo é justificar que J§(wy) — 0 em XJ. Para tanto, pela estimativa acima,

basta mostrar que ambos os termos da direita tendem a zero caso k — oc.

Note que pelo fato de v, = n(w,)(w, — w,) e pela desigualdade triangular, temos

[0, —will = [l (wp) (wi. — wp) — wi

IN

71 (wp )wr = wil| + [ (wp)w, |

= |m(w,) = ljwill + plne(wp)], (4.32)
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e, utilizando o fato de que 7;(0) = 1, a definicao de w, e a nogao de diferenciabilidade a

Géateaux, segue que

o mw) =1 () = m(0)]
p—0 P p—0 P
0+ £5) —ni(0
_ m‘”k( i) — m(0)
p—0 P
w
= <77;c(0)>Hw”>|
< m0)]- (4.33)

Pelo Lema segue que Jy, é coercivo em N, consequentemente (wy) é limitada em

Xp. Devido a limitacdo de (wy) e o fato de nx(w,) € [1,2], segue por (4.32) e (4.33) que

existe C7 > 0 tal que

o 2l =l

p—>0k p = k‘ (H k( )||+1)

Observe também que, pela definicao de v,, w, e por n; ser continua, temos

pw
limv, = hm nk(w Y(we —w,) = hmn ( ) < ) = nk(0)wy, = wy.
p0 " g [Jw] [Jw]
Pela igualdade acima obtemos |v, — w|| = 0 quando p — 0, logo por (4.32)

o 0w = wnll) - o(l[v, = wil]) [lo, — wi

=0.
P p 7 o —will p

Desta forma, se p — 0 em (4.31)), para um k fixo, existe uma constante C; > 0, que nao
depende de k, de modo que

<Aa%>fm> k() + D). (43)

Para concluirmos a demonstracao do resultado, basta provarmos que ||7;(0)] é
limitada para todo k € N.

Por defini¢ao temos ||n,.(0)|| = sup |(n,(0),z) | e, conforme a relagao (4.26), o
l[2ll=1

valor | (n;.(0), z) | é dado, para cada k € N e z € X, por

p Jp LR dydy — q [ a(w)|wel'2wpzde — Ar fo b(w) || wyzdal

2=y
7, (1)

Utilizando a desigualdade de Holder, a imersao continua do espaco X e o fato da sequéncia

(wyg) ser limitada, segue que existe uma constante D > 0, que nao depende de k, de

maneira que
D]

7 (D]

para cada z € Xj.



Capitulo 4. O Nosso Problema 41

Como consideramos o supremo dentre as fungoes z € X, com |[z|]| = 1, para
que este valor seja limitado, provaremos que existe uma constante ¢ > 0 de modo que
|¢r, (1)| > ¢ para k suficientemente grande.

Como (wy,) é limitada e X, é reflexivo, entao o Lema garante a existéncia
de w € Xy tal que wyp — w fracamente em X, a menos de subsequéncia. Afirmamos que
w € Xo\Z,.

De fato, se tivéssemos w € Z,, entdo teriamos, pela relagao (4.23) que

i q —
kh_glo A a(x)|wg|?dx = 0,

donde decorre, juntamente com o fato de ||w|| < lign inf ||wg|| e a caracterizagao |j que
—00

(T_p> lw|? < (T‘p> lim inf [|wg||? — (T‘q> liminf/a(x)|wk|qu
pr pr k—o0 qr k—o0 0O

= h]?gggf Ix(wg),

o que é uma contradi¢do, pois Jy(wy) — ¢f < 0 e, por outro lado, p < r. Portanto
w € Xo\Z,.

Assim wy, — w fracamente em Xy e w ¢ Z,. Queremos mostrar que existe ¢ > 0
de modo que |¢), (1)| > ¢. Visto que (w) C Ny temos entdo, pela caracterizagio ,
que Z)k(l) > () para cada k € N. Precisamos garantir entao que nao existe subsequéncia
na qual ¢, (1) — 0 quando k — oo .

Suponhamos, por contradi¢do, que existe uma subsequéncia de (wy), a qual deno-
taremos simplesmente por (wy), de maneira que kILIgO ¢r,, (1) = 0. Deste modo, visto que

(wg) C Ny, segue da relacao (4.6) e da Observagao que
o . "
0 = lim ¢y, (1)
a(@)lurl'dz = Mr = p) [ bla)lwl do]
Q Q
= (p—q) /Q a(z)|w|?dz — A(r — p) /Q b(z)w| de. (4.35)

Observe também que, pelo Lema e a relagao (4.6)),

= lim {(p —q)

k—oo

P < limi P
[w]” < liminf [lwy]
— liminf [ [ a@huntidz + A [ bl da
k—o0 9] Q
_ aq )\/ b rda.
[ at@)wlde + 2 [ () wlds

Assim, por (4.35]), obtemos as seguintes relagdes

r-p p</ a4
(F=2) b < [ atolupas

<p— q) w|? < )‘/Qb@)lwle:c.

r—q
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Substituindo a primeira estimativa na definigdo de m(t,,q.), dada por (4.12]), em seguida

utilizando a segunda estimativa, obtemos

p(r—q) ~ 5%
Mltnas) = (g, ol 55 ([ alo)wlrdr)

r=p

pie—a) [ (T —p e
<k an)ll] [( )Hwnf’]

r—gq
pP—q
_ ( )nwnp
q

r —
< A/ b(x)|w|"dx.
Q

Porém, como w € Xo\Z, e A € (0,A), entdo pela estimativa segue que Mm(tmaz) >
A Jo b(x)|w|"dx, o que é uma contradigao.

Portanto nao pode existir subsequéncia de (wy) tal que I}LI& Pr, (1) = 0, ou seja,
existe ¢ € R de modo que

|G (1] = ¢ >0, (4.36)

para todo k € N. Logo ||7,(0)| é limitado e assim, por (4.34)), existe Cy > 0 tal que

y w CQ
V< 2
<JA(“”“)’ Hwn> =%

Assim J§(wy) — 0 em X quando k — oo, concluindo a demonstracao do item (z).

(77) A demonstragao segue de modo anédlogo ao item (i) com a ressalva para a
justificativa de que w € X\ Z,.

Assim como no item (7), supomos por contradi¢cdo que w € Z,. Como neste caso
nao sabemos o sinal do numero c,, dividimos a demonstracao em dois casos: quando
¢y < 0, o qual prova-se de forma anéloga ao item (i); e quando ¢, > 0. Neste dltimo,

obtemos que 0 < Jy(wy) para todo k € N, ou seja, pela relacao (4.9), a qual é valida pois

0< (q_p> [lwil” + X (T‘Q> / b(x)|wy|" dz,
pq qr Q

pela estimativa (4.21)) temos Ay < ||wk||, entdo substituindo na desigualdade acima e
utilizando (4.24])), obtemos

0< (p—q) A lim A (7‘ — q) / b(z) |wy|"d
qp k—o00 qr Q

_ A(Tq_rq>/gb(x)|w|rdx.

Mas, por outro lado, a relacao (4.35) implica que A [, b(z)|v|"dz = 0, o que é uma con-
tradigdo. Assim w € X\ Z,.

wy, € Ny, obtemos

IN

]
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4.4 Existéncia de uma Solucao

Nesta secdo vamos estabelecer a existéncia de um minimo local para Jy em Ny,

consequentemente obter uma solu¢ao do problema (Py).

Proposicao 4.4.1. Suponhamos que A € (0,A) e que as condigoes (H,) e (Hy) sejam

satisfeitas, entio existe wy € Ny de forma que
(Z) J)\(’LU)\) =)\ < 0,’

(17) wy > 0 é solugao do problema (Py);

1
(iid) Ilwall < [(5=2) lall o C7] 7

Demonstragio. Como valem (H,), (H,) e temos A € (0,A), entdo o item (i) da Propo-
si¢ao nos garante que existe (wy) C Ny sequéncia (PS),,, para o funcional J).
Esta sequéncia é limitada em X, pois Jy é coercivo em N,. Como X, é reflexivo, pelo
Lema existe w € X tal que, passando a uma subsequéncia se necessario, wy — w
fracamente em Xj.

Segue do Lema [3.1.5]e do Teorema [3.2.1] que J} (wy) — J5(w) em X§. Como (wy,)
é sequéncia (PS)., para Jy entao temos também Ji(wy) — 0 em X, logo pela unicidade
do limite temos Ji(w) = 0 em X{.

Assim w é um ponto critico de J,, consequentemente uma solu¢do do problema
(Py). Porém, procuramos duas solugoes distintas e nao negativas, entdo mostraremos
ainda que w € Ny e, a partir desta, vamos considerar uma solugdo nio negativa do
problema.

Como Ji(w) = 0 em X§, entdo (J5(w),w) = 0, ou seja, w € N, U {0}. Mas,
provaremos agora que w # 0. Suponha por contradi¢do que w = 0. Entao, pela relagao
(14.23)),

/Q a(x)wp|tdz = o(1), (4.37)
assim, por (wy) C Ny, temos

i ||” — A/Qb(x)\wkvdx — o(1). (4.38)

Ainda, visto que J)(wi) — ¢x < 0 quando k — oo, entdo existe kg € N tal que Jy(wy) < %

para k > ko. Considere kq suficientemente grande de forma que também tenhamos, por

@) o (139,
1 1
el = [ b@tuda ’/ 1
st 2 [ stenra] + 2| [ a@unas

Logo, para cada k > kg, segue da estimativa acima que

r—op b 1 / q 1 ( / . p)
= J + — de+—-(XN[ b dx —
( " >||wk|| \wy) . Qa(x)|w;g| x . A ()| wg|"dz — ||wg]|

Cx
< ——.
4
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o que é uma contradic¢ao, pois p < r. Portanto w # 0 e assim w € N,.
Como w € N, entao ¢/, (1) é representado por (4.22)). Assim, usando a Observagao
e o fato de que ¢, (1) > 0 para todo k € N, pois (w;,) € Ny, obtemos

du(1) = (0 —a) | al)wlfdr = A(r—p) [ bl = m ¢, (1) > 0.

Em virtude da relagao (4.36)), provada na demonstracao da Proposigao [4.3.3, segue que
klim br, (1) > ¢ > 0, consequentemente ¢y, (1) > 0 e assim, pela caracterizacdao (4.17),
— 00

w € Ny .

Para estimar o valor de J, em w passamos ao objetivo de provar que wyp — w

em X,. Pelo Lema [2.1.11] ¢ suficiente provarmos que |w| = Jlim |wk|]. Suponha entao,
—00

por contradicao, que ||w]|| < lim inf ||wg||. Devido & w € Ny e as relagoes (4.23)), (4.24)) e
—00

(4.1), segue que

Cx S J,\(w)

1 1 A
— - = 1 ——/b "d
p||w|| q/ﬂa(ff)|w| v — | b@)lwldz
< liminf [Jwg[| - 1i 'fl/ (@) | wg|*dx — 1i 'f)\/b( )|wi|"d
oo RIS g S SR AT T I 7 Jg TN IR G
= hl?ilongA(wk)

= Cy,

o que é uma contradi¢ao, portanto wy, — w fortemente em X. Assim, pelo fato de J, ser
continuo, temos Jy(w) = khj& Ja(wy) = cy.

Como buscamos solu¢ao nao negativa para o problema (P)), consideramos wy =
|w| e afirmamos que w) é solucao do problema (Py). De fato, note que Jy(wy) = Jr(Jw|) =
Jr(w) = ¢y, justificando o item (i) do resultado. Além disso, pelo fato de w € N, segue

que
G (1) = ¢y (1) = [l = [ a(@)lul*de = | b(a)wlds
= 4,()
= 0,

ou seja, por (4.17) temos wy € Ny. Ainda, pela representagao (4.22)), a relagao (4.24)) e o

fato de w € Ny, ocorre que
Fu,(1) = (0= @l = (r = A [ b(a)lwldz = 61(1) > 0,

logo wy € Ny. Portanto wy ¢ um minimo local do funcional Jy restrito a N, segue
entdao do Lema que wy > 0 é, conforme afirmamos, uma solu¢ao do problema (Py),

justificando o item (ii).
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Finalmente, do fato de wy € Ny temos a caracterizagao (4.19)), utilizando a desi-
gualdade (4.2]) segue que

(r=pllwal” < (r=q) [ a@)wlda
< (r = gllallLy@C¥lwall%,

r—q
r—p

consequentemente
1

prp—q

[wall <

) ||a||m<mcq]

4.5 Segunda Solucao

Nesta se¢ao nosso objetivo é provar a existéncia de uma solugao vy € N, para o

problema (Py).

Proposicao 4.5.1. Suponhamos que X € (0, ) e as hipéteses (H,), (Hy) sejam satisfei-

tas, entao existe vy € N, de forma que
(1) Ja(va) = cy;

(17) vy > 0 € solugao do problema (Py);
1

(p—q) T—p
(@) | Seairmer| < ol

Demonstragio. Como valem (H,), (Hy) e temos A € (0,A), entdo a Proposicio [£.3.3]
item (77), nos garante a existéncia de uma sequéncia (vx) C Ny, a qual é (PS)C; para
o funcional J. Esta sequéncia é limitada em X, pois .Jy é coercivo em N,. Como
X, é reflexivo, pelo Lema existe v € Xy tal que, passando a uma subsequéncia se
necessario, v, — v fracamente em X,.

Pelo Lema [3.1.5| e o Teorema [3.2.1, a convergéncia fraca v, — v implica que
Ji(vk) = Ji(v) em X§. Como temos também J;(vp) — 0 em X, pois (vg) é sequéncia
(PS )C; para o funcional Jy, entdo pela unicidade do limite segue que J;(v) = 0 em X{.
Assim v é um ponto critico de Jy, consequentemente uma solugdo do problema (P)).
Porém, procuramos duas solugoes distintas e nao negativas, entao mostraremos ainda que
v € Ny e, a partir desta, vamos considerar uma solu¢ao nao negativa do problema.

Como J(v) = 0 em X, entao (J5(v),v) = 0, ou seja, temos que
v € NyU{0}. (4.39)

Para concluir que v € N, afirmamos que v, — v fortemente em Xj,.

De fato, pelo Lema [2.1.11] é suficiente mostrar que ||v|| = klim |vk|l. Suponha
—00

entao, por contradi¢ao, que |[v] < lilgn inf ||ug||. Visto que, neste caso, ndo conhecemos o
— 00

sinal do nivel ¢, , subdividimos a demonstracao da afirmacao em trés casos:
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Caso ¢y < 0, entao argumentamos de forma analoga a demonstracao da Proposicao
4.4.1}, onde tinhamos ¢y < 0, concluindo que v # 0 e, em seguida, que v, — v fortemente
em Xy, quando k — oo.

Suponha ¢, = 0. Segue do fato de ||v]| < li]gn inf ||vg|| e das relagoes (4.23)) e (4.24)),
—00

que

1 1 A )
Kw) = el = [ a@lelde =T [ bl dr
L i inf [ug|? — 21 'f/ () [ox 7 — i 'f/b( log|7d
< Zf?l’ggg V| 51}2}3 an)vk. v — liminf | x)|vg|"dx
= liminf J)(vg)
k—o00
= 0,

portanto v # 0 e assim por (4.39)) temos v € N,. Deste modo ¢(1) é representado por
([4.22) e consequentemente, usando o fato de que ¢; (1) < 0 para todo k € N e a relacao

4.306)), provada na demonstragao da Proposigao [4.3.3, obtemos ¢ (1) = klim by, (1) < e <
— 00

0, ou seja, v € Ny . Assim ¢, < Jy(v) < ¢, =0, o que é uma contradi¢do, entao vy — v
fortemente em Xj.

Suponha agora o caso em que ¢, > 0. Afirmamos que v # 0. De fato, suponha

por contradicao que v = 0. Entao pela relagao e ,
/Qa(x)\vk|qd:c —o(1) e /Qb(x)]vkr"da: — o(1),
assim, por (vg) C N), temos da relacao que
logl|? = /Qa(x)|vk|qu + /\/Qb(a:)|vk|rdx =o(1).

Logo liggglf |lug][P = 0, contradizendo o fato de 0 < h;r_l)(l;{)lf ||vg||P, portanto v Z 0 e assim
por temos v € Nj.

Como v € N, entdo ¢//(1) é representado por (4.22). Utilizando as convergéncias
4.23), (4.24]) e a estimativa (4.36) obtemos ¢ (1) = ]}1_{210 ¢y, (1) <c <0, ouseja, v e N, .

Portanto ¢, < Jy(v) < lil?l}ior.}f Jr(vk) = ¢y, 0 que é uma contradicao.

Assim v — v fortemente em X, quando ¢, > 0, , concluindo a justificativa da
afirmacao.

Como consequéncia do fato de vy, — v, com v, € N, para todo k € N e por Ny
ser fechado em N, (Lema temos v € N, . Logo v # 0 e pelo fato do funcional J)
ser continuo, temos ainda que Jy(v) = 1gh_>r£lo (vg) = ¢y

Buscamos solugbes ndo negativas para o problema (P)), entdo consideramos v, =
|v] > 0 e provamos que vy é solugdo de (Py). Note que Jy(vy) = Jxr(v) = ¢, justificando
o item (7). Além disso, por v € N, temos, pela relacao que ¢, (1) = ¢,(1) = 0, logo
vy € N,. Ainda, segue de que ¢ (1) = ¢i;(1) < 0, ou seja, vy € Ny . Portanto vy
¢ um minimo local do funcional Jy restrito a N, . Decorre do Lema m que vy > 0 é

—

uma solugdo do problema (Py), concluindo a demonstragao do item (7).
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O item (ii7) segue da relagao (4.21)), pois vy € Ny .

4.6 Demonstracao do Teorema (1.0.1

Nesta secao, usamos os resultados provados ao longo do trabalho para demonstrar-
mos o Teorema [1.0.1} o qual garante que existem ao menos duas solugoes distintas para
o problema (Py). Apresentamos também um resultado a respeito do comportamento de
solugoes.

Demonstragdo do Teorema Considere A o pardmetro positivo definido por
(.13). Como as hipéteses (H,), (Hy) sdo satisfeitas e A € (0, A), entdo a Proposicao [4.4.1]
e a Proposicao asseguram a existéncia de duas solucoes fracas wy € Ny e vy € Ny

para o problema (Py), com wy, v, > 0. Temos, destes resultados, as seguintes estimativas

r—q P (p—9)
allr~ Cq <
(r —p> lallzr o ] lw =@’

onde a segunda desigualdade decorre do fato de que tais valores coincidem se, e somente

T—p

< [loall, (4.40)

lwoall <

se

p—r

P—q 1 r—gq =
g all 7o C4
<T - q) 6] Lo () CT [(r —p> lall ) ]

—-p

_ (P—Q> (T—p>P‘q c1i=)
- \r—q) \r—gq =

1]l 2= (@ llall £+ )
= A

Q

7

Logo, para A € (0, A) vale (4.40). Assim, ||w,]| < |lval|, como afirmamos.
O
Finalizamos com um resultado a respeito do comportamento da norma de solugoes
associadas a variagoes do problema (Py). Mais precisamente, vamos obter o comporta-
mento da norma da solugdo vs € Ny do problema (Py) com r = p + d, tomando § — 07,

ou seja, do problema

(PY) (=A,)*w = a(z)|w|? 2w + Ab(z)|w[PP° 2w em Q
’ w =70 em R™\Q,

Tais informagoes sao fornecidas através do seguinte resultado.

Teorema 4.6.1. Seja A € (0,A), onde A € definido por (4.13), e suponha que (H,), (Hp)

sao satisfeitas. Considere a solugdo v; € N5 do problema (P{), entdo temos a estimativa

A\ S
(5)" <l (1.41)
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onde

K= |(S50) lallwer) (4.42)

e, deste modo, K5 — oo quando 6 — 0". Portanto a norma desta solucao, a medida que

9 — 0%, tem um crescimento que acontece de forma mais rdpida que exponencialmente.

Demonstragio. A existéncia da funcao vs € N, esta garantida pela Proposicao m
haja visto que valem as hipoteses (H,), (Hp) e A € (0,A). Pelo item (ii7) deste mesmo

resultado e o fato de r — p = 9, temos Ay < ||vs|| onde

Ay = lA(r — EJY;H;HqL)v(mCT] .

=

multiplicando e dividindo este valor por A5 e utilizando a definicao de A obtemos

1 1
A\? /r—q\73 =R A\?
Ay = ()\) (5> lallZ+{o)Crr = ()\) K,

justificando a relagao (4.41). Assim, se § — 01 entao K; — oo e consequentemente
lvs|| — oc. O
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