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RESUMO

MULTIPLICIDADE DE SOLUÇÕES PARA UM PROBLEMA
ENVOLVENDO O OPERADOR P-LAPLACIANO

FRACIONÁRIO

AUTOR: Eduardo Henrique Philippsen
ORIENTADORA: Taísa Junges Miotto
COORIENTADOR: Márcio Luís Miotto

O objetivo deste trabalho é apresentar, através de métodos variacionais, condições sufici-
entes sobre um parâmetro positivo que garantam a existência e multiplicidade de soluções
para a classe de problemas elíticos. Tal classe de problemas envolvem o operador não linear
e não local 𝑝−Laplaciano Fracionário. Utilizamos para isso, argumentos de minimização
sobre a variedade de Nehari.

Palavras-chave: 𝑝−Laplaciano Fracionário. Existência e Multiplicidade de Soluções.
Métodos Variacionais. Variedade de Nehari.



ABSTRACT

MULTIPLICITY OF SOLUTIONS FOR A PROBLEM
INVOLVING THE FRACTIONAL P-LAPLACIAN

OPERATOR

AUTHOR: Eduardo Henrique Philippsen
ADVISOR: Taísa Junges Miotto

CO-ADVISOR: Márcio Luís Miotto

The aim of the work is to give, through variational methods, sufficient conditions on a
positive parameter to ensure the existence and multiplicity of solutions for the class of
elliptic problems. Such class of problems involve the nonlinear and nonlocal Fractional
𝑝−laplacian operator. For this, we use minimization arguments about the Nehari mani-
fold.

Keywords: Fractional 𝑝−laplacian. Existence and Multiplicity of Solutions. Varational
Methods. Nehari manifold.



Lista de Símbolos

No decorrer desta dissertação usaremos as seguintes notações:

⇀ significa convergência fraca;

→ significa convergência forte;

→˓ significa imersão de um conjunto em algum outro;

 significa > mas ̸=;

Ω representa um subconjunto aberto de R𝑛, conexo e não vazio;

𝐵(𝑥, 𝑟) representa a bola aberta de centro 𝑥 e raio 𝑟 > 0 em R𝑛;

𝜕Ω representa a fronteira do conjunto Ω;

Ω representa o fecho de Ω;

Ω𝑐 significa R𝑛∖Ω;

𝑓+ = max{𝑓, 0} parte positiva de 𝑓 ;

|𝐴| representa a medida de Lebesgue do conjunto 𝐴;

q.t.p. significa em quase toda parte;

𝑢 |𝐴 restrição da função 𝑢 ao conjunto 𝐴;

inf
𝑋
𝑢 representa o ínfimo da função 𝑢 sobre o conjunto 𝑋;

𝐿𝑝(Ω) = {𝑢 : Ω → R mensurável ;
∫︀

Ω |𝑢|𝑝𝑑𝑥 < ∞} , 1 ≤ 𝑝 < ∞;

‖𝑢‖𝐿𝑝(Ω) = (
∫︀

Ω |𝑢|𝑝𝑑𝑥)1/𝑝 norma do espaço de Lebesgue 𝐿𝑝(Ω);

𝐿𝑝(Ω)* = {𝜑 : 𝐿𝑝(Ω) → R; 𝜑 é linear e contínua} ;



𝐿∞(Ω) = {𝑢 : Ω → R;𝑢 é mensuravel e existe 𝐶 tal que |𝑢(𝑥)| ≤ 𝐶 q.t.p em Ω};

‖𝑢‖𝐿∞(Ω) = inf{𝐶 ; |𝑢(𝑥)| ≤ 𝐶 q.t.p em Ω};

supp(𝑢) = {𝑥 ∈ Ω ; 𝑢(𝑥) ̸= 0};

𝐶𝑐(Ω) = {𝑢 ∈ 𝐶(Ω); supp(𝑢) ⊂ Ω é compacto};

𝐶𝑘(Ω) = {𝑢 : Ω → R;𝑢 é k vezes continuamente diferenciável};

𝐶∞(Ω) = ⋂︀
𝑘≥0

𝐶𝑘(Ω);

𝐶∞
𝑐 (Ω) = 𝐶∞(Ω) ∩ 𝐶𝑐(Ω);

𝑊 𝑠,𝑝(Ω) =
{︂
𝑤 ∈ 𝐿𝑝(Ω) ; 𝑤(𝑥)−𝑤(𝑦)

|𝑥−𝑦|
𝑛
𝑝 +𝑠 ∈ 𝐿𝑝(Ω × Ω)

}︂
, 𝑠 ∈ (0, 1), 𝑝 ∈ (1,∞) ;

𝑋0 = {𝑤 ∈ 𝑊 𝑠,𝑝(R𝑛) ; 𝑤 = 0 q.t.p em ,R𝑛∖Ω}, 𝑠 ∈ (0, 1), 𝑝 ∈ (1,∞) ;

𝐹 ∈ 𝐼𝑛𝑣(𝑋, 𝑌 ) significa que a transformação 𝐹 ∈ 𝐿(𝑋, 𝑌 ) é inversível;

𝑓(𝑥) = 𝑜(𝑔(𝑥)) quando 𝑥 → 𝑥0 significa que lim
𝑥→𝑥0

|𝑓(𝑥)|
|𝑔(𝑥)| = 0.
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1 Introdução

Neste trabalho pretende-se estudar a existência e multiplicidade de soluções não
negativas para a classe de equações diferenciais da forma

(𝑃𝜆)

⎧⎨⎩ (−Δ𝑝)𝑠𝑤 = 𝑎(𝑥)|𝑤|𝑞−2𝑤 + 𝜆𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟−2𝑤 em Ω
𝑤 = 0 em R𝑛∖Ω,

onde

(−Δ𝑝)𝑠𝑤(𝑥) = 2 lim
𝜀→0

∫︁
R𝑛∖𝐵(𝑥,𝜀)

|𝑤(𝑥) − 𝑤(𝑦)|𝑝−2(𝑤(𝑥) − 𝑤(𝑦))
|𝑥− 𝑦|𝑛+𝑝𝑠

𝑑𝑦, 𝑥 ∈ R𝑛,

é o operador não local e não linear 𝑝−Laplaciano Fracionário, definido para cada 𝑤 ∈
𝐶∞

𝑐 (Ω). Consideramos Ω ⊂ R𝑛 um domínio limitado com fronteira suave, 𝜆 > 0, os
valores 𝑠 ∈ (0, 1) e 𝑝 ∈ (1,∞) são fixados de forma que 𝑠𝑝 < 𝑛 e os expoentes satisfazem
a relação 1 < 𝑞 < 𝑝 < 𝑟 < 𝑝*

𝑠 onde 𝑝*
𝑠 = 𝑛𝑝/(𝑛 − 𝑠𝑝) é o expoente crítico fracionário

de Sobolev. Consideramos ainda que as funções peso 𝑎, 𝑏 são mensuráveis e cumprem as
seguintes hipóteses:

(𝐻𝑎) 0 � 𝑎 e 𝑎 ∈ 𝐿𝛾(Ω) onde 𝛾 = 𝑝*
𝑠

𝑝*
𝑠−𝑞

;

(𝐻𝑏) 𝑏+ ̸≡ 0 e 𝑏 ∈ 𝐿𝜎(Ω) onde 𝜎 = 𝑝*
𝑠

𝑝*
𝑠−𝑟

.

Recentemente, muita atenção tem sido dada ao estudo de operadores dos tipos
fracionários e não locais, ambos para pesquisa em Matemática pura e para aplicações
concretas na Física e Mecânica. Do ponto de vista das aplicações, estes operadores de-
sempenham um papel crucial na descrição de vários fenômenos, tais como: o processo de
difusão de Lévy, propagação de chamas, mecânica contínua, difusão não linear, estudos
que envolvem a dinâmica populacional e também na teoria de jogos. Para mais detalhes
a respeito das aplicações e motivações para o estudo de tais operadores, mencionamos os
trabalhos de (APPLEBAUM, 2004), (CAFFARELLI, 2012), (VAZQUEZ, 2014), e (SER-
VADEI; VALDINOCI, 2015).

Devido a sua importância, muitos problemas envolvendo estes operadores tem
sido investigados recentemente. Por exemplo, podemos citar os trabalhos (BRÄNDLE;
COLORADO; PABLO, 2010), (SERVADEI; VALDINOCI, 2013), (IANNIZZOTTO; PE-
RERA; SQUASSINA, 2014), (GOYAL; SREENADH, 2015), (BISCI; SERVADEI, 2015)
e (XIANG; ZHANG; RADULESCU, 2016) bem como suas referências, onde os autores
provaram resultados de existência e multiplicidade para problemas envolvendo o operador
Laplaciano Fracionário e o 𝑝−Laplaciano Fracionário. Para problemas de autovalor envol-
vendo estes operadores, citamos (IANNIZZOTTO; SQUASSINA, 2013), (LINDGREN;
LINDQVIST, 2014) e (FRANZINA; PALATUCCI, 2014), e ainda, para resultados de
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Brézis-Niremberg relacionados a estes, veja (SERVADEI; VALDINOCI, 2015) e (MOS-
CONI; PERERA; SQUASSINA, 2016).

Motivados pelo interesse compartilhado nesta área, estudamos aqui um problema
elítico envolvendo não linearidades do tipo côncavo-convexas. Os resultados apresentados
nesta dissertação são baseados no artigo de (GOYAL, 2017). Sendo assim, quando não
mencionarmos a referência de um resultado, o mesmo pode ser encontrado nesta referência.

Nosso trabalho esta dividido em três capítulos, os quais estão organizados da
seguinte forma:

No Capítulo 2, intitulado Resultados Básicos, apresentamos os principais teoremas
utilizados no decorrer da nossa dissertação, juntamente com suas respectivas referências,
a fim de tornarmos a leitura do texto mais agradável.

No Capítulo 3, estudamos as principais propriedades do operador 𝑝−Laplaciano
Fracionário. Dividimos este capítulo em três seções, onde na primeira abordamos o espaço
de Sobolev Fracionário, que contêm as possíveis soluções fracas do problema. Já na seção
seguinte, estudamos o operador através de uma abordagem variacional. E na terceira
seção analisamos resultados acerca da positividade e regularidade de soluções fracas para
problemas envolvendo tal operador.

No Capítulo 4, nosso objetivo é obter condições suficientes sobre o parâmetro
𝜆, para assegurar a existência de soluções fracas para (𝑃𝜆). Mais precisamente, vamos
garantir a existência de duas soluções distintas, demostrando o seguinte resultado:

Teorema 1.0.1. Suponha que as hipóteses (𝐻𝑎) e (𝐻𝑏) sejam satisfeitas. Então existe
uma constante positiva Λ = Λ(𝑝, 𝑞, 𝑟, ‖𝑎‖𝐿𝛾(Ω), ‖𝑏‖𝐿𝜎(Ω)) de forma que se 𝜆 ∈ (0,Λ) então
o problema (𝑃𝜆) possui ao menos duas soluções não negativas e não triviais 𝑤 e 𝑣 com
‖𝑤‖ < ‖𝑣‖.

Mostraremos tal resultado, através de minimização do funcional associado ao pro-
blema, sobre a variedade de Nehari. Para tanto, utilizamos o Teorema dos Multiplicadores
de Lagrange e o Princípio Variacional de Ekeland.
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2 Resultados Básicos

Realizamos neste capítulo uma síntese de resultados importantes da análise que,
embora já bem conhecidos, se fazem necessários para termos uma leitura mais prazerosa
e compreensiva; isto porque, enunciados numa parte em especial, evitam interrupções nas
demonstrações dos resultados situados ao longo dos demais capítulos.

2.1 Resultados de Análise Funcional
Recordamos inicialmente que se 𝑎, 𝑏 ≥ 0, temos para qualquer 𝑘 ≥ 1 que

(𝑎+ 𝑏)𝑘 ≤ 2𝑘−1(𝑎𝑘 + 𝑏𝑘). (2.1)

A demonstração da desigualdade (2.1) pode ser encontrada em (VIEIRA, 2006, Lema
A.3). Além disso, valem as seguintes desigualdades:

Lema 2.1.1. (VIEIRA, 2006, Lema A.1) Sejam 𝑥, 𝑦 ∈ R𝑛 quaisquer. Para cada 𝑘 ∈
[2,∞), existe 𝐶 > 0 tal que

||𝑥|𝑘−2𝑥− |𝑦|𝑘−2𝑦| ≤ 𝐶|𝑥− 𝑦|(|𝑥| + |𝑦|)𝑘−2. (2.2)

No caso em que 𝑘 ∈ (1, 2], existe 𝐶 > 0, de modo que

||𝑥|𝑘−2𝑥− |𝑦|𝑘−2𝑦| ≤ 𝐶|𝑥− 𝑦|𝑘−1. (2.3)

Dizemos que 𝑝, 𝑞 ∈ (1,∞) são expoentes conjugados se 1/𝑝+1/𝑞 = 1. Enunciamos
a seguir a Desigualdade de Hölder.

Lema 2.1.2. (BRÉZIS; ESTEBAN, 1984, Teorema IV.6) Sejam 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(Ω) e 𝑔 ∈ 𝐿𝑞(Ω)
com 𝑝, 𝑞 ∈ (1,∞) expoentes conjugados. Então 𝑓 · 𝑔 ∈ 𝐿1(Ω) e∫︁

Ω
|𝑓𝑔|𝑑𝑥 ≤ ‖𝑓‖𝐿𝑝(Ω)‖𝑔‖𝐿𝑞(Ω).

O seguinte resultado é chamado de Teorema da representação de Riesz-Fréchet.

Lema 2.1.3. (BRÉZIS; ESTEBAN, 1984, Teorema V.5) Sejam 1 < 𝑝 < ∞, 𝑝 e 𝑞 são
expoentes conjugados e 𝐹 ∈ (𝐿𝑝(Ω))*. Então existe uma única função 𝑔 ∈ 𝐿𝑞(Ω), tal que

𝐹 (𝜙) =
∫︁

Ω
𝑔𝜙𝑑𝑥,

para toda 𝜙 ∈ 𝐿𝑝(Ω). Ainda, vale ‖𝑔‖𝐿𝑞(Ω) = ‖𝐹‖(𝐿𝑝(Ω))* .

A seguir enunciamos o conhecido Teorema da Convergência Dominada. Sua de-
monstração pode ser encontrada em (BARTLE, 2014, Teorema 5.6).
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Teorema 2.1.4. Seja (𝑓𝑛) uma sequência de funções de 𝐿1(Ω). Suponhamos que

(𝑖) 𝑓𝑛(𝑥) → 𝑓(𝑥) q.t.p em Ω,

(𝑖𝑖) existe uma função 𝑔 ∈ 𝐿1(Ω) tal que para todo 𝑛 ∈ N, temos

|𝑓𝑛(𝑥)| ≤ 𝑔(𝑥) q.t.p em Ω,

então 𝑓 ∈ 𝐿1(Ω) e ∫︁
Ω
𝑓𝑑𝑥 = lim

𝑛→∞

∫︁
Ω
𝑓𝑛𝑑𝑥.

O resultado seguinte apresenta condições para obtermos as hipóteses do Teorema
da Convergência Dominada.

Lema 2.1.5. (BRÉZIS; ESTEBAN, 1984, Teorema IV.9) Sejam (𝑓𝑛) uma sequência de
𝐿𝑝(Ω) e 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(Ω), tais que

‖𝑓𝑛 − 𝑓‖𝐿𝑝(Ω) → 0,

então existe uma subsequência (𝑓𝑛𝑘
) e uma função ℎ ∈ 𝐿𝑝(Ω) tal que

(𝑖) 𝑓𝑛𝑘
(𝑥) → 𝑓(𝑥) q.t.p em Ω, e

(𝑖𝑖) |𝑓𝑛𝑘
(𝑥)| ≤ ℎ(𝑥) q.t.p em Ω, para todo 𝑘 ∈ N.

O próximo resultado é devido à Brézis e Lieb (BRÉZIS; LIEB, 1983, Teorema 1).

Lema 2.1.6. Sejam Ω ⊂ R𝑛 um conjunto aberto e 𝑝 ∈ (0,∞) quaisquer. Suponhamos
que (𝑔𝑛) ⊂ 𝐿𝑝(Ω), onde 𝑔𝑛 → 𝑔 q.t.p em Ω e existe 𝐶 > 0 tal que ‖𝑔𝑛‖𝐿𝑝(Ω) ≤ 𝐶, para
todo 𝑛 ∈ N. Então

‖𝑔𝑛 − 𝑔‖𝑝
𝐿𝑝(Ω) = ‖𝑔𝑛‖𝑝

𝐿𝑝(Ω) − ‖𝑔‖𝑝
𝐿𝑝(Ω) + 𝑜(1).

Considere𝑋 um espaço vetorial normado e𝑋* o seu espaço dual. Dizemos que uma
sequência (𝑥𝑛) converge fracamente para 𝑥 em 𝑋 e denotamos 𝑥𝑛 ⇀ 𝑥, se 𝑓(𝑥𝑛) → 𝑓(𝑥)
quando 𝑘 → ∞ para toda 𝑓 ∈ 𝑋*.

A seguir apresentamos um resultado acerca da norma do limite de uma sequência,
na convergência fraca.

Lema 2.1.7. (BRÉZIS; ESTEBAN, 1984, Proposição III.5) Sejam 𝑋 um espaço de Ba-
nach e (𝑥𝑛) uma sequência em 𝑋. Se 𝑥𝑛 ⇀ 𝑥 fracamente em 𝑋, então ‖𝑥𝑛‖ é limitada
e

‖𝑥‖ ≤ lim inf
𝑛→∞

‖𝑥𝑛‖.

O próximo resultado apresenta condições para convergência fraca nos espaços de
Lebesgue.
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Lema 2.1.8. (KAVIAN, 1993, Lema 4.8) Sejam Ω ⊂ R𝑛 um conjunto aberto e (ℎ𝑛) uma
sequência limitada em 𝐿𝑞(Ω), para algum 1 < 𝑞 < ∞, tal que ℎ𝑛 → ℎ q.t.p. em Ω. Então
ℎ ∈ 𝐿𝑞(Ω) e ℎ𝑛 ⇀ ℎ fracamente em 𝐿𝑞(Ω).

Enunciamos a seguir uma importante propriedade geométrica para espaços nor-
mados.

Definição 2.1.9. Um espaço vetorial normado 𝑋 é dito uniformemente convexo se,
para todo 𝜀 > 0, existe 𝛿 > 0 tal que, se 𝑥 e 𝑦 são vetores em 𝑋 satisfazendo ‖𝑥‖ ≤ 1,
‖𝑦‖ ≤ 1 e ‖𝑥− 𝑦‖ > 𝜀, então ⃦⃦⃦⃦

𝑥+ 𝑦

2

⃦⃦⃦⃦
< 1 − 𝛿.

Em outras palavras, tal propriedade nos diz que se deslizarmos uma régua de com-
primento 𝜀 > 0 sobre a bola unitária do espaço, então o seu ponto médio deve pertencer
ao interior desta bola. Em particular, a esfera unitária não pode conter segmentos de
reta.

Lema 2.1.10. (BRÉZIS; ESTEBAN, 1984, Teorema IV.10) Se 𝑝 ∈ (1,∞), então 𝐿𝑝(Ω)
é uniformemente convexo.

Espaços uniformemente convexos possuem ainda a seguinte propriedade:

Lema 2.1.11. (BRÉZIS; ESTEBAN, 1984, Proposição III.30) Seja 𝑋 um espaço de
Banach uniformemente convexo. Se (𝑥𝑛) ⊂ 𝑋 é tal que 𝑥𝑛 ⇀ 𝑥 fracamente em 𝑋 e
lim

𝑛→∞
‖𝑥𝑛‖ = ‖𝑥‖, então 𝑥𝑛 → 𝑥 fortemente em 𝑋.

Dado um espaço vetorial normado 𝑋, podemos considerar o seu espaço dual 𝑋*

bem como o espaço bidual (𝑋*)* = 𝑋**. Dizemos que 𝑋 é um espaço reflexivo se existe
um isomorfismo entre 𝑋 e 𝑋**.

O seguinte resultado transforma uma propriedade geométrica (convexidade uni-
forme) em outra, de natureza topológica (reflexividade).

Proposição 2.1.12. (BRÉZIS; ESTEBAN, 1984, Teorema III.29) Se 𝑋 é um espaço
vetorial normado uniformemente convexo, então 𝑋 é reflexivo.

Além de outras características, os espaços reflexivos detêm a seguinte propriedade:

Lema 2.1.13. (BRÉZIS; ESTEBAN, 1984, Teorema III.27) Sejam 𝑋 um espaço de Ba-
nach reflexivo e (𝑥𝑛) uma sequência limitada em 𝑋. Então existe uma subsequência (𝑥𝑛𝑘

)
que converge fracamente em 𝑋.

Um funcional 𝜓 : 𝑋 → R é dito semicontínuo inferiormente se para toda sequência
(𝑥𝑛) ⊂ 𝑋 tal que 𝑥𝑛 → 𝑥 em 𝑋, vale

𝜓(𝑥) ≤ lim inf
𝑘→∞

𝜓(𝑥𝑛).

Enunciamos a seguir o Princípio Variacional de Ekeland.



Capítulo 2. Resultados Básicos 13

Teorema 2.1.14. (FIGUEIREDO, 1989, Teorema 4.1) Suponha (𝑋, 𝑑) um espaço mé-
trico completo e 𝜓 : 𝑋 → [−∞,∞] um operador semicontínuo inferiormente, com
𝜓 ̸≡ +∞ e limitado inferiormente. Então para cada 𝜀 > 0, existe 𝑥𝜀 ∈ 𝑋 tal que

𝜓(𝑥𝜀) ≤ inf
𝑋
𝜓 + 𝜀,

𝜓(𝑥𝜀) < 𝜓(𝑥) + 𝜀𝑑(𝑥𝜀, 𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝑋∖{𝑥𝜀}.

Lembramos que um conjunto 𝑀 ⊂ 𝑋 é uma 𝐶𝑚−subvariedade de codimensão 𝑛
(𝑚,𝑛 ≥ 1 inteiros) se, para cada 𝑢0 ∈ 𝑀 , existe uma vizinhança 𝑈 de 𝑢0 e uma função
𝜓 ∈ 𝐶𝑚(𝑈,R𝑛) tal que

(𝑖) 𝜓′(𝑢) é sobrejetiva para toda 𝑢 ∈ 𝑈 .

(𝑖𝑖) 𝑀 ∩ 𝑈 = {𝑢 ∈ 𝑈 ; 𝜓(𝑢) = 0}.

O seguinte resultado, chamado método de Multiplicadores de Lagrange, que é bem
conhecido em dimensão finita, estabelece uma relação entre pontos críticos de um funci-
onal restrito a um subconjunto, com os pontos críticos de um funcional sobre todo seu
domínio. Sua demonstração pode ser encontrada em (BERGER, 1977, Teorema 3.1.31).

Teorema 2.1.15. Seja 𝜙 ∈ 𝐶1(𝑋,R) e suponha 𝑀 ⊂ 𝑋 uma 𝐶1−subvariedade de
codimensão 𝑛, digamos 𝑀 = {𝑢 ∈ 𝑈 ; 𝜓𝑗(𝑢) = 0, 𝑗 = 1, ..., 𝑛} onde 𝜓′

1(𝑢), ..., 𝜓′
𝑛(𝑢)

são linearmente independentes para cada 𝑢 ∈ 𝑈 . Então, se �̂� ∈ 𝑀 é um ponto crítico de
𝜙 |𝑀 , existe �̂� = (𝜆1, ..., 𝜆𝑛) ∈ R𝑛 tal que

𝜙′(�̂�) = �̂�𝜓′(�̂�) =
𝑛∑︁

𝑗=1
𝜆𝑗𝜓

′
𝑗(�̂�).

2.2 Operadores Diferenciáveis
Nesta seção procuramos definir a ideia de diferenciabilidade sobre um espaço ve-

torial normado 𝑋 qualquer, mais precisamente, as derivadas no sentido de Gâteaux e
Fréchet. Tais noções seguem ideia semelhante a qual conhecemos em R𝑛, pois aproxima-
mos localmente um operador por meio de operadores lineares. Para tanto, consideramos
𝑈 ⊂ 𝑋 um aberto.

Definição 2.2.1. Dizemos que o operador Φ : 𝑈 → R é diferenciável a Fréchet em 𝑢 ∈ 𝑈 ,
com derivada de Fréchet Φ′(𝑢) ∈ 𝑋*, se

Φ(𝑢+ 𝑣) − Φ(𝑢) − ⟨Φ′(𝑢), 𝑣⟩ = 𝑅(𝑣),

onde 𝑅(𝑣) = 𝑜(‖𝑣‖), ou seja 𝑅(𝑣)
‖𝑣‖ → 0 quando 𝑣 → 0. Além disso, dizemos que Φ ∈

𝐶1(𝑈,R) se sua derivada de Fréchet existe e é contínua em 𝑈 .
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Observação 2.2.2. Um ponto 𝑢 ∈ 𝑈 é um ponto crítico de Φ se a derivada de Fréchet
de Φ em 𝑢 é nula, ou seja, Φ′(𝑢) = 0 em 𝑋*.

Definição 2.2.3. Dizemos que Φ é diferenciável a Gâteaux em 𝑢 ∈ 𝑈 , com derivada de
Gâteaux Φ′

𝐺(𝑢) ∈ 𝑋*, se para toda 𝑣 ∈ 𝑋

lim
𝑡→0

𝑡−1 [Φ(𝑢+ 𝑡𝑣) − Φ(𝑢)] = ⟨Φ′
𝐺(𝑢), 𝑣⟩ .

Obviamente, se Φ é diferenciável a Fréchet, então Φ é diferenciável no sentido de
Gâteaux. A recíproca porém não é verdadeira, entretanto o resultado a seguir estabelece
uma condição para que as duas derivadas coincidam.

Lema 2.2.4. (AMBROSETTI; PRODI, 1995, Teorema 1.9) Suponha Φ : 𝑈 → R dife-
renciável a Gâteaux em 𝑈 com Φ′

𝐺 : 𝑈 → 𝐿(𝑋,R) contínua em 𝑢. Então Φ é diferenciável
a Fréchet em 𝑢 e Φ′(𝑢) = Φ′

𝐺(𝑢).

Deste modo, se Φ : 𝑈 → R tem derivada de Gâteaux contínua em 𝑈 então Φ ∈
𝐶1(𝑈,R).

A seguir enunciamos o Teorema de Função Implícita, cuja demonstração pode ser
encontrada em (AMBROSETTI; PRODI, 1995, Lema 2.1).

Teorema 2.2.5. Seja 𝐹 ∈ 𝐶𝑘(𝑉 × 𝑈, 𝑌 ), com 𝑘 ≥ 1, onde 𝑌 é um espaço de Banach e
𝑉, 𝑈 são subconjuntos abertos dos espaços de Banach 𝑇 e 𝑋, respectivamente. Suponha
que 𝐹 (𝑎, 𝑏) = 0 e que 𝐹𝑢(𝑎, 𝑏) ∈ 𝐼𝑛𝑣(𝑋, 𝑌 ). Então existem vizinhanças 𝐴 ⊂ 𝑇 do ponto
𝑎 e 𝐵 ⊂ 𝑋 do ponto 𝑏 e uma função 𝑔 ∈ 𝐶𝑘(𝐴,𝑋) tal que

(𝑖) 𝐹 (𝑧, 𝑔(𝑧)) = 0 para todo 𝑧 ∈ 𝐴.

(𝑖𝑖) Se 𝐹 (𝑧, 𝑤) = 0 com (𝑧, 𝑤) ∈ 𝐴×𝐵, então 𝑤 = 𝑔(𝑧).

(𝑖𝑖𝑖) 𝑔′(𝑧) = − [𝐹𝑢(𝑝)]−1 ∘ 𝐹𝑣(𝑝), onde 𝑝 = (𝑧, 𝑔(𝑧)) e 𝑧 ∈ 𝐴.

2.3 Espaços de Sobolev Fracionários
Seja Ω ⊂ R𝑛 um aberto. Definimos para cada 𝑠 ∈ (0, 1) e 𝑝 ∈ (1,∞) o espaço de

Sobolev Fracionário usual

𝑊 𝑠,𝑝(Ω) =
{︃
𝑤 ∈ 𝐿𝑝(Ω) ; 𝑤(𝑥) − 𝑤(𝑦)

|𝑥− 𝑦|
𝑛
𝑝

+𝑠
∈ 𝐿𝑝(Ω × Ω)

}︃
.

Ressaltamos que tal espaço é um conjunto intermediário entre 𝐿𝑝(Ω) e 𝑊 1,𝑝(Ω), no qual
pode se considerar a norma

‖𝑤‖𝑊 𝑠,𝑝(Ω) =
(︁
‖𝑤‖𝑝

𝐿𝑝(Ω) + [𝑤]𝑝𝑊 𝑠,𝑝(Ω)

)︁ 1
𝑝 ,
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onde o termo

[𝑤]𝑊 𝑠,𝑝(Ω) =
(︃∫︁

Ω×Ω

|𝑤(𝑥) − 𝑤(𝑦)|𝑝
|𝑥− 𝑦|𝑛+𝑝𝑠

𝑑𝑥𝑑𝑦

)︃ 1
𝑝

, (2.4)

é a chamada seminorma de Gagliardo de 𝑤.
Mencionamos que tal espaço vetorial normado é um espaço de Banach, veja (DE-

MENGEL; DEMENGEL; ERNÉ, 2012, Proposição 4.24).
Assim como no caso clássico em que 𝑠 é um número inteiro, toda função no espaço

de Sobolev 𝑊 𝑠,𝑝(R𝑛) pode ser aproximada por uma sequência de funções infinitamente
diferenciáveis.

Proposição 2.3.1. (ADAMS, 1975, Teorema 7.38) Para todo 𝑠 ∈ (0, 1), o espaço 𝐶∞
𝑐 (R𝑛)

das funções suaves com suporte compacto é denso em 𝑊 𝑠,𝑝(R𝑛).

Consideramos 𝑊 𝑠,𝑝
0 (Ω) o fecho das funções 𝐶∞

𝑐 (Ω) na norma ‖ · ‖𝑊 𝑠,𝑝(Ω). Segue
imediatamente da Proposição 2.3.1 que 𝑊 𝑠,𝑝

0 (R𝑛) = 𝑊 𝑠,𝑝(R𝑛). Porém em geral, para
Ω ⊂ R𝑛, o conjunto 𝐶∞

𝑐 (Ω) não é denso em 𝑊 𝑠,𝑝(Ω), isto é, 𝑊 𝑠,𝑝
0 (Ω) ̸= 𝑊 𝑠,𝑝(Ω).

Para o estudo de propriedades do espaço 𝑊 𝑠,𝑝(Ω), considere a seguinte terminolo-
gia.

Definição 2.3.2. Para qualquer 𝑠 ∈ (0, 1) e 𝑝 ∈ [1,∞), dizemos que um aberto Ω ∈ R𝑛

é um domínio de extensão para 𝑊 𝑠,𝑝 se existe uma constante positiva 𝐶 = 𝐶(𝑛, 𝑠, 𝑝,Ω)
tal que, para toda função 𝑤 ∈ 𝑊 𝑠,𝑝(Ω), existe 𝑤𝑒 ∈ 𝑊 𝑠,𝑝(R𝑛) de modo que 𝑤𝑒(𝑥) = 𝑤(𝑥)
para qualquer 𝑥 ∈ Ω e ‖𝑤𝑒‖𝑊 𝑠,𝑝(R𝑛) ≤ 𝐶‖𝑤‖𝑊 𝑠,𝑝(Ω).

Apresentamos a seguir os resultados de imersão dos espaços 𝑊 𝑠,𝑝(Ω). Para isso,
recordamos que o expoente crítico fracionário de Sobolev 𝑝*

𝑠 é dado por

𝑝*
𝑠 = 𝑛𝑝

𝑛− 𝑠𝑝
.

Teorema 2.3.3. (NEZZA; PALATUCCI; VALDINOCI, 2012, Teorema 6.7) Sejam 𝑠 ∈
(0, 1) e 𝑝 ∈ [1,∞) tal que 𝑠𝑝 < 𝑛. Seja Ω ⊂ R𝑛 um domínio limitado de extensão
para 𝑊 𝑠,𝑝. Então existe uma constante positiva 𝐶 = 𝐶(𝑛, 𝑝, 𝑞, 𝑠,Ω) tal que, para toda
𝑤 ∈ 𝑊 𝑠,𝑝(Ω) temos

‖𝑤‖𝐿𝑞(Ω) ≤ 𝐶‖𝑤‖𝑊 𝑠,𝑝(Ω),

para todo 𝑞 ∈ [1, 𝑝*
𝑠]. Isto é, os espaços 𝑊 𝑠,𝑝(Ω) estão continuamente imersos em 𝐿𝑞(Ω),

com 𝑞 ∈ [1, 𝑝*
𝑠].

Além disso, o próximo resultado nos garante que tal imersão é compacta para 𝑞 ∈
[1, 𝑝*

𝑠). Sua demonstração pode ser encontrada em (NEZZA; PALATUCCI; VALDINOCI,
2012, Corolário 7.2).

Teorema 2.3.4. Sejam 𝑠 ∈ (0, 1) e 𝑝 ∈ [1,∞) tal que 𝑠𝑝 < 𝑛. Sejam 𝑞 ∈ [1, 𝑝*
𝑠), Ω ⊂ R𝑛

um domínio de extensão para 𝑊 𝑠,𝑝 e Γ um subconjunto limitado em 𝑊 𝑠,𝑝(Ω). Então Γ é
pré-compacto em 𝐿𝑞(Ω), ou seja Γ é compacto.
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3 O Operado p-Laplaciano Fracionário

Considere Ω ⊂ R𝑛 um aberto, 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(Ω) com 𝑞 ∈ [1, 𝑝*
𝑠], e a equação diferencial

elítica
(−Δ𝑝)𝑠𝑤 = 𝑓 em Ω, (3.1)

onde 𝑤 ∈ 𝑊 𝑠,𝑝(R𝑛) e 𝑤 = 0 em R𝑛∖Ω.
Dizemos que 𝑤 é uma solução clássica do problema (3.1) se 𝑤 ∈ 𝑊 𝑠,𝑝(R𝑛)∩𝐶2(Ω)

e satisfaz (3.1) pontualmente, ou seja para todo 𝑥 ∈ Ω

(−Δ𝑝)𝑠𝑤(𝑥) = 𝑓(𝑥).

Por outro lado, dizemos que 𝑤 é uma solução fraca do problema (3.1) se para
toda 𝜙 ∈ 𝐶∞

𝑐 (Ω) tem-se
⟨(−Δ𝑝)𝑠𝑤,𝜙⟩ = ⟨𝑓, 𝜙⟩ . (3.2)

Conforme definido posteriormente em (3.10). Para tal, temos que basta 𝑤 ∈ 𝑊 𝑠,𝑝(R𝑛)
com 𝑤 = 0 em R𝑛∖Ω.

Ressaltamos que se 𝑤 é solução clássica de (3.1) então 𝑤 é ainda solução fraca
de do problema. Entretanto nem sempre a recíproca é verificada. O nosso intuito será
obter soluções fracas para problemas similares a (3.2) e, sob certas condições alguma
regularidade dessas soluções.

Neste sentido, este capítulo é voltado ao estudo do espaço de Sobolev Fracionário,
que contém as possíveis soluções fracas do problema (3.1), do operador 𝑝−Laplaciano
Fracionário e sua formulação variacional.

3.1 Estrutura Variacional do Problema
Devido ao fato do problema (3.1) envolver um operador não-local, no sentido de

que o valor (−Δ𝑝)𝑠𝑤(𝑥) depende dos valores de 𝑤 em todo R𝑛, expressamos a condição
de Dirichlet 𝑤 = 0 em R𝑛∖Ω ao invés de 𝜕Ω. Sendo assim, consideramos o subespaço
linear fechado

𝑋0 = {𝑤 ∈ 𝑊 𝑠,𝑝(R𝑛) ; 𝑤 = 0 q.t.p em R𝑛∖Ω} ,

com a norma induzida do espaço 𝑊 𝑠,𝑝(R𝑛),

‖𝑤‖𝑋0 =
(︁
‖𝑤‖𝑝

𝐿𝑝(Ω) + [𝑤]𝑝𝑊 𝑠,𝑝(R𝑛)

)︁ 1
𝑝 .

Note que para toda 𝑤 ∈ 𝑋0 temos ‖𝑤‖𝐿𝑝(R𝑛) = ‖𝑤‖𝐿𝑝(Ω) e a seminorma de Gagliardo de
𝑤 é dada por

[𝑤]𝑝𝑊 𝑠,𝑝(R𝑛) =
∫︁

𝑄

|𝑤(𝑥) − 𝑤(𝑦)|𝑝
|𝑥− 𝑦|𝑛+𝑝𝑠

𝑑𝑥𝑑𝑦,
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onde 𝑄 = R𝑛 × R𝑛∖(Ω𝑐 × Ω𝑐), denotamos então, por simplicidade, [𝑤]𝑝𝑊 𝑠,𝑝(𝑄).
Como Ω ⊂ R𝑛 é um dominínio aberto limitado com fronteira suave, temos que o

conjunto 𝐶∞
𝑐 (Ω) é denso em 𝑋0, conforme o seguinte resultado provado em (FISCELLA;

SERVADEI; VALDINOCI, 2015, Teorema 6).

Lema 3.1.1. Seja Ω um subconjunto aberto de R𝑛 com fronteira contínua. Então, para
toda 𝑤 ∈ 𝑋0 existe uma sequência 𝜙𝜀 ∈ 𝐶∞

𝑐 (Ω) tal que ‖𝜙𝜀 − 𝑤‖ → 0 quando 𝜀 → 0.

Ressaltamos que 𝑋0 é um subconjunto de 𝑊 𝑠,𝑝(Ω) e ainda, pelo Teorema 2.3.3 e
o Teorema 2.3.4 temos que a imersão 𝑋0 →˓ 𝐿𝑞(Ω) é continua para 𝑞 ∈ [1, 𝑝*

𝑠] e compacta
para 𝑞 ∈ [1, 𝑝*

𝑠).
Denotamos por 𝐶 a melhor constante de Sobolev para a imersão 𝑋0 →˓ 𝐿𝑝*

𝑠 (Ω),

𝐶 = sup
𝑤∈𝑋0∖{0}

‖𝑤‖𝐿𝑝*
𝑠 (Ω)

‖𝑤‖𝑋0

. (3.3)

Podemos munir o conjunto 𝑋0 da norma ‖ · ‖ = [·]𝑊 𝑠,𝑝(𝑄). De fato, para que
[·]𝑊 𝑠,𝑝(𝑄) seja uma norma em 𝑋0 basta provarmos que se [𝑤]𝑊 𝑠,𝑝(𝑄) = 0 então 𝑤 = 0 q.t.p
em R𝑛, já que as demais condições são imediatas.

Suponha [𝑤]𝑊 𝑠,𝑝(𝑄) = 0, então pela relação (2.4) temos 𝑤(𝑥) = 𝑤(𝑦) q.t.p em 𝑄.
Como 𝑤 ∈ 𝑋0 então 𝑤 = 0 q.t.p em R𝑛∖Ω, consequentemente 𝑤 = 0 q.t.p em R𝑛.

Assim (𝑋0, ‖ · ‖) é um espaço vetorial normado. Temos ainda que ‖ · ‖𝑋0 e ‖ · ‖ são
normas equivalentes, devido à seguinte desigualdade do tipo Poincaré Fracionária para a
seminorma de Gagliardo.

Lema 3.1.2. (BRASCO; LINDGREN; PARINI, 2014, Lema 2.4) Sejam 𝑠 ∈ (0, 1), 𝑝 ∈
[1,+∞) tais que 𝑠𝑝 < 𝑛 e Ω um conjunto aberto e limitado. Então existe uma constante
positiva 𝐶 = 𝐶(𝑛, 𝑝, 𝑠,Ω) tal que, para toda 𝜙 ∈ 𝐶∞

𝑐 (Ω) temos

‖𝜙‖𝑝
𝐿𝑝(Ω) ≤ 𝐶[𝜙]𝑝𝑊 𝑠,𝑝(𝑄).

Por um argumento de densidade, tal resultado é válido para qualquer 𝑤 ∈ 𝑋0.
Desta forma, aplicando o Lema 3.1.2, existe 𝐶 = 𝐶(𝑛, 𝑝, 𝑠,Ω) tal que para toda

𝑤 ∈ 𝑋0 tem-se

‖𝑤‖𝑝
𝑋0 = ‖𝑤‖𝑝

𝐿𝑝(Ω) + [𝑤]𝑝𝑊 𝑠,𝑝(𝑄)

≤ 𝐶(𝑛, 𝑝, 𝑠,Ω)[𝑤]𝑝𝑊 𝑠,𝑝(𝑄) + [𝑤]𝑝𝑊 𝑠,𝑝(𝑄)

= (𝐶(𝑛, 𝑝, 𝑠,Ω) + 1)[𝑤]𝑝𝑊 𝑠,𝑝(𝑄), (3.4)

consequentemente as normas ‖ · ‖𝑋0 e ‖ · ‖ são equivalentes.
O resultado a seguir nos fornece uma importante propriedade geométrica do espaço

(𝑋0, ‖ · ‖). Por completude reproduzimos sua demonstração, a qual pode ser encontrada
em (IANNIZZOTTO; SQUASSINA, 2013, página 4).
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Lema 3.1.3. O espaço (𝑋0, ‖ · ‖) é uniformemente convexo, em particular, um espaço
reflexivo.

Demonstração. Considere a função 𝐹 : 𝑋0 → 𝐿𝑝(𝑄), 1 < 𝑝 < ∞, definida para cada
𝑤 ∈ 𝑋0 por

𝐹 (𝑤)(𝑥, 𝑦) = 𝑤(𝑥) − 𝑤(𝑦)
|𝑥− 𝑦|𝑛+𝑝𝑠

, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑄.

Note que 𝐹 é uma isometria linear, pois para qualquer 𝑤 ∈ 𝑋0 temos

‖𝐹 (𝑤)‖𝐿𝑝(𝑄) =
(︃∫︁

𝑄

|𝑤(𝑥) − 𝑤(𝑦)|𝑝
|𝑥− 𝑦|𝑛+𝑝𝑠

𝑑𝑥𝑑𝑦

)︃ 1
𝑝

= ‖𝑤‖.

Afirmamos que 𝐹 (𝑋0) é uniformemente convexo. De fato, sejam 𝜀 > 0 e 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐹 (𝑋0)
tais que ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑄) ≤ 1, ‖𝑔‖𝐿𝑝(𝑄) ≤ 1 e ‖𝑓 − 𝑔‖𝐿𝑝(𝑄) > 𝜀. Como em particular 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿𝑝(𝑄)
e, pelo Lema 2.1.10, tal espaço é uniformemente convexo, então existe 𝛿 > 0 tal que⃦⃦⃦⃦

⃦𝑓 + 𝑔

2

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝐿𝑝(𝑄)
< 1 − 𝛿,

logo 𝐹 (𝑋0) é, conforme afirmamos, uniformemente convexo.
Mostraremos agora que 𝑋0 é uniformemente convexo. Para tanto, consideremos

𝜀 > 0 e 𝑤, 𝑣 ∈ 𝑋0 satisfazendo ‖𝑤‖ ≤ 1, ‖𝑣‖ ≤ 1 e ‖𝑤 − 𝑣‖ > 𝜀. Pelo fato de 𝐹 ser
uma isometria segue que ‖𝐹 (𝑤)‖ ≤ 1 e ‖𝐹 (𝑣)‖ ≤ 1. Como 𝐹 também é linear, então
‖𝐹 (𝑤) − 𝐹 (𝑣)‖ = ‖𝐹 (𝑤 − 𝑣)‖ = ‖𝑤 − 𝑣‖ > 𝜀. Assim, pela convexidade uniforme de
𝐹 (𝑋0) existe 𝛿 > 0 tal que ⃦⃦⃦⃦

⃦𝐹 (𝑤) + 𝐹 (𝑣)
2

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝐿𝑝(𝑄)
< 1 − 𝛿. (3.5)

Mas, das propriedades de 𝐹 temos
⃦⃦⃦

𝐹 (𝑤)+𝐹 (𝑣)
2

⃦⃦⃦
𝐿𝑝(𝑄)

= ‖𝑤+𝑣
2 ‖. Consequentemente

𝑋0 é uniformemente convexo.
Segue do Lema 2.1.12 que (𝑋0, ‖ · ‖) é um espaço reflexivo.

Como consequência desta propriedade topológica de 𝑋0, temos o seguinte resul-
tado, o qual fornece características das sequências limitadas neste espaço.

Lema 3.1.4. Seja (𝑤𝑛) uma sequência limitada em 𝑋0. Então existe 𝑤 ∈ 𝑋0 e uma
subsequência (𝑤𝑛𝑘

), a qual denotamos simplesmente por (𝑤𝑛), tal que valem as seguintes
convergências:

𝑤𝑛 ⇀ 𝑤 fracamente em 𝑋0,

𝑤𝑛 → 𝑤 fortemente em 𝐿𝑞(Ω), para 1 ≤ 𝑞 < 𝑝*
𝑠,

𝑤𝑛 → 𝑤 q.t.p em Ω.

Além disso, se 𝑓 ∈ 𝐿
𝑝*

𝑠
𝑝*

𝑠−𝛽 (Ω) para algum 𝛽 > 1 então∫︁
Ω
𝑓(𝑥)|𝑤𝑛|𝛽𝑑𝑥 =

∫︁
Ω
𝑓(𝑥)|𝑤|𝛽𝑑𝑥+ 𝑜(1). (3.6)
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Demonstração. Seja (𝑤𝑛) ⊂ 𝑋0 uma sequência limitada, como 𝑋0 é um espaço de Banach,
pois é um subespaço fechado do espaço de Banach 𝑊 𝑠,𝑝(R𝑛), e também é reflexivo, devido
ao Lema 3.1.3, então pelo Lema 2.1.13 temos que existe uma subsequência (𝑤𝑛𝑘

), a qual
denotamos por (𝑤𝑛) e 𝑤 ∈ 𝑋0 tal que 𝑤𝑛 ⇀ 𝑤 fracamente em 𝑋0, quando 𝑘 → ∞. Pelas
imersões compactas de Sobolev, Lema 2.3.4, temos 𝑤𝑛 → 𝑤 fortemente em 𝐿𝑞(Ω), para
1 ≤ 𝑞 < 𝑝*

𝑠. Ainda, segue do Lema 2.1.5 que 𝑤𝑛(𝑥) → 𝑤(𝑥) q.t.p em Ω.
Suponha agora 𝑓 ∈ 𝐿

𝑝*
𝑠

𝑝*
𝑠−𝛽 (Ω) para algum 𝛽 > 1. Através das imersões contínuas

do espaço 𝑋0, Teorema 2.3.3, e a contante (3.3) obtemos

‖|𝑤𝑛|𝛽‖
𝐿

𝑝*
𝑠

𝛽 (Ω)
= ‖𝑤𝑛‖𝛽

𝐿𝑝*
𝑠 (Ω) ≤ 𝐶𝛽‖𝑤𝑛‖𝛽.

Como a sequência (𝑤𝑛) é limitada em 𝑋0, então (|𝑤𝑛|𝛽) ⊂ 𝐿
𝑝*

𝑠
𝛽 (Ω) é limitada. Temos

ainda, por 𝑤𝑛 → 𝑤 q.t.p em Ω, que |𝑤𝑛|𝛽 → |𝑤|𝛽 q.t.p. em Ω. Assim, pelo Lema 2.1.8

|𝑤𝑛|𝛽 ⇀ |𝑤|𝛽 fracamente em 𝐿
𝑝*

𝑠
𝛽 (Ω).

Segue então do fato de 𝑓 ∈ 𝐿
𝑝*

𝑠
𝑝*

𝑠−𝛽 (Ω) = (𝐿
𝑝*

𝑠
𝛽 (Ω))*, da convergência acima e da definição

de convergência fraca, que

lim
𝑘→∞

∫︁
Ω
𝑓(𝑥)|𝑤𝑛|𝛽𝑑𝑥 =

∫︁
Ω
𝑓(𝑥)|𝑤|𝛽𝑑𝑥.

O resultado a seguir é importante para garantirmos posteriormente a regularidade
do funcional associado ao problema.

Lema 3.1.5. Seja Ω ⊂ R𝑛 um domínio limitado e 1 < 𝑞 < 𝑝 < 𝑟 < 𝑝*
𝑠. Suponhamos

que as funções 𝑎 e 𝑏 são mensuráveis com 𝑎 ∈ 𝐿𝛾(Ω) onde 𝛾 = 𝑝*
𝑠

𝑝*
𝑠−𝑞

e 𝑏 ∈ 𝐿𝜎(Ω) onde
𝜎 = 𝑝*

𝑠

𝑝*
𝑠−𝑟

. Então os operadores 𝐻1, 𝐻2 : 𝑋 → R definidos por

𝐻1(𝑤) =
∫︁

Ω
𝑎(𝑥)|𝑤|𝑞𝑑𝑥 e 𝐻2(𝑤) =

∫︁
Ω
𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟𝑑𝑥,

são de classe 𝐶1(𝑋0,R). Suas derivadas de Fréchet em 𝑤 são dadas por

⟨𝐻 ′
1(𝑤), 𝑣⟩ = 𝑞

∫︁
Ω
𝑎(𝑥)|𝑤|𝑞−2𝑤𝑣𝑑𝑥,

⟨𝐻 ′
2(𝑤), 𝑣⟩ = 𝑟

∫︁
Ω
𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟−2𝑤𝑣𝑑𝑥.

Além disso, se 𝑤𝑛 ⇀ 𝑤 fracamente em 𝑋0, então ⟨𝐻 ′
𝑖(𝑤𝑛), 𝑣⟩ → ⟨𝐻 ′

𝑖(𝑤), 𝑣⟩ para 𝑖 = 1, 2
e toda 𝑣 ∈ 𝑋0.

Demonstração. Mostraremos inicialmente que 𝐻1 e 𝐻2 são diferenciáveis no sentido de
Gâteaux. Sejam 𝑤, 𝑣 ∈ 𝑋0 quaisquer e 𝑡 ∈ (0, 1), então

𝐻1(𝑤 + 𝑡𝑣) −𝐻1(𝑤)
𝑡

=
∫︁

Ω
𝑎(𝑥) |𝑤 + 𝑡𝑣|𝑞 − |𝑤|𝑞

𝑡
𝑑𝑥.
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Observe que para qualquer 𝑥 ∈ Ω, o Teorema do Valor Médio garante a existência de
𝜃 ∈ (0, 1) tal que

|𝑤(𝑥) + 𝑡𝑣(𝑥)|𝑞 − |𝑤(𝑥)|𝑞 ≤ 𝑞|𝑤(𝑥) + 𝜃𝑡𝑣(𝑥)|𝑞−2(𝑤(𝑥) + 𝜃𝑡𝑣(𝑥))(𝑡𝑣(𝑥)),

donde segue que

|𝑎(𝑥)|
⃒⃒⃒⃒
⃒ |𝑤(𝑥) + 𝑡𝑣(𝑥)|𝑞 − |𝑤(𝑥)|𝑞

𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 𝑞|𝑎(𝑥)||𝑤(𝑥) + 𝜃𝑡𝑣(𝑥)|𝑞−1|𝑣(𝑥)|

≤ 𝑞|𝑎(𝑥)| (|𝑤(𝑥)| + |𝑣(𝑥)|)𝑞−1 |𝑣(𝑥)|,

pela Desigualdade de Hölder garante-se que tais estimativas estão em 𝐿1(Ω).
Desta forma, segue pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, enun-

ciada no Lema 2.1.4, que

⟨𝐻 ′
1(𝑤), 𝑣⟩ = lim

𝑡→0

𝐻1(𝑤 + 𝑡𝑣) −𝐻1(𝑤)
𝑡

=
∫︁

Ω
𝑎(𝑥) lim

𝑡→0

|𝑤 + 𝑡𝑣|𝑞 − |𝑤|𝑞

𝑡
𝑑𝑥

= 𝑞
∫︁

Ω
𝑎(𝑥)|𝑤|𝑞−2𝑤𝑣𝑑𝑥. (3.7)

Obtemos assim, a expressão para a derivada de 𝐻1. Provamos o caso 𝐻2 de forma seme-
lhante.

Mostraremos agora a continuidade da derivada de Gâteaux. Considere 𝑤𝑛 → 𝑤 em
𝑋0. Então, passando a uma subsequência se necessário, 𝑤𝑛(𝑥) → 𝑤(𝑥) q.t.p em Ω. Segue
então, utilizando a desigualdade (2.3), a Desigualdade de Hölder e a Imersão (2.3.3), que

‖𝐻 ′
1(𝑤𝑛) −𝐻 ′

1(𝑤)‖𝑋*
0

= sup
‖𝑣‖=1

| ⟨𝐻 ′
1(𝑤𝑛) −𝐻 ′

1(𝑤), 𝑣⟩ |

≤ sup
‖𝑣‖=1

𝑞
∫︁

Ω
|𝑎(𝑥)|

⃒⃒⃒
|𝑤𝑛|𝑞−2𝑤𝑛 − |𝑤|𝑞−2𝑤

⃒⃒⃒
|𝑣|𝑑𝑥

≤ sup
‖𝑣‖=1

𝐶
∫︁

Ω
|𝑎(𝑥)||𝑤𝑛 − 𝑤|𝑞−1|𝑣|𝑑𝑥

≤ sup
‖𝑣‖=1

𝐶‖𝑎‖𝐿𝛾(Ω)‖𝑤𝑛 − 𝑤‖𝑞−1
𝐿𝑝*

𝑠 (Ω)‖𝑣‖𝐿𝑝*
𝑠 (Ω)

≤ sup
‖𝑣‖=1

𝐷‖𝑎‖𝐿𝛾(Ω)‖𝑤𝑛 − 𝑤‖𝑞−1‖𝑣‖

= 𝐷‖𝑎‖𝐿𝛾(Ω)‖𝑤𝑛 − 𝑤‖𝑞−1, (3.8)

onde 𝐷 é uma constante positiva, o que nos garante que 𝐻 ′
1 é contínuo. A prova da

continuidade do operador 𝐻 ′
2 segue de forma semelhante, utilizando-se a desigualdade

(2.2). Desta maneira, segue do Lema 2.2.4 que 𝐻1, 𝐻2 ∈ 𝐶1(𝑋0,R).
Para a justificativa da ultima parte, suponha (𝑤𝑛) uma sequência limitada em 𝑋0

tal que 𝑤𝑛 ⇀ 𝑤 fracamente em 𝑋0, então pelo Lema 3.1.4 𝑤𝑛 → 𝑤 q.t.p em Ω. Assim para
toda 𝑣 ∈ 𝑋0 temos |𝑤𝑛|𝑞−2𝑤𝑛𝑣 → |𝑤|𝑞−2𝑤𝑣 q.t.p em Ω. Além disso, seja 𝑞′ = 𝑞/(𝑞 − 1) o
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expoente conjugado de 𝑞, pela desigualdade de Hölder obtemos

‖|𝑤𝑛|𝑞−2𝑤𝑛𝑣‖
𝐿

𝑝*
𝑠
𝑞 (Ω)

=
(︂∫︁

Ω
|𝑤𝑛|

𝑝*
𝑠

𝑞′ |𝑣|
𝑝*

𝑠
𝑞 𝑑𝑥

)︂ 𝑞
𝑝*

𝑠

≤ ‖𝑤𝑛‖
𝑞−1
𝑝*

𝑠

𝐿𝑝*
𝑠 (Ω)‖𝑣‖

1
𝑝*

𝑠

𝐿𝑝*
𝑠 (Ω).

Logo, pela limitação de (𝑤𝑛), a sequência |𝑤𝑛|𝑞−2𝑤𝑛𝑣 é limitada em 𝐿
𝑝*

𝑠
𝑞 (Ω). Segue então,

pelo Lema 2.1.8, que |𝑤𝑛|𝑞−2𝑤𝑛𝑣 ⇀ |𝑤|𝑞−2𝑤𝑣 em 𝐿
𝑝*

𝑠
𝑞 (Ω).

Como 𝑎 ∈ 𝐿
𝑝*

𝑠
𝑝*

𝑠−𝑞 (Ω) = (𝐿
𝑝*

𝑠
𝑞 (Ω))*, então pelo fato de |𝑤𝑛|𝑞−2𝑤𝑛𝑣 ⇀ |𝑤|𝑞−2𝑤𝑣 em

𝐿
𝑝*

𝑠
𝑞 (Ω) e a definição de convergência fraca segue que∫︁

Ω
𝑎(𝑥)|𝑤𝑛|𝑞−2𝑤𝑛𝑣𝑑𝑥 →

∫︁
Ω
𝑎(𝑥)|𝑤|𝑞−2𝑤𝑣𝑑𝑥.

Logo ⟨𝐻 ′
1(𝑤𝑛), 𝑣⟩ → ⟨𝐻 ′

1(𝑤), 𝑣⟩ para toda 𝑣 ∈ 𝑋0.
Justifica-se de maneira semelhante ao que foi feito acima, que ⟨𝐻 ′

2(𝑤𝑛), 𝑣⟩ →
⟨𝐻 ′

2(𝑤), 𝑣⟩ para toda 𝑣 ∈ 𝑋0.

3.2 O Operador p-Laplaciano Fracionário
Sejam 𝑠 ∈ (0, 1) e 𝑝 ∈ (1,∞). O operador 𝑝−Laplaciano Fracionário (−Δ𝑝)𝑠 é

definido pontualmente, a menos de uma constante de normalização, como

(−Δ𝑝)𝑠𝜙(𝑥) := 2 lim
𝜀→0

∫︁
R𝑛∖𝐵(𝑥,𝜀)

|𝜙(𝑥) − 𝜙(𝑦)|𝑝−2(𝜙(𝑥) − 𝜙(𝑦))
|𝑥− 𝑦|𝑛+𝑝𝑠

𝑑𝑦, 𝑥 ∈ R𝑛, (3.9)

para cada 𝜙 ∈ 𝐶∞
𝑐 (R𝑛). A constante de normalização é definida em (ANTIL; WARMA,

2018) por

𝐶(𝑛, 𝑝, 𝑠) =
𝑠𝑝22𝑠−1Γ( 𝑠𝑝+𝑛

2 )
2𝜋 𝑛−1

2 Γ(1 − 𝑠)Γ(𝑝+1
2 )

,

sendo Γ dada, para cada 𝑟 > 0, por

Γ(𝑟) =
∫︁ ∞

0
𝑥𝑟−1𝑒−𝑥𝑑𝑥.

No caso particular, e muito importante, em que 𝑝 = 2 o operador (−Δ𝑝)𝑠 se reduz ao
Laplaciano Fracionário, o qual é denotado simplesmente por (−Δ)𝑠.

Uma característica típica destes operadores é a não-localidade, no sentido de que
o valor (−Δ𝑝)𝑠𝜙(𝑥) em qualquer ponto 𝑥 ∈ Ω não depende somente dos valores na vizi-
nhança de 𝑥, mas sobre todo R𝑛. Nesse sentido, e devido a natureza aleatória do processo,
é natural expressar a condição de Dirichlet em R𝑛∖Ω ao invés de 𝜕Ω. Por isso, procuramos
soluções fracas no espaço de funções 𝑊 𝑠,𝑝(R𝑛) que se anulem fora de Ω, mais precisamente,
o espaço 𝑋0.

Sejam 𝑋*
0 o espaço dual de 𝑋0 e ⟨·, ·⟩ a aplicação dualidade entre 𝑋*

0 e 𝑋0. De-
finimos a forma variacional do operador 𝑝−Laplaciano Fracionário como o operador não
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linear (−Δ𝑝)𝑠 : 𝑋0 → 𝑋*
0 , o qual associa para qualquer 𝑤 ∈ 𝑋0 o operador (−Δ𝑝)𝑠𝑤 que

age em cada 𝑣 ∈ 𝑋0 através da relação

⟨(−Δ𝑝)𝑠𝑤, 𝑣⟩ =
∫︁

𝑄

|𝑤(𝑥) − 𝑤(𝑦)|𝑝−2(𝑤(𝑥) − 𝑤(𝑦))(𝑣(𝑥) − 𝑣(𝑦))
|𝑥− 𝑦|𝑛+𝑝𝑠

𝑑𝑥𝑑𝑦.

Por questão de notação consideramos 𝑤(𝑥, 𝑦) = |𝑤(𝑥) − 𝑤(𝑦)|𝑝−2(𝑤(𝑥) − 𝑤(𝑦)), conse-
quentemente

⟨(−Δ𝑝)𝑠𝑤, 𝑣⟩ =
∫︁

𝑄

𝑤(𝑥, 𝑦)(𝑣(𝑥) − 𝑣(𝑦))
|𝑥− 𝑦|𝑛+𝑝𝑠

𝑑𝑥𝑑𝑦. (3.10)

Note que para cada 𝑤 ∈ 𝑋0 o operador (−Δ𝑝)𝑠𝑤 é linear e limitado. De fato, pela
definição (3.10) e as propriedades da integral, segue que (−Δ𝑝)𝑠𝑤 é uma transformação
linear. Além disso, para qualquer 𝑣 ∈ 𝑋0, temos pela desigualdade de Hölder que

| ⟨(−Δ𝑝)𝑠𝑤, 𝑣⟩ | ≤
∫︁

𝑄

|𝑤(𝑥) − 𝑤(𝑦)|𝑝−1|𝑣(𝑥) − 𝑣(𝑦)|
|𝑥− 𝑦|𝑛+𝑝𝑠

𝑑𝑥𝑑𝑦

≤
(︃∫︁

𝑄

|𝑤(𝑥) − 𝑤(𝑦)|𝑝
|𝑥− 𝑦|𝑛+𝑝𝑠

𝑑𝑥𝑑𝑦

)︃ 𝑝−1
𝑝
(︃∫︁

𝑄

|𝑣(𝑥) − 𝑣(𝑦)|𝑝
|𝑥− 𝑦|𝑛+𝑝𝑠

𝑑𝑥𝑑𝑦

)︃ 1
𝑝

= ‖𝑤‖𝑝−1‖𝑣‖

como 𝑤, 𝑣 ∈ 𝑋0, então o operador é limitado.
Recordamos que o operador Laplaciano, −Δ, é linear, assim como o Laplaci-

ano Fracionário (−Δ)𝑠. Por outro lado, no caso geral em que 𝑝 ̸= 2, os operadores
𝑝−Laplaciano −Δ𝑝, bem como o 𝑝−Laplaciano Fracionário (−Δ𝑝)𝑠 não são lineares. En-
tretanto destacamos que (−Δ𝑝)𝑠 é um operador (𝑝 − 1)-homogêneo, isto é, para toda
𝑤 ∈ 𝑋0 e 𝛼 > 0 tem-se (−Δ𝑝)𝑠(𝛼𝑤) = 𝛼𝑝−1(−Δ𝑝)𝑠𝑤.

De fato, sejam 𝑤, 𝑣 ∈ 𝑋0 quaisquer e 𝛼 > 0. Então pela definição (3.10)

⟨(−Δ𝑝)𝑠(𝛼𝑤), 𝑣⟩ =
∫︁

𝑄

𝛼𝑝−1𝑤(𝑥, 𝑦)(𝑣(𝑥) − 𝑣(𝑦))
|𝑥− 𝑦|𝑛+𝑝𝑠

𝑑𝑥𝑑𝑦.

=
⟨
𝛼𝑝−1(−Δ𝑝)𝑠𝑤, 𝑣

⟩
.

Como já mencionamos anteriormente, nosso intuito é encontrar soluções fracas
para o problema (3.1). Mais precisamente, pela relação (3.2), buscamos 𝑤 ∈ 𝑋0 que
satisfazem

⟨(−Δ𝑝)𝑠𝑤,𝜙⟩ = ⟨𝑓, 𝜙⟩ ,

para toda 𝜙 ∈ 𝑋0. Ou seja, pela definição (3.10), 𝑤 ∈ 𝑋0 é uma solução fraca de (3.1) se
𝑤 = 0 em R𝑛∖Ω e satisfaz∫︁

𝑄

𝑤(𝑥, 𝑦)(𝜙(𝑥) − 𝜙(𝑦))
|𝑥− 𝑦|𝑛+𝑝𝑠

𝑑𝑥𝑑𝑦 =
∫︁

Ω
𝑓(𝑥)𝜙𝑑𝑥. (3.11)

para toda 𝜙 ∈ 𝑋0.
O resultado a seguir relaciona a derivada de Fréchet de um funcional com o opera-

dor 𝑝−Laplaciano Fracionário. Tal resultado será útil para garantirmos posteriormente a
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existência de um funcional associado ao problema (3.1). Por esta razão, reproduzimos sua
demonstração, a qual pode ser encontrada em (PUCCI; XIANG; ZHANG, 2015, Lema
2).

Teorema 3.2.1. O funcional 𝐼 : 𝑋0 → R dado por

𝐼(𝑤) = 1
𝑝

‖𝑤‖𝑝,

é de classe 𝐶1(𝑋0,R) e sua derivada de Fréchet em 𝑤 ∈ 𝑋0 é dada por ⟨𝐼 ′(𝑤), 𝑣⟩ =
⟨(−Δ𝑝)𝑠𝑤, 𝑣⟩, para toda 𝑣 ∈ 𝑋0. Além disso se 𝑤𝑛 ⇀ 𝑤 fracamente em 𝑋0 então

⟨(−Δ𝑝)𝑠𝑤𝑛, 𝜙⟩ → ⟨(−Δ𝑝)𝑠𝑤,𝜙⟩ ,

para toda 𝜙 ∈ 𝑋0, quando 𝑛 → ∞.

Demonstração. Consideremos a função definida em 𝑋0 ×𝑄∖{(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑄 ; 𝑥 = 𝑦} por

𝐺(𝑤, 𝑥, 𝑦) = |𝑤(𝑥) − 𝑤(𝑦)|𝑝
|𝑥− 𝑦|𝑛+𝑝𝑠

.

Note que, para quaisquer 𝑤, 𝑣 ∈ 𝑋0 e 𝑡 ∈ (0, 1) temos pela relação (2.4) e a definição de
𝐺, que

𝐼(𝑤 + 𝑡𝑣) − 𝐼(𝑤)
𝑡

= 1
𝑝

∫︁
𝑄

|(𝑤 + 𝑡𝑣)(𝑥) − (𝑤 + 𝑡𝑣)(𝑦)|𝑝 − |𝑤(𝑥) − 𝑤(𝑦)|𝑝
𝑡|𝑥− 𝑦|𝑛+𝑝𝑠

𝑑𝑥𝑑𝑦

= 1
𝑝

∫︁
𝑄

𝐺(𝑤 + 𝑡𝑣, 𝑥, 𝑦) −𝐺(𝑤, 𝑥, 𝑦)
𝑡

𝑑𝑥𝑑𝑦. (3.12)

Pelo Teorema do Valor Médio, para cada (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑄 existe 𝜃 > 0 com 𝜃𝑡 ∈ [0, 1] tal que⃒⃒⃒⃒
⃒𝐺(𝑤 + 𝑡𝑣, 𝑥, 𝑦) −𝐺(𝑤, 𝑥, 𝑦)

𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 𝑝

|(𝑤 + 𝜃𝑡𝑣)(𝑥) − (𝑤 + 𝜃𝑡𝑣)(𝑦)|𝑝−1|𝑣(𝑥) − 𝑣(𝑦)|
|𝑥− 𝑦|𝑛+𝑝𝑠

≤ 𝑝
||𝑤(𝑥) − 𝑤(𝑦)| + |𝑣(𝑥) − 𝑣(𝑦)||𝑝−1|𝑣(𝑥) − 𝑣(𝑦)|

|𝑥− 𝑦|𝑛+𝑝𝑠

Por meio da desigualdade de Hölder e a desigualdade (2.1), confirma-se que

||𝑤(𝑥) − 𝑤(𝑦)| + |𝑣(𝑥) − 𝑣(𝑦)||𝑝−1|𝑣(𝑥) − 𝑣(𝑦)|
|𝑥− 𝑦|𝑛+𝑝𝑠

∈ 𝐿1(𝑄)

Deste modo, retornando a (3.12), segue do Teorema da Convergência Dominada de Le-
besgue, a definição de 𝐺 e (3.10) que

lim
𝑡→0

𝐼(𝑤 + 𝑡𝑣) − 𝐼(𝑤)
𝑡

= 1
𝑝

∫︁
𝑄

lim
𝑡→0

𝐺(𝑤 + 𝑡𝑣, 𝑥, 𝑦) −𝐺(𝑤, 𝑥, 𝑦)
𝑡

𝑑𝑥𝑑𝑦.

= 1
𝑝

∫︁
𝑄

lim
𝑡→0

|(𝑤 + 𝑡𝑣)(𝑥) − (𝑤 + 𝑡𝑣)(𝑦)|𝑝 − |𝑤(𝑥) − 𝑤(𝑦)|𝑝
𝑡|𝑥− 𝑦|𝑛+𝑝𝑠

𝑑𝑥𝑑𝑦

=
∫︁

𝑄

|𝑤(𝑥) − 𝑤(𝑦)|𝑝−2(𝑤(𝑥) − 𝑤(𝑦))(𝑣(𝑥) − 𝑣(𝑦))
|𝑥− 𝑦|𝑛+𝑝𝑠

𝑑𝑥𝑑𝑦,

= ⟨(−Δ𝑝)𝑠𝑤, 𝑣⟩ .
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Assim obtemos a expressão da derivada de Gâteaux do funcional.
Pelo Lema 2.2.4, para que 𝐼 ∈ 𝐶1(𝑋0,R) resta garantir que tal derivada é contínua.

Para tanto, consideramos uma sequência (𝑤𝑛) ∈ 𝑋0 tal que 𝑤𝑛 → 𝑤 em 𝑋0. Notamos
então que a sequência definida por⎛⎝ 𝑤𝑛(𝑥, 𝑦)

|𝑥− 𝑦|
𝑛+𝑝𝑠

𝑞

⎞⎠
𝑛∈N

,

é limitada em 𝐿𝑞(𝑄), onde 𝑞 é o expoente conjugado de 𝑝, pois⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑤𝑛(𝑥, 𝑦)

|𝑥− 𝑦|
𝑛+𝑝𝑠

𝑞

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

𝐿𝑞(𝑄)

= ‖𝑤𝑛‖
𝑝
𝑞 . (3.13)

Pelas imersões do espaço 𝑋0 e o Lema 2.1.5 podemos supor, passando a uma
subsequência se necessário, que 𝑤𝑛 → 𝑤 q.t.p em R𝑛. Assim notamos que

𝑤𝑛(𝑥, 𝑦)
|𝑥− 𝑦|

𝑛+𝑝𝑠
𝑞

→ 𝑤(𝑥, 𝑦)
|𝑥− 𝑦|

𝑛+𝑝𝑠
𝑞

q.t.p em 𝑄.

Então pelo Teorema da convergência dominada obtemos

lim
𝑛→∞

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝑤𝑛(𝑥, 𝑦) − 𝑤(𝑥, 𝑦)

|𝑥− 𝑦|
𝑛+𝑝𝑠

𝑞

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

𝑞

𝐿𝑞(𝑄)

=

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ lim

𝑛→∞

𝑤𝑛(𝑥, 𝑦) − 𝑤(𝑥, 𝑦)
|𝑥− 𝑦|

𝑛+𝑝𝑠
𝑞

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

𝑞

𝐿𝑞(𝑄)

= 0. (3.14)

Agora, utilizando a expressão 3.10 e a desigualdade de Hölder obtemos

‖𝐼 ′(𝑤𝑛) − 𝐼 ′(𝑤)‖𝑋*
0

= sup
‖𝜙‖=1

| ⟨𝐼 ′(𝑤𝑛) − 𝐼 ′(𝑤), 𝜙⟩ |

≤ sup
‖𝜙‖=1

1
𝑝

(︃∫︁
𝑄

|𝑤𝑛(𝑥, 𝑦) − 𝑤(𝑥, 𝑦)|𝑞
|𝑥− 𝑦|𝑛+𝑝𝑠

𝑑𝑥𝑑𝑦

)︃ 1
𝑞
(︃∫︁

𝑄

|𝜙(𝑥) − 𝜙(𝑦)|𝑝
|𝑥− 𝑦|𝑛+𝑝𝑠

𝑑𝑥𝑑𝑦

)︃ 1
𝑝

= sup
‖𝜙‖=1

1
𝑝

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝑤𝑛(𝑥, 𝑦) − 𝑤(𝑥, 𝑦)

|𝑥− 𝑦|
𝑛+𝑝𝑠

𝑞

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

𝐿𝑞(𝑄)

‖𝜙‖

= 1
𝑝

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝑤𝑛(𝑥, 𝑦) − 𝑤(𝑥, 𝑦)

|𝑥− 𝑦|
𝑛+𝑝𝑠

𝑞

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

𝐿𝑞(𝑄)

.

Segue então da relação (3.14) que ‖𝐼 ′(𝑢𝑛) − 𝐼 ′(𝑢)‖𝑋*
0

→ 0 quando 𝑛 → ∞. Desta forma
a derivada de Gâteaux de 𝐼 é contínua em 𝑋0. Pelo Lema 2.2.4 temos 𝐼 ∈ 𝐶1(𝑋0,R),
concluindo a demonstração da primeira parte.

Para justificar a última parte, consideramos (𝑤𝑛) ⊂ 𝑋0 tal que 𝑤𝑛 ⇀ 𝑤 fracamente
em 𝑋0. Pelo Lema 2.1.7 temos (𝑤𝑛) limitada em 𝑋0. Note então pela relação (3.13) que
a sequência 𝑤𝑛(𝑥, 𝑦)/|𝑥− 𝑦|

𝑛+𝑝𝑠
𝑞 é limitada em 𝐿𝑞(𝑄), onde 𝑞 é o expoente conjugado de

𝑝. Além disso, segue do Lema 3.1.4 que 𝑤𝑛 → 𝑤 q.t.p em R𝑛, a menos de subsequência,
donde decorre que

𝑤𝑛(𝑥, 𝑦)
|𝑥− 𝑦|

𝑛+𝑝𝑠
𝑞

→ 𝑤(𝑥, 𝑦)
|𝑥− 𝑦|

𝑛+𝑝𝑠
𝑞

q.t.p em 𝑄.
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Assim, segue do Lema 2.1.8 que

𝑤𝑛(𝑥, 𝑦)
|𝑥− 𝑦|

𝑛+𝑝𝑠
𝑞

⇀
𝑤(𝑥, 𝑦)

|𝑥− 𝑦|
𝑛+𝑝𝑠

𝑞

em 𝐿𝑞(𝑄).

Por outro lado, para toda 𝑣 ∈ 𝑋0 temos

(𝑣(𝑥) − 𝑣(𝑦))
|𝑥− 𝑦|(𝑛+𝑝𝑠)/𝑝

∈ 𝐿𝑝(𝑄) = (𝐿𝑞(𝑄))*.

Consequentemente, pela definição de convergência fraca obtemos, para toda 𝑣 ∈ 𝑋0 que∫︁
𝑄

(𝑣(𝑥) − 𝑣(𝑦))𝑤𝑛(𝑥, 𝑦)
|𝑥− 𝑦|𝑛+𝑝𝑠

𝑑𝑥𝑑𝑦 →
∫︁

𝑄

(𝑣(𝑥) − 𝑣(𝑦))𝑤(𝑥, 𝑦)
|𝑥− 𝑦|𝑛+𝑝𝑠

𝑑𝑥𝑑𝑦,

quando 𝑘 → ∞. Ou seja, pela definição (3.10), ⟨(−Δ𝑝)𝑠𝑤𝑛, 𝑣⟩ → ⟨(−Δ𝑝)𝑠𝑤, 𝑣⟩ para toda
𝑣 ∈ 𝑋0.

3.3 Princípio do Máximo e Regularidade
Quando queremos justificar a positividade de certa solução associada a um ope-

rador elítico recorremos a resultados conhecidos como Princípios do Máximo. Posterior-
mente tentaremos justificar que certas soluções envolvendo um operador 𝑝−Laplaciano
Fracionário são positivas.

A seguir apresentamos um resultado do tipo Princípio do Máximo para o opera-
dor 𝑝−Laplaciano Fracionário. Sua demonstração pode ser encontrada em (BRASCO;
FRANZINA, 2014, Teorema A.1).

Lema 3.3.1. Sejam 𝑠 ∈ (0, 1), 𝑝 ∈ (1,∞) e Ω ⊂ R𝑛 um conjunto aberto limitado e
conexo. Se 𝑤 ∈ 𝑋0∖{0} é tal que 𝑤 ≥ 0 q.t.p em Ω e

⟨(−Δ𝑝)𝑠𝑤, 𝑣⟩ ≥ 0,

para toda 𝑣 ∈ 𝑋0 com 𝑣 ≥ 0 q.t.p em Ω, então 𝑤 > 0 q.t.p em Ω.

Conforme já mencionado anteriormente, nosso intuito é obter soluções fracas para
problemas similares a (3.1) e, sob certas condições alguma regularidade dessas soluções.
Consideramos então as seguintes terminologias.

Para todo 𝛼 ∈ (0, 1] e toda 𝑤 : Ω → R mensurável, definimos

[𝑤]𝐶𝛼(Ω) = sup
𝑥,𝑦∈Ω,𝑥 ̸=𝑦

|𝑤(𝑥) − 𝑤(𝑦)|
|𝑥− 𝑦|𝛼

,

𝐶𝛼(Ω) =
{︁
𝑤 ∈ 𝐶(Ω) ; [𝑤]𝐶𝛼(Ω) < ∞

}︁
,

sendo este último um espaço de Banach com a norma ‖𝑤‖𝐶𝛼(Ω) = ‖𝑤‖𝐿∞(Ω) + [𝑤]𝐶𝛼(Ω).
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Dizemos que (−Δ𝑝)𝑠𝑤 ≤ 𝑓 fracamente em Ω se

⟨(−Δ𝑝)𝑠𝑤,𝜙⟩ ≤ ⟨𝑓, 𝜙⟩ ,

para toda 𝜙 ∈ 𝑋0 com 𝜙 ≥ 0. De forma similar define-se (−Δ𝑝)𝑠𝑤 ≥ 𝑓 fracamente em
Ω. Visto que para todo 𝐾 > 0 e Ω limitado, tem-se ±𝐾 ∈ 𝑋*

0 , convencionamos que
|(−Δ𝑝)𝑠𝑤| ≤ 𝐾 fracamente em Ω se −𝐾 ≤ (−Δ𝑝)𝑠𝑤 ≤ 𝐾 fracamente em Ω.

O seguinte resultado garante que se 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(Ω)∩𝐿∞(Ω) e Ω é um domínio limitado
com fronteira suave, as soluções fracas de (3.1) são 𝛼−Hölder contínuas até a fronteira,
para algum 𝛼 ∈ (0, 1).

Lema 3.3.2. (IANNIZZOTTO; MOSCONI; SQUASSINA, 2014, Teorema 4.4) Sejam
𝑠 ∈ (0, 1), 𝑝 ∈ (1,∞) e Ω um domínio limitado com fronteira suave. Suponha 𝑤 ∈ 𝑋0

satisfazendo |(−Δ𝑝)𝑠𝑤| ≤ 𝐾 fracamente em Ω para algum 𝐾 > 0. Então existe uma
constante positiva 𝐶 = 𝐶(𝑛, 𝑝, 𝑠,Ω) tal que

|𝑤(𝑥)| ≤ (𝐶𝐾)
1

𝑝−1 𝛿𝑠(𝑥) q.t.p em Ω,

onde 𝛿(𝑥) = 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑥,Ω𝑐). Além disso, se 𝑓 ∈ 𝐿∞(Ω) então existe 𝛼 ∈ (0, 𝑠] tal que, para
toda solução fraca 𝑤 ∈ 𝑋0 do problema (3.1), 𝑤 ∈ 𝐶𝛼(Ω) e

‖𝑤‖𝐿∞(Ω) ≤ 𝐶‖𝑓‖
1

𝑝−1
𝐿∞(Ω).
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4 O Nosso Problema

Nosso objetivo neste capítulo é obter condições suficientes sobre um parâmetro
positivo 𝜆, a fim de garantir a existência de ao menos duas soluções fracas não negativas
em 𝑋0 para o problema

(𝑃𝜆)

⎧⎨⎩ (−Δ𝑝)𝑠𝑤 = 𝑎(𝑥)|𝑤|𝑞−2𝑤 + 𝜆𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟−2𝑤 em Ω
𝑤 = 0 em R𝑛∖Ω.

Para tanto, consideramos Ω ⊂ R𝑛 um domínio limitado com fronteira suave, isto é, um
subconjunto aberto de R𝑛, conexo e não vazio. Os valores 𝑠 ∈ (0, 1) e 𝑝 ∈ (1,∞) são
fixados de forma que 𝑠𝑝 < 𝑛, 𝜆 é um parâmetro real positivo e os expoentes satisfazem a
relação 1 < 𝑞 < 𝑝 < 𝑟 < 𝑝*

𝑠.
Consideramos também que as funções peso 𝑎, 𝑏 : Ω → R são mensuráveis e cum-

prem as seguintes condições:

(𝐻𝑎) 0 � 𝑎 e 𝑎 ∈ 𝐿𝛾(Ω) onde 𝛾 = 𝑝*
𝑠

𝑝*
𝑠−𝑞

;

(𝐻𝑏) 𝑏+ ̸≡ 0 e 𝑏 ∈ 𝐿𝜎(Ω) onde 𝜎 = 𝑝*
𝑠

𝑝*
𝑠−𝑟

;

Recordamos que soluções fracas associadas ao problema geral (3.1) são elementos
de 𝑋0 que satisfazem (3.2). Portanto, neste caso, 𝑤 ∈ 𝑋0 é uma solução fraca de (𝑃𝜆) se
satisfaz, para toda 𝑣 ∈ 𝑋0∫︁

𝑄

𝑤(𝑥, 𝑦)(𝑣(𝑥) − 𝑣(𝑦))
|𝑥− 𝑦|𝑛+𝑝𝑠

𝑑𝑥𝑑𝑦 =
∫︁

Ω
𝑎(𝑥)|𝑤|𝑞−2𝑤𝑣𝑑𝑥+ 𝜆

∫︁
Ω
𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟−2𝑤𝑣𝑑𝑥.

Para obtermos soluções, faremos uso de argumentos de minimização sobre a vari-
edade de Nehari, definida em (4.5). O resultado central deste capítulo é a demonstração
do Teorema 1.0.1, no qual garantimos a existência de duas soluções distintas, que são não
negativas em Ω.

Observamos que se substituirmos a hipótese (𝐻𝑏) por

(𝐻 ′
𝑏) 0 � 𝑏 e 𝑏 ∈ 𝐿𝜎(Ω) onde 𝜎 = 𝑝*

𝑠

𝑝*
𝑠−𝑟

;

e obtermos soluções fracas 𝑤 ∈ 𝑋0 não negativas para o problema (𝑃𝜆), então pelo fato
de 𝑎, 𝑏  0 tais soluções satisfazem, para toda 𝜙 ∈ 𝑋0 com 𝜙 ≥ 0

⟨(−Δ𝑝)𝑠𝑤,𝜙⟩ =
∫︁

Ω
𝑎(𝑥)|𝑤|𝑞−2𝑤𝜙𝑑𝑥+ 𝜆

∫︁
Ω
𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟−2𝑤𝜙𝑑𝑥 ≥ 0.

Assim, o Princípio do Máximo para o operador 𝑝−Laplaciano Fracionário, enunciado no
Lema 3.3.1, garante que as soluções fracas são, neste caso, 𝑤 > 0 em quase toda parte de
Ω.
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4.1 Formulação Variacional
Nesta seção garantimos a existência de um funcional associado ao problema (𝑃𝜆) e

estudamos certas propriedades básicas do mesmo. Consideramos sempre o conjunto 𝑋0,
munido da norma

‖𝑤‖ = [𝑤]𝑊 𝑠,𝑝(𝑄).

Para cada 𝜆 > 0 associamos ao problema (𝑃𝜆) o funcional 𝐽𝜆 : 𝑋0 → R, dado por

𝐽𝜆(𝑤) = 1
𝑝

‖𝑤‖𝑝 − 1
𝑞

∫︁
Ω
𝑎(𝑥)|𝑤|𝑞𝑑𝑥− 𝜆

𝑟

∫︁
Ω
𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟𝑑𝑥, (4.1)

para cada 𝑤 ∈ 𝑋0. Note que tal funcional está bem definido, pois utilizando a desigual-
dade de Hölder, a imersão contínua do espaço 𝑋0 e a constante (3.3), obtemos⃒⃒⃒⃒∫︁

Ω
𝑎(𝑥)|𝑤|𝑞𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
≤ ‖𝑎‖𝐿𝛾(Ω)𝐶

𝑞‖𝑤‖𝑞, (4.2)

⃒⃒⃒⃒∫︁
Ω
𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
≤ ‖𝑏‖𝐿𝜎(Ω)𝐶

𝑟‖𝑤‖𝑟. (4.3)

Observe também, pelos Teoremas 3.1.5 e 3.2.1 que 𝐽𝜆 ∈ 𝐶1(𝑋0,R) e sua derivada de
Fréchet em cada 𝑤 ∈ 𝑋0 age sobre qualquer 𝑣 ∈ 𝑋0 através da relação

⟨𝐽 ′
𝜆(𝑤), 𝑣⟩ =

∫︁
𝑄

𝑤(𝑥, 𝑦)(𝑣(𝑥) − 𝑣(𝑦))
|𝑥− 𝑦|𝑛+𝑝𝑠

𝑑𝑥𝑑𝑦 −
∫︁

Ω
𝑎(𝑥)|𝑤|𝑞−2𝑤𝑣𝑑𝑥− 𝜆

∫︁
Ω
𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟−2𝑤𝑣𝑑𝑥.(4.4)

Desta forma os pontos críticos de 𝐽𝜆 são soluções fracas do problema (𝑃𝜆). Nosso
objetivo então, é utilizar técnicas de minimização para encontrar pontos críticos não
triviais e não negativos de 𝐽𝜆.

Ressaltamos que sobre 𝑋0 tal funcional não é limitado inferiormente. De fato, pela
hipótese (𝐻𝑏) podemos tomar 𝑤 ∈ 𝑋0 onde

∫︀
Ω 𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟𝑑𝑥 > 0, temos assim por (4.1) que

𝐽𝜆(𝑡𝑤) → −∞ quando 𝑡 → ∞, pois 𝑞 < 𝑝 < 𝑟.
Para contornar o fato que o funcional 𝐽𝜆 não é limitado inferiormente em 𝑋0 iremos

restringir o domínio a um subconjunto de 𝑋0, de modo que em tal conjunto ainda estejam
contidos os pontos críticos de 𝐽𝜆.

4.2 A Variedade de Nehari
Nesta seção introduzimos a variedade de Nehari associada ao nosso problema. Pro-

varemos resultados a respeito do comportamento do funcional 𝐽𝜆 sobre este subconjunto,
bem como apresentamos propriedades essenciais do mesmo.

Como não estamos interessados na solução trivial, consideremos o subconjunto de
𝑋0∖{0} definido, para cada 𝜆 > 0, por

𝑁𝜆 := {𝑤 ∈ 𝑋0∖{0} ; ⟨𝐽 ′
𝜆(𝑤), 𝑤⟩ = 0}. (4.5)
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Suponha que 𝑤 ̸= 0 é um ponto crítico de 𝐽𝜆, ou seja, 𝐽 ′
𝜆(𝑤) = 0 em 𝑋*

0 , então 𝑤 pertence
ao conjunto 𝑁𝜆. Assim, 𝑁𝜆 é uma restrição conveniente para o problema de encontrar
pontos críticos não triviais de 𝐽𝜆. Este conjunto é classicamente chamado de variedade
de Nehari, mesmo que em geral não seja uma variedade. Para mais detalhes a respeito,
recomendamos o trabalho de Szulkin (SZULKIN, 2011), bem como suas referências.

Decorre da definição da variedade de Nehari e da relação (4.4) que 𝑤 ∈ 𝑁𝜆 se, e
somente se,

‖𝑤‖ ≠ 0 e ‖𝑤‖𝑝 =
∫︁

Ω
𝑎(𝑥)|𝑤|𝑞𝑑𝑥+ 𝜆

∫︁
Ω
𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟𝑑𝑥. (4.6)

Além disso, dada qualquer 𝑤 ∈ 𝑋0∖{0}, definimos a função fibramento associada
a 𝑤 por 𝜑𝑤 : (0,∞) → R onde 𝜑𝑤(𝑡) = 𝐽𝜆(𝑡𝑤). Deste modo

𝜑′
𝑤(𝑡) = 𝑡𝑝−1‖𝑤‖𝑝 − 𝑡𝑞−1

∫︁
Ω
𝑎(𝑥)|𝑤|𝑞𝑑𝑥− 𝑡𝑟−1𝜆

∫︁
Ω
𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟𝑑𝑥.

Segue então da caracterização (4.6) que 𝑡𝑤 ∈ 𝑁𝜆 se, e somente se, 𝜑′
𝑤(𝑡) = 0. Em

particular, 𝑤 ∈ 𝑁𝜆 se, e somente se, 𝜑′
𝑤(1) = 0.

Observação 4.2.1. Com base nas caracterizações obtidas acima, a variedade de Nehari
𝑁𝜆 pode ser escrita como

𝑁𝜆 = {𝑤 ∈ 𝑋0∖{0} ; ⟨𝐽 ′
𝜆(𝑤), 𝑤⟩ = 0}

= {𝑤 ∈ 𝑋0∖{0} ; 𝜑′
𝑤(1) = 0} (4.7)

=
{︂
𝑤 ∈ 𝑋0∖{0} ; ‖𝑤‖𝑝 =

∫︁
Ω
𝑎(𝑥)|𝑤|𝑞𝑑𝑥+ 𝜆

∫︁
Ω
𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟𝑑𝑥

}︂
.

Observação 4.2.2. Podemos caracterizar também a ação do funcional 𝐽𝜆 sobre 𝑁𝜆. Dada
𝑤 ∈ 𝑁𝜆, pelas relações (4.1) e (4.6) obtemos

𝐽𝜆(𝑤) = 1
𝑝

‖𝑤‖𝑝 − 1
𝑞

∫︁
Ω
𝑎(𝑥)|𝑤|𝑞𝑑𝑥− 1

𝑟

[︂
‖𝑤‖𝑝 −

∫︁
Ω
𝑎(𝑥)|𝑤|𝑞𝑑𝑥

]︂

=
(︃
𝑟 − 𝑝

𝑝𝑟

)︃
‖𝑤‖𝑝 −

(︃
𝑟 − 𝑞

𝑞𝑟

)︃∫︁
Ω
𝑎(𝑥)|𝑤|𝑞𝑑𝑥. (4.8)

De forma análoga obtemos para cada 𝑤 ∈ 𝑁𝜆

𝐽𝜆(𝑤) =
(︃
𝑞 − 𝑝

𝑝𝑞

)︃
‖𝑤‖𝑝 −

(︃
𝑞 − 𝑟

𝑟𝑞

)︃
𝜆
∫︁

Ω
𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟𝑑𝑥. (4.9)

Recordamos na sequência a seguinte terminologia:

Definição 4.2.3. Um funcional Φ : 𝑋0 → R é dito coercivo se Φ(𝑤) → +∞ quando
‖𝑤‖ → ∞.

O resultado a seguir apresenta informações a respeito do comportamento do fun-
cional 𝐽𝜆 sobre a variedade 𝑁𝜆.
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Lema 4.2.4. Suponha (𝐻𝑎) e (𝐻𝑏) satisfeitas. Para cada 𝜆 > 0 o funcional 𝐽𝜆 é coercivo
e limitado inferiormente em 𝑁𝜆.

Demonstração. Para cada 𝑤 ∈ 𝑁𝜆, pela relação (4.8) e a desigualdade (4.2) temos

𝐽𝜆(𝑤) ≥
(︃
𝑟 − 𝑝

𝑝𝑟

)︃
‖𝑤‖𝑝 −

(︃
𝑟 − 𝑞

𝑞𝑟

)︃
‖𝑎‖𝐿𝛾(Ω)𝐶

𝑞
𝑝*

𝑠
‖𝑤‖𝑞

=
[︃(︃
𝑟 − 𝑝

𝑝𝑟

)︃
‖𝑤‖𝑝−𝑞 −

(︃
𝑟 − 𝑞

𝑞𝑟

)︃
‖𝑎‖𝐿𝛾(Ω)𝐶

𝑞

]︃
‖𝑤‖𝑞.

Observe que se ‖𝑤‖ → ∞, então 𝐽𝜆(𝑤) → ∞, haja visto que 𝑞 < 𝑝 < 𝑟, logo o funcional
é coercivo. Desta forma, existe 𝑀 > 0 tal que 𝐽𝜆(𝑤) > 0 quando ‖𝑤‖ > 𝑀 . Caso
0 < ‖𝑤‖ ≤ 𝑀 , então

𝐽𝜆(𝑤) ≥ −
(︃
𝑟 − 𝑞

𝑞𝑟

)︃
‖𝑎‖𝐿𝛾(Ω)𝐶

𝑞𝑀 𝑞,

ou seja, o funcional 𝐽𝜆 também é limitado inferiormente em 𝑁𝜆.

Em consequência deste resultado podemos definir, para cada 𝜆 > 0, o valor

𝑐𝜆 = inf
𝑤∈𝑁𝜆

{𝐽𝜆(𝑤)}.

A seguir apresentamos uma condição para que mínimos locais do funcional 𝐽𝜆 sobre a
variedade 𝑁𝜆 sejam pontos críticos de 𝐽𝜆 sobre todo o seu domínio 𝑋0.

Considere o subconjunto de 𝑁𝜆

𝑁0
𝜆 = {𝑤 ∈ 𝑁𝜆 ; 𝜑′′

𝑤(1) = 0} .

Pela definição da função fibramento e a caracterização (4.6), 𝑤 ∈ 𝑁0
𝜆 se, e somente se,

(𝑝− 𝑞)‖𝑤‖𝑝 = 𝜆(𝑟 − 𝑞)
∫︁

Ω
𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟𝑑𝑥. (4.10)

Lema 4.2.5. Seja 𝑤0 um mínimo local do funcional 𝐽𝜆 restrito a variedade de Nehari
𝑁𝜆, com 𝑤0 /∈ 𝑁0

𝜆, então 𝐽 ′
𝜆(𝑤0) = 0 em 𝑋*

0 .

Demonstração. Por 𝑤0 ser um mínimo local de 𝐽𝜆, existe uma vizinhança 𝑉 ⊂ 𝑋0 de 𝑤0

tal que
𝐽𝜆(𝑤0) = min

𝑤∈𝑉 ∩𝑁𝜆

𝐽𝜆(𝑤),

ou, considerando 𝐼𝜆(𝑤) = ⟨𝐽 ′
𝜆(𝑤), 𝑤⟩, por (4.5) temos

𝐽𝜆(𝑤0) = min
𝑤∈𝑉 ∖{0}

𝐼𝜆(𝑤)=0

𝐽𝜆(𝑤).

Pela Teoria de Multiplicadores de Lagrange (veja Lema 2.1.15) segue que existe 𝜌 ∈ R tal
que 𝐽 ′

𝜆(𝑤0) = 𝜌𝐼 ′
𝜆(𝑤0). Como 𝑤0 ∈ 𝑁𝜆 então pela relação (4.6) vale

0 =< 𝐽 ′
𝜆(𝑤0), 𝑤0 >= 𝜌 < 𝐼 ′

𝜆(𝑤0), 𝑤0 >= 𝜌𝜑′′
𝑤(1).
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Mas 𝑤0 /∈ 𝑁0
𝜆 e assim 𝜑′′

𝑤(1) ̸= 0. Portanto 𝜌 = 0 e consequentemente 𝐽 ′
𝜆(𝑤0) = 0 em 𝑋*

0 .

Com o intuito de que tal conclusão seja válida para qualquer mínimo local em 𝑁𝜆,
vamos apresentar uma condição para que se tenha 𝑁0

𝜆 = ∅. Antes disso, vamos definir
uma função auxiliar, analisar seu comportamento e identificar seu ponto de máximo,
informações que usaremos na demonstração dos resultados posteriores.

Dada 𝑤 ∈ 𝑋0∖{0}, consideremos a função 𝑚 : (0,∞) → R dada por

𝑚(𝑡) = 𝑡𝑝−𝑟‖𝑤‖𝑝 − 𝑡𝑞−𝑟
∫︁

Ω
𝑎(𝑥)|𝑤|𝑞𝑑𝑥.

Observe que por (4.6), 𝑡𝑤 ∈ 𝑁𝜆 se, e somente se,

𝑚(𝑡) = 𝜆
∫︁

Ω
𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟𝑑𝑥. (4.11)

Ressaltamos também que 𝑚 possui um único ponto crítico, a saber

𝑡𝑚𝑎𝑥 = 𝑡𝑚𝑎𝑥(𝑤) =
[︃(︃
𝑟 − 𝑞

𝑟 − 𝑝

)︃ ∫︀
Ω 𝑎(𝑥)|𝑤|𝑞𝑑𝑥

‖𝑤‖𝑝

]︃ 1
𝑝−𝑞

,

o qual é um ponto de máximo global para 𝑚 pois 𝑚′′(𝑡𝑚𝑎𝑥) < 0. Assim 𝑚′(𝑡) > 0 para
𝑡 ∈ (0, 𝑡𝑚𝑎𝑥) e 𝑚′(𝑡) < 0 para 𝑡 ∈ (𝑡𝑚𝑎𝑥,∞). Temos ainda pela definição de 𝑡𝑚𝑎𝑥 que

𝑚(𝑡𝑚𝑎𝑥) = 𝑘(𝑝, 𝑞, 𝑟)‖𝑤‖
𝑝(𝑟−𝑞)

𝑝−𝑞

(︂∫︁
Ω
𝑎(𝑥)|𝑤|𝑞𝑑𝑥

)︂− 𝑟−𝑝
𝑝−𝑞

, (4.12)

onde 𝑘(𝑝, 𝑞, 𝑟) =
(︁

𝑝−𝑞
𝑟−𝑞

)︁ (︁
𝑟−𝑝
𝑟−𝑞

)︁ 𝑟−𝑝
𝑝−𝑞 .

Consideremos a seguinte constante positiva

Λ = 𝑘(𝑝, 𝑞, 𝑟)𝐶
𝑝(𝑞−𝑟)

𝑝−𝑞

‖𝑏‖𝐿𝜎(Ω)‖𝑎‖
𝑟−𝑝
𝑝−𝑞

𝐿𝛾(Ω)

, (4.13)

e também conjunto
𝑍𝑎 =

{︂
𝑤 ∈ 𝑋0 ;

∫︁
Ω
𝑎(𝑥)|𝑤|𝑞𝑑𝑥 = 0

}︂
.

Então afirmamos que para cada 𝑤 ∈ 𝑋0∖𝑍𝑎 e 𝜆 ∈ (0,Λ), temos a seguinte estimativa

𝑚(𝑡𝑚𝑎𝑥) > 𝜆
∫︁

Ω
𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟𝑑𝑥. (4.14)

De fato, segue da relação (4.12) e da desigualdade (4.2) que

𝑚(𝑡𝑚𝑎𝑥) ≥ 𝑘(𝑝, 𝑞, 𝑟)‖𝑤‖𝑟
(︁
‖𝑎‖𝐿𝛾(Ω)𝐶

𝑞
)︁− 𝑟−𝑝

𝑝−𝑞

= ‖𝑤‖𝑟(‖𝑏‖𝐿𝜎(Ω)‖𝑏‖−1
𝐿𝜎(Ω))𝑘(𝑝, 𝑞, 𝑟)‖𝑎‖

− 𝑟−𝑝
𝑝−𝑞

𝐿𝛾(Ω)(𝐶
𝑝(𝑞−𝑟)

𝑝−𝑞 𝐶𝑟),

então pela definição de Λ, o fato de 𝜆 ∈ (0,Λ) e a desigualdade (4.3), temos

𝑚(𝑡𝑚𝑎𝑥) ≥ Λ‖𝑤‖𝑟‖𝑏‖𝐿𝜎(Ω)𝐶
𝑟

> 𝜆
∫︁

Ω
𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟𝑑𝑥,

o que mostra a validade de (4.14), para 𝑤 ∈ 𝑋0∖𝑍𝑎 e 𝜆 ∈ (0,Λ).
Temos a seguinte condição para que o conjunto 𝑁0

𝜆 seja vazio.
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Lema 4.2.6. Suponhamos que as hipóteses (𝐻𝑎) e (𝐻𝑏) sejam satisfeitas. Então existe
Λ = Λ(𝑝, 𝑞, 𝑟, ‖𝑎‖𝐿𝛾(Ω), ‖𝑏‖𝐿𝜎(Ω)) > 0, de modo que 𝑁0

𝜆 = ∅ se 𝜆 ∈ (0,Λ).

Demonstração. Seja Λ parâmetro positivo dado por (4.13). Suponha por contradição que
existe 𝑤 ∈ 𝑁0

𝜆 para todo 𝜆 ∈ (0,Λ). Segue da caracterização (4.10) que(︃
𝑝− 𝑞

𝑟 − 𝑞

)︃
‖𝑤‖𝑝 = 𝜆

∫︁
Ω
𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟𝑑𝑥. (4.15)

Como 𝑤 ∈ 𝑁𝜆, utilizando a relação (4.6) obtemos também(︃
𝑟 − 𝑝

𝑟 − 𝑞

)︃
‖𝑤‖𝑝 =

∫︁
Ω
𝑎(𝑥)|𝑤|𝑞𝑑𝑥. (4.16)

Considere a função 𝑚 associada a 𝑤. Para todo 𝜆 > 0, 𝑚(𝑡𝑚𝑎𝑥) é dado por (4.12),
substituindo então a desigualdade (4.16) obtemos

𝑚(𝑡𝑚𝑎𝑥) = 𝑘(𝑝, 𝑞, 𝑟)‖𝑤‖
𝑝(𝑟−𝑞)

𝑝−𝑞

[︃(︃
𝑟 − 𝑝

𝑟 − 𝑞

)︃
‖𝑤‖𝑝

]︃− 𝑟−𝑝
𝑝−𝑞

=
(︃
𝑝− 𝑞

𝑟 − 𝑞

)︃
‖𝑤‖𝑝

= 𝜆
∫︁

Ω
𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟𝑑𝑥,

onde a última desigualdade segue de (4.15).
Por outro lado, decorre de (4.16) que 𝑤 /∈ 𝑍𝑎. Daí, a relação (4.14) garante que

𝑚(𝑡𝑚𝑎𝑥) > 𝜆
∫︀

Ω 𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟𝑑𝑥 para cada 𝜆 ∈ (0,Λ), nos levando a uma contradição. Portanto
não pode existir elemento em 𝑁0

𝜆 quando 𝜆 ∈ (0,Λ).

Em virtude deste resultado e do Lema 4.2.5 segue que, se 𝜆 ∈ (0,Λ), então todos
os mínimos locais do funcional 𝐽𝜆, restrito ao subconjunto 𝑁𝜆 são pontos críticos do
funcional e consequentemente soluções do problema (𝑃𝜆). Consideramos então 𝜆 ∈ (0,Λ)
e passamos ao objetivo de encontrar mínimos locais do funcional 𝐽𝜆 sobre 𝑁𝜆.

Visando a multiplicidade de soluções, dividimos a variedade de Nehari 𝑁𝜆, da
mesma forma que (TARANTELLO, 1992), convenientemente em dois subconjuntos, a
saber

𝑁+
𝜆 = {𝑤 ∈ 𝑁𝜆 ; 𝜑′′

𝑤(1) > 0} , (4.17)

𝑁−
𝜆 = {𝑤 ∈ 𝑁𝜆 ; 𝜑′′

𝑤(1) < 0} . (4.18)

Através da definição da função fibramento, da caracterização (4.6) e (4.17), para
toda 𝑤 ∈ 𝑁+

𝜆 , obtemos que

(𝑟 − 𝑝)‖𝑤‖𝑝 < (𝑟 − 𝑞)
∫︁

Ω
𝑎(𝑥)|𝑤|𝑞𝑑𝑥. (4.19)
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Por meio de (4.18), da definição de 𝜑𝑤 e da caracterização (4.6), para toda 𝑤 ∈ 𝑁−
𝜆 ,

temos que

(𝑝− 𝑞)‖𝑤‖𝑝 < (𝑟 − 𝑞)𝜆
∫︁

Ω
𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟𝑑𝑥. (4.20)

Observamos que a norma dos elementos do conjunto 𝑁−
𝜆 é limitada inferiormente

por uma constante. De fato, dada 𝑤 ∈ 𝑁−
𝜆 , pela caracterização (4.20) e a desigualdade

(4.3) segue que

(𝑝− 𝑞)‖𝑤‖𝑝 < 𝜆(𝑟 − 𝑞)
∫︁

Ω
𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟𝑑𝑥

≤ 𝜆(𝑟 − 𝑞)‖𝑏‖𝐿𝜎(Ω)𝐶
𝑟‖𝑤‖𝑟,

consequentemente

𝐴𝜆=̇
[︃

(𝑝− 𝑞)
𝜆(𝑟 − 𝑞)‖𝑏‖𝐿𝜎(Ω)𝐶𝑟

]︃ 1
𝑟−𝑝

< ‖𝑤‖. (4.21)

Observação 4.2.7. Para toda 𝑤 ∈ 𝑁𝜆, segue da caracterização (4.6) e a definição da
função fibramento que

𝜑′′
𝑤(1) = (𝑝− 𝑞)

∫︁
Ω
𝑎(𝑥)|𝑤|𝑞𝑑𝑥− (𝑟 − 𝑝)𝜆

∫︁
Ω
𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟𝑑𝑥. (4.22)

Para a demonstração do resultado posterior, vale destacar o seguinte fato.

Observação 4.2.8. Seja (𝑤𝑛) ⊂ 𝑋0 é uma sequência limitada, então pelo Lema 3.1.4
temos 𝑤𝑛 ⇀ 𝑤 fracamente em 𝑋0. Pelas hipóteses (𝐻𝑎) e (𝐻𝑏) sabemos que 𝑎 ∈ 𝐿𝛾(Ω)
onde 𝛾 = 𝑝*

𝑠

𝑝*
𝑠−𝑞

e 𝑏 ∈ 𝐿𝜎(Ω) onde 𝜎 = 𝑝*
𝑠

𝑝*
𝑠−𝑟

. Assim, segue ainda do Lema 3.1.4 que∫︁
Ω
𝑎(𝑥)|𝑤𝑛|𝑞𝑑𝑥 =

∫︁
Ω
𝑎(𝑥)|𝑤|𝑞𝑑𝑥+ 𝑜(1), (4.23)

∫︁
Ω
𝑏(𝑥)|𝑤𝑛|𝑟𝑑𝑥 =

∫︁
Ω
𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟𝑑𝑥+ 𝑜(1). (4.24)

O seguinte resultado fornece características da variedade de Nehari 𝑁𝜆, bem como
dos subconjuntos 𝑁+

𝜆 e 𝑁−
𝜆 .

Lema 4.2.9. Suponha que as hipóteses (𝐻𝑎) e (𝐻𝑏) sejam satisfeitas e 𝜆 ∈ (0,Λ). Então

(𝑖) o conjunto 𝑁𝜆 é fechado em 𝑋0∖{0};

(𝑖𝑖) os conjuntos 𝑁+
𝜆 e 𝑁−

𝜆 são fechados em 𝑁𝜆.

Demonstração. Considere uma sequência (𝑤𝑘) ⊂ 𝑁𝜆 tal que 𝑤𝑘 → 𝑤 em 𝑋0∖{0}. Deve-
mos mostrar que 𝑤 ∈ 𝑁𝜆. Por 𝑤𝑘 ∈ 𝑁𝜆 temos, da caracterização (4.7), que 𝜑′

𝑤𝑘
(1) = 0

para todo 𝑘 ∈ N. Do fato de 𝑤𝑘 → 𝑤 em 𝑋0∖{0} segue que 0 ̸= ‖𝑤‖ = lim
𝑘→∞

‖𝑤𝑘‖. Assim,
utilizando a Observação 4.2.8,

0 = lim
𝑘→∞

𝜑′
𝑤𝑘

(1) = lim
𝑘→∞

[︂
‖𝑤𝑘‖𝑝 −

∫︁
Ω
𝑎(𝑥)|𝑤𝑘|𝑞𝑑𝑥− 𝜆

∫︁
Ω
𝑏(𝑥)|𝑤𝑘|𝑟𝑑𝑥

]︂
= 𝜑′

𝑤(1),
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e portanto, pela relação (4.6) segue que 𝑤 ∈ 𝑁𝜆, justificando o item (𝑖).
Suponha agora (𝑤𝑘) ⊂ 𝑁−

𝜆 com 𝑤𝑘 → 𝑤 em 𝑁𝜆. Para cada 𝑤𝑘 ∈ 𝑁−
𝜆 temos, por

(4.18) que 𝜑′′
𝑤𝑘

(1) < 0. Decorre então do fato de ‖𝑤‖ = lim
𝑘→∞

‖𝑤𝑘‖ e da Observação 4.2.8,
que

0 ≥ lim
𝑘→∞

𝜑′′
𝑤𝑘

(1) = 𝜑′′
𝑤(1),

ou seja, 𝑤 ∈ 𝑁−
𝜆 ∪𝑁0

𝜆 . Mas pelo Lema 4.2.6 temos 𝑁0
𝜆 = ∅ quando 𝜆 ∈ (0,Λ). Portanto

𝑤 ∈ 𝑁−
𝜆 , justificando que 𝑁−

𝜆 é fechado em 𝑁𝜆.
Prova-se de maneira semelhante que, sob as mesmas condições, o conjunto 𝑁+

𝜆 é
fechado em 𝑁𝜆.

O próximo resultado nos garante que os conjuntos 𝑁+
𝜆 e 𝑁−

𝜆 são não vazios, além
de que, traz informações sobre o comportamento do funcional 𝐽𝜆 em 𝑋0.

Lema 4.2.10. Suponha que as hipóteses (𝐻𝑎) e (𝐻𝑏) sejam satisfeitas e 𝜆 ∈ (0,Λ). Então
para cada 𝑤 ∈ 𝑋0∖𝑍𝑎 valem as seguintes afirmações:

(𝑖) Se
∫︀

Ω 𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟𝑑𝑥 > 0, então existem únicas constantes 𝑡+=̇𝑡+(𝑤), 𝑡−=̇𝑡−(𝑤), onde
0 < 𝑡+ < 𝑡𝑚𝑎𝑥 < 𝑡−, tais que 𝑡+𝑤 ∈ 𝑁+

𝜆 , 𝑡−𝑤 ∈ 𝑁−
𝜆 e ainda

𝐽𝜆(𝑡+𝑤) = inf
0<𝑡≤𝑡𝑚𝑎𝑥

{𝐽𝜆(𝑡𝑤)} < 0,

𝐽𝜆(𝑡−𝑤) = sup
𝑡+≤𝑡

{𝐽𝜆(𝑡𝑤)}.

(𝑖𝑖) Se
∫︀

Ω 𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟𝑑𝑥 ≤ 0, então existe único 0 < 𝑡+=̇𝑡+(𝑤) < 𝑡𝑚𝑎𝑥, tal que 𝑡+𝑤 ∈ 𝑁+
𝜆 e

𝐽𝜆(𝑡+𝑤) = inf
0<𝑡

{𝐽𝜆(𝑡𝑤)} < 0.

(Veja as figuras 1 e 2 para uma noção geométrica de 𝐽𝜆(𝑡𝑤)).

(𝑖𝑖𝑖) 𝑁+
𝜆 =

{︁
𝑤 ∈ 𝑋0∖𝑍𝑎 ; 𝑡+(𝑤) = 1

‖𝑤‖𝑡
+
(︁

𝑤
‖𝑤‖

)︁
= 1

}︁
.

Além disso, pela hipótese (𝐻𝑏) podemos tomar 𝑤 ∈ 𝑋0 tal que
∫︀

Ω 𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟𝑑𝑥 > 0, assim
os conjuntos 𝑁+

𝜆 e 𝑁−
𝜆 são não vazios.

Demonstração. Suponhamos inicialmente que
∫︀

Ω 𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟𝑑𝑥 > 0. Como 𝑤 /∈ 𝑍𝑎 e 𝜆 ∈
(0,Λ) temos, da estimativa (4.14), que 𝑚(𝑡𝑚𝑎𝑥) > 𝜆

∫︀
Ω 𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟𝑑𝑥. Decorre então do fato

de 𝑚 ser estritamente crescente em (0, 𝑡𝑚𝑎𝑥) e estritamente decrescente em (𝑡𝑚𝑎𝑥,∞),
com 𝑚(𝑡) → −∞ quando 𝑡 → 0+ e 𝑚(𝑡) → 0 quando 𝑡 → ∞, que existem exatamente
dois valores 𝑡+ = 𝑡+(𝑤) < 𝑡𝑚𝑎𝑥 < 𝑡−(𝑤) = 𝑡− tais que 𝑚(𝑡±) = 𝜆

∫︀
Ω 𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟𝑑𝑥. Segue

pela relação (4.11) que 𝑡±𝑤 ∈ 𝑁𝜆. Geometricamente, o comportamento da função 𝑚 esta
representado na figura 3.
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Figura 1 – Possíveis comportamentos da função 𝐽𝜆(𝑡𝑤) sob as hipóteses do item (𝑖).

Figura 2 – Comportamento da função 𝐽𝜆(𝑡𝑤) sob as hipóteses do item (𝑖𝑖).

Figura 3 – Comportamento da função 𝑚(𝑡) sob as hipóteses do item (𝑖).

Como 𝑡±𝑤 ∈ 𝑁𝜆, segue da caracterização (4.6), da definição da função fibramento
e da função 𝑚, que

𝜑′′
𝑡±𝑤(1) = (𝑝− 𝑟)(𝑡±)𝑝‖𝑤‖𝑝 − (𝑞 − 𝑟)(𝑡±)𝑞

∫︁
Ω
𝑎(𝑥)|𝑤|𝑞𝑑𝑥

= (𝑡±)𝑟+1𝑚′(𝑡±).

Pelo fato que 𝑡+ < 𝑡𝑚𝑎𝑥 e 𝑚 é estritamente crescente em (0, 𝑡𝑚𝑎𝑥) temos 𝑚′(𝑡+) > 0.
Segue então da igualdade acima e (4.17) que 𝑡+𝑤 ∈ 𝑁+

𝜆 . Similarmente, por 𝑡𝑚𝑎𝑥 < 𝑡− e
𝑚 ser estritamente decrescente em (𝑡𝑚𝑎𝑥,∞) temos 𝑚′(𝑡−) < 0. Assim, pela igualdade
anterior e (4.17) obtemos 𝑡−𝑤 ∈ 𝑁−

𝜆 .
Nosso intuito a seguir é obter uma caracterização para os valores de 𝐽𝜆(𝑡±𝑤). Pela
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definição da função fibramento e da função 𝑚 temos que

𝜑′
𝑤(𝑡) = 𝑡𝑝−1‖𝑤‖𝑝 − 𝑡𝑞−1

∫︁
Ω
𝑎(𝑥)|𝑤|𝑞𝑑𝑥− 𝜆𝑡𝑟−1

∫︁
Ω
𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟𝑑𝑥

= 𝑡𝑟−1
(︂
𝑚(𝑡) − 𝜆

∫︁
Ω
𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟𝑑𝑥

)︂
. (4.25)

Assim, pelo comportamento da função 𝑚, segue que 𝜑′
𝑤(𝑡) < 0 se 𝑡 ∈ (0, 𝑡+) ∪ (𝑡−,∞) e

𝜑′
𝑤(𝑡) > 0 para 𝑡 ∈ (𝑡+, 𝑡−). Consequentemente, pelo fato de 𝜑𝑤(𝑡) = 𝐽𝜆(𝑡𝑤) obtemos

𝐽𝜆(𝑡+𝑤) = inf
0≤𝑡≤𝑡𝑚𝑎𝑥

{𝐽𝜆(𝑡𝑤)},

𝐽𝜆(𝑡−𝑤) = sup
𝑡+≤𝑡

{𝐽𝜆(𝑡𝑤)}.

Como lim
𝑡→0+

𝜑𝑤(𝑡) = 0 e 𝜑′
𝑤(𝑡) < 0 em (0, 𝑡+), então 𝐽𝜆(𝑡+𝑤) < 0, concluindo o item (𝑖).

Suponhamos agora que
∫︀

Ω 𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟𝑑𝑥 ≤ 0. Temos por (4.12) que 𝑚(𝑡𝑚𝑎𝑥) > 0.
Além disso, 𝑚 é estritamente crescente em (0, 𝑡𝑚𝑎𝑥) e 𝑚(𝑡) → −∞ quando 𝑡 → 0+, então
existe uma única constante 0 < 𝑡+ = 𝑡+(𝑤) < 𝑡𝑚𝑎𝑥 de modo que 𝑚(𝑡+) = 𝜆

∫︀
Ω 𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟𝑑𝑥.

Segue pela relação (4.11) que 𝑡+𝑤 ∈ 𝑁𝜆.
Pelo fato que 𝑚 é estritamente crescente em (0, 𝑡𝑚𝑎𝑥), temos 𝑚′(𝑡+) > 0. Assim,

como 𝑡+𝑤 ∈ 𝑁𝜆, pela caracterização (4.6) e a definição de 𝜑′′
𝑡+𝑤, segue que

𝜑′′
𝑡+𝑤(1) = (𝑝− 𝑟)(𝑡+)𝑝‖𝑤‖𝑝 − (𝑞 − 𝑟)(𝑡+)𝑞

∫︁
Ω
𝑎(𝑥)|𝑤|𝑞𝑑𝑥

= (𝑡+)𝑟+1𝑚′(𝑡+) > 0,

ou seja, pela relação (4.18) vemos que 𝑡+𝑤 ∈ 𝑁+
𝜆 .

Nosso objetivo agora é obter caracterização para o valor 𝐽𝜆(𝑡+𝑤). Por (4.25)
temos 𝜑′

𝑤(𝑡) = 𝑡𝑟−1 (𝑚(𝑡) − 𝜆
∫︀

Ω 𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟𝑑𝑥). Assim, pelo comportamento da função 𝑚

segue que 𝜑′
𝑤(𝑡) < 0 em (0, 𝑡+) e 𝜑′

𝑤(𝑡) > 0 em (𝑡+,∞). Consequentemente, pelo fato de
𝜑𝑤(𝑡) = 𝐽𝜆(𝑡𝑤) obtemos

𝐽𝜆(𝑡+𝑤) = inf
0<𝑡

{𝐽𝜆(𝑡𝑤)} < 0.

Para a justificativa do item (𝑖𝑖𝑖) considere 𝑤 ∈ 𝑁+
𝜆 qualquer, temos pela relação

(4.19) que 𝑤 ∈ 𝑋0∖𝑍𝑎. Considerando então 𝑢 = 𝑤
‖𝑤‖ obtemos pelos itens (𝑖) e (𝑖𝑖) que

existe único 𝑡+(𝑢) tal que 𝑡+(𝑢)𝑢 ∈ 𝑁+
𝜆 , ou seja 𝑡+

(︁
𝑤

‖𝑤‖

)︁
𝑤

‖𝑤‖ ∈ 𝑁+
𝜆 . Mas 𝑡+(𝑤) é único e

igual a 1 pois 𝑤 ∈ 𝑁+
𝜆 , então

𝑡+(𝑤) = 𝑡+
(︃
𝑤

‖𝑤‖

)︃
1

‖𝑤‖
= 1.

Consequentemente

𝑁+
𝜆 ⊂

{︃
𝑤 ∈ 𝑋0∖𝑍𝑎 ; 𝑡+(𝑤) = 1

‖𝑤‖
𝑡+
(︃
𝑤

‖𝑤‖

)︃
= 1

}︃
.

Reciprocamente, se 𝑤 ∈ 𝑋0∖𝑍𝑎 é tal que 𝑡+(𝑤) = 1
‖𝑤‖𝑡

+
(︁

𝑤
‖𝑤‖

)︁
= 1, então pela unicidade

de 𝑡+(𝑤) temos 𝑤 ∈ 𝑁+
𝜆 , concluindo (𝑖𝑖𝑖).
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Como vimos, os conjuntos 𝑁+
𝜆 e 𝑁−

𝜆 são não vazios. Nosso objetivo é encontrar
valores de mínimo de 𝐽𝜆 sobre tais conjuntos e, consequentemente, obter pontos críticos
de 𝐽𝜆 restrito a 𝑁𝜆. Para tanto consideramos, para 𝜆 ∈ (0,Λ), os valores

𝑐+
𝜆 = inf

𝑤∈𝑁+
𝜆

𝐽𝜆(𝑤) e 𝑐−
𝜆 = inf

𝑤∈𝑁−
𝜆

𝐽𝜆(𝑤)

Decorre do Lema 4.2.4 que tais valores são finitos. Ainda temos pelo Lema 4.2.10 segue
que 𝑐𝜆 = 𝑐+

𝜆 < 0.

4.3 Sequências de Palais-Smale
Apresentamos nesta seção uma condição para a existência de sequências minimi-

zantes associadas a 𝐽𝜆 sobre 𝑁+
𝜆 e 𝑁−

𝜆 .

Definição 4.3.1. Dado 𝑐 ∈ R, uma sequência (𝑤𝑛) ⊂ 𝑋0 é denominada sequência de
Palais-Smale no nivel 𝑐, ou simplesmente (𝑃𝑆)𝑐, para o funcional 𝐽𝜆 se 𝐽𝜆(𝑤𝑛) → 𝑐 e
𝐽 ′

𝜆(𝑤𝑛) → 0 quando 𝑛 → ∞.

A seguir apresentamos um resultado essencial para obtermos sequências (𝑃𝑆)𝑐

para 𝐽𝜆 com níveis 𝑐 = 𝑐±
𝜆 em 𝑁+

𝜆 e 𝑁−
𝜆 , respectivamente.

Lema 4.3.2. Suponha que (𝐻𝑎) e (𝐻𝑏) sejam satisfeitas e 𝜆 ∈ (0,Λ). Então para cada
𝑤 ∈ 𝑁+

𝜆 (respectivamente 𝑁−
𝜆 ) existem 0 < 𝜀 < ‖𝑤‖

2 e uma função 𝜂 : 𝐵(0, 𝜀) ⊂ 𝑋0 →
[1

2 , 2] diferenciável tal que 𝜂(0) = 1 e 𝜂(𝑣)(𝑤 − 𝑣) ∈ 𝑁+
𝜆 (respectivamente 𝑁−

𝜆 ) para todo
𝑣 ∈ 𝐵(0, 𝜀). Além disso, para cada 𝑧 ∈ 𝑋0 temos que

⟨𝜂′(0), 𝑧⟩ = −
𝑝
∫︀

𝑄
𝑤(𝑥,𝑦)(𝑧(𝑥)−𝑧(𝑦))

|𝑥−𝑦|𝑛+𝑝𝑠 𝑑𝑥𝑑𝑦 − 𝑞
∫︀

Ω 𝑎(𝑥)|𝑤|𝑞−2𝑤𝑧𝑑𝑥− 𝜆𝑟
∫︀

Ω 𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟−2𝑤𝑧𝑑𝑥

𝜑′′
𝑤(1) .(4.26)

Demonstração. Seja 𝑤 ∈ 𝑁+
𝜆 qualquer, definimos a função 𝐹 : 𝑋0 ×R+ → R da seguinte

forma

𝐹 (𝑣, 𝑡) = 𝑡𝑝−𝑞‖𝑤 − 𝑣‖𝑝 −
∫︁

Ω
𝑎(𝑥)|𝑤 − 𝑣|𝑞𝑑𝑥− 𝜆𝑡𝑟−𝑞

∫︁
Ω
𝑏(𝑥)|𝑤 − 𝑣|𝑟𝑑𝑥.

Pelo fato de 𝑤 ∈ 𝑁𝜆 temos, pela caracterização (4.6), que

𝐹 (0, 1) = ‖𝑤‖𝑝 −
∫︁

Ω
𝑎(𝑥)|𝑤|𝑞𝑑𝑥− 𝜆

∫︁
Ω
𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟𝑑𝑥 = 𝜑′

𝑤(1) = 0,

e por 𝑤 ∈ 𝑁+
𝜆 segue de (4.17) que

𝜕𝐹 (0, 1)
𝜕𝑡

= 𝜑′′
𝑤(1) > 0.

Utilizando o Teorema da Função Implícita (veja Teorema 2.2.5) no ponto (0, 1) temos que
existem 𝜀′ > 0 tal que 𝜀′ < ‖𝑤‖

2 e uma função 𝜂 : 𝐵(0; 𝜀′) ⊂ 𝑋0 → [1
2 , 2] diferenciável, tal
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que 𝐹 (𝑣, 𝜂(𝑣)) = 0 para cada 𝑣 ∈ 𝐵(0; 𝜀′), donde segue que

0 = 𝜂(𝑣)𝑝−𝑞‖𝑤 − 𝑣‖𝑝 −
∫︁

Ω
𝑎(𝑥)|𝑤 − 𝑣|𝑞𝑑𝑥− 𝜆𝜂(𝑣)𝑟−𝑞

∫︁
Ω
𝑏(𝑥)|𝑤 − 𝑣|𝑟𝑑𝑥

= 𝜂(𝑣)−𝑞𝜑′
𝜂(𝑣)(𝑤−𝑣)(1),

portanto, por (4.5) temos 𝜂(𝑣)(𝑤 − 𝑣) ∈ 𝑁𝜆. Como 𝜕𝐹 (0,1)
𝜕𝑡

> 0, pela continuidade de 𝜕𝐹
𝜕𝑡

existe uma vizinhança 𝐵(0, 𝜀) com 𝜀 < 𝜀′, onde tem-se 𝜕𝐹 (𝑣,𝜂(𝑣))
𝜕𝑡

> 0, ou seja

𝜕𝐹 (𝑣, 𝜂(𝑣))
𝜕𝑡

= 𝜂−𝑞−1(𝑣)𝜑′′
𝜂(𝑣)(𝑤−𝑣)(1) > 0, (4.27)

justificando, através da relação (4.17), que 𝜂(𝑣)(𝑤 − 𝑣) ∈ 𝑁+
𝜆 .

O Teorema da Função Implícita ainda garante que

< 𝜂′(0), 𝑧 >= −
𝜕𝐹 (1,0)

𝜕𝑣
· 𝑧

𝜕𝐹 (1,0)
𝜕𝑡

,

para todo 𝑧 ∈ 𝑋0, ou seja, a igualdade (4.26) é satisfeita.
O caso em que 𝑤 ∈ 𝑁−

𝜆 prova-se de maneira semelhante

O resultado a seguir exibe uma condição para obtermos sequências (𝑃𝑆)𝑐 para o
funcional 𝐽𝜆 em 𝑁+

𝜆 e 𝑁−
𝜆 , onde 𝑐 é respectivamente 𝑐+

𝜆 e 𝑐−
𝜆 .

Proposição 4.3.3. Suponha que as hipóteses (𝐻𝑎) e (𝐻𝑏) sejam satisfeitas e que 𝜆 ∈
(0,Λ), então

(𝑖) existe (𝑤𝑘) ⊂ 𝑁+
𝜆 sequência (𝑃𝑆)𝑐+

𝜆
para o funcional 𝐽𝜆;

(𝑖𝑖) existe (𝑤𝑘) ⊂ 𝑁−
𝜆 sequência (𝑃𝑆)𝑐−

𝜆
para o funcional 𝐽𝜆.

Demonstração. Como o funcional 𝐽𝜆 é contínuo, limitado inferiormente em 𝑁𝜆 e o con-
junto 𝑁+

𝜆 é fechado em 𝑁𝜆, então o Princípio Variacional de Ekeland (veja Teorema 2.1.14)
nos garante a existência de uma sequência (𝑤𝑘) ⊂ 𝑁+

𝜆 com as seguintes propriedades:

𝐽𝜆(𝑤𝑘) < 𝑐+
𝜆 + 1

𝑘
, (4.28)

𝐽𝜆(𝑤𝑘) ≤ 𝐽𝜆(𝑤) + 1
𝑘

‖𝑤 − 𝑤𝑘‖, (4.29)

para cada 𝑘 ∈ N e 𝑤 ∈ 𝑁+
𝜆 . Decorre de imediato que a sequência satisfaz 𝐽𝜆(𝑤𝑘) → 𝑐+

𝜆

quando 𝑘 → ∞, o que verifica a primeira condição para que tal sequência seja (𝑃𝑆)𝑐+
𝜆
.

Resta verificar que 𝐽 ′
𝜆(𝑤𝑘) → 0 em 𝑋*

0 quando 𝑘 → ∞, ou seja, que ‖𝐽 ′
𝜆(𝑤𝑘)‖𝑋*

0
→

0 quando 𝑘 → ∞. Mais precisamente, mostraremos que para toda 𝑤 ∈ 𝑋0∖{0},⟨
𝐽 ′

𝜆(𝑤𝑘), 𝑤

‖𝑤‖

⟩
→ 0,

quando 𝑘 → ∞.



Capítulo 4. O Nosso Problema 39

Consideremos então uma função 𝑤 ∈ 𝑋0∖{0} qualquer. Aplicando o Lema 4.3.2
para cada 𝑤𝑘 ∈ 𝑁+

𝜆 da nossa sequência, obtemos funções 𝜂𝑘 : 𝐵(0, 𝜀𝑘) → [1
2 , 2] onde

0 < 𝜀𝑘 <
‖𝑤𝑘‖

2 , onde 𝜂𝑘(0) = 1 e 𝜂𝑘(𝑣)(𝑤𝑘 − 𝑣) ∈ 𝑁+
𝜆 , para toda 𝑣 ∈ 𝐵(0, 𝜀𝑘).

Consideremos, para cada 𝑘 ∈ N, uma constante 𝜌 ∈ (0, 𝜀𝑘) qualquer, as funções
𝑤𝜌 = 𝜌𝑤/‖𝑤‖ e ainda 𝑣𝜌 = 𝜂𝑘(𝑤𝜌)(𝑤𝑘 − 𝑤𝜌). Como 𝑤𝜌 ∈ 𝐵(0, 𝜀𝑘), então 𝑣𝜌 ∈ 𝑁+

𝜆 , assim
pela relação (4.29) temos

−1
𝑘

‖𝑣𝜌 − 𝑤𝑘‖ ≤ 𝐽𝜆(𝑣𝜌) − 𝐽𝜆(𝑤𝑘). (4.30)

Além disso, pela definição de diferenciabilidade a Fréchet (veja Seção 1.2), para cada
𝑣 ∈ 𝑋0

𝐽𝜆(𝑤𝑘 + 𝑣) = 𝐽𝜆(𝑤𝑘) + ⟨𝐽 ′
𝜆(𝑤𝑘), 𝑣⟩ + 𝑜(‖𝑣‖), onde lim

𝑣→0

𝑜(‖𝑣‖)
‖𝑣‖

= 0.

Pelo fato de 𝑣𝜌 = 𝑤𝑘 + (𝑣𝜌 −𝑤𝑘), utilizando a igualdade acima e também a relação (4.30),
segue que

−1
𝑘

‖𝑣𝜌 − 𝑤𝑘‖ ≤ 𝐽𝜆(𝑣𝜌) − 𝐽𝜆(𝑤𝑘) = ⟨𝐽 ′
𝜆(𝑤𝑘), 𝑣𝜌 − 𝑤𝑘⟩ + 𝑜(‖𝑣𝜌 − 𝑤𝑘‖). (4.31)

Como 𝐽 ′
𝜆(𝑤𝑘) é linear, 𝑣𝜌 = 𝜂𝑘(𝑤𝜌)(𝑤𝑘 − 𝑤𝜌) e 𝑤𝑘 ∈ 𝑁𝜆, ou seja, ⟨𝐽 ′

𝜆(𝑤𝑘), 𝑤𝑘⟩ = 0, segue
que

⟨𝐽 ′
𝜆(𝑤𝑘), 𝑣𝜌 − 𝑤𝑘⟩ = ⟨𝐽 ′

𝜆(𝑤𝑘), 𝜂𝑘(𝑤𝜌)(𝑤𝑘 − 𝑤𝜌)⟩

= 𝜂𝑘(𝑤𝜌) ⟨𝐽 ′
𝜆(𝑤𝑘),−𝑤𝜌⟩

= −𝜌𝜂𝑘(𝑤𝜌)
⟨
𝐽 ′

𝜆(𝑤𝑘), 𝑤

‖𝑤‖

⟩
.

Deste modo, retornando a (4.31),

−1
𝑘

‖𝑣𝜌 − 𝑤𝑘‖ ≤ −𝜌𝜂𝑘(𝑤𝜌)
⟨
𝐽 ′

𝜆(𝑤𝑘), 𝑤

‖𝑤‖

⟩
+ 𝑜(‖𝑣𝜌 − 𝑤𝑘‖).

Assim, pelo fato de que 1
2 ≤ 𝜂𝑘(𝑤𝜌) ≤ 2, obtemos que

⟨
𝐽 ′

𝜆(𝑤𝑘), 𝑤

‖𝑤‖

⟩
≤ 2
𝑘

‖𝑣𝜌 − 𝑤𝑘‖
𝜌

+ 2𝑜(‖𝑣𝜌 − 𝑤𝑘‖)
𝜌

.

Nosso objetivo é justificar que 𝐽 ′
𝜆(𝑤𝑘) → 0 em 𝑋*

0 . Para tanto, pela estimativa acima,
basta mostrar que ambos os termos da direita tendem a zero caso 𝑘 → ∞.

Note que pelo fato de 𝑣𝜌 = 𝜂𝑘(𝑤𝜌)(𝑤𝑘 −𝑤𝜌) e pela desigualdade triangular, temos

‖𝑣𝜌 − 𝑤𝑘‖ = ‖𝜂𝑘(𝑤𝜌)(𝑤𝑘 − 𝑤𝜌) − 𝑤𝑘‖

≤ ‖𝜂𝑘(𝑤𝜌)𝑤𝑘 − 𝑤𝑘‖ + ‖𝜂𝑘(𝑤𝜌)𝑤𝜌‖

= |𝜂𝑘(𝑤𝜌) − 1|‖𝑤𝑘‖ + 𝜌|𝜂𝑘(𝑤𝜌)|, (4.32)
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e, utilizando o fato de que 𝜂𝑘(0) = 1, a definição de 𝑤𝜌 e a noção de diferenciabilidade a
Gâteaux, segue que

lim
𝜌→0

|𝜂𝑘(𝑤𝜌) − 1|
𝜌

= lim
𝜌→0

|𝜂𝑘(𝑤𝜌) − 𝜂𝑘(0)|
𝜌

= lim
𝜌→0

|𝜂𝑘

(︁
0 + 𝜌𝑤

‖𝑤‖

)︁
− 𝜂𝑘(0)|

𝜌

=
⃒⃒⃒⃒
⃒
⟨
𝜂′

𝑘(0), 𝑤

‖𝑤‖

⟩⃒⃒⃒⃒
⃒

≤ ‖𝜂′
𝑘(0)‖. (4.33)

Pelo Lema 4.2.4 segue que 𝐽𝜆 é coercivo em 𝑁𝜆, consequentemente (𝑤𝑘) é limitada em
𝑋0. Devido a limitação de (𝑤𝑘) e o fato de 𝜂𝑘(𝑤𝜌) ∈ [1

2 , 2], segue por (4.32) e (4.33) que
existe 𝐶1 > 0 tal que

lim
𝜌→0

2
𝑘

‖𝑣𝜌 − 𝑤𝑘‖
𝜌

≤ 𝐶1

𝑘
(‖𝜂′

𝑘(0)‖ + 1) .

Observe também que, pela definição de 𝑣𝜌, 𝑤𝜌 e por 𝜂𝑘 ser contínua, temos

lim
𝜌→0

𝑣𝜌 = lim
𝜌→0

𝜂𝑘(𝑤𝜌)(𝑤𝑘 − 𝑤𝜌) = lim
𝜌→0

𝜂𝑘

(︃
𝜌𝑤

‖𝑤‖

)︃(︃
𝑤𝑘 − 𝜌𝑤

‖𝑤‖

)︃
= 𝜂𝑘(0)𝑤𝑘 = 𝑤𝑘.

Pela igualdade acima obtemos ‖𝑣𝜌 − 𝑤𝑘‖ → 0 quando 𝜌 → 0, logo por (4.32)

lim
𝜌→0

𝑜(‖𝑣𝜌 − 𝑤𝑘‖)
𝜌

= lim
𝜌→0

𝑜(‖𝑣𝜌 − 𝑤𝑘‖)
‖𝑣𝜌 − 𝑤𝑘‖

‖𝑣𝜌 − 𝑤𝑘‖
𝜌

= 0.

Desta forma, se 𝜌 → 0 em (4.31), para um 𝑘 fixo, existe uma constante 𝐶1 > 0, que não
depende de 𝑘, de modo que⟨

𝐽 ′
𝜆(𝑤𝑘), 𝑤

‖𝑤‖

⟩
≤ 𝐶1

𝑘
(‖𝜂′

𝑘(0)‖ + 1). (4.34)

Para concluirmos a demonstração do resultado, basta provarmos que ‖𝜂′
𝑘(0)‖ é

limitada para todo 𝑘 ∈ N.
Por definição temos ‖𝜂′

𝑘(0)‖ = sup
‖𝑧‖=1

| ⟨𝜂′
𝑘(0), 𝑧⟩ | e, conforme a relação (4.26), o

valor | ⟨𝜂′
𝑘(0), 𝑧⟩ | é dado, para cada 𝑘 ∈ N e 𝑧 ∈ 𝑋0, por⃒⃒⃒

𝑝
∫︀

𝑄
𝑤𝑘(𝑥,𝑦)(𝑧(𝑥)−𝑧(𝑦))

|𝑥−𝑦|𝑛+𝑝𝑠 𝑑𝑥𝑑𝑦 − 𝑞
∫︀

Ω 𝑎(𝑥)|𝑤𝑘|𝑞−2𝑤𝑘𝑧𝑑𝑥− 𝜆𝑟
∫︀

Ω 𝑏(𝑥)|𝑤𝑘|𝑟−2𝑤𝑘𝑧𝑑𝑥
⃒⃒⃒

⃒⃒⃒
𝜑′′

𝑤𝑘
(1)
⃒⃒⃒ .

Utilizando a desigualdade de Hölder, a imersão contínua do espaço𝑋0 e o fato da sequência
(𝑤𝑘) ser limitada, segue que existe uma constante 𝐷 > 0, que não depende de 𝑘, de
maneira que

| ⟨𝜂′
𝑘(0), 𝑧⟩ | ≤ 𝐷‖𝑧‖⃒⃒⃒

𝜑′′
𝑤𝑘

(1)
⃒⃒⃒ .

para cada 𝑧 ∈ 𝑋0.
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Como consideramos o supremo dentre as funções 𝑧 ∈ 𝑋0 com ‖𝑧‖ = 1, para
que este valor seja limitado, provaremos que existe uma constante 𝑐 > 0 de modo que
|𝜑′′

𝑤𝑘
(1)| ≥ 𝑐 para 𝑘 suficientemente grande.

Como (𝑤𝑘) é limitada e 𝑋0 é reflexivo, então o Lema 2.1.13 garante a existência
de 𝑤 ∈ 𝑋0 tal que 𝑤𝑘 ⇀ 𝑤 fracamente em 𝑋0, a menos de subsequência. Afirmamos que
𝑤 ∈ 𝑋0∖𝑍𝑎.

De fato, se tivéssemos 𝑤 ∈ 𝑍𝑎, então teríamos, pela relação (4.23) que

lim
𝑘→∞

∫︁
Ω
𝑎(𝑥)|𝑤𝑘|𝑞𝑑𝑥 = 0,

donde decorre, juntamente com o fato de ‖𝑤‖ ≤ lim inf
𝑘→∞

‖𝑤𝑘‖ e a caracterização (4.8), que
(︃
𝑟 − 𝑝

𝑝𝑟

)︃
‖𝑤‖𝑝 ≤

(︃
𝑟 − 𝑝

𝑝𝑟

)︃
lim inf

𝑘→∞
‖𝑤𝑘‖𝑝 −

(︃
𝑟 − 𝑞

𝑞𝑟

)︃
lim inf

𝑘→∞

∫︁
Ω
𝑎(𝑥)|𝑤𝑘|𝑞𝑑𝑥

= lim inf
𝑘→∞

𝐽𝜆(𝑤𝑘),

o que é uma contradição, pois 𝐽𝜆(𝑤𝑘) → 𝑐+
𝜆 < 0 e, por outro lado, 𝑝 < 𝑟. Portanto

𝑤 ∈ 𝑋0∖𝑍𝑎.
Assim 𝑤𝑘 ⇀ 𝑤 fracamente em 𝑋0 e 𝑤 /∈ 𝑍𝑎. Queremos mostrar que existe 𝑐 > 0

de modo que |𝜑′′
𝑤𝑘

(1)| ≥ 𝑐. Visto que (𝑤𝑘) ⊂ 𝑁+
𝜆 temos então, pela caracterização (4.17),

que 𝜑′′
𝑤𝑘

(1) > 0 para cada 𝑘 ∈ N. Precisamos garantir então que não existe subsequência
na qual 𝜑′′

𝑤𝑘
(1) → 0 quando 𝑘 → ∞ .

Suponhamos, por contradição, que existe uma subsequência de (𝑤𝑘), a qual deno-
taremos simplesmente por (𝑤𝑘), de maneira que lim

𝑘→∞
𝜑′′

𝑤𝑘
(1) = 0. Deste modo, visto que

(𝑤𝑘) ⊂ 𝑁𝜆, segue da relação (4.6) e da Observação 4.2.8 que

0 = lim
𝑘→∞

𝜑′′
𝑤𝑘

(1)

= lim
𝑘→∞

[︂
(𝑝− 𝑞)

∫︁
Ω
𝑎(𝑥)|𝑤𝑘|𝑞𝑑𝑥− 𝜆(𝑟 − 𝑝)

∫︁
Ω
𝑏(𝑥)|𝑤𝑘|𝑟𝑑𝑥

]︂
= (𝑝− 𝑞)

∫︁
Ω
𝑎(𝑥)|𝑤|𝑞𝑑𝑥− 𝜆(𝑟 − 𝑝)

∫︁
Ω
𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟𝑑𝑥. (4.35)

Observe também que, pelo Lema 2.1.7 e a relação (4.6),

‖𝑤‖𝑝 ≤ lim inf
𝑘→∞

‖𝑤𝑘‖𝑝

= lim inf
𝑘→∞

[︂∫︁
Ω
𝑎(𝑥)|𝑤𝑘|𝑞𝑑𝑥+ 𝜆

∫︁
Ω
𝑏(𝑥)|𝑤𝑘|𝑟𝑑𝑥

]︂
=

∫︁
Ω
𝑎(𝑥)|𝑤|𝑞𝑑𝑥+ 𝜆

∫︁
Ω
𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟𝑑𝑥.

Assim, por (4.35), obtemos as seguintes relações(︃
𝑟 − 𝑝

𝑟 − 𝑞

)︃
‖𝑤‖𝑝 ≤

∫︁
Ω
𝑎(𝑥)|𝑤|𝑞𝑑𝑥,

(︃
𝑝− 𝑞

𝑟 − 𝑞

)︃
‖𝑤‖𝑝 ≤ 𝜆

∫︁
Ω
𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟𝑑𝑥.
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Substituindo a primeira estimativa na definição de 𝑚(𝑡𝑚𝑎𝑥), dada por (4.12), em seguida
utilizando a segunda estimativa, obtemos

𝑚(𝑡𝑚𝑎𝑥) = 𝑘(𝑝, 𝑞, 𝑟)‖𝑤‖
𝑝(𝑟−𝑞)

𝑝−𝑞

(︂∫︁
Ω
𝑎(𝑥)|𝑤|𝑞𝑑𝑥

)︂− 𝑟−𝑝
𝑝−𝑞

≤ 𝑘(𝑝, 𝑞, 𝑟)‖𝑤‖
𝑝(𝑟−𝑞)

𝑝−𝑞

[︃(︃
𝑟 − 𝑝

𝑟 − 𝑞

)︃
‖𝑤‖𝑝

]︃− 𝑟−𝑝
𝑝−𝑞

=
(︃
𝑝− 𝑞

𝑟 − 𝑞

)︃
‖𝑤‖𝑝

≤ 𝜆
∫︁

Ω
𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟𝑑𝑥.

Porém, como 𝑤 ∈ 𝑋0∖𝑍𝑎 e 𝜆 ∈ (0,Λ), então pela estimativa (4.14) segue que 𝑚(𝑡𝑚𝑎𝑥) >
𝜆
∫︀

Ω 𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟𝑑𝑥, o que é uma contradição.
Portanto não pode existir subsequência de (𝑤𝑘) tal que lim

𝑘→∞
𝜑′′

𝑤𝑘
(1) = 0, ou seja,

existe 𝑐 ∈ R de modo que
|𝜑′′

𝑤𝑘
(1)| ≥ 𝑐 > 0, (4.36)

para todo 𝑘 ∈ N. Logo ‖𝜂′
𝑘(0)‖ é limitado e assim, por (4.34), existe 𝐶2 > 0 tal que⟨

𝐽 ′
𝜆(𝑤𝑘), 𝑤

‖𝑤‖

⟩
≤ 𝐶2

𝑘
.

Assim 𝐽 ′
𝜆(𝑤𝑘) → 0 em 𝑋*

0 quando 𝑘 → ∞, concluindo a demonstração do item (𝑖).

(𝑖𝑖) A demonstração segue de modo análogo ao item (𝑖) com a ressalva para a
justificativa de que 𝑤 ∈ 𝑋0∖𝑍𝑎.

Assim como no item (𝑖), supomos por contradição que 𝑤 ∈ 𝑍𝑎. Como neste caso
não sabemos o sinal do número 𝑐−

𝜆 , dividimos a demonstração em dois casos: quando
𝑐−

𝜆 < 0, o qual prova-se de forma análoga ao item (𝑖); e quando 𝑐−
𝜆 ≥ 0. Neste último,

obtemos que 0 ≤ 𝐽𝜆(𝑤𝑘) para todo 𝑘 ∈ N, ou seja, pela relação (4.9), a qual é válida pois
𝑤𝑘 ∈ 𝑁𝜆, obtemos

0 ≤
(︃
𝑞 − 𝑝

𝑝𝑞

)︃
‖𝑤𝑘‖𝑝 + 𝜆

(︃
𝑟 − 𝑞

𝑞𝑟

)︃∫︁
Ω
𝑏(𝑥)|𝑤𝑘|𝑟𝑑𝑥,

pela estimativa (4.21) temos 𝐴𝜆 < ‖𝑤𝑘‖, então substituindo na desigualdade acima e
utilizando (4.24), obtemos

0 <
(︃
𝑝− 𝑞

𝑞𝑝

)︃
𝐴𝑝

𝜆 ≤ lim
𝑘→∞

𝜆

(︃
𝑟 − 𝑞

𝑞𝑟

)︃∫︁
Ω
𝑏(𝑥)|𝑤𝑘|𝑟𝑑𝑥

= 𝜆

(︃
𝑟 − 𝑞

𝑞𝑟

)︃∫︁
Ω
𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟𝑑𝑥.

Mas, por outro lado, a relação (4.35) implica que 𝜆
∫︀

Ω 𝑏(𝑥)|𝑣|𝑟𝑑𝑥 = 0, o que é uma con-
tradição. Assim 𝑤 ∈ 𝑋0∖𝑍𝑎.
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4.4 Existência de uma Solução
Nesta seção vamos estabelecer a existência de um mínimo local para 𝐽𝜆 em 𝑁+

𝜆 ,
consequentemente obter uma solução do problema (𝑃𝜆).

Proposição 4.4.1. Suponhamos que 𝜆 ∈ (0,Λ) e que as condições (𝐻𝑎) e (𝐻𝑏) sejam
satisfeitas, então existe 𝑤𝜆 ∈ 𝑁+

𝜆 de forma que

(𝑖) 𝐽𝜆(𝑤𝜆) = 𝑐𝜆 < 0;

(𝑖𝑖) 𝑤𝜆  0 é solução do problema (𝑃𝜆);

(𝑖𝑖𝑖) ‖𝑤𝜆‖ <
[︁(︁

𝑟−𝑞
𝑟−𝑝

)︁
‖𝑎‖𝐿𝛾(Ω)𝐶

𝑞
]︁ 1

𝑝−𝑞 .

Demonstração. Como valem (𝐻𝑎), (𝐻𝑏) e temos 𝜆 ∈ (0,Λ), então o item (𝑖) da Propo-
sição 4.3.3 nos garante que existe (𝑤𝑘) ⊂ 𝑁+

𝜆 sequência (𝑃𝑆)𝑐𝜆
, para o funcional 𝐽𝜆.

Esta sequência é limitada em 𝑋0, pois 𝐽𝜆 é coercivo em 𝑁𝜆. Como 𝑋0 é reflexivo, pelo
Lema 3.1.4 existe 𝑤 ∈ 𝑋0 tal que, passando a uma subsequência se necessário, 𝑤𝑘 ⇀ 𝑤

fracamente em 𝑋0.
Segue do Lema 3.1.5 e do Teorema 3.2.1 que 𝐽 ′

𝜆(𝑤𝑘) → 𝐽 ′
𝜆(𝑤) em 𝑋*

0 . Como (𝑤𝑘)
é sequência (𝑃𝑆)𝑐𝜆

para 𝐽𝜆 então temos também 𝐽 ′
𝜆(𝑤𝑘) → 0 em 𝑋*

0 , logo pela unicidade
do limite temos 𝐽 ′

𝜆(𝑤) = 0 em 𝑋*
0 .

Assim 𝑤 é um ponto crítico de 𝐽𝜆, consequentemente uma solução do problema
(𝑃𝜆). Porém, procuramos duas soluções distintas e não negativas, então mostraremos
ainda que 𝑤 ∈ 𝑁+

𝜆 e, a partir desta, vamos considerar uma solução não negativa do
problema.

Como 𝐽 ′
𝜆(𝑤) = 0 em 𝑋*

0 , então ⟨𝐽 ′
𝜆(𝑤), 𝑤⟩ = 0, ou seja, 𝑤 ∈ 𝑁𝜆 ∪ {0}. Mas,

provaremos agora que 𝑤 ̸≡ 0. Suponha por contradição que 𝑤 ≡ 0. Então, pela relação
(4.23), ∫︁

Ω
𝑎(𝑥)|𝑤𝑘|𝑞𝑑𝑥 = 𝑜(1), (4.37)

assim, por (𝑤𝑘) ⊂ 𝑁𝜆, temos

‖𝑤𝑘‖𝑝 − 𝜆
∫︁

Ω
𝑏(𝑥)|𝑤𝑘|𝑟𝑑𝑥 = 𝑜(1). (4.38)

Ainda, visto que 𝐽𝜆(𝑤𝑘) → 𝑐𝜆 < 0 quando 𝑘 → ∞, então existe 𝑘0 ∈ N tal que 𝐽𝜆(𝑤𝑘) < 𝑐𝜆

2

para 𝑘 > 𝑘0. Considere 𝑘0 suficientemente grande de forma que também tenhamos, por
(4.37) e (4.38),

1
𝑟

⃒⃒⃒⃒
‖𝑤𝑘‖𝑝 − 𝜆

∫︁
Ω
𝑏(𝑥)|𝑤𝑘|𝑟𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
+ 1
𝑞

⃒⃒⃒⃒∫︁
Ω
𝑎(𝑥)|𝑤𝑘|𝑞𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
< −𝑐𝜆

4 .

Logo, para cada 𝑘 > 𝑘0, segue da estimativa acima que(︃
𝑟 − 𝑝

𝑝𝑟

)︃
‖𝑤𝑘‖𝑝 = 𝐽𝜆(𝑤𝑘) + 1

𝑞

∫︁
Ω
𝑎(𝑥)|𝑤𝑘|𝑞𝑑𝑥+ 1

𝑟

(︂
𝜆
∫︁

Ω
𝑏(𝑥)|𝑤𝑘|𝑟𝑑𝑥− ‖𝑤𝑘‖𝑝

)︂
<

𝑐𝜆

2 − 𝑐𝜆

4
< 0,
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o que é uma contradição, pois 𝑝 < 𝑟. Portanto 𝑤 ̸≡ 0 e assim 𝑤 ∈ 𝑁𝜆.
Como 𝑤 ∈ 𝑁𝜆, então 𝜑′′

𝑤(1) é representado por (4.22). Assim, usando a Observação
4.2.8 e o fato de que 𝜑′′

𝑤𝑘
(1) > 0 para todo 𝑘 ∈ N, pois (𝑤𝑘) ∈ 𝑁+

𝜆 , obtemos

𝜑′′
𝑤(1) = (𝑝− 𝑞)

∫︁
Ω
𝑎(𝑥)|𝑤|𝑞𝑑𝑥− 𝜆(𝑟 − 𝑝)

∫︁
Ω
𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟𝑑𝑥 = lim

𝑘→∞
𝜑′′

𝑤𝑘
(1) ≥ 0.

Em virtude da relação (4.36), provada na demonstração da Proposição 4.3.3, segue que
lim

𝑘→∞
𝜑′′

𝑤𝑘
(1) ≥ 𝑐 > 0, consequentemente 𝜑′′

𝑤(1) > 0 e assim, pela caracterização (4.17),
𝑤 ∈ 𝑁+

𝜆 .
Para estimar o valor de 𝐽𝜆 em 𝑤 passamos ao objetivo de provar que 𝑤𝑘 → 𝑤

em 𝑋0. Pelo Lema 2.1.11, é suficiente provarmos que ‖𝑤‖ = lim
𝑘→∞

‖𝑤𝑘‖. Suponha então,
por contradição, que ‖𝑤‖ < lim inf

𝑘→∞
‖𝑤𝑘‖. Devido à 𝑤 ∈ 𝑁+

𝜆 e as relações (4.23), (4.24) e
(4.1), segue que

𝑐𝜆 ≤ 𝐽𝜆(𝑤)

= 1
𝑝

‖𝑤‖𝑝 − 1
𝑞

∫︁
Ω
𝑎(𝑥)|𝑤|𝑞𝑑𝑥− 𝜆

𝑟

∫︁
Ω
𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟𝑑𝑥

< lim inf
𝑘→∞

‖𝑤𝑘‖ − lim inf
𝑘→∞

1
𝑞

∫︁
Ω
𝑎(𝑥)|𝑤𝑘|𝑞𝑑𝑥− lim inf

𝑘→∞

𝜆

𝑟

∫︁
Ω
𝑏(𝑥)|𝑤𝑘|𝑟𝑑𝑥

= lim inf
𝑘→∞

𝐽𝜆(𝑤𝑘)

= 𝑐𝜆,

o que é uma contradição, portanto 𝑤𝑘 → 𝑤 fortemente em 𝑋0. Assim, pelo fato de 𝐽𝜆 ser
contínuo, temos 𝐽𝜆(𝑤) = lim

𝑘→∞
𝐽𝜆(𝑤𝑘) = 𝑐𝜆.

Como buscamos solução não negativa para o problema (𝑃𝜆), consideramos 𝑤𝜆 =
|𝑤| e afirmamos que 𝑤𝜆 é solução do problema (𝑃𝜆). De fato, note que 𝐽𝜆(𝑤𝜆) = 𝐽𝜆(|𝑤|) =
𝐽𝜆(𝑤) = 𝑐𝜆, justificando o item (𝑖) do resultado. Além disso, pelo fato de 𝑤 ∈ 𝑁𝜆 segue
que

𝜑′
𝑤𝜆

(1) = 𝜑′
|𝑤|(1) = ‖𝑤‖𝑝 −

∫︁
Ω
𝑎(𝑥)|𝑤|𝑞𝑑𝑥− 𝜆

∫︁
Ω
𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟𝑑𝑥

= 𝜑′
𝑤(1)

= 0,

ou seja, por (4.17) temos 𝑤𝜆 ∈ 𝑁𝜆. Ainda, pela representação (4.22), a relação (4.24) e o
fato de 𝑤 ∈ 𝑁+

𝜆 , ocorre que

𝜑′′
𝑤𝜆

(1) = (𝑝− 𝑞)‖𝑤‖𝑝 − (𝑟 − 𝑞)𝜆
∫︁

Ω
𝑏(𝑥)|𝑤|𝑟𝑑𝑥 = 𝜑′′

𝑤(1) > 0,

logo 𝑤𝜆 ∈ 𝑁+
𝜆 . Portanto 𝑤𝜆 é um mínimo local do funcional 𝐽𝜆 restrito a 𝑁𝜆, segue

então do Lema 4.2.5 que 𝑤𝜆  0 é, conforme afirmamos, uma solução do problema (𝑃𝜆),
justificando o item (𝑖𝑖).
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Finalmente, do fato de 𝑤𝜆 ∈ 𝑁+
𝜆 temos a caracterização (4.19), utilizando a desi-

gualdade (4.2) segue que

(𝑟 − 𝑝)‖𝑤𝜆‖𝑝 < (𝑟 − 𝑞)
∫︁

Ω
𝑎(𝑥)|𝑤𝜆|𝑞𝑑𝑥

≤ (𝑟 − 𝑞)‖𝑎‖𝐿𝛾(Ω)𝐶
𝑞‖𝑤𝜆‖𝑞,

consequentemente

‖𝑤𝜆‖ <
[︃(︃
𝑟 − 𝑞

𝑟 − 𝑝

)︃
‖𝑎‖𝐿𝛾(Ω)𝐶

𝑞

]︃ 1
𝑝−𝑞

.

4.5 Segunda Solução
Nesta seção nosso objetivo é provar a existência de uma solução 𝑣𝜆 ∈ 𝑁−

𝜆 para o
problema (𝑃𝜆).

Proposição 4.5.1. Suponhamos que 𝜆 ∈ (0,Λ) e as hipóteses (𝐻𝑎), (𝐻𝑏) sejam satisfei-
tas, então existe 𝑣𝜆 ∈ 𝑁−

𝜆 de forma que

(𝑖) 𝐽𝜆(𝑣𝜆) = 𝑐−
𝜆 ;

(𝑖𝑖) 𝑣𝜆  0 é solução do problema (𝑃𝜆);

(𝑖𝑖𝑖)
[︂

(𝑝−𝑞)
𝜆(𝑟−𝑞)‖𝑏‖𝐿𝜎(Ω)𝐶𝑟

]︂ 1
𝑟−𝑝

≤ ‖𝑣𝜆‖.

Demonstração. Como valem (𝐻𝑎), (𝐻𝑏) e temos 𝜆 ∈ (0,Λ), então a Proposição 4.3.3,
item (𝑖𝑖), nos garante a existência de uma sequência (𝑣𝑘) ⊂ 𝑁−

𝜆 , a qual é (𝑃𝑆)𝑐−
𝜆

para
o funcional 𝐽𝜆. Esta sequência é limitada em 𝑋0, pois 𝐽𝜆 é coercivo em 𝑁𝜆. Como
𝑋0 é reflexivo, pelo Lema 3.1.4 existe 𝑣 ∈ 𝑋0 tal que, passando a uma subsequência se
necessário, 𝑣𝑘 → 𝑣 fracamente em 𝑋0.

Pelo Lema 3.1.5 e o Teorema 3.2.1, a convergência fraca 𝑣𝑘 ⇀ 𝑣 implica que
𝐽 ′

𝜆(𝑣𝑘) → 𝐽 ′
𝜆(𝑣) em 𝑋*

0 . Como temos também 𝐽 ′
𝜆(𝑣𝑘) → 0 em 𝑋*

0 , pois (𝑣𝑘) é sequência
(𝑃𝑆)𝑐−

𝜆
para o funcional 𝐽𝜆, então pela unicidade do limite segue que 𝐽 ′

𝜆(𝑣) = 0 em 𝑋*
0 .

Assim 𝑣 é um ponto crítico de 𝐽𝜆, consequentemente uma solução do problema (𝑃𝜆).
Porém, procuramos duas soluções distintas e não negativas, então mostraremos ainda que
𝑣 ∈ 𝑁−

𝜆 e, a partir desta, vamos considerar uma solução não negativa do problema.
Como 𝐽 ′

𝜆(𝑣) = 0 em 𝑋*
0 , então ⟨𝐽 ′

𝜆(𝑣), 𝑣⟩ = 0, ou seja, temos que

𝑣 ∈ 𝑁𝜆 ∪ {0}. (4.39)

Para concluir que 𝑣 ∈ 𝑁−
𝜆 afirmamos que 𝑣𝑘 → 𝑣 fortemente em 𝑋0.

De fato, pelo Lema 2.1.11, é suficiente mostrar que ‖𝑣‖ = lim
𝑘→∞

‖𝑣𝑘‖. Suponha
então, por contradição, que ‖𝑣‖ < lim inf

𝑘→∞
‖𝑣𝑘‖. Visto que, neste caso, não conhecemos o

sinal do nível 𝑐−
𝜆 , subdividimos a demonstração da afirmação em três casos:
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Caso 𝑐−
𝜆 < 0, então argumentamos de forma análoga à demonstração da Proposição

4.4.1, onde tínhamos 𝑐+
𝜆 < 0, concluindo que 𝑣 ̸≡ 0 e, em seguida, que 𝑣𝑘 → 𝑣 fortemente

em 𝑋0, quando 𝑘 → ∞.
Suponha 𝑐−

𝜆 = 0. Segue do fato de ‖𝑣‖ < lim inf
𝑘→∞

‖𝑣𝑘‖ e das relações (4.23) e (4.24),
que

𝐽𝜆(𝑣) = 1
𝑝

‖𝑣‖𝑝 − 1
𝑞

∫︁
Ω
𝑎(𝑥)|𝑣|𝑞𝑑𝑥− 𝜆

𝑟

∫︁
Ω
𝑏(𝑥)|𝑣|𝑟𝑑𝑥

<
1
𝑝

lim inf
𝑘→∞

‖𝑣𝑘‖𝑝 − 1
𝑞

lim inf
𝑘→∞

∫︁
Ω
𝑎(𝑥)|𝑣𝑘|𝑞𝑑𝑥− 𝜆

𝑟
lim inf

𝑘→∞

∫︁
Ω
𝑏(𝑥)|𝑣𝑘|𝑟𝑑𝑥

= lim inf
𝑘→∞

𝐽𝜆(𝑣𝑘)

= 0,

portanto 𝑣 ̸= 0 e assim por (4.39) temos 𝑣 ∈ 𝑁𝜆. Deste modo 𝜑′′
𝑣(1) é representado por

(4.22) e consequentemente, usando o fato de que 𝜑′′
𝑣𝑘

(1) < 0 para todo 𝑘 ∈ N e a relação
(4.36), provada na demonstração da Proposição 4.3.3, obtemos 𝜑′′

𝑣(1) = lim
𝑘→∞

𝜑′′
𝑣𝑘

(1) ≤ 𝑐 <

0 , ou seja, 𝑣 ∈ 𝑁−
𝜆 . Assim 𝑐−

𝜆 ≤ 𝐽𝜆(𝑣) < 𝑐−
𝜆 = 0, o que é uma contradição, então 𝑣𝑘 → 𝑣

fortemente em 𝑋0.
Suponha agora o caso em que 𝑐−

𝜆 > 0. Afirmamos que 𝑣 ̸≡ 0. De fato, suponha
por contradição que 𝑣 ≡ 0. Então pela relação (4.23) e (4.24),∫︁

Ω
𝑎(𝑥)|𝑣𝑘|𝑞𝑑𝑥 = 𝑜(1) e

∫︁
Ω
𝑏(𝑥)|𝑣𝑘|𝑟𝑑𝑥 = 𝑜(1),

assim, por (𝑣𝑘) ⊂ 𝑁𝜆, temos da relação (4.6) que

‖𝑣𝑘‖𝑝 =
∫︁

Ω
𝑎(𝑥)|𝑣𝑘|𝑞𝑑𝑥+ 𝜆

∫︁
Ω
𝑏(𝑥)|𝑣𝑘|𝑟𝑑𝑥 = 𝑜(1).

Logo lim inf
𝑘→∞

‖𝑣𝑘‖𝑝 = 0, contradizendo o fato de 0 < lim inf
𝑘→∞

‖𝑣𝑘‖𝑝, portanto 𝑣 ̸≡ 0 e assim
por (4.39) temos 𝑣 ∈ 𝑁𝜆.

Como 𝑣 ∈ 𝑁𝜆 então 𝜑′′
𝑣(1) é representado por (4.22). Utilizando as convergências

(4.23), (4.24) e a estimativa (4.36) obtemos 𝜑′′
𝑣(1) = lim

𝑘→∞
𝜑′′

𝑣𝑘
(1) ≤ 𝑐 < 0, ou seja, 𝑣 ∈ 𝑁−

𝜆 .
Portanto 𝑐−

𝜆 ≤ 𝐽𝜆(𝑣) < lim inf
𝑘→∞

𝐽𝜆(𝑣𝑘) = 𝑐−
𝜆 , o que é uma contradição.

Assim 𝑣𝑘 → 𝑣 fortemente em 𝑋0 quando 𝑐−
𝜆 > 0, , concluindo a justificativa da

afirmação.
Como consequência do fato de 𝑣𝑘 → 𝑣, com 𝑣𝑘 ∈ 𝑁−

𝜆 para todo 𝑘 ∈ N e por 𝑁−
𝜆

ser fechado em 𝑁𝜆 (Lema 4.2.9) temos 𝑣 ∈ 𝑁−
𝜆 . Logo 𝑣 ̸= 0 e pelo fato do funcional 𝐽𝜆

ser contínuo, temos ainda que 𝐽𝜆(𝑣) = lim
𝑘→∞

(𝑣𝑘) = 𝑐−
𝜆

Buscamos soluções não negativas para o problema (𝑃𝜆), então consideramos 𝑣𝜆 =
|𝑣|  0 e provamos que 𝑣𝜆 é solução de (𝑃𝜆). Note que 𝐽𝜆(𝑣𝜆) = 𝐽𝜆(𝑣) = 𝑐−

𝜆 , justificando
o item (𝑖). Além disso, por 𝑣 ∈ 𝑁𝜆 temos, pela relação (4.7) que 𝜑′

𝑣𝜆
(1) = 𝜑′

𝑣(1) = 0, logo
𝑣𝜆 ∈ 𝑁𝜆. Ainda, segue de (4.18) que 𝜑′′

𝑣𝜆
(1) = 𝜑′′

𝑣(1) < 0, ou seja, 𝑣𝜆 ∈ 𝑁−
𝜆 . Portanto 𝑣𝜆

é um mínimo local do funcional 𝐽𝜆 restrito a 𝑁−
𝜆 . Decorre do Lema 4.2.5 que 𝑣𝜆  0 é

uma solução do problema (𝑃𝜆), concluindo a demonstração do item (𝑖𝑖).
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O item (𝑖𝑖𝑖) segue da relação (4.21), pois 𝑣𝜆 ∈ 𝑁−
𝜆 .

4.6 Demonstração do Teorema 1.0.1
Nesta seção, usamos os resultados provados ao longo do trabalho para demonstrar-

mos o Teorema 1.0.1, o qual garante que existem ao menos duas soluções distintas para
o problema (𝑃𝜆). Apresentamos também um resultado a respeito do comportamento de
soluções.
Demonstração do Teorema 1.0.1: Considere Λ o parâmetro positivo definido por
(4.13). Como as hipóteses (𝐻𝑎), (𝐻𝑏) são satisfeitas e 𝜆 ∈ (0,Λ), então a Proposição 4.4.1
e a Proposição 4.5.1 asseguram a existência de duas soluções fracas 𝑤𝜆 ∈ 𝑁+

𝜆 e 𝑣𝜆 ∈ 𝑁−
𝜆

para o problema (𝑃𝜆), com 𝑤𝜆, 𝑣𝜆  0. Temos, destes resultados, as seguintes estimativas

‖𝑤𝜆‖ <
[︃(︃
𝑟 − 𝑞

𝑟 − 𝑝

)︃
‖𝑎‖𝐿𝛾(Ω)𝐶

𝑞

]︃ 1
𝑝−𝑞

<

[︃
(𝑝− 𝑞)

𝜆(𝑟 − 𝑞)‖𝑏‖𝐿𝜎(Ω)𝐶𝑟

]︃ 1
𝑟−𝑝

< ‖𝑣𝜆‖, (4.40)

onde a segunda desigualdade decorre do fato de que tais valores coincidem se, e somente
se

𝜆 =
(︃
𝑝− 𝑞

𝑟 − 𝑞

)︃
1

‖𝑏‖𝐿𝜎(Ω)𝐶𝑟

[︃(︃
𝑟 − 𝑞

𝑟 − 𝑝

)︃
‖𝑎‖𝐿𝛾(Ω)𝐶

𝑞

]︃ 𝑝−𝑟
𝑝−𝑞

=
(︃
𝑝− 𝑞

𝑟 − 𝑞

)︃(︃
𝑟 − 𝑝

𝑟 − 𝑞

)︃ 𝑟−𝑝
𝑝−𝑞 𝐶𝑞( 𝑞−𝑟

𝑝−𝑞 )

‖𝑏‖𝐿𝜎(Ω)‖𝑎‖
𝑟−𝑝
𝑝−𝑞

𝐿𝛾(Ω)

= Λ.

Logo, para 𝜆 ∈ (0,Λ) vale (4.40). Assim, ‖𝑤𝜆‖ < ‖𝑣𝜆‖, como afirmamos.
�

Finalizamos com um resultado a respeito do comportamento da norma de soluções
associadas a variações do problema (𝑃𝜆). Mais precisamente, vamos obter o comporta-
mento da norma da solução 𝑣𝛿 ∈ 𝑁−

𝜆 do problema (𝑃𝜆) com 𝑟 = 𝑝+ 𝛿, tomando 𝛿 → 0+,
ou seja, do problema

(𝑃 𝛿
𝜆)

⎧⎨⎩ (−Δ𝑝)𝑠𝑤 = 𝑎(𝑥)|𝑤|𝑞−2𝑤 + 𝜆𝑏(𝑥)|𝑤|𝑝+𝛿−2𝑤 em Ω
𝑤 = 0 em R𝑛∖Ω,

Tais informações são fornecidas através do seguinte resultado.

Teorema 4.6.1. Seja 𝜆 ∈ (0,Λ), onde Λ é definido por (4.13), e suponha que (𝐻𝑎), (𝐻𝑏)
são satisfeitas. Considere a solução 𝑣𝛿 ∈ 𝑁−

𝜆 do problema (𝑃 𝛿
𝜆), então temos a estimativa

(︃
Λ
𝜆

)︃ 1
𝛿

𝐾𝛿 < ‖𝑣𝛿‖, (4.41)
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onde
𝐾𝛿 =

[︂(︂
𝑟 − 𝑞

𝛿

)︂
‖𝑎‖𝐿𝛾(Ω)𝐶

𝑞
]︂ 1

𝑝−𝑞

, (4.42)

e, deste modo, 𝐾𝛿 → ∞ quando 𝛿 → 0+. Portanto a norma desta solução, a medida que
𝛿 → 0+, tem um crescimento que acontece de forma mais rápida que exponencialmente.

Demonstração. A existência da função 𝑣𝛿 ∈ 𝑁−
𝜆 esta garantida pela Proposição 4.5.1,

haja visto que valem as hipóteses (𝐻𝑎), (𝐻𝑏) e 𝜆 ∈ (0,Λ). Pelo item (𝑖𝑖𝑖) deste mesmo
resultado e o fato de 𝑟 − 𝑝 = 𝛿, temos 𝐴𝜆 < ‖𝑣𝛿‖ onde

𝐴𝜆 =
[︃

(𝑝− 𝑞)
𝜆(𝑟 − 𝑞)‖𝑏‖𝐿𝜎(Ω)𝐶𝑟

]︃ 1
𝛿

,

multiplicando e dividindo este valor por Λ 1
𝛿 e utilizando a definição de Λ obtemos

𝐴𝜆 =
(︃

Λ
𝜆

)︃ 1
𝛿 (︂𝑟 − 𝑞

𝛿

)︂ 1
𝑝−𝑞

‖𝑎‖
1

𝑝−𝑞

𝐿𝛾(Ω)𝐶
𝑞

𝑝−𝑞 =
(︃

Λ
𝜆

)︃ 1
𝛿

𝐾𝛿,

justificando a relação (4.41). Assim, se 𝛿 → 0+ então 𝐾𝛿 → ∞ e consequentemente
‖𝑣𝛿‖ → ∞.
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