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Resumo

Estudamos a seguinte classe de EDPs do tipo p(z)-laplaciano

—div (qb(x, |Vu|)Vu) = Af(z,u), se zef

u(z) =0, se x € 0,

onde, 2 C RY é um dominio limitado com fronteira 99 de Lipschitz. Conseguimos provar
dois teoremas de existéncia de solugoes fracas nao triviais para esse problema, sendo que
um deles, garante a existéncia de uma infinidade de solugoes fracas. Ainda, conseguimos
um teorema de caracterizacao de um autovalor. Em ambos os resultados utilizamos
técnicas variacionais, em especial, o Teorema do Passo da Montanha e o Teorema de
Fountain. Também, dedicamos um capitulo inteiro ao estudo das propriedades bésicas a

respeito dos Espacos de Lebesgue e Sobolev com Expoente Variavel.

Palavras-chaves: Expoente Varidvel, p(z)-Laplaciano, Técnicas Variacionais.



Abstract

We study the following class of PDEs of p(z)-laplacian type

_div (¢(x, yvuy)vu> —Af(z,u), if z€Q

u(z) =0, if x €09,

where 2 C RY is a bounded domain with a Lipschitz boundary 92. We prove two exis-
tence theorems of non-trival week solutions for this problem, where one of them, insure
that there exists an infinity of week solutions. Still we obtain a caracterization theorem
for an eigenvalue. In both results we use the variational tecniques, in special the Moun-
tain Pass Theorem and the Fountain’s Theorem. Yet we dedicate a whole chapter for the

study about the basic results of the Lebesgue and Sobolev Spaces with Variable Exponent.

Key-words: Variable Exponent, p(z)-Laplacian, Variational Tecniques.
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SUMARIO 12

LISTA DE SIMBOLOS

1 set>0
esgnt=¢ 0 se t =0 denota a funcao sinal;

se t <0,
e U denota o fecho do conjunto U, contido num espaco topoldgico X;
e RY denota o espaco euclideano N-dimensional, com N > 1;
e |z| denota a norma do vetor x € RY;
e (r,y) ou x - y denota o produto interno usual em R¥;
e () denota um dominio em R¥, ou seja, um aberto conexo nio vazio em R¥;
e 002 denota a fronteira do conjunto €;
o F(X;Y) = {f X =Y fé fungéo}, para quaisquer conjuntos nao vazios X e Y;
e (X, A, p) é um espago de medida completo;
e |A| é a medida de Lebesgue do conjunto A C RY;
e S(Q) = {u:Q — R;u é mensuravel };

e M™ é o conjunto das fungoes mensurdveis nao-negativas definidas em X e assumindo
valores em R = R U {oo};

o L2(Q) = {u € L>*(Q);infess(u) > 1};
e supp(u) = {z € Q;u(z) # 0};

e [* denota o dual topolégico do espago vetorial normado F;

e u # 0 indica que existe um conjunto de medida positiva M € A, tal que u(z) # 0, para
todo x € M;

Daqui em diante,os conjuntos X e Y sempre estarao munidos de uma topologia.

e C(X)={h:X — R;h é continua};

e C(Q) = {h € C(Q); possui extensdo continua ao Q};

e C1(Q) ={h € C(Q);min, g h(z) > 1};

e Cy(02) ={u:Q — R;u é continua e supp(u) é compacto em Q};

e CY(X)={f:X = R; f éuma vez continuamente diferenciavel };

e C*(X)={f:X —R; f infinitamente continuamente diferencidvel };

o C5°(02) ={u: Q — R;u é infinitamente diferenciavel e supp(u) é compacto em Q};

e CH(X;Y)={f:X =Y, f éuma vez continuamente diferencidvel };
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.vu:<8u’8u 8u>;

Ox, O0xy’  ~Oxn

o Ayu = div(|Vu|P2Vu) ;

o [PV)(Q) = {u € S(Q); fo lu(z)|P@dr < oo} ¢ o Espago de Lebesgue com expoente

variavel;
o b =sup,cqh(x) e h™ =inf,eq h(2);

:/ lu(x)[P®dz, funcio modular;
0
o lull ooy 1nf{>\>0 p () <1}, norma no espaco £20(9);

/ us P = / o ~—wpdr, ¥V ¢ € Cg°(), define a j-ésima derivada fraca de u;
Lj

ou

o WHrH)(Q) = {u € LPO(Q); v € LPI(Q),i=1,2,... ,N}, é o Espaco de Sobolev com
Lj

expoente variavel;

, norma no espago W0 (Q);
Lp( )( )

o |lullwirey = [|ull Loy

€

o Aypyu = div(|Vu|® 2Vu) : é 0 p(x)-laplaciano ;
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1 Introducao

Segundo Cruz-Uribe & Fiorenza (2013), aceita-se como linha diviséria entre o
periodo moderno e o inaugural no estudo dos Espacos de Lebesgue com Expoente Variavel,
o artigo On spaces LP@ and W*P®) de O. Kovacik e J. Rakosnik de 1991. A origem deste
espaco remonta ao artigo Uber konjugierte exzponentenfolgen de W. Orlicz publicado em

1931. De maneira essencial, a contribuigao de Orlicz foi mostrar que, para 1 < p(z) < oo,

1
se / |f(2)[P®dz < oo, entdo uma condigio necesséria e suficiente para que uma fungao g
0

: ! , : b lg(a) [\
seja tal que/ f(z)g(z)dx < oo, é que exista A > 0 de modo que / ()\> dr < o0.
0 0
Como exemplo bésico da utilidade de se estudar espacos L) a funcio

1
\S/ma

é tal que, nao pertence a LP(R), para nenhum p € [0,00]. Porém, restringindo-se o

fx) =

dominio da f, consegue-se, por exemplo, f € L*([—2,2]) e L*(R\[-2,2]). Assim, uma
das aplicagoes dos Espacos de Lebesgue e Sobolev com Expoente Variavel é estudar o
comportamento de fungoes, sem a necessidade de restricao do dominio, ao se trabalhar com
determinadas classes de fungoes. O estudo de equacoes diferenciais envolvendo condig¢oes
de crescimento do tipo p(x)-growth vém crescendo bastante nos tltimos anos. Segundo
Kim & Kim (2015), eles podem modelar fendmenos fisicos que surgem no estudo de
Mecanica de Elasticidade, Dindmica dos Fluidos, Processamento de Imagens, entre outros.
Um exemplo é o trabalho realizado no artigo Variable exponent, linear growth functionals
in image restoration de Yunmei Chen, Stacey Levine e Murali Rao publicado em 2006.
Segundo os autores: “Estudamos um funcional com expoente variavel, 1 < p(x) < 2, o
que fornece um modelo para image denoising, aprimoramento e restauracao de imagens”

(CHEN, Y.; LEVINE, S.; RAO, M. 2006, p. 1383).

Destaca-se neste trabalho, o estudo do seguinte problema:

_div (gb(:c, |Vu(:1:’)])Vu(:L‘)) — M(z,u(z)), se z€Q
(PI)

u(;p) = O’ se T &€ 89,

o qual, encontra-se no artigo Mountain pass type solutions and positivity of the infimum
eigenvalue for quasilinear elliptic equations with variable exponents de In Hyoun Kim e
Yun-Ho Kim publicado em 2015, veja (KIM, I. H.; KIM, Y. H. 2015). Onde, © é um
dominio limitado de RY, com fronteira Q0 de Lipschitz, N > 1, a funcio ¢(x,t) é do
tipo [t[P®~2, com p: Q — (1,00) continua e f: 2 x R — R é de Carathéodory. Nosso

principal objetivo é buscar solugdes fracas nao-triviais para o problema (PI) no espago
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Wol P (')(Q), o qual é definido como o fecho das fungoes de classe C'* com suporte compacto
em WHPO(Q). Os principais resultados obtidos aqui sdo: Dois teoremas de existéncia
de solugoes fracas nao triviais e um teorema de caracterizacdo de um autovalor, que o

chamaremos de \*.

Essa dissertagao esta dividida em dois capitulos e um apéndice, juntos das demais
partes exigidas. O primeiro capitulo trata da teoria basica a respeito dos Espacos de
Lebesgue e Sobolev com Expoente Varidavel. Exibimos a grande maioria das provas dos
resultados ali colocados, que serao fundamentais no auxilio a busca de solugoes fracas
para o Problema . No segundo capitulo, tratamos entao da questao de buscar solugoes
fracas nao-triviais para o Problema ([PI), exibindo-se também demais fatos auxiliares que
dependem das hipdteses do nosso problema. Ainda o Capitulo dois esta dividido em
duas partes. A primeira exibe de maneira linear as hipdteses e resultados conforme sao
necessarias. A segunda parte é a secao intitulada Prova de Alguns Fatos Auxiliares Usados
no Transcorrer do Capitulo, Se¢ao (3.4), que tras a prova de resultados, considerados
“elementares”, também dependentes das hipdéteses do Problema , mas que, com o
intuito de facilitar a leitura, foram colocados no final do capitulo. O apéndice tras varios
resultados de Analise Funcional, Teoria da Medida, etc... com as respectivas referéncias
onde pode-se encontrar as demonstragoes de tais fatos, que foram necessarios ao longo do
trabalho.

A estratégia para resolver o Problema é utilizar as Técnicas Variacionais. Em
especial, destacam-se o Teorema do Passo da Montanha, Teorema [5.7.3[ e o Teorema de
Fountain, Teoremal[5.8.2] A ideia é basicamente construir um funcional chamado funcional
energia

Lv: W™ (Q) = R,

que satisfaca as hipéteses desses dois teoremas, onde, W,” (')(Q) ¢ o fecho de C°(Q)
em W0 (Q) (veja secio 2.2 apés Proposicao 2.2.2), que é o espaco onde “moram” as
possiveis solu¢oes do nosso problema e encontrar pontos criticos desse funcional utilizando
os teoremas citados, ou seja, u € Wol’p(')(Q), tal que I{(u) = 0. No primeiro resultado
existéncia de solugdo fraca, utilizamos o Teorema [5.7.3] obtendo assim, a existéncia de
a0 menos uma solugao fraca nao trivial para o Problema . Ja no segundo resultado,
utilizamos o Teorema [5.8.2] obtendo-se a existéncia de uma infinidade de solugoes fracas
nao triviais.

A maioria dos trabalhos existentes a respeito da existéncia de solu¢bes para pro-
blemas do tipo p(x)-laplaciano exigem que o funcional induzido pela parte principal da
equagao seja uniformemente convexo. Veja, por exemplo, Mihailescu e Radulescu
(2006). Aqui, obtemos nosso principal resultado sem assumir a convexidade uniforme do

funcional induzido pela parte principal da equagao (PI)).
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2 Os Espacos LPU)(2) e WLP()(Q)

Neste capitulo, estudamos o espaco de Lebesgue, com expoente variavel, o qual é

definido por
70(Q) = {u € 5(Q); /Q () PPz < oo},

onde  C RY ¢ um dominio limitado, com fronteira de Lipschitz e p € C (). Esse
espaco serd util para definirmos o espago de Sobolev com expoente variavel Wl’p(')(Q)
e, em seguida Wol P (')(Q). Tais espagos serao fundamentais para o estudo dos problemas

elipticos que apresentaremos no capitulo seguinte.

2.1 Espacos de Lebesgue com Expoentes Variaveis

Seja © € RY um dominio limitado, com fronteira de Lipschitz e consideremos o

conjunto

C(Q)={heC);minh(z) > 1}.

xeQ)
Para cada h € C'(Q), definimos
h* =suph(z) e h™ = inf h(x).

xeQ) z€Q

Ainda, para cada p € C (), dizemos que p : LP1)(Q2) — R, dada por
pw) = [ Ju(@)"dz, we 17(Q),
Q

é a modular de LP*)(€). Este nome é motivado pela definicio de funcoes modulares e

semimodulares que, para mais detalhes, pode-se encontrar em DIENING, L. (2011, cap.2).

A préxima proposicio fornece alguns resultados bésicos para a modular de L) (Q).

Essas propriedades serao de uso recorrente ao longo do trabalho.

Proposicdo 2.1.1. Para quaisquer u,v € LP1)(Q), temos:

(i) p(u) = 0 se, e somente se, u =0 em LP)(Q);

(it) p(—u) = p(u);

(iii) p € uma funcao convera;

(iv) p(u+v) < 27" (p(u) + p(v));

(v) p(u) < Ap(u) < W p(u) < p(hu) < \Wp(u), quando A > 1;

(vi) p(u) = Ap(u) > N~ p(u) > p(Xu) > MW" p(u), quando 0 < A < 1;

(vii) Para cada u € LPO(Q)\{0}, ¢, : [0,+00) — R, dada por o,(\) = p(\u) é ndo

decrescente, continua e convera.
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Prova: (i) Basta-nos notar que

p(u) =0 & |u(z)P™ =0 q.t.p. em Q
& |u(z)| =0 q.t.p. em Q
< u(zr) =0 q.t.p. em Q
& u=0em LPV(Q).

(ii) Ora,
—a) — _ P(@) Jp — P(@) ] —
pl=u) = [ [(—u)(@)Pde = [ |u(x)"de = p(u).
(iii) A funcao ¢ : 2 x R — R, dada por

U(x,s) = s, (z,5) € AR,

é convexa em R (veja exemplo no apéndice), para cada x € € fixado. Logo, para
quaisquer u,v € LPX(Q) e t € [0, 1],

p((1 =ty + tv) :/Q\(l—t)u(a:)—l—tv(:zz)\p(x)dz
< [10=tlu(@)] + tho@)]*de
<=1 [ Ju@)"d +t [ fo(a) O d
= (L =1t)p(u) +tp(v).

Consequentemente, p é uma funcao convexa.

(iv) Para quaisquer u,v € LP0)(Q), temos

u(@) + v(@)" < (Ju(@)] + o))
< 2- max{[u(@)],Jo() })"*
= 26 mase{fu(z) () 17
< 2O - (Ju(@)) + p(@)"®), Vo €

Por isso e por 2°(®) < 2?7 para todo z € Q,
plu+v) = [ Ju(z)+ o) " d
< [ 2O (u@)P + [o(@)")da
<27 [ (@) + o) ) do

= 27" (p(u) + p(v)).
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(v) Se A > 1, entao, devido a p~ > 1,

[u(a) [P < Au(a) P
< /\p*|u($)|p(x)
< )\p(w)|u($)|p(x)
= ()P
< N u(z) @), ¥ oz e Q.

Logo,
P(@) Jp < )\/ p(z) g
[ @)z < [ Ju(a) P da
<X [ Ju(e)Pds
Q
< / ()P dee
Q
<" / () P@ diz,
Q

ou seja, vale (v).
(vi) A prova de (vi) é andloga a de (v), por isso a omitiremos.
(vii) Sejam Ay, Ay € [0, +00), com A} < g, e u € LrO(Q) — {0} fixado. Entao

() = X )
<X fu(a)

= | Au(z)P@, ¥z € Q.

Consequentemente,

pu(h) = p(u) = [ (@) Vda < [ Paue)"dr = p(ru) = pu(da),

isto é, , ¢ ndo decrescente.

Agora, provemos a continuidade de ¢,. Para tal, seja A € [0, +00). Mostraremos
que
lim ,(A) = @u(A).

A=A
A prova de que

h@ ‘PUO‘) = @u(x>

P
é andloga. Para isso, seja (\,) C [0, +0c) uma sequéncia nao decrescente tal que A, — A,
com )\, < A, para todo n € N. Por ¢, ser nao decrescente e p(z) > p~ > 1, para
todo = € Q, (|Au(z)P™®) é uma sequéncia ndo decrescente de fungdes mensurdveis e
nao negativas. Além disso, |\, u(z)P® — |[Au(z)[P@®, para todo z € Q. Com isso, pelo
Teorema da Convergéncia Mono6tona ,

Puhn) = ) = [ Nyul@)P Dz = | Ru(e)"Ode = p(hu) = ou ().
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Deste modo, ¢, é continua.

Novamente, pelo exemplo [5.1.3, a funcio &(z,A) = |Mu(z)[P@), para A > 0, é

convexa em [0, +00). Assim, para quaisquer A\, Ag € [0,+00) e t € [0, 1],

Cu((1 = t)A1 + th2) = p([(1 — t) A1 + tAs]u)
- /Q (1 = HAL + tho]u(@)P@da
< [0 = D@ + i hsu(z)
= (1 =t)p(Au) + tp(Au)

Portanto, ¢, é convexa. 0O

A partir da proposi¢ao anterior, estamos aptos a provar que Lp(')(Q) é um espacgo

vetorial real.

Proposicao 2.1.2. O conjunto LP")(Q) é um espago vetorial real.

Prova: Para provarmos tal proposicao basta-nos mostrar que LP()(Q) é um subespaco
vetorial de F(2;R). Para isso, sejam u,v € LP)(Q) e a € R. Por isso, u,v € S(Q),
p(u) < oo e p(v) < co. Como S(£2) é um espago vetorial real, u + av € S(Q2). Ainda,

pelo item (vi) da Proposicao [2.1.1]
p(u+v) <27 (p(u) + p(v)) < 0.

Assim, u + v € LPO(Q).

Agora, pelos itens (ii),(v) e (vi) da Proposi¢ao [2.1.1] temos: caso o > 1, p(au) <
o p(u) < oo; caso 0 < a < 1, plau) < P p(u) < oo; caso a = 0, p(0u) = 0 e, caso
a<0,a=—F,com >0, logo plau) = p(—pPu) = p(f) < oo. Disso, decorre que
au € LPY(Q) 0

Antes de demonstrarmos que podemos munir o espaco LP()() de uma norma,
defina, para cada u € LP()(Q) fixado,

[u:{)\>0;p<§> g1}.

Se u = 0, entdo p (%) = p(0) =0 < 1, para todo A > 0. Com isso, Iy = (0,400).
Agora, se u # 0, entdo existe a € I, com a > 0, de modo que I, = [a,+00). De fato,
se u # 0 em LPO(Q), entdo |u(z)|P® > 0 q.t.p. em Q. Logo, p(u) > 0. Denotando

&(x) = p(u)ﬁ, consequentemente,

aw) =

u(z)

v pu)
el ¢

r=—==1,

p(u)
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1
ou seja, p(u)?@ € I,. Deste modo, I, # (). Com isso, se b € I, e A > b, entdo, por ¢, ser

ebe )=o) <o) ()
Agora, a fungao f: (0,+00) — R, dada por

50 =0(3) = (5).

¢é nao crescente, continua e convexa. Por isso,

nao decrescente,

Logo, A\ € I,.

I, ={A>0;8()\) <1}
= 471((0,1]).

Deste modo, pondo a = 371(1), temos I, = [a, +00), como querfamos. 0O

Seja || - [0 (Q) : LPO(Q2) — R, definida por
. u
el ooy = mf{x = 0:p (A) < 1},

Na préxima proposicao, provaremos que || - || 1o() () torna LPO)(Q) um espaco ve-

torial normado, nocao esta, exibida na Definic¢ao [5.2.3| no apéndice.

Proposicao 2.1.3. O par (LPY(Q), ]| - || 11 (qy) € um espago vetorial normado.

Prova: Basta-nos mostrar que || - || () () ¢ uma norma em LrO(Q).
(N1) Por {\A>0;p <%) <1} C [0,+00) e pelas propriedades de infimo,

[ul] Lot 0y > inf[0, +00) = 0.

Ainda, se u = 0 em LP1)(Q), entdo I, = (0, +00), e assim |l pcr () = 0. Reciprocamente,
se lullrriq) = 0 e u# 0 em LPO(Q), entdo, pela defini¢io de [Jul| o0 (), existe (A,) em
(0,1), de modo que

u

An = 0= lull o) € p (/\) <1, VneN

Deste modo, por ser p(x) > 1, para todo z € Q e A, € (0,1),

u

1 1
— () ()
1>p <An> = /Q /\g(x)w(x)\p dx > " /Q lu(z)|P*™dx ¥ n € N.
Devido a ser u # 0 em LPO)(Q), p(u) > 0. Logo,

1 1
1 —_— p(z) =1i —_— =
lim " /Q |u(z) [P dx = lim /\np(u) 00,
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o que é um absurdo. Portanto, ||ul =0 em LP()(€).

(N2) Se a =0, entao [|au|| o)) =0 =0 [Jul| 1) (). Caso a # 0, temos

. al
laul| o) (@) = Inf{A > 0;p (}\) <1}

= inf{|a|]A > 0;p (Z) <1}
= |ainf I,
= lelllull oo (@)

(N3) Inicialmente, o conjunto C' = {u € LPO(Q); p(u) < 1} é convexo, devido a p ser
uma funcio convexa. Sejam u,v € LPO)(Q). Caso u = 0 ou v = 0, segue de (N1) a
validade de (N3). Se u # 0 e v # 0 entdo podemos considerar a = [Jul|p0) () € Iu ©

b= ||v||Lp(.)(Q) € I,. Devido a I, e I, serem intervalos, a +¢ € I, e b+ ¢ € I,,, para todo
v

€ > (. Por conseguinte, € C. Por isso e por C' ser convexo,

ate’ bte
v
t- 1—-t)-—— e C, Vtelol].
a+8+( )b+6 0, 1]
a+¢€ U+ v
E ticul t=————¢€|0,1], ——— € C j b+ 2 € [,1y.
m particular, para b [’]’a+—b+25 , ou seja, a + b+ 2¢ i

Consequentemente,
lu+ vl ro@ < lull o) + vl oo @) + 26

Ao fazermos ¢ — 07, decorre que |[u + v|| o)) < [[ullpee) ) + [1V] o) ) -

Pela validade de (N1), (N2) e (N3), temos que (L?V(Q), |||/ o)) é um espago

vetorial normado. O

Proposicao 2.1.4. Se u € LPY(Q) e u # 0, entdo ull o1 @) = a se, e somente se,
p(i)=1

Prova: Seja |[ul|1s0)q) = a, com u € LPO(Q)\{0}. Como u # 0, I, = [a,400) é um
intervalo fechado, e assim, |[ul| o)) = inf I, = a € I,. Logo, p (%) <1. Sep (%) <1,
entdo, devido a fungao &, definida por £(t) = p (%), para t > 0, ser continua, convexa
e decrescente, existe 0 > 0 tal que p (%) < 1, para todo t € (a — d,a + ). Com isso,

a— g € I, o que é um absurdo, ja que a = inf [,,. Portanto, p (%) =1.

Agora, seja p(%) = 1. Neste caso, a € I,. Logo, ||ulec)q) = infl, < a. Se

ull Lror () < @, entdo existe A € (||ul| o) (), a). Por conseguinte, da continuidade de p e

o(2)<o(3) <1

o que é um absurdo. Portanto, ||ul|zr@) = a. O

por ¢, ser nao decrescente,

As Proposigoes e sao de extrema importancia. Como a norma em

LPO)(Q) é o infimo de um conjunto, isto em geral dificulta seu uso nas aplicacdes. Com
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essas proposi¢oes junto com a fungdo modular p, temos propriedades muito uteis para

se realizar majoragoes e trabalhar com desigualdades em geral, envolvendo a norma de

LPO(Q).

Proposicio 2.1.5. Seja u € LPO)(Q). Entdo:

(1) |[ull prr o) < L(= 15> 1) se, e somente se, p(u) < 1(=1;>1);
(2) Se llull sy > 1. entdo [lullyoq) < plu) < ||u||’;;<> o

(8) Se |[ull oy < 1, entdo [[ul?c 0, < plw) < [[ullf

Prova: (1) Se u = 0 em LP0)(Q), entdo o resultado segue. Pela proposicdo anterior,

decorre que

[ull o) =1 plu) = 1.

N I . - .
No caso ||ul|zp)() = a < 1, entdo 1 < —. Disso e, novamente pela proposicao anterior,
a

plu) < p (%) = 1., por ¢, ser nao decrescente. Observe que o caso p(u) = p (%) porque
isto contradiz a proposigao anterior. Portanto, p(u) < 1. Reciprocamente, se p(u) < 1,
entao 1 € I, logo ||u||Lp(.)(Q) < 1. A prova da outra equivaléncia é analoga, por isso a
omitiremos.

(2) Se [lull sy = a > 1. Como, p~ < p(z) < p* e a” < a’@ < a”", temos

p(u) < p(U> 1< plu)

ar* a
Disso, concluimos que
||U||12;(->(Q) < p(u) < ||U||Lp() Q)
como queriamos.

(3) A prova deste item ¢é similar a do item (2). O

Proposicao 2.1.6. Seja g € L>®(Q) tal que 1 < p(x)q(z) < oo g.t.p. em Q. Seu €
LIO(Q), com u # 0, entdo

(1) HUHLp ooy < M@ oo @y < Ml ooy quando [[ullpowoa) > 1;

(2) ullu0 < 1l o) < Null oo @y quando Jull oo o) < 1.

Prova: Veja EDMUNDS, D. E.; RAKOSNIK, J. (2000, p. 271).

Proposicao 2.1.7. Se u,u, € LP(')(Q), n € N, entdo as sequintes afirmagoes sdo equiva-
lentes:

(1) Jiny =l 00y = 0

(2) lim p(u, —u) = 0.

Prova: (=) Como lim |[u, — ul| s q) = 0, dado € € (0, 1), existe ng € N tal que

n > ng = ||ty — ulleeyg) <€ < 1.
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Por isso e pela Proposicao [2.1.5),
p(up —u) < flun — u”Lp( Q) < e <e.

Consequentemente, lim p(u,, —u) = 0.
(<) Como lim p(u, —u) =0, dado € € (0,1), existe ny € N tal que

n>ng= plu, —u) <&’ <e<l
Por isso e pela Proposigao 2.1.5} [[un, — ul[ o)) < 1 e
+ +
”un - uHiP(-)(Q) < P(Un - u) <el.
Portanto, lim [t — tll (@) = 0. -

Proposicao 2.1.8. O espaco vetorial normado Lp(')(Q) ¢ um espago de Banach.

Prova: Seja (u,)neny uma sequéncia de Cauchy em LP0)(€2). Para provarmos que (uy, )nen
converge em LPU)(Q), basta-nos mostrar que (u,)ney admite uma subsequéncia conver-
gente em LPO)(Q). Para isso, demonstraremos que existe uma subsequéncia (uy)ren de
(Un )nen, de modo que

Juksr = el oy < o, ¥ k€N (%)

1
Ora, por (uy,)ney ser de Cauchy em LPO) (), dado & = 2 existe n; € N tal que

DN | —

m,n Z n; = ||um - unHLP(')(Q) <

1
Agora, dado € = 22 existe ny € N, com ny > nq, tal que

1
m,n > ng = ||y, — un||Lp<<>(Q) < 52
Visto que ng, ny; > ny,
1
||un2 - umHLI’(‘)(Q) < 5
1
Dado € = 25 existe ng € N, com nz > no, tal que
1
m,n > ng = ||ty — Un|| o)) < 5

Como ns, ny > no,
1
[ty — g || Lot () < 22

E assim por diante, donde se verifica. Denotando u,, = ug, mostraremos que (u)ren ¢
convergente em LP()(Q). Para tal, consideremos a sequéncia (v, ),en em LPO (), definida

por

n
Z\Ukﬂ ) —u(z)], T €Q,
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a qual é nao-decrescente. Pela desigualdade dada em , |vnllfeer ) < 1, para todo
n € N. Por isso e pela Proposicao [2.1.5]

/ lon(2)P@dz < 1, V1 € N.
Q

Disso e do Teorema da Convergéncia Monétona, Proposicao [5.2.1] existe v € Lp(')(Q), de
modo que

lim v, (z) = v(x), q.t.p. em Q.

n—oo

Por outro lado, para m,n > 2 e x € (), temos
[t (2) = U ()] < |um (@) = w1 ()] + -+ + [tnr1(2) — un(2)] < 0(2) — Vo1 (2).

Deste modo, (ug(x)) C R é uma sequéncia de Cauchy q.t.p. = € 2, logo convergente,
digamos que

lim wu(x) = u(x), q.t.p. em Q.

k—o0

Com isso,
luk(z) —u(x)| <v(z), Vk>2eqt.p em Q.

Devido a v € LPO(Q), u € LPO(Q), por conseguinte,
ug(z) — u(z)[P® = 0 e |up(z) — u(z)[P@ < o(@)P®, qt.p. em Q,
logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, Proposigao [5.2.2]

; _ p(z) _
Jim o fur(2) — u(@)] 0,

isto é,
lim p(uy — u) =0,
Por isso e pela Proposicao [2.1.7, uy, — u em LPY)(Q), o que finaliza a prova da proposicao

em questao. 0

Proposicao 2.1.9. Seja (u,)nen uma sequéncia em LPO)(Q) tal que u, — w. Entdo,
existe uma subsequéncia (Un, )ren de (Un)nen € h € LPO(Q), tal que

(a) u,, () = u(z) ¢.t.p. em Q;

(b) |un, (x)| < h(x), para todo k € N, ¢q.t.p. em Q.

Prova: (a) Devido a (u,) em LPU)(Q) ser convergente, ao repetirmos os argumentos do

teorema anterior, produzimos uma subsequéncia (u,, Jkeny de (un)nen tal que
1
||unk+1 - unkHLl’(')(Q) < ?7 VEeN

Além disso,

klim Up, () = g(x), q.t.p. em Q ()
— 00
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[ty (2) — 9(2)] < 0(x), ¥ k> 2 e qt.p. em O, (#%)

com v € LPO(Q). Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, Proposicio g €
LPO(Q) e up,, — g em LPO)(Q). Deste modo, g(z) = u(x), q.t.p. = € Q. Por isso e por
). tn () = u(x), qtp. em .

(b) Pondo h = |g| +v € LPV(Q) em , o resultado segue. 0

A proposicio a seguir generaliza a desigualdade de Holder para os espacos LP() ().
Esta, junto com as Proposigoes [2.1.5] e 2.1.7] serdo de grande importancia ao se realizar
majoragoes envolvendo o funcional energia Iy no capitulo seguinte.

1 1
Proposicao 2.1.10. Sejam p~ > 1 e ¢ € LT(Q) tal que — + —— = 1, para todo

o)t
r€Q. Seuc [PV(Q) eve L1(Q), entdo

1 1
fyonterie] < (L4 L oo ol

Prova: Se u = 0 ou v = 0, a desigualdade vale. Agora, se u # 0 e v # 0, entdo

a = |lullppty) # 0 e b = [|v][ra@) # 0. Logo, pela Desigualdade de Young, Proposigao
p24

/ ul@) vl@) o / I e
Q a b
1 P(w) q(x)
[ L L (e,
o p( a aq(x)| b
1 p(z 1 q(z)
g/(x m+/“@ dz
p~Ja| a q Jal| b
1 1
i + U]
p q
ja que p(2) = p(3) = 1. Logo, vale a desigualdade desejada. 0

Proposicao 2.1.11. Se p~ > 1, entdo L) (Q) é um espago reflexivo.

Prova: Se Q. = {z € O;1 < p(x) < 2} e Q, = {z € Q;p(x) > 2}, entdo LP)(Q) =
LPO(QL) @ LPO(Q). Deste modo, para provarmos que LP()(Q) é reflexivo, basta-nos
provar que LPU)(Q,) e LPO)(Q_) sdo reflexivos.

Af.1 - LP0)(Q,) é uniformemente convexo.

Com efeito, dado £ > 0, sejam u,v € LPU)(€,) tais que

[ull oy < 15 Mvllzecrey) < 1e flu=vllpo@.y > e

Como p(z) > 2, para todo =z € €y, temos, pela Primeira Desigualdade de Clarkson,

Proposigao [5.2.13]
’u +v
2

pz) ] (@)
< (P +1oP®), ¥z € 0.

p(z) u—v
5
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Disso e pela Proposicao [2.1.5} segue que

p(z) — p|p®) 1 1
/ utv da:+/ O e g/ —|u|p(x)dx—|—/ —oP@dx < 1.
.l 2 Qrl 2 Qy 2 Qy 2
Assim,
p(z) — pp@)
/ utv dxgle/ A de <1.
Q4 Q.| 2
Por isso e pela Proposicao [2.1.5),
pt —ppt
Hu +v Hu v <1
2 llLeGay) 2 llLeGray)
1
€ p+ pT
Considerando 6 =1 — [1 — <2> > 0, temos
ury <1-6
2 lleeGay)

Portanto LP()(Q,) é uniformemente convexo, valendo assim, a Af.1.

Pela validade da afirmacao anterior e pelo Teorema de Milman-Pettis, Proposicao
5.2.12) LPO)(Q,) é reflexivo.
Af.2 - LPO(Q_) é reflexivo.
De fato, se ¢ € LT(Q) é tal que
1

1
+—=1, Ve,
) a(z)

p(z
entdo, ao considerarmos T': LPY)(Q_) — (L20)(Q_))*, definido por

T(u) -v= / u(x)v(z)de,

1 1
temos, pela Desigualdade de Holder, Proposicao [2.1.10} que existe C' = — + — tal que
p q

T(w) - o] < Cllull ey lvll a0y

Logo,
||T(u)||(Lq<->(Q,))* < C||U||Lp<->(g,)7
isto é, T' é continuo.

Agora, sejam a = ||u|| 1r)(o_y € vo : 2= — R, definida por

u .I) p(z)—1
a

~sgnu(z), Ve .

vo(z) =

Ressaltamos, aqui, que vy € LIO(Q_) e que [vollLacy@_y = 1. Por conseguinte,

@ v dr = a.

1 |u(z)|dx :/ a

T(u) - vy = /Q, u(x)vg(x)dr = /

a
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Consequentemente,
||U||Lz><~>(§z,) < ||T(U)||Lq(->(9,)-

Com isso,
[l oeray < NT @)l zaor @y < Cllullpora_y, ¥ u e LPD(Q0),

Por isso, se T'(u) = 0, entdo u = 0, logo, por T ser linear, T' é injetivo. Ainda, E =
T(LPY)(2_)) é um subespaco vetorial de (L?)(Q_))*. Finalmente, devido a LP()(Q_)
ser um espaco de Banach, E é fechado. E, por LI0)(€,) ser reflexivo, de acordo com

o Proposicao (5.2.14), (L90)(€))* é reflexivo. Portanto, pelo Proposicio [5.2.15, E é

reflexivo. Dai, LP()(€Q_) é reflexivo. O

O resultado a seguir generaliza o Teorema de Representacao de Riesz.

1 1
Proposicao 2.1.12. Sejam p~ > 1 e ¢ € LY(Q) tal que — + —— = 1, para todo
p(@)  q(x)
x € Q. Entdo, dado f € (LPY)(Q))*, existe um tnico v € LI (Q) tal que
flu) = / u(x)v(z)dr, ue LPO(Q).
Q

Prova: Consideremos T : L1)(Q) — (LPY)(Q))*, definido por

T(v) -u= / u(z)v(x)de.

Q
Repetindo o argumento da Af.2 da proposicao anterior, concluimos que 7' é injetivo e
que o subespaco vetorial E = T(L1")(2)) é fechado em (LP")(Q))*.

No que segue, provaremos que 1" é sobrejetivo. Visto que E é fechado em (LP0)(€2))*
basta-nos mostrar que £ é denso em (L) (Q))*. Paraisso, sejau € (LPU)(Q))™* = LPO(Q),

(proposicao anterior garante que LP()(Q) é reflexivo), de modo que
T(v) - u=0,Vove L),

Af: u=0.
Com efeito, seja vy : Q — R, definida por vy(z) = |u(z)[P®~2u(x), para todo x € €.
Notamos que vy € L1)(Q). Deste modo,

/ lu(z) P dx = / vo(z)u(x)dx = T(vg) - u = 0,

0 Q

de onde segue que u = 0. Por isso e pela Proposicdo [5.2.16, E é denso em (LPU)())*.
(@),

existe um tinico v € L)(Q), tal que T'(v) = f. Consequentemente, vale a proposicao em

Portanto, T' é sobrejetivo. E assim, 7' é um isomorfismo. Com isso, dado f € (LPC

questao. 0

No transcorrer desse capitulo, faremos a identificacio (LP()(Q))* = L10)(Q), onde
1 1
=
p(-)  q()
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Proposicao 2.1.13. Seja Q C RY um conjunto aberto. Entdo, o espago Co(Q) é denso
em LPO)(Q)).

Prova: Sabemos, da Andlise Funcional, que Cy(Q) é denso em L'(Q). Suponhamos

p(z) > 1, para todo = € . Para provarmos a proposi¢do em questao, de acordo com o
Proposicao [5.2.16| e a Proposicio [2.1.12] é suficiente verificarmos que se v € L1 (Q) é tal

que
/Qv(x)u(ac)dx =0, Y ue Cy(Q),
entao v = 0.

Ora, para todo compacto K C §2, pela Desigualdade de Young, Proposicao |5.2.4]

ol de o [o(@)]"® _ 1 L@ dr < oo
/KI()|d s/}{p(x)d +/K @ §p|K|+q/K|()| dz < co.

Portanto, v € L},.(2). Com isso, podemos utilizar a Proposi¢io [5.2.21| para concluir que
v = 0. Consequentemente, Cp(£2) é denso em LP0)(9). 0

Proposigao 2.1.14. Seja Q C RY um conjunto aberto. Entio, o espago C5°(Q) é denso
em LP0)(Q).
Prova: Seu € LP() (), entao pela proposicio anterior, para cada 1 > 0, existe v € Co(€2),
de modo que

e = llisrey < 3
Ainda, pela Proposigéo para todoe > 0, ¢. = J.xv € C§°, quando d(supp(v), 0£2) >

g e

. — v, uniformemente em supp(v),

quando € — 07, onde J. € C§° é uma mollifier e

0(z) = (J. % v)(z) = / J.(z — y)v(y)dy, ¥ = € RV,

RN
Agora, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, Proposic¢ao [5.2.2]

ploe—0) = [ lpe—olDde = [ o —op@dz 0,
Q s

upp(v)

quando £ — 07. Logo, pela Proposicao [2.1.7]

Y

N3

[ — vl Lror () <

quando £ — 0. Deste modo,

=1,

N3
+
N3

Ju — %HLM(Q) <lu— UHLPH(Q) + lle — UHLP(‘>(9) <

quando £ — 0. Dai segue o resultado desejado. 0
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Proposicao 2.1.15. Seja Q C RN um conjunto aberto. Entdo, o espaco LPC)()

separdvel.

s

€

1 _
Prova: Para cada n € N, seja 2, = {z € Q;d(z,00) > e || < n}. Cada €, é

um subconjunto compacto de €2, ja que €2, é limitado em 2. Ainda, se P representa o

conjunto de todas as funcdes polinomiais de R em R, com coeficientes racionais entao,

para cada n € N,

b, = {Xan;f € P},

de acordo com o Teorema de Stone-Weierstrass, Proposicao [5.2.18, ¢ denso em C(,,).

o0

Além do mais, o conjunto Py = U P, é enumeravel.

n=1

Agora, para ¢ > 0 e u € LPO)(Q), devido & densidade de Cy(2) em LPO) (), existe

v € Cy(Q2), tal que

€
|u — U||Lp<->(9) < 5

1 _
Ainda, se — < d(supp(v), d2), entao supp(v) C 2,. Logo, existe f € P,, tal que
n

1
c
Y

o8

DO | ™

v — fHLOO((Tn) <

onde ¢ = p*, se [Q,] < 1,ouc=p, se [Q,] > 1. Em qualquer uma desses casos,

Assim, pela Proposicao

/ v — fP@de = /7]1} — fP@dr < =
Q n 2

2.1.5

£ :
(v = fll e ) < 3 Por conseguinte,

€ €
|u — fHLP(')(Q) <lu— UHLP(‘)(Q) + [lv — fHLP(‘>(Q) < 2 + 9= g,

isto é, Py ¢ denso em LP()(2). Consequentemente, LP)(Q) é separdvel.

O

Sejam f :  x R — R uma fungdo de Carathéodory, isto é, f(-,¢) é mensuravel

para todo t € R fixado e f(z,-) é continua, q.t.p. = € Q, e Ny o operador Nemytskii
definido por f, ou seja, (Nyu)(z) = f(x,u(x)), para toda u € S(Q).

A proxima proposicao é a versao dos operadores de Nemytskii para expoentes

variaveis.

Proposigdo 2.1.16. Se N; : LPO)(Q) — LI0(Q), entdo N é continuo, limitado e existem

b>0 e uma fungdo nio-negativa a € L) (Q) tais que

p(z)
|f(z,s)| <a(z)+0bls|®, VeeQeVseR.

()

Reciprocamente, se f satisfaz a desigualdade acima, entdo Ny : LPO)(Q) — L10)(Q), e Ny

¢ continuo e limitado.
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Prova: (=) Seja N; : LPO(Q) — LI0(Q). Suponhamos f(r,0) = 0. Provemos a
continuidade de Ny em u = 0. Para tal, seja (u,)neny uma sequéncia em LPU)(Q) tal que

u, — 0. Pela Proposicao (2.1.7)),
nlggo/ ln(z)P@dz = 0. ()
Definamos h : 2 x R — R, pondo
B, 5) = |f(x, sgns|s| )|
Agora, para cada v € L'(), consideremos
(Nww)(x) = h(z,v(x)) = | f(x, sgno(z)|o(x) 7)1, ¥ 2 € O (#x)

Visto que sgnv|v|ﬁ € LPO(Q) e Ny € LYQ) vale, N, : L'(Q) — L'(Q). Portanto,
devido aos Teoremas 19.1 de (VAINBERG, 1964, apud DE FIGUEIREDO, 1989, p. 13)
e 2.3 de DE FIGUEIREDO, (1989, p. 13), N, é é limitado e continuo em v = 0.

Agora, seja (Un)neny em L'(€2), definida por v, = sgnu,|u,|[P®. Por isso e por ,

lim / |vp(z)|dx = lim / | (2)[P®) = 0.
n—oo n—oo

Logo, v, — 0 em L'(2). Disso e do fato de N}, ser continua em 0, Njv, — 0 em L'(Q),
ou seja,
lim / |(Npvp)(x)|dz = 0.

n—oo

Por conseguinte, devido a ,

lim [ |(Nyu,)(x)|9de = lim / | f (, sgnt, () |un (2)]) |9 da

n—oo [0

— lim / (Nyyo) ()] dz = 0.
n—oo

Portanto, pela Proposicao [2.1.5] nhanolo ||Nfun||Lq(.)(Q) = 0, o que prova a continuidade de

N;yem u=0.
Agora, no caso geral, se u € LP1) (), basta-nos considerar g, definida por
g(ﬂf, S) = f(l’,S + U(I)) - f(I7U(ZE)),
e notarmos que g(z,0) = 0.

A seguir, veremos que N é limitado. Para tal, seja B C LP0) () limitado. Neste

caso, existe r > 0, de modo que
lull piro) <7y Vu € B.
Por isso e pela Proposigao 2.1.7], existe ¢ > 0 tal que

P@dy < c.
[ @) de < ¢
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Ainda, se u € B, entdo v = sgnu|u|P™ € L'(Q), pois

[ @ldz = [ @) de <.

Disso e pelo fato de Ny, : L' (2) — L'(2) ser limitado, existe k& > 0, de modo que
[ 1N (@)|" e = [ [Ny (sgnun ()l (@) )| de < k.
Q Q

Deste modo, pela Proposicio [2.1.5, N;(B) C L) () é limitado, como querfamos.

Finalmente, como Nj, : L'(Q2) — LY(Q), pelos Teoremas 19.1 de (VAINBERG,
1964, apud DE FIGUEIREDO, 1989, p. 13) e 2.4 de DE FIGUEIREDO, (1989, p. 13),

existem b; > 0 e a; € L'(Q) ndo-negativa, de modo que
[(Npo) (@) < ai(x) +bifo(z)], ¥ v e LHQ).
Se u € LPU)(Q), entdo v = sgnu|u[P® € L'(Q). Deste modo,

|(Nyu) (@)1 = [(Ny) ()" < a1(w) + by u(a) 1.

1
Por isso e por — < 1,
q(z)

1

|(Nju) ()] < (a(x) + by |u(z)[P)) 7w

1 (z)
< (ay(2)) 7 + b7 |u(z)| 10
p(x)

< a(@) + by fu(z)] 7,

1

_1
onde a = a{"” € L)(Q) e b=b{ >0, o que prova a desigualdade desejada.

(<) Se existem b > 0 e a € L1Y(Q) ndo negativa, tais que a desigualdade seja

verdadeira, entao
()
Ja) + blu()] 7|1

21@) (g ()| 7@ + p1@ |y () [P@))
< 2q+|&(x)’q(x) + 2q+bq(:c)’u(%)’p(ﬂc)7 Y ue LPY(Q).

|(Nyu) () |7

VAN

IN

Por isso, por a € LI0)(Q), por u € LPV)(Q) e pela fungao b4® ser limitada, Nyu € L10(Q),
e assim, Ny : LPO(Q) — L10)(Q). Repetindo a ideia da primeira parte, garantimos que

Ny é continuo e limitado. 0

O préximo resultado fornece condicoes suficientes para a imersao de LP()(Q) em
L1)(Q). A Definicao [5.2.11] traz precisamente a nocao de imersao e encontra-se no apén-

dice na subsecao de Analise Funcional.
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Proposigdo 2.1.17. Suponha |Q| < oo e sejam p,q € L2(2). Entdo LPV () C L1V(Q)

se, e somente se, q(x) < p(x), g.t.p. x € Q. Neste caso, a imersdo é continua.

Prova: (=) Suponhamos LP*)(Q) C L20)(Q) e consideremos a funciao de Carathéodory
f QxR — R, definida por f(z,s) = s. Pela Proposigao [2.1.16| existem b > 0 e

a € L) (Q) nao negativa, tais que
(2)
(. 5)] = Is] < afa) + bls|363.
Com isso,

|8‘q(l‘) < 2q(w)(’a(x)|q(x)_i_bq(r)‘s‘p(x))
< 29" |a(2)]9®) + (2b)7 |s[P®).

Se existir B C 2, com |B| > 0, tal que ¢(z) > p(z), para todo = € B, entdo, ao fazermos
s — 00, gerariamos um absurdo com a desigualdade acima (co < ¢). Logo, ¢(z) < p(x),
q.t.p. ©z €€

(<) Suponhamos, sem perda de generalidade, que g(z) < p(x), para todo x € Q. E, para
cada u € LPO(Q), seja
E={x € Qu(x)| < 1}.

Ora,
pq(u) :/ |u<x>|Q(x)dx:/ |U(S(J)|q(x)da:—i—/ |u<x>|q(x)dx
Q E Ec
<[Bl+ [ [u(@)]"de
Ec
<10+ [ lu(@)de
Ec
S |Q|+pp(u) < 00, (+)
logo u € LI0)(€). Portanto, LPU) () C L1V)(Q).

Finalmente, mostremos que a imersao LP)(Q) < L10)(Q) é continua. Para isso,
afirmamos que se [|ul| o)) < 1, entdo [[ul| e ) < [ + 1. Com efeito, se u € LPO)(Q)
¢ tal que ||ul|p.) < 1, entdo, por e pela Proposigao

pa(u) < [Qf + py(u) < [Q + 1.

Disso, de ¢(z) > 1, para todo € Q e de |Q2] + 1 > 1, decorre que

(z)
u u(z) |? 1
— | = —_— der < ——— <1
pq<|§2|+1> /Q a1l “TSmrims
Logo, pela Proposicao [2.1.5
H - <1,
|9 + 1| Loy
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e assim, [[ul| o)) < |9+ 1.

Agora, se u € LPO(Q) é tal que |lul| ) = a # 0, entdo |[— = 1. Deste
allLr)(Q)
modo,
4 <10l + 1.
allLat)(Q)

Consequentemente, ||ul[ o)) < (1] +1)[Jul|p0) (). Portanto, LPO(Q) < L1O(Q) é uma

imersao continua. O

2.2 Espacos de Sobolev com Expoentes Variaveis
Nesta secdo, estudaremos o espaco de Sobolev generalizado W'?()(Q), a saber,

WO (Q) = {u e L’O(Q); g e ’Y(Q),j=1,2,... ,N},
Lj

u
onde 2 C RY é um dominio e, para cada u € WLP(')(Q), —— denota a j-ésima derivada
x .
j
fraca de u, isto é,

ou -
/ ax] P = / a—xjapdx, Vo e CyP ().

Podemos munir W*()(Q) com a seguinte norma

[ullwreer = llullzer @ Y ue WHO(Q).

ax] Lot >(Q)
Agora, pondo, para cada u € W1P0) (),
ou Ou ou
Vu = ((’%1’ 8352"”’835]\;) ’

podemos reescrever W) (Q) como
WHrO(Q) = {u € L'(Q); [Vu| € L'V (Q)}.
E a norma em W) (Q) serd dada por

ullwree @) = [[ull prer ) + VUl oo @)
Teorema 2.2.1. O espaco vetorial normado W) (Q) é um espaco de Banach.
Prova: Seja (u,) C W'P0)(Q) uma sequéncia de Cauchy. Entdo (u,) e (gzn) para
j =1,2,..., N, sdo sequéncias de Cauchy em LP()(Q). Por isso e por Lp(')(Q]) ser um
espaco de Banach, existem u,w; € LPO)(Q), tais que
Ju

Uy — u e — — w; em LPO(Q), (%)
aLEj
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para j =1,2,..., N.
Como p~ > 1 e pela Desigualdade de Holder, Proposicao [2.1.10} existe C' > 0, tal

que
e

Q).
8J , Vo e (R)

0
| (=) 5w < Cllun = ull o0y

J

Lq()( )
Deste modo,

/ gxdw%/ o e, Vg e CF(Q).
J

De maneira analoga, temos

Ouy, N
/Q&Cj@dl'%/gwj(pdx, Veelr()eVneN.

Visto que

Oy ou,,
— _ %0 (()
[ un gy = /anj@dﬂﬁ, Vo€ CR(9),

ao fazermos n — oo, obtemos

/ 8x]dx— /w]godx Ve C5e(9).

ou

Por isso e pela Proposicao |5.2.22] o = Wi c LP)(Q), para j = 1,2,..., N, e assim,
L
u € Wrh(Q).
Finalmente, por ,
N
ou,  Ou
[un = ullwrsor ) = llun = ulleoiy + D |15 — 5 — 0.
@) @) j=1 81’] aIJ LrO) ()

Por conseguinte, u, — u em W0 (Q), com u € W) (Q), ou seja, W0 (Q) é um
espaco de Banach. 0O

Proposicio 2.2.2. O espagco W'PU)(Q) ¢ separdvel e reflexivo, se p~ > 1.

Prova: Como LP()(Q) é reflexivo e separavel, o espaco E = [Lp(')(Q)}NH, munido da
norma da soma || - ||, também é reflexivo e separdvel. Agora, T : W'P0)(Q)) — E, definida
por

T(u) = (u, Vu), uec WH?(Q),
¢ linear. Além disso, |T(w)]| = |Jullyrre) ), para todo u € WO (Q). Disso, segue
que T(W'P0)(Q)) é um subespaco fechado de E. Por isso e pelas Proposicoes e
, que T(W1P0)(Q)) é reflexivo e separdvel. Portanto, W'?()(Q) também é reflexivo

e separavel. 0O
Definimos Wol’p(')(Q) como sendo o fecho de Cg°(Q) em W'PM)(Q). Por isso,
Wy (Q) ¢ fechado em W0)(Q). Logo, pela proposicio anterior, Wy (Q) 6 um espago

de Banach, separavel e reflexivo, se p~ > 1.
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Teorema 2.2.3. Sejam Q2 C RY limitado e p,q € L(Q), tais que q(x) < p(z) ¢.t.p. em
Q. Entdo, WHPO(Q) c WHO(Q), e tal imersdo é continua.

Prova: Como ¢(z) < p(x) q.t.p. em Q, pela Proposicio [2.1.17, LPO)(Q) — L1O(Q) é
continua, ou seja, existe C' > 0, de modo que
||U||Lq<~>(9) < C||“||Lp<~>(9)= Voue Lp(')(Q)- ()
Agora, como W0 (Q) c LPO(Q) c LIO(Q), WhrO(Q) ¢ WH(Q), e por , a
imersio W10 (Q) — Wh)(Q) é continua. O
Para cada p € C'(Q2), denotaremos

Np(x)

pie) = N pla)
00, se p(x) > N.

se p(x) < N

Proposigdo 2.2.4. Sejam p,q € C(Q) tais que p~,q~ > 1. Se q(z) < p*(x), para todo
x € Q, entdo

WLP(~)(Q) — L1Y(Q)
e tal imersao é continua e compacta.

Prova: Se p,q € C(Q), entdo, por ¢(z) < p*(x), para todo z € €, existe V,, C Q aberto,
com x € V,, tal que ¢*(V,) < (p~(V;))*, onde

q" (V) = sup{q(y);y € Va} e p~ (Vo) = inf{p(y);y € V.. }.

Como {V,},.q € uma cobertura aberta para o conjunto compacto Q, existem, de acordo

com o Teorema de Borel-Lebesgue, Vi, ..., Vs, tais que Q = U V.
j=1

Seja, para cada j = 1,2,...,s,
p; =~ (V;) eqf =q" (V).

Agora, se u € WHPO(Q), entdo u € WHPO(V}), para j = 1,2,...,s. Por isso e
pela proposicao anterior, u € Wl’p;(Vj), para j = 1,2,...,s. Logo, pelas Proposicoes
[5.2.17| e [5.2.24] (Teorema de Rellich-Kondrachov), as imersoes

W2 (Vi) — L% (Vy), j=1,2,...,s, (%)
sao continuas e compactas. Deste modo, u € qu(Vj), para J = 1,2,...,s. Mas, as
imersoes

LY (V;) = LOW), (%)
sao continuas, para j = 1,2,...,s, j4 que q;“ > ¢(z), para todo = € V;. Consequente-

mente, u € LI(V}), j = 1,2,..., s, eassim, u € LIV (Q). Portanto, W10 (Q)  L10)(Q).
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Afirmamos, agora, que W0 (Q) < L1)(Q) é uma imersio continua. Para tal,
seja (u,) C WHPO(Q) tal que u, — 0. Visto que as imersdes WO (Q) — LI0(V;), para

j=1,2,...,s, sdo continuas, u, — 0 em LI0)(V;). Por isso,
/ ()19 dar < Z/ [ ()9 dr — 0.
Q j=17Vi

Logo, u, — 0 em L0)(Q). Portanto, a imersio W1)(Q) — L0)(Q) é continua.

Finalmente, provemos que a imersiao W) (Q) < L10)(Q) é compacta. Para tal,
seja (U )nen em WHPO(Q) limitada. Pelo Teorema anterior, (u,)neny em W' (V) para
j € {1,2,...,s}, é limitada. Por isso, por e por (%), (u,) admite subsequéncias

convergentes tais que, para j € {1,2,...,s},

(u)nen; © L1O(V)),
onde N C N,_; C---C Ny CN; CN.

Ao considerarmos a subsequéncia
S -
val) = 3 wipul(e), T € Q, neN,
j=1
temos, para m,n € N; suficientemente grandes,

/ U () — v (2) 1@ dz < Z/ lu! —ud |7 dz — 0.
Q ol

Logo, (Un)nen, ¢ de Cauchy em L) (Q), e assim, convergente, pois L)(Q) é um espaco
de Banach. Portanto, a imersao W0 (Q) < L0)(Q) é compacta. 0O
Observacao - Utilizando ideias similares a demonstracao da proposicdo anterior, pode-
mos provar que se p,q € C(2) sdo tais que 1 < p(z) < ¢(z) < p*(x), para todo = € Q,

entdo a imersao WP (Q) < L1 (Q) é continua.

Proposigdo 2.2.5. (Desigualdade de Poincaré) Seja p € C(Q), com p~ > 1. Entdo,
existe C' > 0, de modo que

lullzwer @) < ClIVullor @y, ¥ u € WP ().
Prova: Consideremos f : [0, N) — [0, +00), dada por

f(1) = ot Wt e [0, N),

a qual é uma bijecio crescente, com f~! = g: [0, 4+00) — [0, N), definida por

Ns
g(s) = N Vs € [0,400).
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Ainda, se po(z) = p(z) e py(z) = 1, para todo z € Q, entdo definamos, para cada
j=01,...,N—1,
pi+1(z) = max{g(p;(x)),1}, V x € Q.

Com isso, para 7 =0,1,... , N — 1,
pj+1(z) < pjz) < P§+1($), Ve

Por isso e pela observagao anterior, as imersoes,

Whriti ) (Q) — LPi0)(Q) (%)
LPiO(Q) — LPi+10(Q), (F#)
para j € {0,1,...,N — 1}, s@o continuas. Finalmente, se u € Wol’p(')(Q), entdo, ao
utilizarmos e ,
lullro) < ColllVull ooy + llull ooy o)
S C(;||VU||Lp<->(Q) + Collull Lo o
||u||LP1<‘)(Q) < Cl(||vu||LP2(')(Q)+||u||LP2(')(Q))
< CQHVU”LM‘)(Q) + Cillull v @),
el rvsiogy < Ot (¥l ey + il o)
< CN—lHVUHLPH(Q) + CNAHUHLPNO(Q)-

Disso e da Desigualdade de Poincaré em Espagos de Sobolev, Proposi¢ao |5.2.26),
ull poner @) = llullr@) < OnlIVulle @) < Oyl Vull oo ).
Combinando essas desigualdades, concluimos a validade da proposicao em questao. 0

Corolério 2.2.6. As normas |[ully1s0 () € [[Vull o)) sdo equivalentes em Wol’p(')(Q).

Prova: Para vermos isso, basta-nos notar que:

IV v ) < Nullwrror) = lull ro @) + IVl ooy o) < (C + DIVl oo )
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2.2.1 O que vale em LP(f) e n3o vale em LP0)(Q)

Uma observagao importante é que nem todas as propriedades que valem para os
espacos LP(£2), com p > 1 constante, possuem seus andlogos em LP)(Q). Por exemplo a

desigualdade de convolugao de Young
1 glleer @) < NAlv@ 19l oo @)
nao é valida. Também, a férmula
L 1#Pde =p [0 o € 1 5@) > tHde,

nao possui seu analogo em espacos de expoente varidavel. Para mais detalhes, pode-se
consultar DIENING, L. et al. (2011, p. 9).
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3 Uma Classe de Problemas do Tipo p(x)-

Laplaciano com Condicao de Dirichlet

Neste capitulo, estudaremos a seguinte classe de equacoes nao lineares do tipo

p(z)-laplaciano:

—div (¢(x, |Vu])Vu> = Af(z,u), se x€Q
(PT)

u(z) =0, se x € OfL.

onde Q C RY ¢ um dominio limitado com fronteira 9Q de Lipschitz, ¢ e f cumprem

certas condicoes, que veremos mais a frente.

Como ja foi mencionado na introducao, a estratégia para resolver este problema
¢ construir um funcional I} : I/VO1 P (')(Q) — R, de modo que, este satisfaca as hipdteses
tanto do Teorema [5.7.3| quanto do Teorema [5.8.2] Com isso, conseguimos a existéncia de
pontos criticos para o funcional Iy, os quais, serdo solugoes fracas para o nosso problema.

Comecamos entao com a definicao de solucao fraca.

Definicao 3.0.1. Dizemos que u € VVO1 P (')(Q) ¢ uma solucao fraca nao trivial para o

problema (PI), se u # 0 e

/ngﬁ(a:, |Vu|)Vu - Vodr = )\/Qf(:c, wpdz, Vo€ WP ().

Como veremos mais a frente, dado A > 0, definiremos I, : Wol’p(')(Q) — R, por
I\(u) = ®(u) — A¥(u), para todo u € W), onde O(u) = [ Po(x, |Vu|)dz, para
alguma @, adequada e V(u) = [, F(x,u)dz, também para uma funcao adequada F’; de

modo que,
D' (u) -v= /ngﬁ(x, \Vu|)Vu - Vodz e ¥'(u)-v= /Q [z, u)vde.

Observe a relagao entre I5(u) = ®'(u) — A\V'(u) com a definicdo de solugao fraca. O
funcional I assim definido, chamamos de o funcional energia do Problema . Com o

intuito de facilitar as notacgoes, denotaremos X = Wol’p(')(ﬂ) ell-llx=1" ||W1,p(.)(Q).
0

As hipoteses a seguir, servem basicamente, para que se tenha as condig¢oes necessa-
rias para checar as hipoteses dos Teoremas e h.8.2 e aplica-los ao funcional energia

I, obtendo entao os resultados ja mencionados.

As hipoteses (H1)-(H4) abaixo, dizem respeito a primeira parcela do funcional

energia, ou seja, ao funcional .
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(H1) A fungao ¢: Qx[0,00) — [0, 00) satisfaz as seguintes condigoes: ¢(-,n) é mensuravel

para todo n > 0 e ¢(x,-) é localmente absolutamente continua q.t.p. z € €Q.

(H2) Existe a € L¥)(Q) e b > 0, tais que

|p(x, |v))v] < a(z) + bJv|P@L, qt.p.z €Q, VoeRY;

(H3) Existe ¢ > 0, de modo que:

9¢

e na—n(x, n) + é(z,n) > cnp(:”)’Q, q.t.p. z € Q, Vnel0o0);

¢(x,m) > P2

(H4) Para todo z € e todo £ € RY valem as seguintes desigualdades:

t
onde, ®y(x,t) = / o(z,n)ndn, para todo (z,t) € Q x [0, 00).
0

3.1 Resultados Auxiliares

Nesta secao, forneceremos uma série de resultados que serao fundamentais para a

prova dos principais resultados deste trabalho.

Proposigao 3.1.1. Se (H1) e (H2) valem, entao o funcional ®: X — R definido por
O(u) = /Q<I>0(x, |Vul|)dz, ue X,

é de classe C' e sua derivada de Fréchet em u € X € dada por

O (u) v = /ng(x, |Vu|)Vu - Vodz, ve X.

Prova: A demonstracao desta proposicao sera dividida em varios itens.

(i) Po(z,-) € C([0,00)), q.t.p. = € Q.

Com efeito, por (H1), ¢(x,-) é localmente absolutamente continua q.t.p. = € .
Logo, pelo Teorema é(x,-) é continua q.t.p. x € Q. Disso e pelo Teorema Funda-
mental do Célculo, ®y(z,-) € C'([0,00)), q.t.p. = € Q.

(ii) Para cada u,v € X e 0 < [t| < 1, vale a desigualdade:

Qo (z, |Vu + tVv|) — Oy(x, |Vul)

. < la(x) + b(|Vu| + |[Vv|)P@1 V|, q.t.p. z € Q.
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De fato, se x € Q é tal que ®g(z,-) € C'([0,00)) e 0 < |t| < 1, defina g: [0,1] — R, por
|[Vu+stVol
g(s) = @o(z, [Vu + stVu|) = /0 é(x,m)n dn, ¥ s € [0,1].

Se g1 = | - | é a norma usual em RY e go: [0,1] — RY ¢ dada por go(s) = Vu + stVu,
entao podemos escrever |Vu + stVou| = (g1 0 g2)(s), para todo s € [0, 1]. Assim

g(9) = (e, (002 ) = [ oty dn.

Por isso e pela Regra da Cadeia, Proposicao [5.5.5

9(5) = T2 (e, (910 62)(5))

(z,(g91092)(5))(g1092)(s) - (g1 092) (5)

o(x
d(, (g1 092)(5)) (g1 0 g2)(5) - 91(92(5))g5(s)
o(x
o(x

Vu + stVo
t t —_, 1
(x, [Vu + stVv|)|Vu + stVo| <|Vu+sth|’ Vv>

(2, |Vu + stVo|)(Vu + stVv, tVv).

Visto que g é diferencidvel em [0, 1], g(0) = ®y(x, |Vu|) e g(1) = o(x, |Vu+tVuo)),
pelo Teorema do Valor Médio de Lagrande, Proposicao [5.5.1] existe £ € (0, 1) tal que

De outro modo, ao denotarmos M = ¢(x, |Vu + £tV)),
Do (z, |Vu + tVv]) — $o(z, |[Vu|) = M(Vu + Vo, tVv). (%)
Agora, por (H2),
|M||Vu + V| = |o(z, |Vu + Vo)) |[(Vu + V)|
< a(x) + b|Vu + V[P~ qt.p. x € Q.
Deste modo,

O (z, |Vu + tVu|) — $o(x, |Vul)
t

< |M({Vu+ £tVo, Vo))

< |M||Vu + V|| V|
< la(x) + b|Vu + EVu|P@ |V, q.t.p. z € Q.

Como 0 < ¢Jt| < 1 e [€tVv| = E[t]| V| < |[Vu(x)|. Por isso e por p(xz) —1 > 0, para todo
x €€,

[a(x) + b|Vu + §th|p(x)_1]|Vv| a(x) + b(|Vu| + £|tHVU|)p(”D)_1]|VU\
a(z) + b(|Vu| + [Vo] )P~V
a

< la(x) + b(|Vu| + [Vo])P@ 7| Vo], q.t.p. z € Q.

<
<
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o que finaliza a prova de (ii).

(iii) Para cada u,v € X, a fungao G: Q — R, definida por
G(z) = |a(z) + b(|Vu| + [Vo PO Vo|, 2 € Q,

¢ um elemento de L'(f2). Para verificarmos a validade deste item, notamos que, pela

desigualdade triangular
A= /| )+ (V| + [Vo )1 |Vo|de
</ )|+ b|(|Vu| + |Vo[P® || Vo|dz
:/Q|a x |Vv|dx+b/ﬂ(|Vu!+|Vv|)p(:”)*1|Vv|dx.

Como v € X ¢ W0 |Vu| € LPO)(Q) e, por a € LP')(Q), temos, pela Desigualdades de
Holder, Proposigao [2.1.10],

[ la@)l- [Vvldz < 21|Vl o lall o < oo ()
Ainda, pela Proposicao [2.1.10]
b/Q(IVUI + Vo PO~ Volde < 20][V|| oo || V] + [Vo)PE 7| ) < o0,
Desta desigualdade, junto com , decorre que

/y )+ b(| V| + [Vo])P@ Y[ Voldz < oo,

1
(d) Mostraremos que ®'(u) - v = PII(l) ;(fb(u + tv) — ®(u)), para quaisquer u,v € X.
—
Observe que esta igualdade é motivada pela derivada de Géateau (ver Defini¢ao 1no
apéndice na se¢ao Céalculo em Espagos de Banach). Provaremos utilizando o Teorema da

Convergéncia Dominada de Lebesgue, Proposicao [5.2.2]
Inicialmente, defina f: 0 — R, por

£(2) = lim Oo(z, [Vu + tVu|) — Oo(x, [Vul)

t—0 t

cQ,

com u e v fixados arbitrariamente em X. A boa defini¢ao de f, vem do fato que 0 < || < 1
e 0 < ¢Jt| < |t] implicar em lim £[¢t| = 0. Disto e pela igualdade , temos
t—0

fz) = 1% M(NVu + 0tVv,Vv)

= ¢(z, Vu)(Vu, Vo)
= ¢(z,Vu)Vu- Vo, Ve

Deste modo, basta-nos mostrar que ®'(u) - v = / f(z)dz, para quaisquer u,v € X.
Q
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Agora, seja (t,)neny uma sequéncia em R, tal que nh_}rgo t, = 0 e defina fungdes
fn: Q@ — R por

Oo(x, |Vu + t,Vv|) — ®o(z, |Vul)
[

fu(z) = , Vee, VneN.

Observe que nh_{go fn(z) = f(z), para todo x € 2, que todas estas fungdes sdo mensuraveis
e |fu(z)] < G(x) para todo x € Q. Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de
Lebesgue, Proposicao [5.2.2}

/Qf(fﬁ)dx:/gqb(:c, Vu)Vu - Vodz

= [ Jim fu(e)de = Jim [ fu(@)de
[@o(a, [V + 1,Vv]) = Po(a, [ V)

= li |dx

n—o0 JO tn
znlggot—/ Oy, |V + £,V0]) — Bo(z, [Vaul|)dz
:nh_gjlot(/q)o | Vu+t,Vol) dx—/@o .| Vul)d )

— lim = (B(u + t) — D(w)).

n—oo .

Como a sequéncia (t,),en foi fixada de modo arbitréario, entao
li ! d tv)
lim —(@(u + tv) — /f

ou seja, ¢’ é a derivada de Gateau, com ®'(u) - v = / f(x
(e) Mostraremos que a derivada de Géateau @' é continua. Para tanto, considere as
aplicacoes

V: X — LPO(Q;RY)

A: LPO(Q;RY) — LPO(Q; RY)

D: PO RY) — X*,

definidas, respectivamente, por

ou OJu ou
V= (G ma B
Aw)(z) = d(z, [u(2)))u(z), Y2 € Q, Vue LPDY(Q),

Dv - (w) = /Q(U(ZE), Vw(z))dz, v,we X

), ue X.

e provadas, respectivamente, nas proposicoes [3.4.1}, [3.4.2| e |3.4.2], que sao aplicagoes con-

tinuas e limitadas. Onde w € LPO)(;RY) se, e somente se, w; € LPO)(Q), para todo
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i€ {l,2,---N}, onde w = (wy,ws, - ,wy). Ainda, &’ é composigao dessas aplicagoes.
De fato, dado v € X,
(Dvov>(u) _ ((DoA) o V)(u) _ <D oA)(Vu)

=Do (A(Vu)>

_ D(A(Vu))

= D(¢(x, ]Vu])Vu)
Agora, dado v € X, temos

O (u) v = /Q¢(x, |Vu|)Vu - Vode = D(¢(x, |Vu|)Vu) - v.

Portanto, ® = D o Ao V, e assim, ®' é continua e limitada por ser a composicao de
aplicagoes possuindo estas propriedades. Provado que a derivada de Gateau é continua,
pela proposicao ((5.5.4), concluimos que esta é de fato a derivada a Fréchet de @, a qual,

portanto é continua e limitada. 0O

A proxima proposicao cumprird o papel central para prova de que o funcional
® satisfaz a condigdo (S, ), nogao esta que estd na Definigao na secao Aplicacoes
Multi-Avaliadas e Operadores Mondtonos no apéndice. Para este propésito, consideremos

0s seguintes conjuntos:
Q:={zeQ; 1<plx)<2} e Q:={xeQ; px)>2}
Proposicao 3.1.2. Assumindo (H1) e (H3), vale a sequinte estimativa:

c(ful + [v))PF 2 |u — v]?, se € Qe [ul? + [v]* # 0;
<¢(ZL’, |u|>u - d)((lf, |U|>U7 U — U> Z

417P+cly — v|P®) | se z € Q.

para quaisquer u,v € RN onde ¢ é a constante definida em (H3).
Prova: Para cada z € ), seja 1;: RY — R definida por ¢;(u) = ¢(x, |u|)u;, para todo
u=(uy,...,uy) € RV, Pela proposicao (3.4.4)), temos a igualdade:

o . 1dg
a0, = Tl ds

(x, |u])uu; + o(x, |ul)d;;, Vi, je{l,...,N},

onde, d¢ ¢ a derivada de ¢ em relacao a segunda variavel. Dados um vetor w =
S

(w1, wy, ..., wy) € RY e um par de indices (4, ), ao multiplicarmos a igualdade acima

por w;w;, obtemos

O
8uj

1 do
(u)w;w; = mg(aﬁ, |u])uuwiw; + oz, |ul)ww;d; ;.
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A partir disso, podemos escrever as igualdades:

N i, M1 d¢
§ | E z, [u)uwuw; + E o(z, |ul)wiw;d; 4, ()
auz |u’d T i=1 Y
N awl M1 d<z5
U)w;w, g w| ) uwuw; —l—E oz, |u|)ww;é; ;. S
=~ 8% J \u|d | | ] P | |) J7g ( )

Observe que,

N

;Z o(x, [u])wiw;d; ; = d(z, [u]) Zw

=1

Somando membro a membro as igualdades com (%] e usando a igualdade ,

obtemos
N N ‘| 1 d N N N
ZZ Oy (z, u)w;w; = ¢ z, |ul) ZZuiwiujwj + ¢(z, |ul) wa
i=1 j=1 Ou, ’ | ds i=1 j=1 i=1
N N
Mas, Y > wwujw; = (w,u)?. Logo,
i=1 j—=1
33 Gy = oo o+ ot ) Y-
o \w|2 1 d¢ al 2

= |w|?

(Lo Zab <|| u>2+¢<x, )
|(H|1|ff i) (20 + ot o)
o (it o .7 ) + 91

= lw |(ru| )i+ ol ).

2
com [ 1= <%, %> . Observe que 0 < pu <1, pois

w
2
w u w u
ol T l T

& [(w, w)| < wlful.

Assim, por (H3), vale (1 — \)o(z, |ul) > (1 — N)cJu[P®~2 e também
A1l 52 s )+ 60 T ) = Al 52 e ) + A, ) = A ) + ()
= (1= X)(a al) + A(Jul 3 (o, Ju) + 6, fu))

> c|u|p(’”)_2.
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Deste modo,
N N N
35 P s, > cfup 2w (x%)
i=1j=1 Ou,

Agora, pela Proposicao |3.4.5] temos, para cada x € 2

i(u / 8u] (uw—v))(u; —v;)dt, t €[0,1].

Por isso e pela desigualdade ,

.
—_

{0z, [u)u = o(z, [v])v,u —v) Zwlxu — i, 0))(ui — i)

/3

> / clo + t(u — v)|p<w>-2|u — uf2dt.
0

1 N N

(u —0))(u; — ;) (u; =

11]1

Sem perda de generalidade, assuma que |u| < |v|. Assim,
u = v < ul + o] = Ju—v] < 2Jv|
= Shi—el <l
—|u—v| < |vl.
2 <
Para ¢t € [0, 1],

v = v +t(u—v) —tu—v)] <|v+tu—v)|+ [tu— )|
1
§|v+t(u—v)|—|—1|u—v|

1
= v+ t(u—v)| > Z|u—v|.

Finalmente, se x € {2y entdao pt > p(z) > 2 e desigualdade (),

(6Ll — 9l oo, u =) 2 [ el ¢ — )P — ofde

> 41—P+C|u _ U|P($)

> / 3% (1= ) (s = v3)dt) (s — v3)

Agora, se x € €, entdo 1 < p(x) < 2. Além disso, ao se considerar t € |0, %],

entdo [tu + (1 — t)v| < |u| + |v|. Consequentemente,

[tu+ (1 =)ol D72 = (Ju] + u])P2.
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Assim, ao utilizarmos a desigualdade (p¥ o)),

1 N N

(o, |u))u — ¢(x, |v|)v,u — v) / (:E v+t(u— v)) (u; —vj)(u; — v;)dt

= 1] 1
z/ v + t(u — v)[PO2|u — of?dt
0
> c|ul + [v] )P |u — o],
O

A préxima proposigao garante a validade da condigao (S) para o funcional @'

Proposicao 3.1.3. Assumindo (H1), (H2) e (H3), entio o operador ®: X — X* €

mondtono e satisfaz a condigao (Sy).

Prova: ¢’ é monétono. Para tal, sejam u,v € X e considere o funcional ®'(u) —
d'(v): X — R.

(@' (u) — @' (v) w=d'(u) w— () w
= / o(z,|Vu|)Vu - Vwdz —/ o(z,|Vv|)Vu - Vwdx
—/ 2, |Vu)Vu - Vo — ¢(z, Vo) Vo - Vao)da

—/ z, |Vu|)Vu — ¢(z, |Vo|)Vu, Vw)dz, ¥V w € X.

Tomando w = u — v, pela Proposicao |3.1.2]

(@' (u) — @' (v)) - (u—v) = /Q(¢(:E, |Vu|)Vu — ¢(z, |Vo|) Vo, Vu — Vo)de

> /ﬂ c(|Vu| + [Vo @2y — Vol2dz > 0, (%)
se x € ;. Caso x € (o,
(' (u) — D' (v) - (u—v) > [ 47P+c|Vu — Vol > 0. (oK)
Qo

Em resumo, (®'(u)—®'(v))-(u—v) > 0, para quaisquer u,v € X. Portanto, pela Definigao
(5.6.3)), " é mondtona.

No que segue, provaremos que ¢’ satisfaz a condi¢ao (S,). Para tal, seja (un)nen
uma sequéncia em X, tal que u, — u e limsup(®'(u,) — ®'(u)) - (u, —u) < 0. Pela
n—oo

monotonicidade de ¢,

Com isso,

lim sup(®'(u,,) — ®'(u)) - (u, —u) > 0.

n—0o0
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Da desigualdade lim sup(®'(u,) — ®'(u)) - (u, —u) < 0, temos:

n—oo

lim (9 (u,) — @' (w)) - (up — u) = 0. (34)

n—oo

Denotemos

pi = sup p(x).
rEN

Assuma que x € €2y. Pela Proposicao ,
(d(z, |Vun)) Vi, — ¢z, Vo)V, Vu, — Vo) > 472" |V, — VulP®.
Utilizando esta desigualdade junto com , obtemos
(D' (up) — @' (u)) - (up — u) > 41P+C/Q2 |V, — VulP®dz.
Desta ultima desigualdade e do limite (3,
Tim N |V, — Vu|'@dz = 0. (%)

Assuma que z € ;. Novamente, pela Proposicao (3.1.2)),

(D' (up) — @' (u)) - (up, —u) = /Q<qb(x, |Vu,|)Vu, — é(z, |Vu|)Vu, Vu, — Vu)  (3.1.1)

> c/ £(z)P@ =V, — Vul[P@dz, (%)
Q1
onde {(z) = |Vu,(z)] + |Vu(x)|. Antes de prosseguir, observe que, por x € ), vale
l(x):= 2—;2;(1) >1em(x):= ﬁ > 1. Assim,
|€($)P(x)(22—p(x)) |2_12)(x) dr — / |£(5L‘)|p(x)dl‘
Ql Q1

= [ (1Vun| + [Vul*da
Q1
< [ (V] + [Vl < oo,
Q
donde, §p<‘)(227p(')) € L7+0 (©1). Ainda, temos {p(')(pé‘)%) |V, — VulPt) € L%(Ql) pois,
devido a (), [Vu, — Vul? < (|Vu,| 4+ |Vul)? implica

(V| + |Vu PO 2|V, — Vul? < (|[Vup| + |Vu|)P@.

Desta forma,

p(@)(p(x)=2)
2

¢ () Vg, — VP70 dae = / £(2) P2V, — Vul*de
(921 Q

1

< /Q(|Vun| + [ Vau|)P@ dz < oo.
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Finalmente, pela desigualdade de Holder, Proposigao [2.1.10],
/ |V, — VulP®dz = / 1-|Vu, — VuP@dz
Ql Q1

= | 1(z)°|Vu, — Vu|®dz

951
_ l(x>p(z)<22—p<z>> l<x)p<z)<p§z>—2> IV, — Vu|p($)dx
1951
< ZHZ(x)W)(Q;p(x)) i l(@”(’“)“’é“)‘z) IV, — Vu|p(x)
L2-70) (Qq) 2
LP0) (Q4)

B
1

—(2 — + (2 — p~ - +
onde, o é P 5 Pi) ou P 5 ) efé % ou % Por esta desigualdade, (%)) e )
temos
lim |V, (z) — Vu(z)[P@de = 0. (%)
n—oo (oh1

Agora, de e , obtemos nlgg() p(Vu, — Vu) = 0, donde,
dim [[Vu, — Vul| oo ) = 0.

Assim, pela defini¢do da norma em X, nh%ngO ||u, — ul|x = 0, provando entdo que u,, — u

em X. Portanto, ®' satisfaz a condic¢ao (5);. 0

3.1.1 Hipdteses sobre a funcao f.

Os proéximos resultados auxiliares envolvem a funcao f. Assim sendo, nesta sub-
secdo, fornecemos as hipdteses que a f deve cumprir para obtermos os resultados de
existéncia de solugdes fracas para o problema (PI). Elas formam dois blocos: (J1)-(J2)
e (F1)-(F4). Para dar uma ideia do porque estas hipéteses sao importantes, daqui em
diante sera utilizado muitas vezes os resultados de imersao do primeiro capitulo que sao
o Teorema e a Proposi¢do [2.2.4] Estes resultados junto com as hipéteses (J1)-(J2)
permitirdo que se possa realizar a imersao continua (ou compacta) usando a Proposi¢ao
de Wol’p(')(Q) em, por exemplo, L70)(Q) ou em L")(Q). As hipéteses (F1)-(F4), a
grosso modo, dizem respeito a condigdes de crescimento sobre a f e a sua primitiva F.
Basicamente, estas condigoes de crescimento junto com a Desigualdade de Holder, Pro-
posicao e as hipdteses (J1)-(J2) permitem se realizar as majoragoes necessarias
para provar os resultados exigidos tanto pelo Teorema do Passo da Montanha, Teorema
quanto do Teorema de Fountain, Teorema [5.8.2

Seguem-se entao as hipéteses restantes:
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(J1) Considere p,q € C, (), com p(z) < N, onde N ¢ a dimensao do espago RY, e
l<p™ <p" <q <q" <p(z);

(J2) m € L0 () N L®(Q), para algum r € C, () com g(x) < r(z) < p*(z) e
{z € Q; m(z) >0} >0

(F1) f: Q x R — R é uma fungao de Carathéodory;

(F2) f satisfaz a seguinte condi¢ao de crescimento, para todo (z,t) € Q x R
[f (@, )] < [m(z)[[¢]*7, (3.1.2)

onde, ¢ e m, satisfazem as hipéteses (J1) e (J2).

(F3) Existem M; > 0 e 6; > p* de modo que

0<0,F(x,t) < fla,t)t, |t > M, (3.1.3)

t
onde, F(z,t) :/ f(z, s)ds, para todo (x,t) € Q x R;
0

t
(F4) f é o(|t|”" ") uniformemente, para todo z € , ou seja, %im Sz, ) = 0 uniforme-

-0 |t|P+—1
mente, para todo z € €2;

Observa-se que se (F2) valer, entdo temos a validade de (F2”), assim
(F2’) F satisfaz a condicao de crescimento,

" [m(z)] a(x) r %
|F(z,t)] < 761(1‘) [t]9%)) VY (x,t) € Q x R. (3.1.4)

A préxima proposicao expoe as propriedades da segunda parcela do funcional
energia do nosso Problema (PI). A nogdo de Completamente Continuo encontra-se na

Definigao [5.2.6, enquanto que a nocao de funcional Coercivo encontra-se na Defini¢ao
5.6.0, todas no apéndice.

Proposicao 3.1.4. Seja f satisfazendo as hipéteses (J1), (J2), (F1)-(F4). Entdo o

funcional ¥: X — R definido por ¥(u) = / F(x,u(x))dz, para todo u € X, é de classe
Q

Ct com derivada de Fréchet dada por

V() -v= /Q f(z,u)vdx, Vv e X. (3.1.5)

Além disso, W' é compacto, completamente continuo, coercivo e satisfaz a condi¢io (S5).
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Prova: A demonstracdo desta proposicao sera dividida em varios itens. Comegamos

mostrando que ¥ estd bem definido. Com efeito, se u € X, usando a desigualdade de

Holder, Proposicao (2.1.10]) e a condicao (F2?),
U(u) = / F(z,u)dz < / M|u|q(az)dx
“ o q(x)

1
< —_/|m(x)||u|q“”)dx
g Ja

2
=lmll o "] o <oo.
q L7O=a0) (Q) L) (Q)

IN

Vale ressaltar que, F(z,-) é diferencidvel q.t.p. = € €, por ser a primitiva da fungao

f(z,-) que é continua q.t.p = € Q.

(i). Para cada u € X, seja T,,: X — R, dada por
T,(v) :/ f(z,u)vde, ¥V x € Q.
Q

Entao T, é um funcional linear continuo. A linearidade é imediata. Agora, pelas hipteses

(F2) e m € L>(Q),

[f (@, O] < )]~
< [l oo #1767,

q(z)
¢ (x)

todo z € R, em que ¢'(x) representa o expoente conjugado de ¢(z), temos, pela Proposigao
2.1.16/ que Ny : L1D(Q) — LI (Q) é continua. Assim sendo, para todo v € X, temos,
pela desigualdade de Hélder, Proposicio [2.1.10| e pela imersio de W'?0)(Q) em L10)(€),

Proposicao

onde, ||m|l« >0, ja que [{z € Q; m(z) > 0} > 0. Por isso e por = q(x) — 1, para

Tu(w)] = [ £, w)olda,
= N d
| 1V sullolde
< 2| Nyl s @y 0l 000 (%)

Disto e novamente pela Proposigao [2.2.4] existe K; > 0, de modo que [[v]|pa0) ) <

Ki||v||x. Combinando esta desigualdade com e denotando K = 2K [|Nyul 100y (g,

obtemos
Tu(v)] < 2(|Npull ooy @ lvll oo @) = Kllvl x-
Portanto, T, é um funcional linear continuo.

(ii) Sejam u,v € X. Dados x € Q e 0 < |t| < 1, existe £ € (0,1) tal que

F(z,u+tv) — F(z,u)
t

= f(z,u+ &to)v.
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De fato, defina g¢: [0,1] — R, por

u+stv
g(s) == F(z,u+ stv) = /0 f(z,m) dn, se€]l0,1].

Se g1: [0,1] — R é dada por ¢1(s) = u + stv, entao podemos escrever

o) = Fle.ai(s) = [ sy dn

Por isso e pela Regra da Cadeia,

9(5) = 5 (.0(5)

= f(,91(5)) - g1(s)
= f(z,u+ stv)tv, Vs € [0, 1].

Como g ¢ diferencidvel em [0, 1], g(0) = F(z,u) e g(1) = F(z,u+ tv), temos, pelo
Teorema do Valor Médio de Lagrange, Proposigao [5.5.1] que existe £ € (0,1) tal que

De outro modo, vale

F(z,u+tv) — F(z,u)
t

= f(z,u+ Etv)v.

Com isso, finalizamos a prova de (ii).

(iii) A funcdo G: 2 — R, definida por
G(z) = [m(@)[(Ju] + [o)?@ o], =€ Q,

¢ um elemento de L'(Q) e |f(z,u + &tv)v| < G(z), para todo z € Q. Primeiro, pela
desigualdade triangular, e por &,t € (0,1), |u + &tv| < |u| + |v|. Disso da hipétese (F2)

[f (@, u+ Etv)o] < |m(z)]Ju+ Etv|"@ ol
< [m(@)|(Jul + [o)) " o] = G(a).

Além disso, por (J1), (J2), desigualdade de Holder, Proposigao [2.1.10| e pela imersao de
Wr)(Q) em L1V)(Q), Proposicao [2.2.4]

[ 1G@ldz = [ m(@)|(Jul + o)) vldz
< m@)loe [ (ul + [o) " oldo

< 2[m(@) ool (ful + [0) ™| s oy [0l ot - (%)
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Para concluir que G € L'()), precisamos observar que / (Ju] + [v))"@dz < oo
e (Ju| + [v))1®~1 e LY@(Q), para quaisquer u,v € X. De fato, pela Proposicao m
p(u+v) <29 (p(u) + p(v)). Observando que ¢'(z) = alz)

q(z) — 1
(Ul + o) @7z = [ (Ju] + [o])#~ Dz
Q
z)
—/ |u]+|v (‘1<Z> l)dx
:/‘u"HU 2 dr < oo.

Com isso, podemos concluir que ||(|u| + [v])9@ 72|, ()(q) < 00. Disto e pela desigualdade

(%),
/Q]G(:c)]dx < 0.

1
(iv) Mostraremos que T, (v) = %ir% ;(\I/(u + tv) — ¥(u)), para quaisquer u,v € X. Ou
%
seja, ¥ é diferencidvel a Gateau com V'(u) = T,,.
De fato, defina h: 2 — R pondo

F tv) — F
h(z) = lim (z,u+ tv) (x,u)
t—0 t

= f(z,u)v, = € Q,

com u e v fixados arbitrariamente em X. A boa definicao de h, vem dos fatos 0 < || < 1
e 0 < &|t| < |t| implicarem %in(l)f|t| = 0. Observe que / h(z)dx = T,(v).
- Q

Agora, dado uma sequéncia (t,)nen, tal que nh_}r{)lo t, = 0 e definindo h,,: @ — R,
por
F(z,u+t,v) — F(z,u)

ho(x) = ——~ € e VneN.
ln

Temos lim hy, (x) = h(x) e que todas estas fungdes sdo mensuraveis. Além disso, |h,(z)| <

G(z) para todo = € Q. Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

Proposicao

U):/fx,uvdx
0
:/h( da:—/hmh x—hm/h
0
~ lim F(zx,u+t,w) — F(z, )dx
n—oo J tn

1
= lim — [ [F(z,u+t,w) — F(x,u)|dx

n—00 tn Q

1
= lim T (/Q F(x,u+t,w)dr — /Q F(x, u)dx)

- lim ln(\ll(u +t,0) — U (w).
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Como a sequéncia (t,),en foi fixada de modo arbitréario, segue entao a validade de

Tu(v) = lim (U (u + tv) — U(u)).

t—0 ¢

(v) Neste item, mostraremos que a derivada de Gateau é continua. Para isso, seja (4, )nen
uma sequéncia em X, tal que u, — v em X. Dado v € X, defina G1,P, P,: @ — R
pondo, para cada x € Q en € N,

Gi(z) = [m(x)|[u(@)| " |ol[x, Pu(e) = f(z,un(@)v(z), e P(z):= flz,uz))v(z).

Note que lim F,(z) = P(z) e que todas estas fungoes sio mensurdveis. Ainda, |P,(z)| <
Go(x) para todo = € Q. Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

Proposigao

\IJ'(u)-v:/gf(x,u)vdx:/QP(x)d:E
lim P,(z)dr = lim / Pu(@)de = lim ¥ (u,) - v.

QO nN—00

De outro modo, V'(u,) - v — ¥'(u) - v. Como v € X foi fixado de modo arbitrario, segue
que V'(u,) — ¥'(u), o que prova a continuidade da aplicacao V'
Provado que a derivada de Gateau é continua, pela Proposicao concluimos

que esta é de fato a derivada a Fréchet de W, a qual, portanto é continua e limitada.

(vi) ¥’ é compacto. Para tal, seja (u,)neny uma sequéncia em X, tal que u,, — u em X.
Usando a desigualdade de Holder e a imersao de W, (')(Q) em L90)(Q), Proposicao m

W (un) = W' (u)]|x- = S (W' (un) = W' (u)) - 0]
< sup | [f(z,un) = f(z,u)|[v]de
vl x <1/

— sup [ INy(un) = Ny(w)olde

llv]|x <1 /€

<2 sup ||Ny(un) = Np(u)l| oo @llvllzacr o)

o]l x <1

< KHNf(un) - Nf(u)HLq’(‘)(Q)v

para algum K > 0. Pela continuidade do operador de Nemytskii Ny: LI0)(Q) — L7)(Q),
segue que W' (u,) — U'(u), pois, u, — u em LI(Q), visto que a imersio de Wy (Q)

em L0)(Q) é compacta.

(vi) ¥’ é completamente continuo. Com efeito, da compacidade do operador V', e da

Proposicao [5.2.10}, decorre a propriedade desejada. O

(viii) O operador @' : X — X* é coercivo.
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Dado u € X, inicialmente, por (H3),
O (u) - u= /Q (6(z, |Vu|)Vu, V)dz
= [ éla. [Vul)|Vul*de
> /Q o[ V@2Vl de = /Q o[ V@ dz. (%)
Supondo p(Vu) > 1, pela Proposicao e o Corolario m,
[ eAVul Iz = ([Vully, ) > Callulli
Por isso e pela desigualdade em ,
®'(u) - u > Clully
com C' = ¢Cy. Dividindo a desigualdade acima por ||ul|x,
' (u)

. u ~ __1
> Olfullx ~.
||U||X X

Como p~ — 1 > 0, fazendo ||u||x — oo, temos enfim que

' (u) - u

llullx —oo | |u|| x

Provando que @’ é coercivo.
(vii) ¥’ satisfaz a condigao (S5 ).

Seja (un)nen em X tal que u, — wu e limsup(V'(u,) — ¥'(u)) - (u, —u) < 0.
n—oo
Na Proposicao mostramos que p(z) < ¢(z) implica na imersdo compacta de X em

L0 (Q). Disso e pela convergéncia fraca da sequéncia (u,)nen em X temos
dim [[un — uf| ey ) = 0.
Esse tltimo fato junto com a Proposicao [2.1.9] implica que

Up, (x) = u(z) qt.p. €
|t (2)] < h(z) qtp. 2€Q, VEEN,

para alguma h € LPU)(Q).

Por (F2) podemos obter
|f(z, )s] < [m(@)[[t]* s, V (2,6) € QX R, Vs € R.
Disso e pelo Teorema da da Convergéncia Dominada, Proposigao [5.2.2] obtemos

lim / [z, up, )vdx :/ f(z,u)vdx, Vv e X,
Q Q

k—o00
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ou seja,
lim ¥'(up,) -v="(u) v, VveX,

k—o0

em particular,

Jim (/(u,) = W'(0) - (1, = ) =0,

Como V¥’ é um operador compacto, segue que este satisfaz a condi¢ao (Sy). 0

Proposicao 3.1.5. Suponha vdlidas todas as hipéteses das Proposicoes e[3.1.4
Entdo, dado \ > 0, o funcional I\: X — R definido por

I(u) =®(u) — AV (u), Vue X (3.1.6)
é de classe C' com derivada de Fréchet em u € X, dada por
L(u)-v==2"(u)-v—AV(u) v, VveX. (3.1.7)

Além disso, I} satisfaz a condigio (Sy).

Prova: Pelas Proposigoes e|3.1.4] @ e ¥ sao de classe C*. Logo I = ®(u) — A\V(u)
também ¢ classe C'. Além disso, I}(u) = ®'(u) — A\V'(u). Provaremos, entao a condicio

(S4) para I}. Para isso, seja (u,)neny uma sequéncia em X tal que, u, — u e

lim sup[(®" — AU')(u,,) — (®" — A\¥')(u)] - (u, — u) < 0. (%)

n—oo

Pela definicao de soma e multiplicagao por escalar de operadores,

(" = AV) (up) — (@ = AV) ()] - (up, — u) =
= (®" — AU (uy,) - (up, —u) — (" — NV')(u) - (up, — u)
= (®'(un) = @'(w)) - (up — u) = MV (u) — ¥'(w)) - (uy — u),

para todo n € N. Disso, da desigualdade e da Proposigao |5.5.8, dado ¢ > 0, existe

ng € N, tal que, se n > ng, entao

(P (un) = ' (w)) - (n = u) = MW (un) = V() - (un —u) <e.
De outro modo,

(' (un) = @' (w)) - (un = u) < MY (un) = ¥'(w)) - (un —u) +€
Consequentemente,

lim sup(®'(u,) — ®'(u)) - (uy, — u) < Mimsup(V'(u,,) — ¥'(u)) - (up, —u) + ¢

n—0o0 n—00
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Ao fazermos € — 0,

lim sup(®’ (u,,) — ®'(w)) - (uy, —u) < ANimsup(V'(u,,) — V'(w)) - (u, — u). (%)

n—o0 n—o0

Por outro lado, pela monotonicidade da &', temos

(@' (u,) — ' (u)) - (uy, —u) >0, Vn eN,

donde, lim sup(®’'(u,,) — ®'(u)) - (u, —u) > 0. Por isso, por A > 0 e por (¥-¢) concluimos

n—oo

que

lim sup (¥’ (u,,) — ¥'(u)) - (u, — u) > 0.

n—o0

Agora, pela Proposicao|[3.1.4) ¥’ é completamente continuo. Devido a isso e a u,, —u — 0,
Jgrgo(W’(un) — U'(u)) - (u, —u) = 0. Desse modo,

lim sup(V'(u,) — ¥'(w)) - (u, —u) = lim (V' (u,) — ¥'(w)) - (u, —u) = 0.

n—oo n—oo

Finalmente, a existéncia do limite acima e com a desigualdade (¥|), permitem-nos con-

cluir que
lim sup(®' (u,,) — ®'(u)) - (u, —u) <O0.
n—oo
Mas, pela Proposicao m ' satisfaz a condigao (S, ). Portanto, u, — u. 0O

O préoximo resultado garante a validade da condi¢ao (PS). para o funcional I,
para todo A > 0. Esta condigao serd essencial para obtermos o nosso primeiro teorema
de existéncia de solugao fraca para o problema . Na secao Teorema do Passo da
Montanha no apéndice, na Definicao , a nogao de condigao (PS)..

Proposicao 3.1.6. Supondo vdlidas as hipoteses (H1) - (H4) e (F1) - (F3), entdo o
funcional I satisfaz a condi¢io (PS)., para todo A > 0.
Prova: Dado A > 0, seja (uy)neny uma (PS)-sequéncia em X, ou seja, existe ¢ € R, tal

que,

lim Iy(u,) =c¢ e lim I(u,)=0.

n—00 n—00
Nosso intuito é mostrar que ela possui uma subsequéncia que é fortemente convergente.
Af: (uy)nen é limitada.
Por absurdo, suponha que existe uma subsequéncia (uy, )ken de (u,)nen, tal que

Jim [fu [lx = oc.

Lembrando que #; > p* e que

0<6,F(z,t) < fla,t)t, [t| > M,
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A@J—;Ammwm:¢@@—Aw%g—;@mm-%—A@mgwm

- /Q<I>0(a:,|Vun])daj—)\/QF(:c,un)da:

— 911</Q o(x, |Vu,|)Vu, - Vu,de — A /Q f(z, un)undx)
:A(@mwvwo—éa@mmmv%,v%)m

+ )\/Q (;lf(x,un)un — F(x, un)> dx

(H4

)
> [ @0l [Vl) = 07 60(a, [V
Q 1
1
+ )\/Q (ﬂf(x,un)un — F(z, un)>dx

= (1 — ];j) /Q@o(a:, \Vu,|)dx + )\/Q (ellf(x,un)un — F(x, un)>da:
(%)

Agora, seja

1
e—f(x, t)t — F(z,t)

1

M:sup{

x € Qe lt| §M1}
Observe que este supremo existe pois, a aplicacao
1
t— e—f(x,t)t — F(x,t)
1

é continua no compacto Q x [—M;, M;]. Denotaremos, A = %f(x, Up ) Uy, — F(x,u,). Pela

desigualdade , obtemos

1,
(1=55) [ @oe. (9w < () = - Fifn) -0 =\ [ Ada
1,
= I\(u,) — Q—IIA(un) Uy,
_ / Adz — A Adz
{zeQ;|un(x)|>M1} {zeQ;|un(x)|<M7}
1,
< Iy(u,) — —1(u,) - u, — A Adx + AM|Q)].
A(tn) 0, (i) (€ un(2)| >0} &

Para (z,t), tal que |t| > M;, temos, por (F3),

1

e—lf(z,unk)unk — F(z,uy,) > 0.
Logo,

1
{z€Qs|un, |>M1} Qlf(m u k)u k (LU u k) T =
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E assim,

+ 1
(1=22) [ @ofa, IV, Do < Ia(un,) = 53t -t + A
91 Q 01
Como estamos supondo que (u,),eny Nao possui subsequéncia convergente, para todo

n € N suficientemente grande, podemos supor que ||u,|[x > 1. Disso e pela Proposigao

3.4.6, vale
C —
L ot 1V D > |

donde,

< ’/Q(bo(x, |V, |)dx

1
Z

+
p C P
‘<1 - 91>p+’|unk“X

Deste modo,

p-‘r c - 1,
(150 ) Sl < U] + 15 Ea () - | + 10192

1,

Un||x + AMQ]

X*

para alguma constante M, > 0, observando que #; > p™ e p~ > 1, e assim

p+ C P
Y <
Jim (1= 57 ) o < Jm

Assim,
+ —
(1 _ p)c lim [[un, || < Mo.

O que entra em contradigdo com a suposicao de que klim ||tn, || x = 0o. Portanto, (uy,)nen
—00
¢ limitada.
Finalmente, como o espaco X é reflexivo, pela Proposi¢ao existe (Un, )ken
subsequéncia de (uy)nen tal que, u,, — u em X. Na Proposicao m, provamos que ¥ é
completamente continuo. Assim

lim U(u,, )= Y(u).

k—o0

Com isso, lim sup(¥(uy,, ) — ¥(u)) - (un, —u) < 0. Mas, como VU satisfaz a condicao (S4),
n—oo

segue que u,, — u em X. O que prova a condi¢do (PS5).. O
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3.2 Existéncia de Solucdes Fracas para o Problema (Pl

Com as ferramentas da se¢do anterior estamos aptos a provar a existéncia de solu-
¢oes fracas para o Problema . Nesta secao, provaremos dois os teoremas de existéncia,
a saber os Teoremas [3.2.1 e [3.2.2] O primeiro deles, utiliza o Teorema do Passo da Mon-
tanha, Teorema [5.7.3] que garantindo a existéncia de uma solugao fraca nao-trivial para o
Problema , para todo A > 0. Ja no segundo, utilizamos o Teorema de Fountain, Teo-
rema [5.8.2 onde este, sob certas condigdes que veremos logo abaixo, garante a existéncia
de uma infinidade solugbes fracas para o Problema , para todo A > 0.

A ideia para provar o Teorema ¢é apenas checar as hipoteses do Teorema|5.7.3|

A mesma receita é aplicada ao Teorema [3.2.2, checando as hipdteses do teorema [5.8.2]

Teorema 3.2.1. Se as condicoes (H1) - (H4), (J1) - (J2) e (F1) - (F4), sao vdlidas,
entao o problema possui uma solugdo, nao trivial, para todo X > 0.

Prova: Notemos, inicialmente, que 7,(0) = 0.
Afirmagao: Se u € X com 0 < |lu||x < 1, entao I(u) > 0.

Inicialmente, precisamos provar que, dado £ > 0, existe uma contante C'(g) > 0

tal que
|F(x,t)] < Cle)lm(a)[[t|", ¥ (2,t) € @ x R. (%)
Mas por (F2),
[f (@, O] < m(@)||t1" 7" = —[m(2) |11 < f(a, ) < [m(a)]]e]"O
t t ;
= - /0 [m()]]s|" " ds < /0 flz,s)ds < /0 m(z)||s|7®~ds

t t ¢
= ()| [ 1575 < [ fa,s)ds < pme)] [ Jsfre s

il RS ) i RS
= ) 0 < Flot) < I
1P t)] < ) < ey 1

T q(z) — -

para todo (x,t) € Q x R. Ou seja,
1
Fe.] < lm@)), ¥ (2.0 € O xR

Assim, dado € > 0, podemos escolher C(g) > 0 de modo que valha .

Agora, seja u € X, com ||ul|x < 1.

Como r € C, (), implica r € L>(Q) e, por (J2), r(z) < p*(z); a Imersdo de
Sobolev, Proposicio (2.2.4), nos diz que X estd imerso em L™)(€2), donde existe K; > 0
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de modo que
[ullprer @) < Killullx.

De modo andlogo, por (J1), ¢ € L=(Q2) e q(z) < p*(z), donde X estd imerso em L) (€2),
e existe Ky > 0 tal que

[lull oo @) < Kalfullx

Assim, podemos supor |[u,||x suficientemente pequeno, de modo que [[ul|zr¢q) < 1.

Disso e por ¢~ > 1, vale
K{ Jul|% < H“HU() (¥)

usando a Proposicao [3.4.6 as desigualdades e e a desigualdade de Holder, Pro-
posicao [2.1.10]

:/ Qo (z, |Vuy,|)dx — /\/ F(z,u)dx
Q
>l =2 [ C@lm)]ul
Cc + -
>l =20 [ Im()ulda
| (@)
— —2XC (. q (-
> Sl = 2C@lml W

c +
> —||ulls — 2XC(e)|Im (. ul|?,
Eull =@Ml Nl

c +
> —||ullsx — 2)\C(e)|lm (-
Sl —22CE@)mll o

Ul pr
o o Il

C —
EI!UHP — Cle)Ks|ull -

Para K3 = 2\K{ ||m]] e ¢ > 0 ¢ a constante vinda de (H3). Escolhendo-se ¢,
L

fo= q()(g)
de maneira que 0 < K3C(g) < 5+ e observando que [[u|x < 1e g~ > p* implicam em

+ _
|ull% > [Jul]% , temos
I(w) 2l = Cle)Ksllully
> iy = C(e) Kaelul|%
p+ X 3 X
> — P+ C( K p*
p+r\u\rx — C(e) Kae||ul[%
> 0.

Assim, existe R > 0, suficientemente pequeno, e § > 0 tal que

llul|x = R = I(u) > 6 > 0.
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Por outro lado, devido a condi¢do (F3) e a Proposicao [3.4.9, existem ¢; > 0 e

ce > 0, tais que
F(x,t) > c|t|” — ¢, ¥V (2,1) € Q x R.
Deste modo, para cada v € X\{0},
I\(tv) :/QCIDO(JJ,t|VU])d1: - )\/QF(:c,tv)dx
<" /Q Do(x, |Vo|)dr — Aet™ /Q | dx + Aea|Q,

para todo t > 1. Como 6; > p*, temos

Jim I\ (tv) = —o0.
Portanto, I, satisfaz a geometria do teorema do passo da montanha. 0

Agora, com o auxilio do Teorema de Fountain, Teorema (5.8.2)), estabeleceremos
uma infinidade de solugbes fracas para o problema para cada A > 0.

Teorema 3.2.2. Suponhamos vilidas as condicoes (H1) - (H4) e (F1) - (F3). Se,

flo,=t) = = f(x,1),

para todo (x,t) € Q x R, entao o funcional I, tem duas sequéncias de pontos criticos

(Un)neN € (—un)neN em X, tais que
dim I (up) = lim Iy (—u,) = oo,

para todo A > 0.

Prova: Inicialmente, observe que G = {—1, 1} é um subgrupo multiplicativo de R, assim
como, um subespaco topologico deste. Logo, G pode ser visto como um grupo topoldgico.
Definimos a a¢do A: G x X — X por A(g,u) = g-u, onde - é a multiplicagdo por escalar

usual em X. Com isso, temos que a aplicacao A é de fato uma agdo do grupo G em X
(ver Definigao [5.8.1).

A seguir, provaremos que [ satisfaz as hipdoteses do Teorema de Fountain, Teorema

b.82
Afirmacao.1. I, é invariante pela acao A.

De fato, Dado g € G, entao g = 1 ou ¢ = —1. No primeiro caso, nao ha nada

para checar, visto que a agdo A é a multiplicacdo por escalar usual em X. Caso g = —1,
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usando a mudanca de varidveis /_ f(z,s)ds = / f(x,0)do (veja Proposigao [3.4.10)),
0 0

IL(—u) = ®(—u) — AV(—u)
= / Qo (z, |V — ul|)dz —/ F(z, —u)dx

—/Qoxl—Vu]dx—//iu (x,s)dsdz
—/(IDO |Vu|d:v—// f(z, s)dsdx.

= /Qq)o z, |Vul|)dx — /Q/O (z,8)dsdx = ®(u) — AV (u).

Deste modo, I\(A(g,u)) = I\(u), para quaisquer g € G e u € X. Disso e pela Definigao
5.8.1] I, é invariante pela acao A.

Afirmagao.2. I, satisfaz a condigao (PS).. Basta observar que, aqui, exige-se todas as

hipéteses da Proposicao [3.1.6, o que é suficiente para provar o resultado desejado.

Por X ser um espaco de Banach, reflexivo e também separavel, pela Proposicao

5.8.3] existem sequéncias (e, )neny em X e (el )nen em X*| tais que

. — . 1 sei=y
X =spane,, X" =spane; e e(ej) = o
neN neN 0 sei#j.

k 00
Denotemos X,, = span{e,}, Y} := @1 X,eZ, = d X,.
n= n=~k
Afirmacgao.3. Existem duas sequéncias (px)ren € (0)ren em R, tais que
bp :=inf{I\(u) ; u € Zy, ||ul|lx = &} e ar :=max{[\(u); u € Yy, ||u||lx = pr},

de modo que px, > 0 > 0 e

0, be =00 0
ar <0, VkeN. (2)
Com efeito, comecamos definindo
ar = sup ||ul|po)q)-
llullx=1
UEZy,

Observe que faz sentido falar em u € Zy, com ||u||x = 1, pois para cada k € N, Z; é um
subespaco vetorial de X diferente de {0}. Também faz sentido falar em |[u||,-c)(q), Pois,
(J2) garante que r(z) < p*(z), donde pela Proposigao m temos X imerso em L™")(Q).

E importante observar que 0 < agr1 < ag, donde, existe o > 0 tal que

lim oy, = .
n—oo
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Seja uy, € Zy, com as propriedades

1
Jugllx =1 e Ogak_HukHLT(-)(Q)<%-

Como (ug)keny € uma sequéncia limitada em X e X é um espago de Banach reflexivo, pela

Proposigao ((5.2.9)), existe uma subsequéncia (uy,)ien de (ug)ken, tal que uy, — u em X.
Por isso,

ej(u) = lliglo ej(uy,) =0, Vj € N,

Assim, u = 0. Na Proposicao , mostramos que r(x) < p*(x), para todo z € € implica
na compacidade do mergulho de X em L")(Q). Disso, ug, — 0 e da Proposicao [5.2.10]

lim oy, = 0.
l—00

Por outro lado, para cada u € Z, com ||u||x > 1, temos pela Proposi¢ao e

w) :/CIDO u, |Vul) dx—/\/ F(z,u)dz

por (F2’), que

e |m o(@)
> el / Jul*@d
C
> Sty -2 [ |m [ ful " da
> |k ——||m\| o @)
+ L7040 (@) L90) ()
c 2\ 4
> Sty = Zlmll ol
C —
= il -
q+
u
= ity ~ 2oipul -||H :
WXl Lo @)
c 2\ T
>l — = Caf "Il

onde, na terceira desigualdade acima, utilizamos a Proposicao [2.1.10, pois T(zz( )(“3) +

a(z)

7(z)

llm|] o e na ultima desigualdade vem de ||—*—||x = 1. Diante disso,
L7400 () Ilullx

donde ay > HWHU(.)(Q), por ser o supremo do conjunto acima.

= 1, e na quarta desigualdade a Proposi¢ao [2.1.6] ¢ é a constante de (H3), C' =

u

[lullx

€ {lollz-oe s Mollx =13,
L70)(Q)

Defina ainda, para cada k € N,

2 N\ T
5 — ( —+ C q )P q ’
k q 7cq— ap
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Denotando A = q+(31—’\,0 e —0 =p —qt, com 6 > 0; temos, por, p~ < q* e klim a, =0,
—o0

o seguinte

1
lim §; = lim (Aozf) ’

k—o00 k—o0

Dado u € Z, com ||u||x = &, deduzimos, para cada k suficientemente grande, que

c 2\
I(u) > :||U||p _?Oak Jull%
_ %517_ 2)‘0 5q
b q-
= Lo - Py e
p q
c .- 22C -
— 5P — o 5551?
p k q k “YkYEk
T pt g~ 2XC6;

onde, na ultima desigualdade, utilizamos o fato de que para k suficientemente grande,

c
ar < 1leqg® >1implica aZ+ < D5 Lembrando que ¢ ¢é a constante da hipdtese (H3)

oo
e que gt =p~ +¢, para algum £ > 0, porque, por (J1), vale p~ < ¢7. Em resumo, temos

1 1
Como, hm dp =00,p” >1e ———=>0, concluimos que
p q

5, D) = oo

O que prova ({1).

Agora, seja u € Yy,. Como nosso objetivo é fazer ||u||x — oo, suponha, sem perda
de generalidade, que ||u||x > 1. Segue de (H3), da desigualdade de Hoélder, Proposi-
o 2.1.10] Proposicao [2.1.5] Coroldrio 2.2.6] ¢ da Condicdo de Ambrosetti-Rabinowitz
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Proposicao que

u) = /QQ)O(u, \Vu|)dz — )\/QF(x,u)dx

\Vu|
:/ / o(z,m ndndw—)\/ F(z,u)dz
Q
/ / ) + bn[P@ Y dndz — )\/ F(z,u)dx

</ \Vu\dxjtf/wu]p dx—)\/ (x,u)dx
< 2[[Vaul| ooy o llal | o ) + piP(WUI) - A/ﬂF(:z:,u)dx

< 2| Vlluoeyllallurioge + - [Vl = A [, Plaw)ds

b+
< 2K |ul[ ooy ||aHLP()(Q)+ — K3 [[ul,, O@ >\/Q(01|75|01 — c2)dw

+ b +
= 260K ool + 2K K |l = der [ fulfde + deal

b
< 2K]|al| o g llul 5 5 — KJull% = Aeal[ul| 5, ) + Aeal2],

com K = max{K;K?  K¥ K?"}. Como dim(Yk) ¢ finita, todas as normas em Y} sdo

equivalentes. Disto e por 6; > 1, temos ||u]|% 1) = Colul|%. Assim,

bK
I\(u) < 2K][al] oy llul i +p7HUI|p — Ac1Co|[ul [} + a1,

Por isso e por #; > pT > 1, segue que

lim I(u) = —oo,

llullx—o0

0 que prova . Assim, podemos escolher p, > 9, > 0, de modo que todas as hipdteses

do Teorema de Fountain, Teorema estejam satisfeitas, o que completa a prova. .

3.2.1 Aplicacoes

Exemplo 3.2.1. Consideremos o problema

—div <a(m)|Vu(x)|p($)2Vu(x)> = Af(z,u(x)), sex el
(E1)

u(z) =0, se r € 082,
onde, a € L*(Q) e existe ap > 0 tal que a(x) > ap para que todo = € 2.
Defina ¢: Q x [0, 00) — [0, 00) pondo

o(z,t) = a(z)[t|P 72, V (x,t) € Q x [0, 00).
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-2

(H1). Para cada t fixado, temos que z +— [t[?®®~2 ¢ uma funcao continua e,

portanto, mensuravel. Também, por a € L*(£2), a é mensurdvel. Segue entdo, que o

produto destas funcoes z +— a(z)[t[P®~2 é mensuravel.

Agora, para cada z fixo, t — a(x) é uma funcao constante, portanto, continua,
derivavel, com derivada integravel e leva conjuntos de medida de Lebesgue nula em con-
juntos de medida de Lebesgue nula. De modo andlogo, t — [t[?®)~2 tem as mesmas
propriedades. Disso e pelo Teorema [5.3.2] segue que ambas sdo absolutamente continuas

e, assim o produto ¢ — a(z)[t["®~2 também é absolutamente continua.

(H2). Tomando d(z) = 0, para todo x € €, ou seja, a func¢ao identicamente nula em 2 e
b= [lal[r=,
temos

16(z, |v])v| = |a(z)[v]P@ 2|
= |a(z)[|o["!
< HCL| |Loo ‘Ulp(x)*l

= d(x) + blu[P@L,
(H3). Como vale, 0 < ap < a(z) e 1 < p~ < p(x), para todo = € €2, podemos considerar
¢ = min{ag, (p~ — Dag} >0
Com isso, ¢ < (p~ — 1)ag < (p(z) — 1)ag, para quase todo, x € €,

clnP@ =% < (p(x) — 1)a(z)|nP@2
= (p(x) = 2)a(x) ™2 + a(a) |n|"
= 7767;(””’ n) + ¢(x,7n).

Também, ¢ < ag < a(z), o que implica em

cllP D2 < a(x)|yP

Logo, vale (H3).

(H4). Como 1 < p(z) < p*, para todo x € Q, temos

p+
1<=—Vze
p(z
Assim,
+ p(x)
a@)el™ < P a@)[ep® = pa(e) .
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Por conseguinte,

§
() P < pra(e) [ P
(e ()2
= p* [ ala) .
Deste modo,
0 < 6(a, €€ &) < p* Vol €]).

Finalmente, se as condigoes (J1), (J2) e (F1)-(F4) forem satisfeitas, entdo os Teoremas
e garantem existéncia de solugoes fracas para o Problema (E1]).

Ezxemplo 3.2.2. Consideremos o problema

p(z)
—div ((1 P\ ) !Vu!”(z)‘QVu) =AM(z,u), sex e

L+ Va2

u(x) =0, se x € OSL.

Neste caso, sejam

p(x)
o, fo) = 14+ L -
V14 v

1 WJ1+ |v|2p(ﬂc)
Oo(z, |v]) = ——|of® + F——F—

p(x) p(@)
para todo v € RY. As condigoes (H1)-(H4) sao validas

Y

(H1). Com argumento anédlogo ao exemplo anterior, para cada t fixado em [0,00), as

funcoes
|t|P()

1+ [t]2P@)

sao mesuraveis. Segue entao, que o produto destas funcoes, a saber,

r— 1+ e x s [t|P@)2

|t|P(®)

1+ |t|2p(w)

é mensuravel. Também, para cada x fixado em (2,

1+ t|ple)=2

I[P

14+ [t

ts 14 et [t]P®2
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sao de classe C'*°, portanto, continuas, derivaveis, com derivada integravel e levam con-
juntos de medida de Lebesgue nula em conjuntos de medida de Lebesgue nula. Assim,

estas propriedades, através do Teorema |5.3.2] permitem-nos concluir que o produto

|t|P(®)

1+ [t]2P@)

r— 1+ P2

¢é localmente absolutamente continuo.

(H2). Tomando novamente d(x) = 0, para todo x € € e agora, b = 2, temos:

|U,2p(w) |U|p(x)
1+ || 1+ |v]2@)

Logo,

p(z)

v
e assim,
MWH+<WT1U)wm432MWH.

1+ [P

Consequentemente,

o) pa)-1 p(a)-1 p(e)—1
1+ |v] < 2Jv| = [p(z, [v])v] < d(z) +bv] :

V14 |v|2p@) N

(H3). Tomando ¢ = min{1,p~ — 1}, temos

p(z)
@+“”)wm*zrwWszW@%

Y1+

donde, obtemos ¢(z,7) > c|n|P® 2.

Calculando a derivada ggb(x, n), temos
Ui

% _ . (z)— 2(p(x) — 1)77210(:1:)*1 + (p(z) — 2)774;)(1)71
on ) = (o) =2 (1 + ()3 ‘

Deste modo,

d¢

z) — 2p(z)—2 ) — 4p(z)—2
”w@m+wam=@@—nwwmﬁw” P + (p(x) = 2)n
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(H4). Dado £ € RN, observe que

2p(z) 2p(2)
L AR RN S
T+ [0 P~ Jep®

Estas desigualdades, por sua vez, implicam em

|v|*P(@)

2@
— < 14+ 2p(x) = |— <4/1+ 2p(z)
1+ |U|2p(a;) |§| /1 n ‘SPP(x) ’£|

Como 1 < 2 temos
p(z)

+
€ < S JelP.

p(x)

Assim, desta desigualdade e da anterior obtemos

2p(x) +
o) 4 _ 18] < P ep@ L 1 e
60+ B < e T
+

+
p 2, P -
< Sl oVl

p(x)

_ <|s|p<x> G \s!w@).

p() p(z)
Consequentemente, ¢(x, [£])(£, &) < pTP(x, [€]).
Se as condigoes (J1), (J2), (F1) - (F4) forem satisfeitas, entao vale:
(i) O Problema , possui uma solucao fraca para qualquer A > 0.
(ii) Se f(z,—t) = —f(x,t), para todo (z,t) € Q x R, entdo I, possui uma sequéncia

(+u,) de pontos criticos em X de modo que

dim Jy(u,) =00 e lim Jy(—uy) = oo.

3.3 Existéncia e Caracterizacdao de um Autovalor para

Se ® e F' sao definidas, como nas se¢Oes anteriores, entao consideremos

wex\{0}  [o F(x,u)dx

Ainda, se r e ¢ sdo como em (J2), entdo podemos considerar

),
v(z) = . , Vel

O nosso objetivo, nesta secao, é provar o teorema:
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Teorema 3.3.1. Se (H1)-(H3), (J1)-(J3), (F1) ¢ (F5) sdo vdlidos, entdo

(a) N E um autovalor positivo para o Problema ;

(b) Para todo X > \*, o Problema possui uma solucao fraca.

As hipoteses (J3) e (F5) serao exibidas a seguir. No que segue, forneceremos uma série de

resultados que nos auxiliardo na prova do Teorema Comecamos exibindo a condigao
(F5).

(F5) Existe uma funcdo mensurével, nio-negativa m € L@ (Q), tal que

1z, t)] < m(x)|t)" @ e f(a,t)t >0,V (z,t) € QxR
Proposicao 3.3.2. A condicao (F5) implica que

0< F(x,t) < MW@), V (2,t) € QxR (F5)
q()

Prova: Pela condi¢ao (F5) segue que

—m(z)|s|"@t < f(x,s) < m(x)|s]"@7L, ¥ (z,5) € Q x R.
Logo, para todo (z,t) € Q x R,

t t .
_/ m(l’)|s"1(m)—1ds < / f(z,s)ds < / m(I)|S’q(m)_1dS.

De outro modo,

_m(l') |t|Q(x) < F(ﬁ,t) < m(-f) |t|q(z)’ v (ZL’,t) cQxR.
q(z) q()
Consequentemente,
m(z)
0< F(z,t) < t9® v (z,t) € Q x R.
(1) < T, ¥ (1)

Além disso, devido a condicao (F5), f(z,s)s > 0, para todo (x,t) € Q x R. Assim, se
t>0e0<s<t, por f(z,s)s >0, temos f(z,s) > 0, logo

F(zx,t) = /Otf(a:,s)ds > 0.

0

Ainda, F(x,0) = / f(x,s)ds = 0. E;casot < 0et < s <0, por f(z,s)s > 0, temos
0

f(z.5) <0, logo

F(z,t) = /Otf(x,s)ds = _/to f(z,s)ds > 0.

Diante disso, F'(x,t) > 0, para todo (z,t) € Q x R. Com isso, finalizamos a prova desta

proposicao. 0
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Proposigao 3.3.3. Supondo a validade de (J1) e (J2), entio existem 6 € (0,1) e uma

fungdo mensurdvel | € L*(2), de modo que

p(z)y(x) p*(x)
max{p( ( )} <I(z)

)+ 6y(x) pH(z) + 6 —q(a

B B0 510 N TCO NN
< min{ = b

para quase todo x € ). Além disso,

5(¢+1> <q e l<l(z)< r(q:)r(—x)q(x)

Prova: Inicialmente, precisamos provar a seguinte lista de desigualdades:

p(z)y() p*(r)y(w)
Ho) 160 < 7E) v (1)
p*(z) p(x)
P (@) +0—q(@) ~ p()+0—q(@) (2)
p() p (@) ()
(@) 16 —a@) = (@) +o7(@) (3)
plx)y(@) p(z) "

p(x) +0v(x) = p(x) +0 —q(z)

Como p(z),v(z),p*(x),q(x) > 1 para todo x € Q, e buscamos § € (0, 1),

p*(z)p(z) + 0v(2)p*(x)
& 0y(2)p(r) < dy(z)p*(x)
& p(r) < p(x).

Mas, pela condigao (J1) sabemos que p(z) < p*(x), para todo x € Q. Logo, vale (1).
(2)
p(z)

p(z) +0 —q(x)

p(x)

R & (@) (p(e) + 8 — a(2)) < ple)(p"(2) + 5 — g(x))

<

Notemos que p*(z) > p(x) para todo = € Q. Também, utilizamos o fato de que g(x) > 1
el>4d>0,ouseja, d —q(x) <0, para todo x € €. Segue assim, a validade de (2).
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(3)

r@)  _ pan

pr(x) + 6 —qz) = p(x) + ov(x)
Procedendo de maneira analoga aos itens anteriores, na parte final da prova desta desi-
gualdade teremos:

p*(x) ) )
——— < (7)) &
r@ —a@ =" =@ = ) - @)
)

Mas, por (J2), temos a garantia de que p*(z) > r(x). Logo, vale (3).

(4) Podemos provar de maneira andloga a validade de (4), isto é,

ple)y(z) p(x)
p(x) +6v(z) = plz) +0 —q(z)

Em resumo, pela vaidade de (1), (2), (3) e (4), podemos definir [: @ — R

continua, de modo que,

Agora, seja 6 € R tal que

0<b< ,

e defina entao
1 q-

0= m1n{2,9,

Disso, segue que 5(?: + 1) <q ed€(0,1).

Provaremos agora que 1 < [(z). Com efeito,

() > M > 1 p@)(e) > ple) + dv(a)
& p(@)((z) ~ 1) > 63(a)
v(z)
v(r) -1

< plx) >0
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Como § < - — ! < o) - 1>Jé que
v V(z
7[ < 7(;6()95; L@t ) <y (@) - )

S y(@)y —v(@) <y y(e) =y
& () < -y & () >,

e esta ultima desigualdade é verdadeira para todo x € 2. Com isso,

Como p(x) > 1 para todo = € Q, segue neste caso, que [(x) > 1. Analisaremos agora o

outro caso.

i(2) > — p(x)

P 1o —q@ Lo @ > @) 40 —al)

>p*(x)+0—q".

Mas por (J1) e pela definigao de ¢, temos ¢ > 1 e d < 1, donde p*(z) + 6 — ¢* < p*(x).

Com isto encerramos a prova de que [(z) > 1.

r(z)

Finalmente, resta-nos provar que l(z) < —————.
r(z) — q(z)

0 < oy(x)r(z) = p(z)r(z) < p"(2)r(r) + oy(z)r(z)

= (@) gy )~ a(@) < (@ (@) + 57 (o)

= p* (@) ()(r(@) — q(2) < (0" (2) + 59(2))r(z)
p*(x)y(x) r(x)

T @) +or@) (@) — (@)

Portanto, para quase todo x € €2,

r(z)
r(z) —qlz)

Encerramos assim, a prova da proposicao em questao. 0

I(x) <
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Lema 3.3.4. Se as condicoes (H3), (J1), (J2), (F1), (F5) sdio vilidas e
1
q+ — Ep_ < (5, (JS)

onde, & vém da Proposigao . Entao os funcionais ® e VU sdo tais que:

®(u) D(u)
lim =00 e lim = 3.3.1
[[ullx—0 \I/(U) [[ul| x =00 \I/(u) ( )
Prova: Dado u € X, logo abaixo, sera importante utilizar a desigualdade
wf@|| . < ||ul|?, + [ul|5..
W 2 <l 1o + el o
a qual, pode ser provada utilizando a Proposicao [2.1.6 tomando os indices p(z) = 253 e

q(z) = q(x). Assim,

U (u)| = /F(x,u)dx’ </ (x)|u|‘I(T’) dx
0 o [ q(@)

1

< — [ jm(@)|ul*®)da
q JQ
2 q

< Zmll o Ml
q =40 (Q) )
2

< limllzsoen 1150y + Il
2

<l (Vi) + CF 190l
2C

| /\

= limllogey (15 + Nl ).

Onde, na pentltima desigualdade utilizamos a Desigualdade de Poincaré, Proposicao

e na tltima, o fato de que ||u[|x ser equivalente a norma ||[Vu|| o)) € C = ci +cd > 0.

Agora, seja u € X com ||ul|x < 1. Segue da Proposigao e da desigualdade

acima que

AL Slully
> p

C!|m||m<><Q>IIUIIX — il o@lllly

Disso e da hipétese de ¢— > p™, temos

o P(u)
1 = 00.
||u||1;rgn—>o U(u)
Agora, devido a 5<§+ + 1> <q eaqy— %p_ <0,
~F
p~ >2(q"—0)>2(q —0)>20—. (3%)

v
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Ainda, se u € X é tal que ||u||x > 1, entdo por (F5’) e pela Desigualdade de Hélder,
Proposicao [2.1.10},

W (u)]

| A

f/ (&)l )

2 mlul? Lol Tl ™ s -

I/\

logo, sem perda de generalidade, podemos assumir que |[m|ul’||i)q) > 1. Das Proposi-

coes 2110 2.1.5 e 1.6,

2 o sty g\ e
() = = m ) e

< A= 81(x) || 7=
—[|m Hm [ ul™ ]

1 6l "] oo @
<'>( )

()
( )>(Q)

4 1)
lmlfo OHMWw&)+mewm@)

| /\

-5
(HUH (@)= () (Q) + Hu||i(q(')5)l'<'>(ﬂ)>'

onde,

§;7 se ||[m|| @) > 1 ;
o =

L se||ml|po@ < 1.

Pela Desigualdade de Young, Proposicao [5.2.4]
< 1 2
¥(w)] < o0 QH| s WP
+-5) -5)

+lu H o DO T HUIHL&() 5)1/( >(Q)>

Pela Proposicao [3.3.3

1< M(x)(’yl((;r)))’ <p*(z) e 1< (q(z)—29)l(x) <p*(x),

para quase todo x € ). Logo, pela Imersao de Sobolev, Proposicao [2.2.4] existe C' > 0,

tal que
4C Eas
() < ==l (Il + ). atp. zeq
Portanto,
C _
ol g
W(u)| = 10 = ‘
U N 26 2(g+—5)
g (Il + el )

®(u)
Disso e de (%), decorre que lim = 00.
4 llullx —o00 W () =
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A Proposigao|5.6.9| garante a existéncia de um minimizador global de um funcional

de classe C!, desde que este seja coercivo e fracamente semi-continuo inferiormente. Isso

sera importante logo a frente para provarmos que todo A > A\* é um autovalor para o
Problema (PI)). Na Defini¢ao encontramos a nog¢ao de funcional fracamente semi-

continuo inferiormente.

Lema 3.3.5. Supondo a validade das condi¢oes (H1) - (H3) e (J1), entao ® ¢ fraca-

mente semi-continua inferiormente.

Prova: Seja (uy)neny uma sequéncia em X, tal que u,, — u. Como ¢’ é monétona, pela

Proposicao
P(uy) > ®(u) + @' (u) - (uy, —u), Vn €N,
Consequentemente,

lim inf ®(u,) >

n—o0

(w) 4 lim inf ®'(u,) - (u, — )

n—oo

)
D) + Jim, @' (1) - (1 — )
D (u).

Portanto, ® é fracamente semi-continua inferiormente.

Lema 3.3.6. Supondo a validade de (J1), (J2), (F1) e (F5), entdo

F(x,t S( + ),VtER, q.t.p. = €.
(=,1) ¢\ (vt

Além disso, o operador de Nemytskii Np: L™ (Q) — LY (Q) é continuo.

Prova: Inicialmente, fixando (z,t) € Q x R, ao tomarmos a = m(z) e b = [t|?®) pela

Desigualdade de Young, Proposicao [5.2.4

1 1 ,
a(z)b(z) < —a(z)"® + b(z) @)
() ()
Deste modo,
m(z)|t)1@ < Lm(xw(@ + ! |2 @ @)
~ (@) (@)
1 1 )
=" B
ta (@)
p_ @)y
observando que [y(z)]" = —=. Ainda,
q(z)
+
(@) i , Vael
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Com efeito,

()

Agora, por 1 < ¢~ F(x,t) < m7_|t|q“”) < m(z)|t|?®, para todo (x,t) € Q x R. Disso,
q
por e (), segue que

1 V(x) t|r(@)
F(:L‘,t) S (m(x)_ + ‘ ’ /
v (")

=
Finamente, por f ser uma funcao de Carathéodory, F também o é. Além disso, como
m € L'®(Q), temos % € L'@(Q) e m > 0. Logo, pela Proposicao [2.1.16]

Np: L"O(Q) — LY() é continuo. 0

>, VteR, qtp. ze€fl

Proposigao 3.3.7. Se as condigoes (J1), (J2), (F1) e (F5) sao vdlidas, entao ¥ é

fortemente continua.

Prova: Seja (u,)neny uma sequéncia em X, tal que u, — u em X. Na Proposicao [3.4.7]
provamos que a imersio X — L")(Q) é compacta. Logo, u, — u em L')(Q). No
Lema [3.3.6, logo acima, provamos que o operado de Nemytskii Np: L™)(Q) — LY(Q) é

continuo. Consequentemente, ¥(u,) — W(u). Portanto, ¥ é fortemente continua. 0

Prova do teorema (3.3.1)): Inicialmente observemos queA* > 0. Com eleito, ja vimos
que $o(z, |Vul|) > p%]VuV’(x) >0e F(z,u) > 0. Com isso,

- - /Qi)o(x,|Vu|)da:
= in

> 0.
ueX\{0} / F(z,u)dx
Q

Se \* = 0, entdo, pela definigdo de infimo, existe uma sequéncia (u,)neny em X\{0}, tal

que
P
lim 20n) _ ()
Deste modo,
c =
q)(un) B q)(un) . EHunHX
W () (un)| — g”“ Hq‘
g

+_ —
2 Cflunllx ™
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Mas, pela condigao (J2), p* < ¢, logo lim a5~ =0e Jim [[un||x = oo. Disso e
pelo Lema B3,
D(uy,)
1. pu—
oo U(u,)

0 que contraria . Portanto, \* > 0.

Provaremos agora, que \* é um autovalor para o problema (PI). Para tal, seja

(un)nen uma sequéncia em X\{0}, tal que

o P(u) o P (un) n
n11_>nolo V) A 0< U (uy) VneN (%)

Afirmamos que existe subsequéncia (ug)reny de (un)nen limitada em X. De fato, se,
supormos que nao existe subsequéncia limitada, entao li_}rn ||un||x = oo. Disso e pelo
n—oo

Lema [3.3.4]

0 que contraria .

Com isso, suponha, sem perda de generalidade, que (u,)pen € limitada em X.
Como X é reflexivo, podemos usar a Proposicao [5.2.9] garantindo a existéncia de u € X

tal que u, — u em X.
Afirmacao: u # 0.

Com efeito, suponha, por absurdo, que u = 0. Como V¥ ¢ fortemente continua
(Proposicao [3.3.7), ¥(u,) — 0. Por conseguinte,

)
lim ®(u,) = lim (1tn)

n—00 n—oo \JJ (un>

U(u,) = A"0=0.
Ainda, pela Proposicao [3.4.6

+ —
O(un) = Cllun|lx  ou @(un) > Cllun|lx

para alguma constante ¢' > 0. Com isso, lim ||un||x = 0. Novamente, pelo Lema (3.3.4}

o D(uy,)
Jim, ()

o que contraria (¢)). Isto prova que u # 0.
Afirmagao 2: \* é um autovalor para o problema (PI).

De fato, da convergéncia fraca u,, — u, seguem das Proposicoes e[3.3.7, que

O(u) < liggglf@(un) e lim U(u,) = V(u).

n—oo
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Com isso,
D (u, D (uy, .
De outro modo,
- 2
— (u)

i

(v) _ @(u)

* — ] < .
A inf S ()

vex\{0} ¥ (v)

Assim sendo, concluimos que
O(u) = AU (u).
Portanto, A* é um autovalor para o problema (PI).
Afirmacgao 3: Se A > \*, entdo A é um autovalor para o problema ([PI)).

Observe que u é solugao fraca do problema se, e somente se, u € ponto critico
do funcional 1.
Seja A > \*. Seu € X étal que, ||ul|x > 1, entdo por (H3), existe C' > 0, tal que

+

C — 40 a 26— 2at—6
) 2 e = A= ml5 o (™™ + lE ).

Como p~ > 2(¢" —9) > 25%, temos que
lim I)(u) = o0
llullx =00
Portanto I é coercivo. Por outro lado, a Proposi¢ao diz que I, é fracamente semi-

continuo inferiormente. Como X é um espaco de Banach reflexivo, podemos entao utilizar

a Proposicao [5.6.9, que garante existéncia um minimizador global u, de I,.

P
Como A > X\, existe w € X\{0} de modo que (w) < A Assim, [(w) =

¥(w)

®(w) — AW (w) < 0. Por conseguinte,
I(uy) = 1£1)f( I(u) < A (w) < 0.
Portanto, A é um autovalor para o problema . 0

3.3.1 Aplicacoes

Exemplo 3.3.1. Consideremos o problema

p(z)

1+ [Vuf2@

u(z) =0, se x € OSL.

(E3)
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Considere o ntimero real

1
/ (yvuv?(r) /14 Va2 — 1>dx
b o p(z)
A= inf
ue X \{0} m(z) 09
2 q(z)

J& vimos no exemplo [3.2.2] que as hipéteses (H1) - (H4) sdo satisfeitas. Além disso,
f: QxR — R dada por f(z,t) = m(z)|u|!™~2, cumpre as condicoes (F1) - (F5), desde
que m € L%(Q) NL>®(2), com [{z € Q; m(z) > 0} > 0. Neste caso, se as condigoes
(J1) - (I3), sdo satisfeitas, entdao o problema[E3] possui uma solu¢ao fraca para qualquer
A >\

Exemplo 3.3.2. Seja p € C(Q) com 2 < p(x) < N, para todo z € Q. O problema

p(z)—2
—div ((1 + |Vu|2> ’ Vu) = Am(2)|u|?®=2  sex €

u(z) =0 se x € 00

Neste caso, colocamos

p(x)

(1+ |v|2) - 1}

p(z)—2

ool = (L+R) T e @ o) =

para todo v € RY. Considerando o niimero real

(s [v)* 1)

in
ueXx\{0} m(z) \t]q(x)dx
2 q(z)

A=

Neste caso, se as condigoes (H1) - (H4), sdo satisfeitas, entdo o problema [E4] possui

uma solucao fraca para qualquer A > \*.

3.4 Prova de Alguns Fatos Auxiliares Usados no Transcorrer do

Capitulo
3.4.1 Fatos utilizados no lema (3.1.1)).

Proposicao 3.4.1. A aplicagio V: X — LP@(Q;RN) dada por:

ou Ou ou
Viv) = <0931’ Oxs’ Orn

), u € X,

€ continua.
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Prova: Seja (u,)neny uma sequéncia em X, tal que u, — u € X. Mostraremos que

VYV, — Vu em LP®(Q;RN). Com efeito, pela definicdo da norma em X e a Proposicao

[2.17 temos
U, = u < ||lu, —ul|x — 0
4 Hvun - VU’HLP(')(Q;RN) — O

< p(Vu, — Vu) — 0,
o que conclui a prova. 0

Proposigao 3.4.2. Seja ¢: Q x [0,00) — [0,00) a func¢io da hipdtese (H1), entio a
aplicacio A: LPO)(Q) — LPO(Q) dada por

Au) = ¢l [ul)u, ue LPI(Q),

estd bem definida e € continua.

Prova: Observe que pela hipdtese (H2),

p' (=)

6(. Jol)o] < a(z) + bloP ™ = a(z) + blo] 5

pois p'(z) = p(pgzl. Disso da Proposicao [2.1.16| temos o resultado desejado. 0

Proposicao 3.4.3. A aplicagio D: LP® (Q:;RY) — X* dada por:

D) w= /Q(v(ac),Vw(x)), v,w e X.

¢ um operador linear limitado.

Prova: Inicialmente, precisamos mostrar que, para cada v € X, Dv: X — R é um
funcional linear continuo. A linearidade é imediata. Para a prova da continuidade, seja
(Wn)neny uma sequéncia em X, tal que w, — w em X,

Afirmacao 1. (|Vwy,|)nen € uma sequéncia limitada. Com efeito, como

w, > w & ||lw, —w||lx =0
< p(Vw, —Vw) =0
& /]an—Vw|dx—>O
QO

< |Vw, — Vw| — 0,

segue que (|Vw, — Vw|)pen € limitada em RY. Suponha, por absurdo, que (|Vw,|)nen

nao seja limitada. Logo, para cada k € N, existe ny > k, tal que,

Vw,, | >k, ¥V keN.
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Por outro lado, |Vw,, | < |Vw,, — Vw|+ |Vw|, para todo k € N, donde concluimos que
a subsequéncia (|Vw,, — Vw|)reny nao é convergente em R por nao ser limitada. O que

¢ uma contradigdo. Com isto provamos a afirmacao Afirmacao 1.

Assim, existe M; > 0 tal que |Vw,(x)| < M; para todo n € N e todo z € (.

Defina entao g;: Q2 — R e a sequéncia de funcionais (f,,)nen de €2 em R por:

g1(x) = |v(x)| My, ¥V z €
e

fo(2) = (v(z), Vw,(z)), Vo € Q, Vn e N.

Observe que | fu(2)] = [(0(2), Vn(z)] < (@) Ven(@)] < g1(2), e lim falz) = (0(2), V().
para todo x € €. Disto e pelo teorema da convergéncia dominada ([5.2.2)) temos

fi [ fude = [ Jim fude
=

lim [ (v(z), Vw,(z))dr = [ lim (v(x), Vw,(x))dx

n—oo 9] 9] n—o0

= [ (@), Vu(@))dz = D(v) - w
=

lim D(v) - w, = D(v) - w.

n—oo

Com isto provamos a continuidade de D(v). Portanto, a aplicagdo D estda bem definida.

Af. 2. D é uma aplicagao continua.

Fixado w € X, de modo arbitrario, seja (v,),ey uma sequéncia em X, tal que

v, = v € X. Observe que em particular (|v,|),en é uma sequéncia limitada. De fato,

Uy =V & v, —0||x =0
< p(Vu, —Vov) =0
= /|an—Vv|dx—>O
Q

< |Vou, = Vu| = 0,

De maneira andloga ao realizado com a sequéncia (|Vw, — Vw|)uen, concluimos que
(|VU, — Vo|)pen € limitada em RY. Mas isto por sua vez implica entdao que (|v,|)nen ¢
limitada. Logo, existe My > 0 tal que |v,(z)| < M, para todo n € N e todo x € . Defina

entdo go: 0 — R e a sequéncia de funcionais (hy,)nen de 2 em R por:

g2(x) = |Vw(x)| My, ¥V x €
e

hn(z) = (v(z), Vw(x)), Vo € Q, VneN.
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Observe que |h, (2)] = [(va(2), Vw(z))| < |on(@)|[Vw(z)] < g1(2), e lim f,.(z) = (v(z), Vw(z)),
para todo x € €. Disto e pelo teorema da convergéncia dominada (5.2.2)) temos

Ji [ fode = [ g fuds
=

lim [ (v,(x), Vw(z))dr = [ lim (v,(z), Vw(z))dz

n—oo J0 Q N—0o0

= [ (@), V(@) dz = D(v) - w
=

lim D(v,) -w= D(v) - w.

n—o0

Com isto provamos a continuidade de D. O que conclui a prova. 0O

3.4.2 Fatos utilizados na Proposicao (|3.1.2)).

Proposicao 3.4.4. Para quase todo x € , a aplicacio ;: RN — R, definida por
Vi(u) = oz, |ul)u;, possui todas as derivadas parciais. Além disso,

oY, 1 do
au, Y = Tl ds

(@, [ul)usu; + o(x, [u])dy;,

d
onde, estamos denotando por C;b(x, lul), a derivada da fungao s — ¢(z,s).
s

Prova: Inicialmente, por ¢(x,-) ser localmente absolutamente continua, para quase todo
ponto x € €2, o Teorema m garante que ¢(z,-) é continua e diferenciavel em quase todo
ponto de €.

Se x € Q é tal que g1 = ¢(x,-) é diferencidvel e denote gy := | - | é a fun¢do norma
em RY, entdo v; = g1 o g». Utilizando o fato de que
0 oy
ﬂ(u) N
O |ul

temos, pela Regra da Cadeia, Proposicao |5.5.0

ﬁjﬁmzﬁ@w»gwn
:m@wmﬁ
- S a7

d
onde estamos denotando f(x, lu]) = g1(g2(u)). A aplicagdo projegao m;(u) = u; é tal
s
que
871'7;
) =6, .
au] (u) 5]
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Como v¥;(u) = (g1 © g2)(u) - m;(u), pela Regra do Produto, Proposigao temos

(o) = (o o.2) ) 0

= (910 92)'(u) - mi() + (g1 0 g2) (u) - i (w)

1 do
= m@(l’y |u)uju; + o, |ul)d; ;-

Proposicao 3.4.5. Para quase todo x € €1, vale a igualdade

1 8% _

Prova: Sejam u,v € RY e defina a: [0, 1] — RN e p: [0,1] — R, respectivamente, por
at)=v+tlu—v)Vtel0,l]] e =1 0a.
Pela Regra da Cadeia, Proposicao [5.5.5]
@' (t) = (i o @) (t) = ¥i(a(t)) - o/(t)

Pelo Teorema Fundamental do Célculo,

[ &)= () - o(0)
= (o)1) ~ (¢:0a)(0)
= ¥i(u) — i(v)

Consequentemente,

(9 (o,
Yi(u / 811/; , ) (uj — v;)dt.

3.4.3 Fatos utilizados em varios momentos

Proposicao 3.4.6. Se a condicio (H3) ¢é valida, entio dado u € X, temos:
(i) Se ||lu||x > 1, entdo

ot Vel > I Vullf =l
(ii) Se ||u||x <1, entdo

+
ot [Vul)dr > I Vullf, =l
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Prova: Por (H3), temos

[Vl
| @, [Vayda = [ [T o, nndnde

[Vl
Z// enP@ L dndx
aJo

Y, p(x)
:/CIUIM
Q

p(z)
> ¢ / |Vuld
— uldx
Z % o
c
= pjp(vu)-
(i) Caso ||ul]|x > 1, Como ||Vul|»¢) = ||u||x, pela proposi¢ao (2.1.5)), temos p(Vu) >
|Vu|! ., donde Sp(Vun) 2 p%||Vu||]£;(z) = p%||u||§g O caso (ii) é semelhante ao
anterior, por isso, sera omitida. 0O

Proposigao 3.4.7. Se 1 < r(x) < p*(z) para todo x € Q, entio existe uma imersio de
X em L™(Q) compacta.

Prova: Defina [(z) = p*(z) — r(z), para todo z € Q. Sendo [ continua definida num

compacto, existe zy € Q, tal que
l(xg) = ;gsfll(x)
Como 7(x) < p*(x) para todo z € Q, temos I(x) > 0. Segue entdo que,

inf (p*(z) —r(z)) = inf(p"(z) — r(z))

e z€Q
= inf I(z) > 0.
€
Disso e pela Proposicao , existe uma imersio compacta de X em L™)(Q). 0O

3.4.4 Fatos utilizados no primeiro teorema de existéncia, Teorema (3.2.1)

Proposicao 3.4.8. Vale a sequinte desigualdade:

o, 51€]) < 57" Bz, |€]).

Prova: De fato, basta definirmos g(t) = ®q(z, t|£]). Assim,

(1) = ol HEDHE = o(a, Hel) 16, 16)
+ Pt
< P ao(a,tlel) = Zg(0).
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o que implica em < %. Logo, para s < 1,

/15 g’(t)) < /1 p;’ = Ing(s) —Ing(1) < p*n(s)
(s

= D <

(1
= By (x, s[¢]) < 5 Bo(w, s[¢]),

~—

Q

~—

Q

como queriamos. O

Proposicao 3.4.9. Se as hipdteses (F1) e (F3), sao vdlidas, entdo existem ¢; > 0 e

co > 0, tais que

F(x,t) > ci|t|” — ¢y, V (2,1) € Q X R,

Prova: Inicialmente, por f ser uma funcao de Carathéodory, temos que sua primitiva
F(z,-) é de classe C', q.t.p. x € . Por (F3), para t > M,
81 f(xa t)

0<—<
t = F(x,t)

VaeQ. (%)

O proximo passo serd tomar a integral de M; a t na desigualdade acima. Fixemos z € €2,
de modo que F(z,-) seja de classe C'. Definimos Hy: [F(z, M), F(x,t)] — R, por
H(s) = i e g1: [My,t] — R, g1(s) = /OS f(x,0)do. Mostraremos que a composi¢ao
Hjog; estd bem definida. De fato, g;(M;) = F(xz, My) e g1(t) = F(x,t). Para verificarmos
a inclusao g¢;([Mi,t]) C [F(x, M), F(z,t)], mostraremos que g; ¢ um homeomorfismo.
Sejam sy, 59 € [M,t] com s; < sy5. Observe que (F3) garante que f(z,s) > 0 para todo
s € [My,t]. Assim,

S1
g1(s2) = / flz,o da—i—/ ,o)do
) + / (x,0)do,
o que implica em ¢gi(s1) < ¢1(s2). Logo ¢ é crescente. Sendo g; continua, por ser de
classe C', temos que g; é um homeomorfismo de [My,t] em [F(x, M;), F(z,t)], por que

g1(My) = F(x, M) e g1(t) = F(t). Assim, podemos utilizar a Proposicao para

concluir que

/Fi(m) Hy(s)ds = /t fg1(0))g1(0)do

x,M1)

De outro modo,
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ou seja,

b fz,0)

In F(x,t) — In F(z, M) = iy F(z.0)

do.

Integrando a desigualdade dada em de M; a t, utilizando a igualdade acima e as

propriedades usuais da fun¢ao In, obtemos, para todo t > M, e quase todo x € (2,

Disto e pela condic¢ao de crescimento (F2), podemos considerar

K, = eszseiéqu(a:, M),

K
e, assim, obter F(z,t) > Ot para quase todo = € Q e para todo t > M, com C} = M—;l.
1
Caso t < —M,, por (F3),
f(xu t) 61
0< < —, Vz e
Fl,t) = ¢ 7" S

1
Novamente, definindo Hy: [F(z,t), F(x,—M;)] — R, por Hy(s) = — e go: [t,—M;] - R
s

por go(s) :/ f(x,0)do. Temos, go(t) = F(x,t) e go(—M;) = F(x,—M,;). Para mostrar
0

a inclusao go([t,—Mi]) C [F(x,t), F(z,—M)], sejam s1,89 € [t,—M;] com s; < ss.

Observe que (F3) garante que f(x,s) < 0 para todo s € [t, —M;]. Assim,

S1
g1(82) :/o flx,o da—l—/ ,0)do
)+ / (x,0)do,
o que implica, go(s1) > go(s2). Logo go é decrescente. Sendo go continua, entdo é um

homeomorfismo de [t, —M;] em [F(z,t), F'(z, —M;)]. Novamente, podemos utilizar a Pro-

posicao [5.5.9 para concluir que

/F(L—Ml) Hy(s)ds = /t_M1 f(g2(0))gs(0)do.

F(x,t)

Logo,

F(z,—M) 1 M
/ Vs :/ + f(@,0) do,
F(z,t) s t F(x,0)

e assim,

' f(z,0)

Flz,0) do.

—M
In F(z, M) — In F(z,1) = /
t
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Integrando a desigualdade de t a — M, temos pela ultima igualdade,

F(z,=My) _ My

F(z,t) — |t

De outro modo, para todo t < —M;, e quase todo x € 2,

01

t
Fla,t) > ’ F(e, M), t < —M.
M,

Disso e da condigao de crescimento dada em (F2), podemos considerar
Ky, = esxseglf F(x,—M),

e, assim, obter F(z,t) > Oyt para quase todo z € € e para todo t < —M;, com
Ko
CQ - 0y
My

Se ¢; = min{C}, Cs}, entdo

F(x,t) > ci|t|”, ¥ |t| > My, q.t.p. € Q.
Considerando-se

My = essinf F(x,t),
€N
te[—My,Mi]

entao podemos escolher c; > 0 de modo que
ca>clft|” — MyVteR, qtp. z €.
Consequentemente, F(x,t) > My > ¢;[t|” — ¢y, para todo t € [~ My, M;], e assim,
F(x,t) > ci|t|™ — ¢,
para todo (z,t) € Q x R, a menos de conjunto de medida nula, com ¢; > 0 e ¢cg > 0

constantes. 0

3.4.5 Fatos utilizado no segundo teorema de existéncia, Teorema (|3.2.2)

Proposicao 3.4.10. Assumindo as hipdteses do teorema[3.2.9, entdo vale a mudanga de

variaves

/—“ f(z,s)ds = /u f(x,0)do, qt.p. z€Q.
0 0

Prova: Fixe z € 2 de modo que f(z,-) seja continua. Considerando o caso u(z) > 0, de-
finimos ¢g: [0, u(x)] = R, por g(s) = —s e f: [-u(x),0] = R, por f(0) = f(x,0). Temos,
g(0) = 0 e g(u(z)) = —u(x). Para mostrar a inclusdo g([0,u(x)]) C [—u(z),0], observe

que ¢'(s) = —1 < 0 para todo s € [0,u(x)]. Logo g é decrescente. Com isso, podemos



Capitulo 8. Uma Classe de Problemas do Tipo p(z)-Laplaciano com Condigio de Dirichlet 90

concluir que g é um homeomorfismo de [0, u(x)] em [—u(z), 0]. Portanto, podemos utilizar

a Proposicao [5.5.9 para concluir que

g(u(x)) (@) ,
/g(o) flsds = [ flg(o))g (0)do

=
/0 T $)ds = /0 " e o) (= 1)do
= [ so)vdo = [ fia, 0o

Onde, na penultima igualdade utilizamos a hipétese f(z, —o) = —f(x,0) do Teorema
(3.2.2). O caso u(xz) <0 é andlogo a este. 0O

3.5 Discussoes adicionais

Durante o estudo deste capitulo, e também no anterior, utilizamos algumas ideias
da Dissertacao de Mestrado do Cicero Januario Guimaraes, intitulada: Sobre os Espacos
de Lebesque e Sobolev Generalizados e Aplicagoes Envolvendo o p(x)-Laplaciano, Veja
(GUIMARAES, C. J. 2006). Baseado-se ainda em ideias vistas nessa dissertacio, podemos
fazer alguns comentarios interessantes a respeito das Proposicoes e[3.1.6

Primeiro, se assumirmos que f é estritamente convexa, entao teriamos I’ também
estritamente convexa. Disso e pela Proposicao vamos ter que W' é estritamente

mondtono. Com isso, podemos provar a seguinte propriedade:
(viii) ¥’ é um homeomorfismo.

A sobrejetividade vem através do Teorema de Minty-Browder, Proposigao ((5.6.8]),
o qual necessita como hipdteses, que X seja reflexivo e que ¥’ seja mondtono e coercivo.

Assim sendo, podemos concluir que ¥’ é sobrejetivo.
Para a injetividade, sejam u,v € X com u # v. Pela monotonicidade estrita de
\I]/
(U'(u) — V' (v)) - (u—v) > 0.
Assim, existe w = u — v, tal que ¥V'(u) - w # V' (v) - w, donde V' (u) # ¥V (v). Portanto, W’
¢é injetiva.
Provado a existéncia de I' = (¥’)~1, resta-nos provar sua continuidade. Com efeito,

sejam (gn)neny em X*, tal que g, — g € X*. Considere u,, = I'(g,), para todo n € N e
u =T(g). Como I" é uma bijecdo, I'"}(u,) = gn, para todon € Ne I'"}(u) = g.

Afirmagao. (u,)nen ¢ uma sequéncia limitada em X. De fato, como I'"! = ¥’ é um
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operador continuo,

T ) - up < T () -y

<0 () [ x+ [ | x
=
Fil n) " Un
™ (un) - un < lgnllx-, ¥n € N.
[[un||x

Se, por absurdo, supormos que exista alguma subsequéncia (u,, Jken de (u,)nen, tal que

x+ — 00, pois ¥ é coerciva. Mas isto contradiz o fato de

||tn, || x — 00, teremos ||gy, |

(gn)nen ser limitada em X*. Como X é reflexivo, existe uma subsequéncia (u,,)en de

(Un)nen, tal que
Up — Ug,
para algum uy € X. Por outro lado,
(T (uny) = T (uo)) « (un, — o) = T (wn,) + (tn, — o) = T (ug) + (tn, — t0)

= gn (tn, = t1g) = T (up) - (tn, — 0)

= (gni = 9)(tn, — uo) + (g = T (u0)) - (tn, — wo).

Mas llim (Gn, — 9)(un, — ug) =0, pois g,, = g em X* e também
—00

lim (g — T (o)) (tn, — o) = 0,
l—00
pois u,, — uy. Com isso, concluimos que

lim sup(D ™! (uy,,) — T Hug)) (tn, — uo) = }E?o(r_l(“"l) — T (ug)) (tn, — ug) = 0.

n—0o0

Como I'"! satisfaz a condi¢ao (Sy), vale u,, — up em X. Disto e pela continuidade de
r-

I (u,,) = T up), em X*.

Como ' (uy,) = gn,, T ug) = go, para algum gy € X*, € (gn,)ien ¢ uma subsequéncia
de (gn)nen que converge para g; entdo pela unicidade do limite temos gy = g e com isso,

I'(up) = T7(u). Mas pela injetividade de I'"!, temos ug = u. Provamos assim que
[(gn) = T(g), em X.

Para finalizar a prova, mostraremos que I'(g,) — I'(g) em X. Suponhamos que isto nao

ocorra. Entao existem € > 0 e uma subsequéncia (gn, )ken de (gn)nen, tais que

IT(gn,) — C(9)llx > ¢, Vk € N.
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No entanto, g, — g em X*. Deste modo, repetindo o argumento inicial para (g, )keny nO
lugar de (gn)nen, esta admitird uma subsequéncia (gnk]_ )jen tal que F(gnkj) — ['(g) em X,
o que gera uma contradi¢ao. Logo, temos a validade de I'(g,) — I'(g), garantido assim a

continuidade da I'. Portanto, ¥’ é um homeomorfismo.

Diante de ¥’ ser um homeomorfismo, podemos dar uma prova diferente no final

da Proposigao [3.1.6, a qual ndo precisa utilizar a condigao (S5 ).

Finalmente, como o espaco X é reflexivo, pela Proposicao existe (Un, )ken
subsequéncia de (uy)nen tal que, u,, — uw em X. Na Proposicao [3.1.4] provamos que U é

completamente continuo. Assim
lim U(u,, )= V(u).
k—o0

Mas,

lim (P (up, ) — AV (up,))-

— Tim T’ — Tim T _
0= nh_{lolo I\(un) = kh_{{.lo I\ (un,) = fae

Disso, segue que klim O (up, ) = A¥(u). Sendo ® um homeomorfismo,
—00
]}LI]QO Up,, = (AU (u)).

Portanto, I satisfaz a condigao (PS)., para todo A > 0.
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4 Conclusao

Este trabalho esteve focado na busca de solugoes fracas nao triviais para o Pro-
blema , onde aqui, conseguimos provar dois teoremas neste sentido, com um deles,
garantindo a existéncia de uma infinidade de solugoes fracas. Ainda, obtivemos um te-
orema de caracterizacdo de um autovalor. Ambos os resultados utilizaram ferramentas
classicas das Técnicas Variacionais, mostrando assim, o poder e a grande utilidade que
estes métodos ainda possuem no ambito da pesquisa na area de Equagoes Diferenciais

Parciais.

O Problema possui diversas possibilidades de ramificagdo para gerar novos
problemas interessantes. Por exemplo, ja existem trabalhos do tipo (p(z), ¢(z))-laplaciano
que generalizam o problema estudado aqui. Sao eles o artigo Non-autonomous Eigenvalue
Problems with Variable (py, p2)-Growth de Sami Baraket, Souhail Chebbi, Nejmeddine
Chorfi e Vicentiu D. Radulescu publicado em 2017, veja (BARAKET, S. et al. 2017),
e o artigo Double phase problems with variable growth de Matija Cencelj, Vicentiu D.
Radulescu, Dusan D. Repovs publicado em 2018, veja (CENCELEJ, M.; RADULESCU,
V.; REPOVS, D. D. 2018). Em ambos os artigo h& poucas adaptacdes nas hipéteses. O
primeiro deles consegue mostrar a existéncia de um espectro continuo e autovalores para

o problema

—div <¢(a:, \Vu\)Vu) — div (?ﬁ(l’, ]Vu])Vu) =A(z,u), z€Q

u =0, x € 01,

formado por um intervalo ilimitado de autovalores e uma vizinhanca de A = 0 onde nao
h4 nenhum autovalor para o problema acima. Onde, 2 ¢ um dominio limitado de RY com

fronteira suave . Enfim, o segundo artigo trabalha com o problema

—div <¢(x, |Vu|)Vu) — div (@/J(m, |Vu|)Vu> + w(z)l(z, |u))u =
MJul"2 + |ul*2), x € ()

u =0, x € 01,

onde, 2 é um dominio limitado de RY, com N > 2, fronteira suave, w ¢ um potencial
com peso indefinido e pardmetro A € R. Ali estuda-se a relagao entre a existéncia de um
intervalo ilimitado de autovalores com um segundo intervalo associado a este onde se tem

a nao existéncia de autovalores.
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5 Apéndices

5.1 Funcoes Convexas

Definicao 5.1.1. Uma funcdo f: E — R definida no R-espago vetorial normado £ é

dita convexa se:
f(l=—a)r+ay) < (1—a)f(x)+af(y), Vael0,1], Y,y € E. (5.1.1)

Ezemplo 5.1.1. Se || - ||: E — R é a norma do R-espaco vetorial E, entdo || - || é uma

fungao convexa, ja que, para quaisquer z,y € E e para todo a € [0, 1],
(1 =)z +ayl| < |[(1 —a)z]| + |lay|l
=1 —a)llz + allyll-

Proposicao 5.1.2. Uma funcao diferenciavel f: I — R é convexa se, e somente se, a

derivada [’ € uma funcao crescente.
Prova: Veja LIMA, E. L. (2012, p. 287, vol. 1).
Ezemplo 5.1.2. Dado p > 1, a funcao f: R — R dada por
ft)=t", VteR
é convexa, visto que sua derivada f'(t) = ptP~! ¢ uma funcio crescente.

Proposicao 5.1.3. Sejam f: I — R e g: J — R fungées convezas, tal que f(I) C J.

Se g € crescente, entdo a composicio go f é convexa.

Prova: Dados st,€ I, a € [0, 1], temos, por f ser convexa,
F(L=a)t +as) < (1 —a)f(t) +af(s),
com f((1 —a)t+as), (1 —a)f(t)+af(s) € J, ja que f(I) C J. Por isso e por g ser
crescente e convexa,
g(f (1= a)t + as)) < g((1 — ) f(t) + af(s))
(1 —a)g(f(t) + ag(f(s)).

Portanto, g o f é convexa. 0

IN

Ezemplo 5.1.3. Dado p > 1, fungdes f: R — R e g: [0,00) — R definidas por
g(s)=se f(t) =|t], Vs €[0,000), VI ER,

sdo convexas, f(R) C [0,00) e g é uma funcao crescente, segue pela proposi¢ao acima que

go f é uma funcao convexa.



Capitulo 5. Apéndices 98

5.2 Teoria da Medida e Analise Funcional

Dado dois conjuntos A e X, tais que A C X, denotamos por y4: X — R a

funcao dada por:

1 sexeA;
Xa(z) =

0 sexz e X\A.
a qual chamamos de funcdo caracteristica de A.

Proposicao 5.2.1. (Convergéncia Mondtona de Lebesgue) Se uma sequéncia ndo decres-

cente (f,) C M™ converge em quase todo ponto para uma fungio f, entdo

[ fudie > [ san.
Prova: Veja Bartle (1995, p. 32).
Proposicao 5.2.2. (Convergéncia Dominada de Lebesque) Seja (X, A, ) um espago de

medida, g: X — [0,00] uma fungiao integravel e (f,)nen uma sequéncia de fungoes

fn: X —> R mensurdveis, tais que:

|ful < g(x), q.t.p(X).

Entao

i ( . fndu) = J, (Jim 5 )
Prova: Veja LOPEZ, A. M. (2010, p. 109).

Definigao 5.2.3. Seja E um espago vetorial real. A funcao || - || : £ — R é uma norma
em F, se as seguintes condigoes forem validas:

(N1)u#0=|ul|>0e|u[| =0 u=0em E;

(N2) [|A-u|| = |A|||u|l, para quaisquer A € R, u € E;

(N3) |lu+v|| < ||ull + ||v||, para quaisquer u,v € E.

Neste caso, o par (F, || -||) é um espaco vetorial normado.
1 1
Proposicao 5.2.4. (desigualdade de Young) Sep >1 e —+ — =1, entao
p q

a? b
a-b< —+ —,
p q
para quaisquer a,b > 0.

Prova: Veja BOTELHO, G.; PELEGRINO, D.; TEIXEIRE, E. (2012, p. 8).
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Proposicao 5.2.5. Seja (f)nen uma sequéncia em LP(Q) e f € LP(Q) tais que

1fn = Fllzr@) = 0.

Entao eziste uma subsequéncia (fn, )ren € h € LP(Q2) tal que
(a) lim fu,(x) = f(2), gtp. 2 € ;

(b) fu.(x) < h(x), gtp. €.

Prova: Veja BREZIS, H. (2011, p. 94).

Definicao 5.2.6. Seja X um espaco de Banach. Uma aplicagdo T : X — X* é comple-

tamente continua quando
U, = u = T(u,) — T(u).

Definigao 5.2.7. (Operador Compacto) Sejam X e Y, espagos vetoriais normados. Um

operador linear T': X — Y é compacto se, para todo M C X limitado, T'(M) é compacto.
Proposicao 5.2.8. Um operador linear T': X — Y € compacto se, e somente se, para
toda sequéncia limitada (z,) em X, existe subsequéncia de (T'(x,)) convergente.

Prova: Veja KREYZIG, E. (1989, p. 407).

Proposicao 5.2.9. Seja X um espago de Banach reflexivo. Se (x,) € uma sequéncia

limitada, entdo existe uma subsequéncia (x,,) e x € X tal que

Ty, — T,

ou seja, (x,,) converge fraco para x.
Prova: Veja BREZIS, H. (2011, p. 69).

Proposicao 5.2.10. Sejam X e Y espacos de Banach e T um operador linear de X em

Y. SeT € compacto, entdo
r, =z = T(x,) — T(x),

para toda sequéncia (x,) fracamente convergente para x € X.

Prova: Veja BREZIS, H. (2011, p. 171).

Definicao 5.2.11. Sejam X e Y espacgos vetoriais normados. Uma imersao de X em Y
existe, quando a aplicac¢do linear inclusdo i: X — Y dada por i(x) = x, for continua.
Neste caso, denotamos X — Y. Quando a aplicacao inclusao for um operador compacto,

dizemos que a imersao de X em Y ¢é compacta.

Proposicao 5.2.12. (Milman—Pettis) Todo espago de Banach uniformemente convezo é

reflexivo.
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Prova: Veja BREZIS, H. (2011, p. 77).

Proposicao 5.2.13. (Primeira Desigualdade de Clarkson) Se p > 2, entdo, para quais-
quer f,g € LP(Q),

f—glf 1
q < 201 By + sl

f+g
2

Lr(Q) Lr(Q)

Prova: Veja BREZIS, H. (2011, p. 95).

Proposicao 5.2.14. Seja E um espaco de Banach. Entao E € reflexivo se, e somente
se, E* € reflexivo.

Prova: Veja BREZIS, H. (2011, p. 70).

Proposicao 5.2.15. Seja E um espaco de Banach reflexivo. Se M é um subespago

vetorial fechado de E, entdo M € reflexivo.

Prova: Veja BREZIS, H. (2011, p. 70).

Proposicao 5.2.16. Seja F' um subespago vetorial de E tal que F # E. Entdo, existe
feFr tal que f #0 e
(f,x) =0, Y € F.

Prova: Veja BREZIS, H. (2011, p. 8).

Proposicao 5.2.17. Todo subconjunto de um espago métrico separdvel é separdvel.

Prova: Veja BREZIS, H. (2011, p. 73).

Proposicao 5.2.18. (Stone-Weierstrass) Sejam M um espago métrico compacto e A C
C(M;R) uma dlgebra de fungoes continuas que contém as constantes e separa pontos.
Entio A = C(M;R), isto é, toda funcio continua f : M — R pode ser uniformemente

aproximada por fungoes pertencentes a A.

Prova: Veja LIMA, E. L. (2011, p. 261).

Definigdo 5.2.19. Uma sequéncia (J,)nen de fungoes J,: RY — R é dita um mollifiers

se,
Jo(x) >0, Vo € RN, J, € C(RY), suppJ, C B(0;r,), e /RN Jpd(z)z =1,
onde, r, = %
Proposigao 5.2.20. Suponha que f € LP(RY), com 1 < p < co. Entio
Jo % f — f, uniformemente em LP(RY),

para qualquer sequéncia (Jp)nen de mollifiers.
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Prova: Veja BREZIS, H. (2011, p. 109).

Proposigao 5.2.21. Seja Q C RY aberto e u € L} (), tal que

loc

/Qufd:v —0, YV feC,Q)

entao u =0 q.t.p. x € ).
Prova: Veja BREZIS, H. (1983, p. 61).

Proposigao 5.2.22. Seja Q C RY aberto e u € L}, .(Q), tal que
/Qufd:v —0, ¥V fel=Q),

entao u =0 q.t.p. x € €.
Prova: Veja BREZIS, H. (2011, p. 110).

Proposicao 5.2.23. (Sobolev-Gagliardo-Nirenberg) Se 1 << N, entao

WP (RY) C L7 (RY),

1 1 1
onde — = — — —, e existe uma constante C = C(p, N) tal que

prop
[ullr < ClIVUl, ¥ ue WH(RY).
Prova: Veja BREZIS, H. (2011, p. 278).

Proposigdo 5.2.24. (Rellich-Kondrachov) Seja @ C RY wum aberto limitado de classe
C'. Sep < N, entdo
WP (Q) € L), ¥V g € [1,p),
1 1 1 . .
onde — = — — —, com imersao compacta.
v p N
Prova: Veja BREZIS, H. (2011, p. 285).

Proposicao 5.2.25. Seja Q C RN um aberto limitado de classe C*. Se 1 < p < N,

entao

WhP(Q) C LYQ), Y q € [p,p’],
com imersao continua.

Prova: Veja BREZIS, H. (2011, p. 281).

Proposigao 5.2.26. (Desigualdade de Poincaré) Se Q@ C RN aberto e limitado, entdo

existe uma constante C' = C(Q,p), tal que

[ull o0y < ClIV |2 (), ¥ u € WyP(Q), (1< p < o0).

Prova: Veja BREZIS, H. (2011, p. 290).
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5.3 Funcoes Absolutamente Continuas

Definigao 5.3.1. Uma funcao u: I — R definida num intervalo I C R é absolutamente

continua se, para todo € > 0, existe § > 0, tal que, se {(ax, b)}._; é uma colecio finita e
I

disjunta de intervalos, com [ay, b;] C I e Z(bk —ag) <9, entao
k=1

l

Z (br) —u(ag)) <e.

Teorema 5.3.2. (absolutamente continua implica diferenciabilidade) Uma fun¢io u: I —
R € localmente absolutamente continua se, e somente se,

(i) u é continua;

(ii) u € diferencidvel q.t.p x € I;

(i) v’ € Lb,(1);

(iv) u leva conjuntos de medida nula em conjuntos de medida nula.

Prova: Veja LEONI, G. (2009, p. 77).

5.4 QOperador de Nemytskii

Definicao 5.4.1. Dizemos que uma funcao f: 2 x R — R é de Carathéodory quando:

z+— f(x,t) é mensuravel Vt € R;

t — f(x,t) é continua q.t.p = € Q.

Proposicao 5.4.2. Seja f: QxR — R uma funcao de Carathéodory e u: 0 — R uma
funcao mensurdvel. Entdo N,: 2 — R dada por:

N.(z) = f(z,u(z)), Ve Q.

¢ uma funcao mensurdvel.
Prova: (a). Se s: 2 — R é uma fungao simples, entdao x — f(z, s(x)) é mensuravel.

Com efeito, podemos escrever s = /" | agxa,. Disto, obtemos

f(z,s(x Z agpXa,(z Z xXa, (@) f(z,an), Yo e Q.
Por f ser de Carathéodory, f(x,qy) é mensurdvel para todo k € {1,--- ,m}. Assim,

x+— f(x,s(x)) é mensuravel por ser a soma finita de fungdes mensuraveis.

(b). N¢(u) é o limite de fungbes mensurdveis. Para provar esta afirmacao, seja (U )nen

uma sequéncia de fungoes simples mensuraveis, tais que,

Uy, — u, q.t.p(Q).
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Pela afirmacao (a), v — Ny¢(u,)(z) = f(z, u,(z)) é mensuravel para todo n € N. Como
t — f(x,t) é continua q.t.p 2, segue que

lim N (u,) () = Ny(u)(x), q.t.p().

n—oo

Disto, Ny(u) é mensuravel por ser o limite de funcoes com esta propriedade. 0

Definicao 5.4.3. Seja f: 2 x R — R uma funcao de Carathéodory e considere M como
sendo o conjunto de todas as fungoes u: {2 — R mensuraveis. Chamamos de operador

de Nemytskii a aplicagao Ny: M — M dada por:
Ne(u)(z) = f(z,u(x)), Vo e Q, Yue M.

Para mais informagoes a respeito de operadores de Nemytskii consulte DE FI-
GUEIREDO, D. G. (1989).

5.5 Calculo em Espacos de Banach

Proposicao 5.5.1. (Teorema do Valor Médio de Lagrande) Seja f: [a,b] — R continua.

Se f € diferencidvel em (a,b), entdao existe c € (a,b) tal que:

F(b)  fla)

fe) ==

De outro modo, se f: [a,a+ h] — R é diferencidvel em (a,a+ h), existe § € (0, 1) tal que:

fla+h)— f(a) = f'(a+6h)-h.

Prova: Veja LIMA E. L. (2012, p. 269, vol. 1).
Definicao 5.5.2. Sejam [E e F espacgos de Banach e U C E aberto. Dizemos que f: U —

IF é diferencidvel a Fréchet no ponto zy € U se, existe uma transformacao linear 7, : E —

h
F continua, tal que lim r{zo, h)
h=0 Al

f(xO + h) = f(ZL‘()) + Txo(h) + T(I’O, h)a

= 0, onde

Definicao 5.5.3. Sejam E e F espacos de Banach e U C E aberto. Dizemos que
f: U — T ¢é diferencidvel a Gateau no ponto xy € U se, existe uma transformacao

linear G,,: E — [ continua, tal que:

G, (h) = lim f(xo+th) — f(x0)

t—0 t
Proposicao 5.5.4. Seja f: U — F derivdvel a Gateau em todo ponto xo € U. Se a
aplicagao derivada G: U — L(E ;F) dada por

t—0 t

para todo x,h € E, € continua, entdo f € diferencidvel e G = D
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Prova: Veja KESAVAN, S. (2004, p. 15).

Proposigao 5.5.5. Sejam (a — d0,a+ ) C R um intervalo, U C R™ um conjunto aberto,
b€ U, uma fungao de varias varidveis f: U — R e um caminho \: (a —d0,a+6) — U.
Suponha que b = A(a), que X é diferencidvel no ponto a e que f é diferencidvel no ponto
b. Entao a func¢io composta foX: (a—d,a+ ) — R € diferencidvel no ponto a e vale

a formula:
(Fo @) = 3 520 X(a)

i=1

Prova: Veja LIMA, E. L. (2012, p. 128, vol. 2).

Proposicao 5.5.6. Sejam I C R um intervalo, U C R™ um conjunto aberto,a € U, b € I,
f: U — R uma fungdo de varias varidveis e g: I — R uma funcao real. Suponha que

b= f(a), f(U) C I, que f € diferencidvel no ponto a e que g € diferencidvel no ponto

b. Entao go f: U — R ¢é diferencidvel no ponto a e para cada i € {1,2,--- n} vale a
formula:
gof), \_ o, OFf
@ =) 5

Prova: Veja LIMA, E. L. (2012, p. 128, vol. 2).

Proposicao 5.5.7. Sejam U C RY um aberto, a € U, a € U, f,g: U — RM funcées

vetoriais diferencidveis e o: RM x RM — RP uma aplicagdo bilinear. Entdo a aplicacdo
¢: U — RP

dada por, ®(z) = ¢(f(x),g(x)), para todo © € U, é diferencidvel no ponto a e vale a

formula

para todo v € RM.

Prova: Veja LIMA, E. L. (2012, p. 260, vol. 2).

Proposicao 5.5.8. Seja (x,)neny uma limitada sequéncia. Entdo hg%i{}f T, € 0 menor

valor de aderéncia e limsup x,, € o maior valor de aderéncia.
n—oo

Prova: Veja LIMA, E. L. (2012, p. 122, vol. 1).

Proposigao 5.5.9. Sejam f: [a,b] = R continua, g: [c,d] — R com derivada continua e
g([e,d)) C [a,b]. Entdo

[ syt = [ sangar (551

(c)
Prova: Veja LIMA| E. L. (2012, p. 326, vol. 1).
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5.6 Aplicacoes Multi-Avaliadas e Operadores Monétonos

A defini¢gdo a seguir refere-se a aplicagoes multi-avaliadas (multi-valued em In-

glés) ou entao aplicagdes ponto-conjunto. Esta, como demais propriedades, podem ser
encontradas em AUBIN, J. P.; EKELAND, I. (1984).

Definicao 5.6.1. Dado dois conjuntos X e Y, uma aplicacio multi-avaliada é uma relacao

F C X x 2¥ com a propriedade:

Vee X,3F CY ;(z,F)€F (5.6.1)

De modo mais informal, se diz que uma aplicacado ponto conjunto é uma corres-
pondéncia F : X — 2Y, que associa cada z € X, um elemento F(x) C Y. Dizemos
que uma aplica¢ao ponto conjunto F é prdpria se existe x € X tal que F(z) # (). Ainda,

definimos os conjuntos:
Dom(F) := {z € X ;F(z) # 0}
Grap(F) := {(z,y) €e X xY ;y € F(2)}
Im(F):= |J Flz)= |J F(x).

zreX z € Dom([F)

A definicao de dual brackets que exibimos abaixo encontra-se em HU, S.; PAPA-
GEORGEU, N.S. (1997, p. 911). Ou entao pode-se consultar Fabian, M.; et al. (2011, p.
84).

Definicao 5.6.2. Dado dois R-espagos vetoriais X , Y e uma forma bilinear ¢ : X XY —

R com as propriedades:

(i) ¢(z,y) =0,YycY =2=0

(i) p(z,y) =0,Vz e X =y=0
chamamos o par (X,Y) de Par Dual, ou entdo Dual Brackets.

Lembrando que dados dois espacgos vetoriais £ e F', chamamos de operador ava-
liagdo & aplicagao bilinear A: L(FE; F) x E — F dada por A(T,v) = T'(v). Seja W um
espago de Banach, reflexivo e W* o seu dual topoldgico. Por (-) - (+)w, denotamos o
par dual definida pela aplicacao avaliacao. Em varias bibliografias costuma-se utilizar a

notacao (-, - )w .

Definigdo 5.6.3. Seja T : Dom(T) — 2" uma aplicagio multi-avaliada.

(a) Dizemos que 7' é mondtono se:

(" =y) - (x—y)w 20 (5.6.2)
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(b) Dizemos que T ¢é estritamente mondtono se:

(@ —y") - (@—yw >0. (5.6.3)

Proposigao 5.6.4. Seja ¢ : X — R um funcional definino num espaco de Banach X.
Suponha que ezista a derivada de Gateux ¢’ : X — X* de .

(1) Sao equivalentes:

(i) ¢ convexa sobre X ;

(i) ¢’ mondtona sobre X;

(iii) o(u) — o(v) > (¢'(v)) - (u —v), para todo u,v € X.

(2) Sao equivalentes:
(i) ¢ estritamente convexa sobre X ;
(i) ¢ estritamente mondtona sobre X;

(iit) o(u) — o(v) > (¢'(v)) - (u—v), para todo u,v € X, com u # v.
Prova: Veja ZEIDLER, E. (1985, p. 247).

Defini¢io 5.6.5. Seja T': Dom(7T) — 2"* uma aplicacio multi-avaliada. Dizemos que

T satisfaz a condicao (5, ), quando:

Wy, — W
e = w, — Ww.
limsup(7T'(w,) — T(w)) - (w, —w) <0

n—o0

Definicao 5.6.6. Um operador T': X — X* é coercivo quando:

T(w) -
lim (u) - u =
n=oo lul|x

Definicao 5.6.7. Um funcional f : X — R definido num espago de Banach é fracamente
semicontinuo inferiormente se para toda sequéncia (u,),en fracamente convergente em X,

ou seja, u, — u em X, vale:

f(u) < lminf f(uy).

Proposigcao 5.6.8. Seja X um espago de Banach reflexivo. Se T : X — X* € um

operador mondtono e coercivo, entao T € sobrejetivo.

Prova: Veja BREZIS, H. (2011, p. 145), ou entdo GUIMARAES, C. J. (2006, p. 79).

Proposicao 5.6.9. Seja X um espago de Banach reflexivo e M C X fracamente fechado.
Se um funcional f : M — R € coercivo e fracamente semicontinuo inferiormente, entao

existe um minimizador global para f, ou seja, existe ug € M tal que f(ug) = 1;1]\5 f(u).

Prova: Veja COSTA, G. D. (2007, p. 49).
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5.7 Teorema do Passo da Montanha

Definicao 5.7.1. Sejam X um espacos de Banach, ¢ € R e p: X — R um funcional
de classe C!. Dizemos que ¢ satisfaz a condicao de Palais-Smale no nivel ¢, e denotada
por (PS). se, para toda sequéncia (u,)neny em X tal que: ¢(u,) — c e ¢'(u,) — 0 possui

subsequéncia convergente.

Definicao 5.7.2. Sejam X um espagos de Banach e ¢: X — R um funcional de classe
C'. Dizemos que ¢ satisfaz a condicio de Palais-Smale fraca se, para toda sequéncia
(Un)neny em X tal que (¢(uy))nen € limitada, e ¢'(u,) — 0, possui subsequéncia conver-

gente.

Teorema 5.7.3. (Teorema do Passo da Montanha) Seja X um espago de Banach, e € X,
©: X — R um funcional de classe C* e r > 0 tal que:

lle|| >r e b= inf @(u) > p(0) > ¢(e).

|lull=r

Entao, se ¢ satisfaz a condi¢ao (PS). com

c:= inf max p(y(t)) e I':={y e C([0,1],X); v(0) =0 e (1) = e},

~v€erl te[0,1]
entao ¢ é um valor critico de .

Prova: WILLEM, M. (1996, p. 42).

Com o intuito de dar uma interpretagdo geométrica deste teorema, Supondo o
espaco X ter dimensao um, o Teorema do Passo da Montanha garante a existéncia de

uma concavidade no grafico do funcional ¢ como vemos na figura abaixo.

Figura 1 - Interpretacao geométrica do Teorema do Passo da Montanha

Hiﬂfzrw(“) > ¢(0) > ¢(e)
llel| > r
oua) TR
(u1)
O)A;/\
ele) T
o Tt
uz|l =7 fuall =r

Fonte: (O Autor).

Caso o espago X tenha duas dimensoes, uma possivel interpretacdo geométrica

para o Teorema do Passo da Montanha seria esta:
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Figura 2 - Interpretacao geométrica do Teorema do Passo da Montanha

Fonte: (COSTA, D. 2007).

Mais discussoes a respeito da ideia geométrica deste teorema podemos encontrar

em COSTA, D. 2007, p. 1-5.

5.8 Teorema de Fountain

As definigbes aqui expostas foram retiradas de WILLEM, M. (1996). Para mais
informagoes a respeito de grupos topoldgicos, pode-se consultar MUNKRES, J. R. (2000).

Defini¢ao 5.8.1. (i) Uma ac¢ao de um grupo topolégico G sobre um espago vetorial

normado X é uma aplicagdo A: G x X — X tal que:

A(l,x) = x;
A(gh, x) = A(g, A(h, x));
x+— A(g,x) ¢ linear, para todo ¢ € G;

(ii) A agao A é isométrica quando, ||A(g,z)|| = ||=]|;
(iii) Um funcional ¢: X — R é invariante se, ¢(A(g,x)) = ¢(x), para todo g € G.

(iv) Fix(G) := {z € X ; A(g,z) = x, Vg € G} é chamado de espaco dos pontos in-

variantes X com espeito a agao A.

Seja G um grupo compacto, que age isometricamente sobre um espago de Banach

X = @ X, onde X; ¢ invariante e existe um espago vetorial de dimensao finita V', que
jEN
/. . ~ k w
¢ isomorfo a todo X;. Usamos as seguintes notagoes Y;, := @& X; e Z; := & Xj.
j=1 j=k

Teorema 5.8.2. (Fountain) Sejam X um espagos de Banach e ¢: X — R um funcional

de classe O tal que:

(a) ¢ é invariante;
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(b) Para cada k € N, existem py, > ri, > 0, tais que

Gy = Max o(u) < 0; (5.8.1)
llull=px
by 1= l}l_}ngo |u1€|nsz o(u) = oo. (5.8.2)
ul|=rg

(¢) ¢ satisfaz a condi¢io (PS)., para todo ¢ > 0.

Entao ¢ tem uma sequéncia ilimitada de valores criticos.
Prova: WILLEM, M. (1996, p. 58).

Teorema 5.8.3. Suponha que W é um espaco de Banach, separdvel e reflexivo. Entdao

existem sequéncias (en)neny em W e (ef)nen em W*, tais que

W = spane, ;
neN
W* = spanej ;
neN
. 1 set=y
€ '(ej):{ .
0 se# 7.

Prova: Na demonstracao deste teorema exige-se a no¢ao de base de Schauder entre outras
coisas. Assim sendo, indica-se o capitulo 4 da FABTAN, M.; et al. (2011).
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