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O objetivo deste trabalho é estabelecer condigoes para a existéncia e multiplicidade de
solugoes para um problema do tipo Ambrosetti-Prodi envolvendo o operador p—Laplaciano
de crescimento subcritico, com relagao ao expoente critico de Sobolev. No desenvolvimento
deste trabalho, foram utilizados os métodos variacionais, tais como o Principio Variacional de
Ekeland e o Teorema do Passo da Montanha, bem como os métodos topolégicos, tais como o
método da sub e supersolucao, as estimativas a priori e ainda uma generalizacao da teoria do
Grau Topoldgico de Leray-Schauder. Foram determinados parametros reais t_ < 0 < ¢, < t*
de modo que o problema proposto admite ao menos duas solucoes para t < t_, possui ao
menos quatro solugdes para t € [t_,t.], admite ao menos uma solu¢do para t < t* e nao
possui solucao para t > t*.

Palavras-chave: Problema do tipo Ambrosetti-Prodi. Métodos Variacionais. Métodos

Topolégicos. Estimativas a Priori. Existéncia e Multiplicidade de Solugoes.
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The aim of this work is to establish conditions for the existence and multiplicity of solutions
for Ambrosetti-Prodi problems type involving p—Laplacian operator with subcritical growth
related to the Sobolev critical exponent. In the development of this study, we were used
the varational methods, such as, the Principle Varational Ekeland and the Mountain Pass
Theorem, as well as topological methods, such as, the sub and supersolution method, a priori
bounds and a generalization of theory of Leray-Schauder Topologic Degree. We determined
parameters t_ < 0 < t; < t* such that the proposed problem at has least two solutions for
t <t_, at has least four solutions for ¢ € [t_, ¢, ], at has least one solution for ¢ < ¢t* and no
has solution for ¢ > t*.

Keywords: Ambrosetti-Prodi Problems Type. Varational Methods. Topology Methods. A

Priori Bounds. Existence and Multiplicity of Solutions.



LISTA DE SIMBOLOS

e — significa convergéncia forte;

e — representa convergéncia fraca;

e (.t.p. significa quase em toda parte;

e QO CRY, com N > 2, é um dominio limitado com fronteira 9 suave;

e u:)— R onde u=u(zr). Ainda u=uy —u_, onde uy = max{0,u} e u_ = max{0, —u};

e Dada ¢ : Q — R, o conjunto supp(p) = {z € Q; () # 0} denota o suporte de ¢ em Q;

o C*(Q) = {u:Q — R;u é k vezes continuamente diferencidvel};

e C°(Q) ={u:Q — R;u é infinitamente diferenciavel};

o C*(Q) = {u € C¥(Q); D*u é uniformemente continua para todo multifndice |a| < k};

o C*(Q) = {u € C*(Q);u tem suporte compacto};

o C1(Q) = {u e C'(Q);|[Vu(z) — Vu(y)| < Clz —y|*, Vz,y € Q};

e Co(Q) = {u € C(Q);u(x) =0, Vo € 0Q}. Analogamente define-se Cy(Q), CE(Q) e C3*(Q).

o L'(Q) = {u: Q — R mensurével ; [, |u|"dz < oo} com integral no sentido de Lebesgue e a

1
seguinte norma ||ul, = ([, [ul"dz)";

o WHP(Q) = {u € LP(Q); Vu € LP(Q)}, onde Vu denota o gradiente de u;

B =

o W, () é o fecho das funcdes C°() em WHP(Q), com a norma |[ul| = ([, |VulPdz)?;

° W—LP/(Q) o espaco dual de W()LP(Q);

e 7)(z) denota o vetor unitério normal interno em x e g—z representa a derivada normal de u



10

na direcao de 7;

e Para cada u,v € C}(Q) dizemos que u << v em 2 se u(x) < v(r) para todo x € Q e

g—;(:v) < %(w) para x € 0€);
e Escrevemos que f = o(g) para * — xy quando lim ||f£$§| = (0. Desse modo, ao escrever
z—zo |g(x

que f, = o(l) quando n — oo ou simplesmente f, = o(1), estamos querendo dizer que

lim f, =0.;
n—oo

o' = NN—_";) é o expoente critico de Sobolev;
e Dado o funcional f : Wy*(Q) — R, a sua derivada no sentido de Fréchet

f o WyP(Q) — W (Q) é denotada por (f'(u), @) para toda ¢ € W1 (Q);

e Seja ¢ : 0 — R, consideramos span(p) = {g: Q — R; g = ayp, para algum o € R}. Ainda
{span(p)}r ={g: Q@ > Ryp-g=0}.
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Introducao

Neste trabalho estabeleceremos resultados a cerca da existéncia, bem como da multipli-
cidade de solugoes para a seguinte classe de problemas do tipo Ambrosetti-Prodi envolvendo

o operador p—Laplaciano

—Apu = hul"?u+ f(z,u) +tp+g em  Q
(P)

u = 0 sobre 012,
onde o operador p—Laplaciano ¢ definido como A,u = div(|Vu|P~2Vu), ainda Q C RY ¢ um
dominio limitado com fronteira 02 suave, os expoentes satisfazem a condigao 1 < g < p < N,
t é um parametro real e as funcoes f, g, h e ¢ satisfazem condigoes as quais apresentaremos
posteriormente.
Diversos autores vém estudando este tipo de problema ao longo dos anos. Em 1972,

Ambrosetti e Prodi [5] estudaram o seguinte problema de Dirichlet

—Au = f(u)+g em Q,
u = 0 sobre  0f2.

com 2 um dominio limitado de RY para N > 2, f como sendo uma funcao real de classe C?
satisfazendo f” >0 e

0< lim f'(s) <A < lim f'(s) < A, (1)

S§—>—00 S§—00

sendo A1 e Ay o primeiro e o segundo autovalores do operador (—A, VVO1 ’2(9)), respectiva-
mente. Estes autores sao considerados os pioneiros na abordagem deste tipo de problema,
sendo assim homenageados com seus nomes na denominacao do mesmo. Em seu trabalho,
Ambrosetti e Prodi garantiram a existéncia de uma variedade .# de classe C' em C%*(Q)
que divide o espaco em duas componentes conexas .4 e & onde
(i) se g € A, o problema nao tem solugao;
ii) se g € ., o problema tem exatamente uma solugao;
iii) se g € O, o problema tem exatamente duas solugoes.

O principal fato que caracterizou o problema discutido acima com a denominagao de



problema de Ambrosetti-Prodi, é a condicao de “salto”sobre o primeiro autovalor dado pela
condigao (1), onde tal tipo de condigao serd chamada de condigao do tipo Ambrosetti-Prodi.
Posteriormente ao trabalho de Ambrosetti e Prodi, varios autores buscaram tratar

este tipo de problema. Citamos o trabalho de Berger e Podolak [9] de 1975, o qual decidiram
decompor g = t¢; + g1 em duas componentes, sendo ¢; a primeira autofuncao do operador
(=A, Wy ?(Q)) com norma unitaria, g € {span(¢;)}* e t um parametro real. Aplicando o
método de Liapunov-Schimidt, eles encontraram um valor real ¢(g;) de modo que o problema
{ —Au = f(u)+top1+g1  em

B (2)
u = 0 sobre  0f).

possui exatamente duas solugoes para t < t(g;) e exatamente uma solucdo para t = t(g;),
nao possuindo solugao se t > t(g1). Este trabalho expandiu a procura de solugdes para o
espaco de Sobolev VVO1 ’Q(Q), além disso as condigoes de existéncia de solucoes para o problema
(2) restringiram-se a determinados valores sobre o parametro t. A partir deste momento, as
condigoOes para existéncia e multiplicidade de solugbes para problemas de Ambrosetti-Prodi
passaram a estar condicionadas a limitacoes do parametro t.

Ainda no ano de 1975, Kazdan e Warner [20] deixaram de considerar a hipétese de
convexidade sobre a funcao f e assumiram a seguinte condigao

—00 < lim M<)\1< lim M
S§——00 S s—+00 S

< +00.

Eles garantiram a existéncia de uma fungao ¢ : {span(¢,)} — R, onde o problema (2) admite
ao menos duas solugoes para o caso de t < t(g;) e nao possui solugao quando ¢t > t(g1). Neste
trabalho, foi utilizado o método da sub e supersolugao. Observe que eles contornaram a
exatidao de solugoes para o caso t < t(g;) obtida por Berger e Podolak, abrindo a possibilidade
para a existéncia de mais solucoes. No entanto, nao obtiveram resultado para o caso em que
t=1t(q1).

Sob tais motivagoes, Dancer [13] em 1978 ¢ Amann e Hess [6] em 1979 , de modo
independente, acabaram por completar o resultado de Kazdan e Warner, ao garantirem
para o caso em que t = t(g;) a existéncia de ao menos uma solugdo para o problema (2),
onde para isso utilizaram a Teoria do Grau de Leray-Schauder. Ainda para trabalhos envol-
vendo condicoes do tipo Ambrosetti-Prodi para o operador Laplaciano, citamos os trabalhos
[15], [16] e [17].

Mais recentemente, alguns autores tém se preocupado em obter resultados para pro-

blemas de Ambrosetti-Prodi envolvendo o operador p—Laplaciano. Nesta perspectiva, como



trabalho de referéncia citamos Arcoya e Ruiz [7] de 2006, no qual foi estudado o problema

{ —Apju = f(u)+top+g em  Q, 3)
u = 0 sobre 012,

sendo ¢,g € L>®(Q2), com ¢ > 0 e f com crescimento p—linear e com condigoes do tipo

Ambrosetti-Prodi. Utilizando o método da sub e supersolugao combinado com a teoria do

Grau Topolégico de Leray-Schauder, eles garantiram a existéncia de parametros

—00 < t, < t* < oo tais que o problema (3) admite ao menos duas solugoes para t < i,

admite ao menos uma solucao para t < t* e nao admite solucao no caso em que t > t*.

Em 2010, Miotto [23] considerou o seguinte problema

{—Apu = flz,u)+tp+g em

(4)
u = 0 sobre 012,

onde ¢,g € L*(Q), com ¢ > 0 e f com crescimento superlinear. Sob condigoes do tipo
Ambrosetti-Prodi sobre a nao-linearidade f, a partir do método da sub e supersolucao e a
teoria do Grau de Leray-Schauder, foi determinado um resultado similar ao obtido por Arcoya
e Ruiz, ou seja, garantiu a existéncia de parametros —oo < t, < t* < oo tais que o problema
(4) admite ao menos duas solugoes para t < t,, admite ao menos uma solucao para t < t*
e nao admite solucao no caso em que ¢t > t*. Para mais trabalhos envolvendo problemas do
tipo Ambroseti-Prodi com o operador p—Laplaciano citamos dentre outros [1], [2] e [8], bem
como suas referéncias.

Em nosso trabalho, vamos combinar métodos variacionais com métodos topoldgicos
para garantir a multiplicidade de solug¢oes para o problema (F;), inspirados no trabalho de

Chang [12], o qual considerou o problema

{_Au = hlul"Pu+ f(z,u)  em Q, (5)

u = 0 sobre 012,

onde © é um dominio limitado de RY com fronteira suave, N > 2, h € L>®(Q),h Z 0, o
expoente satisfazendo 1 < ¢ < 2 e f uma fungao real continua definida em (2 satisfazendo
uma condi¢ao do tipo Amborsetti-Prodi. Em seu trabalho, Chang obteve dois resultados
sobre multiplicidade de solugdes para o problema (5), onde em ambos os resultados foram
combinadas técnicas variacionais juntamente com argumentos topoldgicos.

Observe que o problema proposto por Chang nao é um problema de Ambrosetti-
Prodi, no entanto ele considerou condicoes do tipo Ambrosetti-Prodi sobre a nao-linearidade
f. Estabelecemos com o problema (F;), uma generalizacdo do problema (5) agora para o

operador p-Laplaciano, o qual adicionamos as fungoes t¢ + ¢g a fim de torna-lo um problema



do tipo Ambrosett-Prodi.

Neste momento, apresentaremos as condig¢oes sobre as funcoes ¢, g,h e f, com o in-
tuito de obter a multiplicidade de solugoes para o problema (P,). Para as fungoes h, ¢, g,
consideramos as seguintes condicoes
(hl) ¢ € LV(Q), onde v/ = -, 1 <v <p*, ¢ >0e ¢ 20 em €
(h2) g € L7 (Q), onde 0’ = -Z=, 1 < 0 < p* e g & span(d);
(h3) h € L7 (), onde v = TLeq<y<p

Ja para a nao-linearidade f € C'(2 x R,R), vamos considerar que f(z,0) = 0, para
todo x € () e ainda, satisfazendo as seguintes condicoes

(h4) Existem contantes i, 2 € (0, A1) tais que
f(@,5) < lim f(z,5)

< lim inf su
o= ls|=0 |s|P~2s — |8H0p |s[P=2s

< po, q.t.p. x € €L

(h5) Existem 19, m1,m2,m3 € R tais que
f(z,s) f(z,s)
2 2

f(z,5)

p—2

f(z,s)

>T7s.
P_QS

<lim sup
S 5——00 |3|

Mo <lim inf

oo |3

<m <A <ng<liminf

<lim sup
S S—00 |S|

s sooo 8]
(h6) Existe ¢ > 0 tal que f(z,s) + s|s[P~?s é crescente em s.

A condicao (h4) é uma condigao de crescimento de f préximo a origem, enquanto
(h5) é uma condigao de Ambrosetti-Prodi sobre f. A condigao (h6) é necessaria para que
possamos utilizar o método da sub e supersolucao.

A seguir, apresentaremos os principais resultados deste trabalho. No primeiro, utili-
zando técnicas variacionas sob certas limitagoes nas normas das fungoes h e g, sera possivel
obter parametros t_ < 0 < t,, onde o problema (P;) possuird ao menos duas solugoes fra-
cas nao-triviais, para todo t < t, e o problema (F;) admitird ao menos trés solugoes fracas
nao-trivias para qualquer t € [t_, ¢, ]. Basicamente para cada t < t,, a partir do Teorema do
Passo da Montanha (veja Teorema 3.2), determinaremos uma solugao nao-negativa, enquanto
pelo Principio Variacional de Ekeland (veja Teorema 3.1) serd possivel garantir a existéncia
de outra solugao nao-negativa distinta da anterior. Além ainda, novamente pelo Principio

Variacional de Ekeland, obteremos uma solu¢ao nao-positiva para cada t € [t_,t,].

Teorema 1. Suponhamos que as condigcoes (hl)—(h5) sejam wvdlidas. FEziste uma cons-
tante negativa t_ e ainda existem constantes positivas o, 5,t4 de modo que se ||h||, < a e
llgllor < B, temos que

i) o problema (P,) admite ao menos duas solugées fracas ndao-triviais e nao-negativas, para
todo t <t,;

ii) o problema (P;) admite ao menos uma solugdao fraca nao-trivial e nao-positiva, para todo



telt,ty.

A seguir, iremos utilizar uma abordagem a partir de métodos topolégicos com o
intuito de obtermos um resultado similar aos resultados referenciados sobre problemas de
Ambrosetti-Prodi. Para sua justificativa, faremos uso do método da sub e supersolucao,
bem como de uma generalizacao da teoria do Grau de Leray-Schauder e ainda, de algumas
estimativas a priori de possiveis solu¢oes para o problema (F;).

Teorema 2. Suponhamos que sejam vdlidas as condigoes (hl) — (h6). Entdo, eziste
t* € [ty,00) tal que

i) o problema (P,) admite ao menos uma solu¢ao fraca nao trivial, para todo t < t*;

i1) o problema (P;) nao possui solu¢ao para t > t*;

i1i) o problema (P;) admite ao menos quatro solugoes fracas nao triviais, para todot € [t_,t.].

Em nosso trabalho, estabeleceremos um resultado sobre existéncia e multiplicidade
para o problema (P;) no Teorema 1, enquanto no Teorema 2, apresentamos um resultado do
tipo Ambrosetti-Prodi mais geral do que os apresentados nos trabalhos [7],[8] e [23]. Ob-
serve que, determinaremos que o problema (FP;) admite ao menos quatro solugoes, sob certas
condigoOes para o parametro t. Além disso, para tais solugoes, podemos afirmar que duas sao
nao-negativas, uma nao-positiva, enquanto a quarta solucao pode ser nao-positiva ou mudar
de sinal, onde tal analise de sinal das solugoes também nao foi realizado nos trabalhos de
Ambrosetti-Prodi citados. Para a justificativa desse resultado combinamos métodos variacio-
nais com argumentos topologicos, abordagem a qual nao é usual em problemas de Ambrosetti
Prodi.

Para a garantia da existéncia da quarta soluc¢ao no item éii) do Teorema 2, utilizamos
uma ideia similar a proposta por Chang [12], a partir do uso do grau topoldgico. Entre-
tanto Chang obteve solugoes para um problema envolvendo o operador Laplaciano no espaco
VVO1 2((2) e assim, pode fazer uso de um resultado valido para tais condigoes a respeito do valor
do grau topoldgico para pontos criticos isolados de um determinado operador em espacos de
Hilbert. Em nosso caso, como o operador p—Laplaciano é nao linear e buscamos solugoes
no espago de Sobolev VVO1 P(Q2) o qual é um espago de Banach, nao foi possivel fazer uso de
tal resultado. Entao para podermos garantir a existéncia de tal solucao via teoria do grau
topoldgico, necessitamos buscar uma generalizacao do Grau Topoldégico de Leray-Schauder,
onde tal abordagem nao encontrou-se como usual na literatura.

Observamos ainda, que de certo modo nosso trabalho generaliza o trabalho de re-
feréncia [7]. Naquele trabalho, Arcoya e Ruiz também consideraram f com crescimento
p—linear, no entanto no caso em que h = 0 no problema (P;). A principal contribuigao
de nosso trabalho frente ao de Arcoya e Ruiz, além da possibilidade da perturbacao, apre-

senta condigoes para a existéncia de uma terceira, bem como de uma quarta solugao para o



problema (P;) em certo intervalo de limitagao do parametro t.

No capitulo 1, discutiremos uma abordagem do problema (F;) via métodos variaci-
onais e sendo assim, justificaremos o Teorema 1. No capitulo 2, utilizaremos argumentos
variacionais a fim de justificarmos o Teorema 2. No capitulo 3, sao apresentados alguns

resultados complementares utilizados ao transcorrer do trabalho.



Capitulo 1

Multiplas solucoes para o problema

(P;) via métodos variacionais

Neste capitulo pretendemos realizar a justificativa do Teorema 1. Para tanto utiliza-
remos argumentos variacionais, mais precisamente obteremos solugoes para o problema (FP;)
fazendo uso do Principio Variacional de Ekeland (veja Teorema 3.1) e do Teorema do Passo
da Montanha (veja Teorema 3.2). Iremos garantir a existéncia de parametros t— < 0 < ¢4,
de modo que se t < t,, entao o problema (P;) admite ao menos duas solugoes fracas u; e usy
ambas nao-negativas, no entanto sao distintas, pois u; possuira nivel de energia positivo, en-
quanto que usy terd nivel de energia nao-positivo. Além disso, se t € [t_, ¢, ], entdo o problema
(P,) admite ao menos uma solucao fraca uz nao-trivial e nao-positiva, com nivel de energia
nao-positivo. Para podermos fazer o uso das técnicas acima mencionadas, primeiramente
necessitamos obter alguns resultados auxiliares, para posteriormente realizarmos a prova do

Teorema 1.

1.1 Resultados preliminares

Temos por objetivo neste trabalho buscar solugoes nao-triviais no sentido fraco para

o seguinte problema do tipo Ambrosetti-Prodi

() —Apju = hu|T?u+ f(z,u)+tp+g em
! u = 0 sobre  Of).

Diremos que u € W,P(Q), u # 0, é uma solucdo no sentido fraco do problema (P,)



quando para toda ¢ € C°(£), tivermos que

/ |VulP~2Vu - Vodr = / (hlu|"?u+ f(z,u) + to + g) pdz. (1.1)
Q 0

Observacao 1.1 Quando falarmos em solugao do problema (P;) a partir deste momento,

estaremos nos referindo a solugdo nao-trivial no sentido fraco, conforme definido em (1.1).

A ideia da utilizacao de métodos variacionais para determinar solugoes para algum
problema, consiste em estabelecer pontos criticos a um determinado funcional associado a tal
problema. Sob esta perspectiva, para cada t € R vamos definir o funcional .J; : I/VO1 P(Q) =R

por

Ji(u) = 1/ \vu\f’dx—é/h\u|4dx—/F(x,u)dx—/(t¢+g)udm.
Q Q Q

onde F(z,s) fo x,T)dr. Pelos Lemas 3.17 e 3.18 o funcional J; estd bem definido e é

ainda de classe C' (W, 7(Q),R). Observe que, para qualquer ¢ € C°(Q) temos que

(J,(u), @) :/Q\VulpZVquodx—/Qth2ug0dx—/Qf(a:,u)godx—/ﬂ(tqb+g)<pdx, (1.2)

entao pela relagao (1.1), temos que os pontos criticos deste funcional sdo solugoes para o
problema (P,), isto é, se existir ug € WyP(Q2) de modo que J!(ug) = 0, entdo uy serd uma
solugao para o problema (P;).

Com o intuito de garantir a existéncia de solugoes para o problema (F;) que nao
mudam de sinal, definiremos alguns truncamentos do problema (F;), a fim de nos auxiliarem

neste proposito. Primeiramente consideramos para cada t € R o seguinte problema

(P.) -Aju = hu'f1+f+(x,u)—|—tqb+g em €,
" u = 0 sobre 012,
onde
f(x77-)7 7—207
x,T) =
)= f 17 72

e o seguinte funcional J,, : W, *(Q) — R definido por
1
i (u /|Vu]pd$ — 5/huidw— / F(z,u)dr — /(t¢+g)u+daj
0

onde Fly(z,s) = fos fi(z, 7)dr. Do mesmo modo, pelos Lemas 3.17 e 3.18 temos que o funcio-
nal J,, estd bem definido e é de classe C'(W,”(),R). Além disso, para cada



p € CX(Q) decorre que

(Jiy(u), /|Vu|p Vu - Vgpdx—/hu+ godx—/f+ x u)g&d:z:—/(tqb—i—g)godx

e assim, se (J/, (u), ) = 0 para todo ¢ € C(1) e para algum u € Wy”(Q2), entdo u é uma

solucdo para o problema (P, ).

Observagao 1.2 Seu € Wy (Q) € solugio de (Py) e u >0, entdo u é uma solugio para o

problema (P).

De fato, se 0 < u € W,*(2) é uma solucdo do problema (P, ), entdo J/, (u) = 0.
Como u = uy, segue que fi(z,u) = f(z,u) e assim Jj(u) = J/, (u) = 0. Dessa forma, u é

também uma solucao para o problema (F;). -

Para garantirmos a existéncia de solugoes nao-positivas, consideremos o seguinte trun-

camento do problema (P;)

—Apu = bl fo(zu) Fto+g  em
(F-)

u = 0 sobre 012,

onde

0, 7> 0.

f(%T):{ fla,7), 7 <0,

Novamente pelos Lemas 3.17 e 3.18 o funcional J,_ : W,*(Q) — R dado por

Jt_(u):%/ |Vu|pd:t—%/h|u_|qu—/SzF_(m,u)dx+/(t¢+g)u_dx,

Q
onde F_( = [J f-(z,7)dr, estd bem definido e ¢ de classe C'(Wy™"(R2),R). Ainda os
pontos crltlcos do funcional J;_ sdo solugbes para o problema (P,_), pois para cada ¢ €

C°(92) segue que

(J,_(u) /]Vu|p *Vu - V(pdx—/h|u |9~ 1<pdx—/f T, u gpdx—/(tqb—i—g)tpdx

e entdo, se (J!_(u), ) = 0, para alguma u € W, ”(Q), entdo u serd uma solucio do problema
(P,_). De modo similar a Observacao 1.2, pode-se justificar que se u € W, (Q2) é uma solucao
de (P,—) e u <0, entdo u serda uma solugdo do problema (F;).

Justificaremos a seguir um resultado que nos garante que os funcionais J;; e J;_ sao
estritamente positivos em determinadas esferas, a partir da limitagao das normas de h e g e

ainda da limitacao do parametro t. Este resultado se faz necessario para podermos utilizar o
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Teorema do Passo da Montanha e também sera importante posteriormente para fazer o uso

do Principio Variacional de Ekeland.

Lema 1.1 Suponhamos que a fungdo ¢ satisfaz a condigdo (hl). Se as hipdteses (h2) — (hb)
sdo satisfeitas, existem constantes t_ < 0 e ty,a,B,R,p > 0 tais que se ||hl|l, < a e
lgllor < 5., entio

i) para cada t < t,, temos que Joy(u) > p, para todo u € Wy P(Q), com ||u|| = R.

i) para cada t € [t_,t.], temos que J,_(u) > p, para todo u € Wy (Q), com ||u]| = R.

Demonstracao. Para cada u € Wol’p(Q), pelo Lema 3.1, para cada t < 0, como ¢ > 0

podemos inferir que

L |
Jir(u) = [ ——/ huida:—/F+(x,u)dx—/(t¢+g)u+da:
p qJa Q Q
[lullP 1 1
> ———— | hufde——(ps+e) | ulide—Cy | uide— [ (to + g)uidx
p q4J)a p Q Q Q
lullP 1

1
> /huidm——(m%—s)/ uﬂd:c—Cl/ u’jrd:c—/gu+dx,
p 4/ p Q Q Q

onde € € (0,\; — p2) e C7 é uma constante positiva. Utilizando a desigualdade de Holder

veja Lema 3.16) na estimativa acima, obtemos para cada u € WP(Q) que
(vej : p 0 q

ulP 1 1 .
Jip(u) > - —al|hHwHu+H$—];(uz+€)|!u+|!£—01HU+Hr— gllor vl
ulP [[R]]y 1
> — L ul|? = =(ug + o)||u| 2 — Cullu|ll = Nlgllo]wl|o,
p . [l |2 p( MNull [ully = [lgllor[|ul]

onde a tltima desigualdade segue pelo fato que ||u||s < ||ul|s, para todo 1 < s < p*. Pelas

imersoes compactas de Sobolev (veja Lema 3.14) e a desigualdade de Poincaré (3.12), pela

estimativa acima, considerando K =1 — £ 3\?5, segue para todo t < 0 que
Ko llhlls
Sy (u) = ZHUH” - TVHUHq — G157 |ull” = Sollgllo [Tl (1.3)

para cada u € W, ().
Com o intuito de estimarmos a desigualdade acima, consideramos
o 1]
K, = [%} el < ac< [%Kf (%KquClS}IK{) } . Seja ainda a fungao
auxiliar m : (0,4+00) — R, dada por
K aS?

m(s) = ;s” — —1s7— (SIS,
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Observe que se ||h||y < « da estimativa (1.3) obtemos, se t < 0 e para cada u € W, (Q) que

S (w) = m([[ul]) = Sollgllor el (1.4)

1
Se considerarmos R = Kj«a71, segue que
b

K aSd
m(R) = “rr— g _c5TR
p q
p K Sq r—p
= arq {—K{’ — (in +C’15:K{> owq}
p q
— K >0,

onde a tultima desigualdade segue pela estimativa do valor de «. Considerando 5 > 0 de
modo que Ky — S, R = p; > 0. Pela estimativa anterior, da relacao (1.4) e ainda se t <0,
com [|h|| <, [[gller < B e [|ul| = R segue que

Jii(u) > pp > 0. (1.5)
Como ¢ satisfaz a condigdo (h1l) consideramos um parametro ¢, > 0 de modo que
p1 —t:8,|6||R = py > 0. Assim, para cada t € (0,t4], se u € W,?(Q), com ||u|| = R,
desde que ||h|| < a,||g||o < B, pelas desigualdade de Holder (veja Lema 3.16), imersoes de

Sobolev (veja Lema 3.14) e a estimativa acima temos que
Jer(u) = Jop(u) — /thbqudx
> p1—tS¢ll R
= P+
Segue pela estimativa acima e por (1.5) que se ||h|| < a e ||g]lor < S, independente de
t € (—oo,ty], temos que Jii (u) > p, para cada u € W, P(Q), com ||u|| = R, pois p; > py.

Para verificarmos o resultado para J;_, observe que para cada u € I/VO1 (), pode-se

justificar de modo similar ao realizado para o funcional J;, para cada t € [0,¢] que

K Sq T T
T () = ll[” = thHvHUHQ = CuST|[ull” = Sollgllorfull;

e assim, se ||h||y < a e ||g]lo < B, segue para cada t € [0,14] que

Ji—(u) > p1 > 0, (1.6)

para qualquer u € W, (Q), com ||u|| = R.
Como ¢ satisfaz a condigao (hl), seja t_ < 0 de modo que p; +t_S,||¢||, R = p— > 0.
Entao, para cada t € [t_,0], se ||h]|y < a,]lg|l» < B, pela desigualdade de Holder (veja
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Lema 3.16), imersoes de Sobolev e ainda pela estimativa acima, temos que

Ji—(u) Jg_(u)—i-/gtgzﬁu_dx

> p1+tSollR

=
para qualquer u € Wy*(Q), com ||u|| = R. Logo, pela relacdo dada em (1.6) e ainda pela
estimativa acima, independente do t € [t_,t.], se u € WyP(Q), com ||u|| = R, desde que
Al < a,||g]lor < B obtemos que J;—(u) > p_, pois p1 > p_.

Para concluir o resultado, basta considerarmos que p = min{p_, p; }. -

A seguir introduziremos uma terminologia bastante util para obtermos solugoes para
o problema (F;). Sejam I : WO1 P(Q) = R e ¢ € R quaisquer. Dizemos que uma sequéncia

(un) C WyP(€) é uma sequéncia Palais-Smale de nivel ¢ (PS). para o funcional I, quando

I(up) = c+o0(1) e I'(u,) = o(1), em W=7 (Q).

Além disso, dizemos que o funcional I satisfaz a condigao (PS) de nivel ¢, se qualquer
sequéncia (u,) que for (PS). para o funcional I, converge a menos de subsequéncia em
Wy ().

A condigao (PS) de nivel ¢ é de certa forma, um tipo de condi¢ao de compacidade, a

qual é relevante para a obtencao de pontos criticos.

Observacao 1.3 i) Para cada t € R fizo, se (u,) € uma sequéncia (PS). para o funcional
Ji, entdo (u,_) € limitada em Wy ().
De fato, fixado t € R qualquer, como (u,) é uma sequéncia (PS). para o funcional J;,

para cada v € W, () temos que existe uma constante M > 0 tal que

[(Ji (un), v)] < M]Jv]]. (1.7)

Considerando v = —u,,— na rela¢do acima, pela defini¢ao de J;, temos que

un_||P < /Qhufl_dx—/gf(x,un)un_dx —/Q(tgzﬁ—l—g)un_dx—l—MHun_H.

Entao pelo Lema 3.2 segue que para cada € € (0, \; — 1), existe uma constante positiva Cy
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de modo que

g |IP < /Qhufb_dx—l—(7}1—1—5)/Quﬁ_dx+02/9un_dx—/Q(tgb—l—g)u;dx—kMHun_H

< [l lun— 1§+ 0n 4 )l lun—5 + Callun—I[1 + [El[@] ][ [un—]].
+gllor[tn-lo + M|[un-l,
onde a ultima estimativa provém da desigualdade de Holder (veja Lema 3.16). Logo, utili-

zando as imersoes de Sobolev (veja Lema 3.14) e a desigualdade de Poincaré (3.12), podemos

concluir que

(m +¢)
A1
Sendo K; =1 — ’“A—Jl’e >0, Ky = SI|[h|ly > 0 e Kz = $1Cy + S, [t]]|9]].r + Sollgller + M >0,

pela estimativa acima segue que

[P < Sg/||h||7’||un—||q + [t [P+ (S1Ca + Sult]|[@]]r + Sollgllor + M)||un—]]

K [Jun |7 < Koflun—|1* 4+ Ks||un—|],
donde podemos concluir que a sequéncia (u,_) é limitada em W, (€). n
i1) Para cada t € R, se (u,) € uma sequéncia (PS). para o funcional J; e ainda € limitada
em W, P(Q), entio (u,) converge fortemente em Wy ().
De fato, fixado t € R qualquer, como (u,) é limitada em VVO1 P(Q), segue que existe

uy € WyP(Q) de modo que u, — ug em W,P(Q). Além disso, como (u,) é uma sequéncia

(PS). para J; temos para cada ¢ € C(Q2) que

0(1):<Jg(un>7 90>:/Q’vun‘p2vunv¢dx_/ﬂh|un|q2un90dx_/9f(xaun)(pdx_/g(t(b‘i_g)(pdx' (18>

Pela condicao (h2), desigualdade de Holder (veja Lema 3.16), pelo Lema 3.7, o fato de que
1 < g < p e ainda por u,, — uo, temos para toda ¢ € C°(£2) que

/Qh|un|q_2ungod:v = /Qh|u0|q_2u0g0d:v+o(1). (1.9)
Além disso, como u,, — uyg, decorre p € C°(Q) que
/Qf(x,un)godx = /Qf(x,uo)goda:jto(l). (1.10)
Mais ainda, devido a Boccardo e Murat [11] segue ¢ € C'°(2) que

/|Vun|p_2Vuan0dx :/ Vg [P~ 2VugVdr + o(1). (1.11)
Q Q
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Dessa forma, pelas relagoes (1.8), (1.9), (1.10) e (1.11), obtemos que

o(1) = (J(un), 0) = (J(uo). ),
e assim, up ¢ um ponto critico para o funcional J;. Utilizando tal fato, garantiremos que

u, — ug em WyP(Q), o que conclui a justificativa desta afirmacio. Observe que, como (uy,)

¢ uma sequéncia (PS). para J; e pelas relagoes (1.9) e (1.10), temos para ¢ € C°(£2) que

o(l) = (J{(un), )
= /\Vun|p_2Vuanodx—/h|u0|q_2uog0d:v—/f(x,uo)godx—/(tgb—i-g)gadx
Q Q Q Q

= /|Vun|p_2Vuan0dx—/|Vu0|p_2Vu0Vg0dx,
Q Q

onde a tltima relacao decorre do fato de wug ser ponto critico do funcional J;. Entao pela
desigualdade de Holder, pelo fato de que u,, — ug e ainda por VVO1 P(Q) ser reflexivo, obtemos

que u, — up em Wy(Q). -

No préximo resultado justificaremos que os funcionais J;, J; e J;_ satisfazem a condig¢ao

(PS) de nivel ¢, para qualquer nivel de energia ¢ € R.

Lema 1.2 Fizadost,c € R quaisquer, suponhamos que as hipdteses (hl)—(h3) e (h5) sejam
validas. Entao os funcionais Jy, Jyy e Jy_ satisfazem a condi¢ao (PS) de nivel c.
Demonstracao. Fixamos t,c € R. Segue da observagao anterior, que basta mostrarmos
que a sequéncia (u,,) é limitada em WP (Q).

Suponhamos por contradi¢ao que (u,) é uma sequéncia (PS). para o funcional J; e que

Up+ || = o0. Definindo w,, = para cada n € N, temos que w,, > 0 e ||w,|| = 1. Assim
[Ju

;
(wy,) é uma sequéncia limitada na!) negativa em W, ?(Q) e entdo, existe 0 < wy € W, (Q)
tal que

w, — wy fracamente em W~ (Q),

w, — wo em L"(Q2), para cada 1 <71 < p*,

w, — wy q.t.p. em €.

Como (u,) é uma sequéncia (PS). para J; e (u,_) ¢é limitada em W,"(Q), para cada

p € CX(R), com ¢ > 0, obtemos que

1
A|anlp‘2vwnwdff— = / (hlun] " 2un + f (2, un) + t + g)pdz + o(1)

[t
:/ (h wit | f@u) f totg

+
luns[[P=2 " Nluni| P71 Jo fung [P~

) pdr+o(1). (1.12)
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Assim, pela desigualdade de Hélder (veja Lema 3.16), como w, — wy e ¢ € C(Q2), com
¢ > 0 temos que

1

UJ?L_ ||S0||<>0 q—1 qg—1
he—mede| < = [ ST w177 = o(1), (1.13)
[t | [P~ [t | [P

pois ¢ < p, (w,) é limitada e supomos que ||un+|| — 0.
Ainda, pela desigualdade de Holder (veja Lema 3.16), decorre que
t 00
o ] < el
o [|tunt|lP ||t |7

pois 1 < p e supomos que ||u,|| — oo.

(Itll[l + llgllor) = o(1), (1.14)

Segue pelo Lema 3.3 que fixado € € (0,72 — A1), existe C3 > 0, onde para cada s € R

fla,s) = (n —e)ls*s — Cs.

Assim para cada ¢ € C(Q), com ¢ > 0, como (u,_) é uma sequéncia limitada em W, ?(Q),

seque que
n C o0
f(x’u_)lgpdx > - / |Un|p QUnQOd 3”@0” :
o ||uny| P ||Un+||p || Up 4 ||P~
_ (772 _5) p—1
= ——— [ u,y pdx+o(1). (1.15)
[ung P71 Jo

Logo, pelas relagoes (1.12),(1.13),(1.14) e (1.15), ainda pelo fato de que w, = HZ 7, bara
cada 0 < ¢ € C°(Q2) obtemos que

/ |Vw, [P 2Vw,Vedz > (1, — ¢) / wProd + o(1). (1.16)
0 Q

Pelo fato que w,, — wy segue que

/wﬁ_lgpd:v—l—o(l) = /wg_lgodx, (1.17)

Q 0

/ IVw, [P *Vw,Vedr = / |Vwo P2 VweVpdr + o(1), (1.18)
Q Q

onde a segunda relagao segue devido ao resultado de Boccardo e Murat [11].
Logo, pelas relagoes (1.16), (1.17) e (1.18) segue para cada 0 < ¢ € C(Q2) que

/ |Vwo [P 2VwoVpds > (1, — €) / wh ™~ pde,
0 0
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ou seja, 0 < wy € VVO1 P(Q) serd solugao fraca da seguinte equagao
—Aywo > (g — e)wh ™" (1.19)
Agora considere a seguinte identidade de Picone [3] para todo u >0 e v > 0
up
|VulP —V <—> IVu|P"2Vu > 0
(L

Entao tomando u = ¢ e v = wy, da desigualdade dada em (1.19) obtemos que

P
/]Vgp\pdx > /V( ¢_1> |Vwo P2 Vwds
Q Q wp

D
> (-9 [ de
Q Wy

= (772—8)/980%%-

fQ [VlP
Jo pPdx
Dessa forma, podemos concluir que (u,,, ) é limitada em VVO1 P(€2), o que finaliza a justificativa

Desse modo > my—e eassim \; > mp—g, 0 que é uma contradi¢ao, pois e € (0,72—Aq).

do resultado.

1.2 Solucgao para o problema (F;) via Teorema do Passo
da Montanha

Nesta secao, para cada t < t,, pretendemos obter uma solugao nao-negativa para o
problema (P;). Para tanto utilizaremos o Teorema do Passo da Montanha (veja Teorema
3.2). Fixamos t < ¢, qualquer. Como J;;(0) = 0 e pelo Lema 1.1 existe R > 0 de modo que
Ji (1) > 0 para toda u € Wy(Q) com ||u|| = R, para justificar que o funcional J,, satisfaz
as hipdteses da técnica que pretendemos aplicar, necessitamos ainda que Jyy(vy) < 0 para
algum vy € W, P(Q) onde ||vo|| > R.

Para isso, utilizaremos a primeira autofuncao positiva ¢; associada ao autovalor \;
do operador —A, em €2, ou seja, @1 € Wol’p(Q) positiva é solucao de

—Apu = A|ulP"2u em Q.
Entretanto, devido ao Lema 3.4, para cada € € (0,72 — A1), existe uma constante Cy > 0 tal

que para todo [ > 0 segue que
» 14
Jelto) = [ (Vepdn =2 [ hgtdo— [ Folatonds =1 [ o+ ghonds
P Ja q Ja Q Q

[P 4 q P(ny—e) »
< — [ |Vpi|lPde—— | hofde————= [ Qde+ Cy [ de—1 | (top+g)pide.
PJa q.Jq p Q Q Q
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Entao pela desigualdade de Poincaré (3.12), obtemos para cada [ > 0 que

PN g !

P a ["(n2—¢) p—1
pydr—— | hpidr— oy dr+Cymed(Q2)—1 [ (to+g)p1dx
P Ja qJq p Q Q

[P K
< Cu-mrollaly- o / hetde + Cymed(Q) — | / (t6 + g)erde.

Jir(lpr) <

Pelo fato de 1 < ¢ < pee € (0,m — A1), decorre que Jyy(lp1) — —oo, quando | — +o0.
Assim, basta considerar lo > 0 e vy = lpg1, onde ||vg|| > R e Jiy(v) < 0.
Devido ao Teorema do Passo da Montanha (veja Teorema 3.2) temos que existe uma
sequéncia (u,) C Wy (Q), a qual é uma sequéncia (PS).,, para o funcional J,,, com ¢; > p.
Pelo Lema 1.2, segue que (u,) é uma sequéncia (PS) de nivel ¢; para o funcional
Jiy, ou seja existe u; € VVO1 (1), onde a menos de subsequéncia u, — u;. Mostraremos que
u; > 0, para tal basta justificar que w,. — wu;. Utilizando a definicao do funcional J;, e

como (u,) ¢ uma sequéncia (PS)., para o funcional J;;, segue que

||un—||P = / (Vun,|P2Vu, Vu,_dz
Q
= (Jis(un), un-)
< Cllun-|l,

para C' uma constante positiva tal que |J/ (u,)] < C. Entretanto pela estimativa acima,
como 1 < p, é possivel justificar que a sequéncia (u,_) é limitada em VVO1 (). Dessa forma,

por J/, (u,) = o(1), segue que

ltn-|I” = (I (tn), un—) = o(1),

e assim, ||u, — u,+|| = o(1).
Portanto existe 0 < wu; € Wol’p(Q), onde u, — wu; e ainda pelo fato que
Jip € CY (W, P(Q),R), segue que

Jt(ul):Jt+(U1) = 0,
Ji(ur) = Jiy(w) = 0.

Dessa forma, como Jy(u1) = ¢ > 0e J{(u;) = 0, decorre que u; é uma solugao

nao-negativa e nao-trivial para o problema (F;).
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1.3 Solugoes para o problema (FP;) via Principio Varia-

cional de Ekeland

Para cada t < t,, vamos determinar uma solu¢ao do problema (P;) aplicando o
Principio Variacional de Ekeland (veja Teorema 3.1) para o funcional J;, . Para tanto garanti-
remos a existéncia de um ponto critico us nao-negativo para o funcional J;, e posteriormente,
justificaremos que us é uma solugao para o problema (F;).

Para cada t < t, consideramos X = {u € Wy?(Q);||u|| < R}, onde R > 0 ¢é dado
pelo Lema 1.1. Pelo fato que Ji, ser continuo em W,”(Q) e X ser limitado em W,?(Q),

segue que Jy é um funcional limitado inferiormente em X. Como
Co = 1nf{Jt+(u),u S X} S Jt+(0> = O,

segue que ¢y é nao-positivo.
Pelo Principio Variacional de Ekeland (ver Teorema 3.1), para cada n € N existe uma

sequéncia (u,) C X tal que

1
ey < Jip(un) < o+ o (1.20)

e ainda 1
Ji(un) < Jep(v) + ﬁ||un —vl|, para cada v € X \ {u,}. (1.21)

Justifiquemos que, a menos de subsequéncia, (u,) é uma sequéncia (PS)., para o
funcional J;,. Afirmamos a principio, que existe ny € N de modo que u,, € int(X), para
todo n > ng. Suponhamos por contradicao que existe um subconjunto infinito N’ C N tal
que ||u,|| = R, para todo n € N'. Entao, pelas relagoes (1.20) e (1.21) bem como pelo Lema
1.1, segue para todo n € N’ que

0<p<infJ,(u,) = ngrfoo Jor(uy) < ey <0,
o que caracteriza uma contradicao.

Logo existe uma subsequéncia (u,,) C (u,) de modo que ||u,, || < R, onde denotare-
mos tal subsequéncia simplesmente por (u,). Para cada n € N, consideramos
6p = R — |[un]|| > 0 e seja w € Wy P(Q) tal que |jw]| = 1.

Fixado n € N, para cada [ € (=§,,d,), com [ # 0, segue que u,lw € X, donde pela

relagao (1.21), segue que

]

JtJr(un) S JH(un + Z’LU) + g
ou ainda, se 0 < || < d,,, temos que

Jt—i—(un + lw) — Jt+(un) >
] -

1
-
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Fazendo | — 0% na estimativa acima, obtemos que (J/, (u,),w) > —1. Por outro lado, se

n
considerarmos [ — 0~ na mesma desigualdade temos que (J;, (u,), w) < +. Desse modo,

(i (un), w)| <

Y

S|

para todo w € Wy”(Q2) de modo que ||w|| = 1. Consequentemente pela estimativa acima e

pela relacao (1.20), obtemos que
Jiy (un) = o +o(1) e J/, (u,) = o(1) em W7(Q),

ou seja, (u,) é uma sequéncia (PS)., para o funcional J,.

Decorre do Lema 1.2 que ¢ é um nivel (PS) para o funcional J;,. Assim, existe
Uy € VVO1 P(Q2) de modo que u,, — uy. Utilizando as relagoes acima e o Lema 3.18, obtemos
que uy é ponto critico do funcional J;, e ainda que Jiy(ug) = . Afirmamos que uy é uma

funcao nao-negativa. De fato, suponhamos por contradi¢ao que us_ # 0, entao

co = Jiy(uz) = w + i (uay) > Jig (uay),
o que é uma contradi¢do, pois ¢y é o infimo do funcional J,y em X e uy € X. Assim,
Ji(u2) = Jer(uz) < 0 e Ji(u2) = J/ (u2) = 0, donde obtemos que uyy é um ponto critico
nao-negativo para o funcional J; e por consequéncia, u, é uma solucao nao-negativa para
o problema (P;). Dessa forma, obtemos duas solugoes fracas nao-triviais e nao negativas
uy € ug, o que justifica o item i) do Teorema 1.

Para concluirmos a justificativa do Teorema 1, para cada t € [t_, ¢, ], basta obter uma
solugdo ug nao-positiva do problema (P;). Para tanto, encontraremos um ponto critico ug
para o funcional J;_ em um conjunto apropriado. Posteriormente, justificaremos que ug é
nao-positiva e consequentemente pela Observacgao 1.2, ug é também ponto critico do funcional
Ji, ou seja, ug serd solugdo do problema (F;).

Pelo fato que J,_ é continuo em W,”(Q) e X ser limitado em W, ?(Q), segue que J;_

¢ um funcional limitado inferiormente em X. Temos que
c3 = inf{J;_(u);u € X},

é nao-positivo, pois ¢z < J;_(0) = 0.
Pelo Principio Variacional de FEkeland (ver Teorema 3.1), existe uma sequéncia

(v,) C X tal que

1
c3 < Ji_(vy) <3+ - (1.22)

e ainda 1
Ji—(vy) < Jep(v) + EHU" — ||, para cada v € X \ {v,}. (1.23)

Justifiquemos que, a menos de subsequéncia, (v,) é uma sequéncia (PS)., para o
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funcional J;_. Afirmamos a principio, que existe ny € N de modo que w, € int(X), para
todo n > ngy. Suponhamos por contradi¢gao que existe um subconjunto infinito N’ C N tal
que ||v,|| = R, para todo n € N'. Entao, pelas relagoes (1.22) e (1.23) bem como pelo Lema
1.1, segue para todo n € N’ que

0<p<infJ,_(v,) = nEToo Ji—(vy) <3 <0,
o que caracteriza uma contradicao.

Logo existe uma subsequéncia (v,,) C (v,) de modo que ||v,, || < R. Por simplici-
dade, denotaremos tal subsequéncia (v,, ) apenas por (v,). Para cada n € N, consideramos
6n = R — ||vn|| > 0 ¢ seja w € W,P(Q) tal que |Jw|| = 1.

Fixado n € N, para cada | € (—0,,0,), com [ # 0, segue que v,lw € X, donde pela
relagao (1.23), obtemos

[
Ji—(vn) < Ji_ (v, + lw) + %’

ou ainda, se 0 < || < d,,, temos que

Ji— (v + lw) — Ji—(vy)
]

Fazendo | — 07 na estimativa acima, obtemos que (J_

Z_

S|

—

u,), w) > —X. Por outro lado, se
n

considerarmos [ — 0~ na mesma desigualdade temos que (J;_(u,), w) < +. Desse modo,

1
(), )] <
para todo w € Wy () de modo que ||w|| = 1. Consequentemente pela estimativa acima e

pela relacao (1.22), obtemos que
Ji_(v) = s+ 0(1) e J/_(vy) = o(1) em W™(Q),

ou seja, (v,) é uma sequéncia (PS)., para o funcional J;_.

Decorre do Lema 1.2 temos que c3 é um nivel (PS) para o funcional J;_. Assim, existe
ug € VVO1 P(Q2) de modo que v,, — ug. Utilizando as relagoes acima e o Lema 3.18, obtemos
que ug é ponto critico do funcional J;_ e ainda que J;_(u3) = c3. Afirmamos que us é uma

funcao nao-positiva. De fato, suponhamos por contradicao que uz. # 0, entao

u p
C3 = Jt_(’LL3) = H ?;_H + Jt_(U,:g_) > Jt_(U3_),

o que é uma contradicdao, pois ¢ é o infimo do funcional J;_ em X e us_ € X. Assim,

Ji(uz) = Ji—(uz) < 0 e Jl(us) = J/_(u3) = 0, donde obtemos que uz é um ponto critico
nao-positivo para o funcional J; e por consequéncia, uz é uma solucao nao-positiva para o

problema ().



Capitulo 2

Utilizacao de métodos topoldgicos na

abordagem do problema (F)

Neste capitulo vamos apresentar a justificativa do Teorema 2, a partir do uso de
métodos topoldgicos. Entre as técnicas abordadas, empregaremos o métodos da sub e su-
persolugao, algumas estimativas a priori, bem como uma generalizacao da teoria do Grau
de Leray-Schauder. Além disso, sob as condicoes impostas nas hipoteses do Teorema 1.1,
poderemos garantir a existéncia de um parametro t* € [t,,00) de modo que:

- o problema (F;) nao possui solugao para t > t*;

- o problema (F;) possui ao menos uma solugao para t < t*;

- o problema (P,) possui ao menos duas solugoes para todo t < t_;

- o problema (F;) possui ao menos quatro solugoes para todo t € [t_, ¢, ].

Este resultado possui certa similaridade com os demais resultados obtidos para pro-
blemas de Ambrosetti-Prodi. Ressalta-se que em geral, obtém-se ao menos duas solugoes
para t menor que um certo parametro, enquanto que no nosso trabalho, para t € [t_,t,],

apresentaremos ao menos quatro.

2.1 Resultados Preliminares

A fim de obtermos mais solugbes para o problema (F;) utilizando a teoria do grau, ne-
cessitamos inicialmente considerarmos alguns resultados preliminares. A teoria do grau con-
siste de modo geral em utilizar Teoremas de ponto fixo para operadores, os quais auxiliam na
busca por solugoes de certos problemas. O uso desse tipo de resultado para operadores defini-
dos em espacos de dimensao finita, utiliza a teoria do grau topoldgico de Brouwer. Entretanto
a teoria do grau de Brouwer é fundamental para a construcao da Teoria do grau topoldgico

de Leray-Schauder, a qual é utilizada para operadores definidos em espagos de dimensao in-

21
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finita. Maiores detalhes sobre a fundamentacao destas teorias e resultados decorrentes dela
podem ser encontrados em Ambrosetti e Malchiodi [4] bem como em Deimling [14].

Tanto na teoria do grau de Brouwer, quanto na teoria do grau de Leray-Schauder, o
intuito é obter pontos fixos para operadores do tipo A : X — X, sendo X de dimensao finita
no primeiro caso e X de dimensao infinita no caso seguinte. No entanto, os operadores que
pretendemos aplicar esta teoria do grau sao J; e J/,, os quais sao definidos de VVO1 P(Q) em
W=7 (Q).

Desse modo, necessitamos utilizar uma generalizacao da teoria do grau topoldgico
de Leray-Schauder, a qual é desenvolvida para operadores do tipo T : X — X', onde X
é um espaco de Banach e X’ é seu espaco dual. Para maiores detalhes sobre esta teoria
referenciamos Kazdan [20] além de Skrypnik [25].

Para que possamos utilizar tal teoria, necessitamos que estes operadores satisfacam

certas propriedades. Para tanto, vamos decompor estes operadores da forma

Jt/ — [t_Ha
Jt/—l- — It—H+,

onde os operadores I, H, H, : W *(Q) — W17 (Q) sdo definidos do seguinte modo

(It(u),v) :/Q|Vu|p_2Vqudx—/Q(tgb—i—g)vdx,
(W) ) = [ (bl 20+ fo.w))ode

(How),0) = [ (it 2 u))ode

Q
Observe que, se existe uy € Wy (Q) de modo que (I — H)(up) = 0, temos que 1y é uma
solucdo para o problema (FP;), pois ug serd um ponto critico para o funcional J;.

A seguir, apresentamos um tipo de condicao de compacidade necessaria no desenvol-
vimento da teoria que pretendemos utilizar.

Dizemos que um operador T : £ — E’ satisfaz a condigao (5, ), se para qualquer
sequéncia (u,) C E tal que u, — g e limsup(T(u,), u, — up) < 0, tivermos a menos de
subsequéncia que u,, — uy em F. B

Devido a Proposicao 3.2, para podermos calcular o grau dos operadores J; e J/, neces-
sitamos que eles sejam limitados, demicontinuos e que satisfacam a condi¢ao (S;). A demi-
continuidade decorre do fato que os funcionais .J; e Ji, sio de classe C'(W,”(Q),R). Ainda
pelo referido fato, teremos que J; e J;, sao operadores limitados, ou seja, se X C VVO1 P(Q)
for limitado, entdo J;(X) e J;, (X) sdo limitados em WP (Q).
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Assim para calcularmos o grau de J; e J{,, pela decomposicao dos mesmo nos opera-
dores I, H e H,, basta garantirmos que os referidos operadores satisfacam a condigao (5 ).
Entretanto, devido ao Lema 3.19 basta garantir que o operador I; satisfaz a condicao (S)
e que os operadores H e H, sejam compactos de T/VO1 P(Q)) em W‘l’p'(Q). Primeiramente,

vamos mostrar que [; satisfaz a condi¢ao (S, ) independente do t € R.

Lema 2.1 Suponhamos que as condi¢oes (h1) e (h2) sejam vdlidas. Entao, para cadat € R,
o operador I, : Wy P(Q) — W~ (Q) satisfaz a condicio (S.).

Demonstragio. Fixemos t € R qualquer e sejam (u,) C WyP(Q) e ug € W,y (Q), onde
Up, — ug e lim sup(ly(uy,), u, —ug) < 0. Como I;(up) é um funcional linear continuo e u,, — uy,

n—00
segue que

lim sup (/¢ (uo), u, — up) = 0.
n—o0

Assim, pela rela¢do acima e as condigoes que (u,) e ug satisfazem, temos que

0 > limsup(/¢(un) — I¢(uo), un — uo)

n—oo
= lim sup / (IVu, [P 2Vu, — [Vu P 2Vuo)V (u,, — ug)dz — /(tqzﬁ + g)(uy, — up)dx
n— 00 (o) Q

n—oo

= lim sup (/|Vun]pdx—/|Vun\p_2VunVu0dx—/|Vuo|”_2Vu0Vundx+/ ]Vuo\pdx) :
0 Q Q Q

No entanto pela desigualdade de Holder (veja Lema 3.16) e a estimativa acima, obtemos que
0> ﬁmjup(Huan’*1 = [Juol =) ([t = [luol[) = 0.
Como W, () é um espaco de Banach reflexivo e u, — ug segue que u,, — uy em W, ?(Q),

o que conclui a justificativa deste resultado. [ |

. _ / .
Consideramos em W17 (Q2) um espago normado com a seguinte norma

I Tlw-10@) = sup (T, v)].

o
VEWLP(Q) [[v]
Dizemos que um operador I : Wol’p(Q) — W= (Q) é compacto de Wol’p(Q) em W' (Q)
quando para qualquer sequéncia (u,) C Wy?(Q) tal que u, — up, com uy € Wy7P(Q),
tivermos que |[I'(un) — I'(uo)|lyy-107(q) = o(1). A seguir mostraremos que os operadores
H e H_, definidos previamente, sdo compactos de W, () em W1 ().

Lema 2.2 Suponhamos que a hipdtese (h3) seja vdlida. Entio H, H, : Wy*(Q) — W19 (Q)

sao operadores compactos.
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Demonstragao. Seja (u,) C Wy (Q) e ug € Wy (Q) onde u, — ug. Desse modo,

[[H (un) = H(uo)llw-10@) = sup 7= |(H(un) = H(uo), )]
vEWSP(Q) ||U||
< sup /|h |un|q 2un |u0|q uO) |dl‘
veEWy? Q)H vl

sup ||v||/‘ x,up) — f(z,ug))v|de.

vEWl P(Q)
Observe que pela desigualdade de Holder (veja Lema 3.16) e da condicao (h3) temos que

q

¥ vy
ot Ll 2, =l 2uelde < ol ([ [l o)l

< Sl — ol 2wl 2,

onde a tultima estimativa decorre pela imersao de Sobolev (veja Lema 3.14). Pelo Lema 3.13,

1 o .
o fato de que u, — up em W, " (Q) e a estimativa acima, decorre que

1 _ _
o] L el 2ol = o) 21)

Agora, pela desigualdade de Holder (veja Lema 3.16), imersdes de Sobolev (veja

Lema3.14), continuidade da nao-linearidade f e por u, — wug, segue que

ﬁ /Q|(f(:ic,un)_f(3:,uo))v\dx < C||f(x,un) — f(x,uo)|]r = o(1), (2.2)

para algum r € (1,p*) e alguma constante C' > 0 que nao depende de n € N. Portanto
pelas relagoes (2.1) e (2.2), obtemos que |[H (u,,) — H(uo)||y-1.7 () = 0(1) 0 que garante que
o operador H é compacto de W, 7(Q) em W1 (Q).

De modo similar, pode-se verificar que H, é um operador compacto de VVO1 P(Q) em

W17 (Q). -

Ressaltamos que por H e H, serem compactos de W, ?(Q) em W% (Q), temos que
os operadores —H e — H, também sio compactos de Wy"(Q) em W1 (Q). Assim para
cada t € R, devido o Lema 2.1, temos que [I; satisfaz a condi¢ao (S5 ) e ainda, acabamos de
justificar que —H e — H, compactos de Wy (€2) em W% (Q), entdo pelo Lema 3.19, segue
que J; =1, — H e Jyy» = Iy — H, satisfazem a condic¢ao (Sy). Dessa forma para cada t € R,
devido a Proposicao 3.2, podemos calcular o grau para os operadores J; e J/,, no intuito
de encontrar mais solugoes para o problema (P;). No entanto, para determinar o grau dos
referidos operadores, necessitamos algumas estimativas da norma de eventuais solugoes do

problema (P;).
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2.2 Estimativas a priori

Nesta secao pretendemos estabelecer algumas estimativas a priori das possiveis solugoes
do problema (F;), as quais sdo necessarias para o cdlculo do grau dos operadores J; e Jj,.
Estimativas a priori consistem em resultados sobre propriedades de solucoes para o problema
(P;). Além disso, como existe a dependéncia do parametro ¢ nas solugoes do problema (F;),
as estimativas a priori nos proporcionarao propriedades referentes a tal parametro.

A seguir, apresentamos algumas propriedades referentes ao operador p—Laplaciano,

sua justificativa pode ser encontrada no trabalho de Mawhin [22].

Lema 2.3 O operador p— Laplaciano definido por

—A, WP (Q) — W (Q),
<—Apu,v>:/\Vu|p2Vu.Vvd:c,
Q
¢ limitado (isto é, mapeia conjuntos limitados em conjuntos limitados) e continuo. Além

disso, —A, € bijetivo com inversa, a qual denotaremos por J# , a qual € também limitada e

continua.

Na sequéncia, apresentaremos um resultado devido a Ladyzhenskaya e Ural’tseva [21],
0 qual serd 1til para garantir a limitacdo de ||u_||s para qualquer u € W,”(Q) que seja
solugao do problema (F;).
Lema 2.4 Suponha que v € WYP(Q) N L™(Q) admite ess n%%xu(x) limitado e sejam

k> K > ess max u(z), onde a sequinte desigualdade € satisfeita

P M

1
/ rvmpdarﬂ(/ Iu—klld> +7 Y ki (med(Ay)) TR
Ay, Ay i—1

sendo A = {x € Qu(x) > k},7,1,0; e M constantes positivas. Suponha também que

[>pe>0ep<a; <egr+p. Entao, ess max u(x) nao excede uma constante que depende
de 7,1, a;,6i(i = 1,...,M),p,//<\:,r,med(§2), e ou norma de ||u|[p1(a,) (para r < p*) ou da
Lr(A) (para v > p*).

norma ||u|

Inspirados no trabalho de Miotto [23], iremos garantir que qualquer solucao de (P;)

possui norma da parte negativa limitada em L>((2).

Lema 2.5 Suponha que sejam vdlidas as condi¢oes (hl) — (h3) e (h5). Para cada ty €
R, existe uma constante M > 0 tal que para todo t > to, se u; € solucao de (P;) entdo
[up—]oo < M.
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Demonstracao. Fixado ¢ty € R, consideramos para todo t > ¢y e u; € VVO1 P(€)) uma possivel
solugao do problema (P;), ou seja, J(u;) = 0. Como (J/(us), —us—) = 0, segue pelo Lema 3.2

que
llu—||P = /huf_dx—/f(m,u)ut_dx—/(tqﬁ—l—g)ut_d:v
Q 0 Q
< /hufdx+(n1+8)/ufdx+05/utdx—/(thJrg)utd:c,
0 Q 0 "

onde € € (0, \; —m;) e C5 é uma constante positiva. Pela desigualdade de Holder (veja Lema

3.16) como t > t, segue que

e[ < ARl eI+ On + w5 + Csluel + ol [0l [Jue{ly + 1gllor] [u-lo

(m+e¢)
A

onde a ultima estimativa decorre das imersoes de Sobolev (veja Lema 3.14) e desigual-
dade de Poincaré (3.12). Considerando K; = 1 — (’7;—1“5), Ky, = S,||h|lyy > 0 e ainda
K3 = S1C5 + S, ltol||#l] + Ss|lgllor = 0, entao obtemos para cada t > tg que

< Syl ffu* + [fue|IP + (51C5 + Sultoll|¢l] + Sollgller) el

K lfug||” < Kollug || + Ks[[u]].

De modo similar ao realizado na Observacao 1.3, temos que w;— € limitada em I/VO1 P(Q),

independente do t > tg, ou seja, existe C' > 0, onde ||u,_|| < C independente do t > t,.
Vamos agora a partir do Lema 2.4, justificar a limitacao de (u;—) em L*>(2) indepen-

dente de t > t;. Para tanto, seja k= 1ce para todo k > /15, consideramos

A = {x € Q;u;—(z) > k}. Entao pela definigdo do conjunto Ay, segue que

/ \Vu,_[Pdz=— | |Vu|P>Vu,V(us- — k)dz=— | |Vl >V, V(us_ — k), dx.
Ag Ag Ag
Agora, uma vez que u; ¢ uma possivel solugdo do problema (P;), pela relacdo estabelecida

acima, fazendo o uso do Lema 3.2, para ¢ € (0, \; — 1), independente do t > t;, temos que

—/qut|p_2VutV(ut_—k:)+dx = —/ (Rlue| P+ f (2, w) +top+g) (ue — k)da
Q Ag

< (m+e) |ut_\p_2ut_(ut_—k)daz+05/ u_ kP Pdx
Ak Ak

ool (ur —k)da+ \g\(ut—k)dzz:—l—/ B s |d
Ak Ak

A
= Lh+L+I1Is+1,+ Is.
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Entao fazendo uso da desigualdade de Young generalizada (3.10), obtemos estimativas

para as integrais antecedentes. Para estimar I; consideramos a = |us_ [P"%u;_,

b= (u_ —k)d= p Led =0, > 0, enquanto que para I, assumimos a = w,_k P, b = kP,
k),d="t> L e § =03 >0, enquanto
ed =04 > O e para ]5 serd utilizado

Loeq = , temos que

d= % ed =09y >0. Ja para I3 sejam a = [top|, b = (us— —

que para I consideramos a = |g|,b = (u;— — k),d = I’Tl
a=lu_|1b=1[h|,d=1ed =35> 0. Assim, se denotarmos p' =

L

1 1 \7
/ |V, [Pde < (771—|—€)§1/ ]ut]pda:—l——( ; ) / lu,— — k|Pdx
Ay, Ay, p \p'o Ay,
/

1 % 1 /
+0 / | Pk pdm+( ) ( >/<:pp/ dx
Ay, 02 Ag,

) \ut, — kPdz

+(53‘t0‘p/ |¢’p dx + — (
Ag
+0, |g|p dr + - ( ) / w— — k|Pdx
Ay
q 1 ’
—|—55/ |u— |Pdz + ( ) (— / |h|7 dx,

ou ainda, pela estimativa acima e a desigualdade de Holder (veja Lema 3.16), obtemos

Ag

1/1\7 [ 1 1 1
+ (—) ( 7+ + ) [ — klPdz
p p 611)/ 55?/ 551 Ak

1
o

+ (i) (l) k;pp’+53|t0|p’( |¢|”d:r) med(Ay)
PO2 p Ay

[ o! % q 1 ¢ ’ %
+ |04 / gl7dx ) +(—) |5 / |h|" dx
i Ay Y05 ) \ Y Ay

52:)\1kn 53—1{37’

/ \Vu_ [Pdz < ((771 +6)8y + kP + 55> |us_ |Pdx
A

med(Ag).

P2—"7
p—1

Consideramos agora as seguintes constantes 6; = m, , 04 =k

.2
e 05 = Alk%, com 7 > p?. Assim, pela desigualdade de Poincaré (3.12) e a estimativa

acima, temos para todo t > ty que

2
-n

v | uPde < vy | ue — k[P + vsmed(Ay)k v
Ak Ak




1 g knfpf L1\ 7
— _ 1 _FF kP — 11
onde 1 1—4 1 1 , Vo - (p,)

o 1
v

’

o= [ () () e (o (3) (1) ] e

como k >k e por n < p?, temos que v; > i. Considerando 7 = 4 max{vs,v3} > 0, obtemos

independente do t >ty que

P2—7I

|Vu_[Pde <7 | |w— — k[Pdx +Fmed(Ag)k 71 .
Ap A
Agora pelas imersoes compactas de Sobolev (veja Lema 3.14) e o fato de w;— ser

limitada em W, 7(Q) temos que

||ut—||r < STHut—H < 67

independente do t > t;. Assim pelo Lema 2.4 com ¢ =r,l =p,M = 1,61 = 2 oy = % €
(p, s +p) e 7 =7, obtemos que existe C' > 0, de modo que ||u;_ || < C, independente do
t> to. -

Inspirados no trabalho de Arcoya e Ruiz [7], a seguir justificaremos o principal resul-

tado desta secao.

Proposigao 2.1 Suponha que sejam vdlidas as condigoes (hl) — (h3) e (hb). Dado ty € R,
existe Ry > 0 tal que para todo t > to o problema (P,) ndo admite solu¢io u; € Wy™P(Q) com
|wel| = Ro

Observagao 2.1 Devido a Proposi¢ao 2.1 existem constantes R,}A% > 0 tais que se u; €
WP (Q) € solugio do problema (P,), entio ||w]| <R et < R.

Demonstragao da Proposicao 2.1. Suponha por contradicao que exista uma sequéncia
(u,) C WyP(9) de solucdes dos problemas (P,,) tais que ||u,|| — 0o e t, > to. A partir de

argumentos similares aos utilizados na demonstracao do Lema 2.5, pode-se justificar que a

sequéncia (u,_) é limitada em VVO1 P(Q2), para todo t,, > ty. Consideramos w,, = - entao

[lunll”

como (u,) é solucdo de (P, ), temos que

A w. — h|un|q_2un f(x,un) th@ g
P Pt [Jual P ([P ] [P

(2.3)

Observe que pela condi¢ao (hb), para cada € € (0,172 — A1), existem constantes C1,Ci2 > 0

tais que para todo s > 0, temos

(2 — s)sp_l —Cn < fz,s) < (s + s)sp_l + Cp q.t.p. x € Q.
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Logo pela estimativa acima e pelo fato de ||u,_ ||« ser limitada, existe uma constante C' > 0

tal que

C

¢ fwu) |
I

[l [P~ fun| P

< (13 + &) lwa (@) +

(112 — &) [wn (@)~ = (2.4)

Desse modo, pela estimativa acima segue que (IIJ:L(:\’IT:Q) é limitada em L” (Q) e entdo pelas

imersdes compactas de Sobolev (veja Lema 3.14), é também limitada em W =52 (Q).

, A~ . e s . 1 .
Como (w,) é uma sequéncia unitaria em Wy"*(Q2), devido ao Lema 2.3, segue que

T 1 , . h q—2 ~
—A,w,, é limitada em W17 (Q). Além disso, temos que 17;‘|‘p_7f" ¢ qu-fp=T sdo operadores
n n

limitados em W~ (Q), pois pela desigualdade de Holder (veja Lema 3.16), as condicdes
(h2) e (h3) e 1 < g < p, nos permitem concluir, para toda ¢ € W,?(Q) que

hluy,| B
/||un||p1 /H et = ol

Logo, pela expressao (2.3) segue que W é também limitada em W% (Q). Dessa forma,
tnd

[[un|lP—1

Por outro lado sendo .# o inverso do operador p—Laplaciano, pela expressao dada

existe ¥ > 0 de modo que =¥+ o(1) a menos de subsequéncia.

em (2.3) podemos escrever

hnq_2n y 'n t?’L
ol fo) b o)

[l [P~ P71 fun] P71 w2

Wy = A ( (2.5)

Devido ao Lema 2.3, temos que # : W17 (Q) — W, P() é um operador continuo e pelas
imersdes compactas de LP'(Q) em W17 (Q), temos que .# ¢é um operador compacto de
L¥(Q) em W,?(Q). Mas pela limitacdo do argumento de .#  dado na expressio (2.5) em
L (Q), decorre que existe wy € Wy ?(Q) tal que w, — wy a menos de subsequéncia em
Wy (Q). Pelo fato que ||u,_|| < C, segue que wy > 0. Assim, para cada 0 < ¢ € W, 7(Q),

pela relagao (2.3) e pela estimativa (2.4), temos que

h/ nq_2 n
/’V@U‘p_sznvwd% > /M—u@daij (2 — /‘wn|p Yodr — T ﬁp l/gpd:v
Q TL

| nHP '

o n|| 1*"‘“”*/ Tan 1

Assim pelo fato de w,, — wy, pelas condigoes (hl) — (h3) e como 1 < ¢ < p, podemos

concluir que

/|ng|p2Vw0Vg0d:c2 (772—8)/ |w0\p2w0<pda:+/19g0d:c,
0 0 0

para toda 0 < ¢ € Wol’p(Q), ou seja wy € Wol’p(Q) ¢ uma solugao nao-negativa da seguinte
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equacao

—pro Z (7]2 — €)|UJ0|p_2U}() + 19,

o que é uma contradigdo, pois pela identidade de Picone [3] nao existe uma solucao para
a equagao acima com € < 72 — A;. Dessa forma, existe R > 0 tal que dado ¢ty € R, se

u; € WiP(Q), entéo |Jug|| < R para t > to, o que conclui a justificativa do resultado. -

2.3 Meétodo da sub e supersolucgao

Estabelecidas as estimativas a priori necessarias, a seguir realizamos algumas consi-
deragbes a cerca da existéncia de subsolugoes para o problema (P;) e apresentamos o método
da sub e supersolucao que serd utilizado neste trabalho.

Diremos que u € W,?(Q) é uma subsolucio para o problema (P;) quando

—Apu < hlu|"?u+ f(z,u) +td + g em €.

Além disso, diremos que u € VVO1 P(2) é uma supersolugao para o problema (F;) se
—Au > hla|*u + f(z,u) +tg + g em .

Temos o intuito de obter um resultado a cerca da existéncia de subsolucoes para o

problema (FP).

Proposigao 2.2 Suponhamos que as hipdteses (h1) —(h3) e (hb) sejam vdlidas. Para quais-
quer w € CH(Q) et € R, existe u € Cy™(Q) tal que u << w e

—Apu < hlul"?u+ fz,u) +to+g em Q.

Demonstragao. Fixamos w € C’&(ﬁ) e t € R quaisquer. Pelo Lema 3.2, para cada

e € (0, \; — np), existe uma constate positiva C' tal que
f($7 S) Z (770 + €)|S|p_28 - Ov (26)
para todo s < 0. Consideramos, o seguinte problema auxiliar

—Apu = hlul"Pu+ (o +e)|uffPu—C+tp+g em  Q,
(Prc)

u = 0 sobre 01},

onde pode-se supor que C # t¢ + g, considerando C' maior se necessario. Afirmamos que o

problema acima possui solugao fraca nao-trivial. De fato, para garantir a existéncia de uma
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solucao para tal problema usaremos métodos variacionais. Para tanto, definimos o funcional

I WP (Q) — R da forma

No + €

1 1
() = Sl - —/ Blultdz — / P dz + /(c 16+ g)uda.
b q.Jq 9) Q
1p

Pode-se justificar, que _#; é um funcional de classe C'(W,"(Q2),R), o qual é coercivo e
limitado inferiormente em X = {u € W,?(Q);||u|| < R}, com R > 0 dado no Lema 1.1.
Ainda pode-se garantir, que o funcional _#; satisfaz a condicao (P.S) de nivel ¢, para qualquer
nivel de energia ¢ € R, de modo similar ao realizado na justificativa para o funcional J;.

Observe que

0= _#(0) >inf{ Z(u);u e X} = .
Dessa forma, pelo Principio Variacional de Ekeland (veja Teorema 3.1) existe vy € Wy (9)
tal que _Zi(vo) = co < 0e #/(vy) =0, ou seja, vy é uma solucao para o problema (3.11) com
nivel de energia nao-positivo.
Afirmamos que podemos considerar a constante C' > 0 grande o suficiente de modo
que u << w. De fato, sejam (C},) uma sequéncia tal que C;,, — oo, com C,, > 1 e (u,) uma

sequéncia de solugoes para o problema

{ —Apuy, = hlun| T2 u, + (o + &) |unPPu, — Ch +to+g  em  Q @)
u, = 0 sobre  0f2.
Se considerarmos v,, = 1% , para cada n € N, temos que v,, é solu¢cao do problema
o7
_Apvn = C% hlvn|q_27)n + (770 + €)|Un|p_27]n -1+ t%% em Q?
U, = On sobre  0f).

Agora pelo Lema 3.9, para algum a € (0,1), existe uma constante M > 0 tal que
_ - ~ x La(O L3(O
n 1, = . )
[onllcre@ < M. Assim pela imersao compacta de CH*(€2) < CH7(€2), para qualquer
B € [0,a) temos que existe algum v € C*#(Q) tal que v, — v em C“¥(Q), passando por

subsequéncia se necessario. Desse modo, pelo Lema 3.10 temos que v é solugao do problema

—Ayu = (no+e)|ofP?u—1 em €
v = 0 sobre  0f2.

Assim pelo Principio do Méximo (veja Lema 3.11) segue que v < 0. Ainda, pelo Principio do

Miximo de Vazquez (veja Lema (3.12) decorre que v << 0. Observe que
v, = 44— — v << 0, entao un,%f <0eun,8aiyn — —00, quando n — 0.
o

Como u,,w € C}(Q) e C, — 0o, decorre que existe ng € N tal que u,, << w e ainda
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Chn, > C. Considerando u = uy,, por u,, ser uma solu¢do do problema (2.7) e pelo Lema

3.2, com C' > 0 a constante dada neste Lema, segue que

—Apu = BlulPu+ (o + &) [ul’Pu — Cy + 10 + g
< hlu"Pu+ (o + o) |ulfPu— C +td+g
< hlu"u + f(z,u) +to + g.

Portanto u é uma subsolugdo para o problema (P;), com u << w, o que finaliza a

justificativa desse resultado. m

Inspirados no trabalho de Miotto [23], apresentaremos o resultado conhecido como

método da sub e supersolugao.

Proposicao 2.3 Suponhamos que as condi¢oes (hl) — (h3), (hb) e (h6) sdo vdlidas. Sejam
u,u € CH(Q) sub e supersolugdo de (P;) tais que u < em Q e u < 0 < U sobre 9. Entdo
existe u € CH(Q) solugdo de (P,) tal que u < u < em Q e u =0 sobre 9.

Demonstragao. Consideramos os seguintes operadores N; : C}(Q) — L>(Q) dado por
N(v) = hlul"™ + f(z,u) +c[o] v +1é + g,
eT: L®(Q) — CHQ) de modo que T(v) = w se, e somente se, w é solucdo do problema

—Apu+clwfPw = v em
v = 0 sobre 0.

Seja Q; : CH(Q) — CL(Q) definido como Q; = T o N,.

Observe que, pela definicao do operadores );, temos que u ¢ um ponto fixo de ); se,
e somente se, u é uma solugao de (P;). Afirmamos que @; é compacto. De fato, uma vez que
Q: =T o N; e N; é um operador continuo, basta justificarmos que o operador T' é compacto.
Para tanto, consideramos uma sequéncia limitada (u,) C L*() e seja w, = T'(u,), entao

pela definigao do operador T’
— Ay, + §|lw, [P 2w, = u,.

Pelo Lema 3.9, w,, € C1*(Q) com lwnllca@) < C, para alguma constante positiva C.
Ainda, pela imersdo compacta de C1%(Q) — CY#(Q), para 0 < 3 < «a, obtemos a menos de
subsequéncia que w, — w em CY(Q), para algum w € C}(), o que nos garante que T é

compacto.
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Consideramos agora o seguinte conjunto
o ={u € Cy(Q;ur) < u(w) <Tu(x)}.

Observe que &7 é fechado e convexo. Pela condicao (h6) e pelo principio da comparagao (veja
Lema 3.8), temos que Q¢(«7) C &/ e além disso, pelo Lema 3.9 segue que @Q;(.2) é limitado.
Logo, pelo Teorema do Ponto Fixo de Schauder (veja Teorema 3.3) existe u € C3(Q) que
é um ponto fixo de Q, isto é, existe u € C3(Q) solucio do problema (P,) de modo que

u<u<wuem ). -

2.4 Determinando o grau para os operadores J/ e J/,
Nesta sec@o, vamos determinar o valor do grau para os operadores J; e J;, em bolas

com raio suficientemente grande. Inicialmente, estabeleceremos o resultado para o operador

Ji.

Proposicao 2.4 Suponhamos que as condi¢oes (h1}H{h3) e (h5) sejam vdlidas. Dado tg € R,
sendo Ry > 0 obtida na Proposi¢ao 2.1, existe Ry > Ry de modo que deg(J;, Bg,0) =0, para
todo R> Ry et > tg.

Demonstragao. Fixado t; € R qualquer, para todo t > ty e T > E, com R obtido na
Observacio 2.1, consideremos a homotopia Hj : [0,1] x W, ?(Q) — W~ (Q) dada por

Gi(r,u) = 7h(u) + (1 — 7)Ir(u) — H(u).

Afirmamos que H; é admissivel, isto é, existe Ry > 0 de modo que G1(1,u) # 0 para todo
llu|l] > Ry eT € [0,1]. Suponhamos por contradigdo que exista uy com ||ug|| > R, para

qualquer R > Ry tal que G (7,up) = 0. Entéo para cada v € W, ”(Q) temos

0 = <7l(uo)+ (1 —7)Ir(uy) — H(ug),v >
= /Q \Vuo\p2Vu0Vvdx—/Q(h|u0]q2uo+f(:c,uo))vda:—/([rt + (1 —=7)T)¢p + g)vdz.

Q
Assim uy ¢ uma solucao do problema (Pryy(1—7)r), 0 que é uma contradicao, pois pelo Lema
2.1 toda solugao do problema (P;) com t > ¢, satisfaz ||u|| < R. Logo, G; é admissivel e pela

invariancia homotépica do grau, para todo R > R

deg(‘]15,7BR70) = deg([t - Ha BRao) = deg(IT - Ha BRvo) - 07

pois pela observacao 2.1 para T > R nio existe solugao para o problema (P;), o que conclui

a justificativa deste resultado.
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O proximo resultado pode ser justificado de modo andlogo a Proposig¢ao 2.4 conside-

rando H, ao invés de H na homotopia Gj.

Proposigao 2.5 Suponhamos que as condi¢oes (h1)—(h3) e (h5) sejam vdlidas. Dadoty € R
e sendo Ry obtida na Proposi¢io 2.1, existe Ry > 0 de tal forma que deg(J;,,Bg,0) = 0
para todo R > Ry et > tp.

2.5 Resultado do tipo Ambrosetti-Prodi para o pro-
blema (FP;)

Neste momento vamos realizar a justificativa do Teorema 2. Para tanto faremos
uso de métodos topoldgicos citados anteriormente e dos resultados apresentados nas segoes
anteriores.

Inicialmente consideramos o seguinte conjunto

S1 = {t € R;(P,) possui ao menos uma solugao}.

Pelo Lema 2.1, se (P;) tem uma solucao, entao existe uma constante positiva R de modo
que t < R. Entao, o conjunto S; é limitado superiormente. Além disso, S; é nao-vazio, pois
pelo Teorema 1 o problema (F;) admite ao menos trés solugoes para todo ¢t = t,. Agora,

consideramos o seguinte conjunto

S = {t € R; o problema (P;) admite ao menos uma supersolucio u; € Cy*(Q)}.

Observe que, se u € W, () é um solucio do problema (P,), entio via teoria da regularidade
(veja Lema 3.9) segue que u € Cy™®(Q), para algum « € (0,1) e ainda, u é uma supersolucao
para o problema (F;). Dessa forma S; C S.

Afirmamos que a reciproca é valida, ou seja, S C S;. De fato, dado ty € S, pela
definigao do conjunto S temos que existe u supersolugao do problema (P,). Entao a partir
da proposicao 2.2 existe uma subsolucao u € C’é’a(Q) tal que u << w. Logo pelo método
da sub e supersolugao (veja Lema 2.3) existe u solu¢ao do problema (P,,) onde u < u < .
Portanto tg € S; e assim, obtemos que S = 5;.

Afirmamos ainda que S é um intervalo. De fato, se ty € S, entao existe uma super-

solucao uy € Wy*(€2) do problema (P,,), o qual é também uma supersolucio do problema
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(P,) para todo t < tg, pois

—Apug > hluo|"ug + f(z,uo) + tod + g
> hlugl" ug + f(x,uo) + to + g.

Como S é um intervalo e mostramos acima que S = 57, segue que S; também um

intervalo. Além disso, como S; é um conjunto nao-vazio limitado superiormente definamos

t* = sup{t;t € S1}.

Afirmamos que t* € S;. De fato, pela definigdo de supremo existe uma sequéncia (t,) C S
tal que t,, — t*. Como t,, € Sy, para cada n € N, existe u,, € Wol’p(Q) solucao do problema
(P;,). Assim, para toda ¢ € C2°(2), temos que

/ ]Vunlp_QVuano = /(h\un\q_Qun + f(z,u,) + tho + g)pd,
Q Q

independente do n € N, Mas, pelo Lema 2.1 a sequéncia (u,,) é limitada em VVO1 P(Q)) e assim,
existe u* € WyP(Q) de modo que u,, — u* fracamente em W,”(Q). No entanto, como
t, — t* e o operador I;, — H satisfaz a condigao (5, ) para cada n € N fixo, fazendo n — oo

na relagao acima, para toda ¢ € C2°(Q), obtemos que

/ |Vu*[P2Vu*Vp = /(h\u*\q%* + f(z,u") + "¢ + g)pdz.
0 0

Logo u* é uma solugdo para o problema (P;+) e entao t* € S;. Podemos concluir assim que
S1 = (—o0,t*]. Dessa forma, provamos a validade do item i) do Teorema 2, uma vez que
garantimos a existéncia de ao menos uma solugao para o problema (P,) para todo ¢t < t*.

Para justificarmos o item i), observe que pela defini¢do de supremo e pela definigao
do conjunto S;, temos que para todo ¢t > t* o problema (F;) ndo possui solugao.

Por fim, resta justificarmos o item #ii) do Teorema 2. Fixado t € [t_,t,] qualquer,
suponhamos que existam apenas u, us € ug solugdes do problema (P;), pois caso exista outra
solucdo podemos concluir a justificativa do resultado. Consideramos ainda, que (u3) seja um
ponto critico isolado do operador J;, novamente se ocorresse o contrario, para todo R > 0
existiria ur € Bg(us) tal que J/(ugr) = 0, entdo o problema (P,) admitiria a0 menos mais uma
solugao. Entdo, podemos considerar Ry > 0 de modo que ||u; — us|| > Rs e ||ug — us|| > Rs,
sendo 0 < R3 < Rs.

Segue pelos Proposicoes 3.3 e 3.4 podemos afirmar que

deg(J], Bry(us3),0) = 1. (2.8)

Sejam Ry a constante positiva obtida pela Proposicao 2.1, com tg =t_, Ry > Ry e
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R, > Ry as constantes obtidas na Proposicao 2.4 e na Proposi¢ao 2.5, respectivamente e
R3 € (0, Ry] tomado menos se necessario tal que Bg,(u3) C Bg,.

Seja B, = Bg, \ Bgr,(u3) a regido limitada contendo apenas os pontos criticos nao-
negativos J;. Consideramos R > 0 de modo que R > max{Ry, Ry, R;}. Observe que pela

propriedade de excisao do Grau temos

deg(Jng, BR+7 O) = deg(J,er, B+7 0) + deg(Jng, BRs(u3>7 0)

Pela Proposicao 2.5, temos que deg(J;, , Bg,,0) = 0 e ainda, como ug é ponto critico isolado,
segue que deg(Ji,, Bgr,(u3),0) = 0. Assim, pela relacdo acima obtemos que
deg(J;,,By,0) = 0. Mas, como u; e uy sdo os tnicos pontos criticos dos funcionais J; e

Jiy, segue que
0 = deg(J},, B4,0) = deg(J;, B+,0). (2.9)
Além disso, pela Proposicao 2.4 e como R > Ry decorre que
deg(J}, Bgr,0) = 0. (2.10)
Como Bg = By U Bg,(u3) U (Bg \ Bg,, pela propriedade da excisio do grau, temos que

deg(J}, Br,0) = deg(J}, By, 0) + deg(J;, Br,(u3),0) + deg(J}, Br \ §R+, 0),

e portanto das relagdes (2.8), (2.9) e (2.10), obtemos que deg(J;, Bg \ Bg,,0) = —1. Dessa
forma, obtemos uma quarta solugao wuy para o problema (F;), a qual ndo possuimos ferra-

mentas para determinar seu sinal, o que conclui a justificativa do Teorema 2.



Capitulo 3
Resultados abstratos

Nesta secao inicial, serao apresentados alguns resultados técnicos e outros ja bem
conhecidos, a fim de utilizé-los no transcorrer de nosso trabalho. Optou-se por citd-los nesta
etapa, sob o intuito de referencid-los posteriormente, a fim de propiciar uma leitura mais
objetiva. Alguns dos resultados citados a seguir estao justificados, enquanto para os demais

serd indicada uma referéncia onde o resultado possa ser encontrado com maiores detalhes.

3.1 Algumas Estimativas

Nesta secao, apresentaremos e justiﬁcaremos algumas estimativas para a nao line-

aridade f, bem como sua primitiva F, onde F(z,s) fo x,7)dr. Além disso, alguns
resultados serao sobre os truncamentos f, e f_, com
f(z,t), >0, f(z,t), t <0,
z,t) = e f_(x,t) =
flw1) {0, r<o 0 0, >0,

e ainda, suas primitivas F'y e F_, dadas por F (z, s) fo folz,T)dre F_(z,5s) fo (x,7)dT.
Tais resultados serao justificados a partir das condigdes (h4) e (h5), bem como da continui-
dade em €2 x R das nao-linearidades f, f., f_.

A seguir estimaremos F' primitiva de f por poténcias de grau p e r, com r € (p, p*).
Lema 3.1 Pelas condigoes (h4) e (h5), para cada € € (0,\; — p2) eziste uma constante
positiva Cy tal que para todo s € R er € (p,p*)

1
F(z,s) <

5(#2 +¢e)|s|P + Cyls|", q.t.p. x € Q.

37
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Demonstracao: De fato, fixado ¢ € (0, A\; — p2) qualquer, pela condigao (h4), existe § > 0
de modo que

s
8

=
AN

(12 +¢€)sP™, para cada s € (0,6),
fo(x,8) > (u+¢)|s|P2s, para cada s € (—9,0).
Assim, integrando ambas as estimativas acima de 0 a s, obtemos que

1
Fi(xz,s) < =(u2+¢e)s?, para cada s € (0,9),
D

1
F (z,s) < —(pg+¢)|s’, para cada s € (—0,0).
p

Agora pela condigao (hb), existe M > 1 tal que

f+($, 3)

< (n3+¢)sP™t, para todo s > M,
f(x,8) > (n3+¢)|s|P2s, paratodo s < —M,

e entao,
1
Fi(x,s) < (n3+¢)=sP, paratodo s> M,
p

1
F_(xz,s) > (n3+¢)—|s’, para todo s < —M.
p

No entanto, como a fun¢ao s' é crescente para s > 1 e t € (0, 00), segue da estimativa anterior
para r € (p,p*) que

Fi(z,s) < (n3+¢)=s", paratodo s > M,

— S|~

F (z,s) > (n3+e¢)—|s|", para todo s < —M.
p

Caso M < 9, tomando C; = %(773 + ¢), pelas estimativas acima obtemos para todo
s € R, com 7 € (p,p*) que

F(2,5) < (2 + £)sl" + Cas]".

Sl

Suponhamos que § < M. Como f é continua em Qx R, decorre que as nao-linearidades
e f_ sdao também continuas e assim, existem constantes C, C > (0 de modo que
f+ f ) ) q
=~ xX,S ~ — _(x.s —
<) caysepm o< EE) (T vse g

Srfl — ’S 7"728

Logo, pelas estimativas anteriores, obtemos para todo s € [—M, M] que

Flz,s) < %min{a,a}]slr.
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Portanto, considerando C; = }—1?(773 +¢e)+ %min{a ,C}, podemos concluir a validade

do resultado. -

No resultado seguinte, apresentaremos uma estimativa para a nao-linearidade f para

todo valor de s negativo.

Lema 3.2 Pela condigdo (h5), para cada € € (0,1 — 1), existe uma constante Cy > 0 tal

que para todo s < 0 seque que

flz,s) > (m + €)|s|p_2s —Cy, qt.p. x €.

Demonstragao. Dado e € (0, \; —1;), pela condicao (h5) podemos afirmar que existe 6 > 0,
de modo que para todo s < —§, temos
fx,s) > (m +e)ls[P2s.

Além disso, pela continuidade de f em  x R, existe uma constante Cy > 0 d e modo
que —Cy < f(z,s), para cada s € [—9,0]. Dessa forma pela estimativa acima, obtemos para
todo s < 0 que

fx,s) > (m +e)|sfP™?s — Oy,

o que conclui a justificativa do resultado.

No resultado a seguir, vamos garantir que a funcao f pode ser estimada para qualquer

valor de s real.

Lema 3.3 Pela condigdo (h5), dado ¢ € (0, min{n; — Ay, 25 }), eviste uma contante Cy > 0

tal que para todo s € R temos que
fz,s) > (n2 —€)|s|P s — Cs.

Demonstragao. De fato, fixamos ¢ € (0, min{n; — Ay, 252}). Pela condicdo (h5) existe
0 > 0 tal que

f(z,8) > (ny —¢)|s[P~?s, para cada s < —0,

f(z,8) > (n2 —¢)|s[P~?s, para cada s > 4.

Pela continuidade da funcdo f em Q x R, existe C5 > 0 de modo que f(x,s) > —Cs,
para todo s € [—ds, 3], e ent@o, juntamente com as estimativas acima obtemos a validade do

resultado. -
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Na sequéncia, apresentaremos uma estimativa para a fungao F, primitiva de f,.

Lema 3.4 Pela condi¢io (h5), para cada € € (0,m9 — A1) existe uma constante Cy > 0 tal

que para cada s > 0 temos que

(m2 —€)

F . (x,s) >
L (z,5) P

sP—Cy, qt.p. x e

Demonstracao. Fixado € € (0,7, — A1) qualquer, pela condigao (h5) existe § > 0 de modo

que para cada s > 0

(3.1)

Pela continuidade de f, em Q x R, decorre que existe C, > 0 onde f(z,s) > —Ck,
para todo s € [0,0]. Assim,

Fi(xz,s) > —C.s

> —C.4, (3.2)
para cada s € [0,6], onde a ultima desigualdade decorre do fato da fungao g(s) = —s ser
decrescente em [0,0]. Logo pelas relagdes (3.1) e (3.2), basta tomar Cy = C.0. ]

A seguir, vamos apresentar uma estimativa para a funcao F, primitiva de f,.

Lema 3.5 Pelas condi¢oes (h4) e (hb), para cada € € (0,uy), existe Cs > 0 onde para
r € (p,p*) e para todo s > 0 vale que

Fi(x,s) > —(u1 —e)s? — Css", q.t.p. x € Q.

Sl

Demonstragao. Fixado ¢ € (0, 1) qualquer, pela condigao (h4) existe § > 0 de modo que
Fi(z,s) > —(n —¢e)s”, (3.3)

h5) existe M > 1 de tal modo que

e~

—~

para todo 0 < s < d. Agora, pela condicao

1 1
Filw,s) 2 2(m —e)s" = = (m —e)s" (3.4)
para cada s > M e r € (p,p*). Caso M < 4, entao das relagoes dadas em (3.3) e (3.4) basta
tomar C5 = %(772 — ) > 0 para concluirmos a justificativa do resultado.
Entdo suponhamos que 6 < M. Pela continuidade de f, em  x R, existe C* > 0
donde para cada s € [d, M]

*

Fi(x,s)> —TST. (3.5)
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Logo, pelas relagoes (3.3), (3.4) e (3.5) tomando C5 = %(7’]2 —¢) + < concluimos a

justificativa do lema. n

O préximo resultado apresenta uma estimativa para a fungao F_ primitiva de f_.
Lema 3.6 Pelas condigoes (h4) e (h5), para cada € € (0, min{puy,n0}), existe Cs > 0 onde
para v € (p,p*) e para todo s < 0 wvale que

F_(z,s) > —=(u1 —e)|s]P — Csls|", q.t.p. x €.

D=

Demonstragao. Fixamos ¢ € (0, 11) qualquer. Pela condigao (h4) existe 6 > 0 de modo

que
1
F_(z,5) 2 z_v(m —e)lsl, (3.6)
para todo —0 < s < 0. Agora, pela condigao (hb) existe M > 1 de modo que
1 1
F(z,5) > ]—9(770—€)|S|p > —];\770—81\8\73 (3.7)

para cada s < —M er € (p,p*). Caso M < 4, entdo —0 < —M e de (3.6) e (3.7), conside-
rando Cg = %\770 — €| > 0, podemos concluir a justificativa do resultado.
Entdo vamos supor que 6 < M. Pela continuidade de f_ em Q x R, existe C* > 0

onde para cada s € [, =]

*

F_(z,s) > —CT\S\’". (3.8)

Logo, tomando Cg = ]%|170 — e+ <, de (3.6),(3.7) e (3.8) concluimos a justificativa
do lema. |

3.2 Resultados Auxiliares

Nesta secao apresentaremos algumas estimativas, bem como alguns resultados utilizados nas
justificativas dos capitulos anteriores. Comecaremos enunciando a conhecida desigualdade

de Young com e. Para cada € > 0, existe C'= C(¢) > 0 de modo que
ab < ea® + Cb". (3.9)

A estimativa a seguir é conhecida como desigualdade de Young generalizada

d\ T4
ab < Sai + (5> (1—d)b1%d, Va,b>0,de(0,1),6 > 0. (3.10)
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O resultado a seguir apresenta algumas estimativas necessarias para garantir resulta-

dos de convergeéncia.
Lema 3.7 i) Se p € [2,00), entdo
121772 [2] = [yP2lyll < Bulz = yl(l2] + [y])" %, ¥y, 2 € R" e B1 € R;

ii) Se p € (1,2], entao
12177%[2] = [yl"*yll < Balz —yP~, Yy, 2 €R™ e By € R.

O préximo resultado é conhecido como principio da comparagao o qual pode ser en-
contrado em Tolksdorf [26].

Lema 3.8 Sejam u,v € Wy *(Q)'7(Q) satisfazendo

—Apu+ MulP?w > —Ayu+ Av]P em €,
U > v sobre  O0S2.

com X\ > 0, entao u > v em €.
Consideramos o seguinte resultado o qual pode ser encontrado em Arcoya e Ruiz [7].

Lema 3.9 Seja u € W, ?(Q) uma solugio do problema

—Ayu = f(z,u) em
u = 0 sobre 0%,

onde f € uma fungao Caratheodory tal que |f(z,s)] < M(1+ |s|"), para 1 < r < p*. Entdo
u € CY*(Q), para algum o € (0,1) e existe C = C(M) onde ullgra@ < C.

O préximo resultado também devido a Arcoya e Ruiz [7], estabelece um resultado de

compacidade para o operador JZ .

Lema 3.10 Sejam f,, f € L>(2), com ||f,|| < C para alguma constante C > 0 e suponha
que f, — f em WP(Q). Sejam u, = H (f,) e u= H#(f), os quais sio funcies de classe
Ch(Q), onde 0 < a < 1. Entdo u, — u em C*(Q), para todo 0 < B < a. Em particular
H 1 L(Q) — CHB(Q) € continuo e compacto.

O resultado a seguir é conhecido como principio do maximo e pode ser encontrado em
Fleckinger, Hernandez e Thelin [19].
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Lema 3.11 Considere o problema

—Apju = alufPu+f  em  Q,
v, = 0 sobre 0.

/ . , . s .
Para f € LY (), o principio do mdzimo ocorre para esse problema se, e somente se, a < Ay,

sendo Ay o primeiro autovalor de (—A,, Wy (2)).

Na sequéncia, apresentamos um resultado mais conhecido como Principio do Méximo

de Vazquez, o qual pode ser encontrado em Vézquez [27].

Lema 3.12 Sejau € C*(Q) tal que Apu € L2,.(2) comu >0 q.t.p. em Qe A < B(u) ¢.t.p.
em 2, sendo 8 : [0,00) — R continua, nao-decrescente, 5(0) = 0 e ainda f(s) = 0 para

algum s > 0 ou f(s) > 0 para todo s > 0 e a sequinte rela¢ao ocorre

/0 (B(s)) " rds = oo. (3.11)

Entao se u nao € identicamente nula sobre €2, temos que u € positiva em todo §2. Se além
disso, u € CY(Q U {z0}) para algum o € IO que satisfaz a condi¢do da esfera interior e

u(zo) = 0, entdo $%(x9) > 0, onde v € o vetor normal interno a .
12

3.3 Resultados Classicos

Neste momento, apresentaremos alguns resultados conhecidos utilizados ao transcorrer de

nosso trabalho. O préximo lema é devido a Brézis e Lieb [10].

Lema 3.13 Sejam Q2 C RN um aberto e s € (0,00) quaisquer. Suponhamos que (g,) C
L*(Q2), onde g, — g qtp em Q e existe C' > 0 tal que ||gn||1:) < C, para todo n € N. Entdo

1gn = gll7s@) = N9nllzs@) — 9175 @) + o(1)-

O seguinte resultado conhecido por Teorema das imersoes de Sobolev, estabelece
a compacidade da imersao do espago de Sobolev VVO1 P(Q2) em qualquer espaco L", com r

subcritico, e pode ser encontrado em Willem [28].

Lema 3.14 Para U C RY limitado e aberto com fronteira suave, 1 < p < N e 1 < q < p*,

temos que a sequinte imersao

Wy (Q) = LI(U)

€ compacta. Além disso,
[lullg < Sqllull,
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onde S, € uma constante positiva .

Como consequéncia do resultado anterior, apresentamos agora a desigualdade de Poin-

caré que pode ser encontrada em Willem [28].

Lema 3.15 Seja U C RY limitado e aberto com fronteira suave, entdo

YullP
Mo e IVl

wewdr@) ullp

Em particular, se w € WyP(Q) e entdo

1
lully < +—

b < IIVull, (3.12)
1

O resultado a seguir é conhecido como Desigualdade de Holder, o qual pode ser en-

contrada em Evans [18].

Lema 3.16 Sejam U C R™ aberto e 1 < p,q < oo tais que %—l—% = 1. Entao seu € LP(U)
ev e LYU), temos que

[ tuvide = lall ol
U

A seguir apresentamos o Principio Variacional de Ekeland o qual pode ser encontrada

em De Figueiredo [15].

Teorema 3.1 Suponha X um espaco de Banach e ® : X — R um operador semicontinuo

inferiormente e limitado inferiormente. Entdo, para cada € > 0, existe u. € X tal que

Du.) < igl(f<1>+5
D(u.) < ®(u) + ed(ue,u), Yue X\ {u}.

Na sequéncia é apresentado o teorema do Passo da Montanha, onde o mesmo pode

ser encontrado em Rabinowitz [24].

Teorema 3.2 Seja X um espago de Banach, ¢ € C1(X,R), e € X er >0 tal que ||e|]| > r

e

b:= inf o(u) > p(0) =0> p(e).

[full=r
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Entao, para cada € > 0, existe u € X tal que
a)c—e<plu) <c+e,

bl (w)]| <e,
onde
;= inf t
¢ = Inf max (1)),
(&

I':= {7 S C([O’ 1]’X);’7(0) = 077(1) = 6}'

O préximo resultado é conhecido como o Teorema do Ponto Fixo de Schauder o qual

pode ser encontrado em Deimling [14].

Teorema 3.3 Sejam X wum espaco de Banach, A C X fechado limitado e convexo e F :

X — X compacto. Entao F' possui um ponto fixo.

3.4 Operadores Diferenciaveis

Nesta secao pretendemos justificar que os funcionais J;, J;y, J;— estao bem definidos
e ainda, sio de classe C*(W,?(€Q),R), com derivada no sentido de Fréchet. Inicialmente,

vamos mostrar que nossos funcionais estao bem definidos.

Lema 3.17 Suponha que as condi¢oes (hl) — (h4) sejam validas. Entap, para cada t € R,
0s funcionais Jy, Jys, Ji_ : WyP(Q) —= R estio bem definidos.

Demonstragao. Realizaremos a justificativa para o funcional J; e para os demais, a prova

segue de modo similar. Fixado ¢t € R qualquer, temos para qualquer u € I/VO1 P(Q) que

1 P 1 Uy — _
Ji(u) = Z—)/Q\Vzd dx — 5/Qh\u| dx /Qf(a:,u)dx /Q(tqu—g)d:U

Pelo Lema 3.3 segue para todo ¢ € (0, min{n, — Ay, 25 }) que existe uma constante positiva

C5 tal que para todo u € W, 7(Q) decorre que

1 1
Ji(u) < —/ ]Vu|pd:b——/h|u|qu—(772—5)/|u|p_2udx+/ngx—/(t¢+g)dx
Q qJa Q Q Q

p
[lull”

p

[|Ally -
< - T”HUH% — (2 = [ullp ™ + med(Q)Cs — [t|llg]].[ull, — llgllor[ulls
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onde a tltima estimativa decorre da desigualdade de Holder (veja Lema 3.16). Entao, pelas
imersoes de Sobolev (veja Lema 3.14) e desigualdade de Poincaré (veja Lema 3.12), pela

estimativa acima segue que

T — ¢ ul|P Al
i < (1= 22 Y B el s @), ool bl .l

Como u € VVO1 P(QQ), pela estimativa acima obtemos que J; estd bem definido. De modo

similar, pode-se justificar que os funcionais J;, e J;_ estao bem definidos. u

. . . . . . ~ 1
Sob o intuito de justificarmos que nossos funcionais sao de classe C'(W,7(Q),R),
vamos apresentar as nocgoes derivada de Fréchet e Gateuax. Nas definicoes e resultados a

seguir, consideramos U um subconjunto aberto de um espaco de Banach X e ¢ : U — R.

Definigao 3.1 Dizemos que o funcional ¢ tem derivada no sentido de Gateauzr f € X' em
u € U, se para todo h € X temos
1
lim — [¢(u + th) — ¢(u) — (f,th)] = 0.
t—0 t
A derivada no sentido de Gateauz em u é denotada por ¢'(u). Ainda, ¢ € derivavel a Gateauz

em U, se for deriwdvel a Gateuax para todo u € U.

Definicao 3.2 O funcional ¢ possui derivada no sentido de Gateaur f € X' em

u € X quando

_ 1

lim Tl [¢(u+h) = p(u) = {f, )] = 0.
Dizemos que ¢ € derivdavel a Fréchet em U, se for deivdvel no sentido de Fréchet para todo
uwe U. Além disso, ¢ € CH(U,R) se sua derivada no sentido de Fréchet existe e é continua

em U.

Observagao 3.1 A deriwvada de Gateaux € dada por
1
/ 13 - _
(@' (u),h) = }1_>m0 ; [p(u+th) — ¢(u)].

De fato, se ¢ é derivavel no sentido de Gateauz entao,

fim [0+ 1h) — 6(u)] = lim + (6 (u), th)

t—0 ¢

— lim (¢/(u), h)

t—0

= (¢'(u),h).

Proposicao 3.1 Se ¢ possui derivada continua no sentido de Gateauxr em todo U, entao
¢ € CYU,R).
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Demonstragao. Suponhamos por contradicao que ¢ nao possua derivada no sentido de

Fréchet em ug, entdo existe uma sequéncia (h,) C X tal que h, — 0 em X mas

[P(uo + ha) — d(uo) — (¢ (uo), hn)] # 0. (3.13)

y
ha 50 [ Fom|

Observe que pelo Teorema do Valor Médio, para cada n € N, existe 6,, € (0,1) onde

G(uo + hy) — d(uo) — (¢ (uo), hu) = (¢ (o + Onhn), hn) — (¢ (uo), hn)
= <¢/(u0 + Onhn) — ¢/(U0)a hn)
< ¢ (uo + Onhn) — &' (uo)| ]|l

onde a ultima estimativa decorre da Desigualdade de Cauchy-Schwarz. Logo,

¢(uo + hn) — d(uo) — (¢'(uo), hn) ¢ (uo + Onhn) = &' (uo)[[[[Fon]|

. <
hliglo ]| = hliglo 12|
= lim ||¢/ (uo + Onhn) — ¢ (uo)]|
hn—0
= 0,

o que é uma contradigdo com (3.13). Logo, ¢ tem derivada no sentido de Fréchet em qualquer

uel. [ |

A partir do resultado anterior, na sequéncia justificaremos que o funcional J; €
CY(W,7(Q),R) e para garantir que os funcionais J,,, J,_ € C'(W;*(22),R), pode-se mostrar

de modo similar.

Lema 3.18 Suponhamos que as condi¢oes (hl) — (h3) e (h5) sejam vdlidas. Entdo os fun-
cionais H; : Wol’p(Q) — R, com 1 <i <4 definidos por

H, (u)= /Q hlu|tdz, Hy(u)= /Q VulPdz, H(u)= /Q F(z,u)dz, Hy(u)= / (té + g)dx,

Q

sao de classe Cl(WOl’p(Q),R). Além disso, suas derivadas no sentido de Fréchet sao
(H(u),v) = q/Qh\u]q_qudx
Hy).0) = p [ [VupVaVods
Ew).0) = [ ot
Ew).0) = [ o+ gds
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Demonstragao. Pela Proposicao 3.1, basta justificarmos que os funcionais H;, com 1 <1 <
4 possuem derivada continua no sentido de Gateaux em W, (Q). Consideramos para cada
s> 1 as funcoes G : O x RY - R e G, : O — R dadas por

|yl y
G(z,y) = p/ kPl dk e Gy(z,y) = s/ K k. (3.14)
0 0

Para quaisquer u,v € Wy () e para cada [ € (0,1) temos

H; (u + lv) — H; (u) / h[Gq(:v, u+ ) — Gz, u)]

_ d
! I s

l l dx,

Hs(u + lv) — Hs(u) _ / F(z,u+lv) — F(z,u)
l 0 [

Ho(u + lv) — Hy(u) _ / G(z,Vu+IVv) — G(z, Vu)

dx,

No entanto, para cada = € VVO1 P(Q2), segue pelo Teorema do valor médio que existe 7 € (0,1)

de modo que

| Gy (z, u(z)+lv(x

l)) — Gz, @)l _ Jlh(@)| |u(x) + Tlo() | v ()]

l
< Clh(@)|(Ju(@)[?+v()|") € L1(Q),

()

para algum C' > 0 que nao dependente de u e v, onde a ultima desigualdade segue da relacao

(3.9). De modo similar obtemos também que

|G(z, Vu(z) + IVu(z)) — G(x, Vu(x))| p|Vu(x) + 7iVu(z)|P7HIVo(z)|
[ l
C(IVu(@)[+|Vu(@)l") € LH(Q),

IN

Além disso, pela condigao (h5), para r € (1,p*), segue do Teorema do valor médio que existe
7 € (0,1) tal que

[P, ulw) (@) = Flau(@)| _ |f(,u(@) + rlo(@) ()
l - l
< (1L + Ju(@))e()]) € L(9),
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para algum C' > 0 independente de u e v. Temos entao pelo Teorema da convergéncia

dominada de Lebesgue

dx

lim Hy (u + lv) — Hy(u) _ / b lim Gy(z,u+lv) — Gz, u)
1-0 l q =0 l

= q/h|u|q_2uvdx,
Q

lim Hy(u + lv) — Hy(u) _ / lim G(z,Vu+IVv) — G(x, Vu)dx
1—0 [ q 1=0 l
= p/ |VulP~2VuVo dr,
Q
=0 l Q=0 [
= f(z,u)vde.

Q

Além disso, temos que

H lv) —H

lim (ut ) 10 = /(t¢+g)vdx.
1—0 l Q

Observe que o operador H é continuo, pois ¢ um operador contante. Desse modo, resta
mostrarmos que os operadores H/ sdo continuos para todo 1 < i < 3. Seja (u,) C Wy(Q)
uma sequéncia tal que u, — u em WyP(Q) e entdo, vamos garantir que H(u,) — H,(u).
Segue do Lema 3.7, a desigualdade de Holder (veja Lema 3.16) e as imersoes de Sobolev (veja
Lema 3.14) que

/ / 1
[ (un) —HG (u) || = sup ol

VEWLP(Q) |v]]

1
< swp o [ a2, [l o
et o Tl Ja

|< HEj (un) — HE (u), v >|

1
<C swp —3/wm—m“mm
Q) 1vl| Jo

vEW()l’p
< O||hlly||un — ul[*,
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o que mostra que H) é continuo. Segue pela relagao 3.7 que

1
[HS () —Hy(u)[| = sup ==

|< H(un) — Hy(u), v >|
vEW LT (Q) [|]]

IA

1
sup —/ |V, |P~*Vu, — [VulP*Vu| [Volde
() o]l Jo

UEWOLP

1 _
C sup —/ IV, — V| (V| + [Vu|)P~? | Vo|dz
VEWIP(Q) ||U|| Q

1

<C swp —/ IV — V| (Va2 + [Val?~?) [Volde
veEW () o]l Jo

< Olun = ul| (|Jun] P72+ [|ul[P72)

onde a tltima relac¢ao segue pela desigualdade de Holder (veja Lema 3.16), o que mostra que

H, é continuo. Agora pelo Lema 3.7, a desigualdade de Holder (veja Lema 3.16 e as imersoes
de Sobolev (veja Lema 3.14) temos que
!/ ! 1

[ H (un) —Hy(u)|| = sup

vEW, () [|v]]

1
< sup“DTEJTjQ|f<x,un>—-f(x«uﬂhAdm

UEWOI’p

| < H(un) — Hy(u),v > |

T

SC(AU@ww—f@mWM>7

para algum r € (1,p*), o que mostra que Hj é continuo, concluindo a justificativa do resul-
tado. u

3.5 O Grau de Brower

Neste momento iremos apresentar o Grau de Brower e algumas de suas propriedades,
o qual é definido para operadores de dimensao finita. O Grau de Brower pode ser encontrado
Ambrosetti e Malchiodi [4] e ainda em em Deimling [14], bem como as justificativas das pro-
priedades que em seguida citaremos. Tais propriedades sao importantes, pois as utilizaremos
na construcao da generalizacao do Grau de Leray-Schauder, que é o aplicado neste trabalho.

Consideremos nesta secao {2 um subconjunto aberto do R™, com fronteira 02,
f : Q — R™ uma aplicacdo continua e p uma ponto de R” de tal modo que p ¢ f(9D).
A cada tripla (f, €, p) satisfazendo as condigoes recém citadas associaremos um nimero in-
teiro deg(f, 2, p), chamado de grau de f e que possui as seguintes propriedades:
(P1) Propriedade da Solugao: se deg(f,2,p) # 0, entao existe z € Q tal que f(z) = p.
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(P2) Decomposigao: se € N Qy = () entdo

deg(f7Ql U QZap) - deg(f? th) + deg(f’ QQup)‘

(P3) se h é uma homotopia admissivel, entao deg(h(},-),2, p) é constante com relacao a

A € [0,1]. Em particular, se f(z) = h(0,2) e g(x) = h(1, x) entdo deg(f, 2, p) = deg(f,Q,p).

Observagao 3.2 Uma homotopia é uma aplicacio h € C([0,1] x Q,R"). Ainda, uma ho-
motopia é dita admissivel quando h(\, x) # p, para todo (X, z) € [0, 1] x 9.

(P4) Propriedade da excisao: seja €y C © um subconjunto aberto tal que f(x) # p, para
todo x € 2\ Qo. Entao deg(f,Q,p) = deg(f,Qo,p).
(P5) Continuidade: se f, — f uniformemente em Q, entdao deg(fi,Q,p) — deg(f,Q,p).

Além disso, deg(f, €2, p) é continua com relagao a p.

3.6 A Generalizacao do Grau de Leray-Schauder

Como ja mencionado em nosso trabalho, o Grau de Leray-Schauder pode ser encon-
trado em Ambrosetti e Malchiodi [4] e Deimling [14]. A parti de tal teoria, nos preocupare-
mos em construir a generalizagao deste Grau, o qual é o objeto de estudo em nosso trabalho.
Ainda como ja citado, este grau é calculado para operadores do tipo T : X — X', sendo X
um espaco de Banach e X’ o seu espaco dual. Inicialmente, definiremos uma condicao de

compacidade para estes tipos de operadores.

Definigao 3.3 O operador T : X — X' satifaz a condi¢io (S1) se para qualquer sequéncia

(un) C X tal que
Up — U
limsup (T (1), — 1) < 0, (3.15)

n—oo

tivermos que u, — uy em X.

O préximo resultado evidencia que a condigao (S ) representa uma certa condigao de

compacidade para operadores T : X — X'.

Lema 3.19 Sejam T : X — X' satisfazendo a condigio (Sy) e K : X — X' um operador
compacto. Entio T + K : X — X' satifaz a condi¢io (S4).

Demonstracao. Seja (u,) C X uma sequéncia satisfazendo (3.15) para T+ K, queremos

mostrar que u,, — ug em X. Observe que

(K (), un — o) — (K (uo), un — uo)| = (K(un) — K(uo), un — uo)
< [|K(un) = K (uo)||x/|[un = uollx, (3.16)
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onde a ultima estimativa decorre da desigualdade de Cauchy-Schwarz. Segue da relagao dada
em (3.15) que ||lu, — uo||x < oo e, uma vez que K é um operador compacto, decorre que
lim || K (u,) — K(ug)||x» = 0. Logo da relagao (3.16), obtemos
n—oo

(K (up), uy, —ug) = (K (ug), uy, — up) + o(1) (3.17)

Entao pela relacao acima segue que

0 > limsup (T + K)(un), wn — uo)

n—oo

= liznﬁsolip ((T(un), tn — o) + (K (un), un — ug))
= limsup ((T'(uy), un — uo) + (K (uo), un, — uo) +0(1)), (3.18)

n—oo
onde a tltima expressao ¢é validada pela rela¢ao (3.17). Como K (u) é um funcional continuo,

da condicao dada em (3.17) temos

(K (ug), un, — ug) = o(1). (3.19)

Logo, pelas relagoes (3.18), (3.19) e da definigao de o(1), obtemos que

lim sup(T'(uy,), un, — ug) < 0. (3.20)

n—oo
Dessa forma, como a sequéncia (u,,) satisfaz as relagoes dadas em (3.15) para T+ K, vale a
relagdo (3.20) e por hipdtese, o operador T satisfaz a condi¢ao (S, ), podemos concluir que

U, — Ug e o resultado estd provado. u

Vamos considerar agora as seguintes definigoes.

Defini¢ao 3.4 Diremos que T : X — X' é demicontinua quando dada sequéncia (u,) C X

onde u, — ug, tivermos que T'(u,) — T(up).

Defini¢ao 3.5 O operador T : X — X' é limitado em M C X quando T(M N A) € um

congunto limitado para todo conjunto A C X limitado.

Observacao 3.3 Como convergéncia forte implica convergéncia fraca, seque que continui-

dade implica demicontinuidade.

Definicao 3.6 Sejam T*,T** : D — X' aplicagées de classe (S.), com T*(u), T* (u) # 0,
para todo w € OD. Dizemos que T*eT** sido homotdpicas em D quando existe uma familia
de aplicagdes Ty : D — X', com \ € [0, 1], satisfazendo a condicio (Sy) para cada ) € [0,1]
e se vale

(a) T\(u) # 0,Yu € 0D e XA € [0,1], com Ty =T* e T} = T**;
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(b) Para quaisquer sequéncias (u,) C D e A\, C [0,1], onde u, — ug € D e A\, — Ao € [0, 1],

a sequéncia T, (u,) — Ty, (uo).

A Proposicao a seguir nos fornece a definicao de grau de uma aplicacao do tipo T :

X — X', sendo X um espaco de Banach e X’ seu espaco dual.

Proposigao 3.2 Seja T : X — X', com X um espac¢o de Banach e X' seu espa¢o dual,
um operador limitado, demicontinuo satisfazendo a condigao (Sy). Seja ainda D C X um

congunto aberto, limitado, nao-vazio, com fronteira 0D satisfazendo

T(u) # o,Yu € OD.

Entao eziste um inteiro deg(T, D, 0), chamado grau da aplicacio T, onde:

(a) deg(T, D, o) # 0 implica que existe um elemento ug € D de modo que T(ug) = o;

(b) (Propriedade da Invariancia Homotopica) Sejam T\ uma familia de aplicagoes limitadas,
continuas, que satisfazem a condi¢ao (S4) e dependendo continuamente de um pardmetro
real A € [0,1]. Ainda seja Ty(u) # 0, para todo u € 0D e X € [0,1]. Entdo deg(Tx, D,o0) é

constante com relagao a X € [0,1]. Em particular,

deg(Ty, D,0) = deg(T1, D, 0).

Demonstragao. Para justificarmos o item (a), observe que basta mostrarmos que e T'(u) #
0, para todo u € D, entdo deg(T, D,0) # 0. De fato, seja {v; }ieny uma base de X. Definamos
para cada n € N o subespago gerado F,, = [vy,...,v,] e a aproximagao de T' por operadores
de dimensao finita da seguinte forma

n

To(u) =Y (T(u),v;),Yu € D,

=1

onde D,, = F,ND e V; € F é definido por
Vi(v) =V, (Z ozm) =
i=1

comv € X,v= Z%Ui- Observe que, T, (u) : F,, — F! estd bem definido, pois {13, ..., V,;}
i=1
formam uma base para F),. Além disso, T},(u) é uma aproximacao de 7T'(u) pois para qualquer
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v € X temos
(Tw.v) = (T(). 3 o)

— lim (T, (u), v3).

n—oo

Mostraremos que existe ny € N tal que para todo n > ng, a equacdo T, (u) = o nao
possui solucdo em D,,, ou seja, Tj,(u) # o para todo u € D,,. Suponhamos por contradicio
que exista uma sequéncia (ux) C D, com uy, € D,, , para cada k € N e n; — oo quando
k — oo e T, (ux) = 0. Como D é limitada, podemos assumir que (uy) é também limitada e

entao

Uk — U,

para algum uy € D. Além disso, para cada v € D, observe que

o = lim (T, (ug),v)

Ng—>00

n
=l 3T (). 0 Vi)
ng
= lim_ <T(uk), 2_; oziv,->
ny,
= kh_)rgo <T(uk),n£iinoo; aivi>

= lim (T'(ug),v),
k—oo

entdo T'(ug) — o. Seja (wy) C F,, uma sequéncia tal que wy — g, desse modo

T (), e — o) < (T () s — )|+ (T (), w0 = )]
< 1T ) sk = el 4+ (1T o) e o
= o))

pois, uma vez que wy — ug e T'(ug) — 0, segue que ||T(ux)|| = ||wr — upl| = o(1). Como T
satisfaz a condigao (S, ), segue que u, — ug. Logo T'(ug) = o0, 0 que é uma contradi¢ao, pois
T(u) # o para todo u € D.

Desse modo, pelo caso de dimensao finita, deg(T},, D,,,0) = 0, e como lim deg(T},, D,,0) =

n—oQ

deg(T, D, 0), obtemos que deg(T, D,0) = 0, o que prova o item (a).
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Facamos agora, a justificativa do item (b). Sejam v;;cy uma basade X e Ty : D — X',
com A € [0, 1], uma familia de aplicagdes que realizam a homotopia entre T* e T**, conforme
a Defini¢ao 3.6. Para cada n € N, definamos a familia de aplica¢oes de dimensao finita

n

Tam(u) = (Tx(u), v:)V;

i=1
para todo u € D,,, D,, = DN F,, com F,, = [v1, ...v,], onde V; é definido do mesmo modo que
na justificativa do item (a), e também do mesmo modo que o item (a), pode-se justificar que
Ty ¢ uma aproximacao de T}, para cada A € [0, 1] fixo. De modo similar ao realizado no item
(a), pode-se justificar que existe n, € N de modo que para todo n > ng temos 7T} ,(u) # 0,
para todo A € [0,1] e u € OD,,. Logo, pelas propriedades de grau no caso de aplicages de
dimensao finita deg(T ,\,n,D_n, 0) nao depende de A, para n suficientemente grande, e ainda
deg(Ty.n, Dp,0) = deg(Ty ., Dy, 0). Fazendo n — oo, podemos concluir a justificativa do
resultado. [

3.7 Caracterizacao de Ponto Critico Isolado

Nesta secao, iremos apresentar a definicao e algumas propriedades de ponto critico
isoldado para operadores do tipo T': D — X’ demicontinuos, limitados e satisfazendo a
condigao (S5, ), sendo D C X um subcojunto aberto e limitado de um espago de Banach X,
e X' o espaco dual de X. Observa-se que, o conceito de ponto critico que trataremos agora é
distinto do tratado anteriormente, pelo fato de agora estarmos trabalhando com operadores

do tipo T e nao com com funcionais.

Definicao 3.7 Dizemos que uy € X € um ponto critico de uma aplica¢ao T quando T(ug) =

0. Além disso, ug € dito um ponto critico isolado, se for um ponto critico e se existe ro > 0,

onde T'(u) # 0, para todo u € B, (ug) \ {uo}-
Lema 3.20 deg(T, B,,(uo),0) = deg(T, B, (ug),0),¥V 0 <1 < r.

Demonstragao. Fixado r € (0, r9] qualquer, consideremos as aproximagoes por operadores
de dimensao finita T;, de T" do mesmo modo que definidas na demonstragao da Proposicao
3.2 com D,, = F,, N B,.(uyp), podemos mostrar que T, (u) # 0, para todo u € dD,,. Logo, pelo

Grau de Brower, temos que

deg(Tn,D_n, 0) = deg(T,,, F,, N By, (up),0).

Fazendo n — oo na relacao acima obtemos que o resultado é valido. |
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Consideremos agora a definicao de indice de um ponto critico isolado.

Definicao 3.8 O nimero hH(l) deg(T, B, (up),0) € chamado o indice da aplicagdo T no ponto
r—

critico isolado ug e denotado por i(T, ug).
O préximo resultado relaciona o conceito de grau com o de indice.

Proposicao 3.3 Suponhamos que a equagao T (u) = 0 tenha somente pontos criticos isolados
em D e T(u) # 0, para todo w € 0D. Entao eziste um nimero finito de ontos criticos isolados
da equagao T(u;) =0, comi=1,...,0 em D e
deg(T,D,0) = > " ind(T, u;). (3.21)
i=1
Demonstragao. Inicialmente vamos justificar que o conjunto V' de todos os pontos criticos
isolados é finito. Suponhamos por contradi¢cao que V' é infinito, e consideremos uma sequéncia
(u;) C V. Entao, existe ug € D tal que u; — ug, pois (u;)) CV C D e D é limitado. Desse
modo, T'(u;) = 0 para todo i € N e

(T'(u;), u; — ug) = 0.

Como T satisfaz a condicdo (S,) decorre que u; — uo em D. Entdo, pela demicon-
tinuidade de T', obtemos que T'(uy) = 0, o que é uma contradigdo com o fato de existirem
somente pontos criticos isolados em D. Logo, o conjunto de pontos criticos V é finito.

Agora justificaremos a relacao (3.21). J& garantimos que existem uma quantidade

finita wuy, ..., u, de pontos criticos isolados de T em D. Seja p > 0 de modo que as bolas

B,(u;)) € D, com 1 < i < n, sejam duas a duas disjuntas. Observe que, 7" nao possui

n

pontos criticos isolados em D, = DN U B,(u;). Seja {v1,...,v,} uma base de X, tomamos
i=1

a seguinte aproximacao de T por operadores de dimensao finita

n

To(u) =Y (T(u),v:)Vi,
i=1
para todo u € D, ,,, onde D, ,, = D,NF,, = D,N[vy, ..., v,]. Como realizado na demonstragao
da Proposicao 3.2, pode-se garantir que 7T,, esta bem definido, é uma aproximacao para 1" e
que existe ng € N de modo que T, (u) # 0, para todon >ng e u € D, ,,.

Logo, do Grau de Brower temos da definicao de D, ,, que

deg(T,, Dyppn,0) = deg(T,,D,NF,,0)




o7

onde a ultima expressao ¢ vélida pelo Lema 3.20 e pela defini¢ao de D,. Logo, pela proprie-

dade da excisao do Grau de Brower segue da relacao acima que

deg<T'rZ7 DPJU 0) = Z d@g(Tn, BP(ui)a O)

=1

Fazendo n — oo e p — 0 na relagao anterior, obtemos que

deg(T,D,0) = > lim(T, B,(u;),0)

o que completa a demonstracao deste resultado. [

O préximo resultado nos fornece o valor do indice de um certo ponto critico isolado.

Proposicao 3.4 Assumindo que o funcional % : X — R tenha um minimo local ug € X e
que o seu operador derivada no sentido da deriva de Fréchet %' : X — X' seja uma aplicagao
limitada, demicontinua e que satisfaca (S1). Se ug € um ponto critico isolado de F', isto é€,

F'(ug) =0, temos

ind(ﬁ”,uo) =1.

Demonstragao. Como 1y ¢ minimo local, existe R > 0 de modo que

F(ug) < F(v)
para todo v € Bg(ug) \ {uo}. Para cada 0 < p < R definamos
m(p) = inf{.# (u);u € 0B,(uo)},
M(p) = sup{.Z (u);u € 0B,(up)}.

Temos que m(p) > .% (up) para todo 0 < p < R. Entdo definamos ¢(p) = m(p) — % (ug) > 0

e ainda sejam R; e Ry constantes tais que

M(R)) < m(R) — g(f), (Ry) < m(R), Ry < % < g, (3.22)
£ < min {%, 5(];2) } , K1 =% (w) +¢, Kb =m(R) —e¢. (3.23)
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Logo pelas relagoes (3.22) e (3.23) vale que

Ik, = {u € Br(w); ¥ (u) < K1 4+ 2¢} C Bg,,
FKQ = {U - BR(Uo),y(U,) Z K2 — 25} C BR \ BRU
||-# (u)||x > Co em {u € Br(up); #(u) > K}, com Cy > 0.

Sejam {v1, ..., Uy, ...} uma base de X e .%, uma aproximagao de .# por funcionais de
dimensao finita dado por
Fn(c) = Folcr, .y n) = F (v + oo + Coy).
Os funcionais %, estao bem definidos em vizinhas U,, do ponto (c1, ..., ¢,) € E,, onde
E, ={(c1,...,cn) € R" cqv1 + .... + ¢,v, }. Consideremos a seguinte norma em £,
llelle, = ||civr + ... + crunl| x.

Definamos B,,,, = {c € E,;||c||g, < p}. Como %, é uma aproximacao para .# e pelo
Lema 3.20, podemos assumir que para n suficientemente grande e R > 0 suficientemente

pequeno vale que

ind(F',uy) = deg(F', Br(up),0) = deg(Z,, Brn(u),0). (3.24)

Observe que para cada n € N, podemos escolher ¢, > 0 de modo que para todo
c€{c€ Bpn; Fn(c) > K1}

)] 2 e (3.25)

onde |.| é a norma euclidiana em R". Além disso, vale que
FK17n = {C - BR,n; ﬁn(c) < Kl + 28} C BR27’I’L7 (326)
FKQ,TL = {C € BRm,an(U) > KQ — 28} C BR,n \ BRl,n' (327)

Note que pela relagao (3.24) para concluirmos a justificativa do resultado, basta pro-

varmos a seguinte afirmacgao

Afirmagao 3.1 Sejam Z, uma fun¢ao continuamente diferencidvel satisfazendo (3.25), (3.26)
e (3.27) para
R R
Ky— Ky >¢, Ry < 71 < 5 Ko < min{Z(c);c € OBpa(uo)}, Ky > F (uo).  (3.28)

Entao deg(#), Brn(uo),1).
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Demonstragao da Afirmagao 3.1. Seja G, (c) uma fungao de classe C? onde

Zal0) = Gul0)] < &, |Z1(0) = G (0)] < T

para todo ¢ € Bg,,. Temos pelas relagoes (3.25), (3.26) e (3.27) que

{C € BR,n;Gn(C) < Kl + E} C BRg,n: (329)
{C € BR,n; Gn(u) Z Kg — 5} C BR,n \ BRl,n- (330)
G (c)| > % Ve € {c € B Golc) > K, + ). (3.31)

Definamos o conjunto D = {¢ € Bgr,;G,(c) < Ky —¢}. De (3.25),(3.28) e (3.29),
para cada ¢ € 9D e X € [0, 1], segue que

F(0) + MG (c) = F,(0)] # 0.
e ainda temos que %/ (c) # 0, para qualquer ¢ € Bg,, \ D, o que nos fornece
deg(F), Brn,0) = deg(Z), D,0) = deg(G',, D, 0) (3.32)
Desse modo pelas relagoes (3.29), (3.30) e (3.31), decorre que para todo ¢ € 9D e A >0
Hy(c) =c—h(\c)#0.
e existe algum A > 0 onde
Gn(h(A 0) < Ky +e.

Pode-se verificar que Hy(c) é homotdpica a aplicacdo identidade em D e entdo para
todo t € (0, A] temos

deg(Hy, D,0) = deg(Hy, D,0) = 1. (3.33)
Por fim, pelas relagoes (3.32) e (3.33), e pelo fato de valer que

1 = deg(H), D,0) = deg(G.,, D, 0),

podemos concluir a demonstracao da Afirmacao, e garantindo assim, que a Proposicao é

valida. |
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