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Neste trabalho, considerando Ω ⊂ RN (N > 2) um domı́nio limitado suave, através de

técnicas de blow-up e teoria do Grau Topológico de Leray Schauder, pretendemos garantir a

existência de solução positiva para um problema envolvendo o operador p−Laplaciano. Além

disso, empregamos métodos variacionais, como o Teorema do Passo da Montanha, a fim de

estabelecer um resultado de existência e multiplicidade de soluções para o problema com

perturbação

−∆pu−∆qu = λuα + (a(x) + ε)ur

onde 1 < q 6 p < α + 1 < r + 1 < p∗ e os parâmetros λ, ε > 0. A função a(x) ∈ C1,σ(Ω)

(0 < σ < 1) é cont́ınua não negativa e se anula em um subdomı́nio de Ω.

Palavras-chave: (p, q)−Laplaciano. Existência e Multiplicidade de Soluções. Métodos

Variacionais. Grau Topológico de Leray Schauder.
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In this paper, considering Ω ⊂ RN (N > 2) a bounded smooth domain, using blow-up

techniques and the Leray Schauder Topological Degree theory, we intend to ensure the

existence of positive solutions for a problem involving the p−Laplacian operator. Moreo-

ver, we employ variational methods, such as the Mountain Pass Theorem, to establish a

result of existence and multiplicity of solutions to the following problem with a perturbation

term

−∆pu−∆qu = λuα + (a(x) + ε)ur

where 1 < q 6 p < α + 1 < r + 1 < p∗ and the parameters λ, ε > 0. The function

a(x) ∈ C1,σ(Ω) is continuous, nonnegative and it vanishes in a subdomain of Ω.

Keywords: (p, q)−Laplacian. Existence and Multiplicity os Solutions. Varational Methods.

Leray Schauder Degree.



LISTA DE SÍMBOLOS

→ significa convergência forte;

↪→ significa imersão de um conjunto em algum outro;

 significa > mas 6=;

∂Ω representa a fronteira do conjunto Ω;

Ω representa o fecho de Ω;

|A| representa a medida de Lebesgue do conjunto A;

q.t.p. significa em quase toda parte;

η(x) denota o vetor unitário normal externo em ∂Ω e ∂u
∂η

representa a derivada normal de u

na direção de η;

Ck(Ω) = {u : Ω→ R;u é k vezes continuamente diferenciável};

Ck(Ω) = Ck(Ω) ∩ C(Ω)

C1,σ(Ω) = {u ∈ C1(Ω); |u(x)− u(y)| ≤ C|x− y|σ, ∀x, y ∈ Ω}, onde C > 0 é uma constante

e 0 < σ < 1;

C0(Ω) = {u ∈ C(Ω);u(x) = 0, ∀x ∈ ∂Ω}. Analogamente define-se C0(Ω), C1
0(Ω) e C1,σ

0 (Ω).

||u||Ck(Ω) :=
∑
|α|6k
||Dαu||0, onde ||v||0 = max

x∈Ω
|u(x)| e α é um multíındice.

||u||m, ||u||1,m e ||u|| representam normas nos espaços Lm(Ω), W 1,m
0 (Ω) e W (Ω) e são definidas

no Caṕıtulo 3.

f(x) = o(g(x)) significa que lim
x→x0

|f(x)|
|g(x)| = 0. Desse modo, ao mencionarmos que fn = o(1),

estamos afirmando que lim
n→∞

fn = 0.
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Introdução

Neste trabalho pretende-se estudar a existência e multiplicidade de soluções para

problemas da forma {
−∆pu−∆qu = f(x, u) em Ω

u = 0 em ∂Ω
(1)

onde Ω ⊂ RN (N > 2) é um domı́nio limitado de fronteira suave, ∆su = div(|∇u|s−2∇u) e

1 < q 6 p < p∗ sendo p∗ o expoente cŕıtico de Sobolev definido por p∗ = Np
N−p , se p < N e

p∗ = +∞, se N > p. Em nosso caso, a função f(x, u) = fε(x, u), ou seja, representa uma

função que apresenta o parâmetro ε > 0 em algum de seus termos.

Problemas envolvendo o operador diferencial ∆p + ∆q, chamado de (p, q)−Laplaciano,

tem sua origem numa reação geral de difusão

ut = div[H(u)∇u] + c(x, u)

onde H(u) = |∇u|p−2+|∇u|q−2. Em tais casos, u representa a concentração, H é o coeficiente

de difusão e c(x, u) representa o termo de reação que incorpora mecanismos de produção

(ou perda). Estes sistemas tem muitas aplicações na F́ısica, Qúımica, Biologia e nas ciências

relacionadas como Biof́ısica e F́ısica Plasmática.

Devido a sua importância, recentemente, muitas variações do problema (1) estão

sendo estudadas. Para o caso de domı́nios limitados, como o nosso, Yin e Yang [30], em 2012,

e Hsu e Lin [13], em 2014, estudaram o seguinte problema envolvendo uma não linearidade

cŕıtica {
−∆pu−∆qu = f(x)|u|p∗−2u+ βg(x)|u|r−2u em Ω

u = 0 sobre ∂Ω,
(2)

onde 1 < q < p < r < p∗, p < N e p∗ é o expoente cŕıtico de Sobolev usual. No caso de
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[30], para f(x) = g(x) = 1, mostrou-se que existe β∗ > 0 tal que, se β > β∗, o problema (2)

possui uma solução não trivial em W 1,p
0 (Ω). E ainda, se N > p2 e

1 < q <
N(p− 1)

N − 1
< p < max

(
p,
p∗ − q
p− 1

)
< r < p∗, (3)

então existe β∗ > 0 para o qual, se β ∈ (0, β∗), o problema possui pelo menos catΩ(Ω) soluções

positivas em W 1,p
0 (Ω) (aqui, catΩ(Ω) representa a categoria de Lusternik–Schnirelmann

de Ω em si mesmo). No caso de [13], as funções cont́ınuas f e g (em Ω) satisfazem de-

terminadas hipóteses sobre seus valores máximos e as constantes cumprem a relação (3).

Assim, definindo uma variedade Nehari que contém todas as soluções não triviais do pro-

blema (2), os autores mostraram, via métodos variacionais, que para todo β > 0 o problema

tem solução positiva u ∈ W 1,p
0 (Ω). Além disso, existe β0 > 0 tal que, para β ∈ (0, β0), o

mesmo admite múltiplas soluções (porém em um número finito) em W 1,p
0 (Ω).

Ainda quando nos referimos a domı́nios limitados podemos citar os trabalhos [5],

[15], [19], [20] e suas referências. Em [15], os autores estudaram um problema envolvendo o

operador (p, q)−Laplaciano com um termo de convecção µ > 0 e a função f dependente do

gradiente da função. Assim, para 1 < q < p < ∞ e condições adequadas de crescimento da

função f(x, u,∇u), os autores garantiram que o problema
−∆pu− µ∆qu = f(x, u,∇u) em Ω

u > 0 em Ω

u = 0 sobre ∂Ω

(4)

admite uma solução (positiva) u ∈ C1
0(Ω). Para isso, necessitaram estabelecer um novo

prinćıpio de comparação e utilizaram um problema auxiliar cuja solução é positiva e pode

ser comparada àquela do problema (4).

Para trabalhos envolvendo domı́nios ilimitados, podemos referenciar [4], [10], [11],

[12] sendo que, neste último, os autores estudaram o problema subcŕıtico{
−∆pu−∆qu+m|u|p−2u+ n|u|q−2u = f(x, u) em RN

u ∈ W 1,p(RN) ∩W 1,q(RN).

onde m,n > 0, N > 3 e 1 < q < p < N . Para este, mostraram um resultado de existência

utilizando Teorema do Passo da Montanha e um Prinćıpio de Concentração-Compacidade,

uma vez que em domı́nios como RN não há a compacidade das imersões de Sobolev.
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No caso p = q, em 2005, Dong [8] estudou o problema (1) com

f(x, u) = fε(x, u) = λuα − (a(x) + ε)ur,

onde 1 < p < α+1 < r+1 < p∗, λ > 0 e a(x) uma função cont́ınua não negativa, pertencente

a Cθ(Ω) (0 < θ < 1). Além disso,

Ω0 = {x ∈ Ω : a(x) = 0}

é um domı́nio não vazio com fronteira suave, Ω0 ⊂ Ω, e para x ∈ Ω \ Ω0 próximo de ∂Ω0,

a(x) = b(x)[d(x, ∂Ω0)]γ, (5)

onde b(x) é uma função cont́ınua positiva, definida numa pequena vizinhança de ∂Ω0 e

0 < γ 6= p(r−α)
α−p+1

. Neste caso, o autor garantiu a existência de duas soluções positivas distintas

uε e uε, uε 6 uε, para as quais, quando o parâmetro ε → 0, existe uma subsequência ao

longo da qual uε → u em C1(Ω), sendo u uma solução positiva de

(Eλ)

{
−∆pu = λuα − a(x)ur em Ω

u = 0 sobre ∂Ω

A existência desta solução para o problema (Eλ), é garantida no Caṕıtulo 1, através

da demonstração do resultado enunciado abaixo.

Teorema 0.1 Para qualquer λ > 0, o problema (Eλ) possui ao menos uma solução positiva,

exigindo que seja válida a condição (5).

Du e Guo [9], em 2003, estudaram uma variação do problema (Eλ) com α = p− 1 e

garantiram que o problema tem uma única solução positiva se λ ∈ (λ1(Ω), λ1(Ω0)) e não tem

soluções positivas caso contrário. Aqui, λ1(Ω) representa o primeiro autovalor de −∆p sobre

Ω com as condições de fronteira de Dirichlet.

Com a finalidade de demonstrar o Teorema 0.1, buscaremos obter uma estimativa a

priori das soluções de um problema auxiliar, através de uma técnica conhecida como método

blow-up, a qual foi apresentado por Gidas e Spruck [16] em 1981. Este método, usado pela

primeira vez para o caso escalar, é um argumento de contradição, no qual supõe-se a existência

de uma sequência divergente, na norma L∞, de soluções do problema em questão. Assume-se

ainda que, para cada elemento un desta sequência, existe um ponto do domı́nio, no qual este

elemento atinge seu máximo. Com isto, muda-se o enfoque para a análise de não existência

de soluções não triviais para problemas correspondentes em RN , o que é feito utilizando
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os teoremas de Liouville, apresentados por Serrin [26] ou o Prinćıpio do Máximo Forte de

Vazquez [29].

De posse da estimativa desejada, estabelecemos uma relação das soluções deste pro-

blema auxiliar com as soluções do problema (Eλ) através de propriedades da Teoria do Grau

Topológico de Leray-Schauder, a qual nos fornecerá informações sobre a existência de soluções

positivas do problema, obtendo o resultado almejado.

Motivados pelo trabalho desenvolvido por Dong [8], estabelecemos no Caṕıtulo 2, a

existência de soluções positivas limitadas para o problema superlinear

(Pε,λ)

{
−∆pu−∆qu = λuα − (a(x) + ε)ur em Ω

u = 0 sobre ∂Ω,

onde 1 < q 6 p < α + 1 < r + 1 < p∗ e p∗ =
Np

N − p
se p < N e p∗ = ∞ se N 6 p. Além

disso, a função a(x) satisfaz todas as propriedades enunciadas anteriormente para trabalho

estudado por Dong quando p = q. Para isto, uma vez que estamos considerando o caso

subcŕıtico, utilizaremos argumentos variacionais já conhecidos, como o Teorema do Passo da

Montanha em uma versão generalizada, para demonstrar o resultado abaixo.

Teorema 0.2 Para todo ε > 0, existe λε > 0 tal que, para cada λ > λε, o problema (Pε,λ)

possui ao menos duas soluções positivas em C1,σ
0 (Ω) (0 < σ < 1). Além disso, o problema

(Pε,λε) possui ao menos uma solução positiva em C1,σ
0 (Ω) e o problema (Pε,λ) não admite

solução positiva limitada se 0 < λ < λε.

O restante do trabalho está organizado da seguinte forma. No Caṕıtulo 3,

enunciaremos alguns resultados auxiliares importantes que serão referenciados ao longo de

todo este trabalho. Além disso, apresentaremos algumas justificativas de hipóteses dos

teoremas utilizados, especialmente no Caṕıtulo 2, e que foram admitidas como verdadeiras

no interior do texto.



Caṕıtulo 1

O problema sem perturbação para o

operador p−Laplaciano

Vamos mostrar, neste caṕıtulo, a existência de ao menos uma solução positiva para o

problema sem perturbação (Eλ), sob condições adequadas, utilizando técnicas do tipo “blow-

up” para obter estimativas a priori das soluções de um problema auxiliar e Teoria do Grau

Topológico de Leray-Schauder para relacioná-las com o problema original.

1.1 Estimativas a priori

Esta seção tem por objetivo garantir a existência de uma limitação para todas as

soluções do seguinte problema auxiliar

(Eλ,τ )

{
−∆pu = λuα − a(x)ur + τ em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

para τ > 0, o que está representado no resultado apresentado abaixo.

Teorema 1.1 Para qualquer λ > 0, seja u ∈ C1
0(Ω) uma solução positiva de (Eλ,τ ). Então,

existe uma constante C > 0 dependente somente de λ, a,Ω tal que, se valer a condição (5),

0 6 ||u||∞ 6 C em Ω. (1.1)

Antes de sua demonstração, porém, vamos estabelecer uma relação entre o parâmetro

τ > 0 e as soluções do problema (Eλ,τ ), uma vez que a constante de limitação obtida no

Teorema 1.1 não depende desta variável.
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Lema 1.1 Para cada λ > 0, se u ∈ C1(Ω) é uma solução positiva de (Eλ,τ ) então

τ 6 C0

(
max

Ω
u

)p−1

, (1.2)

onde a constante positiva C0 depende somente de Ω0 e p.

Demonstração: O caso τ = 0 é imediato, uma vez que u é solução positiva em Ω. No caso

τ > 0, para todo x ∈ Ω0, por a(x) = 0, obtemos do problema (Eλ,τ ) que, em Ω0,

−∆pu = λuα − a(x)ur + τ > λuα + τ > τ. (1.3)

Considere v ∈ C1(Ω0) a solução positiva de{
−∆pv = 1 em Ω0

v = 0 sobre ∂Ω0

e defina sobre Ω0

wτ :=
(τ

2

) 1
p−1

v.

Note que, em Ω0, pela condição (1.3)

−∆pwτ =
(τ

2

)
(−∆pv) =

τ

2
< τ 6 −∆pu.

Sobre ∂Ω0 temos u > wτ , pois wτ = v = 0 e u é solução positiva em Ω. Assim,{
∆pu−∆pwτ < 0 em Ω0 ⊂ Ω

wτ < u sobre ∂Ω0.

Pelo Prinćıpio de Comparação 3.3, obtemos u−wτ > 0 em Ω0, ou ainda
(τ

2

) 1
p−1

v(x) 6 u(x)

em Ω0. Seja x0 ∈ Ω0 tal que v(x0) = max
x∈Ω0

v(x) = C1 > 0. Então,

(
max

Ω
u

)p−1

>

(
max

Ω0

u

)p−1

> u(x0)p−1 >
(τ

2

)
v(x0)p−1 =

(τ
2

)
Cp−1

1 ,

donde segue o resultado com C0 = 2C1−p
1 . �

Estamos agora em condições de demonstrar o principal resultado desta seção.
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Demonstração do Teorema 1.1: Suponha que, por contradição, a conclusão do resultado

seja falsa. Então, existe uma sequência τn > 0 e un ∈ C1(Ω) tal que un > 0 em Ω e cumpre

(Eλ,τn)

{
−∆pun = λuαn − a(x)urn + τn em Ω

un = 0 sobre ∂Ω,

com Mn := max
Ω

un → ∞ quando n → ∞. Seja (xn) ⊂ Ω de modo que Mn = un(xn). Por

Ω ser compacto, podemos supor, a menos de subsequência, que existe x0 ∈ Ω onde xn → x0

quando n→∞. Introduzimos as seguintes coordenadas

y =
x− xn
ρn

, (1.4)

onde o fator escalar positivo ρn será escolhido posteriormente de forma a cumprir ρn = o(1).

Considere a função blow-up vn dada por

vn(y) =
1

Mn

un(x) =
1

Mn

un(yρn + xn), (1.5)

a qual está bem definida em um domı́nio adequado que contenha a origem. Além disso, para

cada n ∈ N, temos max vn = vn(0) = 1 e

−∆pun(x) = divx

[ ∣∣∇ [Mnvn(y)]
∣∣p−2 ∇ [Mnvn(y)]

]
= divx

[ ∣∣∣∣(Mn

ρn

)
∇vn(y)

∣∣∣∣p−2 (
Mn

ρn

)
∇vn(y)

]

= − Mp−1
n

ρpn
∆pvn(y).

Pela própria definição de vn e utilizando o fato que un é solução do problema (Eλ,τn),

obtemos que vn satisfaz

−∆pvn = λ ρpn M
α−p+1
n vαn − an(y) ρpn M

r−p+1
n vrn +

ρpn
Mp−1

n

τn, (1.6)

onde an(y) = a(yρn + xn). Pelo Lema 1.1, sabemos que τn 6 C0M
p−1
n e por ρn = o(1) temos

0 6
ρpn

Mp−1
n

τn 6 C0 ρ
p
n = o(1).

Deste modo, podemos reescrever (1.6) na forma

−∆pvn(y) = λ ρpn M
α−p+1
n vαn(y)− an(y) ρpn M

r−p+1
n vrn(y) + o(1), (1.7)
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onde an(y) = a(yρn + xn).

Como x0 ∈ Ω e Ω = ∂Ω ∪̇ (Ω \ Ω0) ∪̇ ∂Ω0 ∪̇ Ω0, temos quatro possibilidades de

localização deste ponto limite, as quais serão analisadas separadamente.

1. x0 ∈ ∂Ω.

Mostraremos que este caso não pode ocorrer. Para tanto, devido à hipótese (5), considere

um subdomı́nio Ω1 ⊂ Ω, de fronteira suave tal que

Ω0 ⊂ Ω1, Ω1 ⊂ Ω e a(x) > 0 em Ω \ Ω1. (1.8)

Como xn → x0, temos que existe n0 ∈ N tal que, se n > n0, xn ∈ Ω \ Ω1. Pelo Lema 1.1,

temos que τn 6 C0 M
p−1
n e assim

λuαn(xn)− a(x) urn(xn) + τn 6 λMα
n − a(x) M r

n + C0M
p−1
n . (1.9)

Da relação p− 1 < α < r e como Mn →∞, obtemos que o valor de a(x) determina o sinal

da última expressão. Como a(x) > 0 em Ω \ Ω1 e xn ∈ Ω \ Ω1, segue que, considerando n0

maior se necessário, pela continuidade de un, para n > n0, existe uma vizinhança Un de xn

em Ω na qual

λuαn − a(x)urn + τn < 0.

Desta forma, −∆pun < 0 em Un e, segue do Prinćıpio do Máximo Forte 3.1 que, ou un

é identicamente nula, ou é negativa em toda a vizinhança Un. Mas, nenhuma das duas

condições ocorre pois, por hipótese, un > 0 em Un ⊂ Ω. Portanto, x0 /∈ ∂Ω.

2. x0 ∈ Ω \ Ω0.

Esta possibilidade também não pode ocorrer. De fato, considere 2d = dist(x0, ∂Ω) > 0 e

ρn = M
p−1−r
p

n = o(1), (1.10)

pois p− 1 < r. Note que existe n0 ∈ N onde ||xn − x0|| < d, se n > n0. Assim, para n > n0,

está bem definida a função vn(y) na bola B d
ρn

(0) pois, se y ∈ B d
ρn

(0) temos

||yρn + xn − x0|| 6 |ρn|||y||+ ||xn − x0|| 6 d + ||xn − x0|| < 2d,

ou seja, (yρn + xn) ∈ B2d(x0) ⊂ Ω quando n > n0. Além disso,

sup
B d
ρn

(0)

vn(y) = vn(0) = 1,
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pois vn(y) = M−1
n un(yρn +xn) e max

Ω
un = un(xn) donde obtém-se y = 0. A outra igualdade

é imediata a partir da definição de vn.

Recordando que vn(y) satisfaz a equação (1.7) segue, pela expressão (1.10), que

−∆pvn(y) = λMα−r
n vαn(y)− an(y)vrn(y) + o(1).

Agora, pelo fato que α− r < 0 e |vn| 6 1 em B d
ρn

(0), segue que

λMα−r
n vαn(y) = o(1),

pois Mn →∞ quando n→∞. Portanto, temos que vn satisfaz a equação

−∆pvn = −an(y) vrn(y) + o(1) (1.11)

onde an(y) = a(yρn + xn).

Utilizando os teoremas de regularidade para o operador p−Laplaciano encontrados

em Tolksdorf ([27], [28]), obtemos estimativas em vn as quais garantem que, a menos de

subsequência, vn → v localmente de maneira uniforme quando n → ∞, sendo v ∈ C1(RN),

v > 0 satisfazendo

−∆pv = −a(x0)vr 6 0 em RN , v(0) = ||v||∞ = 1. (1.12)

O termo a(x0) é resultado do fato que (yρn + xn) → x0 e a função a(x) é Hölder cont́ınua,

por hipótese. As condições obtidas em (1.12) nos fornecem uma contradição com o Prinćıpio

do Máximo Forte 3.1, uma vez que por este, ou v ≡ 0 em RN ou v é negativa em RN , as

quais não ocorrem. Então, o conjunto Ω \ Ω0 não contém x0.

3. x0 ∈ Ω0.

Neste caso, considere 2d = dist(x0, ∂Ω0) > 0 e escolha

ρn = M
p−1−α

p
n = o(1), (1.13)

pois p − 1 < α. Note que, existe n0 ∈ N onde ||xn − x0|| < d, se n > n0. Assim, para cada

n > n0, está bem definida a função vn(y) na bola B d
ρn

(0), pois escolhendo y ∈ B d
ρn

(0) então

||ρny + xn − x0|| < 2d,
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ou seja, (yρn+xn) ∈ B2d(x0) ⊂ Ω0 ⊂ Ω. Da mesma maneira que no item anterior, vn satisfaz

sup
B d
ρn

(0)

vn(y) = vn(0) = 1.

Portanto, assumindo a forma (1.13) para ρn e pela equação (1.7), temos em B d
ρn

(0) que

−∆pvn = λvαn −M r−α
n an(y)vrn + o(1). (1.14)

Como (yρn + xn) ∈ B2d(x0) ⊂ Ω0, obtemos que an(y) = a(ρny + xn) = 0 pois a função a é

identicamente nula em Ω0. Assim, em B d
ρn

(0), podemos reescrever a igualdade (1.14) como

−∆pvn = λvαn + o(1) (1.15)

Utilizando novamente os teoremas de regularidade, obteremos uma função v ∈ C1(RN), v > 0

onde vn → v localmente de maneira uniforme, a qual é solução de

−∆pv = λvα em RN , v(0) = ||v||∞ = 1 (1.16)

Portanto, se p < N , sendo α < p∗−1 temos f(v) = λvα subcŕıtica e positiva quando

v > 0. Assim, devido a Serrin ([26], Teorema III) obtemos que a solução da equação acima

seria identicamente nula o que não ocorre. No caso p = N e p > N , sendo p − 1 < α < ∞
ainda devido a Serrin ([26], Teorema I e Teorema I’, respectivamente), obtemos que esta

equação admite somente a solução trivial, o que é uma contradição. Portanto, x0 também

não pode pertencer em Ω0.

4. x0 ∈ ∂Ω0.

Por hipótese, temos xn → x0 ∈ ∂Ω0. Passando a uma subsequência, se necessário, assumire-

mos que ocorrem as possibilidades (xn) ⊂ Ω \ Ω0 ou (xn) ⊂ Ω0.

Analisamos, primeiramente, o caso em que (xn) ⊂ Ω \ Ω0. Considere, para cada n ∈ N,

(zn) ⊂ ∂Ω0 onde zn → z0 e

δn = dist(xn, ∂Ω0) = ||xn − zn||. (1.17)

Seja νn o vetor normal unitário de ∂Ω0 em zn apontando na direção exterior à Ω0. Como

∂Ω0 é de classe C2, por hipótese, temos

dist(yρn + xn, ∂Ω0) = |δn + ρnνn · y + o(ρn)|.



21

Além disso, exigindo que (yρn + xn) ∈ Ω \ Ω0 esteja suficientemente próximo de ∂Ω0, segue

pela condição (5) que

an(y) = a(yρn + xn) = b(yρn + xn) [dist(yρn + xn, ∂Ω0)]γ

= b(yρn + xn) |δn + ρnνn · y + o(ρn)|γ

= ργn b(yρn + xn) |δnρ−1
n + νn · y + o(1)|γ .

Ainda, se (yρn + xn) ∈ Ω0 então an(y) = a(xn + yρn) = 0. De posse destas informações,

retornamos a (1.7) e temos que para (yρn + xn) ∈ Ω \ Ω0,

−∆pvn = λ ρpn M
α−p+1
n vαn − ρpn M r−p+1

n an(y)vqn + o(1)

= λ ρpn M
α−p+1
n vαn − ρp+γn M r−p+1

n b(xn + yρn) |δnρ−1
n + νn · y + o(1)|γ vrn + o(1)

= λ ρpn M
α−p+1
n vαn − ρp+γn M r−p+1

n bn(y) vrn + o(1),

onde

bn(y) = b(yρn + xn)
∣∣δnρ−1

n + νn · y + o(1)
∣∣γ = an(y)ρ−γn . (1.18)

Assim, vn satisfaz

−∆pvn(y) = λ ρpn M
α−p+1
n vαn(y)− ρp+γn M r−p+1

n bn(y) vrn(y) + o(1). (1.19)

Ainda por hipótese, uma vez que estamos exigindo que (yρn + xn) ∈ Ω \ Ω0 esteja su-

ficientemente próximo de ∂Ω0, temos γ 6= p(r−α)
α−p+1

e por isso analisamos a equação (1.19)

separadamente em dois casos.

(i) Se 0 < γ < p(r−α)
α−p+1

, escolhendo

ρn = M
p−r−1
p+γ

n = o(1), (1.20)

pois p− 1 < r e Mn →∞ quando n→∞. Além disso,

ρpnM
α−p+1
n = M

p(p−r−1)
p+γ

+α−p+1
n = M

γ− p(r−α)α−p+1
p+γ

n = o(1),
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pois a potência do fator Mn é negativa. Assim, como 0 6 vαn 6 1 segue de (1.19) e (1.20) que

−∆pvn(y) = −bn(y) vrn(y) + o(1). (1.21)

Agora, neste item (i) vamos fazer a suposição que a sequência (δnρ
−1
n ) seja limitada, onde

(δn) e (ρn) são definidos em (1.17) e (1.20), respectivamente. O caso em que (δnρ
−1
n ) não é

limitada será considerado posteriormente. Passando a uma subsequência adequada, podemos

assumir que existe s > 0 tal que δnρ
−1
n = s+ o(1).

Como (yρn + xn) ∈ Ω \ Ω0, temos pela relação (1.20) que b(xn + yρn) = b(x0) + o(1). Além

disso, νn → ν0, já que νn é uma sequência de vetores unitários em RN . Deste modo, segue

pela relação (1.18) que

bn(y) = b(x0)|s+ ν0 · y|γ + o(1).

Se denotarmos b(x0)(t+)γ = h(t), onde t+ = max{0, t}, temos

bn(y) = h(s+ ν0 · y) + o(1),

e assim, pela relação (1.21), obtemos

−∆pvn(y) = −h(s+ ν0 · y) vrn(y) + o(1).

Utilizando os mesmos argumentos do caso 2, obtemos, utilizando os teoremas de regularidade

de Tolksdorf ([27], [28]), que existe v definida em todo RN , v ∈ C1(RN), v > 0, tal que vn → v

localmente de maneira uniforme, a qual satisfaz

−∆pv = −h(s+ ν0 · y)vr em RN e v(0) = ||v||∞ = 1.

Considerando a translação e rotação de coordenadas dada por s − ν0 · y = −y1, temos que

v > 0, é solução do problema

−∆pv = −h(−y1)vr 6 0 em RN e v(0) = ||v||∞ = 1

o que nos fornece uma contradição com o Prinćıpio do Máximo Forte 3.1.

Suponha agora que (δnρ
−1
n ) seja ilimitada superiormente. Considere uma subsequência

adequada de forma que βn = (ρn δ
−1
n )

γ
p = o(1). Introduzindo a mudança de variáveis

z = yβ−1
n e vn(y) = vn(βnz) = wn(z), teremos

−∆pvn = divy

(∣∣β−1
n ∇wn

∣∣p−2
β−1
n ∇wn

)
= β−pn divz

(
|∇wn|p−2∇wn

)
= β−pn (−∆pwn), (1.22)
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e então, a identidade (1.21) se torna

−∆pwn = βpnbn(βnz)wrn + o(1). (1.23)

Observe agora que, pela relação (1.18),

βpnbn(βnz) = βpn b(xn + ρnβnz) |δnρ−1
n + νn · (βnz) + o(1)|γ

= b(xn + ρnβnz)

∣∣∣∣β −pγn β
p
γ
n + νn · (βnz)β

p
γ
n + o(1)

∣∣∣∣γ

= b(xn + ρnβnz)

∣∣∣∣1 + (νn · z)β
p+γ
γ

n + o(1)

∣∣∣∣γ

= b(x0) + o(1),

pois (ρnδ
−1
n )

γ
p = o(1). Portanto, do mesmo modo que nos casos anteriores, de (1.23) segue

que existe v ∈ C1(RN), v > 0, a qual é solução do problema

−∆pv = −b(x0)vr 6 0 em RN e v(0) = ||v||∞ = 1,

o que contradiz o Prinćıpio do Máximo Forte 3.1 e conclui a justificativa do item 3 no caso

em que γ < p(r−α)
α−p+1

.

(ii) Se γ > p(r−α)
α−p+1

, escolhemos

ρn = M
p−1−α

p
n = o(1), (1.24)

pois p− 1 > α. Além disso,

ρp+γn M r−p+1
n = M

(p−1−α)(p+γ)
p

+r−p+1
n = M

p(r−α)−γ(α+1−p)
p

n = o(1),

e por 0 6 vn 6 1 e bn ser limitada, segue por (1.19) que vn satisfaz

−∆pvn = λ vαn + o(1). (1.25)

Do mesmo modo que no caso γ < p(r−α)
α−p+1

, tanto quando (δnρ
−1
n ) é limitada ou ilimitada,

obtemos que existe v ∈ C1(RN) com v > 0, a qual é solução de

−∆pv = λvα em RN e v(0) = ||v||∞ = 1.
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Portanto, se p < N , sendo α < p∗ − 1 temos f(v) = λvα > 0 subcŕıtica, e portanto,

devido a Serrin ([26], Teorema III) a solução da equação acima seria identicamente nula o que

não ocorre. No caso p = N e p > N , sendo p− 1 < α <∞ ainda devido a ([26], Teorema I

e Teorema I’, respectivamente), obtemos que esta equação admite somente a solução trivial,

o que é uma contradição. Deste modo, conclúımos que se x0 ∈ ∂Ω0 não pode acontecer

(xn) ⊂ Ω \ Ω0.

O caso em que (xn) ⊂ Ω0 pode ser abordado da mesma maneira, assumindo a mesma

notação para δn, zn e z0, entretanto considerando o vetor νn como o vetor unitário de ∂Ω0

em zn apontando para dentro de Ω0.

Procedendo de maneira similar no caso em que γ < p(r−α)
α−p+1

e (δnρ
−1
n ) é ilimitada,

obtemos uma contradição. Neste caso ainda, se (δnρ
−1
n ) é limitada obtemos v ∈ C1(RN),

v > 0, a qual é solução de

−∆pv = −h(y1)vq 6 0 em RN e v(0) = ||v||∞ = 1,

onde h(t) = b(x0)(t−)γ, com t− = max{−t, 0}, a qual fornece uma contradição com o

Prinćıpio do Máximo Forte 3.1. Para o caso γ > p(r−α)
α−p+1

, a prova é semelhante ao caso 3

e por isso será omitida. Assim, não podemos ter x0 ∈ ∂Ω0.

Portanto, em todos os casos obtemos contradições ao assumirmos que as soluções

do problema (Eλ,τ ), τ > 0, não admitem estimativas a priori, o que garante a validade do

Teorema 1.1. �

1.2 Resultado de Existência

Na seção anterior estabelecemos uma estimativa a priori das normas L∞(Ω) das

soluções positivas do problema

(E+
λ,τ )

{
−∆pu = λuα+ − a(x)ur+ + τ em Ω

u = 0 sobre ∂Ω,

para todo τ > 0 e com C independente de τ . Utilizando esta informação e a Teoria do

Grau Topológico de Leray-Schauder, é posśıvel demonstrar o resultado de existência para o

problema (Eλ).

Teorema 1.2 Para qualquer λ > 0, o problema (Eλ) possui ao menos uma solução positiva

u ∈ C1
0(Ω), exigindo que seja válida a condição (5).

Antes da demonstração deste resultado, vamos mostrar que a solução nula é uma
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solução isolada do problema (Eλ), o que nos garante que em uma vizinhança apropriada

desta solução, o grau topológico apresenta valor não nulo.

Lema 1.2 Para qualquer λ0 > 0, existe um ρ = ρ(λ0) positivo tal que para λ ∈ (0, λ0], u ≡ 0

é a única solução de (Eλ) não negativa em Bρ(0) ⊂ C(Ω).

Demonstração: Suponha que este não seja o caso, ou seja, existe λm ∈ (0, λ0] e um solução

do problema (Eλm) tal que

um  0 e um → 0 em C(Ω) (1.26)

Seja vm =
um
||um||∞

, a qual é limitada em C(Ω) e cumpre em Ω,

−∆pvm =
1

||um||p−1
∞

(−∆pum) = λm
uαm

||um||p−1
∞
− a(x)

urm
||um||p−1

∞
= o(1),

e vm ≡ 0 em ∂Ω, pela condição (1.26) e a relação p − 1 < α < r. Assim, para cada ε > 0

existe um inteiro m0 ∈ N, para o qual −∆pvm 6 ε, em Ω, sempre que m > m0. Considere

v ∈ C1
0(Ω) a única solução positiva do problema{

−∆pv = 1 em Ω

v = 0 sobre ∂Ω,
(1.27)

e a função

wε := ε
1
p−1v.

Observe que em Ω, wε satisfaz

−∆pwε = −∆p(ε
1
p−1v) = div(ε|∇v|p−2∇v) = ε(−∆pv) = ε > −∆pvm

se m > m0 e wε = 0 = vm sobre ∂Ω. Pelo Prinćıpio de Comparação 3.3, segue, para m > m0,

que ε
1
p−1v(x) = wε(x) > vm(x) em Ω. Como v é uma função ao menos cont́ınua em Ω, a

mesma é limitada neste conjunto e assim, quando ε → 0, temos ||vm||∞ = o(1). Mas esta é

uma contradição pois ||vm||∞ = 1. �

Antes de iniciarmos a demonstração do resultado principal deste caṕıtulo, vamos

demonstrar duas observações de grande relevância para a sequência do trabalho. A primeira

delas, estabelece a positividade das soluções de (E+
λ,τ ) com τ > 0, em particular, para o caso

τ = 0, que é exatamente quando (Eλ,τ ) e (Eλ) coincidem. A segunda, por sua vez, relaciona

a existência de solução de (Eλ,τ ) ao parâmetro τ .
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Observação 1.1 Suponha τ > 0. Então, toda solução não trivial u do problema (E+
λ,τ ) é

positiva em Ω. Em particular, se τ > 0 toda solução de (E+
λ,τ ) é positiva em Ω.

Demonstração: Considere u uma solução não trivial do problema (E+
λ,τ ) e suponha que o

conjunto U := {x ∈ Ω;u(x) < 0} é não vazio. Então,{
−∆pu = τ em U

u = 0 sobre ∂U.

Pelo Prinćıpio de Comparação 3.3, como τ > 0, segue que u > 0 em U o que é uma

contradição. Logo, u é não negativa e também não trivial. A positividade segue diretamente

do Prinćıpio do Máximo Forte 3.1, e isto demonstra a Observação 1.1. �

Observação 1.2 Existe τ0 > 0 tal que o problema (E+
λ,τ ) não tem solução se τ > τ0.

Demonstração: Se supormos que exista solução u para (E+
λ,τ ), para todo τ > 0, teremos

pela Observação 1.1 que tal solução é positiva. Suponha que não exista τ0 > 0 que satisfaça

o resultado. Considere então, uma sequência de parâmetros τn →∞ com un solução positiva

de (E+
λ,τn

). Pelo Teorema 1.1, existe uma constante C > 0 independente de τn, de forma que

0 < ||un||∞ 6 C, em Ω para todo n ∈ N. Logo,

|λuαn − a(x)urn| 6 λ|un|α + ||a(x)||∞|un|r 6 C1,

onde C1 > 0 é um valor independente de τn. Isto nos garante que |λuαn − a(x)urn| é limitado

independentemente de τn. Então existe n0 ∈ N, de forma que para n > n0, obtemos em Ω

−∆pun >
τn
2
.

Considere v ∈ C1
0(Ω) a solução positiva de{

−∆pv = 1 em Ω

v = 0 sobre ∂Ω,

e wn :=
(τn

2

) 1
p−1

v. Assim, se n > n0, em Ω temos que

−∆pwn =
τn
2
6 −∆pun

e un > wn sobre ∂Ω. Pelo Prinćıpio de Comparação 3.3 e o Teorema 1.1, segue, em Ω, que

wn(x) =
(τn

2

) 1
p−1

v(x) 6 un(x) 6 C,

donde τn deve ser limitado superiormente, o que é uma contradição. �
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Demonstração Teorema 1.2: Considere L : C(Ω) → C(Ω) o inverso do operador −∆p

com condições de fronteira de Dirichlet, o qual é posśıvel garantir que é compacto utilizando

os teoremas de regularidade de Tolksdorf ([27], [28]) e as imersões compactas de Sobolev.

Isto nos permite reescrever o problema (E+
λ,τ ) da forma

u = L(λuα+ − a(x)ur+ + τ) := Qτ (u). (1.28)

Pelo Teorema 1.1, existe C > 0 tal que toda solução positiva de (E+
λ,τ ) satisfaz 0 6 ||u||∞ 6 C

em Ω.

Como estamos interessados em encontrar soluções não triviais para a equação

(I − Qτ )(·) = 0, devemos garantir que o grau topológico de Leray-Schauder sobre algum

domı́nio adequado esteja bem definido.

Considere o conjunto B2C := {u ∈ C(Ω); ||u||∞ < 2C}, e obtemos que o grau

deg(I −Qτ , B2C , 0),

está bem definido pois 0 /∈ (I −Qτ )(∂B2C). De fato, suponha que exista v0 ∈ ∂B2C tal que

(I − Qτ )(v0) = 0. Então, v0 = Qτ (v0) e da definição de Qτ , segue que v0 seria solução de

(E+
λ,τ ). Assim, pelo Teorema 1.1, ||v0||∞ 6 C o que contradiz o fato de ||v0||∞ = 2C.

Note que, pela Observação 1.2, existe τ0 > 0 onde se τ > τ0 teremos

deg(I −Qτ , B2C , 0) = 0. (1.29)

Por outro lado, como Q0(0) = L(0) = 0, segue que u ≡ 0 é uma solução de Q0(u) = u. Pelo

Lema 1.2, é posśıvel encontrar um raio δ0 > 0 de forma que u ≡ 0 é a única solução não

negativa de (Eλ) em Bδ := {u ∈ C(Ω); ||u||∞ < δ}, se 0 < δ < δ0. Desta forma, temos para

todo δ ∈ (0, δ0) que

deg(I −Q0, Bδ, 0) 6= 0.

Observe que por p− 1 < α < r temos que

lim
ξ→0+

λξα − a(x)ξr

ξp−1
= lim

ξ→0+

[
λξα−p+1 − a(x)ξr−p+1

]
= 0.

Então dado ε > 0, existe δ = δ(ε) ∈ (0, δ0) tal que se 0 < ξ 6 δ obtemos λξα−a(x)ξr 6 εξp−1.

Assim, se u for tal que 0 < ||u||∞ 6 δ segue que em W−1,p′(Ω),

−∆p(Q0(u)) = λuα − a(x)ur 6 εup−1 6 εδp−1,
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ou seja,

Q0(u) 6 L
(
εδp−1

)
sempre que 0 < ||u||∞ 6 δ.

Considere a homotopia hδ : [0, 1] × Bδ → C(Ω) onde hδ(t, u) = u − tQ0(u). Vamos

mostrar, utilizando as informações anteriores, que a homotopia hδ é admisśıvel sobre Bδ.

Suponha que existam tδ e uδ, 0 << 1 e uδ ∈ C(Ω) tal que ||uδ||∞ = δ e hδ(tδ, uδ) = 0.

Podemos considerar tδ /∈ {0, 1} pois hδ(0, u) 6= 0 e hδ(1, u) 6= 0 se ||u||∞ = δ < δ0. Então,

t−1
δ uδ = Q0(uδ) 6 L

(
εδp−1

)
. (1.30)

Considere v ∈ C1
0(Ω) positiva satisfazendo{

−∆pv = 1 em Ω

v = 0 sobre ∂Ω.

Então −∆p(ε
1
p−1 δv) = εδp−1 e assim, L (εδp−1) = ε

1
p−1 δv. Os teoremas de regularidade de

Tolksdorf ([27], [28]) nos garantem que v ∈ C1(Ω) e então v é limitada em Ω. Assim, como

tδ ∈ (0, 1), segue de (1.30) que

uδ 6 tδ L
(
εδp−1

)
= tδ ε

1
p−1 δ v < ε

1
p−1 δ ||v||∞.

Se escolhermos ε = (2||v||∞)1−p, da relação acima, segue que uδ <
δ

2
, o que é uma contradição,

pois ||uδ||∞ = δ.

Deste modo, existe δ1 = δ(ε) ∈ (0, δ0) tal que hδ(t, u) 6= 0 para todo t ∈ [0, 1] e

u ∈ ∂Bδ, desde que 0 < δ < δ1. Portanto, pela propriedade da invariância homotópica do

Grau, vale que deg(hδ(t, ·), Bδ, 0) é constante, para t ∈ [0, 1] e para todo δ ∈ (0, δ1), e

deg(I, Bδ, 0) = deg(I −Q0, Bδ, 0) = 1. (1.31)

Considere 0 < δ < δ1 e U = {u ∈ C(Ω) : δ < ||u||∞ < 2C}. Temos que Bδ e U são

subconjuntos abertos e disjuntos de B2C com (I −Q0)(u) 6= 0 se ||u||∞ = δ ou ||u||∞ = 2C,

donde 0 /∈ (I −Q0)(∂(B2C \Bδ ∪ U)). Então, pela propriedade da excisão,

deg(I −Q0, B2C , 0) = deg(I −Q0, Bδ, 0) + deg(I −Q0, U, 0)

ou seja,

deg(I −Q0, B2C , 0) = 1 + deg(I −Q0, U, 0). (1.32)

Sendo τ0 a constante da Observação 1.2 defina Hτ = H : [0, τ0]×B2C → C(Ω) dada
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por H(τ, u) = Qτ (u) = L(λuα − a(x)ur + τ). Observe que H é compacto e

0 /∈ (I − H(τ, ·)(∂B2C) para todo τ ∈ [0, τ0]. De fato, suponha que exista v ∈ ∂B2C e

τ ∈ [0, τ0) de forma que H(τ, v) = Qτ (v) = v. Então, v é solução de (Eλ,τ ) não trivial, logo

é positiva em Ω. Pelo Teorema 1.1, ||v||∞ 6 C, o que é uma contradição. Quando τ = τ0,

pela Observação 1.2, H(τ, v) = Qτ (v) = v não tem solução. Pela invariância homotópica,

deg(I −H0, B2C , 0) = deg(I −Hτ0 , B2C , 0)

ou seja,

deg(I −Q0, B2C , 0) = deg(I −Qτ0 , B2C , 0) = 0 (1.33)

Assim, por (1.32), temos que

deg(I −Q0, U, 0) = −1

e, assim, para τ = 0, devemos ter ao menos uma solução u de (E+
λ,τ ) em U . Pela definição de

U , segue que u é não trivial, ou seja, u > 0 pela Observação 1.1. Então, como os problemas

(E+
λ,0) e (Eλ) coincidem, concluimos a demonstração do Teorema 1.1. �



Caṕıtulo 2

O problema com perturbação para o

operador (p, q)−Laplaciano

Neste caṕıtulo temos o intuito de garantir resultados de existência e multiplicidade

de soluções de

(Pε,λ)

{
−∆pu−∆qu = λuα − (a(x) + ε)ur em Ω

u = 0 sobre ∂Ω

onde 1 < q 6 p < α+1 < r+1 < p∗, sendo p∗ = Np
N−p se p < N e p∗ =∞ se N 6 p, o expoente

cŕıtico de Sobolev. O termo a(x) do problema (Eλ), abordado no caṕıtulo precedente, foi

substitúıdo pelo termo a(x) + ε, com ε > 0 e a função a(x) uma função cont́ınua em Ω, não

negativa, pertencente a Cθ(Ω) com θ > 0. O conjunto

Ω0 = {x ∈ Ω : a(x) = 0}

é um domı́nio não vazio com fronteira suave e satisfaz Ω0 ⊂ Ω. Ainda exigimos que, para

todo x ∈ Ω \ Ω0 próximo de ∂Ω0

a(x) = b(x)[d(x, ∂Ω0)]γ,

sendo b(x) função cont́ınua positiva e definida numa pequena vizinhança de ∂Ω0 e 0 < γ 6=
p(r−α)
α−p+1

.

Para este problema (Pε,λ), enunciamos o resultado central deste caṕıtulo:

Teorema 2.1 Para todo ε > 0 existe λε > 0 tal que, para cada λ > λε, o problema (Pε,λ)

possui ao menos duas soluções positivas em C1,σ
0 (Ω) (0 < σ < 1). Além disso, o problema

(Pε,λε) possui ao menos uma solução positiva em C1,σ
0 (Ω) e o problema (Pε,λ) não admite

solução positiva limitada se 0 < λ < λε.
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2.1 Resultados preliminares

Nesta seção apresentaremos alguns resultados essencialmente necessários para a

obtenção do resultado principal. Inicialmente, obteremos uma estimativa para as soluções

positivas do problema (Pε,λ).

Lema 2.1 Suponha que uλ ∈ W (Ω)∩L∞(Ω) seja uma solução não negativa de (Pε,λ). Então

uλ ∈ C1,σ
0 (Ω) = C1,σ(Ω) ∩ C0(Ω) para algum σ > 0 e

||uλ||∞ = max
x∈Ω

uλ 6

(
λ

ε

) 1
r−α

. (2.1)

Demonstração: De fato, note que a extensão definida em RN × R por

f(x, s) =

{
λsα − (a(x) + ε)sr em Ω

0 em RN \ Ω,

é Caratheodory e de crescimento subcŕıtico pois ||a||∞ < ∞. Se considerarmos

w(x) = uλ(x)χΩ(x) ∈ W 1,p(RN) ∩W 1,q(RN) solução de

−∆pw −∆qw = f(x,w) em RN

Teorema 3.14, existe σ > 0 e uma constante C = C(N, p, q, ||w||L∞(BR(x0))) para todo R > 0

tal que

|∇w(x)| 6 C

|∇w(y)−∇w(x)| 6 C|x− y|σ,

para todo x, y ∈ BR(x0) e x0 ∈ RN . Como Ω é limitado e uλ ∈ L∞(Ω), basta escolher x0 ∈ Ω

e R0 > 0 tal que Ω ⊂ BR0(x0). Assim, w ∈ C1,σ(BR0(x)) e w ≡ uλ em Ω, donde segue que

uλ ∈ C1,σ
0 (Ω).

Queremos agora mostrar que

||uλ||∞ 6
(
λ

ε

) 1
r−α

.

Se supormos que isto não ocorre, obtemos que o conjunto D =

{
x ∈ Ω;uλ(x) >

(
λ

ε

) 1
r−α
}

é não vazio, ou seja, existe x1 ∈ D tal que uλ(x1) >

(
λ

ε

) 1
r−α

. Como uλ ∈ C1,σ
0 (Ω) segue,
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pela continuidade, que existe D1 ⊂ D vizinhança de x1 tal que

uλ >

(
λ

ε

) 1
r−α

em D1 e uλ =

(
λ

ε

) 1
r−α

sobre ∂D1. (2.2)

Se denotarmos v =

(
λ

ε

) 1
r−α

, por uλ ser solução de (Pε,λ), teremos em D1 que

−∆puλ −∆quλ = λuαλ − (a(x) + ε)urλ

= urλ
[
λuα−rλ − (a(x) + ε)

]
< −a(x)urλ

6 0 = −∆pv −∆qv.

Como uλ = v em ∂D1, pelo Teorema de Comparação 3.4, obtemos que v > uλ em D1, o que

é uma contradição com (2.2). Assim D ≡ ∅ e segue a conclusão. �

Com a finalidade de apresentar uma caracterização do parâmetro λ, para o qual

(Pε,λ) tem ao menos uma solução positiva, vamos considerar o seguinte problema auxiliar{
−∆pu−∆qu = λ|u|α−1u− (a(x) + ε)|u|r−1u, em Ω

u = 0, sobre ∂Ω.
(2.3)

Note que obter soluções positivas para este problema é equivalente a obtê-las para (Pε,λ)

pois neste caso, ambos se reduzem ao mesmo problema. Deste modo, dado ε > 0, para cada

λ > 0, associamos a (2.3) o funcional Jλ : W (Ω)→ R, definido por

Jλ(u) =
1

p
||u||p1,p +

1

q
||u||q1,q −

λ

α + 1
||u||α+1

α+1 +
1

r + 1

∫
Ω

(a(x) + ε)|u|r+1dx. (2.4)

Observe que Jλ ∈ C1(W (Ω),R) (ver Subseção 3.5.1) e seus pontos cŕıticos são soluções fracas

positivas de (2.3). Assim, nosso objetivo é aplicar técnicas de minimização para encontrar

seus pontos cŕıticos e, posteriormente, justificar que os mesmos são positivos em Ω.

Note que Jλ é coercivo, pois se considerarmos a função m : [0,∞)→ R definida por

m(s) := mε,λ(s) = − λ

α + 1
sα+1 +

ε

r + 1
sr+1,
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teremos que a mesma é cont́ınua e, sendo α < r, segue que m(s)→∞ quando s→∞.

Assim, existe Cλ,ε > 0 tal que

m(s) > −Cλ,ε em [0,∞).

Pela expressão do funcional Jλ e o fato que q 6 p e a(x) > 0, obtemos

Jλ(u) =
1

p
||u||p1,p +

1

q
||u||q1,q −

∫
Ω

λ

α + 1
|u|α+1 dx+

∫
Ω

(
a(x) + ε

r + 1

)
|u|r+1 dx

>
1

p

(
||u||p1,p + ||u||q1,q

)
+

∫
Ω

− λ

α + 1
|u|α+1 +

ε

r + 1
|u|r+1 dx

>
1

p

(
||u||p1,p + ||u||q1,q

)
− Cλ,ε |Ω|,

o que mostra que Jλ é coercivo pois se, ||u|| → ∞ então ||u|| = ||u||p1,p + ||u||q1,q →∞ e segue

que Jλ(u)→∞.

Com estas propriedades, no próximo resultado, estabeleceremos uma relação entre

a existência de soluções de (Pε,λ), as quais são pontos cŕıticos positivos do funcional Jλ e o

parâmetro positivo λ.

Lema 2.2 Para todo ε > 0, existe um λε > 0 tal que para λ > λε, o problema (Pε,λ) possui

ao menos uma solução positiva uλ ∈ C1,σ
0 (Ω), para algum σ > 0, e não tem solução positiva

limitada quando λ ∈ (0, λε).

Demonstração: Vamos obter uma condição sobre o parâmetro λ, de modo que inf
u∈W (Ω)

Jλ(u)

seja negativo, condição esta que garante a existência de um ponto cŕıtico não trivial para o

funcional Jλ. Se considerarmos φ ∈ C∞c (Ω) não negativa e tal que
∫
Ω

φα+1 dx = α + 1, então

por a ∈ L∞(Ω) e r + 1 < p∗, segue que

Jλ(φ) =
1

p
||φ||p1,p +

1

q
||φ||q1,q − λ+

1

r + 1

∫
Ω

(a(x) + ε)φr+1 dx

<
1

q

(
||φ||p1,p + ||φ||q1,q

)
+ C||φ||r+1

1,p − λ.

Assim, existe λ0 positivo de tal forma que para λ > λ0, ocorre

inf
u∈C1

0 (Ω)
Jλ(u) 6 Jλ(φ) < 0 = Jλ(0).
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Este fato nos garante que 0 não é um ponto de mı́nimo para Jλ quando λ > λ0. Pelo Teorema

3.8, segue que para cada λ > λ0, existe uλ ∈ C1
0(Ω) não identicamente nula que é ponto de

mı́nimo do funcional Jλ quando restrito a C1
0(Ω). Como Jλ(v) = Jλ(|v|) para toda v ∈ W (Ω),

segue que |uλ| ∈ C(Ω) ∩W (Ω) também minimiza Jλ restrito a C1
0(Ω) e podemos assumir,

sem perda de generalidade, que uλ > 0. Pelo Teorema 3.16, segue que uλ ∈ C(Ω) ∩W (Ω) é

uma solução não negativa e limitada de (Pε,λ), e assim, pelo Lema 2.1, existe σ > 0 tal que

uλ ∈ C1,σ
0 (Ω). Ainda, temos que

∆puλ + ∆quλ − (a(x) + ε)uλ 6 0, uλ > 0 em Ω,

donde, pelo Prinćıpio do Máximo Forte 3.2, segue que uλ > 0 em Ω (ver Seção 3.2).

Desse modo, obtemos que uλ ∈ C1,σ
0 (Ω) é uma solução positiva para o problema (Pε,λ) e

faz sentido considerar

λε = inf{λ; (Pε,λ) tem solução positiva limitada}. (2.5)

Note que este ı́nfimo está bem definido, pois a constante λ é positiva e λ > λ0

pertence a este conjunto. Se ocorrer o caso λε = λ0 obtemos a conclusão do nosso Lema de

maneira imediata, pelos argumentos acima.

Analisaremos, então, o caso 0 6 λε < λ0. Considere λ1 > λε, e pela própria definição

de ı́nfimo, segue que existe λ2 onde λε < λ2 < λ1 para o qual (Pε,λ2) tem ao menos uma

solução positiva limitada, digamos uλ2 .

Utilizaremos o método de sub-supersolução, estabelecido no Teorema 3.9, para mos-

trar que existe uma solução positiva limitada uλ1 de (Pε,λ1). Note que uλ2 é uma subsolução

de (Pε,λ1), pois como λ2 < λ1 e uλ2 > 0 em Ω, temos{
−∆puλ2 −∆quλ2 6 λ1u

α
λ2
− (a(x) + ε)urλ2 em Ω

uλ2 6 0 sobre ∂Ω.

Por outro lado, se considerarmos a constante S >

(
λ1

ε

) 1
r−α

> 0, obteremos que v = S é

uma supersolução para o problema (Pε,λ1) uma vez que a > 0 e em Ω,

λ1v
α − (a(x) + ε)vr = vα

[
λ1 − (a(x) + ε)vr−α

]
< −a(x)vr 6 0 = −∆pv −∆qv.

Além disso, pelo Lema 2.1, temos que uλ2 6 ||uλ2 ||∞ 6
(
λ2

ε

) 1
r−α

6

(
λ1

ε

) 1
r−α

< v, e segue

do método de sub-supersolução que existe uma solução uλ1 > 0 de (Pε,λ1) no intervalo [uλ2 , v],
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já que uλ2 > 0 em Ω. Deste modo, garantimos que, para todo λ > λε, o problema (Pε,λ)

admite ao menos uma solução positiva e limitada.

Resta então analisar o caso em que λ = λε. Considere (λn) uma sequência decrescente

convergindo para λε e, para cada n ∈ N, considere un ∈ W (Ω) solução positiva e limitada

de (Pε,λn). Pelo Lema 2.1, segue que ||un||∞ 6
(
λn
ε

) 1
r−α

6

(
λ1

ε

) 1
r−α

= C1. Pelo Teorema

3.14, existe ζ > 0 tal que un ∈ W (Ω) ∩ C1,ζ(Ω) e

||∇un||∞ 6 C e ||∇un(x)−∇un(y)|| 6 C||x− y||ζ

onde a constante C só depende das variáveis N , p, q e C1. Logo, ||un||C1,ζ(Ω) < C2.

Pela imersão compacta de C1,ζ(Ω) ↪→ C1,σ(Ω) (0 < σ < ζ) segue que, a menos de

subsequência, un → uε em C1,σ
0 (Ω).

Afirmação 2.1 A função uε > 0 é não trivial e ||uε||∞ 6
(
λ1

ε

) 1
r−α

.

Assumindo que a afirmação acima é verdadeira, temos, pelo fato que un → uε em C1,σ
0 (Ω) e

λn = λε + o(1), que uε satisfaz (Pε,λε). Como 0 6 un 6

(
λ1

ε

) 1
r−α

e ||un − uε||C1,σ(Ω) = o(1),

segue que 0 6 uε 6

(
λ1

ε

) 1
r−α

. Pelo Teorema 3.2, conclúımos que uε > 0 em Ω donde segue

que, para cada λ > λε, o problema (Pε,λ) tem ao menos uma solução positiva limitada.

Para concluir a demonstração do resultado resta garantir que λε > 0 e, para tanto,

suponha que λε = 0 e uλε = uε > 0. Assim,

−∆puε −∆quε = −(a(x) + ε)urε 6 0.

e pelo Teorema de Comparação 3.4, segue que uε 6 0 em Ω, o que é uma contradição.

Demonstração da Afirmação 2.1: Suponha que un → 0 em C1,σ
0 (Ω) e considere

wn =
un

||un||C1

, a qual é limitada em W (Ω) pois |Ω| <∞. Para cada ϕ ∈ C∞c (Ω), temos

〈−∆pwn −∆qwn, ϕ〉 =

∫
Ω

|∇un|p−2∇un∇ϕ
||un||p−1

C1

dx+

∫
Ω

|∇un|q−2∇un∇ϕ
||un||q−1

C1

dx+

+

∫
Ω

|∇un|p−2∇un∇ϕ
||un||q−1

C1

dx−
∫
Ω

|∇un|p−2∇un∇ϕ
||un||q−1

C1

dx
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=
1

||un||q−1
C1

〈−∆pun −∆qun, ϕ〉+

+

(
1

||un||p−1
C1

− 1

||un||q−1
C1

)∫
Ω

|∇un|p−2∇un∇ϕ dx

=
1

||un||q−1
C1

〈−∆pun −∆qun, ϕ〉+
(
1− ||un||p−qC1

)
〈−∆pwn, ϕ〉.

Como un satisfaz (Pε,λn), segue da relação acima que

−∆pwn −∆qwn =
1

||un||q−1
C1

(λnu
α
n − (a(x) + ε)urn)−∆pwn − ||un||p−qC1 (−∆pwn).

Pelo fato que q < p, ||un||C1 = o(1), wn ser limitada em W (Ω) e −∆p ser um operador

limitado em W 1,p
0 (Ω), obtemos em Ω que

−∆qwn =
1

||un||q−1
C1

(λnu
α
n − (a(x) + ε)urn) + o(1)

Ainda, α, r > q− 1 e |un|s ||un||q−1
C1 6 ||un||α−q+1

C1 = o(1) se s > q− 1, donde segue que, em Ω

−∆qwn = o(1).

Assim dado δ > 0, existe um inteiro n0 tal que −∆qwn 6 δ em Ω, sempre que n > n0.

Considere v ∈ C1
0(Ω) a única solução positiva do problema{

−∆qv = 1 em Ω

v = 0 sobre ∂Ω,
(2.6)

e a função

vδ = δ
1
q−1v.

Observe que em Ω, vδ satisfaz

−∆qvδ = −∆q(δ
1
q−1v) = δ(−∆qv) = δ > −∆qwn,

para n > n0 e ainda vδ = wn = 0 em ∂Ω. Pelo Prinćıpio de Comparação 3.3, segue que

vδ > wn em Ω. Assim, para cada δ > 0 existe n0 ∈ N, onde se n > n0,

0 6 wn(x) 6 δ
1
q−1v(x) em Ω
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e assim obtemos que wn(x) = o(1), donde segue que wn → 0 em C(Ω) o que é uma contradição

com o fato que ||wn||C1 = 1. �

Observação 2.1 Utilizando o método de sub-super solução e a definição usual de ı́nfimo, é

posśıvel garantir que se ε1 6 ε2 então λε1 6 λε2.

A seguir, iremos garantir que o funcional Jλ definido em (2.4) possui um mı́nimo

local em uλ ∈ W (Ω)∩C1,σ
0 (Ω) para todo λ > λε segundo a topologia do espaço W (Ω). Para

tanto, iremos fazer uso do Teorema 3.16, já utilizado na demonstração do Lema 2.2, que é

uma extensão do que foi demonstrado por Azorero et al. [2], para o caso W 1,p
0 (Ω).

Lema 2.3 Sejam λε e Jλ(u) definidos por (2.5) e (2.4), respectivamente. Para todo λ > λε,

o funcional Jλ(u) tem um mı́nimo local vλ ⊂ W (Ω) ∩ C1,σ
0 (Ω) para algum σ > 0.

Demonstração: Seja λ > λε um parâmetro fixado. Escolha constantes positivas λ1, λ2 e M

as quais satisfazem

λε < λ1 < λ < λ2

e tornam g(x, s, λ) = f(x, s, λ) + Msr estritamente crescente na variável s em [0, β], onde

β = (ε−1λ2)
1

r−α e f(x, s, λ) = λsα − (a(x) + ε)sr.

Considere u1 ∈ C1,σ
0 (Ω) a solução positiva de (Pε,λ1). Segue pelo Lema 2.1 que

||u1||∞ 6 (ε−1λ1)
1

r−α < (ε−1λ2)
1

r−α = β, (2.7)

ou seja, u1 < β em Ω. Por outro lado, reescrevendo o problema (Pε,λ) da forma{
−∆pu−∆qu+Mur = g(x, u, λ) em Ω

u = 0 sobre ∂Ω,
(2.8)

o Teorema de Minty-Browder 3.7, nos garante a existência de uma solução do problema (2.8),

chamada de u2, quando g(x, u, λ) ≡ g(x, β, λ2). Pelo Teorema 3.14, podemos mostrar que

u2 ∈ C1,σ
0 (Ω) para algum σ ∈ (0, 1) e ainda, podemos mostrar que u2 6 β em Ω utilizando o

mesmo argumento do Lema 2.1.

Nosso propósito agora é determinar a relação existente entre u1 e u2 em Ω. Seja

A = {x ∈ Ω;u1(x) > u2(x)} ,

o qual vamos supor que é não vazio, ou seja, existe x0 ∈ Ω tal que u1(x0) > u2(x0). Por

continuidade, esta desigualdade se mantém numa vizinhança Ω1 do ponto x0 e ocorre a
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igualdade em ∂Ω1. Assim, por (2.7) e λ1 < λ2 em Ω1, temos que

−∆pu1 −∆qu1 = g(x, u1, λ1)−Mur1

< g(x, u1, λ1)−Mur2

< g(x, β, λ2)−Mur2

= −∆pu2 −∆qu2.

Pelo Lema de Comparação 3.4, segue que u1 6 u2 em Ω1 o que é uma contradição.

Desta forma, temos que A 6= ∅, ou seja, 0 < u1 6 u2 6 β em Ω.

Vamos mostrar que ocorre a desigualdade estrita entre estas duas funções em Ω. De

fato, supondo que exista x0 ∈ Ω tal que 0 < u1(x0) = u2(x0), obtemos que

−∆pu1(x0)−∆qu1(x0) = g(x0, u1(x0), λ1)−Mur1(x0)

< g(x0, u1(x0), λ2)−Mur2(x0)

< g(x0, β, λ2)−Mur2(x0)

= −∆pu2(x0)−∆qu2(x0)

pois u1(x0) < β e g(x, ·, λ2) é estritamente crescente em [0, β]. Deste modo, segue que ou

∇u1(x0) 6= 0 ou ∇u2(x0) 6= 0. Suponha que ocorre a primeira condição. Por continuidade,

existe uma vizinhança V de x0 contida em Ω tal que ∇u1(x) 6= 0 para todo x ∈ V . Assim,

pelo Teorema 3.5 (ver Seção 3.2), obtemos que ou u1 ≡ u2 ou u1 < u2 em V . Como estas duas

funções coincidem em x0, obtemos que u1 ≡ u2 em V ⊂ Ω o que mostraremos que também

não pode ocorrer. De fato, se ocorresse teŕıamos , em V , que u1 satisfaz simultaneamente a

equação do problema (Pε,λ1) e a equação (2.8) com g(x, u, λ) = g(x, β, λ2), ou seja, para todo

x ∈ V
g(x, u1, λ1)−Mur1 = −∆pu1 −∆qu1 = g(x, β, λ2)−Mur1.

Então g(x, u1, λ1) = g(x, β, λ2) em V , o que é uma contradição com a hipótese de que g(x, s, λ)

é estritamente crescente na variável s em [0, β], pois pela relação (2.7) temos u1 < β em Ω.

A argumentação do caso em que ∇u2(x0) 6= 0 é análoga e portanto obtemos

0 < u1 < u2 6 β em Ω.

Ainda, conforme Seção 3.6, temos

∂u1

∂η
< 0,

∂u2

∂η
< 0 e

∂(u2 − u1)

∂η
< 0 em ∂Ω.
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Temos por objetivo encontrar uma solução vλ de (Pε,λ) tal que u1 < vλ < u2 em Ω.

Para tanto, defina g1 : Ω× R→ R da seguinte forma

g1(x, s) =


g(x, u1(x), λ) se s 6 u1(x)

g(x, s, λ) se u1(x) < s < u2(x)

g(x, u2(x), λ) se s > u2(x),

(2.9)

e G(x, τ) =
τ∫
0

g1(x, s) ds. Considere o funcional J1,λ : W (Ω)→ R onde

J1,λ(u) =
1

p

∫
Ω

|∇u|pdx+
1

q

∫
Ω

|∇u|qdx +
M

r + 1

∫
Ω

|u|r+1dx −
∫
Ω

G(x, u)dx

que é de classe C1(W (Ω),R) (verifica as mesmas condições de regularidade do funcional Jλ

apresentadas na Subseção 3.5.1) e também é coercivo. De fato, como g(x, s, λ) é estritamente

crescente na variável s em [0, β], garantimos, para todo s ∈ R, que

|g1(x, s)| 6 g(x, β, λ2) 6 λ2β
α + (||a||∞ + ε+M)βr = Cε.

Assim, segue que

|G(x, τ)| =

∣∣∣∣∣∣
τ∫

0

g1(x, s) ds

∣∣∣∣∣∣ 6
τ∫

0

Cε ds 6 Cε|τ |,

e

−
∫
Ω

G(x, u) dx > −

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

G(x, u) dx

∣∣∣∣∣∣ > −
∫
Ω

Cε|u| dx = −Cε||u||1.

Da expressão do funcional J1,λ segue que

J1,λ(u) =
1

p
||u||p1,p +

1

q
||u||q1,q +

(
M

r + 1

)
||u||r+1

r+1 −
∫
Ω

G(x, u) dx

>
1

p

(
||u||p1,p + ||u||q1,q

)
+

(
M

r + 1

)
||u||r+1

r+1 − Cε||u||1

>
1

p

(
||u||p1,p + ||u||q1,q

)
− C||u||1,q

e se ||u|| = ||u||1,p + ||u||1,q → ∞ temos J1,λ(u) → ∞, o que garante a coercividade. Pelo

Teorema 3.8, segue que para cada λ > λε, existe vλ ∈ C1
0(Ω) que é ponto de mı́nimo do



40

funcional J1,λ quando restrito a C1
0(Ω). Como J1,λ(v) = J1,λ(|v|) para toda v ∈ W (Ω), segue

que |vλ| ∈ C(Ω) ∩W (Ω) também minimiza J1,λ restrito a C1
0(Ω) e podemos assumir, sem

perda de generalidade, que vλ > 0. Assim, obtemos vλ ∈ C(Ω)∩W (Ω), não negativa, a qual

é solução do problema{
−∆pu−∆qu+Mur = g1(x, u) em Ω

u = 0 sobre ∂Ω

Ainda, esta solução é tal que

g(x, u1(x), λ) 6 g1(x, vλ) 6 g(x, u2(x), λ),

e seguindo a mesma argumentação feita para u1 e u2, obtém-se que em Ω,

0 < u1 < vλ < u2 6 β, (2.10)

Então, vλ ∈ C(Ω)∩W (Ω) é uma solução positiva e limitada de (Pε,λ) e pelo Lema 2.1, temos

vλ ∈ C1,σ
0 (Ω) para algum σ ∈ (0, 1). Além disso, da mesma forma que para u1 e u2, segue

que
∂(vλ − u1)

∂η
< 0 e

∂(u2 − vλ)
∂η

< 0 em ∂Ω. (2.11)

Assim, se ||w − vλ||C1(Ω) = o(1), por (2.10) e (2.11), segue que u1 6 w 6 u2. Como

J1,λ(w) − Jλ(w) é constante em u1 6 w 6 u2, podemos concluir que vλ ∈ C1,σ
0 (Ω) é um

mı́nimo local de Jλ em C1(Ω) e portanto, pelo Teorema 3.16, é um mı́nimo local em W (Ω),

como queŕıamos. �

2.2 Existência de soluções positivas

Nesta seção nossa meta é estabelecer a demonstração do resultado central deste

trabalho, que versa sobre a existência e multiplicidade de soluções positivas para o problema

(Pε,λ), para todo λ > λε, onde λε foi definido em (2.5). Com os resultados da seção anterior,

já temos informações suficientes para garantir a existência de uma das soluções procuradas.

Para obter a segunda solução faremos uso de técnicas variacionais, mais precisamente do

Teorema do Passo da Montanha.

Antes disso, porém, vamos garantir que existe um problema auxiliar cujas soluções

limitadas e não triviais são soluções positivas de (Pε,λ). Considerando λ > λε fixo, β e
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f(x, s, λ) estabelecidos no Lema 2.3, seja K > β qualquer e defina a função

g∗λ(x, s) =


0, se s < 0

λsα − (a(x) + ε)sr, se s ∈ [0, K]

λKα − (a(x) + ε)Kr 6 0, se s > K

e o seguinte problema auxiliar

(P ∗ε,λ)

{
−∆pu−∆qu = g∗λ(x, u) em Ω

u = 0 sobre ∂Ω.

Observe que, seguindo a mesma justificativa dada no Lema 2.1, podemos mostrar, via

Teorema 3.14, que qualquer solução limitada do problema (P ∗ε,λ) pertence a C1,σ
0 (Ω) (σ > 0)

e, além disso, podemos garantir que as soluções deste problema são não negativas em Ω.

Ainda, se v 6= 0 for solução limitada de (P ∗ε,λ) temos que v 6 K em Ω pois, se

existisse x0 ∈ Ω onde K < v(x0), por v ∈ C1,σ
0 (Ω), existe Γ ⊂ Ω aberto, onde K < v(x) para

todo x ∈ Γ. Então, segue que

−∆pv −∆qv = λKα − (a(x) + ε)Kr 6 0 em Γ e v = K sobre ∂Γ.

Pelo Prinćıpio de Comparação 3.4, obtemos que v 6 K em Γ o que é uma con-

tradição. Assim, as soluções limitadas de (P ∗ε,λ) estão contidas no intervalo [0, K] no qual

g∗λ(x, s) = λsα − (a(x) + ε)sr. Como estamos considerando a hipótese de não trivialidade,

Pelo Prinćıpio do Máximo Forte 3.2 (conforme Seção 3.2), estas soluções são positivas em

Ω. Portanto, para encontrar soluções positivas de (Pε,λ), buscamos soluções limitadas e não

triviais de (P ∗ε,λ), o que será feito utilizando uma versão generalizada do Teorema do Passo

da Montanha, estabelecida no Teorema 3.11.

Demonstração do Teorema 2.1: Antes de iniciarmos a demonstração deste teorema,

lembramos que, pelo Lema 2.2, já obtemos a garantia que o problema (Pε,λ) possui ao menos

uma solução positiva limitada no conjunto C1,σ
0 (Ω) quando λ > λε, e para 0 < λ < λε não

admite solução positiva limitada. Nosso interesse, no entanto, é no caso em que λ > λε,

para o qual o Lema 2.3 já apontou uma solução para (Pε,λ). Resta, portanto, para concluir

a demonstração do Teorema 2.1, encontrarmos uma segunda solução diferente daquela já

obtida.

Para isso, defina o funcional Jλ(u) : W (Ω)→ R, associado ao problema (P ∗ε,λ)

Jλ(u) =
1

p

∫
Ω

|∇u|p dx+
1

q

∫
Ω

|∇u|q dx−
∫
Ω

Gλ(x, u) dx, (2.12)
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onde G(x, τ) =
τ∫
0

g∗λ(x, s) ds. Observe que Jλ ∈ C1(W (Ω),R) e que se u ∈ C1
0(Ω) for tal que

u ∈ [0, K], então

Jλ(u)− Jλ(u) =

∫
Ω

F (x, u) dx−
∫
Ω

Gλ(x, u) dx = κ (2.13)

sendo κ ∈ R constante, já que f(x, u) = g(x, u). Considere vλ ∈ C1,σ
0 (Ω), para algum σ > 0,

o mı́nimo local de Jλ obtido no Lema 2.3, o qual a prinćıpio era mı́nimo local em C1(Ω).

Como vλ ∈ [0, K], pois ||vλ||∞ < K, segue pela igualdade (2.13), que vλ é um mı́nimo local

do operador Jλ em C1(Ω). Pelo Teorema 3.16, segue que vλ é mı́nimo local de Jλ em W (Ω),

ou seja, em particular, existe ρ > 0 de forma que

Jλ(vλ) < Jλ(u) para toda u ∈ W (Ω), 0 < ||u− vτ || 6 ρ. (2.14)

Se Jλ(vλ) > 0, consideramos c = Jλ(vλ). Por (2.14), existe

µ = inf
||u−vλ||=ρ

Jλ(u) > Jλ(vλ) = c.

Além disso, como ||0 − vλ|| > ρ e Jλ(0) = 0 6 Jλ(vλ), pelo Teorema 3.11, existe uma

sequência (un) ⊂ W (Ω) tal que

Jλ(un) = c∗ + o(1) e J ′λ(un) = o(1) em W ′(Ω),

onde c∗ > µ > c. Ou seja, existe Vλ tal que Jλ(Vλ) = c∗ > c = Jλ(vλ) > 0, e portanto

vλ 6= Vλ e Vλ 6= 0. Assim, para este caso, garantimos a existência de dois pontos cŕıticos

distintos e não triviais para o funcional Jλ em W (Ω).

Por outro lado, se Jλ(vλ) < 0, escolhemos c = Jλ(0) = 0 e observamos que, para

todo s ∈ R, ocorre

|g∗λ(x, s) 6 λ|s|α + (||a||∞ + ε)|s|r = λ|s|α + C ′|s|r,

e, desta forma,

|Gλ(x, τ)| 6 λ

α + 1
|τ |α+1 +

C ′

r + 1
|τ |r+1,
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ou seja,

−
∫
Ω

Gλ(x, u) dx > −
∫
Ω

λ

α + 1
|u|α+1 +

C ′

r + 1
|u|r+1 dx

= − λ

α + 1
||u||α+1

α+1 −
C ′

r + 1
||u||r+1

r+1

> −C(||u||α+1
1,p + ||u||r+1

1,p ).

para C = max

{
λ

α + 1
,
C ′

r + 1

}
. Observamos, além disso, que se ||u|| 6 1, existe uma

constante C > 0, independente de u de tal forma que ||u|| 6 C||u||1,p. Assim,

Jλ(u) =
1

p
||u||p1,p +

1

q
||u||q1,q −

∫
Ω

Gλ(x, u)dx

>
1

p
||u||p1,p +

1

q
||u||q1,q −C(||u||α+1

1,p + ||u||r+1
1,p )

>

[
1

p
−CC(||u||α+1−p + ||u||r+1−p)

]
||u||p1,p +

1

q
||u||q1,q. (2.15)

Se denotarmos m : [0,∞)→ R por

m(s) =
1

p
− CC(sα+1−p + sr+1−p),

podemos garantir que m(s) é decrescente em (0, δ), com δ > 0 suficientemente pequeno, e

m(0) = p−1. Assim, se escolhemos ρ ∈ (0, 1) tal que ||vλ|| > ρ onde m(ρ) > (2p)−1, para

||u|| = ρ e por (2.15), obtemos que

Jλ(u) > (2p)−1||u||p1,p > (2p)−1C−p||u|| = (2p)−1C−pρ := µ > 0. (2.16)

Por Jλ(vλ) < 0 = c e (2.16), aplicando novamente o Teorema 3.11, encontramos c∗ > µ >

c = 0 > Jλ(vλ). Da mesma forma que no caso anterior, conclúımos que existe Vλ 6= vλ o qual

também é ponto cŕıtico deste funcional em W (Ω) e Vλ 6= 0.

Portanto, em ambos os casos, obtemos duas soluções fracas distintas e não triviais

para (P ∗ε,λ). A solução vλ, pelo Lema 2.3, já é solução positiva e de classe C1,σ
0 (Ω) para

(Pε,λ) quando λ > λε. Assim, basta apenas justificar que Vλ cumpre estas mesmas condições,

pois sendo estas soluções disitintas, finalizamos a demonstração do teorema. Note que, pelas
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observações iniciais, precedentes a esta demonstração, devemos mostrar que Vλ é limitada,

já que a hipótese de não trivialidade é obtida diretamente dos argumentos acima.

Sabemos que Vλ satisfaz (P ∗ε,λ) no sentido fraco, ou seja, para toda ϕ ∈ W (Ω),∫
Ω

|∇Vλ|p−2 ∇Vλ ∇ϕ dx+

∫
Ω

|∇Vλ|q−2 ∇Vλ ∇ϕ dx =

∫
Ω

g∗λ(x, Vλ) ϕ dx

Se considerarmos AK = {x ∈ Ω; |Vλ| > K} 6= ∅ e ϕ = VλχAK (onde χAK representa a função

caracteŕıstica do conjunto AK) teremos, neste conjunto que, g∗λ(x, Vλ) 6 0, Vλ > 0. Assim,

em AK , segue que ||∇Vλ||p(AK) = 0, ou seja, Vλ = 0 q.t.p. em Ω, o que é uma contradição.

Assim, AK = ∅ e a solução Vλ é limitada.

Deste modo, Vλ é solução positiva de (Pε,λ) e, pelo Lema 2.1, é de classe C1,σ
0 (Ω)

para 0 < σ < 1 e λ > λε, o que demonstra o Teorema 2.1. �



Caṕıtulo 3

Resultados Auxiliares

3.1 Os operadores p−Laplaciano e (p, q)−Laplaciano

Para 1 6 m <∞, considere Lm = Lm(X,µ) o espaço de todas as classes µ−equivalentes

de funções reais mensuráveis para as quais |f |m tem integral finita em relação a medida µ

sobre X. Dotaremos este espaço da seguinte norma

||f ||m =

(∫
|f |mdµ

) 1
m

.

No caso m =∞,

L∞(X,µ) = {[f ]; f : X → R; f é mensurável e existe C tal que|f(x)| 6 C, q.t.p em X}

e a norma é dada por

||f ||∞ = inf{C; |f(x)| 6 C q.t.p. emX}.

Sendo Ω ⊂ RN um aberto limitado, definimos para 1 6 p 6 ∞, m ∈ Z e α um

multíındice, o espaço de Sobolev

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);Dαu ∈ Lp(Ω), para todo α tal que |α| < m}

onde as derivadas ocorrem no sentido distribucional. Este espaço, munido da norma

||u||m,p =
∑

06|α|6m

||Dαu||p.
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é um espaço de Banach. O caso em que m = 1 temos que

W 1,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);∇u ∈ Lp(Ω)},

dotado da norma

||u||1,p = ||u||p +
N∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥
p

.

Ainda, para 1 6 p < ∞, o conjunto W 1,p
0 (Ω) é o fecho das funções C∞c (Ω) em

W 1,p(Ω). Este espaço, quando munido pela norma induzida de W 1,p(Ω), é um espaço de

Banach. De um modo coloquial podemos caracterizar as funções do espaço W 1,p
0 (Ω) como

funções de W 1,p(Ω) que se anulam sobre a fronteira de Ω, embora seja muito impreciso utilizar

esta definição.

Definimos o operador p−Laplaciano como −∆p : W 1,p
0 (Ω)→ W−1,p′

0 (Ω), onde p′ é o

expoente conjugado de p, dado por

−∆pu = −div(|∇u|p−2∇u|) =
N∑
i=1

∂

∂xi

(
|∇u|p−2 ∂u

∂xi
|
)

Como funcional linear, para cada u ∈ W 1,p
0 (Ω), a ação de −∆pu sobre uma função-teste

ϕ ∈ C∞c (Ω) é descrita por:

〈−∆pu, ϕ〉 =

∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇ϕ dx.

a Este operador está bem definido para cada u ∈ W 1,p
0 (Ω).

De fato, seja ϕ ∈ C∞c (Ω).

〈−∆pu, ϕ〉 =

∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇ϕ dx 6

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇ϕ dx

∣∣∣∣∣∣
6

∫
Ω

|∇u|p−1|∇ϕ| dx 6 ||∇u||p−1
p′ ||∇ϕ||p 6 ||u||p−1

1,p ||∇ϕ||p.

Como u ∈ W 1,p
0 (Ω) e ∇ϕ ∈ Lp(Ω), segue que −∆pu <∞ o que garante a boa definição.

a −∆p é limitado.

De fato, utilizando propriedades de integral e a própria definição do operador garanti-

mos que, para toda u ∈ W 1,p
0 (Ω), −∆pu é linear. Para mostrar sua limitação, considere
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ϕ ∈ C∞c (Ω) e obtemos

||∆pu||−1,p′ = sup
||ϕ||61

|〈−∆pu, ϕ〉| 6 sup
||ϕ||61

||∇u||p−1
p′ ||∇ϕ||p 6 ||u||

p−1
1,p < ∞,

onde || · ||−1,p′ representa a norma no espaço dos funcionais lineares W−1,p′

0 (Ω).

a −∆p é coercivo.

Para demonstrar esta propriedade devemos garantir que lim
||u||1,p→∞

〈−∆pu, u〉
||u||1,p

→∞.

Observe que

〈−∆pu, u〉 = ||∇u||pp > C||u||p1,p

via (3.17). Então

lim
||u||1,p→∞

〈−∆pu, u〉
||u||1,p

> lim
||u||1,p→∞

C||u||p1,p
||u||1,p

= lim
||u||1,p→∞

C||u||p−1
1,p =∞,

como desejávamos.

Consideramos o espaço W (Ω) = W 1,p
0 (Ω) ∩W 1,q

0 (Ω) e o munimos com a norma

||u|| = ||u||1,p + ||u||1,q,

a qual o torna um espaço de Banach reflexivo. Assim, podemos definir o operador

(p, q)−Laplaciano como (−∆p − ∆q) : W (Ω) → W ′(Ω), onde W ′(Ω) representa o espaço

dual de W (Ω). Da mesma forma que o operador p−Laplaciano, para u ∈ W (Ω), sua ação

como funcional é dada por

〈−∆pu−∆qu, ϕ〉 =

∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇ϕ dx+

∫
Ω

|∇u|q−2∇u∇ϕ dx para toda ϕ ∈ C∞c (Ω).

Definição 3.1 Seja {
−∆pu = g(x, u), em Ω

u = 0, sobre ∂Ω
(3.1)

e {
−∆pu−∆qu = f(x, u), em Ω

u = 0, sobre ∂Ω.
(3.2)
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Chamaremos u ∈ W 1,p
0 (Ω) e v ∈ W (Ω) soluções fracas para os problemas (3.1) e (3.2),

respectivamente, se os satisfaz no sentido fraco, a saber∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇ϕdx =

∫
Ω

gϕdx ∀ϕ ∈ C∞c (Ω), (3.3)

∫
Ω

|∇v|p−2∇v∇ϕ+

∫
Ω

|∇v|q−2∇v∇ϕdx =

∫
Ω

fϕdx ∀ϕ ∈ C∞c (Ω). (3.4)

Definição 3.2 Uma solução é dita ser solução positiva se u ∈ C1(Ω), satisfaz o problema

no sentido fraco e u > 0 em Ω.

3.2 Pŕıncipio do Máximo e Lemas de Comparação

Uma ferramenta muito útil quando se estuda a positividade de uma determinada

solução é o chamado Pŕıncipio do Máximo Forte, o qual apresenta uma versão bastante

conhecida para o caso do operador p−Laplaciano devida a Vazquez ([29], Teorema 5):

Teorema 3.1 Seja u ∈ C1(Ω) tal que ∆pu ∈ L2
loc, u > 0 q.t.p. em Ω, ∆pu 6 β(u) q.t.p. em

Ω com β : [0,∞) → R cont́ınua, não-decrescente, β(0) = 0 e ou β(s) = 0 para algum s > 0

ou β(s) > 0 para todo s > 0 mas vale

1∫
0

(β(S)S)−
1
p dS =∞, (3.5)

Então, se u não se anula em Ω, ela é positiva em todo Ω.

Além disso, se u ∈ C1(Ω ∪ {x0}) para algum x0 ∈ ∂Ω que satisfaz a condição da esfera

interior e u(x0) = 0 então
∂u

∂ν
(x0) > 0, (3.6)

onde ν é um vetor normal interior em x0.

Por outro lado, no caso do operador (p, q)−Laplaciano este resultado não vale direta-

mente e precisamos analisá-lo como um caso particular deste prinćıpio aplicado a operadores

gerais da forma divergente, encontrado em Pucci ([23], Teorema 1). Considere a desigualdade

div(A(|∇u|)∇u)− f(u) 6 0, u > 0, (3.7)
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em um domı́nio Ω ⊂ RN , N > 2, possivelmente ilimitado. Estabelecemos as seguintes

condições sobre A e f :

(A1) A ∈ C(0,∞).

(A2) t→ tA(t) é estritamente crescente em (0,∞) e tA(t)→ 0 quando t→ 0.

(F1) f ∈ C[0,∞).

(F2) f(0) = 0 e f é não decrescente em algum intervalo [0, δ), δ > 0.

Utilizando a notação h(t) = tA(t) quando t > 0 e g(0) = 0, introduzimos

H(t) = th(t)−
t∫

0

h(s) ds, t > 0,

e temos o seguinte resultado:

Teorema 3.2 Suponha

lim inf
t→0

H(t)

th(t)
> 0,

e ou f(s) ≡ 0 para s ∈ [0, d), d > 0 ou

δ∫
0

ds

H−1(F (s))
=∞, (3.8)

onde F (u) =
u∫
0

f(ζ)dζ, u > 0. Se u é uma solução de (3.7) com u(x0) = 0 para algum x0 ∈ Ω

então u ≡ 0 em Ω.

Observação 3.1 Neste caso, por solução do problema (3.7) entende-se uma função não-

negativa de classe C1(Ω) que satisfaz a desigualdade no sentido das distribuições (da mesma

forma que na Definição 3.1).

No Caṕıtulo 2, utilizamos o teorema acima para garantir a positividade das soluções

de (Pε,λ) para λ > λε. Naquela situação, verificamos inicialmente que, as funções u satisfa-

ziam uma desigualdade diferencial da forma

∆pu+ ∆qu− (a(x) + ε)ur 6 0, u > 0 (3.9)
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Resta garantir, então, que de tal desigualdade obtemos todas as hipóteses exigidas no Teorema

3.2 para concluir a positividade da solução. Por definição, ∆pu = div (|∇u|p−2∇u), donde

∆pu+ ∆qu = div[(|∇u|p−2 + |∇u|q−2)∇u]

e, portanto, podemos considerar a função A(t) = tp−2 + tq−2, t > 0 para este operador. Ob-

serve queA ∈ C(0,∞), tA(t) = tp−1+tq−1 é estritamente crescente em (0,∞) e lim
t→0+

tA(t) = 0.

Então, a função A satisfaz as condições (A1) e (A2) exigidas na teorema. Ainda, a função

f(s) = (a(x) + ε)sr pertence ao espaço C[0,∞) uma vez que a(x) ∈ Cβ(0 < β < 1). Além

disso, f(0) = 0 e f é não decrescente em (0,∞), logo também o é para qualquer intervalo do

tipo (0, δ), δ > 0, satisfazendo, assim, as condições (F1) e (F2).

Além disso, temos h(t) = tA(t) = tp−1 + tq−1, t > 0 e

H(t) = th(t)−
t∫

0

h(s) ds = tp + tq −
[
tp

p
+
tq

q

]
=

(
p− 1

p

)
tp +

(
q − 1

q

)
tq

Assim,

H(t)

th(t)
=

(
p− 1

p

)
tp +

(
q − 1

q

)
tq

tp + tq
=

(
p− 1

p

)
1 + tq−p

+

(
q − 1

q

)
1 + tp−q

e vale que

lim inf
t→0

(
H(t)

th(t)

)
=

(
q − 1

q

)
> 0

Por outro lado, f não é identicamente nula em um intervalo da reta e portanto

devemos garantir que ocorre o seguinte fato:

δ∫
0

ds

H−1(F (s))
= +∞ (3.10)

Observe que se considerarmos Hp(s) =

(
p− 1

p

)
sp, temos que H(s) > Hp(s),∀s > 0 e que

ambas são crescentes. É posśıvel ainda demonstrar que:

a H−1 e H−1
p são crescentes em (0,∞).

De fato, como Id = Hp ◦ H−1
p segue que 1 = H ′p(H

−1
p (z)) · (H−1

p )′(z). Já que Hp é

crescente então H ′p(H
−1
p (z)) > 0 e portanto, (H−1

p )′(z) > 0,∀z ∈ (0,∞). Assim, H−1
p é

crescente no domı́nio especificado. O resultado para H−1 é análogo.
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a H−1
p (z) > H−1(z), ∀z ∈ Im(H) ∩ Im(Hp) = (0,∞)

Considere z ∈ (0,∞), z = Hp(s) para algum s > 0. Então:

H−1
p (z) = H−1

p (Hp(s)) = s = H−1(H(s)) > H−1(Hp(s)) = H−1(z)

onde a desigualdade segue da primeira afirmação e da relação entre H e Hp.

Assim,
1

H−1(s)
>

1

H−1
p (s)

,∀s > 0 e

δ∫
0

ds

H−1
p (F (s))

6

δ∫
0

ds

H−1(F (s))
(3.11)

o que nos permite analisar somente a integral da esquerda. Calculamos inicialmente

F (t) =

t∫
0

f(s)ds =

t∫
0

(a(x) + ε)srds =
(a(x) + ε)

r + 1
tr+1 6

a1

r + 1
tr+1

donde obtemos que

H−1
p (F (s)) =

(
p

p− 1

)1/p

(F (s))1/p 6

(
p

p− 1

)1/p(
a1

r + 1

)1/p

s
r+1
p = Ks

r+1
p

para t > 0 e onde K > 0. Então,

δ∫
0

ds

H−1(F (s))
> K−1 lim

τ→0+

δ∫
τ

s
−(r+1)

p ds = K−1

(
p

p− r − 1

)
lim
τ→0+

[
1

δ
r+1−p
p

− 1

τ
r+1−p
p

]
= +∞

Segue então de (3.11) que H(t) satisfaz e equação (3.10) como desejávamos. Então, podemos

aplicar o Teorema 3.2 para a equação (3.9) e concluir a positividade das mesmas.

No decorrer do trabalho utilizaremos alguns resultados de comparação para estabe-

lecer uma relação entre duas soluções. No caso do operador p−Laplaciano temos:

Teorema 3.3 (Prinćıpio de Comparação) Sejam u e v funções cont́ınuas no espaço de

Sobolev W 1,p
loc (Ω) as quais satisfazem a desigualdade distribucional

∆pu−∆pv 6 0
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num domı́nio Ω ⊂ RN . Suponha que u > v em ∂Ω no seguinte sentido: o conjunto

{u− v + ε > 0} tem suporte compacto para todo ε > 0. Então, u > v em Ω.

Demonstração: Como a desigualdade ∆pu−∆pv 6 0 ocorre no sentido fraco, então ∀ϕ ∈
W 1,p

0 (Ω), ϕ > 0 temos ∫
Ω

(
|∇v|p−2∇v − |∇u|p−2∇u

)
∇ϕ 6 0. (3.12)

Para ϕ = (v − u)+ = max{v − u, 0} a equação (3.12) torna-se

0 >
∫
Ω

(
|∇v|p−2∇v − |∇u|p−2∇u

)
∇(v − u)+ >

∫
v−u>0

(
|∇v|p−2∇v − |∇u|p−2∇u

)
∇(v − u)

(3.13)

Por Arrazola ([18], Proposição A.2), para quaisquer duas funções u1, u2 ∈ W 1,p
0 (Ω),

p > 1 obtém-se a seguinte relação

∫
Ω

(
|∇u2|p−2∇u2 − |∇u1|p−2∇u1

)
∇(u2−u1) >



cp
∫
Ω

|∇(u2 − u1)|p, se p > 2,

cp

(∫
Ω

|∇(u2 − u1)|p
) 2

p

(∫
Ω

(|∇u2|+ |∇u1|)p
) 2−p

p

, se p ∈ (1, 2),

onde cp > 0. Aplicando-a em (3.13),

0 >
∫

v−u>0

(
|∇v|p−2∇v − |∇u|p−2∇u

)
(∇v −∇u) >

∫
Ω

|∇(v − u)+|p > 0,

donde segue (v−u)+ = 0 q.t.p em Ω, ou seja, u 6 v em Ω. �

Para o caso (p, q)−Laplaciano utilizaremos um prinćıpio de comparação fraco, o

qual é enunciado abaixo e cuja demonstração pode ser adaptada de Leão ([19], Lema 1.2) e

também do Teorema 3.3.

Teorema 3.4 Se Ω é um domı́nio limitado, e se u, v ∈ W (Ω) satisfazem{
−∆pu−∆qu 6 −∆pv −∆qv em Ω

u 6 v sobre ∂Ω
(3.14)

então u 6 v q.t.p. em Ω.
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Ainda, no Caṕıtulo 2, com a finalidade de estabelecer uma comparação forte entre

duas funções, utilizaremos o seguinte fato, demonstrado por Serrin ([25], Teorema 1),

Teorema 3.5 Seja u = u(x) e v = v(x) funções C1 num domı́nio N−dimensional Ω, satis-

fazendo as respectivas desigualdades diferenciais

div{A(x, u,Du)} −B(x, u,Du) > 0

div{A(x, v,Dv)} −B(x, v,Dv) 6 0.

Suponha que u 6 v em Ω, e que pelo menos uma das matrizes
∂A

∂(Du)
ou

∂A

∂(Dv)
é positiva

definida em Ω. Então ou u ≡ v ou u < v em Ω.

Na demonstração do Lema 2.3, obtivemos a relação entre u1 e u2 dada por

0 < u1 6 u2 6 β, onde β foi definido neste mesmo Lema. Queremos garantir que existe

uma ordenação estrita entre estas funções, e para isto, pretendemos utilizar o Teorema 3.5,

para o qual verificaremos se as hipóteses são satisfeitas.

Relembremos que u1 e u2 satisfazem, respectivamente, (Pε,λ1) e (2.8) com g(x, s, λ) =

g(x, β, λ2). Então, por (2.7) e λ1 < λ2, segue que as mesmas satisfazem as desigualdades

abaixo

−∆pu1 −∆qu1 < g(x, β, λ2)−Mur1

−∆pu2 −∆qu2 = g(x, β, λ2)−Mur2

as quais podem ser escritas de uma forma mais generalizada por

divA(x, u,∇u) +B(x, u,∇u) > 0

divA(x, v,∇v) +B(x, v,∇v) 6 0

onde a função A(x, z, ξ) = (|ξ|p−2ξ+ |ξ|q−2ξ) é uma função vetorial, diferenciável com relação

as variáveis z e ξ; e B(x, z, ξ) = g(x, β, λ2)−Mzr é uma função escalar e Lipschitz cont́ınua

nas variáveis z e ξ, ou seja,

|B(x, v, η)−B(x, u, ξ)| 6M{|η − ξ| − |v − u|}

para qualquer conjunto compacto de argumentos. De fato, utilizando o Teorema do Valor

Médio,

|B(x, v, η)−B(x, u, ξ)| = |−Mvr +Mur| 6 |K(u− v)| 6 K{|η − ξ|+ |v − u|}
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para qualquer conjunto compacto de Ω× R× Rn.

Observe ainda que a matriz [∂ξA(x,w,∇w)] é definida positiva em Ω, desde que

∇w 6= 0. Considere

[∂ξA(x, z, ξ)] =
[
(p− 2) |ξ|p−4 [ξ ⊗ ξ] + |ξ|p−2 I

]
+
[
(q − 2) |ξ|q−4 [ξ ⊗ ξ] + |ξ|q−2 I

]
= |ξ|p−4

(
|ξ|2 I + (p− 2) [ξ ⊗ ξ]

)
+ |ξ|q−4

(
|ξ|2 I + (q − 2) [ξ ⊗ ξ]

)
onde

aij = |ξ|p−4
(
|ξ|2δij + (p− 2)ξiξj

)
+ |ξ|q−4

(
|ξ|2δij + (q − 2)ξiξj

)
Escolhendo uma mudança de coordenadas adequadas, de forma que ξ = ∇u seja paralelo ao

vetor da base canônica en, segue que

[∂ξA(x,w,∇w)] = [aij(x)] = |∇w|p−2P + |∇w|q−2R

onde as P e R são as matrizes

P =


1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · p− 1

 R =


1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · q − 1


as quais são positivas definidas e, portanto, a matriz [∂ξA(x,w,∇w)] também possui esta

mesma propriedade. Portanto, basta garantir que ∇w = ∇u1 6= 0 em Ω, ou ∇w = ∇u2 6= 0

em Ω, para que as hipóteses do Teorema 3.5 sejam satisfeitas e possamos concluir que ou

u1 ≡ u2 ou u1 < u2 em Ω.

3.3 Alguns resultados de Análise Funcional

Nesta seção apresentaremos alguns resultados da área de Análise funcional que

foram utilizados no decorrer do estudo. Muitos destes resultados são clássicos da teoria e

podem ser encontrados em bibliografias como Brezis([3]).

Lema 3.1 (Desigualdade de Hölder) Sejam f ∈ Lp e g ∈ Lp′ com 1 6 p 6 ∞ tais que
1
p

+ 1
p′

= 1. Então se f · g ∈ L1 e∫
|fg|dx = ||f ||p · ||g||p′ . (3.15)
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Lema 3.2 (Desigualdade de Young) Sejam 1 6 p, p′ 6∞ tais que 1
p

+ 1
p′

= 1. Então

ab 6
ap

p
+
bp
′

p′
. (3.16)

Teorema 3.6 (Rellich-Kondrachov) Suponhamos Ω ⊂ RN limitado de classe C1. Se

verifica:

• se p < N então W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀q ∈ [1, p∗) onde p∗ =
Np

N − p
.

• se p = N então W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀q ∈ [1,∞).

• se p > N então W 1,p(Ω) ⊂ C(Ω).

com aplicações injetivas compactas.

Lema 3.3 (Desigualdade de Poincaré) Seja Ω um limitado e aberto. Então existe uma

constante C(dependente de Ω e de p) tal que

||u||p 6 C||∇u||p ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω) (1 6 p <∞). (3.17)

Observação 3.2 Ainda, com relação a esta desigualdade, podemos estabelecer:

||u||q 6 C||∇u||p ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω) (1 6 p <∞). (3.18)

onde q ∈ [1, p∗] e p∗ é o expoente cŕıtico de Sobolev. Em particular, ||∇u||p é uma norma

equivalente a norma de W 1,p
0 (Ω).

Teorema 3.7 (Minty-Browder) Seja E um espaço de Banach reflexivo. Seja A : E → E
′

uma aplicação (não linear) cont́ınua tal que

〈Av1 − Av2, v1 − v2〉0, ∀v1, v2 ∈ E, v1 6= v2

lim
||v||→∞

〈Av, v〉
||v||

=∞

Então, para todo f ∈ E ′ existe u ∈ E única solução da equação Au = f .

3.4 Métodos variacionais - Alguns resultados

A teoria de minimização é muito utilizada para garantir a existência de pontos

cŕıticos de funcionais associados a determinados problemas, já que estes pontos coincidem
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com as soluções fracas dos problemas abordados. Assim, as propriedades e caracteŕısticas

dos funcionais são de grande relevância para o estudo de seu comportamento pois fornecem

informações relevantes sobre candidatos a solução procurada. O resultado a seguir, utilizado

no Caṕıtulo 2, exemplifica tais colocações.

Teorema 3.8 Seja E um espaço de Hilbert (ou um espaço de Banach reflexivo) e suponha

que o funcional φ : E → R é fracamente semicont́ınuo inferiormente (s.c.i) e coercivo. Então,

Φ é limitado inferiormente e existe u0 ∈ E tal que

Φ(u0) = inf
E

Φ

Demonstração: Da coercividade, podemos escolher R > 0 de forma que se u ∈ E e||u|| > R

temos Φ(u) > Φ(0). A bola BR(0) é compacta na topologia fraca σ(E.E ′) e como Φ s.c.i., se

tomarmos sua restrição Φ : BR(0)→ R, obtemos que existe u0 ∈ BR(0) tal que

Φ(u0) = inf
BR(0)

Φ.

Sendo ı́nfimo sobre BR(0) e como 0 ∈ BR(0), segue que Φ(u0) 6 Φ(0) 6 Φ(u) para todo

u ∈ E, o que conclui a demonstração. �

Um importante método utilizado na obtenção de soluções de determinados problemas

é o chamado “método de sub-supersolução”, o qual pode-se mostrar que é válido para o

operador (p, q)−Laplaciano fazendo uma adaptação da demonstração para o caso do operador

p−Lapalciano.

Teorema 3.9 ([6], Proposição 3.1) Assuma que u e u são respectivamente sub e super-

solução de {
−∆pu−∆qu = g(x, u) em Ω

u = 0 sobre ∂Ω,
(3.19)

com u 6 u q.t.p em Ω. Considere o funcional

Φ(u) =
1

p

∫
Ω

|∇u|pdx+
1

q

∫
Ω

|∇u|qdx −
∫
Ω

G(x, u)dx (3.20)

onde G(x, u) =
u∫
0

g(x, s)ds e o intervalo

M := {u ∈ W (Ω) : u 6 u 6 u q.t.p. em Ω}

Então, o ı́nfimo de Φ em M é atingido em alguma u e tal u é solução de (3.19).
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Uma dos resultados centrais da teoria de minimização é o conhecido Teorema do

Passo da Montanha. Para enunciá-lo, primeiramente, vamos definir uma condição dada

como hipótese, chamada de condição de Palais-Smale (ou simplesmente (PS)).

Definição 3.3 Seja E um espaço de Banach e I ∈ C1(E,R). Dizemos que I satisfaz a

condição de Palais-Smale se qualquer sequência (um) ⊂ E para a qual I(um) é limitada e

I ′(um)→ 0 quando m→∞ possui uma subsequência convergente.

Teorema 3.10 (Teorema do Passo da Montanha) Seja E um espaço de Banach, I ∈
C1(E,R) satisfazendo a condição (PS). Suponha I(0) = 0 e

(I1) existem constantes ρ, α > 0 tais que I(w) > α para todo w ∈ ∂Bρ;

(I2) existe e ∈ E \Bρ tal que I(e) 6 0;

Então, I possui um valor cŕıtico c > α. Além disso, c pode ser caracterizado como

c := inf
g∈Γ

max
u∈g([0,1])

I(u)

onde

Γ := {g ∈ C([0, 1], E); g(0) = 0, g(1) = e}.

O resultado que apresentaremos a seguir é uma versão generalizada do Teorema do

Passo da Montanha, na qual retira-se a exigência de que o funcional satisfaça a condição

(PS).

Teorema 3.11 ([21], Teorema A.3) Seja φ uma função de classe C1 sobre um espaço de

Banach E com φ(e1) = c, e1 ∈ E. Suponha que existam η > 0, r > c tais que φ(u) > r

quando ||u− e1|| = η e φ(e2) 6 c para algum e2 ∈ E com ||e2 − e1|| > η. Então, existe uma

sequência (un) ⊂ E tal que

φ(un) = c∗ + o(1) e φ′(un) = o(1)

onde

c∗ := inf
γ∈Γ

max
06t61

φ(γ(t)), c∗ > r

e

Γ := {γ ∈ C([0, 1], E); γ(0) = e1, γ(1) = e2}.



58

3.5 Regularidade

Nesta seção buscamos, inicialmente, definir as derivadas no sentido de Gâteaux e

Fréchet e, posteriormente, estabelecer uma relação entre elas e o fato de um funcional ser de

classe C1(W (Ω),R). Seja U um subconjunto aberto de X e considere F : U → Y .

Definição 3.4 Seja u ∈ U . Dizemos que F possui derivada no sentido de Fréchet, ou é

Fréchet diferenciável em u se existe A ∈ L(X, Y ) tal que, se tomarmos

R(h) = F (u+ h)− F (u)− A(h)

resulta que

R(h) = o(||h||)

ou seja
||R(h)||
||h||

→ 0 quando ||h|| → 0

A aplicação A é unicamente determinada e será chamada (Fréchet) diferencial de F em u e

denotada por A = dF (u).

Observação 3.3 Dizemos que F é derivável a Fréchet em U , se for derivável no sentido de

Fréchet para todo u ∈ U . Além disso, F ∈ C1(U, Y ) se sua derivada no sentido de Fréchet

existe e é cont́ınua em U .

Definição 3.5 Seja F : U → Y e u ∈ U . Dizemos que F tem derivada no sentido de

Gâteaux, ou que é G-diferenciável em u, se existe A ∈ L(X, Y ) tal que para todo h ∈ X

temos

F (u+ th)− F (u)

t
→ Ah quando t→ 0.

A aplicação A está unicamente determinada e é chamada derivada no sentido de Gâteaux de

F em u é denotada por dGF (u).

Obviamente, se F é Fréchet-diferenciável em u então F é Gâteaux-diferenciável em

u e ambas diferenciais coincidem. A rećıproca não é verdadeira. Passamos agora para um

importante resultado muito semelhante ao “Teorema do Valor Médio”, cuja demonstração

pode ser encontrada em ([1], Teorema 1.8).

Teorema 3.12 Seja F : U → Y G-diferenciável em qualquer ponto de U . Dados u, v ∈ U
tais que [u, v] ⊂ U resulta que

||F (u)− F (v)|| 6 sup{||dGF (w)|| : w ∈ [u, v]}||u− v||
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Deste resultado segue o próximo cuja demonstração também pode ser encontrada

em ([1]).

Teorema 3.13 ([1], Teorema 1.9) Suponha F : U → Y G-diferenciável em U e seja F ′G :

U → L(X, Y ), F ′G(u) = dGF (u), seja cont́ınua em u∗. Então F é Fréchet-diferenciável em

u∗ e dF (u∗) = dGF (u).

Observação 3.4 Uma consequência imediata do teorema anterior é que F ∈ C1(U, Y ).

Além disso, podemos estabelecer resultados que nos fornecem informações sobre a

regularidade das soluções de problemas envolvendo o operador (p, q)−Laplaciano, os quais

serão muito utilizados no Caṕıtulo 2. Iniciaremos, estabelecendo um teorema, que pode ser

encontrado em He e Li ([11], Teorema 2) e nos fornece a regularidade de soluções em RN .

Teorema 3.14 Suponha para f(x, t) que:

(A1) f(x, t) : RN × R → R satisfaça a condição Caratheodory, ou seja, para x ∈ RN

q.t.p., f(x, t) é cont́ınua em t ∈ R e para cada t ∈ R, f(x, t) é Lebesgue mensurável com

relação a x ∈ RN .
(A2) f(x, t) é de crescimento cŕıtico ou subcŕıtico sobre u no infinito, ou seja, para

qualquer ε > 0, existe Cε > 0 tal que |f(x, t)| 6 ε|t|q−1 +Cε|t|p
∗−1 para todo (x, t) ∈ RN ×R,

onde p∗ =
Np

N − p
se N > p, e 0 < p∗ < +∞ se N 6 p.

Se u ∈ W 1,p(RN) ∩W 1,q(RN), 1 < q < p < N , é uma solução fraca de

−∆pu−∆qu = f(x, u)

então existe um σ > 0 e uma constante C dependente somente de N, p, q, ess supBR(x0) |u|
para qualquer R > 0, tal que

|∇u(x)| 6 C,

|∇u(x)−∇u(y)| 6 C|x− y|σ

para todo x, y ∈ BR(x0) e todo x0 ∈ RN .

Em particular, obtém-se a regularidade C1,σ destas soluções. Este resultado pode

ser aplicado a nosso problema, uma vez que Ω é um conjunto limitado e estamos interessados

em soluções limitadas, donde sua extensão em RN ainda mantém-se limitada e a constante

C está bem definida.

Um importante resultado que conecta aspectos de regularidade com Teoria de mi-

nimização de funcionais J associados a problemas envolvendo o operador p−Laplaciano, é o



60

que relaciona mı́nimos obtidos na topologia de C1(Ω) com mı́nimos na topologia de W 1,p
0 (Ω).

Mais precisamente, Azorero et al. ([2], Teorema 1.1) garantiram, para p > 1, o seguinte

resultado

Teorema 3.15 Se u0 ∈ W 1,p
0 (Ω) é um mı́nimo local de Jp em C1(Ω), então u0 é um mı́nimo

local em W 1,p
0 (Ω).

Para isto, foi exigida a condição que a função f(x, s) definida em Ω× R seja Caratheodory.

O termo mı́nimo local em E (E = C1(Ω) ou E = W 1,p
0 (Ω)) significa que existe r > 0 de tal

forma que

Jp(u0) 6 Jp(u0 + v) para toda v ∈ E tal que ||v||E 6 r.

Seguindo as ideias da demonstração do resultado acima, é posśıvel garantir que o

resultado permanece válido para funcionais associados a problemas envolvendo o operador

(p, q)−Laplaciano, para p > 1 e W (Ω) = W 1,p
0 (Ω) ∩W 1,q

0 (Ω), ou seja

Teorema 3.16 Se u0 ∈ W (Ω) é um mı́nimo local de J em C1(Ω), então u0 é um mı́nimo

local em W (Ω).

3.5.1 Regularidade do funcional Jλ

Com as definições apresentadas acima, desejamos garantir que o funcional Jλ, defi-

nido no Caṕıtulo 2 e dado pela expressão

Jλ(u) =
1

p

∫
Ω

|∇u|pdx+
1

q

∫
Ω

|∇u|qdx − λ

α + 1

∫
Ω

|u|α+1dx +
1

r + 1

∫
Ω

(a(x) + ε)|u|r+1dx

é de classe C1(W (Ω),R) e, para este fim, demonstraremos o seguinte resultado.

Lema 3.4 Seja Ω ⊂ RN limitado e 1 < q < p < α + 1 < r + 1 < p∗ onde p∗ é o expoente

cŕıtico de Sobolev. Considere ainda a(x) uma função cont́ınua pertencente Cβ, 0 < β < 1

cumprindo a condição (5). Então, os operadores Hm : W → R, Hα : W → R e Hr : W → R
definidos por:

Ht(u) =

∫
Ω

|∇u|m dx

Hα(u) =
λ

α + 1

∫
Ω

|u|α+1 dx
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Hr(u) =
1

r + 1

∫
Ω

(a(x) + ε)|u|r+1 dx

para m = p ou q são de classe C1(W ) e suas derivadas de Fréchet em u ∈ W são dadas por

〈dHm(u), v〉 = m

∫
Ω

|∇u|m−2∇u∇v dx

〈dHα(u), v〉 =

∫
Ω

λ|u|α−1uv dx

〈dHr(u), v〉 =

∫
Ω

(a(x) + ε)|u|r−1uv dx

Demonstração: Faremos os casos Hm e Hr, respectivamente, já que o caso Hα é análogo a

este último. Sejam

Gm(x, u) =

|u|∫
0

τm−1 dτ e Gr(x, u) = (r + 1)

|u|∫
0

τ r dτ.

Escolha v, u ∈ W (Ω), x ∈ Ω e t ∈ (0, 1). Então,

Hm(u+ tv)−Hm(u)

t
=

∫
Ω

Gm(x,∇u+ t∇v)−Gm(x,∇u)

t
dx (3.21)

Hr(u+ tv)−Hr(u)

t
=

∫
Ω

(a(x) + ε)
Gr(x, u+ tv)−Gr(x, u)

t
dx (3.22)

Pelo teorema do valor médio, existe θ ∈ (0, 1) tal que

Gm(x,∇u(x) + t∇v(x))−Gm(x,∇u(x)) = m|∇u(x) + t∇v(x)|m − |∇u(x)|m

6 m|∇(u(x) + tθv(x))|m−2

∇(u(x) + tθv(x))(t∇v(x))

Gr(x, u(x) + tv(x))−Gr(x, u(x)) = |u(x) + tv(x)|r+1 − |u(x)|r+1

6 |u(x) + tθv(x)|r−1(u(x) + tθv(x))(tv(x))
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donde segue que:∣∣∣∣(Gm(x,∇u(x) + t∇v(x))−Gm(x,∇u(x))

t

)∣∣∣∣ 6 m
|∇u(x) + tθ∇v(x)|m−1|t∇v(x)|

t

6 C (|∇u(x)|m + |∇v(x)|m)

∣∣∣∣(a(x) + ε)

(
Gr(x, u(x) + tv(x))−Gr(x, u(x))

t

)∣∣∣∣ 6 (a(x) + ε)
|u(x) + tθv(x)|r|tv(x)|

t

6 C(a(x) + ε) (|u(x)|r+1 + |v(x)|r+1)

para uma constante C > 0. Em ambos os casos, no penúltimo passo, foi utilizada a Desi-

gualdade de Young, enunciada no Lema 3.16 para obter a estimativa, a qual, por meio da

Desigualdade de Poincaré, enunciada no Lema 3.17, garante-se que está em L1(Ω).

Desta forma, retornando a (3.21) e (3.22), respectivamente, segue do Teorema da

Convergência Dominada de Lebesgue ([3], Teorema IV. 2) que

lim
t→0

Hm(u+ tv)−Hm(u)

t
= lim

t→0

∫
Ω

Gm(x,∇u+ t∇v)−Gm(x,∇u)

t
dx

= m

∫
Ω

|∇u|m−2∇u∇v dx

lim
t→0

Hr(u+ tv)−Hr(u)

t
= lim

t→0
(a(x) + ε)

Gr(x, u+ tv)−Gr(x, u)

t
dx

=

∫
Ω

(a(x) + ε)|u|r−1uv dx

e, assim, obtemos as expressões para as derivadas, como desejávamos. Resta então garantir-

mos que tais derivadas, dHm(u), dHα(u), dHr(u) são cont́ınuas. Considere então un → u em

W (Ω). Assim, a menos de subsequência , un(x)→ u(x) q.t.p. em Ω.
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Segue, para m = p ou q que:

||dHm(un)− dHm(u)||∗ = sup
||ϕ||=1

|〈dHm(un)− dHm(u), ϕ〉|

6 sup
||ϕ||=1

m

∫
Ω

(
|∇un|m−2∇un − |∇u|m−2∇u

)
|∇ϕ| dx

6 sup
||ϕ||=1

||f(un)− f(u)|| m
m−1
||∇ϕ||m (3.23)

onde f(v) = |∇v|m−2∇v. Observe que, de fato, f ∈ L
m
m−1 (Ω) e a diferença |f(un) − f(u)|

também está neste espaço quando m = p ou q, pois

|f(v)|
m
m−1 = (|∇v|m−1)

m
m−1 = |∇v|m ∈ L1(Ω) =⇒ f ∈ L

m
m−1 (Ω)

Além disso,

|f(un)− f(u)|
m
m−1 6

(
|∇un|m−1 + |∇u|m−1

) m
m−1 6 C ′′ (|∇un|m + |∇u|m) ∈ L1(Ω)

onde a constante C ′′ > 0 não depende de un e u. Retornando a equação (3.24), obtemos que

||f(un)− f(u)|| m
m−1
→ 0 quando n→∞. Deste modo,

||dHm(un)− dHm(u)||∗ → 0 quando n→∞

o que garante que dHm é cont́ınuo.

Da mesma forma, para o operador dHr(u), se utilizarmos a Desigualdade (A.5) de

[21], a Desigualdade de Hölder (3.15) e a Desigualdade de Poincaré (3.17), teremos:

||dHr(un)− dHr(u)||∗ = sup
||ϕ||=1

|〈dHr(un)− dHr(u), ϕ〉|

6 sup
||ϕ||=1

∫
Ω

(a(x) + ε)
(
|un|r−1un − |u|r−1u

)
|ϕ| dx

6 sup
||ϕ||=1

∫
Ω

(a(x) + ε)
(
|un|(r+1)−2un − |u|(r+1)−2u

)
|ϕ| dx

6 sup
||ϕ||=1

∫
Ω

(a(x) + ε)|un − u| (|un|+ |u|)p−1 |ϕ| dx

6 sup
||ϕ||=1

∫
Ω

(a(x) + ε)|un − u|
(
|un|p−1 + |u|p−1

)
|ϕ| dx

6 C||un − u||1,p (||un||1,p + ||u||1,p) (3.24)
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o que garante que dHr é cont́ınuo. A prova da continuidade do operador dHα segue os

mesmos passos. Deste modo, pela observação (3.3), segue que estes funcionais de são de

classe C1(W (Ω),R), e segue a conclusão esperada. �

3.6 Sobre Derivadas Normais de u1 e u2

Considere, novamente, u1 solução de (Pε,λ1) e u2 solução de (2.8) com g(x, s, λ) =

g(x, β, λ2), encontradas no Lema 2.3. Queremos mostrar que

∂ui
∂η

< 0 em ∂Ω para i = 1, 2,

onde η é o vetor normal exterior unitário à ∂Ω. Lembremos que

∆pv + ∆qv =
N∑

i,j=1

∂xi
[
aij(x, v) A(|∇v|) ∂xjv

]

onde aij(x, v) = δij =

{
1, i = j

0, i 6= j
e A(t) = tp−2 + tq−2, t > 0. Além disso, a matriz dos

coeficientes [aij(x, z)] é a matriz identidade de RN , e por isso está bem definida, é simétrica e

continuamente diferenciável em Ω× [0, δ′] para todo δ′ > 0. Ainda, para todo ξ ∈ RN , temos

que

ψ(z)|ξ|2 6 aij(x, z)ξiξj 6 Ψ(z)|ξ|2,

com ψ = Ψ = 1.

Para obter informações sobre as derivadas normais destas funções, vamos verificar as

hipóteses de ([22], Teorema 5.5.1). Observe que A ∈ C1(R+), sA(s) é estritamente crescente

em R+ e sA(s)→ 0 quando s→ 0. Além disso, como q < p, segue que

lim
s→0+

sA′(s)

A(s)
= lim

s→0+

(
p− 2

1 + sq−p

)
+ lim

s→0+

(
q − 2

1 + sp−q

)
= q − 2 = c > −1,

e que √
Ψ(0)

ψ(0)
= 1 <

2 + c+ (2
√

1 + c)

|c|
=
q + 2

√
q − 1

q − 2



65

Reescrevemos as equações satisfeitas por u1 e u2, em Ω, da seguinte forma

∆pu1 + ∆qu1 + f(x, u1, λ1) = 0 (3.25)

e

∆pu2 + ∆qu2 −Mur2 = −g(x, β, λ2). (3.26)

No caso (3.25), temos

B(x, z, ξ) = f(x, z) = λ1z
α − (a(x) + ε)zr > −εzr > −kΦ(|ξ|)− εzr,

onde Φ(s) = sA(s) e a desigualdade ocorre para todo k > 0, |ξ| 6 1 e z > 0. Assim, podemos

escolher f(z) = εzr, a qual é não decrescente em (0,∞) e f(0) = 0. Da mesma forma que

mostramos na Seção 3.2, temos ∫
0+

ds

H−1(F (s))
= +∞,

e portanto, sendo u1 > 0 em Ω, pelo Teorema 5.5.1 ([22]), obtemos que

∂u1

∂η
< 0 em ∂Ω.

No caso (3.26) observamos que podemos escolher a constante positiva M no

Lema 2.3 de tal forma que −g(x, β, λ2) 6 0. Assim, temos

B(x, z, ξ) = −Mzr > −kΦ(|ξ|)−Mzr,

onde Φ(s) = sA(s) e a desigualdade ocorre para todo k > 0, |ξ| 6 1 e z > 0. Procedendo

de maneira análoga ao caso anterior, obtemos a mesma condição sobre a integral e, como

u2 > u1 > 0 em Ω, segue pelo Teorema 5.5.1 ([22]) que

∂u2

∂η
< 0 em ∂Ω.

Além disso, considerando η o vetor normal exterior unitário à ∂Ω, obteremos que
∂(u2 − u1)

∂η
< 0 em ∂Ω. De fato, conforme mostramos anteriormente, temos

∂u1

∂η
< 0 e

∂u2

∂η
< 0 em ∂Ω,
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Como ∂Ω é suave, existe um campo vetorial η(x) o qual, para alguma vizinhança de ∂Ω em

Ω, é igual ao vetor normal exterior unitário em cada ponto x ∈ ∂Ω. Da continuidade das

derivadas normais de u1 e u2, obtemos que

∂u1

∂η
< −δ e

∂u2

∂η
< −δ em Γ,

onde δ > 0 e Γ é uma vizinhança aberta e conexa de ∂Ω em Ω. Ainda, para todo t ∈ [0, 1],

ocorre que

t
∂u1

∂η
+ (1− t)∂u2

∂η
6 −δ em Γ. (3.27)

Note que

−∆pu1 −∆qu1 = g(x, u1, λ1)−Mur1

< g(x, β, λ2)−Mur1

= −∆pu2 −∆qu2 +Mur2 −Mur2

ou seja,

0 < −∆pu2 −∆qu2 − {−∆pu1 −∆qu1}+Mur2 −Mur2 6 −L0(u2 − u1) + C(u2 − u1)(3.28)

onde C > 0 constante e o operador  L0 é definido por

L0 =
N∑

i,j=1

∂xi

[
ci,j(x)

∂

∂xj

]
(3.29)

com ci,j(x) =
1∫
0

∂ci
∂y1

(t∇u2 + (1− t)∇u1) dt e ci = (|y|p−2 + |y|q−2) yi para i = 1, 2, ..., N e

y ∈ RN .

Utilizando (3.27), podemos garantir que (3.29) é uniformemente eĺıptico em Γ, e

portanto, se considerarmos

L(u2 − u1) = L0(u2 − u1)− C(u2 − u1),

ainda mantemos a condição de elipticidade uniforme e, por (3.28), −L(u2 − u1) > 0 em Γ.

Além disso, se x ∈ Γ, obtemos a relação u2(x) − u1(x) > 0 = u2(x0) − u1(x0) para todo
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x0 ∈ ∂Ω = ∂Γ ∩ ∂Ω. Assim, por Gilbarg e Trudinger ([17], Lema 3.4), segue que

∂(u2 − u1)

∂η
(x0) < 0 em x0 ∈ ∂Ω

Como esta condição ocorre para todo ponto de ∂Ω, a desigualdade acima ocorre em toda

fronteira de Ω.

3.7 O Grau Topológico de Leray-Schauder

A teoria do Grau Topológico foi apresentada inicialmente por L. Brouwer para

dimensões finitas em 1912, e o caminho para uma definição anaĺıtica foi realizado por A. Sard

em 1942, através da investigação da medida dos valores cŕıticos de aplicações diferenciáveis.

Mais tarde, em 1934, J. Leray e J. Schauder garantiram a existência de uma definição análoga

aquela dada para dimensão finita, para a classe de funções chamadas de perturbação compacta

da identidade, já em dimensões infinitas. Esta teoria foi desenvolvida com o intuito de fornecer

informações sobre o conjunto de soluções de equações da forma y = f(x), e, deste modo, pode-

se fornecer respostas a questões relativas à existência de solução, unicidade, multiplicidade,

etc.

Consideraremos as aplicações cont́ınuas F entre espaços de Banach tais que aplicam

conjuntos limitados em conjuntos relativamente compactos. Assim, é posśıvel definir o grau

de Leray - Schauder para a perturbação compacta da identidade I−F , e estabelecer algumas

propriedades importantes.

Definição 3.6 Considere dois espaços de Banach X e Y , um subconjunto Ω de X e uma

aplicação F : Ω → Y . Então, F é dita ser compacta se ela for cont́ınua e tal que F (Ω)

é relativamente compacto (conjunto cujo fecho é compacto). Denotaremos por K(Ω, X) a

classe de todas as aplicações compactas e iremos escrever K(Ω) ao invés de K(Ω, X).

Seja X um espaço de Banach, Ω ⊂ X aberto limitado, F ∈ K(Ω) e p /∈ (I −F )(∂Ω).

A cada tripla (I − F,Ω, p) definimos uma função deg em Z, chamada de grau de I − F com

relação a Ω e p, e que satisfaz três condições básicas:

(P1) Normalização: se I denota a aplicação identidade, então

deg(I,Ω, p) =

{
1 se p ∈ Ω

0 se p /∈ Ω.

(P2) Decomposição: sempre que Ω1 e Ω2 são subconjuntos abertos e disjuntos de Ω e tais

que p /∈ (I − T )(Ω \ (Ω1 ∪ Ω2)) tem-se:
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deg(I − F,Ω, p) = deg(I − F,Ω1, p) + deg(I − F,Ω2, p)

(P3) Invariância Homotópica: D(I −H(t, ·),Ω, p(t)) é independente de t ∈ [0, 1] sempre

que H : [0, 1] × Ω→ X é compacta, p : [0, 1]→ X é cont́ınua e p(t) /∈ (I −H(t, ·))(∂Ω) em

[0, 1].

Esta função está bem definida e é única com tais condições, como demonstra o

seguinte Teorema de Deimiling:

Teorema 3.17 ([7], Teorema 8.1) Seja X um espaço de Banach real e

M = {(I − F,Ω, p) : Ω ⊂ X aberto limitado, F ∈ K(Ω) e p /∈ (I − F )(∂Ω)}.

Então existe exatamente uma função deg : M → Z, o grau de Leray - Schauder, satisfazendo

(P1)-(P3).

Além disso, para esta função ainda temos o seguinte Teorema.

Teorema 3.18 ([7], Teorema 8.2) Além de (P1)-(P3), o grau de Leray Schauder tem as

seguintes propriedades:

(P4) deg(I − F,Ω, p) 6= 0 implica que (I − F )−1(p) 6= ∅.

(P5) deg(I − G,Ω, p) = deg(I − F,Ω, p) para G ∈ K(Ω) ∩ Br(F ) e deg(I − F,Ω, ·) é cons-

tante em Br(p) onde r = %(p, I − F (∂Ω)). Além disso, deg(I − F,Ω, ·) é constante em toda

componente conexa de X \ (I − F )(∂Ω).

(P6) deg(I −G,Ω, p) = deg(I − F,Ω, p) sempre que G
∣∣
∂Ω

= F
∣∣
∂Ω

.

(P7) deg(I − F,Ω, p) = deg(I − F,Ω1, p) para todo subconjunto Ω1 de Ω que satisfaz p /∈
(I − F )(Ω \ Ω1).

Um dos principais resultados relacionados com esta teoria é o chamado Teorema

do Ponto Fixo de Schauder. Através dele, é posśıvel encontrar soluções de determinados

problemas se o operador F puder ser escrito de forma a cumprir F (u) = u num domı́nio

adequado.

Teorema 3.19 ([7], Teorema 8.8) Seja X um espaço de Banach real, C ⊂ X não-vazio,

fechado, limitado, convexo e F : C → C compacta. Então, F tem um ponto fixo.
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A Teoria do Grau Topológico de Schauder é utilizada para a resolução de problemas

eĺıpticos no seguinte sentido. Escolhe-se um espaço de Banach X e converte-se o problema

em uma equação funcional da forma u = F (u), u ∈ X e F compacta. Então, utiliza-se

a propriedade da invariância homotópica para mostrar que, em X, u = F (u). Geralmente,

para isso, define-se a homotopia h(t, u) = u− tF (u) e demonstra-se a existência de um valor

R > 0 tal que u 6= tF (u) para todo (t, u) ∈ [0, 1] × X com ||u|| = R. Por exemplo, para

problemas envolvendo o operalor Laplaciano podemos considerar X = L2 e F o inverso do

próprio operador em H1
0 . Esta mesma estratégia é válida para operadores uniformemente

eĺıpticos de segunda ordem mais gerais, que cumpram certa regularidade e outras hipóteses

sobre seus coeficientes.
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eĺıpticos com função peso mudando de sinal em domı́nios ilimitados. 2009.
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