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Unidade 1

Trabalho e energia

O computador que voceé usa, ou o seu telefone, precisam de energia para funcionar. Vocé
precisa de energia para se manter vivo. Sao diferentes tipos de energia, a energia elétrica
que alimenta o seu telefone, ou a energia bioquimica que lhe alimenta. O que elas tem em
comum €é que ambas podem ser obtidas a partir de, ou transformadas em, movimento.
E através do movimento que transformamos outros tipos de energia em energia elétrica.
E é através do movimento que usamos a energia acumulada em nosso corpo a partir dos
alimentos. Nesta unidade iremos estudar em detalhe um tipo de energia que tem um
papel muito importante na nossa vida: a energia do movimento, ou energia cinética.

Imagem retirada de
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1.1 Energia cinética

O texto abaizo foi retirado da referéncia [1].
A energia cinética (K) é a energia associada ao estado de movimento de um objeto.
Quanto mais depressa o objeto se move, maior é a energia cinética. Quando um objeto
estd em repouso, a energia cinética é nula.

Para um objeto de massa m cuja velocidade é v

1
K = —mv?.
2

3
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A unidade de energia cinética (ou qualquer outra forma de energia) no S.I. é o joule (J),
definida em termos das unidades de massa e velocidade

1J = 1kg - m?/s>.

Supondo que a moga da figura esteja correndo com uma velocidade de 10 km/h (=
2.8 m/s) e tenha massa de 50 kg, sua energia cinética ¢

1
K= 5(50 kg)(2.8 m/s)? ~ 200 J.

1.2 Trabalho

O texto abaizo foi retirado da referéncia [1].
Quando vocé aplica uma forca e aumenta a velocidade de um objeto, a energia cinética
K (= mv?/2) do objeto aumenta. Quando vocé aplica uma forga e diminui a velocidade
de um objeto, a energia cinética do objeto diminui. Trabalho (W) é a energia transferida
para um objeto, ou de um objeto, através de uma forca que age sobre o objeto. Quando a
energia ¢ transferida para o objeto, o trabalho é positivo; quando a energia é transferida
do objeto, o trabalho é negativo.

“Trabalho”, portanto, é a energia transferida ; “realizar trabalho” é o ato de transferir
energia. O trabalho tem a mesma unidade que a energia (joule, J) e é uma grandeza
escalar.

\
el

Imagem retirada de
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Para encontrar uma expressao para calcular o trabalho, considere um objeto de massa
m que se desloca ao longo da direcao horizontal sem atrito, por exemplo uma bola de
boliche deslizando sobre uma pista extremamente lisa. Se uma forga constante age sobre
a bola, podemos relacionar a forga a aceleragao através da segunda lei de Newton (na
direcao horizontal, ou x)
F, = ma,.

Quando a bola sofre um deslocamento cf, a forca muda a velocidade da bola desde um
valor inicial 7 até um valor final ¥. Como a forca é constante, a aceleracao também é
constante, e podemos escrever

v? =g + 2a,d,

ou ainda,

2 _ 2
v — vy = 2a,d.
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Usando a segunda lei de Newton e substituindo a, por F,/m, e dividindo toda a equacao
por 2, ficamos com

L oo 1 5

= - = = F,d.

5MU" — 5mYg

Os termos do lado esquerdo da equagao sdo as energias cinéticas antes (mv3/2), e depois
(mv?/2) do deslocamento d. Assim, o lado esquerdo da equagdo nos diz que a energia
cinética da bola foi alterada, e o lado direito da equacao nos diz que a mudanca é igual a
F,d. Ou seja, o trabalho realizado pela forga sobre a bola é

W = F,d.

Para calcular o trabalho que uma forca realiza sobre um objeto quando este sofre
um deslocamento, usamos apenas a componente da forca na direcao do deslocamento
do objeto. A componente da forca perpendicular ao deslocamento nao realiza trabalho.
Suponha que a forca F nao seja paralela ao deslocamendo CZ mas faca um angulo ¢ com
ele. Neste caso, teremos F, = F'cos ¢, e assim

W = Fdcos ¢,
ou ainda, usando a definicao de produto escalar,
W=Fed.

O trabalho realizado por uma forca sobre um objeto pode ser positivo ou negativo. Se o
angulo ¢ é menor do que 90°, cos ¢ é positivo e o trabalho é positivo. Se ¢ é maior do
que 90° (e menor do que 180°), cos ¢ é negativo e o trabalho é negativo.

A unidade de trabalho no S.I. é o joule, a mesma da energia cinética. Entretanto,
como pode ser visto na equacgao acima uma unidade equivalente é o newton-metro
(N -m). Outra unidade correspondente também muito usada é a caloria (cal, usada para
representar a quantidade de energia presente nos alimentos, por exemplo),

1J=1kg-m?*/s*>=1N-m = 0.2388 cal.

1.2.1 Teorema do trabalho-energia

O texto abaizo foi retirado da referéncia [1].

Como vimos, existe uma relagao entre a variagao da energia cinética da bola de boliche
(desde um valor inicial K; = $mug até um valor final Ky = $mw?) e o trabalho (W = F,d)
realizado sobre a bola de boliche. No caso de outros objetos que também se comportam
como particulas, podemos generalizar essa equacao. Chamando a variacao da energia
cinética de AK (= Ky — K;), podemos escrever

AK=K;—-K;, =W,
que significa

variacao da energia cinética B trabalho total executado
de uma particula N sobre a particula ’
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Ou ainda podemos escrever

Ky=K;+W,
que significa
energia cinética depois - energia cinética antes trabalho
da execucao do trabalho - da execugao do trabalho executado

Por exemplo, se a energia cinética de uma particula é inicialmente 5 J e a particula
recebe uma energia de 2 J (trabalho positivo, uma forga acelera a particula), a energia
cinética final é 7 J. Por outro lado, se a particula cede uma energia de 2 J (trabalho
negativo, uma forga desacelera a particula), a energia cinética final é 3 J.

1.3 Trabalho realizado pela forga gravitacional (cons-
tante)

O texto abaizo foi retirado da referéncia [1].

Vamos examinar o trabalho realizado sobre um objeto pela forca gravitacional. Voceé
arremessa uma bola para cima com velocidade inicial vy, e portanto com energia cinética
inicial K; = fmvo Na subida, a bola é desacelerada pela forca gravitacional F ou seja, a
energia cinética da bola diminui porque F realiza trabalho sobre a bola durante a subida.
Podemos usar a equacao W F'dcos ¢ para calcular o trabalho realizado sobre a bola
durante o deslocamento d. No lugar de F' usamos mg, que é o modulo de F Logo, o
trabalho W, realizado pela forca gravitacional Fg sobre a bola é

W,y = mgd cos ¢.

Como o angulo ¢ = 180°, pois durante a subida a forca F; tem o sentido contrario ao do

deslocamento cf,
W, = mgd cos 180° = mgd(—1) = —mgd.

O sinal negativo indica que durante a subida a forca gravitacional remove uma energia
mgd da energia ciética da bola, o que esta de acordo com o fato de que a velocidade da
bola diminui durante a subida.

Depois que a bola atinge a altura maxima e comeca a descer, o angulo ¢ = 0° pois a
forca tem o mesmo sentido do deslocamento, e assim

W, = mgd cos0° = mgd(+1) = mgd.

O sinal positivo indica que durante a descida a forca gravitacional transfere uma energia
mgd para a energia cinética da bola, o que esta de acordo com o fato de que a velocidade
da bola aumenta durante a descida.
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1.4 Trabalho realizado por uma forga elastica (variavel)

O texto abaizo foi retirado da referéncia [1].

Vamos examinar o trabalho realizado sobre um objeto por uma forca variavel, a forca
eldstica exercida por uma mola. Muitas for¢as na natureza tém a mesma forma matematica
que a forca exercida por uma mola, entao examinando esta forca em particular, podemos

compreender muitas outras.

Imagem retirada de

http://colunistas.ig.com.br/jovem /files/2009/02/jump.jpg

A figura abaixo mostra uma mola no estado relaxado, ou seja, nem comprimida nem
distendida. Uma das extremidades esta fixa, e um objeto estd preso na outra extremidade.

x=0 Bloco
E=0 preso
amola

T
0

X

Se comprimimos a mola empurrando o bloco para a esquerda, a mola empurra o bloco
para a direita. Se distendemos a mola puxando o bloco para a direita, a mola puxa o

bloco para a esquerda.

s . G —
d x negativo X positivo 7

E, positiva

A forca F, que a mola exerce é proporcional ao deslocamento d a partir da posicao no
estado relaxado. A forca elastica é dada pela lei de Hooke

F, = —kd.
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O sinal negativo na equacao indica que o sentido da forca eldstica é sempre oposto ao
sentido do deslocamento da mola. A constante k é a constante elastica, e ela dd uma
medida da rigidez da mola. Quanto maior o valor de k£ mais “dura” é a mola, ou seja,
maior é a forca exercida pela mola para um dado deslocamento. A unidade de k no S.I.
¢ o newton por metro (N/m).

Para calcular o trabalho realizado pela forca da mola, vamos precisar usar os métodos
do célculo infinitesimal.

Importante: na prozrima secao vamos discutir em detalhe a expressao que
serd usada logo abaixo. Se vocé tem duvidas sobre cdlculo infinitesimal (ou
qualquer outro assunto relacionado com a matemdtica usada aqui no curso),
tire suas duvidas com o professor ou os tutores a distancia, ou coloque-as no
forum de discussoes.

Suponha que o bloco va desde a posicao x; até a posicao zy. Nao poderemos usar a
expressao W = Fd cos ¢ porque ela s6 pode ser usada quando a forca é constante. Neste
caso a forga ndo é constante, pois ela obedece a lei de Hooke (considerando apenas a
diregao z, temos F, = —kx). A expressao correta para calcular o trabalho realizado Wi
neste caso é

W, = / " Fde,
e usando a lei de Hooke F,, = —kx temos
T

W, — /mf —kadr — —k/ wdz

T

B 1 21%F 1 9 9
Ou seja, o trabalho realizado por uma forca elastica é

Loy 1,
O trabalho realizado pela mola pode ser positivo ou negativo, dependendo de quais sao
as posigoes inicial (x;) e final (). Por exemplo, se a mola estd inicialmente no estado
relaxado (z; = 0) entdo

1 2
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1.5 Trabalho realizado por uma forca variavel

O texto abaizo foi retirado da referéncia [1].
Numa situacao real como jogar uma bola de boliche, a forca que age sobre a bola nao é
constante, mas varidvel. E razodvel supor que a orientacao da forca permanece constante,
ja que a bola é acelerada para a frente na horizontal, no entanto é também razoavel supor
que seu modulo varia. E neste caso, nao podemos usar a expressao W = F'dcos ¢ para
calcular o trabalho realizado.

Suponha que a forga que aplicamos sobre a bola (na diregdo horizontal) varia como
mostrado na figura abaixo. Queremos obter uma expressao para o trabalho realizado por

£(x)

I
|
|
|
|
|
|
|
|
|

\
|
0 % Xr .

esta forca F'(x) sobre a bola quando ela se desloca desde a posicao z; até a posigao x;.
Para tanto, usaremos novamente os métodos do célculo. Substituiremos a curva original
por uma curva aproximadamente igual, consistindo de vérias faixas estreitas de largura
Az e intensidade constante F}jeq (correspondente ao valor médio de F'(x) no intervalo),
como mostrado na figura abaixo. Como a forca Fj .« ¢ constante em cada intervalo

F(x)

entao podemos calcular o trabalho AW realizado em cada intervalo de deslocamento Ax

usando a expressao
AVV] = Fj7médAZL‘,

e o trabalho total (aproximado) desde x; até z¢ serd a soma de todos os intervalos Az

W = Z AVVJ = ZF’J',médA{L'.
J J

Em outras palavras o trabalho (aproximado) realizado pela forca sobre a bola é igual a
drea sob a curva F(x) versus x! Mas esta é uma expressao aproximada para o valor do
trabalho realizado.
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Existe uma maneira de tornar esta aproximacao cada vez melhor. Para comecar
podemos dividir a curva original em faixas mais estreitas, o que fard com que a area
da curva aproximada seja mais proxima da area da curva real, como mostrado na figura
abaixo. Quanto mais estreitas as faixas, menor a difereca entre a area da curva aproximada

F(x)

e a area da curva real. Entao se continuarmos a diminuir cada vez mais a largura das
faixas, estaremos nos aproximando cada vez mais do valor exato do trabalho realizado.
E claro que graficamente existe um limite para a largura minima das faixas, pois nao
poderemos desenhar faixas tao estreitas quanto nos agrade. Mas matematicamente é
possivel fazer as faixas infinitamente pequenas, ou em linguagem matematica
W = lim F: ncaAx
Aim; 2 Fimeala
J
o que é exatamente a defini¢do da integral da funcao F'(x) entre os limites z; e x. Logo,
o trabalho realizado pela forca sobre a bola é

y
W = / F(z)dz,
o que estd representado na figura abaixo.

F(x)
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1.6 Poténcia

O texto abaizo foi retirado da referéncia [1].
Se uma forga realiza um trabalho W sobre uma particula em um intervalo de tempo At,
a poténcia média desenvolvida durante esse intervalo de tempo é

w
Pméd = E
A poténcia instantanea P pode ser obtida usando os métodos do cédlculo através da

expressao
aw

P=—.
dt
A unidade de poténcia no S.I. é o joule por segundo, ou watt (V). Outra unidade fre-
quentemente usada é o horsepower (hp, usado para representar a poténcia de automdveis
e outras maquinas),’
1 hp =550 ft-1b/s =746 W.
Para um objeto sob acao de uma forca constante, que se move na dire¢ao z, podemos
obter a poténcia instantanea a partir da velocidade do objeto,
_daw_d

dz
== ﬁ(Fxcosgb) = Fcos¢ (dt) :

P = Fvcoso,

ou usando novamente a definicao de produto escalar,

P—=Fei.

IA partir da unidade de poténcia, podemos definir uma outra unidade de energia muito usada, o
quilowatt-hora (kW h, usado para representar a energia elétrica consumida na sua residéncia),

1 kW -h = (10° W) - (3600 s) = 3.6 x 10° J = 3.6 M.J.



Unidade 2

Conservacao da energia

2.1 Energia potencial

Podemos armazenar energia de diferentes maneiras. Em um sistema mecanico a energia
potencial é a energia armazenada que esta associada com a configuracao dos objetos no
sistema. Num sistema simples, por exemplo o formado por vocé e a Terra, toda vez que
a distancia entre vocés aumenta ou diminui a energia potencial do sistema aumenta ou
diminui, respectivamente. Quando vocé sobe uma escada, a energia potencial do sistema
formado por voce e a Terra aumenta. Quando vocé desce uma escada, a energia potencial
do sistema voceé-Terra diminui.

Imagem retirada de

http://farm3.static.flickr.com/2259/2363618279_aaa6592{76.jpg

2.2 Trabalho e energia potencial

Quando vocé joga uma bola para cima, a medida que a bola vai subindo sua velocidade
vai diminuindo, até que ela para e entao comeca a descer de volta até sua mao. Tanto na
subida quanto na descida ela esta sempre sob a acao da forca gravitacional. Como vimos
na semana anterior, podemos calcular o trabalho realizado pela forga gravitacional sobre

12



UNIDADE 2. CONSERVACAO DA ENERGIA 13

a bola. Mas nao vamos fazer isso exatamente neste momento. Vamos pensar um pouco
sobre o sinal do trabalho, se ele é negativo ou positivo.

Enquanto a bola vai subindo, como a forga gravitacional aponta sempre para baixo o
trabalho realizado por ela sobre a bola é negativo. Ou seja, a forca gravitacional esta
transferindo a energia cinética da bola para a energia potencial do sistema bola-Terra.
Por outro lado, enquanto a bola esta descendo, como a forca gravitacional aponta sempre
para baixo o trabalho realizado por ela é positivo. Ou seja, a forca gravitacional esta
transferindo energia potencial do sistema bola-Terra para a energia cinética da bola.

Imagem retirada de

http://i49.tinypic.com/9uubml.jpg

Em ambos os casos, na subida ou na descida, a variacao da energia potencial tem o
sinal contrdrio do trabalho realizado pela forca gravitacional. Quando a bola esta subindo,
a energia potencial aumenta e o trabalho realizado pela forga gravitacional é negativo.
Quando a bola estd descendo, a energia potencial diminui e o trabalho realizado pela
forca gravitacional é positivo. Em outras palavras, a variacao da energia potencial AU
¢ numericamente igual ao negativo do trabalho realizado pela forga gravitacional W. Ou
em linguagem matematica

AU = -W.

Esta equacao também serve para outros tipos de forga, como a forca elastica de uma
mola. Por exemplo, a mola do gatilho de uma mangueira de jardim, ou de um alicate
para cortar unhas. Se presssionamos a mola, comprimindo ela, o trabalho realizado pela
forca elastica é negativo pois a forca aponta no sentido contrario ao do deslocamento. E
a energia potencial o sistema mao-mola aumenta, ou seja, a variacao da energia potencial
¢é positiva. Por outro lado quando aliviamos a pressao sobre a mola, permitindo que ela
volte a posicao de equilibrio, o trabalho realizado pela forca elastica é positivo pois a forca
aponta na mesma direcao do deslocamento. E a energia potencial do sistema mao-mola
diminui, ou seja, a variacao da energia potencial é negativa.

2.3 Independéncia da trajetoria para o trabalho de
forcas conservativas

No exemplo acima de jogar uma bola para o alto, nés deixamos de lado uma parte
importante do problema. Tente jogar uma bola para o alto em um dia em que o vento
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esta forte, por exemplo. E claro que existird pelo menos mais uma forca agindo sobre
a bola enquanto ela sobe ou desce, que é a forca exercida pelo vento sobre ela ou forca
de arrasto. Embora s6 se perceba a forca de arrasto em dias de vento forte, mesmo
quando nao ha vento ela continua presente, e é tanto mais forte quanto maior for a sua
velocidade. Vocé pode percebé-la em um passeio de bicicleta num dia sem vento, por
exemplo. A medida que vocé anda mais rapido a forca de arrasto aparece.

Imagem retirada de
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E existe uma diferenca essencial entre a forga gravitacional e a forca de arrasto. Quanto
a forca gravitacional, durante a subida ela transfere energia cinética da bola para a energia
potencial, e durante a descida ela transfere energia potencial para a energia cinética da
bola. Em ambos os casos AU = —W. Por outro lado, a forca de arrasto esta sempre
se opondo ao movimento da bola, tanto na subida quanto na descida, ou seja sempre
realizando um trabalho negativo sobre a bola. A forca gravitacional é uma forga con-
servativa, enquanto que a forca de arrasto é uma forca dissipativa.

Para uma forga conservativa (como a forga gravitacional), o trabalho realizado na
subida Wiynida € numericamente igual, mas com o sinal trocado, ao trabalho realizado na
descida Wiescida

Wsubida = _Wdescida~

Ja para uma forga dissipativa (como a forga de arrasto), o trabalho realizado tanto na
subida quanto na descida é negativo®.

Para uma forga conservativa (como a forga gravitacional), o trabalho total realizado
por ela sobre uma particula (como a bola) em um percurso fechado (como a subida
desde a sua mao até o alto, e de volta até sua mao) é nulo. Como conseqiiéncia, o trabalho
realizado por uma forca conservativa sobre uma particula que se move entre dois pontos
nao depende da trajetéria sequida pela particula®.

1Como primeira aproximacdo, e apenas para este caso especial de uma bola sendo jogada para cima
em um dia sem vento, poderiamos dizer que Wsupida = Waescida-
2Vocé pode encontrar uma demonstracio na referéncia [?], pdgina 182.
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2.4 Determinacao de valores de energia potencial

Na Unidade 1, vimos como calcular o trabalho realizado por uma forca qualquer como
sendo

W= / " F(a)da.
E como a variacao da energia potencial AU = —W,

g
AU = — / F(x)da.
Ty
Vamos usar esta equacao para calcular a variacao da energia potencial em alguns casos
particulares.

2.4.1 Energia potencial gravitacional

Vamos calcular a variagao da energia potencial do sistema bola-Terra durante a subida.
Como a bola estd se movendo na vertical, vamos modificar um pouco a nossa equacao,

pois faz muito mais sentido dizer que o movimento se dé ao longo do eixo y (com o sentido

positivo sendo para cima), que é normalmente usado para representar a vertical,

ys
AU = —/ F(y)dy.
Yi
Como a forca gravitacional é constante e tem médulo mg, apontando sempre para baixo,
podemos escrever F(y) = —mg.

Importante: Se vocé tem dividas sobre cdlculo infinitesimal (ou qualquer
outro assunto relacionado com a matemdtica usada aqui no curso), tire suas
duvidas com o professor ou os tutores a distancia, ou coloque-as no forum de

discussoes.
Assim
yf
AU =~ [ (=mg)ay
Yi
yr
= mg / dy
Yi
= mglyl)’,
ou seja,

AU = mg(yy — yi) = mgly.

Se a energia potencial na posicao y; é U; e a energia potencial na posicao yy é Uy,
entao podemos escrever
Ur = Ui = mg(ys — 4i)-
Para simplificar a maneira de calcular a variacao de energia potencial, ¢ comum assumir-
mos um valor de referéncia para a energia potencial associado com um determinado ponto
de referéncia. Por exemplo, podemos dizer que no nivel do chao a energia potencial do
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sistema bola-Terra é zero. Se largamos a bola no chao ela nao se movera (pois a forga
gravitacional nao terd como mové-la). Assim, na equacao acima substituiremos U; = 0 e
y; = 0, e teremos

Uy = mgyy,
ou ainda,
Uly) = mgy,

o que deixa explicito que a energia potencial gravitacional depende apenas da altura que
estamos em relagao ao ponto de referéncia, e aumenta quando subimos, diminui quando
descemos.

2.4.2 Energia potencial elastica

Usando uma argumentacao semelhante em um sistema elastico, podemos calcular a variacao
da energia potencial em funcao da compressao da mola. Neste caso, a forca nao é cons-
tante, mas mesmo assim a integral é facil de ser resolvida®.

Esta deducao nao sera apresentada aqui, mas vocé deve estuda-la nas referéncias
apresentadas, ou outras que julgar mais conveniente.

Podemos mostrar que
1
Ux) = §k’x2,

onde z é a distancia desde a posicao de equilibrio da mola, e k sua constante elastica.

3Por exemplo, na referéncia [?], pagina 185, ou na referéncia [?], pagina 280.
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2.5 Conservacao da energia mecanica

Vamos supor que quando jogamos uma bola para cima, apenas a forca gravitacional esteja
aginda sobre ela. Nés sabemos que a forca de arrasto também estara presente, mas ela
serd muito pequena desde que a bola seja “pesada” (como uma bola de basquete) e a
velocidade da bola seja pequena. A medida que a bola sobe, a energia cinética (da bola)
diminui e a energia potencial (do sistema bola-Terra) aumenta. Por outro lado, quando
a bola desce a energia cinética aumenta e a energia potencial diminui.

Como tanto a variacdo da energia cinética da bola (AK) como a variacao da ener-
gia potencial do sistema (AU) estao relacionadas com o trabalho realizado pela forga
gravitacional,

AK =W,
AU = —W,

podemos relacionar estas duas quantidades usando a equacao
AK = —-AU,
ou se re-agrupamos os dois termos no mesmo lado da equacao,
AK + AU = 0.

Esta equacgao nos permite identificar uma quantidade que é constante ao longo de todo
o percurso. Se substituimos a variagao da energia cinética da bola AK = K; — K, e a
variagao da energia potencial do sistema bola-Terra AU = Uy — U,

ou ainda

Em outras palavras existe uma quantidade, que é a soma da energia cinética K com a
energia potencial U, que se mantém constante ao longo do caminho enquanto a bola sobe
desde a nossa mao até o alto, e de volta. Esta quantidade é a energia mecanica do

sistema,
Free = K+ U.

Podemos assim enunciar o principio de conservagao da energia mecanica: em
um sistema isolado, onde apenas forcas conservativas causam variagoes de energia, a
energia cinética e a energia potencial podem variar, mas a sua SOMa, G €NETGia MECANICa
Eree do sistema nao pode variar [3).

2.6 Conservacao da energia

Como mostrado na secao anterior, ¢ muito mais facil de calcular as variagoes de energia
cinética e potencial entre dois eventos se apenas forcas conservativas estao agindo. No
entanto, é muito mais facil imaginar situagoes reais, desde as mais simples, em que ex-
istem wvdrias forcas nao conservativas agindo. Caminhar, por exemplo, s6 é possivel pela
existéncia do atrito entre nossos pés e o piso. Se vocé nao acredita, tente caminhar sobre
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uma superficie de ceramica molhada, ou sobre uma superficie de madeira encerada. Outro
exemplo ¢ um jogo de voleibol em um dia de vento. E exatamente a presenca da forca de
arrasto entre a bola e o ar que deixa o jogo desafiador.

Assumindo que o sistema mecanico que estamos estudando (por exemplo o sistema
bola-Terra) esteja sujeito a acdo de forgas externas (por exemplo o arrasto da bola com o

ar), podemos escrever que
W =AF,

onde W é o trabalho realizado pelas forgas externas sobre o sistema (neste exemplo em
particular ¢é o trabalho realizado pela forga de arrasto, que é sempre negativo), e AE é a
variagao da energia total do sistema

AFE = AF e + AFE;.

O primeiro termo do lado direito da equacao acima nés ja conhecemos, é a variacao da
energia mecanica do sistema (Epe. = K+U). O segundo termo AFE; representa a variagao
da energia térmica do sistema. Como nds sabemos da experiéncia de esfregar as maos
em um dia frio, o atrito “gera” calor. Em outras palavras, a energia cinética das maos é
transformada em energia térmica pela acao da forca de atrito. E o mesmo acontece com
a bola, embora neste caso o aumento na energia térmica seja imperceptivel®.

Em sistemas mais complexos (como o nosso corpo, por exemplo) precisamos adicionar
um termo extra nesta equacdo para levar em conta outros tipos de energia (a energia
interna obtida a partir da queima dos alimentos), e assim

AE = AFE e + AE; + AFEiy,

onde AFE},; é a variagao da energia interna.
Em um sistema isolado, sobre o qual nenhuma forca externa realiza trabalho, temos
que AE =W = 0. Ou seja a energia total do sistema nao varia e conseqiientemente

AEmeC + AEt + AEint = 0

Explicitando AFE,,.. como a diferenca entre a energia mecanica final e a energia mecéanica
inicial, podemos concluir que

final inicial
Emec — Emec - AEt — AEint'

4Vocé pode perceber o aumento na energia térmica da bola por acao da forca de atrito se ao invés de
usar o ar, usar um material que ofereca uma forca de atrito maior, como um tecido por exemplo.



Unidade 3

Conservacao do momento linear

S114E7221
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Na unidade anterior usamos o exemplo de uma bola sendo arremessada para cima para
estudar a conservacao da energia mecanica. A escolha deste exemplo se deu, entre outros
motivos, por ser facil imaginar o movimento descrito pela bola depois que ela é lancada.

Mesmo em uma situagdao real mais complicada (como um jogo de futebol, ténis ou
basquete profissional), e mesmo que nao sejamos tao talentosos no controle da bola como
os “craques”’, ainda somos capazes de prever (ou pelo menos ter uma boa estimativa)
de qual serd a trajetéria da bola em determinada jogada. Quantas vezes nao deixamos
escapar um comentario do tipo “Esse gol até eu farial”

Nao é apenas o movimento de uma bola que é facil de ser previsto. Qualquer objeto que
tenha um formato compacto, como um pedra por exemplo, também se move de maneira
previsivell. Isto se explica pelo fato de que objetos compactos, tais como uma bola ou
uma pedra, serem muito parecidos com o que seria o objeto ideal para descrevermos
matematicamente: uma particula ou um ponto.

Mas mesmo objetos cuja forma é mais complicada do que a de uma esfera, como a
Estacao Espacial Internacional (ISS, do inglés), ou uma cadeira de balango, podem ter

L Apesar disso, eu aconselharia vocé a treinar futebol, ténis ou basquete com uma bola, e nfdo com uma
pedra.

19
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suas trajetorias descritas de maneira simples. E a razao para isso é que existe um ponto
especial do objeto, que se move como uma particula. Ou seja, ainda que a forma de um
objeto seja complicada, e ainda que cada parte dele se mova de uma maneira diferente,
sempre existe um ponto de equilibrio do objeto que descreve uma trajetéria simples. No
caso de uma bola ou de uma pedra, este ponto seria o centro delas.

3.1 O centro de massa

O centro de massa de um corpo é o seu ponto de equilibrio, e todo corpo possui um.
Por exemplo, o centro de massa de um cabo de vassoura (apenas o cabo) esta localizado
exatamente no meio do cabo; o centro de massa de um disco como um CD ou um DVD
estd exatamente no centro (e nao é por acaso que é ali que existe um furo usado para
sustentar o disco enquanto ele esta tocando); o centro de massa da roda de uma bicicleta
ou de um carro esta no centro da roda, e é exatamente por isso que ela é presa pelo centro.

Mas em corpos cuja forma nao é simétrica como a de uma roda, a localizagao do centro
de massa nao é 6bvia. Por exemplo, qual vocé acha que é a localizacao do seu centro de
massa? Ou da ISS? Por esta razao, precisamos de uma definicao formal para a posicao
do centro de massa, que possa ser aplicada em qualquer corpo. Para isso, vamos definir a
posicao do centro de massa em um corpo que nao seja simétrico, mas que ao mesmo tempo
seja muito mais simples de representar matematicamente do que a ISS. Vamos comecar
por definir a posicao do centro de massa de um sistema de particulas posicionadas ao
longo de uma reta, como exemplificado pela figura abaixo. Como a massa ms é maior do

Y

my

Imagem retirada da referéncia [5].

que a massa mq, o centro de massa do sistema esta deslocado para a direita, em diregao
a massa maior. Matematicamente, escrevemos que
ma
Tem = ———d,

my + Me
o que vale para quaisquer duas massas, sejam elas iguais ou diferentes. Se as massas
sao iguais, o centro de massa esta no meio do caminho entre as duas particulas, como
podemos verificar ao substituir m; = my = m na equacgao acima.



UNIDADE 3. CONSERVACAO DO MOMENTO LINEAR 21

Mas se ambas as massas estao longe da origem dos eixos cartesianos, como na
figura abaixo? Neste caso, temos uma expressao um pouco mais completa para calcular

Imagem retirada da referéncia [5].

o centro de massa
m1T1 + Moo
rceMm = )
mi + Mo

onde x; e 75 sao as posicoes das particulas 1 e 2, respectivamente?. Além de ser mais
completa, esta expressao também nos indica o caminho para calcular o centro de massa
de sistemas mais complexos, por exemplo com 3 particulas. Neste caso,

mi1x1 + Moy + M3xs

ToeM =
mi + Mo + M3

Generalizando, para um sistema com n particulas, podemos calcular o centro de massa

usando
mix1 + MoXo + mzxs + -+ +m,x,
rcem = )
mip+mg+mg+ -+ my,

ou de uma maneira mais compacta,

1 n
ITCM = 77 Zmixia
M =

onde M =mq +mog+msz+ -+ m,.

Ou seja, independente de quantas particulas facam parte de um sistema, e indepen-
dente de sua massa e de sua posicao, sempre é posivel calcular a posicao do centro de
massa deste sistema. No entanto, é claro que qualquer sistema de particulas real, como
por exemplo uma pilha de abdboras, tem particulas distribuidas ao longo das trés di-
mensoes, e nao apenas uma. Mas este problema é facilmente resolvido, pois o raciocinio
que fizemos para chegar nesta expressao também é vélido para as outras duas dimensoes
(afinal, se as particulas estivessem distribuidas ao longo da dire¢do y ou z o raciocinio
seria 0 mesmo). Logo, para qualquer sistema de particulas, podemos obter as coordenadas
roM, YoM € zem através das expressoes

1 & 1 & 1 &
IcM = 5 Zmiwu YoM = 7~ Zmi% Z0M = 77 Z m;zi,
M = M = M =
2E claro que se fizermos 1 = 0 e 9 = d, como era no caso anterior, recuperaremos a expressao

rom =d - mg/(m1 + TTLQ).
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onde x;, y; e z; sao as coordenadas de cada particula. Em linguagem matematica vetorial,
podemos simplificar ainda mais a representagao desta expressao. Se a posicao de deter-
minada particula do sistema (uma das abdboras na pilha) for 7, = 1+ y;J + ziE, entao
podemos calcular a posi¢ao do centro de massa (Fom = zoml + Youm) + zCME) usando

1 n
oM = *me-
M =

No caso de um corpo continuo como uma abdbora, ou a ISS, esta definicao também
pode ser usada para determinar o centro de massa do corpo, apesar de ele nao ser composto
de um numero finito de particulas esféricas. Cada pedago corpo é composto de um material
diferente, com uma densidade e um formato caracteristico. Por exemplo na abdébora, a
casca tem uma densidade diferente do interior, e ambas sao diferentes das sementes. E é
neste ponto que a matematica nos permite fazer uma coisa que na pratica nao é possivel.

Para usar-mos a expressao acima em um corpo macico (como a abébora), precisariamos
dividi-la (a abébora) em um nimero grande de particulas muito pequenas, cada uma com
sua massa m; e sua posicao 7, e entao efetuar essa soma. Isso é dificil na pratica por
motivos 6bvios®, mas matematicamente é muito facil. Tao facil que podemos cortar a
abobora em pedagos tao pequenos quanto queiramos, uma vez que quanto menores forem
os pedacos, mais precisa sera a nossa determinacao da posicao do centro de massa. E
claro que quanto menores forem os pedacos, maior sera o numero de pedacos obtidos, o
que poderia ser um problema para conta-los. No entanto, matematicamente, isso é uma
vantagem.

Supondo que cortamos a abébora em pedagos infinitamente pequenos, teremos infinitos
pedacos para contar, o que matematicamente significa que a posicao do centro de massa
pode ser calculada usando

1 1 1
ICMZM/JCCZWL yCM:M/ydma ZCMZM/de7

3Se vocé j4 tentou cortar uma abdébora, vocé sabe do que eu estou falando.
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onde gracas a termos cortado a abébora em infinitos pedacos, pudemos substituir o so-
matdério sobre n particulas por uma integral sobre os infinitos elementos de massa dm.

Num caso mais simples, onde o corpo é composto de um tnico material e a densidade
p do material é conhecida, podemos usar a relacao

_dm M

WSV
para substituir a integral sobre a massa por uma integral mais simples, sobre o volume

do corpo

1 1 1
ZECM:V/QSCZV, yCM:V/de’ ZCM:V/ZdV

Em qualquer caso, raramente precisamos calcular tais integrais para obter o centro de
massa de corpos que tem alguma simetria. Por exemplo, o centro de massa de um DVD
esta no seu centro. Ja em objetos mais complicados, como uma abdbora ou a ISS, apesar
da falta de simetria ainda é possivel simplificar o calculo observando as simetrias das
partes componentes do corpo.

3.2 A segunda lei de Newton para um sistema de
particulas

Embora o movimento de uma bola que é arremessada com forca seja simples de prever
(como o movimento de uma particula arremessada com a mesma forga), sabemos que
o movimento da bola é um pouco mais complicado, pois a bola também estd girando
sobre seu eixo. Ou seja, mesmo que o movimento da bola seja complicado, o movimento
do centro de massa da bola ¢é simples: é um arremesso sob a acao da gravidade, que
descreveria uma parabola perfeita se nao houvesse a acao do atrito com o ar. O mesmo
vale para a ISS: embora o movimento de partes da estacao espacial seja complicado, o
movimento do seu centro de massa ao redor da Terra é o mesmo executado pela Lua, ou
outro satélite.

Se sabemos localizar o centro de massa de um corpo, e se realmente este ponto do corpo
se move como um particula, entao é possivel usar todas as equagoes que aprendemos até
agora em qualquer corpo (em seu centro de massa), e ndo apenas em particulas. Para
provar isto vamos comegcar estudando um sistema mais simples do que a ISS. Vamos
imaginar um sistema de particulas, com n particulas. Nés sabemas que a segunda lei de
Newton é valida para cada uma das particulas, mas sera que ela é valida para o sistema de
particulas? A resposta é sim: se aplicamos uma forca ﬁres sobre um sistema de particulas,
o centro de massa do sistema ¢é acelerado de acordo com a segunda lei de Newton para
um sistema de particulas .

Fres = M C_iCMa

onde ﬁres é a forca resultante sobre todas as particulas que fazem parte do sistema, M é
a soma da massa de todas as n particulas, e doy € a aceleragao do centro de massa do
sistema. E como qualquer corpo (como a ISS, ou uma cadeira de balan¢o) nada mais é
do que um sistema contendo uma infinidade de particulas (os dtomos), esta é a segunda
lei de Newton para qualquer corpo.
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E claro que esta equacao vale independentemente para cada direcao
Fres,x =M aCcM,z5 Fres,y =M ACM,y» Fres,z =M ACM,z-

Se voce gostaria de ver uma deducao formal das equagoes acima, ela pode ser encontrada
em varios textos. Eu recomendo a leitura da referéncia [5], paginas 222 até 224.

3.3 Momento linear

Imagine que vocé arremesse uma bolinha de ping-pong (ténis de mesa) contra o vidro
da janela. Podemos imaginar o que vai acontecer: a bolinha vai bater no vidro e voltar.
Agora, imagine que vocé faca o mesmo arremesso, com a mesma velocidade, mas usando
uma bola de sinuca*. Também podemos imaginar o que vai acontecer. E qual a diferenca
essencial? Qual a grandeza fisica que mede esta diferenca? Ela é uma grandeza vetorial
e se chama momento linear, e é definida como

p=muv,

onde m é a massa da particula e U a sua velocidade. No S.I. sua unidade é o kg - m/s.
Existe uma relagao entre o momento linear e a forga resultante agindo sobre uma
particula, pois toda vez que uma forca age sobre uma particula ela é acelerada e sua

4Por favor, ndo tente fazer este experimento em casa.
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velocidade muda. Ou seja, se uma forca age sobre uma particula, o seu momento linear
(que é o produto entre sua massa e sua velocidade) varia. Podemos calcular a taxa de
variacao do momento linear usando o conceito de derivada,

dp
dt’
substituindo p'= mu (e supondo que a massa é constante), temos

@—i(mﬁ)—m@—m(i
dt — dt Code

onde d é a aceleracao da particula. E como a segunda lei de Newton diz que existe
uma relacao entre a aceleracao de uma particula e a forga resultante agindo sobre ela

(ﬁres = ma), podemos ver que
. dp
Fr = 7
es dt

que é uma outra maneira de enunciar a segunda lei de Newton.

3.3.1 Momento linear de um sistema de particulas

Num sistema de particulas, podemos definir o momento linear como sendo

—

P = pi+ps+ps+-+ Dn,
onde py, pa, ..., Pn, S@0 0s momentos lineares de cada particula, ou ainda,

P = m1171 + mg’l_fg + m3?73 + -+ mnﬁn

Lembrando da definigdo de centro de massa (volte algumas paginas),

3

1
rem = M mgr;
i=1

!

m17“1+m2772+m37?3+---+mn77n
M ’
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ou seja,
M’FCM :m1F1+m2F2+m3F3+~~~+mnFn.

Considerando que as massas das particulas sao constantes, e derivando ambos os lados
desta equacgao, temos

MToy = math + matih + mats + - - - + My, Uy,

ou seja,

P = Micy.
Em outras palavras, o momento linear de um sistema de particulas (ou de um corpo), é
calculado muiltiplicando a massa total do sistema (ou corpo) M, pela velocidade do seu
centro de massa vcy.
Da mesma forma que para uma particula, a segunda lei de Newton para um sistema
de particulas pode ser escrita como

. dP
Fres =
dt

o que é um resultado muito interessante, pois implica que se a forga resultante sobre o
sistema de particulas é nula, o momento linear do sistema nao varia, ele se conserva.

A conservacao do momento linear pode ser obsevada em todo sistema que possua dois
ou mais corpos. Quando dois corpos interagem fazendo agir forgas um sobre o outro (como
em uma colisdo), estas forcas tem o mesmo médulo e diregdo, mas sentidos opostos de
acordo com a terceira lei de Newton. Embora as forcas do par agao-reacao ajam sobre
corpos diferentes, ainda assim a forga resultante sobre o sistema sera nula (pois estamos
somando duas forcas que tem o mesmo moddulo e direcao, mas apontam em sentidos
opostos).

Se a forga resultante sobre o sistema é nula, entao

. dP
Freszizoa
dt

ou seja, o momento linear do sistema nao varia!
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Colisoes
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Em uma colis@ao como a mostrada na figura, estao envolvidas for¢as de diversas inten-
sidades, agindo sobre diferentes pontos de ambos os corpos. E imposivel prever os efeitos
do impacto sobre pontos isolados dos veiculos ou de seus ocupantes. No entanto, se co-
nhecemos alguns detalhes dos veiculos antes da colisao, em especial suas massas e suas
velocidades, é possivel determinar as aceleragoes as quais os ocupantes estarao sujeitos
durante (e suas velocidades logo apés) o choque.

A escolha da velocidade com que dirigimos determina a intensidade da forca (e da

aceleragao) que agira sobre nosso corpo durante uma colisao inesperada, ou parada brusca'.

4.1 Colisao e impulso

Quando escrevemos a segunda lei de Newton na forma
Fu=®
res — 7,
dt’
fica claro que o momento de uma particula (ou corpo) nao pode variar a ndo ser que uma

forca resultante aja sobre ele. Ou seja, se a forca resultante sobre o corpo é nula, entao o
momento p nao varia.

'E vai influenciar na gravidade dos ferimentos aos quais certamente estaremos sujeitos.

27
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Esta equacao é particularmente ttil quando queremos investigar uma colisao, seja ela
como a mostrada na figura anterior, seja ela a colisao de uma raquete com uma bola de
ténis. Em ambos os casos, a intensidade da for¢a que age sobre os corpos (de um carro
sobre o outro, ou da raquete sobre a bola, ou da bola sobre a raquete) nao é constante,
mas varia com o tempo. Ela aumenta no inicio do impacto, atinge um valor méximo, e
decresce até zero quando os corpos se grudam (como no caso do acidente) ou quando eles
perdem o contato (como no caso da jogada de ténis).

Rearranjando a equacao, podemos escrever

dp = F(t)dt,

o que nos permite calcular a variagao do momento linear entre dois instantes, por exemplo
antes e depois da colisao, mesmo que a forga resultante que age sobre o corpo nao seja
constante. Ou seja,

to ta
/ di= [ F(t)dt.
t1 t1

O lado esquerdo da equacao representa a variacao do momento linear do corpo Ap entre
os instante t; e t5. Ou seja, ele representa quanto variou o momento linear do corpo
durante a colisao. E o lado direito?

Como exemplificado na figura abaixo, o lado direito da equagao é numericamente igual
a area sob a curva em um grafico da forca resultante sobre o corpo versus o tempo. E esta
quantidade é definida como o impulso J realizado pela forga sobre o corpo. O impulso
¢ uma medida da variacao do momento linear do corpo. Em linguagem matematica

escrevennos '
— 2 o

T=Ap= [ F(t)dt.

t1
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F

I |
t; Iy
| At |

Figura retirada da referéncia [7].

Em situagdes reais é comum podermos tratar os problemas (como o choque entre dois
carros, ou o choque da raquete com a bola de ténis) em apenas uma dimensdo. Por
exemplo, chamando a direcao horizontal de x, podemos dizer que

. ty
Jw — Apa: — pgnal . p;nlclal — Fa: (t)dt
t;

Um detalhe marcante das colisoes reais é que elas ocorrem em intervalos de tempo
muito pequenos, em situagoes em que é muito dificil (se nao impossivel) conhecer a forma
exata como a forga resultante varia com o tempo durante a colisao. Nestes casos, embora
nao possamos resolver a integral acima de forma exata, podemos pelo menos ter uma
estimativa da for¢a média Fj.q que age sobre o corpo durante a colisao.

Para tanto, supomos que a forca média Fy,.q que age sobre o corpo é constante, o que
nos permite re-escrever a integral acima da forma

tr
Ja: = Fmed/ dt7
t;

que significa que

J:c = medAta
como exemplificado na figura abaixo.
F
Fméd T
o
_
i t
e |

Figura retirada da referéncia [7].

4.2 Conservacao do momento linear

Vamos analisar os detalhes das colisdes representadas acima, do acidente entre dois
veiculos e da batida da raquete em uma bola de ténis. Embora ambas as colisoes se-
jam completamente diferentes, em especial pelas massas dos corpos envolvidos (mais de
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uma tonelada em cada carro), e pelas velocidades adquiridas apds o choque (a bola de
ténis pode chegar aos cem quilémetros por hora), elas ainda tem em comum um fato
muito importante: em ambas as colisdes as unicas forcas presentes sao as forcas que um
dos corpos realiza sobre o outro. Nao existem forcas externas agindo!

E como as for¢as que um corpo faz sobre o outro sao numericamente iguais as forcas
que o outro corpo faz sobre o primeiro, de acordo com a terceira lei de Newton, entao
a forca resultante sobre o sistema composto pelos dois corpos ¢ nula. Estas forcas
obviamente nao se anulam, e cada corpo sofre um efeito diferente pela agao desta forca.
Apenas a forca resultante sobre o sistema formado pelos dois corpos é nula.

E como vimos anteriormente, podemos escrever isto matematicamente como

_ dP

Fres = 7

dt

O que implica que o momento linear do sistema formado pelos dois corpos per-

manece constante. Ou seja, o momento linear do sistema antes da colisao (P;) ¢ igual ao
momento linear do sistema depois da colisao (Py)

=0.

P, = P;.

Ainda que jogar ténis seja melhor do que se envolver em um acidente de carro, as
pessoas continuarao a se envolver em acidentes. E quanto mais previsiveis eles forem,
maior a chance de evita-los. Como veremos nas préximas secoes, o fato do momento
linear de um sistema se conservar durante uma colisdo (seja uma colisao entre dois carros,
seja uma colisdo entre uma raquete e uma bola ténis) nos permite estimar o efeito que a
colisao tera sobre os corpos.

4.3 Colisoes inelasticas em uma dimensao

Colisoes inelasticas sao colisoes do tipo da que aconteceu entre os dois veiculos mostrados
na primeira figura. Se chama inelastica porque as deformacoes que aconteceram sao
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irreversiveis, ou seja o formato dos corpos nao é recuperado apods a colisao . Em oposi¢ao
ao que acontece no caso de uma colisao elastica, como a exemplificada pelo choque entre
a raquete e a bola de tenis.

Como o momento linear do sistema P se conserva, e temos apenas dois corpos envolvi-
dos, podemos escrever o

Pi = Pj>

onde P; e P; sao os momentos lineares do sistema antes e depois da colisao, respectiva-
mente. Neste caso, como na maioria dos que estaremos analisando, a colisao acontece em
uma dimensao, na horizontal. Supondo que o carro da esquerda tenha massa m e que o
carro da direita tenha massa ms, e que suas velocidades antes do choque eram v, ; e v,
respectivamente, podemos entao montar a equagao

P; = (mqvy,; + mava;) = Pp = (mqvyp + mavs f),

onde vy ; e vy s sa0 as velocidades dos carros logo depois da colisao®.

Neste caso, mesmo que conhecamos as massas dos carros e suas velocidades antes da
colisao, ainda temos um problema para saber as velocidades de ambos apés a colisao,
pois temos duas variaveis e apenas uma equagao. Ou seja, um problema sem solugao.

4.3.1 Colisoes perfeitamente inelasticas

Mas existe um tipo de problema que envolve colistes ineldsticas que é mais simples de
resolver: quando acontece uma colisao perfeitamente inelastica. Uma colisao perfeita-

2Aqui, o temo “logo apés a colisao” significa exatamente apds a colisdo, no primeiro milésimo de
segundo ap0s ela acontecer. E claro que depois de varios segundos ou minutos, ambos os carros estarao
parados devido ao atrito que suas estruturas deformadas sofrerao com o solo, ou outros obstaculos.
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mente ineldstica é a colisao apds a qual ambos os corpos permanecem “grudados”, como
neste nosso exemplo. Neste caso, como eles passam a andar juntos logo apds a colisao,
com um velociade comum vy, temos que vy, f = va y = vy.

Colocando esta velocidade em evidéncia no lado direito da equagao acima temos

myvy + mova; = (m1 + m2)1)f,

ou entao
M1V + Mol
Uf = .
mi + mo

Na hipdtese de um dos corpos estar parado antes da colisao esta expressao se simplifica
um pouco mais. Supondo que o corpo 2 estava parado antes da colisao (vy; = 0), teremos
my

Vf = ——————V1 4.
! my+mg

4.4 Colisoes elasticas em uma dimensao

Colisoes elasticas sao colisdes como a de uma raquete contra uma bola de ténis. Elas tem
este nome porque os corpos se deformam durante a colisao, mas recuperam sua forma
logo ap6s®. Uma outra caracteristica importante de uma colisdo eldstica é que, embora a
energia cinética de cada corpo envolvido possa variar, a energia cinética do sistema
se conserva.

Em outras palavras, agora temos duas equagoes ao nosso dispor. O momento linear
do sistema se conserva

P = Pf7

3Em geral, todas as colisdes reais sdo parcialmente eldsticas, e parcialmente ineldsticas. Mas, como
nao temos condigoes de tratar de uma maneira matematicamente simples estas situagoes reais, apenas
estimamos o resultado de uma colisao assumindo que ela é de apenas um tipo.
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e a energia cinética do sistema se conserva

Ou, supondo que a o conjunto jogador+raquete (que abreviaremos para raquete daqui
para a frente, apenas para simplificar o texto) tem massa m; e a bola de ténis tem massa
ms, podemos escrever

MV + Moo, = MyV1f + Moty g,
1 9 1 9 1 9 1 9
§m1fU1’i + §m27j2’i — amlvl,f + 577’121}27}”

e se conhecemos as massas da raquete e da bola, e conhecemos as suas velocidades iniciais,
como temos duas varidveis (as velocidades finais) e duas equagoes o sistema certamente
tem solucgao.

Vamos analisar em detalhe uma situacao mais simples, onde um corpo que se move com
determinada velocidade (projétil) se choca contra um outro corpo que estd em repouso
(alvo), o que pode ser exemplificada pela colisdo da raquete contra a bola de ténis durante
o saque. Neste caso, a velocidade inicial do alvo (bola) é zero (vo; = 0) e as equagdes
acima se simplificam pois perdem um termo no lado esquerdo,

mivi; = MaUyf + MoV g,

2 2 2
mivy; = MUy s+ Ma¥s 4,

onde multiplicamos toda a segunda equacao por 2.
Colocando em evidéncia a massa m; temos,

ml(vl,i—vl,f) = MoV,

2 2y _ 2
mi(vi; —vip) = mavyy.
Usando a relagao a® — b* = (a — b)(a + b) podemos re-escrever a segunda equagao e assim
m1 (Uu - Ul,f) = Myl y,

my (U1,z‘ - Ul,f)(ULi + U1,f) = mQU;f-
Neste ponto podemos substituir a primeira equacao na segunda, e re-agrupar alguns
termos para obter as seguinte expressoes para as velocidades finais do projétil (raquete)
e do alvo (bola), em fun¢ao da velocidade inicial do projétil

my —Mme
UV1,f = —— Vi,
mq + o
2m1
Ugyf == 7’0171'.

mi1 + mao
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4.4.1 Projétil pesado

Vamos analisar em mais detalhe alguns limites interessantes destas duas equacgoes, comecando
pela colisao da raquete contra a bola de ténis durante o saque. Neste caso, embora dig-
amos que a colisao é entre a raquete e a bola, na verdade o choque é entre o conjunto
jogador+raquete contra a bola de ténis. Em outras palavras, a massa m; consiste na
massa total do jogador+raquete, e a massa ms é a massa da bola. Assim, como a massa
my € muito maior do que a massa msy, podemos aproximar que

(ml - m2) ~ma,

e da mesma forma
(mq 4+ mg) ~ my,

e substituindo estas aproximacoes nas equagoes acima temos que

U1,f = Vi,
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Vg f =~ 21}171'.

Em outras palavras, apds a raquete bater na bola sua velocidade continua aproximada-
mente a mesma (v; f >~ vy;), € a bola é lancada com uma velocidade aproximadamente
igual ao dobro da velocidade da raquete ao atingi-la* (ve,; >~ 2vy ;).

4.4.2 Alvo pesado

Vamos analisar uma outra situagao limite, quando o projétil tem uma massa muito menor
do que a massa do alvo. Isto pode ser exemplificado por uma bola (de ténis, futebol ou
basquete) atingindo uma parede. Como a massa do projétil m; é muito menor do que a
massa do alvo®, podemos aproximar que

—_ ~Y
)
(my —mg) >~ —my

e da mesma forma
(my + mg) ~ mo,

o que leva a
V1,5 = —V1,4,

2m1
Ugjf >~ — vl,i'
ma

Como estamos acostumados a observar quando jogamos uma bola contra uma parede,
logo apds a bola bater na parede ela volta com velocidade igual em médulo (o sinal
negativo indica que ap6s o impacto ela anda no sentido inverso), e a parede nao se move
(na verdade, para ser exato, podemos calcular a velocidade com que a parede recuaria
apds o impacto, mas este valor é muito pequeno dada a razao entre as massas da bola e
da parede).

4.4.3 Massas iguais

Este é o caso “sinuca”. Ou seja, quando o projétil e o alvo sao idénticos, como duas bolas
de sinuca. Numa colisao perfeitamente frontal, que acontece quando a velocidade da bola
projétil esta na mesma linha que liga os centros dela e da bola alvo, e lembrando que as
massas das bolas sao idénticas m; = mo,

(ml - m?) = 07
e da mesma forma
(m1 + m2> = 2m2,
o que leva a
U1,f = Ov
Ugyf = V1.

Ou seja, em uma jogada em que conseguimos acertar o centro da bola projétil no
centro da bola alvo, a bola projétil para, e a bola alvo anda com a mesma velocidade que
a outra bola tinha antes do impacto.

4Como podemos observar, ao menos qualitativamente, ao assistir-mos um jogo de ténis.
SEfetivamente, se a parede est4 firmemente presa ao terreno, a massa do alvo 4 massa da Terra!
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Se vocé ja jogou sinuca vocé ja pode observar este efeito, embora ele nao seja muito
comum. Mas a razao para ele nao ser comum, ja que as massas das bolas de sinuca sao
sempre idénticas, se deve ao fato de raramente conseguirmos acertar exatamente o centro
da bola alvo. Esta situagao também é previsivel, porém envolve movimento em duas
dimensoes, e nao apenas em uma.

4.5 Colisoes elasticas em duas dimensoes

Em uma colisao entre duas bolas de sinuca que nao seja frontal, a velocidade do projétil
nao esta na linha que liga os centros das duas bolas, podemos ainda prever como sera o
movimento das bolas logo apds o impacto.

A diferenca para o caso unidimensional que recém analisamos é que aqui teremos que
resolver uma equacao a mais. Teremos duas equagoes vindas da condicao de conservagao
do momento linear do sistema: uma para uma dire¢ao (z, por exemplo), e outra para a
outra dire¢ao (y por exemplo). A outra equagdo vem da conservagao da energia cinética
do sistema®.

Supondo que durante uma partida de sinuca tenhamos uma situacao como a mostrada

na figura abaixo, podemos escrever que

m; Vi

Figura retirada da referéncia [7].

131,2' + 132,1’ = ﬁLf + 132,f,

Ki;+ Koy = Kyyp+ Koy

A equagao para o vetor momento linear consiste na verdade em duas equagoes: uma para
a direcao x e outra para a direcao y.
Para a direcao = temos

myvy,; = myvy, g cos(6r) + mave, ¢ cos(6s),
e para a direcao y temos

0= —mavy,f Sin(@l) + moUy ¢ Sin(eg),

SEnergia é uma grandeza escalar.
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pois antes do impacto a bola 1 tinha velocidade apenas na direcao x.
Para a energia cinética

1 2 1 2 1 2
§mlvl,i = §m1v17f + §m2'02’f,

onde apenas os médulos das velocidades sao importantes, e nao suas componentes.
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Cinematica da rotacao
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Voceé gosta de dancar? Sim? Nao? Mas certamente vocé gosta de alguma coisa que
envolve rotagao. Um giro por ai?

5.1 As variaveis da rotacao

Quando um corpo gira em torno de um eixo, como um dancarino girando equilibrado
sobre um de seus pés, cada parte do corpo gira descrevendo uma circunferéncia. O eixo
de rotacao esta na vertical, partindo da ponta do pé do dancarino. Partes do corpo mais
proximas ao eixo, como seus ombros, descrevem circunferéncias menores. Partes do corpo
mais distantes do eixo, como suas maos, descrevem circunferéncias maiores.

Assim como descrevemos o movimento de particulas em linha reta, o movimento de
translagao, também podemos descrever o movimento de particulas girando, o movimento

38
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de rotacao. Embora o movimento de rotacao seja claramente diferente do movimento de
translacao, o movimento de rotacao também é um movimento de translacao, uma vez que
a particula muda de posicao a medida que o tempo passa.

A diferenca essencial é que o movimento de rotagao é um movimento de translagao
em curva. Embora ja tenhamos analisado movimentos em curva, como o movimento de
automoveis ao longo de uma estrada, ou o langcamento de uma bola, sempre descrevemos
o movimento como uma soma vetorial dos movimentos das componentes em cada direcao.
Ou seja, transformamos o movimento em curva em uma soma de dois ou trés (dependendo
de se temos movimento em duas ou trés dimensées) movimentos em apenas uma diregao.

No movimento de rotacao a particula descreve uma trajetéria especial, que é um arco
de circunferéncia. Definindo algumas grandezas angulares, que sao relacionadas com as
grandezas translacionais que ja conhecemos, poderemos simplificar a analise do movimento
de rotagao ao re-utilizar as idéias que ja desenvolvemos para a translacao.

5.1.1 Posicao angular

Para definir a posicao angular, precisamos de um sistema de referéncia. Vamos usar um
sistema com a direcao x na horizontal e a direcao y na vertical, como mostrado na figura
abaixo. Um corpo gira no sentido anti-horédrio ao redor de um eixo perpendicular a face
do papel, ou seja saindo do papel em direcao ao seu olho. Para definir posicao angular
vamos colocar a origem deste sistema de referéncia no eixo de rotacao dos ponteiros do
relogio, e analisar a posicao de um dos ponteiros, do ponteiros das horas.

Se sao duas horas, o ponteiro das horas estd apontando para o algarismo 2. A posicao
angular ¢ é definida como o angulo entre o ponteiro das horas e o eixo x, que conforme
definimos esta na horizontal e conseqiientemente aponta para o algarismo 3. Como cada
volta do ponteiro (doze horas) corresponde a 360°, este angulo é de 360°/12 = 30°. Ou
seja, sua posicao angular é 6 = 30°.

Se medimos o angulo em radianos!, temos uma vantagem. Podemos relacionar di-

Wocé precisa saber como fazer a conversao de uma medida em graus (°) para radianos (rad). E muito
simples: cada 180° = 7w rad ~ 3.14 rad
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retamente o tamanho do arco de circunferéncia descrito por um ponto do ponteiro (por
exemplo sua ponta), com a posi¢do angular do ponteiro. Neste caso, se o tamanho do
ponteiro é r, e se o0 arco de circunferéncia desde a ponta do ponteiro (2 horas) até o eixo
z (3 horas) mede s, temos

0=—.

,
Em valores numéricos, se o ponteiro das horas mede » = 5 c¢m, as duas horas a sua posicao
angular ¢ 8 = 30° = 0.52 rad, ou seja, a sua ponta esta na posi¢ao s = 2.6 cm. E claro
que o meio do ponteiro, que estd mais perto do eixo de rotagao, embora esteja na mesma
posicao angular 8 = 0.52 rad, vai estar na posicao s = 1.3 cm.

5.1.2 Deslocamento angular

Quando o ponteiro das horas se move desde uma posicao inicial #; até uma posigao final
s, definimos o deslocamento angular Af como

Al =6y, — 0.

Assim como o deslocamento translacional, o deslocamento rotacional também pode ter
sentido positivo ou negativo. Ao contrario do que indicaria a nossa intuicao, o sentido
positivo é definido como o sentido anti-horario.

Quando o ponteiro das horas se move desde o algarismo 2 até o algarismo 3, no sentido
horario, o seu deslocamento angular é negativo. Ou seja, se definimos a origem 6 = (°
no algarismo 3, isto significa que o algarismo 2 estd na posicao angular § = —30°, e o
algarismo 4 estd na posi¢ao angular § = 30°. Esta convencao é a mesma utilizada na
matematica, na trigonometria, e é exatamente por isto que é escolhida aqui: assim todos
os nossos conhecimentos envolvendo as fungoes trigonométricas podem ser utilizados sem
confusao alguma.

5.1.3 Velocidade angular

A velocidade angular mede com que rapidez o corpo gira: o ponteiro dos minutos da uma
volta a cada hora, o ponteiro das horas da uma volta a cada doze horas. Os ponteiros
se movem com velocidade constante, mas esta é uma situacao pouco comum: raramente
usamos a analogia “Funciona como um relogio!” Por exemplo durante uma volta de
bicicleta, a velocidade das rodas ou dos pedais, varia a medida que o tempo passa.

A velocidade angular média w,,.q, em analogia com a velocidade escalar média, é
definida como
0y — 0, A0
ty—t At
onde A6 é o deslocamento angular (que pode ser positivo ou negativo) que acontece no
intervalo de tempo At.

Da mesma forma, a velocidade angular instantanea w, em analogia com a veloci-
dade instantanea, é definida como a velocidade angular média medida em um intervalo
de tempo muito curto, ou seja, em um determinado instante.

Wmed =

A0 db

w= lim o=
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5.1.4 Aceleragao angular
Finalmente, definimos a aceleragao angular média «,,,q como

wy —wr  Aw
to —t; At

Omed =

onde Aw é a variacao da velocidade angular no intervalo de tempo At.
A aceleracao angular instantianea « é a aceleracao angular média medida em um
intervalo de tempo muito curto,
Aw  dw

a= lim - =

5.2 Rotacao com aceleracao angular constante

Para obter as equagoes do movimento de rotacao com aceleracao angular constante, basta
substituir as grandezas lineares (posigao, deslocamento, velocidade, e aceleragao) pelas
suas equivalentes grandezas angulares: posigao angular (), deslocamento angular (A#f),
velocidade angular (w) e aceleragao angular (o).

Na tabela abaixo (retirada da referéncia [9]) temos um pequeno resumo destas relagoes.
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Equagao linear Variavel ausente Equagao angular
v =1y + at x—x9 | 0— b w=uwy+at
x—xozvotJr%atz v w 0—90:w0t+%at2
v =0} +2a(x —xo) t t w? = w +2a(6 — b))
T—1x0=1%(vo+v)t a a 0 — 6o = 3(wo + w)t
T —xo=vt—tat? vy wWo 0 — 6y = wt — at?

5.3 Relacionando as variaveis lineares e angulares

Quando um corpo gira em torno de um eixo cada parte do corpo gira descrevendo uma cir-
cunferéncia. Partes do corpo mais proximas ao eixo de rotagao descrevem circunferéncias
menores. Partes do corpo mais distantes do eixo de rotacao descrevem circunferéncias
maiores.

Como veremos em detalhe logo adinate, isto tem conseqiiencias sobre outras grandezas
importantes, como por exemplo a energia cinética da rotacao.

5.3.1 Posicao

Se medimos o angulo # descrito por um corpo durante a rotacao em radianos, podemos
relacionar de maneira simples # e o arco de circunferéncia descrito por determinada parte
do corpo. Se determinada parte do corpo, distante de uma distancia r do eixo de rotagao,
descreve um arco de circunferéncia s quando o corpo gira de um angulo #, entao a relagao
entre ambas é

s =0r.

Ou seja, uma parte do corpo que esta distante 1 ¢cm do eixo de rotagao percorre uma
distancia de 1 ¢m a cada 1 rad (= 57°) girado.

Como exemplo, se vocé abre um compasso de um raio r = 20 ¢m, e marca com ele um
quarto de volta (90° = 1.6 rad), a linha desenhada sera um arco de circunferéncia com
comprimento s = 20 cm X 1.6 rad = 32 cm.

5.3.2 Velocidade

Se um corpo gira com velocidade angular w constante, as partes do corpo mais préoximas
do eixo de rotacao estarao girando com uma velocidade linear menor do que as partes do
corpo mais distantes do eixo de rotagao. Isto porque a cada segundo, uma parte do corpo
perto do eixo de rotagao percorre uma distancia menor do que a percorrida por uma parte
do corpo mais distante do eixo de rotacao.

A relacao entre a velocidade linear v e a velocidade angular w pode ser obtida a partir
da relagao entre posicao linear e posicao angular. A velocidade é a taxa de variacao da
posicao com o tempo, ou seja a velocidade nos diz com que rapidez o corpo muda de
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posicao. Entao podemos encontrar uma relagao entre a velocidade linear de determinada
parte do corpo e a velocidade angular do corpo, derivando? a expressao s = r em relacao

ao tempo.
ds d do
E = %(97’> = <dt> r,

Assim obtemos
v = wr,

ou seja,

pois ds/dt é a velocidade linear da parte do corpo, e df/dt é a velocidade angular do
corpo, medida em radianos por unidade de tempo (segundos, por exemplo).

5.3.3 Aceleragao

Da mesma forma, podemos obter a relacao entre aceleracao angular e aceleragao tangencial
(a;) derivando a relacdo v = wr. A aceleracao tangencial é a aceleragao responséavel por
modificar (aumentar ou diminuir) o mddulo da velocidade®.

Assim,
b _d (e
at at T \ar )"

a; = ar,

ou seja,

pois dv/dt é a aceleragao tangencial da parte do corpo, e dw/dt é a aceleragao angular do
corpo, medida em radianos por unidade de tempo ao quadrado (segundos ao quadrado,
por exemplo).

5.4 Energia cinética de rotacao

Podemos supor, erroneamente, que quando um corpo estd girando sobre um eixo que
passa pelo seu centro de massa, como a velocidade linear de seu centro de massa é zero,
sua energia cinética (que depende da velocidade do centro de massa) também é zero. Mas,
se vocé j4 tentou parar com a mao o movimento de uma roda de bicicleta girando no ar*
vocé sabe que precisamos retirar alguma energia da roda, para que ela pare (esta energia
é transferida para vocé através da forga de atrito, e se transforma na energia térmica que
queima a sua mao).

Ou seja, é claro que enquanto a roda esta girando parada no mesmo lugar ela tem
energia cinética, que é a energia contida no movimento de todas as partes da roda que
estao em movimento. Para calcular quanto vale esta energia cinética precisamos somar a
energia cinética de cada pequeno pedaco da roda que estd em movimento, um por um.
Ou seja, a energia cinética K total de um corpo em movimento é calculada usando

K= 1TTLlUf + *mQUS + lm;ﬂ)g + lmwi + - 5
2 2 2 2
2A derivada temporal representa a taxa de variacio em funcdo do tempo.
3A aceleracdo tangencial é perpendicular & aceleracdo radial, ou centripeta, responsével por mudar a
dire¢ao da velocidade, mas sem modificar seu mdédulo. A aceleragao radial estd sempre presente quando
um corpo estd girando, mesmo a velocidade constante. Seu médulo vale a, = v?/r = w?r.

4Nao tente fazer isto. Mas, se vocé j4 tentou, eu aposto que vocé nao tem boas lembrancas do episédio.
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onde os pedacos do corpo tem massas mi, mo, M3, My, ... € velocidades vy, vy, U3, vy, . . .,
que nao necessariamente sao iguais. Supondo que tenhamos n pequenos pedagos no corpo,
podemos simplificar um pouco esta férmula escrevendo

onde o simbolo Y representa uma soma sobre todos os termos com indice desde ¢ = 1
até 1 = n. Esta expressao é mais complicada do que no caso do movimento linear porque
varios pedacos do corpo estao a distancias diferentes do eixo de rotacao , e portanto tem
uma velocidade linear diferente (ainda que a velocidade angular do corpo seja apenas
uma).

No caso da roda de bicicleta, o pneu que fica na parte externa gira com uma velocidade
maior do que a dos raios, que estao na parte interna. Um mesmo raio tem uma velocidade
diferente em cada posicao, e que vai aumentando a medida que vamos nos afastando do
centro da roda.

Mas podemos simplificar a equagao se substituirmos a velocidade linear v = wr, o que
nos leva a

1 o 1T 2\, 2
K = Z§mi(wm) =5 > mr? | w?,
i=1 i=1
onde simplesmente re-arranjamos os termos que dependem de ¢ entre parénteses.

Este termo entre parénteses, que depende da forma como a massa esta distribuida ao
redor do eixo de rotacdo, é chamado de momento de inércia do corpo I = Y m;r2.
Agora a expressao para a energia cinética de um corpo em rotacao com velocida angular
w pode ser escrita como

1
K = -Iw*
2
Esta expressao é semelhante a expressao para a energia cinética de um corpo em translagao
com velocidade v, K = %mv? Na rotagao, a velocidade angular w é o equivalente da

velocidade linear v na translacao. Logo, podemos deduzir que na rotagao o momento de
inércia I é o equivalente da massa m na translacao.

Assim, da mesma forma que quanto maior a massa de um corpo, maior a quantidade
de energia que precisaremos para coloca-lo em movimento; quanto maior o momento de
inércia de um corpo, maior a quantidade de energia que precisaremos para fazé-lo girar®.

5Vocé pode fazer um teste simples. Tente girar um cabo de vassoura (apenas o cabo, sem a vassoura)
ao redor do seu eixo, e depois ao redor de um eixo perpendicular. Em qual dos casos é mais dificil?



Unidade 6

Dinamica da rotacao

Imagem retirada de

http://cinie.files.wordpress.com/2009/05/spinning-top.jpg

6.1 Momento de inércia

O momento de inércia I de um corpo ao redor de um eixo é calculado pelo somatério dos
produtos m;r?, onde m; é a massa de cada um dos n pequenos pedagos do corpo, e r; a
distancia até o eixo de rotacao. Ou seja,

Quanto menores forem os pedagos do corpo (m;), maior serd o nimero de produtos a
somar (n). Matematicamente, os pedagos podem ser tao pequenos quanto se queira (eles

45
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podem inclusive ser infinitamente pequenos). Nesta situagao limite, onde os pedagos sao
infinitamente pequenos, o nimero n de pedacos é infinito, e podemos entao simplificar!
esta expressao escrevendo

I = / r? dm,

onde dm é um pedaco infinitesimal do corpo, e r a distancia dele até o eixo de rotacao ao
redor do qual o corpo gira.

Esta integral ja foi resolvida para um grande ntimero de distribui¢oes de massa, como
pode ser encontrado em tabelas como a apresentada abaixo (retirada da referéncia [11],
pégina 272).

Eixo Ei;w

Anel fino
em torno de um
eixo central

Cilindro oco (ou anel P ~  Cilindro (ou disco)
grosso) em torno ¢ / macico em torno
de um eixo central do eixo central

I= MR? = %IW(RF 4 RQQ) (b)

Eixo

Eixo

Cilindro (ou disco) | Barra fina em
maci¢co em torno | ! torno de um eixo
de um didmetro central perpendicular

central a maior dimensdo

Esfera macica
em torno de
um didmetro

Ay)”

1= MR2 + & ML (e @ 2
Eixo Eixo
(}asca esférica Anel fino em torno Placa fina em
fina em torno de um didmetro torno de um eixo
de um didmetro | perpendicular
R ® passando
pelo centro

(h)

6.1.1 Teorema dos eixos paralelos

Em corpos onde a massa nao esta distribuida de maneira simétrica ao redor do eixo de
rotacao, ou quando queremos saber o momento de inércia do corpo em relagao a um
outro eixo de rotagao que nao passe pelo seu centro de massa, pode ser mais complicado
de resolver a integral [r? dm.

Podemos entao usar a ajuda do teorema dos eixos paralelos, que diz

I =Icy+ MR,

onde I é o momento de inércia do corpo em relacao ao eixo que estamos interessados,
Icv € o momento de inércia do corpo em relacao a um eixo paralelo ao eixo que

1Como veremos mais adiante, isto é de fato uma simplificacio.
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estamos interessados e que cruze pelo seu centro de massa, M é a massa do corpo, e h
é a distancia entre os dois eixos (0 eixo que estamos interessados e o eixo que passa pelo
centro de massa).

Por exemplo: o momento de inércia de um DVD em relagao ao eixo central que passa
pelo furo (que é o seu centro de massa) é

1
Ion = §MR2.

Conseqiientemente e de acordo com o teorema dos eixos paralelos, o momento de
inércia I de um DVD em relacao a outro eixo que fique a uma distancia h do eixo central
e paralelo a ele, sera

1
I= 5MR2 + MHh?,

que é maior do que Igy.

Em outras palavras, e lembrando que o momento de inércia é o equivalente da massa
na rotagao, serd mais dificil acelerar ou frear um DVD (ou um CD, ou uma roda de
automdvel, ou qualquer outro corpo em formato de disco) que gira ao redor de um eixo
que nao passe pelo seu centro de massa. E sempre mais facil acelerar ou frear a rotagao
de um corpo ao redor de um eixo que passe pelo seu centro de massa. O momento de
inércia em relagio a qualquer outro eixo (paralelo a este) serd maior por um termo Mh?.

6.2 Torque

Se vocé ja apertou o dedo em uma porta ou janela, entao voceé ja sabe o que é torque.
O torque mede a capacidade de uma forca de colocar um corpo em rotacao em relacao a
um determinado eixo. Por exemplo para abrir (ou fechar) uma porta: como vocé ja sabe,
nao é apenas a forca que vocé aplica que determina se vai ser facil ou dificil de faze-la
girar, mas também o ponto onde a forca é aplicada em relacao ao eixo de rotacao que
passa pelas dobradicas. Quanto maior a forca aplicada, e quanto maior a distancia deste
ponto até o eixo de rotacao, maior sera o torque.

Por esta razao é que a maganeta fica no extremo oposto da porta em relacao as
dobradicas, a uma boa distancia do eixo de rotacao?. Vocé pode conferir isto verificando
a forga que voce precisa aplicar para girar a porta a diferentes distancias das dobradicas.
V4 até a porta e faca o teste®. Quanto mais préximo das dobradicas vocé empurra, maior
a forca que voce precisa aplicar para produzir o mesmo torque.

Outro detalhe importante é que para que exista torque (ou seja, para que a forga
produza rotagao) a forga deve ser aplicada perpendicularmente ao plano da porta. Por
exemplo, se vocé aplicar a forca ao longo da direcao que vai da macaneta as dobradigas,
é claro que esta forca nao vai girar a porta. E preciso que haja uma componente da forca
perpendicular a esta direcao para que exista torque.

O torque 7 é um vetor definido como

—

T=rxF,

°E é também por esta razio que se vocé colocar o dedo no vao que fica perto das dobradicas até
mesmo uma crianca conseguird fazer a porta girar apertando o seu dedo, mesmo que vocé seja muito
mais forte do que ela, ou mais esperto(?).

3Por mais importante que possa parecer para vocé testar todas as hipéteses, NAO COLOQUE O
DEDO NO VAO PROXIMO DAS DOBRADICAS!
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que é o produto vetorial entre 77 (que é a distancia desde o eixo de rotagao até o ponto
de aplicagao da forga) e a forga aplicada F. Analisando o médulo do torque 7 podemos
conferir que esta expressao satisfaz o que ja observamos com o nosso conhecimento sobre
a porta,

T=r F sino,

onde ¢ é o angulo entre 7 e a dire¢cao de aplicacao da forca F.
Se vocé tem diuvidas sobre como calcular o produto vetorial, por favor peca

ajuda ao professor ou aos tutores para obter literatura sobre este assunto.

Se aplicarmos a for¢a perpendicularmente a 7 (que estd no plano da porta), entao o
angulo entre 77 e F' serd ¢ = 90°, e o torque serd

T =1 F sin(90°) =1 F.
Por outro lado, se aplicarmos a for¢a paralelamente a 7 (que estd no plano da porta),
entao o angulo entre 7 e F sera ¢ = 0°, e o torque sera
T =r F sin(0°) = 0.

Se aplicarmos a forca em uma outra dire¢ao, nem perfeitamente paralela e nem per-
feitamente perpendicular a 7, entdo apenas a componente da forca que é perpendicular a
7 produzira torque. A componente da forca que é paralela a 7 nao produzira torque.

6.3 A segunda lei de Newton para rotacoes

A segunda lei de Newton estabelece a relacao entre a forca resultante agindo sobre um
corpo e sua aceleragao
Fres =m a,
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onde m é a massa do corpo e a é a sua aceleragao.

Existe uma expressao equivalente para rotacoes onde simplesmente substituimos estas
grandezas (forga, massa e aceleragdo) pelas grandezas equivalentes para rotagoes. O
equivalente da massa é o momento de inércia I. A equivalente da aceleracao é a aceleragcao
angular a. E o equivalente da forga é o torque 7.

Ou seja,

Tres = 1 a,

onde a aceleracao angular deve ser calculada usando os angulos em radianos, sempre.

6.4 'Trabalho e energia cinética de rotacao

Da mesma forma, podemos analisar a relacao entre trabalho e a variacao da energia
cinética de rotagao simplesmente substituindo as grandezas da translacao , pelas grandezas
equivalentes na rotacao.

A variacao da energia cinética, que é a diferenca entre a energia cinética final e a
energia cinética inicial, é igual ao trabalho realizado sobre o corpo por uma forgexterna

1 1
AK:Kf—Kizimvfz—imv?:W

Na rotagao, esta expressao continua valendo. Mas aqui
Oy
W= / 7 do,
0;

onde substituimos a forga pelo torque 7, seu equivalente na rotacao; e susbtituimos o
deslocamento pelo deslocamento angular df), seu equivalente na rotacao. Para as situacgoes
onde o torque ¢é constante, esta integral se simplifica e obtemos

W =7(6; — 6,).

A poténcia, que é taxa com que o trabalho é realizado, pode ser calculada de maneira
simples neste caso quando o torque é constante

P:d;/;/:Tw,
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expressao que é equivalente ao caso da translacao pura com forga contante, onde P = Fv.
Fazendo o mesmo com a expressao para a energia cinética, temos que a variacao da
energia cinética de rotagao sera

1 1
AK = —Jw? — —Tuw?,
PR B
onde substituimos a massa pelo momento de inércia I, e substituimos a velocidade pela
velocidade angular w.
Veja abaixo algumas correspondéncias entre os movimentos de translacao e de rotagao
(tabela retirada da referéncia [11], pagina 280).

Translagao pura (diregao fixa) Rotacao pura (eixo fixo)
Posigao x Posicao angular 0
Velocidade v =dx/dt Velocidade angular w=df/dt
Aceleracao a=dv/dt Aceleracao angular a = dw/dt
Massa m Momento de inércia I
Segunda lei de Newton Fee = ma Segunda lei de Newton Tres = L1
Trabalho W = [ F dx | Trabalho W= [1db
Energia cinética K = %mv2 Energia cinética = %] w?
Poténcia (forga constante) P = Fv Poténcia (torque constante) P = 7w

Teorerga t?ak/)a.lho— W= AK Teorema .tr/a’t?alho— W= AK
energia cinética energia cinética

6.5 Rolamento

Quando uma bicicleta se movimenta sem derrapar, suas rodas rolam suavemente. A parte
inferior dos pneus que estd em contato com o chao estd sempre (momentaneamente) em
repouso, enquanto a roda gira. Assim, mesmo que os centros de massa das rodas se
movimentem com velocidade constante voy, cada parte das rodas tem uma velocidade
diferente.

Existe uma relagao entre o deslocamento s da bicicleta, e o deslocamento angular 6
(em radianos) da roda,

s =0R,

onde R ¢é o raio da roda.
A partir da derivada temporal desta relagao, onde o raio R é uma constante, podemos
obter a velocidade do centro de massa das rodas (que é a velocidade da bicicleta) a partir
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da velocidade angular w das rodas,

ds df
» _pY
dt dt’

pois ds/dt é a velocidade dos centros de massa das rodas (e da bicicleta), e df/dt é a
velocidade angular das rodas. Assim,

vom = WhR.

6.5.1 Energia cinética de rolamento

Para calcular a energia cinética de uma roda que rola suavemente, precisamos tomar um
ponto de vista ligeiramente diferente, mas que carrega essencialmente todos os detalhes
do rolamento da roda. Quando a roda rola suavemente o ponto que estd em contato com
o chao fica momentaneamente em repouso. Um movimento equivalente é o movimento de
uma roda girando em torno de um eixo paralelo ao eixo da roda, mas localizado sobre o
pneu.

Neste caso, enquanto a roda gira o ponto localizado sobre o eixo fica parado, e todos
os outros pontos da roda giram com velocidades diferentes. Isto esta representado na
figura abaixo que mostra a velocidade instantanea de diferentes pontos de uma roda que
gira em torno de um eixo paralelo ao eixo da roda e localizado no ponto P.

Podemos calcular a velocidade de diferentes pontos da roda, como por exemplo o ponto
T localizado no topo, que seria

Usuperior — (W) (2R) = 2WwR = 2vcnm.

Ou seja, a velocidade no topo da roda é exatamente o dobro da velocidade do centro de
massa da roda (a velocidade da bicicleta).
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Eixo de rotaciao em P

Figura retirada da referéncia [11], pdgina 297.

Isto pode é ilustrado pela foto de uma roda de bicicleta girando que é apresentada
abaixo. Podemos observar que os pontos mais distantes do solo estao andando com
velocidade instantanea maior do que os pontos mais proximos do solo. O ponto de contato
com o solo estd parado.

Imagem retirada da referéncia [11], pagina 297.

Como o movimento de rotagao da roda ao redor do eixo que passa pelo ponto P é
equivalente ao movimento de rolamento da roda, entao podemos calcular a energia cinética
de rotacao daquele que sera equivalente a energia cinética de rotagao deste.

1
K = 5[}3&)2,

onde Ip é o momento de inércia da roda em relagao ao ponto P.
Usando o teorema dos eixos paralelos temos que

Ip = Ien + MB2,

onde ¢y ¢ o momento de inércia da roda em relacao ao seu eixo, que passa pelo centro
de massa, e h = R ¢é a distancia entre este eixo e o eixo que passa pelo ponto P.
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Assim,

1 1
K= §ICMw2 + §MR2¢L)2,

onde substituiremos w?R? = vZ,;, levando a

1 1
_ 2 2
K= 5[@1\/{(4&) + §MUCM‘

Esta expressao mostra que a energia cinética de uma roda que rola suavemente tem
duas parcelas: uma parcela devida a rotacao da roda ao redor de seu eixo (%]CMW2); e
uma parcela devida a translacao da roda (3 Muvgy,).

Em outras palavras, quando uma roda esta rolando suavemente seu movimento é uma

composi¢ao de um movimento de rotacao pura, mais um movimento de translagao pura.

6.6 Momento angular

O momento angular é o equivalente do momento linear na rotagao. Apesar disso,
podemos definir o momento angular de uma particula, em relagao a um ponto, ainda que
esta particula nao esteja girando. Basta que ela possua momento linear, ou seja, basta
que ela esteja em movimento.

O momento angular [ de uma particula que se move com momento linear p = mv
(onde ¥ é sua velocidade) é definido como

=7 xp,

ou seja, o produto vetorial entre a posigao 7 da particula (que é um vetor que vai desde
a origem até o ponto onde a particula se encontra) e o seu momento linear p. De forma
semelhante, podemos escrever | = m(7 X 7).

Como o momento angular é definido pelo produto vetorial entre a posicao e a veloci-
dade (ou o momento linear), a sua diregao e sentido sao definidos pelas regras matematicas
do produto vetorial*. O momento angular tem direcdo perpendicular tanto a 7 quanto a
U, e sentido definido pela regra da mao direita.

O modulo do momento angular pode ser calculado usando
[=mr v sing,

onde ¢ é o angulo entre 7 e v.

6.6.1 Segunda lei de Newton para rotacoes

Assim como a segunda lei de Newton pode ser escrita na forma

- dﬁ
F, res — 7,
dt
utilizando as grandezas correspondentes na rotacao, podemos escrever
Ldl
Tres = %7

4Se vocé precisa de orientacio sobre este assunto (produto vetorial), por favor peca ajuda ao professor
ou aos tutores.
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onde T, € 0 torque resultante sobre a particula, e dl; /dt é a taxa de variagdo do momento
angular da particula.

Em outras palavras, se nao existe torque resultante sobre a particula entao o seu
momento angular nao varia.

6.7 Momento angular de um corpo rigido

No caso de um corpo rigido que gira ao redor de um eixo fixo com velocidade angular
constante w, podemos definir o momento angular o corpo em relacao a este eixo. Por
exemplo, se um corpo gira ao redor do eixo vertical z, podemos calcular o momento
angular do corpo em relagao a este eixo, que é a componente z do momento angular L,.

A componente L. do momento angular do corpo em relagao a este eixo é obtida pela
soma das componentes dos momentos angulares [;, de todas as particulas componentes

do corpo
n n

L,= Z li, = Z Amgriy vy,
i=1 i=1
onde Am,; sao as massas das particulas, r;| s@o as distancias das particulas até o eixo de
rotacdo, e v; sdo as velocidades das particulas (que sdo sempre perpendiculares a r;, ).

O uso de 7;; se explica porque sera esta componente da posicao das particulas que
contribuira para o momento angular na direcao z. A componente da posicao que é paralela
ao eixo z, embora contribua para o momento angular (pois esta também é perpendicular
a v;), ela contribui para o momento angular em uma dire¢ao perpendicular a z.

Assim, como v; = wr;, temos

L.=) Amgri (wriy),

i=1
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e re-arranjando os termos temos

n
_ 2
L.=w(> Amg} |,
i=1
onde w foi retirado para fora da soma porque é a mesma para todas as particulas. O
termo entre parénteses é o momento de inércia I do corpo em relagao ao eixo z.
Ou seja, o momento angular L de um corpo que gira com velocidade angular w ao

redor de um eixo fixo é dado por
L=1uw,

onde I é o momento de inércia do corpo em relagao a este mesmo eixo.

6.8 Conservacao do momento angular

A segunda lei de Newton estabelece, para uma particula, que

_dl
Tres = %
Esta equacao também ¢é vélida para um corpo rigido com momento angular E,
. dL
Tres = 77
eS dt

e estabelece que se o torque resultante externo sobre o corpo, em relacao a determinado
eixo, ¢ nulo, entao o momento angular do corpo em relacao aquele eixo nao pode variar.
Ele se conserva.

Em outras palavras, em um sistema isolado onde nao ha torque externo resultante
sobre o corpo,

-

L = constante,

o momento angular do corpo nao varia. Ou seja,
Linicial = Lﬁnal-

Logo, se um corpo gira ao redor de um eixo vertical com momento angular L = [w,
seu momento angular em relacao a este eixo permanecera constante enquanto nao houver
um torque externo sobre este eixo.

Por exemplo, se uma bailarina gira sobre a ponta de um dos pés com os bragos abertos,
ela permanecera girando com a mesma velocidade angular enquanto o seu momento de
inércia em relacao a este eixo nao mudar.

Se ela fechar os bragos, seu momento de inércia em relagao ao eixo de giro diminuiré,
pois haverd mais massa (dos seu bragos) préxima do eixo de rotacdo. Como o momento de
inércia da bailarina diminui, e o produto (/w) permanecera constante pois nao ha torque
externo agindo sobre ela, entao a sua velocidade angular aumentara.

Quando um corpo gira sobre determinado eixo, sem acao de um torque externo sobre
este eixo, 0 momento angular do corpo nao varia

Ij Wi = If Ws.

onde I; e It sao os momento de inércia inicial e final do corpo em relacao ao eixo de rotagao,
respectivamente; e w; e wy sao suas velocidades angulares inicial e final, respectivamente.
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Unidade 7

Problemas sugeridos

1. Durante um passeio perto de sua casa, vocé encontra na beira do caminho uma
pedra que chama sua atencao. Voce fica em duvida se leva a pedra para casa para
usa-la como decoragao, ou se simplesmente joga ela longe. E assim vocé resolve
calcular o que vai lhe custar menos energia.

Calcule o trabalho necessario para:

(a) levar a pedra de 0.75 kg (= 750 g) até a sua casa, que fica 6 m acima do nivel
do solo onde voce esta;

(b) jogar a pedra longe com uma velocidade de 10 m/s.

Imagem retirada de

http://farm3.static.flickr.com/2793/4167345832_de034758f1.jpg
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2. Quando vocé caminha sobre uma superficie horizontal, em cada passo vocé se lev-
anta, e a forca que vocé faz efetua um trabalho (que em médulo é igual ao trabalho
realizado pela forca gravitacional). Apenas como ilustragao, podemos estimar a en-
ergia necessaria a cada passo usando este raciocinio.

Assim, para uma caminhada de 1 km

(a) estime a energia necessaria por passo e,

(b) estime a energia total necessaria para toda a caminhada.

(c) Compare esta energia com a energia contida em uma porgao de alimento, ou em
uma lata de refrigerante, por exemplo.

Dica: algumas embalagens de alimento ou refrigerante podem trazer informagoes
confusas sobre a energia contida. E comum alguns fabricantes chamarem de caloria
cada 1000 cal (=1 kcal = 4188 J).

http://extremebjj.com/esportes/wp-content/uploads/2008/12/caminhada.jpg
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3. Suponha que aproximadamente 5.5 x 10° kg de dgua caem das Cataratas do Iguacu
a cada segundo.

(a) Qual é o decréscimo na energia potencial gravitacional do sistema dgua-Terra a
cada segundo?

(b) Se toda esta energia pudesse ser convertida em energia elétrica (ela ndo pode),
com que taxa a energia elétrica seria fornecida?

(c) Se cada kW h da energia elétrica fosse vendido a R$ 0.02, qual seria a arrecadagao
anual?

Dica: voce precisa estimar a altura das Cataratas do Iguacu.

Imagem retirada de

http://cataratasdoiguacu.files.wordpress.com/2008/08/cataratas.jpg
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4. A molécula de amonia (NHj) tem a forma de uma piramide com o atomo de ni-
trogénio (N) no &pice, e os trés dtomos de hidrogénio (H) formando a base. Os
trés atomos de H formam um triangulo equilatero, com o centro do triangulo a
uma distancia d = 9.40 x 10~ m de cada dtomo de hidrogénio. A razao entre as
massas do nitrogénio e do hidrogénio é de 13.9, e a distancia nitrogénio-hidrogénio
¢ L =10.1 x 107" m. Quais sao
(a) a coordenada x e
(b) a coordenada y
do centro de massa da molécula?

Imagem retirada de

http://disciplinas.ist.utl.pt/qgeral/left /acetatos/ammonia.jpg
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5. Um homem de 80.0 kg estd em uma escada pendurada em um balao que tem uma
massa total de 320 kg. O balao estd inicialmente em repouso em relagao ao solo. Se
o homem na escada comegar a subir a 2.50 m/s em relacao a escada,
(a) em que sentido e com que velocidade o balao se move?
(b) Se o homem parar de subir, qual serd a velocidade do balao?

Carlos Renan Pires Santos

Imagem retirada de http://www.flickr.com/photos/crenan/3557567593/
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6. Suponha que um carro de 1000 kg derrape até atropelar uma vaca de 500 kg em
uma estrada muito escorregadia, com a vaca atravessando o para-brisa, o que acon-
tece muitas vezes nesse tipo de atropelamento. Quanto maior for a quantidade de
energia cinética perdida pelo carro durante a colisao (colisao que podemos supor ser
perfeitamente ineldstica), maior serd o dano causado aos envolvidos.

(a) Que porcentagem da energia cinética do carro é perdida (transformada em out-
ras formas de energia) durante a colisao?

Acidentes semelhantes acontecem na Arabia Saudita, em colisdes entre um veiculo
e um camelo.

(b) Que porcentagem da energia cinética do carro é perdida se a massa do camelo
é de 300 kg?

(c) No caso geral, a perda percentual aumenta ou diminui quando a massa do
animal diminui?

Imagem retirada de

http://www.anda.jor.br/wp-content /uploads/2009/10/vaca-ro-300x194.jpg
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7. Qual é a velocidade angular
(a) do ponteiro dos segundos,
(b) do ponteiro dos minutos,
(c) e do ponteiro das horas de um relégio anal6gico?
D¢ suas respostas em radianos por segundo.

Imagem retirada de

http://www.salvadordalimuseum.org/store/files/t_3327.jpg
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8. No dia 30 de Junho de 1908 uma enorme explosao ocorreu na atmosfera sobre o
centro remoto da Sibéria, na latitude 61° Norte e longitude 102° Leste. O conhecido
“Evento de Tunguska” foi provavelmente a explosao de um asteréide rochoso en-
trando na atmosfera da Terra.

(a) Considerando apenas a rotac¢ao da Terra, determine quanto mais tarde o asteréide
deveria ter chegado para explodir acima de Helsinki, na longitude 25° Leste.

(b) Se fosse um asterdide metélico, ele poderia ter atingido a superficie da Terra.
Determine quanto mais tarde ele deveria ter chegado para que o impacto tivesse
ocorrido no Oceano Atlantico na longitude 20° Oeste.

=

Tunguska impact, 19ﬁ5}.....f:_'.- -

i 0

=
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9. Um carro de 1000 kg possui 4 rodas de 10.0 kg cada.

(a) Quando o carro estd se movendo, que fragdo de sua energia cinética total é
devida a rotacao das rodas?

(b) Por que vocé nao precisa conhecer os raios das rodas?

Imagem retirada de
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10. Um disco de vinil, de massa 0.10 kg e raio 0.10 m, gira livremente em uma antiga
vitrola com uma velocidade angular de 45 rpm(= 4.7 rad/s). O momento de inércia
do disco em relacao ao eixo de rotacao ¢ 5.0 x 107 kg - m?. Um pedaco de massa
de modelar de 0.020 kg cai sobre a borda do disco e se gruda. Qual é a velocidade
angular do disco imediatamente apds a massa se grudar?
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