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FISICA — LICENCIATURA A DISTANCIA
APLICACAO DE CALCULO INTEGRAL

APRESENTA(;RO DA DISCIPLINA

Carga Horaria: 90 horas/aula

OBJETIVOS GERAIS:
Ao término da Discipling, o aluno devera ser capaz de:
+ Utilizar as técnicas convencionais de integra¢do para calcular

integrais.

* Compreender soma infinita como extensdo de soma finita e as

nogoes de convergéncia e divergéncia.

+ Compreender os conceitos de limite, diferenciabilidade e integra-

¢do para fungdes de varias varidveis bem como suas aplicagdes.

CONTEUDO PROGRAMATICO
A disciplina estd focada em cinco unidades essenciais:

> an oo

Técnicas de integracdo

Séries infinitas

Vetores no plano e coordenadas polares
Vetores e movimento no espaco

Funcdes de varias varidveis e suas derivadas

DIRETRIZES GERAIS PARA A CONDUQRO DA DISCIPLINA

a.

A disciplina terd dois momentos bem especificos: um presencial
e outro a distancia. Nos dois momentos serdo abordados conteu-
dos basicos, propostos no contelddo programatico primeiramente
aprimorando os conhecimentos obtidos no calculo integral, pos-
teriormente apresentando séries infinitas e vetores no plano e no
espago e por fim fungdes de varias varidveis. Todas as unidades
terdo exercicios contendo grande variedade de problemas sem-
pre tentando buscar a aplicacdo pratica dos mesmos no mundo
real e investigacdes que desenvolvem o pensamento critico.

Todas as unidades terdo exercicios contendo grande varieda-
de de problemas sempre tentando buscar a aplica¢do pratica
dos mesmos no mundo real e investigacdes que desenvolvem
0 pensamento critico.

As atividades relativas as solu¢des dos exercicios serdo reali-
zadas em ambiente Moodle.
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UNIDADE A

TECNICAS DE INTEGRACAO

1. FORMULAS BASICAS

Encontrar a antiderivada de uma func¢do ndo é, em geral, um pro-
cesso facil. No entanto, muitas integrais sao semelhantes ou po-
dem ser transformadas em um modelo semelhante aos resultados
conhecidos. A Tabela 1 lista alguns desses resultados conhecidos
que ja foram calculados nesse curso.

Tabela 1 - Disposta no ambiente moodle.

Para calcularmos uma integral indefinida achando uma pri-
mitiva do integrando e adicionando uma constante arbitraria, fre-
quentemente precisamos reescrever a integral para que esta “se
encaixe” em uma férmula-padrao da tabela. Isso geralmente é feito
usando substituicdo de variavel para, em seguida, identificarmos
uma solugdo e entdo retornamos a varidvel inicial. Os préximos
exemplos ilustram ALGUMAS dessas substitui¢des.

Exemplo 1
Simplificar através de uma substituicdo direta.

2x-9

—dx.
Vx2=9x+1

Resolva a integral indefinida _[

Solugdo
Faca u=x*-9x+1 e verifique que du =(2x-9)dx. Desse modo, re-
escrevemos:

J 2x-9

du 1
N Ll vl KL

n+l

+C e entdo obtemos:

Da tabela 1, extraimos jx"dx= i
| n+l1
2x-9 u_E+I 1
dx = +C=2w>+C=2Ju+C. Daqui, voltamos a

Jx2=9x+1 _%_‘_1

escrever os resultados em termos da varidvel x e obtemos a res-
posta procurada:

2x-9
—————dx =24 -9x+1+C
jx/x2—9x+1

ATENgﬂO

Nem todas as integrais (na verdade,
a maioria delas!) podem ser resolvi-
das por substitui¢do direta. Nesses
casos, fazemos uso de técnicas mais
sofisticadas ou, até mesmo, progra-
mas de computador.

ATENgﬂO

Verifique este resultado! Derive o
lado direito da igualdade e compare
com o lado esquerdo.
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Exemplo 2
Completar quadrados.

dx
Calcule j—
V8x —x?

Solugdo
VVamos completar quadrado e escrever o radicando:

8x—x? =—(x —8x) =—[ (¥ ~2-4x+4?) -4 =—[(x—4)2 —16]
8x—x* =16—(x—4)".

Assim:

dx dx
I\/Sx—xz :‘[\/16—(x—4)2

=4 : . :
Fazendo {a 4 temos que du = dx e aintegral é reescrita como:

du

...\/az —u?

.Novamente observamos a tabela e concluimos:

dx
J.\/8x—x2

u
= arcsen (—) +C
a

‘[ dx
V8x—x2

Agora, s6 precisamos voltar para a varidvel x!

I%zarcsen(x;4)+c
X—X

Exemplo 3
Expandir uma poténcia e procurar uma identidade Trigonométrica
adequada. Calcule: _"(secx+tanx)2 dx .

Solugdo
Vamos expandir o integrando e reescrever a integral:

2
(secx+tanx) =sec’ x+2-secxtan x + tan> x

Nés ja sabemos resolver as primeiras parcelas! Pois ja vimos que:

’ ’

(tanx) =sec’ x e (secx) =secxtanx

Dessa forma, a integral que devemos resolver é jtanz xdx |

Nesses casos, muitas vezes a substituicao por uma identidade
trigonométrica adequada pode nos conduzir diretamente a solucao.
Como vimos, sabemos resolver a integral jsecz xdx . Assim, pergun-
tamos: Existe uma identidade que relacione tan’ x e sec’ x ? Existe
sim! Observe que sec’ x=1+tan’ x e, portanto, tan’ x =sec’ x—1.
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Agora, reescrevemos o integrando e resolvemos a integral proposta:

J'(secx +tan x)2 dx = j(seczx +2secx.gx +sec2x—1)dx

I(secx +tan x)2 dx = 2'[ sec2xdx + 2J. sec x tan xdx — Idx

I(secx+tanx)2 dx=2tanx+2secx—x+C

Exemplo 4
Eliminar uma raiz quadrada.

Calcule a integral definida 4 :IO”/4x/l+cos4xdx.

Solugdo

Note que uma simples troca de varidveis ndo resolve esta integral.

Porém, se encontrarmos uma relacdo trigonométrica que substitua

1+cos4x por algum termo ao quadrado, pode-se extrair a raiz qua-

drada e resolver a integral por um dos métodos ja discutidos.
Inicialmente, note que:

cos 20 :M ou, de outra forma, 1+cos26 =2cos?6 .

Fazendo @ =2x, reescrevemos 1+cos4x = 2cos’ 2x . Logo:

, obtemos:

A= medx = _[:Mx/fmcix .Como ~u? =u

ATENgZ\o

Fique atento. Note que n6s soma-
mos todas as parcelas antes de
resolver. Muitas vezes, varios termos
se cancelam e o trabalho diminui!

A=\2 ”/4|cos2x|dx. Mas, em 0,z , cos2x >0 e entdo |cos2x|=cos2x
0 4

Daf, ,, P
A= IO b 1+ cos4xdx = \/EJ-O " cos 22xdx
A:\/E{senbc}z :ﬁ{l_o}zﬁ
2 2 2
Exemplo 5

Reduzir uma fragdo impropria.
. . Cr3x2=Tx
Resolva a seguinte integral: j—dx.
3x+2

Solugdo

O integrando é uma fragdo imprépria (grau do numerador maior ou
igual ao do denominador). Para resolvé-lo, efetuamos a divisdo e ob-
temos um quociente e um resto. Este Gltimo serd uma fra¢do propria:

2 __
X -Tx 3. . Assim,
3x+2 3x+2
2 2
j3x 7xdx=j o34 dv="3x+2In|3x+2|+C
3x+2 3x+2 2

ATENQio

Reduzir uma fragdo impropria por
meio de uma divisdo (Exemplo 5)
nem sempre nos leva a uma expres-
sdo que podemos integrar direta-
mente. Quando este for o caso, vocé
deve tentar outro método antes ou
depois da divisao.
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Exemplo 6
As vezes, uma simples separacdo do integrando em uma soma de
fracBes nos leva a solugdes diretas.

. . . 3x+2
Calcule aintegral indefinida dx.
g =
Solugdo
Vamos reescrever a integral:

3x+2 xdx dx
——dx=3 +2
'I.\/l—)c2 J.\/l—xz J.\/l—xz
Agora resolvemos as integrais individualmente. Na primeira,
fazemos:

1 .
u=1-x", du=-2xdx e, portanto, xdx = _Edu . Assim,

1
xdx o (=1/2du 3¢ L, 3ut ;
3 _1_x2_3j 7 _—Eju du——ET+C1——3\/l—x +C,.

2
J4 a segunda integral é uma das férmulas bésicas ja discutidas:

d.
ZJ X~ Darcsenx + C,

VI=x?

Unindo os resultados e fazendo C, +C, =C, obtemos:

3x+2
dx = -31—-x%+2arc senx+C.
J=de=-3

Exemplo 7
Multiplicar numerador e denominador por uma mesma expressao.

Calcule: Jsecxdx.

Solugdo
Secx +1tgx
Isecxdx = Isecx~1~dx = Isecx.—gdx
secx +1gx
sec2x + sec x.tgx
Isecxdx = I—gdx
secx +igx

Agora, fazemos u=tanx+secx e notamos que
du = (sec’ x +secxtan x)dx . Assim, serd facil resolver a integral!

Jsecxdx = J.ﬂ = ln|u|+C = ln|secx+tanx|+C
u

10
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2. INTEGRACAO POR PARTES

No estudo de derivadas aprendemos uma forma simples de encon-
trarmos a derivada de fung¢des que podem ser expressas como o
produto de duas fungdes arbitrarias f e g:

’

(f(x)-g(x) = f'(x)-g(x)+ f(x)-g'(x), 0 que pode ser reescrito como:

!

S(x)-g'(x)=(f(x)-g(x)) = f'(x)-g(x).
Se integrarmos ambos os membros, obtemos:
[0 g')dx = £(x)- g(0)= [ g(x)- f'()x (¥)

A expressdo (*) é denominada Férmula de integragao por
partes. Normalmente, fazemos u = f(x) e v=g(x), 0 que resulta
em du= f'(x)dx e dv=g'(x)dx.Assim, a formula de integracdo por
partes pode ser escrita como:

Iudv = uv—Ivdu

Essa formula expressa a integral J'udv em termos de uma se-
gunda integraljvdu. Com uma escolha apropriada de u e v, a se-
gunda integral costuma ter uma solu¢ao mais simples que a pri-
meira e, por esta razao, esta formula é t3o importante no estudo do
calculo, pois quando encontramos uma integral que ndo podemos
calcular pelos métodos ja estudados, podemos substitui-la por ou-
tra com a qual podemos ter mais sucesso.

Para integrais definidas, devemos apenas aplicar os limites
adequados.

Exemplo 1
Uso simples e direto da integra¢do por partes.

Resolva a integral indefinida Ixcosxdx.

Solugdo
Vamos escolher u=x e dv =cosxdx.

Desse modo, du=dx e v=senx+C,. Usando a expressao
Iudvzuv—.[vdu,

Ixcosxdx =x(senx+C1)—I(senx+Cl)dx:xsenx+x-C1 +cosx+C,—x-C

Ixcos xdx = xsenx+cosx, +C, .

11

ATENQio

Note que a constante C, desapa-
rece. 1sso SEMPRE ird ocorrer. Assim,
VOCé ndo precisa carregar essa cons-
tante, apenas escreva v = senx todas
as vezes que precisar e, no final,
acrescente uma Unica constante C.

Note também que esse processo pode
ser aplicado por sucessivas vezes, con-

forme faremos no proximo exemplo.
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Exemplo 2
Integrar por partes duas vezes consecutivas.

Resolva a integral indefinida Ixzexdx.

Solugdo
Vamos fazer u=x> e dv=edx. Obtemos du=2xdx € v=¢" e re-

escrevemaos:
Ixzexdx =x"-¢e" —Iex 2xdx ,

Ixzexdx =x%e" — ZI xe“dx .

Agora, aplicamos novamente a integracdo por partes para re-
solver [xe'dsx .
Escolhemos u =x e dv=e'dx e obtemos du=dx e v=e".Assim:

J.xe"dxzx-ex —J-exdx =xe' —e" +(

Finalmente, juntamos todos os termos:
J.xze’dx =x"-e —2[}66’r —e +C1] .
J.xze‘dx =x"e" —2xe" +2e" +2C,,

.[xze‘*dxz(xz —2x+2)e* +C.

3. SOLUCAO DE INTEGRAIS POR FRACOES
PARCIAIS

Quando o integrando é uma fragdo prépria, ndo podemos simplifi-
ca-lo efetuando a divisao conforme fizemos no inicio dessa unida-
de. Porém, se o numerador puder ser reescrito como um produto de
fatores de menor grau pode-se dividir o integrando em uma soma
de parcelas cuja integracao pode ser mais simples. Observe que:

5x-3 2 3
= +
x*=2x-3 x+1 x-3

Assim, é relativamente simples encontrar a solu¢ao para uma

X3 . Vejamos:
x2—=2x-3

5x-3 2 3
Ix2—2x—3dx:'[(x+1+x—3jdx
J' 5x-3

x2—2x-3

=2In|x+1|+3In|x-3]+C

integral do tipo [

2 3
dx:jx+1dx+_.'x_3dx

12

ATENgﬂO

Nem sempre é facil encontrar as fra-
¢Oes parciais. No proximo exemplo,
veremos uma forma de encontrar os
numeradores das fracdes parciais.
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Exemplo 1
Use fragdes parciais para calcular a integral .[

Solugdo
Inicialmente, devemos fatorar o denominador:

x2+x—6:(x+3Xx—2)

Agora, encontramos 4 e B tal que

X

dx .

x2+x—-6

X

A, B _Ax-24+Bx+3B _
x+3 x-2 X +x-6 x?

Isto implica que

(A+B)x+(3B-24)=x < {

Resolvendo o sistema, encontramos A4 =

W | W

+x-6

A+B=1
—2A4+3B=0

e B :% . Portanto,

X :Eéﬁ_%§:3 1,21

X4+x—6 x+43 x-2 5x+3 5x-2°

Finalmente, podemos resolver a integral:
3.1 2 1
[————ar=[|2—+=
xX*+x-6 5x4+3 5x-2

301 2¢ 1
:§Ix+3dx+gjx—2dx

=§mh+ﬂ+3mp—Q+c
5 5

o

13
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4. SUBSTITUICOES TRIGONOMETRICAS

Quando o integrando contém expressdes da forma a* +x*, @’ -x* e
x* —a®, muitas vezes dentro de raizes, uma substituicdo da varidvel x
por termos do tipo atan®, a senf e asec@, respectivamente, pode
simplificar a expressao e até mesmo eliminar as raizes do integrando.
As substituicdes listadas sdo as mais comumente utilizadas.
Elas provém tridngulos retangulos de referéncia da figura abaixo:

a X
X 2 2
X x-a
0 0
a 22 a
'\I a-x
x=atg 0 x= asen6 x= asecO
'\’ a%x % alsecél '\l atx & alcosol '\’ xa taltgol
Figura A.1 - Triangulos de referéncia para substitui¢des trigonométricas utilizadas ATENCAO
para transformar binémios quadrados em um Gnico termo. Note que, para @ pertencente ao

intervalo [0,90"), todos os termos

postos em valores absolutos na figura

Observe que: - Iy ) )
sao positivos e, portanto, o médulo é

a. Fazendo x=atan®, obtemos desnecessario. Quando isto n3o ocor-
rer, vocé deve ficar atento aos sinais.

a’+x* =a’*+a*tan’ @ = a’*(1+tan’ @) = a’ sec’ O
b. Fazendo x=a send, obtemos

a’> —x* =a’> —a’sen’*0 = a*(1—sen’0) = a* cos® 6
c. Fazendo x=asecd, obtemos

x’—a’=a’*sec’ 0—a’ =a’(sec* @ —1)=a’tan” @

Queremos, porém, que toda substituicdo que usamos em uma
integracdo seja reversivel, de forma que posteriormente seja possi-
vel voltar para a varidvel original, Por exemplo, se x =tan 8, deseja-
mos estabelecer 6’=f(X)=arctan(£ apos efetuarmos a integragado.
O mesmo devendo ocorrer para aas demais substitui¢des.
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Exemplo 1
Use uma substltuu;ao trigonométrica apropriada para resolver a in-

tegral J'\/_

Solugdo
Note que V4+x* =+/2> +x7. Iss0 nos induz a fazer x =2tané, com

7<0< X ,€,assim, dx = 2sec” Od 6. Substituindo na integral, obtemos:

J- J- 2sec?0-do J» 25ec20
\/4+x J4+4tan20 \/456029

:J- ZSec29 J-2sec o

J4sec?6 2|sec0|

Note que, no intervalo de validade de 8, secd >0, 0 que impli-
ca que |secl|=secH para estes valores. Entao

secOdd

J- e J-seczﬁ.dﬁzj-

=In|secf+1gbf|+C

Agora, precisamos escrever sec+tgf como funcdo de x. Ob-
serve o triangulo da Figura A.2.

2

Figura A.2 — Esquema que relaciona as variaveis 8 e x.

Este triangulo foi desenhado com base na substituicao
x=2tan@, pois tanezg. Da mesma figura, também observamos

Va+x*
2

2 .
que cosf = e, portanto, secd = .Assim, reescrevemos:
Va+x°
J. n| dvx +3+C
Va4 + x2 | 2 2

=]n‘\/4+x2 +x |+C,, onde fizemos C,=C-In2.

15
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Exemplo 2

Use gadsubstituigéo x=a sen 6 para encontrar a solu¢do da integral
X dax

V9 —x? .

Solugdo

Inicialmente, note que —-3<x<3 e, com isso, x=3 sen 6 esta de-
. - T ce e~ .

finido para 7< 0 <5' Essa substituicdo nos leva a concluir que:

dx=3cosfdO e,

V9—x2 =/9-9sen?0 = \/9(1—sen2¢9) =/9c0s%6 =3cos b

Note que, no intervalo T <0<Z cos0>0, sendo desneces-
sario o uso do médulo. 2
Vamos, finalmente, resolver a integral:
J x3dx :J‘27sen39-3cos0-d9
Jo—x2 3cosd

= 27Isen39 -do

Agora, note que sen’6 = sen’0-sen 6 = (l—cos2 6)~sen 0 =sen 6—cos’ 6-sen 6
e reescreva a integral como uma soma de duas parcelas.

3
I X dx =27Isen6’d6’+27j‘c0526"(—sen6’)~d9
NCEE
=-27cosf+9cos*0+C
3
—x2 —y2
=27 “93x +9(“93x J +C

_2\32
=-9v9 —x? +%+C.

Veja que desta vez o esquema é o da figura A.3, baseado no
fato de que definimos x=3 sen 6, 0 que implica que sen 0:?.

2

9-X

Figura A.3 - Tridngulo de referéncia para a substituicao do exemplo 2.
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Exemplo 3
Use uma subst1tu1gao trigonométrica adequada para resolver a in-

tegral J'\/i

Solugdo

Inicialmente devemos notar que esta integral estd definida nos re-
. 2 2 . .

ais somente para ——<x<g. Em seguida, devemos isolar o termo

x* para facilitar definicdo da substituicao.

N25x2-4 = /25(x ——) 5 fx - Agora note que a substitui-

¢do adequada é x:gsecﬁ com 0<9<5 Dai, dx—ésecetanﬁdﬁ
e assim:

J_ dx J_ j gsecé’tan@ do
5 -4 B :
5, |x? —(j 5 (zj sec’ H—(Zj
5 5 5
2 Otan @ do
gsecotan sec@tan 6 dO

5(2j\/se020—1 5Vtan® ¢
5

secOtan@ dO 1
=— I :—Isecﬁ
tan @ 5

:%ln|sec0+tg9|+C

Nesta passagem usamos o fato de que |tan6|=tan @ para o in-
T
tervalo 0<9<E'
Para finalizar, usamos o triangulo da Figura A.4 e encontramos
os valores de secd e tand como fungao de x.

5x

'\, 25%- 4

2

Figura A.4 - Triangulo de referéncia para a substituicdo do exemplo 3.

25x* -4 .
Observe que sec6’=57x e tan6'=5+.Com isso:
_[ dx _lln5_x+\/25x2—4 L C
Jsea 52 2

17
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EXERCICIOS

1. Calcule:
a. j xcos(2x)dx

J- 4x d
x2+16

C. J.x—zdx
V16 —x°

2. Calcule as integrais usando integracdao por partes:

a. I x?Inx dx
b. I x2e*dx
C. Ixzsen(Zx)dx

3. Resolva as integrais usando fragoes parciais:
2x+1
a |

x3—=5x%2+6x
5x2+20x+6
[Brr20xt6,,
xX3+2x%+x

4. Resolva a integral usando substitui¢ao trigonométrica:

J- dx
(1+x2)*?

18
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5. TABELAS DE INTEGRAIS

As tabelas de integrais foram disponibilizadas em arquivos pdf no
ambiente moodle.

6. A REGRA DE L'HOPITAL

No inicio de nossos estudos de calculo vimos que, muitas vezes, li-
. . . X . .
mites do tipo hm% podem nos levar as formas indeterminadas
x—a g x

do tipo (%) e (fj Nesses casos, faziamos trabalhosas manipula-
o0

¢Oes algébricas para tentar reduzir as fungbes f(x) e g(x) a casos
que exigiam técnicas mais simples de solucdo. Agora, usaremos o
que aprendemos no estudo de derivadas para encontrar estes limi-
tes usando um método mais sofisticado.

6.1. FORMA INDETERMINADA [%)

Se as fungdes continuas f(x) e g(x) tendem a zero quando x — a,

S(x)

entdo o limite lim—( ndo pode ser encontrado via a substitui¢ao
xX—a
g

. o s . . 0
x =a, pois a substitui¢do gera a forma indeterminada (—J VVamos
relembrar um exemplo desse tipo e sua solugdo:

2 — — j— j—
lim ™ 25x+6 lim (x=2)(x-3) lim (x-3) _ 1
=2 xT—4 =2 (x=2)(x+2) 2(x+2) 4
—

0
0

Nossa experiéncia até agora mostra que limites que levam as for-
mas indeterminadas podem ou ndo serem dificeis de resolver algebri-
camente. Mas fomos bem-sucedidos na resolucdo dos limites do tipo

fV(a):limf(x)_f(a)

x—a xX—a

]

0
que sempre produzem a forma indeterminada (6 , COm 0s quais

calculamos derivadas. A Regra de 'HOpital usa as derivadas das
fungdes f(x) e g(x), nos permitindo ter sucesso no calculo limites
que, abordados de outra maneira, levam a formas indeterminadas.
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TEOREMA (REGRA DE L'HOPITAL)

Sejam f e g duas fung¢des diferencidveis num intervalo aberto 7,
exceto possivelmente em um ndmero a € I . Suponha que, para todo
x#a em I, g'(x)#0.Entdo, se E_ig}f(x):o e liirjg(x):o,

tim L _ i L)
x—a g(x) x—a g'(x)

, desde que exista o limite no lado direito da
igualdade.

Exemplo 1
Use a Regra de L'Hdpital para resolver os limites abaixo.

’
. 3x—senx . (3x—senx . 3—cosx 3-cos0 _
a. lim :llm( ; ) =lim n = 0 =2 ATENgAO
x—=0 X x—0 x—=0 .
— (x) As vezes, porém, a indeterminagao
0 continua apos a derivagdo. Nesses ca-
s0s, aplicamos mais uma vez a Regra
b ) N+x—1 ) 1 1 de 'Hopital e verificamos o resultado.
!glg . = !}Bg N =5 Isso serd feito sucessivamente, en-
quanto persistir a indeterminagdo.
Exemplo 2

Aplicando a Regra de L'H6pital em problemas mais avancados.

Calcule o limite lim—w.

x—0 X

’

m\/l+x—1—x/2 | (V1+x-1-x/2)
2 ’

=lim

x—0 X x—0 2
—— (+*)

i 2)(1+x)"*—1/2

x>0 2x

(derive novamente!)

olo

_ -3/2
IR (V) (S B |

x>0 2 8

6.2. Formas Indeterminadas (fj, (00-0) e (c0—o0)

o0
A Regra de 'HOpital também se aplica aos quocientes que levam
a forma indeterminada 2). Se f(x) e g(x) tendem ao infinito @ aTencio
o0
O nimero a, aqui e na forma inde-

S(x)

1
- . . X ; e e
quando x —a ou quando x —> w0, entdo lim—— = hmf'( ) des- terminada 0/0, pode ser finito, infini-
de que o altimo limite exista yoa g(X) roa o (x) to ou, até mesmo, uma extremidade

dointervalo I do Teorema anterior.
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Exemplo 1
Trabalhando com a Forma Indeterminada (fj
o0
Calcule os limites a seguir:
a lim 2% b. lim In ¥
x-7/2] 4 tgx X—>+0 2\/;
Solugoes

a. O numerador e o0 denominador sdo descontinuos em x=7/2.
Entdo, vamos investigar o limite lateral nesse ponto. Para apli-
carmos a Regra de L'Hdpital, podemos escolher I como qual-
quer intervalo aberto com /2 como extremidade.

. secCx . secxtan x .
lim = lim —————= lim sen x=1
x=>(7/2) 1+ tgx x>@/27  sec” x x—(7/2)"
— =
0
©

Calcule o limite com x — z/2 pela direita. Vocé também en-
contrara 1 como resultado! Logo, o limite é igual a 1.

b, fim "% — fim X _jim L
' xX—>+00 2\/; x~>+oc1/\/; X—>00 \/;
ENX,
Exemplo 2
Resolugdo de limites que recaem na Forma Indeterminada («-0).
Encontre:
. 1 . 1
a. hm(msen—) b. lim (x-sen—j
X—>0 x X—>—0 x
Solugdes: |
a. Note que lim (x-sen—) recai na indeterminacao («-0). Esses
X—>+0 X

caosos devem ser “transformados” em indeterminag¢des do tipo
0
—lou|—]|.
0 o0

Vamos propor a seguinte mudanca de variavel:

1 ~ .
x:; e, entdo, x > +o < h—0". Assim,

lim [x-senl) = lim sen h = lim cos(h) =1
x40 X x—0" h -0 ]
| —

[ R—
0
0

-0

21
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?8te, neste caso, a indeterminacdo

n é um dos chamados limites

fundamentais.
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b. De maneira analoga, ndo é complicado ver que:
. 1
lim| x-sen— | =1
X—>—0 X

Exemplo 3
Resolver indeterminagdes do tipo (c0—).

Encontre o limite lim( ! —l)
=0\ senx x

Solugdo

. 1 . .

Note que lim ——| tende para a forma indeterminada
0" sen x X
—_

> . 1 1

(oo—oo). Note que o0 mesmo acontece com lim

x>0 sen X X

— -

—0

—o0

Nenhuma das duas formas revela o comportamento do limite.
Para avaliar este comportamento, inicialmente combinamos as fra¢des:

1 l_x—senx

senx X B X-senx
Entdo, aplicamos a Regra de L'Hdpital ao resultado:

r
. 1 1 . x—senx . (x—senx)
lim ——|=1lim =lim :
x—0 x>0 . x—0
senx X X - senx (x-senx)
0

0

’

_lim l1—cosx _ lim (l—cosx)

=0 genx +xcosx 0 (senx+ x~cosx)
—_—
0

0

!

. senx 0
=lim——=—=0
x>0 2 cosx — x.senx 2

22
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7. INTEGRAIS IMPROPRIAS

Quando estudamos a integral definida Lbf(x)dx ,haviamos suposto
que a fungdo f estava definida e era continua no intervalo [a,b].
O objetivo dessa secdo é, no entanto, estender esta definicdo para
casos que contenham um intervalo de integracdo infinito. Estas in-
tegrais serdo denominadas integrais impréprias.

7.1. INTEGRAIS IMPROPRIAS COM EXTREMOS DE
INTEGRAQZ\O NO INFINITO

Exemplo 1
Encontrar drea da regido limitada pela curva y=e, pelo eixo x,
peloeixoy e pelareta x=b,com b>0.

Solugdo
Observe a figura A.5. A drea § da regido demarcada é dada pela
integral definida S:_[:e”‘dx.

yn

X

Figura A.5 — Generalizacdo dos conceitos de integral definida.

Desse modo, ndo serd dificil encontrar o valor de §':

S = _[:e’xdx =—e"‘z =l-e? =1—ib Problema resolvido!
e

Agora, vamos fazer o parametro b crescer sem limita¢des. Ou
seja, vamos encontrar o valor de § = f(b) quando b — +o:

. . b . 1
lim S = lim elelm(l——bjzl ()
b—+o0 b+ d0 b—+o e

Dai, no lugar de (*=*) costumamos escrever:

J'Om etdx=1

23
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Nem sempre uma integral deste
tipo representa um ndmero real.
Isto é, nem sempre uma integral
imprépria existe. Quando ela existe,
seu valor é calculado levando-se
em conta a generaliza¢do do con-
ceito de integral definida.

ATENgﬂO

Da expressédo (**) segue que, ndo
importa qudo grande seja o valor
de b, a area da regido sera sempre
menor do que uma unidade de areg,
mas tenderd para 1 quando b — .
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Da ilustragdo acima, seguem algumas defini¢des:
i. Se f forcontinuaparatodo x > a ,entdo rwf(x)dx:]lim Ibf(x)dx
se o limite existir.

ii. Se f forcontinuaparatodo x <b,entdo J:b f(x)dx = lim Ibf(x)dx
se o limite existir.

iii. Se f for continua para todos os valores de x e ¢ for um nime-
ro real qualquer, entdo j“’ f(x)dx = lim |* S@)dx+ lim [ " f(x)dx se
ambos os limites existirem.

Pode-se mostrar que, se o limite existir, 0 segundo membro da
equacao no item (iii) da definicdo acima independe da escolha de ¢.
Uma situagao muito comum consiste em tomar ¢=0.

Exemplo 2
. 1 dx
Calcule aintegral I —.
= (9—3x)
Solugdo
Observe que esta integral é continua em todos os pontos do
intervalo. Entdo:

1 dx .1 dx
LT
= (9-3x)" > (9-3x)

Agora, lembre-se! Faca u =9-3x e conclua que:

1

I dx 11
J. — 11m P
“(9-3x)"  «=9 (9-3x)

.11 1 1
=lim—-| ———— |=——
a9\ 216 (9-3a)’ ) 1944

Construa o grafico e verifique a forma da regido delimitada!

Exemplo 3
Calcule a integral .[:O X’ dx .

Solugdo
+0 3 K 3 —1 K 3
j x*e dx=lim [x’e " dx= lim — [e™ (-3x%)dx
0 k—>+0 ° k>t 3
k

. 1 5y 1
= lim —e = lim —(l—e'k ):—
k—>+0 3 o k—>+0 3 3

24
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Fique atento a nomenclatura! Na
defini¢do acima, se o limite existir,
dizemos que a integral impropria é
convergente, caso contrario, dize-
mos que ela é divergente.
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Exemplo 4
Estude a convergéncia da integral J'om xe “dx .

Solugdo

+00 . . b x
J- xe “dx=lim | xe “dx
0 b—>+0J0

Para calcular essa integral, usaremos integracdo por partes.
Assim,

b—+o0 b+

+e —X : —x —x|P : —b —-b
IO xe “dx = lim (xe —e |0) = lim(be” —e” +1)
= lim LA +1

b+ o

. b . . .
Como lim — € uma forma indeterminada, aplicando a regra

b—+o o

de L'Hopital temos:

lim b = lim RS =0. Portanto,

bt o b—+o eb

J‘Om xe 'dx=0+1=1

7.2. INTEGRAIS IMPROPRIAS DIVERGENTES E/OU
COM SINGULARIDADES

Exemplo 1 .
Obtenha a area da regido do plano limitada pela curva y=——,

: : 2x
pelo eixo x, pelo eixo y e pelareta x=1.

Solugdo
Se for possivel ter um ndmero que representie a medida da area
1
dessa regido, ele sera obtido pela integral | —=dx.
g p gral [, e

y

P 1
Figura A.6 - Areasobacurva y=—.
g 2/x

25



FISICA — LICENCIATURA A DISTANCIA
APLICACAO DE CALCULO INTEGRAL

Entretanto, o integrando é descontinuo no extremo inferior

x=0.Além disso, hm—= +00. Assim, dizemos que o integrando
x—0" 2\/7
tem uma descontinuidade infinita no extremo inferior.
Essa integral é imprépria e sua existéncia pode ser determina-
da da seguinte forma:

—11m(1 Ja)=1.

dx = lim

.[0 2wx a0 L N a—0"

Portanto, 1 unidade é a medida da area da regido dada.

De forma geral, as integrais impréprias tém as seguintes pro-
priedades:
i. Se f for continua para todo x pertencente ao interva-
lo semi-aberto a esquerda la,b], e se lim f(x)=+w, entdo

jbf(x)dx = lim J.bf(x)dx se esse limite existir.
a t—at dt

ii. Se f for continua para todo x pertencente ao interva-
lo semi-aberto a direita [a,b[, e se lim f(x)=%w, entdo
x—b"

jb F(x)dx = 1imj’ F(x)dx se esse limite existir.
a t—b” va

iii. Se f* for continua para todo x pertencente ao intervalo ao inter-
valo fechado [a,b], exceto em c € |a,b] e, se lim|f (x)| = +o, entdo

J.b f(x)dx =lim J-t f(x)dx+ lim .[b f(x)dx seesses limites existirem.
a t—c vJa s—oct IS

Exemplo
Encontre o valor da integral _[ —1) se ela for convergente.

Solugdo
Note que o integrando tem uma descontinuidade infinita em x = 1, ou seja,

im——— =+ . Assim, pela propriedade (iii), temos:
1 (x —1)?
[ dx =1imj’—dx +1imj2—dx
O(x—1p o 0(x—1p sotds (x—1)

Como nenhum desses limites existe, a integral improépria é di-
vergente.
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Exemplo
. 1
Calcule aintegral onln(x)dx, se ela for convergente.

Solugdo
Primeiro verifique se ha singularidades! Observe que o integrando tem
uma descontinuidade no extremo inferior. Portanto, devemos escrever,

[ xIn(x)dx = lim [ xIn(x)dx
0 >0t Jt
Para calcular essa integral, usaremos integracdo por partes (Apro-
veite para praticar, efetue a integracdo passo a passo!). Desse modo:
[ ¥In(x)dx = lim [ xIn(x)dx = lim 1 oI 1
0 o0t 0 2 4
1 1

1 1 ’
=lim| —In(1)———=¢2In(¢) + —¢?
HO*(z ()= =57 n0) 4]

R R
=2 E,ll,%}t'ln(t)

Note que lim 2 In(r) é umaindeterminacdo do tipo (0-oo ). Para
t—>0"

calcular esse limite, vamos transforma-lo em uma indeterminacao
do tipo (fj e aplicar a regra de L'Hopital:
o0
1
o 2
lim 21n(¢) = Tim ™9 _ Jim —£ _ lim [-’—j -0
150" —— 10" 0" 2 10" 2
" 2 p
L

Logo,
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UNIDADE B

SERIES INFINITAS

1. CONCEITOS INICIAIS — SEQUENCIAS

Sequéncias de nimeros aparecem com muita frequéncia no estu-
do de matematica. Essas sequéncias podem ser finitas ou infinitas,
conforme veremos nos proximos exemplos.
i. Osnumeros 5,10, 15,20, 25,30 formam uma SEQUENCIA FINI-
TA, pois sabemos exatamente qual é o Gltimo nimero.

il. Os nimeros 5, 10, 15, 20, 25, 30, ... formam uma SEQUENCIA
INFINITA, jd que os trés pontos no final da sequéncia indicam
que ndo ha a definicdo de um Gltimo ndmero.

1.1. DEFINICAO FORMAL

Denominamos sequéncia, uma funcdo de valores discretos f cujo
dominio é o conjunto dos ndmeros inteiros positivos {123n}
Os ndmeros f(n) que compdem a imagem sdo os chamados elemen-
tos da sequéncia e o nimero » que gera f(n) indica a posicdo do ter-
mo na sequéncia. Dizemos que f(n) € 0 n-ésimo termo da sequéncia
e podemos denotar a sequéncia através de pares ordenados (n, f(n)) .

Por exemplo, se f(n) =" entdo £(1) =l, 12 =3, f3 =§,

n+1 2 3 4

f (k) =%, ... €, assim, poderiamos indicar a sequéncia através dos

k

1 2 3
d d 1,_, 2;_, 39_""7 kﬂ_
pares ordenados {( 2)( 3) ( 4) ( il

),-~} e dizer que f'(k)
€ 0 k-ésimo termo da sequéncia.

Muitas vezes, quando o termo geral de uma sequéncia
a,,a,,,a é conhecido, podemos denoté-la por {a,}” . No

SRLE

+00
. A . . . n
exemplo anterior, a sequéncia seria escrita como {—1} .
n+

n=1

Exemplo

Encontrar o termo geral da sequéncia cujos primeiros termos sdo
111

1
PN

Solugdo
Com o auxilio da tabela B.1, podemos conjeturar sobre o compor-
tamento da sequéncia.
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As sequéncias infinitas serdo o
foco dos préoximos estudos. Assim,
frequentemente vamos nos referir
3as sequéncias infinitas apenas com
a palavra sequéncia.
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Posicdo do termo 12 3 4 ..n

Termo

Tabela B.1

Os denominadores dos quatro termos conhecidos foram ex-
pressos como poténcias de 2 e colocados abaixo do seu nimero de
posicdo, de onde vemos que o expoente no denominador é igual
30 nUmero de posicdo. Isso sugere que o denominador do # -ésimo
termo é 2", conforme o indicado na tabela B.1. Assim, a sequéncia
pode ser expressa como:

1 1 1 400
S, —yee OU {— .
16 2" 2"

1.2, REPRESENTA;RO GRAFICA

0 | —

11
294’

Uma vez que sequéncias sdo funcdes (discretas), faz sentido repre-

. } (T
senta-las graficamente. Por exemplo, o grafico da sequéncia {—}
n

n=1

€ mostrado na Figura B.1. Como a sequéncia é definida somente
para valores inteiros positivos de », o grafico de f(n) consiste em
uma sucessdo de pontos isolados (Figura B.1a). Isto é distinto do
grafico de uma fun¢do y = f(x)=—, com xeR|x=1, conforme é
mostrado na Figura B.1b. *

(a)

Figura B.1 - Comparacéo entre o grafico de uma sequéncia (a) e o gréfico de uma

funcdo (b).
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1.3. SEQUENCIAS LIMITADAS

Uma vez que os conceitos envolvendo sequéncias estdo associados
30s conceitos de fung¢des, podemos investigar os seus limites. Porém,
como a sequéncia {a,} somente est4 definida para valores inteiros
de n, o Unico limite de {a,} que faz sentido é o de n— +0. Nos
graficos da Figura B.2, mostramos o comportamento de algumas se-
quéncias a medida que » cresce de forma ilimitada.

7
6 —

{n+1}jj {('1)71*1}7 {n/(ml)}, {1+(_1/Z)"}

5 y v y
47 1 1 1——?—.' -
37 wn - v
2 I I I B | I I B ) I I I I B |
.

L1l 1111 ,n 123 4567 123 4567 123 45 6 7

1
12 3 4 5 6 7

Figura B.2 - Comportamento das sequéncias na medida em que n cresce.

NOTE QUE
i.  Os termos na sequéncia {n+1}

+00
n

~, crescem de forma ilimitada.

0

fi. Asequéncia {(-1)" }+ _ tem seus termos oscilando entre -1 e 1.

. - 1Y
iii. Os termos das sequéncias {n/(n+1)} ” e 1+(_5j crescem

em direcdo a um "valor limite”, nesse caso igual a 1.

DEFINICAO
Se a sequéncia {a,} tiver um limite, ou seja, se existir L tal que
lim a, = L, dizemos que {an} é convergente e a, converge para L.

n—>+w0

Quando isso ndo ocorre, dizemos que a sequéncia é divergente.

Exemplo 1 ke

Mostre que a sequéncia 1+(—5J representada na Figura B.2
€ convergente. n=1

Solugao .
Vamos calcular o limite do termo geral da sequéncia a, =1+(—%J ;

Iim |1+ —l = lim 1+ lim —l =1
n—>+0w0 2 n—>+o n—>+0w 2
|

0
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n—>+0

Como lim a, =1, dizemos que a sequéncia 1+(—%J con-
verge para 1.

Observe que, como as sequéncias sao fungdes discretas, todas
as propriedades estudadas quando aprendemos limites de fun-
¢Oes reais também sdo validas. Vamos relembra-las!

Suponha que as sequéncias {a,} e {b,} convirjam respectiva-
mente para L, e L,, e que k seja uma constante. Entdo:

a. limk=k

n—>+o0

b. lim ka, =c lim a, = kL,

n—>+o0o n—+00

c. lim(a,+b)=lima, +limb =L +L,

n—+w0 n—>+o0

d. lim(a,—b,)=lima, - limb, =L ~L, @ atengio

Se uma das sequéncias for diver-

e. lim(a,-b)=1lima, limb =LL, gente, entdo qualquer uma das

nkeo n—+ee noke combinagdes acima apresentadas
. a lima, | também serd divergente.
f. lim|-—% |=222_="1 (desde que L, #0)
noso| b limb, L,
n—>+owo
Exemplo 2 -

¢é convergente ou divergente.

Determine se a sequéncia
n+ .
Se for convergente, encontre o seUlimite.

Solugdo
Vamos calcular o limite do termo geral. Para isto, é conveniente
dividir o numerador e o denominador por #:

lim 1 lim 1 1
lim ( j = lim ( j =— Lass =— "—H»x. e
novo\ 2p4+1) o\ 24+1/n limQ2+1/n) lim2+Iliml/n 2

n—>+0

0

. a 1
Assim, a sequendcia converge para E

Exemplo 3
Determine se a sequéncia {8—2n}" é convergente ou divergente.

Solugdo
Note que, lim(8-2n)=-w e, portanto, a sequéncia {8—2n}" &
divergente.
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2. SUBSEQUENCIAS, SEQUENCIAS MONOTONAS E
SEQUENCIAS LIMITADAS

2.1. SUBSEQUENCIAS

Se os termos de uma determinada sequéncia aparecem em outra
sequéncia na mesma ordem, chamaremos a primeira de subsequ-
éncia da segunda.

DEFINICAO
Dada a sequéncia f:Z, — R, as restricdes de f a subconjuntos
de Z' serdo denominadas subsequéncias de f .

Exemplo 1
Observe a sequéncia {a,} " . A sequéncia {b,}'" € uma subsequ-
éncia de {a,}.

As subsequéncias tém as seguintes propriedades:

i. Se lima,=L, entdo toda subsequéncia de {a,} converge
parang+anesmo limite L.

ii. Dada a sequéncia {a,}, se as subsequéncias de ordem par e
as subsequéncias de ordem impar convergem para 0 mesmo

valor L, entdo {a,} converge também para L.
Algumas sequéncias possuem particularidades em seu com-

portamento que as fazem receber denominagdes especiais. Este é
o tema das duas proximas secoes.

2.2. SEQUENCIAS MONOTONAS

DEFINICAO

Dizemos que uma sequéncia {an} é crescente se a,<a,, para
todo neZ;. Da mesma forma, dizemos que uma sequéncia {a,}
é decrescente se g, >a,,, paratodo neZ;. Quando podemos ca-
racterizar uma sequéncia como crescente ou decrescente dizemos
que esta sequéncia é monétona.

Nos casos especiais onde podemos escrever a, <a,, para
todo neZ’ oua, >a,, paratodo neZz’ dizemos que asequéncia
é estritamente crescente ou estritamente decrescente. Analise
com atengdo os exemplos a seguir.
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Exemplos 1
~ .. 123 n . .
A sequéncia —,=,=~,--.,——,.-- € estritamente crescente.
234 n+1
Exemplos 2
A sequéncia %,%,%,m,iﬂ,--- é estritamente decrescente.
Exemplos 3

A'sequéncia 1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,--- € crescente, mas ndo estritamen-
te crescente, ja que, por exemplo, a, =aq,.

2.3. SEQUENCIAS LIMITADAS

DEFINICAO

Dizemos que uma sequéncia {a,} é limitada superiormente se
existir um ndmero M tal que a, <M,Vn>1. ]34 se existir um nd-
mero m de forma que m<a,,Vn>1, dizemos que a sequéncia é
limitada inferiormente.

Se {a,} for limitada superiormente e inferiormente, entdo di-
zemos apenas que {a,} é uma sequéncia limitada.

Exemplos 1

A sequéncia {n} " € limitada inferiormente.
Exemplos 2

A sequéncia {-n} “ €& limitada superiormente.

Exemplos 3 .
A sequéncia {—2} é limitada.
n

n=l1
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3. SERIES INFINITAS

A soma dos termos de uma sequéncia infinita
{a,}”" =a,a,,a,,a,,--- € uma série infinita (ou apenas série) de-

n=

+o0
notada por » a, ou Y a,.
n=l1

DEFINICAO FORMAL

Seja {a,} uma sequéncia numérica. Chamamos de série numérica
+00

asomadescrita por Y'q, =a,+a, +a, +--+a, +-

n=1

3.1. SEQUENCIA DAS SOMAS PARCIAIS

DEFINICAO
Seja »'a, uma série. Chamamos de sequéncia das somas parciais

a sequéncia {S,}, onde,

S, =gq,
S, =a,+a,

S, =a,+a,+a,

S, =a,+a,+-+a,=S, ,+a,

Exemplo
Como motivagdo para o estudo de somas parciais, considere o nu-
mero k =0,333.... Esse nimero pode ser escrito como:

k=0,3+0,03+0,003+--- ou, de forma equivalente, k=i+

10 10°

+00

. a . 3 " L
Agora considere a sequéncia ol As trés primeiras somas

n=1
parciais dos termos dessa sequéncia s3o:
S, =03

S, =0,3+0,03
S, =0,3+0,03+0,003

A sequéncia de nimeros S,,S,,S,,--- pode ser vista como uma
sucessdao de aproximagdes da “"soma” da série infinita que resulta
1
exatamente em 3

34

3

+—+
10°



FISICA — LICENCIATURA A DISTANCIA
APLICACAO DE CALCULO INTEGRAL

3.2. CONVERGENCIA

Nem todas as séries tem suas somas convergindo para um valor
constante a medida que n cresce indefinidamente. As séries que tem
essa propriedade (como aquela apresentada no exemplo da se¢do
anterior em que S, —>§) sdo ditas convergentes. Veja a definicdo!

DEFINICAO
+00
Seja Zan e {S,} asequéncia das somas parciais que defini esta
n=1 +o0
série. Se existe § tal que lim S, =S dizemos que a série zan é
n—>+o0 n=1

convergente e § é a soma da série infinita. Se esse limite ndo exis-

tir, dizemos que a série é divergente e, portanto, ndo terd soma.

Exemplo 1
+o0

A série ZW é convergente e sua soma é
n=1

W | =

Exemplo 2
A série Z% é divergente. Em seguida veremos o porqué!

n=1

TEOREMA

40 +o0
Seja 2.4, uma série qualquer.Se lim a, # 0, entdo 2.4, diverge.
n—4
oo

n=1 n=1

Se lim a, =0, ento a série ) .a, pode convergir ou divergir.

n— sy

Exemplo 3 »
No exemplo 2 dizemos que série ZLI é divergente. Vamos usar
+

n=l1

0 teorema acima para verificar esta afirmacdo. Note que

lim - = lim %:1 e, portanto, pelo teorema anterior esta sé-

n—>+o 41 n—+0

n
rie é divergente.

400 3 .
J3 a série Z— satisfaz a condicdo lim a, =0. No entanto,

n—>+wo
n=1

ainda ndo temos bases para comprovar esta afirmacgdo. Em seguida,
veremos uma série de teoremas (ndo apresentaremos as demons-
tragdes) os quais serdo usados para fundamentar este tipo de afir-
magdo. Mas primeiro, vamos para mais uma defini¢do necessaria!
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DEFINICAO

+00

Uma série Zan € denominada série geométrica se cada termo

n=1

pode ser obtido a partir de seu antecessor multiplicando-o por um

mesmo nimero 7.

+o0 +o0

. —1

Assim, Zan =Za~r" :
n=1 n=l1

Com esta definicdo, ja podemos enunciar um novo teoremal!

TEOREMA
Seja Z:a-r”’1 uma série geométrica. Esta série converge para a
n=1

soma S :IL se || <1 e diverge se [r|>1.
—-r

Exemplo 4 o
- 3 1
Mostre que a série ZF converge para .
n=l
Solugdo o

a —1
Vamos escrevé-la no formato Y a-r"" :

n=l1
o3
n=1 10”

4o n-1
=Zi(ij .Como L<1, afirmamos, com base no teore-
= 10\10 10

ma anterior, que a série converge para a soma

1 3
s=% 3 31y 10 1

Algumas propriedades

i. Sejam Y.a, e Db, duas séries convergentes. Entdo a série
> (a,£b,)= Y a,+) b, converge.

ii. Se Y a, convergee k=0,entdo Y ka,=k» a, converge.

iii. Se Y a, converge e » b, diverge, entdo Y (a,+b,) diverge.
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4. SERIES DE TERMOS POSITIVOS

Uma série Zan em que podemos afirmar que a, >0 para todo
n € dita série de termos positivos. Para estas séries, valem as se-
guintes afirmacgdes:
i. Teste daintegral: D a, =) f(n) converge se J'lmf(x)dx con-
vergir e diverge se Il+wf(x)dx divergir.

ii. Teste darazdo (Critério de D’Alembert): Se lim -2 s =k ,asérie

n—>+oo a,

Zan converge se k<1, diverge se k>1 e nada se pode afir-
marse k=1.

iii. Teste da raiz (Critério de Cauchy): Se nlirgoc/z=k, a série Zan

converge se k <1,divergese k >1 enadase pode afirmarse k=1.

Exemplo 1
Use o teste da integral para verificar se a série Zl é convergente.
n=1
Solugdo
Note que a, = f(n) 1 . Assim, esta série serd convergente se a inte-
" ATENCAO
gral J‘;w%dx for convergente. No entanto, vamos verificar o contrario:

A série Z* tem grande importan-

-] Studo do cal
j —dx = lim L —dx = lim Inx|; = lim (lnb~In1) = +e. Logo a série cia no estudo do calculo, porisso
X

b—>+o0 b+ recebe uma denominagao especial.
= 1 . A partir de agora, chamaremos esta
Z— é divergente. série de série harmoénica.
n=1 1
Exemplo 2

Use o teste da raiz para determinar se as séries convergem ou di-
vergem.

=3k +1) = 1
a. 2( p ) b. Z

= = [2In(k +3)]'

Solugoes

a. Asérie é divergente, pois lim {/a, = lim k/(3kk+1] = lim (3kk+1j=3>1

b. Esta série é convergente. Observe que hm \/Z_ lim

k
4L R Ty S SR B
A Znke ) ) TR 213
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5. SERIES ALTERNADAS, CONVERGENCIA
ABSOLUTA E CONDICIONAL

As séries cujos termos se alternam entre positivo e negativo sdo
chamadas de séries alternadas. Vamos iniciar com dois exemplos
e um teorema:

DD n=1-243 -4+

n=1

Z(_l)"“l:]_l.,_l_l.,....

= n 2 3 4

TEOREMA .

Uma série alternada da forma Z(—l)"“an, com a, >0 converge se

n=1

as duas condigdes a seguir estiverem satisfeitas:

i. a,, <a, paratodo n;
fi. lima,=0.

n—+0w

OBSERVACAO

Se a série dos médulos dos termos de uma série alternada Y_a, for
convergente, dizemos que esta série é absolutamente convergente. Ja
se a série alternada Y a, for convergente, mas se a série dos modulos
for divergente, dizemos que Y_a, é condicionalmente convergente.

6. SERIES DE POTENCIAS

DEFINICAO

Denominamos série de poténcias em x—a uma série da forma

+00
Zan(x—a)" =a,+a,(x—a) +a,(x—a)’ +--
n=0

TEOREMA
Seja Zan (x—a)" uma série de poténcias com raio de convergéncia

n=0
r, isto é, a série converge no intervalo aberto (¢-r,a+r). Entdo,

definindo f(x)= Z@:an (x—a)", observamos que:
n=0

i.  f(x) écontinuaem (a—r,a+r);

ii. Existe f'(x) tal que f’(x)=fn~an(x—a)"-l;
n=1

38
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Tanto o teste da razdo como o teste
da raiz sdo vélidos para testar a
convergéncia absoluta de séries
alternadas. Precisamos, no entanto,

a

ntl |,

a

n

P a
substituir o termo =L por

n

ATENgZ\o

Note que ndo se trata de uma série
numérica. Uma série desse tipo
pode convergir para alguns valores
de x e divergir para outros valores.
Assim, faz sentido falar em dominio
de convergéncia, D, que é o conjun-
C
to dos valores de x que tornam a

série convergente.
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n+l

jii. Existe H(x) tal que H(x)zj(i"an(x_a)n St
n=0

=0 n+1

Estas propriedades terdo grande utilidade na medida em que
avangamos no estudo do calculo diferencial e integral.

Material de suporte disponivel em:
http://ltodi.est.ips.pt/amatos/AcetNetAMII0607/3acetspotAMII0607.pdf

7. SERIES DE TAYLOR E MACLAURIN

DEFINICAO (POLINOMIO DE TAYLOR DE ORDEM 7))
Seja f umafungdo com derivadas de ordem k para k =1,2,...,N em algum intervalo contendo 4 como um pon-
to interior. Entdo, para algum inteiro » de 0 a N, o polindmio de Taylor de ordem » gerado por f em x=a &

£ far @ e-a+ LD a1 s LDy LD gy
! . n:

Exemplo
Encontre o n-ésimo polindmio de Taylor para 1 emtornode x=1.
X

Solugdo
Primeiramente definimos f(x)zl percebemos que:
fy=1=0!, *
f'hy=-1=-11,
f'y=2=21,
£"(1)=-6=-31,
O =24=41,

FOM) = (1) k.

Agora, aplicamos estes resultados a formula de Taylor com
a=1, observando que 0 n-ésimo termo é dado por

£ (@) IR A C PRI ) (]
n! n! n!

(x-a)' (x=1)" (x=D"=C=D"(x=D".

Assim:

S D =) = 1= (=) (=1 e (<1 (e = 1Y
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DEFINICAO (POLINOMIO DE MACLAURIM)

Se f puder ser diferenciada n vezes em 0, entdo defini-
mos o n-ésimo polindmio de Maclaurim para f como sendo

Pn(x):f(O)+f’(0)x+f;('o)x2 AU +...+7f(n)(0) X"

3! n!

Observe que este é um caso especial da série de Taylor para a =0

Exemplo

Encontre os polindmios de Maclaurin F,B,P, e P, para e'.
Solugdo

Iniciamos definindo  f(x)=¢* e, em seguida, notamos que

S0 =f1 == fP ) =e eque S(0)=f'(0)=/"0) == ") =< =1

Dessa forma, basta construir as expressoes:
R(x)=70)=1
B(x)=f(0)+ f'(0)x =1+x

6<x>=f(0)+f'(0>x+%°,)x2:1+x+§

2 n

. N X
Deixamos para vocé encontrar que P (x)=1+x+—+:-+—
2! n!

7.1. RESTO DE UM POLINOMIO DE TAYLOR

Precisamos de uma medida da precisao na aproximagdo do valor
de uma funcdo f(x) por seu polindmio de Taylor P,(x). Podemos
usar a idéia de um resto R, (x) definido por f(x)=P,(x)+R, (x).
Neste caso, o valor absoluto |R,(x)|=|f(x)-P,(x)| é chamado de

erro associado a aproximacao.

F possivel mostrar que R, (x) = L'J‘x(x—t)”f("”)(t)dt.
nl<a

7.2. COMBINANDO SERIES DE TAYLOR

Na intersecdo dos seus intervalos de convergéncia, as séries de
Taylor podem ser somadas, subtraidas e multiplicadas por cons-
tantes e poténcias de ». Os resultados alcan¢ados serao novamen-
te séries de Taylor. Deste fato, tem-se que a série de Taylor para
f(x)+g(x) é asoma das séries de Taylor para f(x) e para g(x),
uma vez que a enésima derivadade f+g é ™ +g™.
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8. SERIES DE FOURIER DE COSSENOS E SENOS.

Nesta secdo mostraremos como é possivel expressar uma funcao f(x)
como uma série infinita, cujos termos, neste caso, serdo combinacdes
de senos e co-senos. Isto nos deixard aptos a resolver muitos proble-
mas envolvendo integracdes e solu¢des de equagdes diferenciais.
Essas séries trigonométricas sao chamadas séries de Fourier. Elas sao
analogas as séries de Taylor, uma vez que ambas fornecem um modo
de se expressar fun¢des bastante complicadas em termos de combina-
¢Oes de fungdes elementares que nos sejam mais familiares.

DEFINICAO (SERIE DE FOURIER)

Seja f(x) uma fungdo definida no intervalo fechado [-L,L]. A sé-
rie de Fourier para a fun¢do f(x) nointervalo (-L,L) € dada por

f(x) :%0*2[% cos%+bnsennLﬂj (*), onde:

n=1

|y 1L nwx
a, :zj_Lf(x)dx, a, =Zj_Lf(x)cosde e

b, = %I:f(x)sen%dx

No conjunto de pontos onde a série converge, estad definida
uma funcdo f(x), cujo valor em cada ponto x é igual a soma da
série para este ponto.

Nossos objetivos nesta etapa consistem em determinar quais
funcbes podem ser representadas como uma série de Fourier e en-
contrar seus. Além de sua associagao ao método de separacdo de
varidveis e as equacdes diferenciais parciais, as séries de Fourier
também s3do utilizadas na andlise de sistemas mecanicos ou elétri-
cos sob a acao de forgas externas periddicas.

8.1. CALCULO DO COEFICIENTE a,
Tomamos a expressdo (=) e integramos ambos os lados -L a L.

Lembramos que a integral da soma é igual a soma das integrais e
escrevemos:

L _ay ot S L nwx S L nIx
I_L S (x)dx = ?J._L dx+ ;an I_L cosde + ,,Z:;b" I_L seanx
Agora note que para todo inteiro #, positivo, as duas Ultimas in-
is s i - Y SR
tegrais sdo zero. Assim, obtemos J:L f(x)dx = 5 L dx = 5 }—L = La,.

Logo, a, = % [* reoar.
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8.2. CALCULO DO COEFICIENTE a,

Tomamos novamente a expressao (=), multiplicamos ambos os la-
dos por cos(mzx/L),com m>0, e integramosde —-L a L.

mrx
dx

_[_LL f(x)cos mzrx dx = %OJ._LL cos X g + Z a j cos—cos

L nIx mrx
+z b I sen——cos dx
n -L L L

A primeira e a Ultima integral do lado direito da equacao sao

iguais a zero. Ja o segundo termo sé é diferente de zero para m=n
L mnrx X .

e, neste caso, teremos _[ ,cos dx=1.Comisso, obtemos:

COS

mmnx

Cos

= aj cos 12X dx = La,.0O queimplicaem

j f(x) cos

1L murx
a, = Z-[-L f(x)cos dx

8.3. CALCULO DO COEFICIENTE bn

Dessa vez, multiplicamos ambos os lados por cos(mzx / L), com m > 0:

mrx
dx

_[_LL S(x)sen mzzx dx =%°I_LL sen 2 gy + Z a I cos—sen

+z b, JlLL sen % sen mzrx dx

Agora, ZERAM-SE 35 duas pnmelras mtegra1s e a Ultima é igual
Y ax.

al,oquenoslevaa: b, :—J f(x)sen

Exemplo
Ache a série de Fourier para a funcdo f(x) =|x| no intervalo [-11].

Solugdo
Iniciamos redefinindo a fungdo para o intervalo de interesse.

-x, —-1<x<0
fx)= 0<x<l1

x’

Em seguida, calculamos os coeficientes:

a, = % jLL F(x)dx = %j(’l (=x)dx +%j(: (x)dx = %% -1
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Para m>0:

1oL mrx
a, = ZJ.*L f(x)cos

L

Mmrx
1

mrx

1 ¢o0 1 ¢t
dx = IL(—x) cos dx+II0 (x)cos dx

= —J._Ol x cos(mmx)dx + _[; x cos(mmx)dx

0 1

[ ( 1 jz }
=—| —sen(mnrx)+| — | cos(mmx)
| mx mru

+ l:i sen(mmx)+ (Lj cos(m;rx)}
mnr mrmw

-1 0

: 2 =135,
= 2{[Lj cos(mrr) —[Lj } =— 22 —(cos(mr)-1)=1 m’z’
mx mrx m*r

Como o resultado é ndo nulo apenas para m impar, é conve-
niente trocar m por 2m+1. Note que o resultado nao é alterado j3
que a soma é feita de m=1 até infinito:

L4
" Qmly

Agora, faga as contas e descubra que b, =0. De posse dos trés
coeficientes, observe a expressdo (=) e escreva a série:

x| =1+ i[—%cos(@m +1)7x)+ 0]

“= Qm+)’r
#*APLICAQI—\O PRATICA
|x| = 1_ii M , para [_1’1] ) A série de Fourier é periddica, com
P/l Q2m+1)? perfodo do tamanho do intervalo de-

finido. Nesse caso, a série encontrada
tem a propriedade f(x+2)= f(x).0
grafico dessa fungao representa mui-
to bem uma onda no formato “dente
de serra” e por isso tem grande
aplicagdo em eletronica.
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EXERCICIOS

1. Determine se as sequéncias sdo convergentes ou divergentes. Se for convergente, encontre o limite:

n +0
a.
{3’1 + l}nl

b. _1 n+l n
{( ) 3n+1} o

n

2. Encontre o limite da sequéncia:
+0
e" n=1
3. Mostre que a sequéncia € estritamente crescente ou estritamente decrescente. Use a,,, —a,:
1 +00
a. -
n n=1
+00
n
2n+1)

4. Verifique a convergéncia das séries e calcule a sua soma:

+00 7
d. =

n=0 3
b. L

im 3

5. Use o teste da raiz para determinar se a série converge:
i(5n+2jn
i\ 3n-2

6. Determine os coeficientes série de Fourier:

-x, —-2<x<0

F@=1 S+ d)= [ (x)
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UNIDADE C
VETORES NO PLANO E COORDENADAS
POLARES

1. VETORES NO PLANO

Muitos problemas em Matematica e em Fisica envolvem grandezas que
possuem n3do apenas um moédulo, mas também direcdo e sentido. Cha-
mamos quantidades com essas propriedades de grandezas vetoriais.

Em duas dimensdes, ou seja, no plano, representamos estas
quantidades através de um segmento de reta orientado, o qual
chamamos de vetor. Um vetor normalmente é denotado por uma
Unica letra do alfabeto, as vezes em negrito (A), as vezes com uma
seta(4 ou a)e, algumas vezes, sublinhadas (4).

Representacao
A figura abaixo mostra uma representagdo grafica de um vetor no plano.

(xy)

Figura C.1 — Representagdo de vetores no plano.

O modulo de um vetor, também denominado magnitude, é sim-
bolizado por v=|7| e equivale comprimento v da figura C.1. Algu-
mas vezes, por razdes de conveniéncia ou de clareza, precisa-se de
uma representacao simples para vetores perpendiculares ao plano.
Nesses casos, usamos o simbolo ® para indicar um vetor “entran-
do"” na folha e o simbolo @ para indicar um vetor “saindo” da folha.

1.1. COMPONENTES DE UM VETOR
Considere o vetor deslocamento d ilustrado na figura C.2. As com-

ponentes do vetor d s&o as projecdes ortogonais d, e d, nos seus
respectivos eixos.
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Vamos entender o que seriam estas projecoes:

Para projetar o vetor na direcdo x, basta tragar perpendiculares
na origem e na extremidade do vetor até o eixo x e, na direcdo vy,
tracamos da mesma forma perpendiculares na origem e na extre-
midade do vetor até o eixo y. Os valores destas projecdes que sao
as componentes retangulares d, e 4, do vetor d obtemos toman-
do a coordenada final menos a coordenada inicial nos eixos res-
pectivos. Salientamos que componentes sdo escalares.

y A
A
d
dy
0 B ‘
0 dy X

Figura C.2 - Componentes de um vetor.

Assim, basta usarmos o Teorema de Pitagoras para descobrir que
o médulo de um vetor d, da forma como foi definido, é dado por:

v=[v|=Jd? +d?

1.2. SOMA DE VETORES

DEFINICAO

Sejam i =(a,b) e vV =(c,d) dois vetores quaisquer. O vetor soma
i +v édefinidopor ii +V =(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d) etem as se-
guintes propriedades:

i. Comutativa: u+v=v+u

ii. Associativa: u+(V+w)=@+v)+w

iii. Vetor nulo (0 ): tal quesi +0 =1 .

iv. Oopostode um vetor ii é o vetor —ii, definido tal que & +(=ii) = 0.

1.3. VERSORES

Uma das notacbes mais utilizadas na representacdo de vetores no
plano é baseada em unitarios, denominados versores. Denotamos
por i o vetor unitario na direcdo do eixo x e por j o vetor unitario
na direcdo do eixo y. Juntos esses vetores constituem o que cha-
mamos de Base do plano R*.
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A partir de agora, sempre que neces-
sério representaremos vetores ape-
nas por um par ordenado da forma

d =(x,y). Esta é uma forma muito
usual que facilita as operagdes que
serdo definidas a seguir.

ATENgﬂO

Da forma como foram defini-
dos, o vetor nulo e o oposto de
ii =(a,b) sdo, respectivamen-
te, dados por 0=(0,0) e por
—ii= — (a,b)=(-a,~b).
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Associamos um versor a cada eixo do plano cartesiano e es-
crevemos um dado vetor # como a soma do produto das suas
componentes pelos respectivos vetores unitarios. Assim, um vetor

i =(x,y) sera escrito como:

i=xi+y]J

Exemplo
Dados o vetor 4=(1,2) e o vetor B=(5,-3). Escreva-os em termos
de vetores unitarios e encontre o vetor A+ B.

Solugdo
A=i+2j e B=5{-3].Agora, somamos as respectivas componen-
tes, exatamente como fizemos em algebra:

A+B=(1+5)0+(2-3)]

A+B=6i-]

1.4. PRODUTO DE UM VETOR POR UM ESCALAR

DEFINICAO
Seja v¥=(a,b) um vetor qualquer e a € R. Entdo, o produto do nu-

mero real a pelo vetor v, denotado por «-v ou simplesmente por
av,éovetor a-v=(a-a,a-b).

Como consequéncia da definicdo, temos:

a. Se a=0ouv=0,entio av =0

b. Se a#0ev=0,0 vetor av é paraleloa ¥ se a >0 e é anti-
paraleloa v se ¢ <0.

. Se|¥|=v,entdo |av|=|a|v.

d. A distributiva também é valida em ambos os casos:

a(ii +v)=aii+av e (a+b)v =av+bv

Versor de um vetor qualquer
Com o que acabamos de aprender, podemos calcular um vetor uni-

tario v (versor) paralelo a um vetor ¥ qualquer. Para isto, basta
multiplicar v pelo inverso do seu médulo:

L
7

[ <

V=—V=

<l
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2. ANGULO ENTRE DOIS VETORES E PRODUTO
ESCALAR

O angulo entre dois vetores i e ¥ quaisquer, ndo nulos, é o an-
gulo entre os segmentos orientados que representam os vetores.
A Figura C.3 mostra dois vetores genéricos # e v (a), mostra o an-
gulo entre estes dois vetores (b) e o vetor correspondente a soma
desses vetores. O modulo w do vetor ii+v provem da geometria
plana, sendo dado pela relagdgo w* =u*+v* +2uvcos@, chamada
Lei dos co-senos.

b) Q)

CD:I

<l

a) _
\VA
=

Z
V\‘

ol

<l

Figura C.3 - a) Dois vetores quaisquer. b) Angulo entre dois vetores. c) Soma

desses vetores.

Exemplo

Dados dois vetores @ eb, com |d|=a=2 e |b|=b=6, 0s quais
formam entre si um angulo de 120°. Determine o modulo da soma
d+b e dadiferencade b—d=b+(-a).

Solugdo
Aplicando a lei dos co-senos, temos:

|@+b [P=a’ +b> +2abcos(120°) = 2° +6° +2~2-6-[—%)=28

Assim, |G +b |=/28 =247 .

Por outro lado, o calculo de ‘5—6‘ ndo é direto. Pre-
cisamos primeiro observar que o angulo entre @ e -b é
180° -9 =180"—120° =60° e, entdo, usar a Lei dos co-senos:

|b—ad[=a®+b* +2abcos(60°) =27 +6* +2-2-6- 1 =52 e, portanto,
2

|b—a|=~/52 =213
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2.1. PRODUTO ESCALAR

O produto escalar entre dois vetores @ e b fornece como resul-
tado um um nudmero real. No Espaco Euclidiano, esta operacao é
conhecida como produto interno, sendo definida como

Zz~l;:|d”l;‘cos9,

onde 8 é o angulo (conforme j& definimos) formado entre os dois
vetores.

Algebricamente, num sistema de coordenadas ortogonal de n
dimensdes, onde escrevemos os vetores @ e b em termos de suas
componentes como d =(qa,,a,,...,a,) € b= (b,b,,...,b,), 0 produto
escalar entre os vetores G e b é escrito como:

ﬁ-I;:Za[bi =ab +ab,+--+ab,

i=1

Assim, conhecendo as componentes de dois vetores G e b,
podemos determinar o produto escalar através da forma algébrica
e usar a expressdo provinda da geometria euclidiana para encon-
trar o angulo formado entre eles. Para isto, precisamos apenas iso-
lar @ na expressado referida:

a-b — H:arccos?;lz
allp

Da forma algébrica com que o produto escalar for definido,

pode-se mostrar que o modulo de um vetor @ qualquer pode ser
calculado por:

|d|:\/d-d :wm]2+a§+---+af
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Note que ndo é necessario mencio-
nar nenhum sistema de coorde-
nadas para se obter o valor do
produto escalar. A formula ao lado é
valida independente do sistema de
coordenadas.

As propriedades de comutatividade
e distributividade observadas no
produto de nimeros reais também
sdo validas para o produto escalar
entre vetores.
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3. APLICACOES EM FiSICA

3.1. VETOR POSICAO

Se uma particula desloca-se em uma trajetéria qualquer, repre-
sentada no plano cartesiano, podemos localiza-la nesse plano por
meio de um vetor 7 denominado vetor posi¢ao. Um esquema ilus-
trativo é mostrado na Figura C.4.

y 4

Figura C.4 - Vetor posi¢do de uma particula se movimentando no plano Oxy.

3.2. VELOCIDADE MEDIA

Considere uma particula percorrendo a trajetéria da Figura C.5,
passando pelos pontos B e P, nos instantes ¢ e t,, respectiva-
mente. O vetor velocidade média é definido como o quociente do
vetor deslocamento no intervalo de tempo At.

yﬂ

Figura C.5 - Vetor velocidade média.
Observe que o vetor velocidade média tem a mesma dire¢do

e sentido do vetor deslocamento, pois € obtido quando multiplica-
mos um ndmero positivo AL por um vetor (AF ).
t
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3.3. VETOR VELOCIDADE INSTANTANEA

Quando tomamos a velocidade média sob um intervalo infinitesi-
mal dr, estamos, na verdade, obtendo a velocidade instantdnea v
da particula num determinado tempo ¢. Assim:

3.4. VETOR ACELERACAO MEDIA

Considere uma particula que percorre uma trajetéria qualquer, com
velocidade % emum instante ¢ e velocidade ¥, em um instante pos-
terior ¢,. A aceleragdo média sofrida por esta particula é dada por

v, =V, AV

a= .
-t At

Observe que o vetor acelera¢cdo média terd o mesmo sentido e
mesma direcdo do vetor variacao de velocidade AV, pois é resulta-
do do produto deste vetor por um escalar.

3.5. VETOR ACELERAQRO INSTANTANEA

Assim como a velocidade instantanea, a aceleracdo instantanea é
dada por um limite de @ quando At tende a zero:

i = 1im2Y

De posse destes conceitos, podemos escrever as fungdes tem-
porais de velocidade e deslocamento e, também, a equacdo de Tor-
ricelli com notacdo vetorial:

- — — — — - 1—’ 3.9 v o-v 71 7
v=y,tat, I’=7’0+Vot+—at2 e V-v=v, v, +2a-AF
2
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Exemplo
Um corpo se desloca com velocidade [i,|=20m/s e aceleracdo
constante |d| =2m/s? conforme figura C.6. Determine:

V4

10

Y

1,73 173 X

Figura C.6 — Exemplo.
3. Qual o médulo do vetor velocidade apés 10 segundos?

Para calcularmos a velocidade vetorial em fun¢dao de um tem-
po, precisamos decompor os vetores velocidade inicial e acelera-
¢30 em suas projecdes sobre os eixos e y:

a, =173, a,=j, ¥, =173, v, =10;.

Em seguida, resolvemos os movimentos separadamente nas
direcdes vertical (y) e horizontal (x). Dessa forma, encontramos
uma solucao escalar para cada eixo:

HORIZONTAL VERTICAL
v, =V, tat v, =v,, tat

v, =17,3+1,73-10 v, =10+1-10
v, =34,6m/s v, =20m/s

. Z = 2 2
Finalmente, calculamos o médulo v= |v| =4V tv)

v =4/34,6 +20% =39,96 ~ 40m/s

b. Qual é o médulo vetor deslocamento?

Procuramos por |A77|. Como temos os mddulos da velocidade e
da aceleracdo, a forma mais direta de encontrarmos |A17| é via equa-
cdo de Torricelli:

v =v] +2a Ar e, portanto, 40> =20; +2-2-Ar, 0 que resulta em;

Ar =300 m
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4. GRAFICOS E COORDENADAS POLARES

A posicdo de um ponto no plano cartesiano era dada, até agora, por
suas coordenadas retangulares x e y. Veremos agora uma nova forma
de especificar as coordenadas de uma particula, com base na sua dis-
tancia com relagao a origem, denominada raio, e no angulo descrito
por este segmento e o eixo x. Este sistema é denominado Sistema de
coordenadas polares. As deducoes das Leis Kepler e a simplificacdo
de equagdes de elipses, parabolas e hipérboles sdo algumas de suas
principais aplica¢des. A Figura C.7 mostra as coordenadas polares de
um ponto e indica quais seriam suas coordenadas retangulares.

Y1 P(ro)=plxy)
Y R »
r
0
X X

Figura C.7 — Coordenadas polares e retangulares de um dado ponto P .

Observe que este sistema de coordenadas consiste em um
ponto O fixo no plano, chamado de p6lo (ou origem) e de um raio
r=4/x*+y* . Assim, a cada ponto P no plano podemos associar
um par de coordenados polares (r,0), onde r é a distancia de P
3o pbloe 0 éoangulo entre o eixo polar e o raio OP. O ndmero r
é chamado de coordenada radial de P enquanto que € é chama-
do coordenada angular (ou angulo polar) de P.

4.1. RELAgaES ENTRE COORDENADAS POLARES E
RETANGULARES

Se j3 sabemos duas formas de descrever as coordenadas de um
ponto no plano, sera muito Gtil encontrar uma relagdo entre essas
coordenadas para que possamos escolher o sistema que facilite a
resolucao de um dado problema adequar os dados desse problema
30 sistema escolhido. Observe o esquema apresentado na Figura
C.8. Sobrepondo os dos sistemas de coordenadas polar e retangu-
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Observe que as coordenadas pola-
res de um ponto ndo sdo Unicas. Por
exemplo, as coordenadas polares (1,
315°), (1, -45°) e (1, 675°) repre-
sentam o mesmo ponto. Como 6 é
-360°, se
um ponto P tiver coordenadas po-

ciclico, ou seja, =0+n

voltas

lares (r, 0), entdo também podemos
escrevé-lo como:

(1,0) =(r,0+n-360°) = (r,0 —n-360")
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lar, encontramos (com um pouco de trigonometrial) diretamente
um relagdo entre as coordenadas do sistema:

x=rcos@, y=rsend, r=.x"+3y> e 0 = arctan 2 = arccos = = arcsen >
X r r
/2
(% y)
y P y
(. 6)
r y=rsend
0 X
x=rcos®

Figura C.8 — Sobreposicdo dos sistemas de coordenadas polar e retangular.

Exemplo 1 (conversdo de coordenadas)
Encontre as coordenadas _retangulares do ponto P cujas coorde-
nadas polares sdo {6’5” .

Solugdo

As coordenadas polares de P sdao r=6 e H:Eﬁ. Usando as rela-
¢des que acabamos de mostrar, teremos: 3

x=rcosf = 6cos(§7rj =-3 e y=rsend=06 sen[%n) =33
Portanto, as coordenadas retangulares de P sao (-3,3v3).

Exemplo 2 (grafico)

Considere agora o problema de tragar o grafico de equagdes des-
critas em coordenadas polares, nas quais supomos que 6 seja me-
dido em radianos. Vamos construir dois exemplos basicos, o pri-
meiro envolve todos os pontos com r fixo e o segundo descreve
todos os pontos com & fixo.

a. Suponha que r=1.Paratodos os valores de 8,0 ponto (1,8 )esta
auma unidade do pélo. Como @ é arbitrario, o grafico é um circulo
de raio 1 com centro no pélo, conforme vemos na figura C.9a.

b. Agora, considere todos os valores de » com @ fixo, por exem-
plo, 0==.0s pontos do tipo r,Z estdo sobre uma reta que
parte da origem e faz um angulo”de z/4 com o eixo polar.
Observe estas caracteristicas na Figura C.9b.
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a) b)

Figura C.9 - Exemplos de graficos em coordenadas polares.

4.2, CALCULO DE AREAS SOB CURVAS POLARES

Basicamente, as fung¢des polares sdo criadas sob a 6ptica de um
sistema circular, ou seja, como os valores se expandem de forma
radial, temos valores expressos em raios varidveis, o que nos faz
imaginar que devemos fazer o calculo de suas areas com base no
estudo da integracao de setores circulares infinitesimais.

. . . . 1
A medida de areas em setores circulares é dada por A=5r29.

Em uma curva polar, se tivermos que calcular a area dentro dos limi-
tes estabelecidos por angulos, podemos seccionar a curva em diver-
sos setores circulares infinitesimais e fazer a sua somatéria, 0 que nos
da o valor da area para aquele intervalo de angulos no grafico polar.
Considerando que as equagdes que descrevem curvas como elipses,
hipérboles, etc. podem, em geral, serem rearranjadas a fim de obter
como fungdo de 8. Podemos fazer uma aproximacao da area sob uma
curva da seguinte forma:

Faca r=f(6) e observe que a drea de um setor circular

. 1 . .
com r fixo é dado por AA:ErZAH. Assim, a 3rea total sob uma

curva dividida em » setores circulares serd aproximada por
AN%Z[f(@)]ZA@n- Dessa forma, o valor exato pode ser obtido

n=1

calculando-se o limite 4= lim%Z[f(Hﬂ)]2 A@, , o que significa fa-
n—»0 =1

zer A@ — 0. Em outras palavras, A0+ d6 e podemos substituir o
somatorio por uma integral:

Az%jf[f(@)]zde, onde r = £(6).
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Exemplo
Dada a fungao polar r=cos8. Encontre a area compreendida entre
os angulos 0 e %

Solugdo
Inicialmente, identificamos que f(6)=r=coséd. Em seguida, apli-
camos a que acabamos de apresentar:

12
A= 5]()4 [cosO]'d6

. . 1-cos26
Agora, usamos a identidade cos@ -9,

A=t 1202085 Ul Loenco) |
202 2027 4

A:l z 1 ~ 0,071 unidades de area.
218 4
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UNIDADE D

SISTEMA DE COORDENADAS RETANGULARES

1. COORDENADAS RETANGULARES E VETORES
NO ESPACO

Assim como os pontos do espaco bidimensional representavam pares
ordenados de nimeros reais, ternos de nimeros reais do tipo (x,y.z)
serdo agora representados em um espaco apropriado, desta vez com
trés dimensdes. A Figura D.1 faz uma ilustra¢do desse espaco. Usando
trés eixos perpendiculares, denominados eixo x, eixo y e eixo z, po-
sicionados de tal forma que suas origens coincidam, montamos um
sistema de coordenadas retangulares, também denominado sistema
de coordenadas cartesianas. O ponto de interseccao dos eixos coor-
denados é denominado de origem do sistema de coordenadas.

X

Figura D.1 - Sistema de coordenadas cartesianas.

Os eixos coordenados, tomados aos pares, determinam trés
planos coordenados: o plano xy, o plano xz e o plano yz. Cada pon-
to P do espaco pode ser associado a um terno de nimeros reais.
Dizemos que a, b e ¢ sdo coordenadas x, y e z de P.Tais ca-
racteristicas estdo ilustradas na Figura D.2.
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z z z z
v/ —

P(a, b, c) /

’ c ' (4,5, 6)

) y ) v s y o y

b
a L
- -3,2,-4)
X X X X
Figura D.2 - Exemplos de pontos no espaco R’. ATENCAO
Note que:

1.1. VETORES NO ESPACO TRIDIMENSIONAL

No %*, todas aquelas operacgbes e conceitos definidos no %> se-
rdo validos. Observe a defini¢do a seguir.

DEFINICAO FORMAL
Um vetor é uma tripla ordenada de nimeros reais (x,y,z), onde x,
y e z sao denominadas componentes do vetor (x,y,z).

Agora, se as componentes de um vetor v sdo d,, d, e d_, en-

tdo seu modulo é dado por v=|V|=/d} +d.+d> e um vetor uni-
tario (versor) na diregdo e sentido de v também sera obtido por

1. v . .
—v =—. A base ortogonal agora serd composta por mais um

versor, na direcdo do eixo z, de modo que podemos estabelecer o
seguinte paralelo entre os dois espacos:

i. Espaco bidimensional: 7 =(1,0), j=(0,1).
ii. Espaco tridimensional: 7 = (1,0,0), j=(0,1,0), k =(0,0,1).

Logo, assim comono R*,todo vetor no espago tridimensional pode
ser expresso de maneira Ginica em termos de i, j e k. Desse modo, 0
vetor ¥ acima especificado pode ser escrito como v = dj+d)j+d21€
. Note que, a soma de vetores também segue as regras ja trabalhadas,
observando, porém, que agora sdo trés componentes.

Fique atento também ao produto escalar, definido como
a.5=|a|‘z§‘cose, o0 qual também esta definido no ®’, bem como

n
a generalizagdo d-b =Za,.b,. =ab +a,b,+---+a,b,. O que sera no-

i=1
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i. o plano xy consiste em todos os
pontos da forma (x,y,0);

ii. o plano xz consiste em todos os
pontos da forma (x,0,z);

iii. o plano yz consiste em todos os
pontos da forma (0,y,z);

iv. 0 eixo x consiste em todos os
pontos da forma (x,0,0);

V. 0 eixo y consiste em todos os
pontos da forma (0,y,0);

vi. 0 eixo z consiste em todos os
pontos da forma (0,0,z).

ﬁcouTEODo RELACIONADO

Retorne a unidade C e, numa breve
leitura, relembre estes conceitos!
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vidade nesta secdo € uma opera¢do muito importante e de aplica-
¢do em Fisica, denominado Produto vetorial. Vamos conhecé-lo na

subsecdo que segue!

1.2. PRODUTO VETORIAL

Da geometria analitica sabe-se que quaisquer dois vetores i e v
nao paralelos, representados a partir de um mesmo ponto inicial,
definem um plano. Nesta se¢do, vamos mostrar que um vetor per-
pendicular a este plano pode ser obtido por uma operagao envol-
vendo os i e v, denominada multiplicacdo vetorial.

DEFINICAO
Sejam u = (u,,u,,u;) e v =(v,,v,,v;) dois vetores quaisquer. O pro-
duto vetorial de # e Vv, denotado por i xv, é dado por:

XV = (Uyvy =30, )i+ sy, —1u,v3) ] + (v, — Yk

Exemplo
Dados os vetores m =(2,1,-3) e ii =(3,—-1,4), calcule o produto ve-

torial mxi .

Solugdo
Basta usar a expressdo que foi definida acima e efetuar as operagdes:

mxii=(2,1,-3)x(3,-1,4)
=(1-4—(=3)(=1)i +((-3)-3-2-4)j+(2-(-)-1-3)k

={-17j-5k

Férmula mneménica

Ha uma maneira mnem®onica de calcular o produto vetorial, sem pre-
cisar memorizar a bastante extensa defini¢do. O resultado do produ-
to vetorial é idéntico ao determinante abaixo a seguir apresentado:

Uy Us|n Uy Uz~ (U Uy

UXy = Jj+

Dessa forma, o exemplo anterior seria calculado da seguinte

forma:
ik
mxi=2 1 =-3=i-17j-5k
3 -1 4
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1.2.1. Propriedades Algébricas do Produto Vetorial

Como consequéncia direta da definicdo, as seguintes proprieda-
des s3o observadas nos produtos vetoriais, onde i, ¥ e w sao
trés vetores quaisquer:

2. RETAS E PLANOS NO ESPACO
2.1. RETAS
Podemos especificar uma reta no espaco tridimensional (e também

no espaco bidimensional) indicando um ponto desta reta e um ve-
tor ndo nulo paralelo a ela. Isso estd mostrado na Figura D.3.

Po(Xo0, Yo

(a, b)

A A

V x

Figura D.3 — Reta no espaco tridimensional.

Na Figura D.3 temos uma reta genérica L que passa pelo
ponto P, possui coordenadas (x,,y,,z,) € € paralela ao ve-
tor ndo nulo v =(a,b,c). Da forma em que foi construida, a reta
L é composta por todos os pontos P(x,y,z) tais que o vetor
P;P:(x—xo,y—yo,z—zo) € paralelo a v. De outra forma, isso sig-
nifica dizer que (x—x,,y—y,,z—2,) =t-V =(at,bt,ct) . Assim, qual-
quer reta em R° pode ser especificada pelo conjunto de equagbes
denominadas equacdes paramétricas dadas por:

X =Xx,+at

y=y,tat
z=2z,+at
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Exemplo
Encontre as equacbes paramétricas da reta que passa pelo ponto
pelo ponto (4,-2,5) e é paralela ao vetor v =4i — j—3k.

Solugdo

Podemos usar diretamente as expressdes acima, mas, para memo-
rizar o processo, vamos usar a defini¢do. Devemos observar a se-
guinte igualdade entre vetores:

(x—4,y—(-2),z=5) = (4t,—t,-3¢)

Dai, obtemos:

x—4=4t x=4+4t
y+2=—t ,0queimplicaem {y=-2-t¢.
z=5=-3¢ z=5-3¢

2.2. PLANOS NO ESPACO

Um plano paralelo ao plano yz pode ser especificado simplesmen-
te pela equacdo x=a. 0O mesmo acontece com os planos y=5b e
z =c, respectivamente paralelos aos planos xz e xy. Por exemplo,
o plano x=3 é constituido por todos os pontos da forma (3,y,z).
Estes exemplos estdo ilustrados na Figura D.4.

V<
V<
N
1l
A

<

(2.0,0) (0,b,0)

/)( X X

Figura D.4 — Planos ortogonais aos eixos de sistema de coordenadas.

2.2.1. Planos determinados por um ponto e um vetor normal
Assim como as retas, um plano também pode ser especificado por
um ponto e um vetor, desta vez perpendicular a este plano. Va-
mos ver como isso pode ser feito! Vamos determinar a equagao
do plano que contém o ponto P, =(x,,),,z,) € € perpendicular
ao vetor i =(a,b,c). Para isto, definimos os vetores 7 e 7 tal que
7y =(x,,¥5,2,) € F=(x,¥,z). Agora observe a Figura D.5.
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Figura D.5 — Especificagdo de um plano determinado por um ponto e um vetor

ortogonal.

Como pode ser visto, o plano é constituido por todos os pontos

tais que o vetor 7 —7 € ortogonal a 7, ou seja, todos 0s pontos em
- o o
que o produto escalar n-(r—r,) éigual a zero. Isto nos leva a expressao

(a,b,¢)-(x=xy,y=yy,2—2,) =0,
chamada forma-ponto-normal da equac¢do do plano. Muitas vezes,

esta expressao é rearranjada a fim de obter a forma

ax+by+cz+d =0,

denominada equacao geral do plano.

Exemplo
Determine uma equac¢do geral do plano que contém o ponto
(3,-1,7) e é perpendicular ao vetor i =(4,2,-5).

Solugdo
Da forma-ponto-normal da equagao do plano, temos:
4-(x=3+2-(y=(-1)+(-5)-(z=7) =0
Podemos rearranja-la e obter:

4x+2y—-5z+25=0
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3. CONICAS

A intersec¢do de um plano com um cone, conforme é ilustrado na
Figura D.6, gera figuras geométricas como circulos, elipses, parabo-
las e hipérboles. Por este motivo, estas figuras sdo denominadas
secOes codnicas.

parabola

. . hipérboles
circunferéncia

elipse

Figura D.6 — Se¢des conicas.

Como pode ser observado, o cone é considerado como tendo
duas folhas e estende-se indefinidamente em ambas as dire¢des.
O que chamamos de geratriz do cone é uma reta que estd sobre o
cone e passa pelo vértice. A seguir, encontraremos as relagoes que
definem estes objetos no plano.

3.1. PARABOLA
Na Figura D.6 vemos que um dos planos secantes forma uma pa-

rabola. Isto sé ocorre se este plano é paralelo a exatamente uma
das geratrizes do cone.

DEFINICAO FORMAL (PARABOLA)

Uma parabola é um conjunto de planos num plano, equidistantes
de uma reta e de um ponto fixos. A reta fixa € denominada diretriz
e o ponto fixo é chamado foco.
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Q(-p.y)

Figura D.7 — Esquema usado para encontrar a equagdo de uma parabola.

Seguindo da definicdo, vamos analisar as indica¢bes da Figura
D.7 e deduzir a equagdo da parabola la indicada. Note que o foco é
o ponto F(p,0) e adiretrizéareta x=—p.Um ponto P(x,y) per-

tencente a pardbola deve, devido a definic3o, obedecer a relagdo

de igualdade entre seguimentos:
Assim, basta encontrarmos estas distancias:

‘ﬁ‘ =J(x=p)+y* e

Q_P‘zx+p.

lgualando as duas expressoes e colocando ao tudo ao quadra-

do, obtemos:

2

(x—p) +* =(x+p)*,0quenos dd > =4px OU x==—.

4p

3.2. ELIPSE

Como foi representado na Figura D.6, a elipse também é obtida a
partir de uma secdo conica. Neste caso, porém, obtemos uma elip-
se se 0 plano secante ndo for paralelo a nenhuma geratriz, ou seja,

o plano intercepta todas as geratrizes do cone.

DEFINICAO FORMAL (ELIPSE)

Uma elipse é um conjunto de pontos do plano cuja soma das dis-
tancias a dois pontos fixos é constante. Estes pontos sdo denomi-
nados focos da elipse.
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ATENgZ\o

Note que,

1. se a mesma parabola é colocada

da forma em que estamos acos-
tumados, simétrica com relagdo

30 eixo X, 3 equacado seria a "tra-
x2

dicional” ¥ :E'

x'=x+h

do tipo gera toda a fa-

. Uma sim{les translagdo de eixos,

y'=y+h
milia de paradbolas que podemos

procurar.
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y

P(xy)

Figura D.8 — Esquema usado para encontrar a equag¢ao de uma elipse.

Chamando de 2a a soma constante mencionada na definicdo,
devemos observar (Figura D.8) que P(x,y) s6 pertence a elipse se:

‘ﬁ’ . ﬁ‘ .y
Mas FP‘ =J(x-c)+y* e F'P‘ =y(x+c)*+y* , entdo:
2 yz
\/(x—c)z +3° +\/(x+c)2 +y*> =2a,0quenoslevaa +—5—=1.
a a -c ~
ATENng
Como a>c e, portanto, a*—c* >0, costumamos fazer 1. Da mesma forma que fizemos nas
at—c? =b* e escrever: pardbolas, uma simPles translagao
de eixos do tipo J*¥ =x+h  a/oy
x2 y2 y':y+h
?+b_2 =1 uma rotagao, também geram toda
a familia de elipses.
2.Se a=b, teremos uma circunfe-
3.3. HIPERBOLE réncia.

Se o plano secante for paralelo a duas das geratrizes do cone, en-
tdo este plano interceptard as duas folhas do cone e obteremos
uma secgao cdnica denominada hipérbole.

DEFINICAO FORMAL (HIPERBOLE)

Uma hipérbole é um conjunto de pontos do plano cujo valor absolu-
to da diferenca das distancias a dois pontos fixos é constante (2a ).
Estes pontos sdo denominados focos da hipérbole.
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POxy)

F'(-c,0) F(c,0) X

Figura D.9 — Esquema usado para encontrar a equagao de uma hipérbole.

Observe a Figura D.9. Segundo a definicdo acima, para que o
ponto P(x,y) pertenca a hipérbole devemos observar que:

=2a.

Hﬁ‘—‘ﬁ” =2a,0U S€ja, ‘\/(x—c)z +y° —\/(x+c)2 +y°

2 2

~ X
Esta expressdo nos leva a ~———2—=1. Como ¢*-a* >0,
a c —a

normalmente escrevemos ¢* —a* =b* e encontramos:

Esta equagdo também pode sofrer as translacbes e rotagdes
de eixos exemplificadas nas secdes anteriores para gerar toda a
familia de elipses do plano cartesiano.

4. SUPERFICIES QUADRICAS

Nas se¢Oes anteriores encontramos equacgdes do segundo grau nas
varidveis x e y,todas em formatos simples, mas que poderiam ser
reagrupadas a fim de gerar uma forma geral do tipo

Ax*> +Bxy+Cy> +Dx+Ey+F =0,

denominada sec¢do conica. Nesta secdo trataremos - de forma bas- ,@smsA MAIS

tante abreviada - dos graficos e equacdes do segundo grau nas Acesse o site a seguir faga simu-

varidveis x, y e z, denominados superficies quadricas. Neste lacdes dos parametros que geram
L - - diferentes superficies:

estudo abordaremos apenas os seis tipos de superficies quadricas

mais comuns, daremos suas caracteristicas e equagoes gerais, to- http://www.professores.uff.br/

das sem demonstragéo. hjbortol/arquivo/2007.1/qs/quadric-

urfaces_br.html
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Os seis tipos mais comuns de superficies quadricas, elipsoi-
des, hiperboléides de uma folha, hiperboléide de duas folhas, co-
nes elipticos, paraboléides elipticos e paraboléides hiperbélicos
serdo discutidos na Tabela D.1.

OBJETO

DESCRIGAO

ELIPSOIDE

A interseccdo com planos paralelos
30s planos ordenados gera elipses.

Y
—t—=+—==1
a b c

HIPERBOLOIDE

DE UMA FOLHA

A intersec¢do com planos paralelos a
Oxy forma elipses e paralelos a Oxz e
Oyz forma hipérboles.

PARABOLOIDE ELIPTICO

A intersec¢do com planos paralelos a
Oxy forma elipses e paralelos a Oxz e
Oyz forma parabolas.
E
aZ

<

HIPERBOLE DE DUAS FOLHAS
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A intersec¢ao com planos paralelos a
Oxy forma elipses e paralelos a Oxz e
Oyz forma hipérboles.

PARABOLOIDE HIPERBOLICO

A interseccdo com planos paralelos

a Oxy forma hipérboles e paralelos a
Oxz e Oyz forma parabolas.

2 2

=2 =

b 4

CONE ELIPTICO

A intersec¢do com planos paralelos a
Oxy forma elipses e paralelos a Oxz e
Oyz forma hipérboles.

TabelaD.1
Imagens: Humberto José Bortolussi, disponiveis em http://www.professores.uff.br/

hjbortol/arquivo/2007.1/qs/.

Em geral as equagbes que descrevem superficies quadricas
nao sdo apresentadas na forma descrita acima e, sim, numa forma
expandida como a apresentada para se¢des conicas. Nesses casos,
para descobrirmos o tipo de quadrica que estamos trabalhando,
devemos rearranja-la, procurando uma das formas acima da tabela.
Veja os exemplos!
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Exemplo 1
Descubra de qual quadrica é a equagao 3x* +4y* —12z> +12=0.

Solugdo
Vamos dividir toda a equagdo por 12 e isolar o termo independen-
te na direita:

Entre as quadricas que possuem termos independentes, iden-
tificamos que esta equacdo corresponde a um hiperboléide de
uma folha.

Exemplo 2
Descubra de qual quadrica é a equacdo 4x*> -4y +z>=0.

Solugdo
Esta equacao nao tem termo independente, mas possui o termo

linear 4y . Vamos isola-lo e encontrar y = x? +§—2. Esta equacdo é

semelhante a apresentada para o paraboléide eliptico, porém este
possui simetria em rala¢do ao eixo y.
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5. FUN§6ES COM VALORES VETORIAIS E CURVAS
ESPACIAIS

Se f, g e h sdo fung¢des reais bem comportadas de uma varidvel ¢
e as coordenadas x, y e z de um ponto no espago tridimensional
podem ser escritas como x= f(¢t), y=g() e z=h(t), entdo o vetor
R(t)= f(1)i + g(t)] + h()k gerauma curva C no espaco tridimensio-
nal 3 medida que o pardmetro t cresce. Nesse caso, R(r) é chama-
do fungao com valores vetoriais e as equacoes x= f(¢), y=g(t) e
z = h(t) sdo chamadas de equagdes paramétricas da curva C.

Exemplo
Faca um esboco do grafico da equacdo vetorial R(f)=6cost i +6sent j+0,5¢ k

Solugdo

As equacdes paramétricas x=6costi e y=6sent j descrevem um
circulo no plano Oxy. J& a equacdo z = 0,5¢ faz com que, ao percorrer
este circulo, a coordenada z cresca linearmente e a curva descrita em
trés dimensdes seja uma espiral, conforme ilustramos na Figura D.10.

Figura D.10 — Espiral construida via equagdes paramétricas.
5.1. CALCULO DE FUNgaES COM VALORES VETORIAIS

As defini¢cdes de limites, continuidade, derivadas e integrais, com
as quais ndés trabalhamos no inicio do curso de calculo, tém defini-
¢des correspondentes para as fungdes vetoriais. Isto é facilmente
verificado uma vez que a funcao vetorial R(r), da forma em que foi
definida, consiste em uma soma de fun¢des de uma variadvel real.
Assim, devemos observar que, se R(¢) = f(1)i +g(t)] +h(t)k , entdo:

i. lgn R(t) = [1131 f(t):|f+ [1131 g(t)}j-i— [1131 h(t)}l@

i, R'(f) =%= FOF+g')]+h 0k

it [ R(yde = U f(t)dt]f +[ [ g(t)dt]j'—i—[ [ h(z)dt}lé
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Exemplo
Encontre a funcdo vetorial mais geral, cuja derivada é dada por
R(t)=6cost i +6sent j+0,5 k.

Solugdo

O(t) = [ R(tydt =i [6cost dt+ j[6sen t dt+k[0,5¢ dt

O(t) = (6sen t+C,)i +(~6¢ost+C,) j +(0,25> + C, )k

O(t)=6sent i —6cost j+0,25°%k+C,onde C=Ci+C,j+Cik.

6. COMPRIMENTO DE ARCO E VETOR TANGENTE
UNITARIO

6.1. COMPRIMENTO DE ARCO

Nas secOes anteriores vimos como desenvolver equagdes paramé-
tricas que descrevem uma dada curva no espaco R°. Agora, o pro-
Xximo passo serd determinar o comprimento dessa curva num dado
intervalo fechado [#,1,].

TEOREMA

Dada uma curva C descrita pela equacdo vetorial
R(t)= f(t)i +g(t)] + h(t)k , cujas derivadas f'(r), g'(t) e (1) se-
jam continuas. Entdo, o comprimento do arco de C descrito por

dR(1)
dt

dt .

R(#) quando t cresce de ¢, para t, é dado por sz
)

Se x=f(t), y=g() e z=h(t) sdo as equacbes paramétricas
de R(t), entdo esta expressdo resume-se a:

f 2 2 2
ET BT
.\ dt dt dt
Exemplo

Calcule o comprimento do arco descrito por
R(t)=6cost i +6sent j+0,5 k no intervalo de [0,2z], ou seja,
apos a espiral da Figura D.10 completar uma volta.

Solugdo
Temos ﬂ=—6sent, ﬂ=6cost e %:O,S.Assim, basta usarmos a
dt dt dt

expressao anterior:
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L= J.\/(—6sen t)2 +(6cost)2 +(0,5)2dt :j' 36,25dt
0 0

=\/36,25|: = /36,257 unidades de medida.

6.2. VETOR TANGENTE UNITARIO

Se a caurva C ¢é descrita pela equacdo vetorial
R(t)= f(1)i +g(t)] +h()k , entdo o vetor R'(r) é tangente a curva
C emum dado ponto P que depende de ¢. Assim, o vetor tangen-
te unitario de C em P, denotado por T(t) é dado por:

R'(t)

O

Exemplo
Encontre o vetor tangente unitario 3 curva
R(t)=6cost i +6sent j+0,5¢ kemt=rx

Solugdo
Dos calculos dos exemplos anteriores, ja sabemos que
R'(t)=—6sent i +6cost j+0,5k . Assim,

|R’(t)| = \/(—6sen t )2 +(6cost )2 +(O,5)2

= J36(sen’t +cos? 1) +(0,5)" = /36,25 e, também,

R'(r)=—6sen wi+6cosz j+0,5k=0i-6 j+0,5 k e, portanto:

Ry 1

Ch |R (t)| 36,25

( -6 j+0,5 k)

7. APLICACOES EM FiSICA
7.1. VELOCIDADE E ACELERA;RO

Se 0 movimento de uma particula no espaco bi ou tridimensional
pode ser descrito por uma funcdo vetorial R(¢), na qual o parame-
tro + denota o tempo, iremos nos referir a R(t) como fungao posi-
¢3d0. Assim, a dire¢do e o sentido do movimento no instante ¢ sdo
dados pelo vetor tangente unitario T(¢) e definiremos a velocidade

ds L. R .
escalar como sendo o a taxa de varia¢do instantanea do compri-
t

mento do arco percorrido pela particula desde um ponto de refe-

réncia arbitrario. Combinamos a velocidade escalar com a dire¢do

e sentido do movimento para formar o vetor ¥ (r) =§T(t) =R'(1),
t
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0 qual chamaremos de funcao velocidade vetorial, ou apenas, ve-

locidade da particula no instante ¢. Dessa forma, em cada instante

de tempo, o vetor velocidade ¥ (¢) aponta na direcdo e sentido do

movimento e tem magnitude que é igual a velocidade escalar da

particula. Da mesma forma, a aceleracdo vetorial a(¢) é simples-
dV () _d*R()

mente a(t) = " 7=f2"(r).

7.2. DESLOCAMENTO E DISTANCIA PERCORRIDA

Seguindo os conceitos da se¢do anterior, o deslocamento AF(¢) de
uma particula cujo movimento é descrito pela funcdo vetorial R(f)
é simplesmente a diferenca entre os vetores posi¢do final e inicial:

AF = R(t,) - R(1)

J3 a distancia s percorrida por uma particula neste mesmo in-
tervalo é igual ao comprimento do arco descrito pela curva R(7),
ou seja, é a integral no tempo do mddulo da velocidade:

1 t
s:jz a’l‘zj2
4 4

dR _
— V(t)ldt

Exemplo

Uma particula estd se movendo ao longo da hélice circular descrita
nos exemplos anteriores R(¢)=6cost i +6sent j+0,5¢ k. Determi-
ne a velocidade vetorial instantanea e o modulo dessa velocidade
no tempo ¢ =3s. Suponha que as distancias dadas por R(r) estdo
em metros e determine também o deslocamento e a distancia per-
corrida pela particula no intervalo de tempo [0,47].

Solugdo

A velocidade instantanea é dada por V(1) = R'()=—6sen t i +6cost j+0,5k

conforme ja haviamos feito anteriormente. Em ¢ =3s, teremos:
V(3)=—6sen 3 i +6c0s3 j+0,5k e, também:

73] = y(6sen 3 ) +(6c0s3 ) +(0.5) =4/36,25 m/s

O vetor deslocamento A7(¢) é dado por:

AF = R(t,)— R(t,) = (6cos4r i +6sen 4 j+0,5-4x k)—(6cos0 i +6sen 0 j+0,5-0 k)

AF=(6i+0 j+27k)—(—6i+0 j+0 k)=27k.

Deixaremos para vocé calcular a distancia percorrida.
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ATENgZ\o

Vocé percebeu o significado Fisico de
AF =27 k 2! Volte até a Figura D.10.
Observe que no intervalo de tempo
[0,47] a particula percorreu duas
voltas completas e por isso deslocou-
se efetivamente apenas na vertical.
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UNIDADE E

FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS E SUAS
DERIVADAS

1. FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS

Funcdes de duas ou mais varidveis sao muito frequentes nos es-
tudos de Fisica, Engenharia e ciéncias em geral. Em termos gerais,
0s sistemas fisicos reais raramente dependem de uma sé variavel.
Nesta sec¢do, iremos tratar das diversas formas de representacao
destas fun¢des, iniciando com algumas defini¢des.

DEFINICAO

Uma funcao F de 7 -varidveis é um conjunto de pares ordenados
(P(x,,x,,...,x,),z), onde P éum ponto no espaco K" e dois pares
(P,z) diferentes devem necessariamente ter coordenadas P dife-
rentes. O conjunto formado por todos os valores possiveis de P é
denominado dominio da fun¢do F, enquanto que o conjunto de
todos os valores de z é denominado imagem da funcao.

Exemplo

. . ~ 1
Encontre o dominio e a imagem da funcdo z =

\J36—x7 —y2 '

Solugdo

Esta funcdo somente assume valores reais se 36—x* — »* > 0. Assim,
D(z) = {(x,y) € R* |x* + y* <36} . Da mesma forma, é facil identificar
que, com este dominio, a fungdo é capaz de assumir todos os va-
lores reais positivos. Entdo, sua imagem é simplesmente I(z) =R’.

2. REPRESENTACAO GRAFICA

O grafico de uma func¢do de duas variaveis é basicamente uma su-
perficie no espacgo de trés dimensdes, formada por todos os pontos
(P(x,y),z) gerados pela funcao.

DEFINICAO FORMAL

Seja f uma funcdo de duas varidveis x e y. 0O graficode f éo
conjunto formado por todos os pontos (x,y,z) em R*, onde (x,y)
é um ponto do dominio de f e z= f(x,y).
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Exemplo
Faca um esboco do gréafico da fungdo z(x,y) =%x2 +y°.

Solugdo
O grafico da funcao z(x,y) é um paraboldide eliptico, semelhante
aqueles construidos nos estudos de quadricas. Observe a Figura E. 1.

z

1111

Figura E.1 - Esboco do grafico da fun¢do z(x,y) = %xz +y7.

2.1. FUN§5ES DE MAIS DE DUAS VARIAVEIS

Como vimos, precisamos de trés dimensdes para fazer uma cons-
trucdo grafica representando func¢des de duas variaveis. Isto nos
mostra que ha limitacdes para este tipo de construcdo. No caso de
fungoes de trés ou mais varidveis, nao é possivel fazer um grafico
que descreva completamente uma fungdo, pois nesse caso preci-
sariamos de quatro ou mais dimensdes, 0 que ndo pode ser repre-
sentado no plano de uma folha de papel. Um exemplo tipico é a
funcdo T(x,y,z,t), funcdo que representa a variagdo temporal da
temperatura no interior de um dado sélido. Nesses casos a analise
grafica é feita seccionando o grafico para valores fixos de algumas
variaveis. Vamos exemplificar melhor!

Suponha que vocé deseje analisar o comportamento da fun-
¢do T(x,y,z,t) citada anteriormente. Fixe, por exemplo, um dado
tempo ¢ e uma arbitraria altura z no interior do sélido. Assim,
T(x,y,z,,t,) =T,(x,y) . O grafico de T, serd uma superficie represen-
tada no espago R’ que dard a variacdo da temperatura na altura z,
do solido no instante ¢=t¢,. Se vocé deseja analisar a evolu¢do no
tempo, mantenha z, fixo e avalie T,(x,y) para outros valores ¢, t,
.. 1,. C350 voCé deseje avaliar a variagdo de T com a posi¢ao z, fixe
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t=t, e avalie outros valores de z ou, da mesma forma, outros valo-
res de x e y.0O conjunto de todas as curvas ou superficies construi-
das dessa forma determina o que denominamos mapas de contorno.
J3 as curvas s3o as chamadas curvas de nivel ou curvas de contorno.

3. LIMITES E CONTINUIDADE EM n-DIMENSOES
3.1. LIMITES

Quando trabalhdvamos em R, ou seja, em uma dimen-
sdo, precisavamos de conceito de distancia entre dois pon-
tos, dada por |x—a|, para intendermos os conceitos de limi-
tes. Agora, trabalhando em n-dimensdes, a distancia entre um
ponto P(x,x,,...,x,) € um ponto P(a,a,,...,a,) € dada por

|P=P] = (x —a) +(x, —a,)* ++(x,—a,)’ . Dessa forma, dizer
que o ponto P se aproxima de P, significa dizer que a distancia
|P- P2, tende a zero.

Como exemplo, vamos analisar o comportamento das fun-

2, .2 2 2
coes f(x,y)zw e g(x,y)=——2_. Para isso, contrui-
+y X +y

remos uma tabela de valores de x e y préximos a singularidade
(x,») =(0,0) . Observe a Tabela E.1. Na primeira linha temos diferen-
tes valores de y e na primeira coluna temos diferentes valores de x.

-0,2 0,0 0,2
flxy)

-0,2 0,999 1,000 0,999

0,0 1,000 El 1,000

0.2 0,999 1,000 0,999
gix.y)

-0,2 0,000 1,000 0,000

0,0 -1,000 E -1,000

0.2 0,000 1,000 0,000

TabelaE.1

Podemos conjecturar que a fun¢ao f(x,y) tende para um Uni-
co valor quando as variaveis independentes tendem para zero. Por-
tanto, este limite deve existir. Veja também que este limite, se exis-

sen x
. Por

tir, serd bastante semelhante ao limite fundamental lin(}
x—> X
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outro lado, a funcdo g(x,y) parece oscilar entre os valores -1,000
e 1,000 quando (x,y) — (0,0), nesse caso diremos que o limite ndo
existe. Observe a definicdo de limites para fun¢des de » -varidveis.

DEFINICAO
Seja F uma fung¢do de n -variaveise P, (a,,a,,...,a,) umpontodo R"
pertencente ou ndo ao dominio de F. Entdo, o limitede F(P) quando
P(x,,x,,...,x,) tendea P, (a,,a,,...,a,) éiguala L, e escrevemos

lim F(P) = lim

PoF, [C e e A e C/NCENA

)F(x],xz,---,xn)=L,

se para todo &> 0, por menor que possamos escolher, existir um
§>0 tal que, se 0<y/(x,—a) +(x,~a,)* +-+(x,—a,)’ <5 entao
|F(xl,x2,...,xn)—L|<g.

3.2. CONTINUIDADE EM n-DIMENSOES

O conceito de continuidade de fun¢des de »-varidveis é bastante
semelhante aquele trabalhado para uma dimencao, diferindo ape-
nas no fato de que avalidvamos a func¢do para um dado valor da
varidvel independente x e agora avaliamos a fungdo em um deter-
minado ponto P(x,,x,,...,X,).

DEFINICAO

Seja F uma fun¢do de 7 -varidveis e P,(a,,a,,...,a,) um ponto do
R". Dizemos que F é continua em P, se, e somente se, as trés
condicdes abaixo sdo satisfeitas:

i. F(P) existe;
ii. lim F(P) existe;
PP,

iii. }EI}} F(P)=F(P).

4. DERIVADAS PARCIAIS

Para melhor compreensao, vamos trabalhar com um caso tipico en-
volvendo fun¢des de trés variaveis independentes. Esses conceitos
poderdo ser facilmente generalizados para fun¢oes de » -variadveis.
Vamos analisar a fungdo w = T'(x, y, z). Se desejarmos calcular a de-
rivada de w, devemos agora indicar com relagdo a qual variavel estamos
derivando, de modo que as outras varidveis sao tratadas como constan-
tes. Por exemplo, a derivada de w com relacao a x, mantendo y e z
constantes é indicada por (observe que ha vérias notacdes usuais!):
oW _ iy LAY, 2)

wo=w =—=1
Ox M0 Ax
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Da definicao que acabamos de apre-
sentar é possivel mostrar que todas
aquelas propriedades validas para
limites de fung¢des de apenas uma
varidvel sdo validas para fungoes de
n -variadveis. Isto devera ser muito
Gtil nos préoximos estudos de calculo.
Volte a este conteldo e relembre!
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Da mesma forma, a derivada de w com relacdo a y, mantendo
x € z constantes é dada por:

w oo = iy LY+ Ay, 2)

Y Y 6)} Ay—0 Ay

E, com relacdo a z, temos:

w, =w :5_w: lim—T(x’y’Z+Az)
P 0z a0 Az

Esses valores representam a taxa de variacdo de w quando
apenas uma de suas variaveis tem seus valores modificados. Ve-
remos a3 seguir como a regra da cadeia é aplicada neste tipo de
funcdo, pois anteriormente vimos que através da parametrizacdo
podemos, em alguns casos, reduzir fun¢cdes como estas a apenas
uma variavel independente ¢.

4.1. A REGRA DA CADEIA

VVamos seguir analisando a fun¢ao w=T(x,y,z), mas agora supon-
do que x, y e z sdo fungdes de u e v. Sem explicitar w como
funcdo de u e v, temos que as derivadas de w com relagdo a estas
varidveis sdo dadas respectivamente por:

, _Ow _Ow Ox Ow Oy Ow Oz

w,=w —+

= —_—= —_— +_—
“ " Ou Ox Ou Oy Ou 0Oz Ou

, Ow Ow Ox Ow Oy Ow Oz
W, =W =——=——+ - .

= —_— = — —_— +_—
Y7 ov oOx ov oy ov 0z Ov

Essas formulas podem ser representadas na forma de matriz, o
que facilita a memorizacdo e a generaliza¢do desses conceitos para
um maior niumero de varidveis dependentes:

ow
ox
ow ox Oy oz
ou ou Ou oul||ow

_ 1%

ow ox Oy oz

o] Lov v av]|ow
o

Seguimos fazendo um exemplo para assimilar estes conceitos!
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Exemplo

A temperatura em uma chapa metalica varia com a posicdo sobre
a superficie conforme a fungdo 7'(x,y) = x>+ y”>—3x, com a origem
do sistema no centro da placa e com as varidveis x e y podendo
ser escritas como x=rcost e y=rsent.Calcule as derivadas par-
ciais T comrelagdoa r e ¢.

Solugdo
Iniciamos escrevendo a forma matricial para as derivadas deseja-
das:

or ox oy||or

ol o ol ox cost  sent |[2x-3 cost  sent |[2x-3

OT | |ox oy ||OT| [-rsent rcost|| 2y —rsent rcost|| 2y
ot o ol oy

Deixamos para o leitor resolver o produto entre as matrizes e
escrever o resultado como fun¢do de x e y ou como fun¢do de r
e t.Lembre-se que »* = x* + 7.

4.2. DERIVADAS DIRECIONAIS E VETOR GRADIENTE
4.2.1. Derivadas Direcionais

As derivadas parciais f,(x,y) e f,(x,y) de umafuncdo z= f(x,y),
comrelagdo a x e y, respectivamente, fornecem as taxas de varia-
cdo de z em direcdes paralelas aos respectivos eixos. Nesta secao,
porém, vamos aprender a determinar taxas de variagdes em uma
direcdo qualquer dada por um vetor unitario arbitrario.

DEFINICAO

Se f éuma funcdo de duas varidveis x e y,e U é o vetor unitario
cosfi+sen 6 j, entdo a derivada direcional de f na direcdo de
U , denotada por D, f . € dada por

f(x+hcosO,y+hsen 0)— f(x,y)
h

, se o limite existir.

Dy f(x,) = lim

Uma forma mais usual e ndo menos correta é expressa em ter-
mos das derivadas parciais:
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TEOREMA
Se f for uma funcdo diferencidvelde x e y e U =cosfi+sen @ j,

entao D, f(x,y) = f,(x,y)cos O+ f,(x, y)sen 6.

Exemplo
Calcule a derivada da fungdo f(x,y)=3x" -y’ +4x na direcdo do

vetor unitario U :ngr% j.

Solugdo
Vamos calcular as derivadas parciais separadamente:

S (x,y)=6x+4 e f (x,y)=-2y
- A A . .
Agora observe que U=§i+5j=cos%i+sen%j, de modo

que podemos usar diretamente o teorema anterior e escrever:
T T
Dy f(x,y) = f.(x,y)cos 0+ [, (x,y)sen 0 = (6x+4) cosg+ (—2y)seng

D, f(x,y)=33x—y+24/3.

4.2.2. Vetor gradiente

DEFINICAO

Se f éuma fungdo de x e y, cujas derivadas parciais f.(x,»)
e f,(x,y) existem, entdo o gradiente de /', denotado por Vf, é
definido por

VI (%, 9) = [ (6 0)i+ [, 0)]

Como consequéncia direta da defini¢ao, observe que:

Dy f(x,)=U-Vf(x,)

Exemplo 1
Calcule o gradiente da fungdo f(x,y)=2x>—-3*+3x—y na origem
do sistema de coordenadas.

Solugdo
Novamente iniciamos calculando separadamente as derivadas parciais:

f(xy)=4x+3 e f (x,y)=-2y-1

Assim, Vf(x,y) = (4x+3)i +(-2x—-1)] .
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Na origem, ou seja, no ponto (0,0), o gradiente de f é sim-
plesmente:

V£(0,0)=(4-0+3)i +(—2-0-1)j =3 —J .

Mas qual o significado Fisico do gradiente de uma func¢do? A
resposta para esta pergunta explica inclusive o porqué do nome
“gradiente”.

Suponha que ¢ é o angulo entre o0s veto-
res U e Vf. Com isso, da definicio de produto escalar,

Dgf(x,y)zlj‘Vf(x,y) =|U|'|Vf(x,y)|cosgo.

Agora note que D, f(x,y) sera maxima quando cos¢ =1, ou
seja, quando @ =0. Em outras palavras, o gradiente de uma funcdo
estd na direcdo e sentido em que a taxa de variacao da funcao é
maxima, por isso 0 nome “gradiente”.

Exemplo 2
Ache a derivada de z(x,y)=25—-x>—y* na direcdo do vetor i, es-
pecificamente no ponto (1,2).

Solugdo

Primeiro perceba que o vetor i ja é unitario. Se ndo fosse assim,
vocé deveria normaliza-lo. Agora, um pouco de experiéncia nos faz,
neste caso, realizar inicialmente o produto escalar para perceber
que ndo serd necessario calcular as duas derivadas direcionais:

Dy f(ey) =D, f(x,y) =i (f,(x,2)i + £,(6, ) ]) = £,(x,) . Assim,
D, f(x,y)=-2x.Em (1,2), teremos:

D.f(1,2)=-2.
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5. VALORES EXTREMOS E PONTO DE SELA

Da mesma forma que aprendemos no estudo de fun¢des de uma
varidvel, os extremos de funcbes de n-varidveis também ocorrem
em situacdes em que as primeiras derivadas parciais sejam nu-
las ou ndo estejam definidas ou ainda na fronteira do dominio da
funcdo. Porém, como aqui estamos trabalhando em trés ou mais
dimensdes, aparecerdo outros tipo de pontos criticos, 0os quais des-
creveremos em seguida.

5.1. PONTO DE MAXIMO, MINIMO OU PONTO DE SELA

Um ponto (x,,¥,) caracterizado por f,(x,,¥,)=0 € f,(x),,)=0 é
denominado ponto critico. A verificacdo se um ponto critico € maxi-
mo ou minimo ou nenhum dos dois casos envolve o estudo do valor
da func¢do e dos sinais das primeiras derivadas nas vizinhancas deste
ponto ou dos sinais das segundas derivadas exatamente no ponto.

Nas fun¢des de duas varidveis ndo temos pontos de inflexdo,
como ocorre em fun¢des de uma varidvel. Podemos, porém, ter um
ponto chamado ponto de sela, caracterizado por ser um maximo
relativo da fun¢ao numa direcdo e um minimo relativo na outra. O
nome se deve a semelhanca com uma sela de cavalo.

TEOREMA

Se f é uma funcdo de duas varidveis x e y e as derivadas par-
ciais f.(x,y) e f,(x,y) existem e s3o continuas nas vizinhangas de
um ponto critico (x,,y,). entdo a caracteriza¢ao dos pontos critico
¢é dada por:

<0 , ponto de sela

A )
det| 7% ¥ |= >0ouf >0 = min
{fyx Sy >0 S Lo

Sou<Oou f <0 = max

onde min indica um minimo relativo e max indica um maximo re-
lativo. Caso o determinante seja igual a zero, nada mais se pode
afirmar a respeito do ponto critico.

Exemplo

Determine e caracterize os extremos relativos da fungao
T(x,y)=2x"+1y"—x"-2y.
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Solugdo
Vamos, na ordem mais adequada, calcular as derivadas parciais:

Tr(x’)’)=8x3 —-2x, Txx(xay) =24x2 -2, Txy(x,y)=0=Tyx(x,y)!

T (x,y)=2y-2, T,y(x,y)=2. Devemos observar também que
. . 1 1
T.(x,y)=T,(x,y)=0 implica em x:_E' x=0 ou x:E e y=1.

Assim, ha trés pontos criticos: (—%,lj, (0,1) e (%,1). Deixamos o

f xx j;cy
Foo S

e assim caracterizd-los como maximo relativo, minimo relativo ou
ponto de sela.

leitor calcular o determinante det{ } para todos os pontos

5.2. MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

Na secdo anterior vimos uma forma de encontrar extremos de fun-
¢des sem observar nenhum vinculo entre as varidveis. Porém, se
uma dada fungdo f(x,y,z) tem suas varidveis sujeitas a um vinculo
g(x,y,z)=0, podemos isolar uma destas varidveis, por exemplo,
z, e calcular os extremos de uma “nova” fun¢do f(x,y) = f(x,y,2).
Usando o exemplo dado na sec¢do anterior, poderiamos, para ilustrar,
querer encontrar os maximos e minimos da mesma func¢ao sobre um
circulo x* +y* =4. Nesse caso, poderiamos isolar uma das variaveis
e calcular os extremos de uma func¢do g(x) ou g(y). Como o lei-
tor j& pode imaginar, essa pode ser uma alternativa trabalhosa e
muitas vezes insoluvel.

Veremos, agora, que na existéncia de vinculos podemos uti-
lizar uma técnica muito menos trabalhosa para encontrar os ex-
tremos de uma funcdo. Esta técnica, denominada método dos
multiplicadores de Lagrange, consiste em introduzir uma nova
variavel A (multiplicador de Lagrange) e formar uma fungao auxi-
liar F(x,y,z)= f(x,y,z)+ Ag(x,y,z). Os pontos criticos de f estdo
entre os pontos criticos de F e, portanto, devemos procurar 0s
pontos em que todas as primeiras derivadas parciais se anulam:

F.=0, F,=0, F,=0 e F,=0.

Exemplo

Encontre os maximos da funcao T'(x,y,z) = xy+2xz+2yz sujeita ao
vinculo g(x,y,z)=xyz—V e limitando todas as variaveis ao inter-
valo aberto (0,+).
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Solugdo
Iniciamos definindo a funcao F:

F(x,y,z,A)=xy+2xz+2yz+ A(xyz—V) . Em seguida calculamos
as derivadas:
F(x,y,z,A)=y+2z+4yz=0 F,(x,y,2,A)=x+2z+Axz=0
Fy(x,y,z,/i):2x+2y+/1xy20 F.(x,y,z,A)=xyz=V =0

Subtraindo os membros das equagdes da primeira linha, obtemos:

{y—x+/12(y—x):O
(y=x)(xyz=V)=0

: 1.,
O sistemareduz-sea y=x ou 1=——,jd que z e (0,+x).
z
1. . ~ .
Como A =-— implicaem z=0 na segunda equacao, isto € uma

z

contradicdo e ndo podemos tal substituicdo. Mas, substituindo y =x
: - 4 <
na terceira equagdo obtemos A=-— e esta na segunda equagdo

X

levaa z :g. Finalmente, substituindo y=x e em xyz—V =0, en-

contraremos o ponto critico (13/2V,%/2V,;3\/ﬁj.
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EXERCICIOS

1. Calcule aintegral usando integracdo por partes:

Ixzsen x dx

2. Calcule a integral usando fracdes parciais:

J‘ x+1 dx

X3+ x*—6x
3. Use o teste da razdo para saber se a série é convergente ou divergente:
=k
4. Use o teste da raiz para determinar se a série é convergente ou divergente:

=1
ZkkT

k=1

5. Uma particula se desloca com |v,| =40 m/s e aceleracdo constante |d|=4m/s, conforme é descrito
no grafico a seguir:

20} ------mmmmmmmmmooooog

Qual é o médulo do vetor velocidade ap6s 20 segundos?
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6. Determine a drea hachurada da curva r=1-cos@:

2

7.Suponha que & e v sejam vetores no espaco tridimensional tal que i xv =(2,7,3). Determine:

o]
<l T
X
<l =

<!
X X
<)

8.Suponha que 4 e b sejam vetores no plano ilustrado abaixo:

a. Calcule o angulo entre os dois vetores.
b. Determine o produto escalar.

9. Um corpo se move ao longo de um caminho circular de modo que o vetor posi¢cdo é dado por
R(t)=2cost i +2sent j.Determine as velocidades vetorial e escalar instantaneas.
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