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1 ESTATICA DOS FLUIDOS

Fluidos sdo substancias que escorrem. Neste Capitulo vamos estudar a estatica dos
fluidos, também chamada de hidrostatica ou fluidostatica.

A estatica dos fluidos é a parte da fisica que aborda as condi¢cdes sob as quais um fluido
permanece em repouso. A variacdo da pressdao com a profundidade em um liquido ou
com a altitude em um gas, o fendbmeno da flutuagcdo e a capacidade de fluidos
transmitirem forcas (base do funcionamento de maquinas hidraulicas) sdo algumas das
maneiras como a estatica dos fluidos permeia nosso cotidiano.

Neste capitulo, depois de definir fisicamente o escoamento, introduzimos o conceito de
pressdo e definimos compressibilidade e densidade. Na sequéncia sdo apresentados os
teoremas de Stevin, Arquimedes e Pascal, com suas respectivas aplicagdes.

Leitura recomendada: Parte Il do Caderno de Fluidos, Grupo de Ensino de Fisica,
Universidade Federal de Santa Maria, Santa Maria, 2001.

Material on-line: Fluidos ideais, Grupo de Ensino de Fisica, Universidade Federal de
Santa Maria (Acesso em 28/01/2009).

Links: Hidrostéatica, C.A. Bertulani, Projeto de Ensino de Fisica a Distancia, Instituto de
Fisica, UFRJ.

1.1 Fluidos

A matéria ao nosso redor apresenta-se nos estados sélido, liquido e gasoso. O ar é
gasoso, a chuva é liquida, uma pedra é solida. Esta classificacdo tem em vista as
propriedades mecénicas da porcdo de matéria que observamos.

Uma pedra ndo muda de forma quando a giramos nas maos. Nesse caso, cComo 0 COrpo
mantém a forma enquanto o examinamos, dizemos que se encontra no estado sélido.
Se a porcao de matéria examinada escorrer, tomando a forma do recipiente em gque esta
contida, dizemos que ela se encontra no estado liquido. E o caso da 4gua em um copo.
Finalmente se a porcao de matéria s6 puder ser contida por um recipiente fechado e ai
ocupar todo o volume disponivel, entdo dizemos ela se encontra no estado gasoso.
Este é o0 caso de uma por¢cdo de ar que sopramos dentro de um baldo inflavel. Para
conté-lo é necessario amarrar a boca do baldo.

Em comum com os solidos, os liquidos tém baixas compressibilidades (ver Secéao 1.2) e
altas densidades (ver Secdo 1.4), quando comparadas as mesmas propriedades dos
gases. Por outro lado, do mesmo modo que os liquidos, os gases também escorrem.
Por essa razao, substancias liquidas e gasosas sdo denominadas de fluidos.

Prof. Dr. José Antonio Trindade Borges da Costa - Universidade Federal de Santa Maria
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Fisicamente, "escorrer" significa deformar-se continua e permanentemente quando €
aplicada uma tenséo de cisalhamento, por menor que seja.

Para entender a natureza de uma tensao de cisalhamento, pense no que ocorre com um
livro grosso, apoiado sobre uma mesa quando o pressionamos para baixo e empurramos
a sua capa para frente, conforme é ilustrado na Figura 1.1. O esforco feito para a frente,
que tende a separar a capa das folhas de baixo € uma tenséo de cisalhamento (veja uma
animacao da tensdo de cisalhamento). A capa entdo escorrega sobre as demais folhas do
livro, arrastando consigo a pilha de folhas abaixo e deformando o livro. Sem a capa, uma
pilha de papéis colocada sobre a mesa se espalharia (ou "escorreria”) quando a tensao
de cisalhamento fosse aplicada (por exemplo, inclinando a mesa). Este esforco é
transmitido para baixo, isto €, em uma direcao perpendicular a sua direcéo de acéo.

Figura 1.1 - Um livro é submetido a uma tensédo de cisalhamento.

E facil perceber que um liquido ndo suporta forcas tangenciais a sua superficie. Se for
aplicada uma pequena forca na lateral de um corpo que flutua na agua, ele deslizara
enquanto a forca atuar. A 4gua é incapaz de resistir a esta forca tangencial e alcancar um
novo equilibrio estatico.

Quando um recipiente contendo agua, inicialmente em repouso, € inclinado, uma for¢ca na
direcdo tangencial a superficie atua sobre a sua camada mais superficial. Esta forca € a
componente do peso da camada paralela a superficie da agua, conforme ilustra a
Figura 1.2. Como a agua nao € capaz de resistir a este esforco, a camada superficial
escorre sobre as demais. O mesmo processo acontece com todas as camadas abaixo da
superficie em que podemos mentalmente dividir o fluido. O resultado é que agua escoa

continuamente para fora do recipiente.

Figura 1.2 - Forcas sobre a camada superficial da agua quando o recipiente que a contém
€ inclinado.

Prof. Dr. José Antonio Trindade Borges da Costa - Universidade Federal de Santa Maria
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Portanto, definir um fluido como sendo aquilo que escoa, é equivalente a dizer que um
fluido € um material que ndo suporta forcas de cisalhamento.

1.2 Pressao

Imagine um fluido encerrado em um cilindro fechado por um pistdo moével, ou émbolo.
Um arranjo experimental como este pode facilmente ser construido fechando firmemente
o orificio de uma seringa, como as usadas na aplicacdo de injecbes, desde que se
consiga eliminar o atrito entre o émbolo e as paredes internas do tubo. Nas condi¢cGes
idealizadas, o ar no interior da seringa ndo escapa e o émbolo ndo € travado. Ao aplicar
uma forca sobre o émbolo, ele se move até uma nova posicdo de equilibrio, conforme
ilustra a Figura 1.3. O mesmo aconteceria se colocAssemos agua no interior da seringa,
com a unica diferenca de que, neste caso, a variacdo do volume seria imperceptivel.
Devido a essa diferenca, dizemos que 0 ar e 0s gases em geral sdo compressiveis
enguanto a 4gua e os outros liquidos sdo incompressiveis.

Figura 1.3 - Um fluido submetido a uma compresséao contrai-se até que uma nova
situacao de equilibrio seja alcancada.

Para que uma condi¢do de equilibrio seja obtida, o fluido deve exercer sobre o émbolo
uma forca de mesmo modulo em sentido oposto. Portanto, diferentemente do que ocorre
gquando sdo submetidos a esforcos tangenciais (ver Secao 1.1), os fluidos resistem a
forcas de compressao, isto é, forcas aplicadas perpendicularmente a sua superficie.

Prof. Dr. José Antonio Trindade Borges da Costa - Universidade Federal de Santa Maria
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Suponhamos agora que o estreito orificio da seringa da Figura 1.3 fosse aberto. Nesse
caso o fluido no seu interior escorreria para fora. Entretanto, a forca necessaria para
conté-lo seria bem menor do que aquela aplicada sobre o émbolo. A situacdo é
semelhante a que ocorre quando encontramos um pequeno furo no fundo de uma caixa
d'agua e estancamos o vazamento com um dedo. Nao precisamos suportar 0 peso de
toda a agua no interior da caixa, mas apenas o peso da coluna de 4gua acima do furo,
conforme ¢ ilustrado na Figura 1.4. O peso do restante da agua € suportado pelo fundo da
caixa.

Ao tapar o furo, evitamos que uma tensao de cisalhamento (ver Secao 1.1) se estabeleca
entre a coluna d'agua acima do furo e o restante da 4gua na caixa.

Figura 1.4 - Para conter o vazamento no fundo de uma caixa d'agua, € preciso suportar
apenas o peso da coluna de 4gua acima do furo.

Se todo o fundo da caixa cedesse, seria necessario segura-lo, suportando o peso de toda
a agua contida na caixa. E evidente, portanto, que a forca necessaria para manter a agua
em repouso depende do tamanho do furo, isto é, da area sobre a qual a forca é aplicada.
Também é facil concluir, para este exemplo, que a relacdo entre forca e area é linear.
Basta imaginar que metade do fundo da caixa estivesse solto. Ai teriamos que sustentar o
peso da metade da agua contida na caixa.

A relacédo entre a area e a forca necessaria para manter o fluido em equilibrio pode ser
estabelecida de uma forma mais geral, realizando um experimento simples que usa um
aparato composto por dois émbolos com areas de secéo reta diferentes, conforme é
ilustrado na Figura 1.5.

Prof. Dr. José Antonio Trindade Borges da Costa - Universidade Federal de Santa Maria
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Figura 1.5 - Sistema de émbolos para estabelecer a relacdo entre forca e area que
mantém o fluido em repouso.

Sejam A e a as éareas de secdo reta dos @mbolos maior e menor, respectivamente.

Sejam agora, £ e [ as forcas aplicadas respectivamente sobre cada um desses
émbolos na situacdo de equilibrio*. Nesta situagdo, verifica-se que

f_a
(1.1) F—4

isto é, a razado entre as forcas é igual a razdo entre as areas. Dai se conclui que

|_F
(1.2) =4

Assim, a razdo entre forca e area é a grandeza cuja igualdade determina a situacdo de
equilibrio para este tipo de problema. Veremos, no que segue, que esta grandeza
determina uma série de comportamentos e propriedades dos fluidos.

A medida da intensidade da forca aplicada perpendicularmente a uma superficie por
unidade de area é chamada de presséo,

F
(1.3) F=4

A pressdo P é uma grandeza escalar, ndo vetorial. A direcdo da forca é inferida através
do conhecimento da superficie. A unidade de pressdo no S.l. € N/m2 que recebe o nome
de pascal e tem simbolo Pa. Outras unidades de pressdo muito usadas sdo atmosfera
(atm) e milimetro de mercurio (mmHg), cujos significados serdo apresentados na Secéo
1.6.

*A diferenca entre F' e fea forca de reacdo da parte do fundo do tubo maior que nao
coincide com o tubo menor.

1.3 Experimentos de presséo

Atividade Experimental 1, Parte Il do Caderno de Fluidos, Grupo de Ensino de Fisica,
Universidade Federal de Santa Maria, Santa Maria, 2001.

Material on-line: Pressédo, Fluidos ideais, Grupo de Ensino de Fisica, Universidade
Federal de Santa Maria (Acesso em 28/01/2009).

Prof. Dr. José Antonio Trindade Borges da Costa - Universidade Federal de Santa Maria
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1.4 Densidade

A densidade £ de um corpo é definida como a razdo entre a sua massa 7: € 0 seu
volume ¥V,

(1.1) =7

A unidade de densidade no S.I. (Sistema Internacional de Unidades) é kg/m?. S&o muito
usadas também g/L ou g/mL (que é igual a g/cm®).

A densidade é uma propriedade caracteristica dos materiais e das condi¢cdes externas a
que estdo submetidos. Para uma dada massa, 0 volume que a matéria ocupa depende da
forma como esta se encontra organizada no nivel atbmico ou molecular, e dos valores de
temperatura e pressdao do ambiente. Na Tabela 1.1 encontram-se o0s valores das
densidades de algumas substancias em condicfes ambientes.

Tabela 1.1. Densidades de algumas substancias em condicdes ambientes de temperatura
e pressao (25°C e 1 atm).

Substancia p (kg/m?)
ar 1,25
acetona 785
alcool etilico 785
benzeno 875
agua 1.000
glicerina 1.260
aluminio 2.700
titanio 4.500
Zinco 7.130
ferro 7.870
niquel 8.800
cobre 8.930
prata 10.490
chumbo 11.340
mercurio 13.590
ouro 19.320
uranio 18.900
platina 21.400

A densidade da agua, em condicbes ambientais, € de aproximadamente 1.000 kg/m?®
(1 g/mL) e varia pouco mais de 4% entre 0°C e 100°C , conforme é mostrado na Tabela
1.2.

Prof. Dr. José Antbnio Trindade Borges da Costa - Universidade Federal de Santa Maria
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Tabela 1.2. Densidade da agua de 0 °C a 100 °C - [Handbook of Chemistry and Physics,
52nd Edition, David R Lide, Editor-in-Chief, CRC Press Inc., Boca Raton, FL, USA, 1971-
1972]

TCO) | p(kgm’)
0 999.9
5 1.000,0

10 999,7
15 999,1
20 098,2
25 997,1
30 995,7
35 994,1
40 0922
45 990,2
50 088.1
55 985,7
60 083,2
65 980.,6
70 978.,0
75 974,9
80 971,8
85 968.6
90 965,3
95 961.9
100 058.4

Para quase todas as substéancias, a densidade no estado sélido € maior do que no estado
liguido. A dgua € uma excecdo. Quando congela, seu volume expande-se em cerca de
9%. Como resultado desta expansdo, sua densidade diminui. Este comportamento
andmalo da agua, que, conforme veremos adiante, explica porque o gelo flutua, é o
resultado do modo como as moléculas de agua se arranjam para formar a estrutura
cristalina do gelo. Devido a forma e a distribuicdo de cargas elétricas das moléculas de
agua, o cristal de gelo tem estrutura hexagonal, a qual apresenta grandes espacos vazios.
Sao estes espacos abertos pela formacao do cristal de gelo que fazem aumentar o seu
volume, tornando-o menos denso.

Prof. Dr. José Antbnio Trindade Borges da Costa - Universidade Federal de Santa Maria
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1.5 Experimentos de determinacado de densidades

Atividade Experimental 2, Parte 1l do Caderno de Fluidos, Grupo de Ensino de Fisica,
Universidade Federal de Santa Maria, Santa Maria, 2001.

Material on-line: Densidade, Fluidos ideais, Grupo de Ensino de Fisica, Universidade
Federal de Santa Maria (Acesso em 28/01/2009)

1.6 Teorema de Stevin

Consideremos um sistema simples, formado por um recipiente que contém um fluido em

repouso na presenca do campo gravitacional 4 da Terra. Para torar a discussdo menos
abstrata, imaginemos uma piscina cheia de agua. Qualquer pessoa que ja mergulhou
numa piscina ja sentiu (principalmente nos ouvidos) como a pressao aumenta a medida
gue se afunda. A seguir veremos como iSso ocorre.

Se a agua na piscina esta em repouso, entdo cada por¢cdo de agua também esta. Em
particular, vamos examinar uma porcao cilindrica de agua de area de secéo transversal A
e altura 22 com uma das bases coincidindo com o nivel da superficie da 4gua e a outra a
uma profundidade %, conforme ilustrada na Figura 1.6.

superficie | drea A
massa de C | —0
agua, M h

Figura 1.6 - Porcédo cilindrica de agua com a base superior coincidindo com o nivel da

superficie da agua. As forcas < 0, }_3) e 1_?) sao, respectivamente, a for¢ca exercida pela
atmosfera, o peso da massa de 4gua da porc¢éo cilindrica e a for¢a exercida pelo restante
da agua contra a base do cilindro.

Esta massa de agua estd em repouso, logo a soma das for¢as que atuam nela se anulam.
Para relacionar a pressdo © do fluido na profundidade % com a pressdo exercida pela

atmosfera sobre a agua pD, € necessario analisar apenas a auséncia de movimento na
direcéo vertical. Logo, basta impor que a soma das forcas na direcéo vertical se anule. Ha

trés forcas atuando nesta direcdo: (1) a forca para baixo, de modulo FU:pU'A,

Prof. Dr. José Antbnio Trindade Borges da Costa - Universidade Federal de Santa Maria
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exercida pela atmosfera em contato com a tampa superior, (2) 0 peso )_D):M? da

massa Jd de &gua contida no cilindro (3) e a forca para cima, de modulo F:P-A,
devido a pressao exercida pela agua que esta em contato com a base inferior pelo lado
de fora da regido cilindrica.

No caso de fluidos incompressiveis (caso da maioria dos liquidos em pressées ordinérias)
a densidade # é constante de forma que a massa é dada por M=pV=p.Ah pssim,
0 peso da porcao cilindrica tem maddulo P=p.h.A.g Estas trés forcas devem se

cancelar, de forma que o médulo da for¢ca para cima l_ﬁ deve ser igual ao modulo da soma

das duas forcas para baixo < 0 e }_3) isto é,

(1.5) F:F[]—|—P

ou
(1.6)

p.A:pD.A+p.A.h.g

Dividindo a expressao acima por A, chegamos a equacéo
(1.7) p=pytp.g.h

Esta equacao relaciona a presséo # dos pontos que estdo a uma profundidade & dentro
de um liquido de densidade constante £ e que esta submetido a uma presséo (externa)

Py . Excetuando-se a hipotese da densidade constante, a expressdo acima é geral, ou
seja, pontos a mesma profundidade tem a mesma pressao (do contrario haveria correntes
de fluido se deslocando em planos horizontais), independentemente da forma do
recipiente que contém o liquido.

Leitura recomendada: Secédo 1.3 e Atividade Experimental 4 Parte Il do Caderno de
Fluidos, Grupo de Ensino de Fisica, Universidade Federal de Santa Maria, Santa Maria,
2001.

Material on-line: Teorema de Stevin, Fluidos Ideais, Grupo de Ensino de Fisica,
Universidade Federal de Santa Maria (Acesso em 28/01/2009)

Link: Hidrostatica, C.A. Bertulani, Projeto de Ensino de Fisica a Distancia, Instituto de
Fisica, UFRJ.

1.7 Experimento de medida da variacdo da pressédo com a profundidade

Atividade Experimental 4, Parte 1l do Caderno de Fluidos, Grupo de Ensino de Fisica,
Universidade Federal de Santa Maria, Santa Maria, 2001.

Material on-line: Teorema de Stevin, Fluidos ideais, Grupo de Ensino de Fisica,
Universidade Federal de Santa Maria (Acesso em 28/01/2009)
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1.8 Teorema de Arquimedes

Por que alguns corpos flutuam na agua? Por que temos a impressdo de que 0s
corpos ficam mais leves quando estdao submersos? A explicacdo destes fendmenos
deve-se ao fato de que os fluidos exercem pressédo sobre 0s corpos imersos, sendo
esta pressao mais intensa a profundidades maiores. Assim, a forga resultante que um
fluido exerce sobre um corpo total ou parcialmente imerso € uma forca vertical para
cima. Esta resultante é chamada empuxo. A rolha flutua em repouso sobre a agua
porque parte dela esta submersa, sofrendo a acdo do empuxo . O peso da rolha é
igual em médulo ao empuxo exercido sobre ela pela agua. Como 0 peso e 0 empuxo
tém sentidos opostos, cancelam-se mutuamente e a rolha permanece em repouso.
Pela mesma razéo, quando tentamos levantar um objeto submerso, ele parece mais
leve porque temos a nosso favor a ajuda do empuxo da agua aplicado sobre ele.

Para deduzir o moédulo do empuxo, consideramos uma porcdo cilindrica deste,
conforme se ilustra na Figura 1.7 (a). Naturalmente esta porcdo esta em equilibrio,
logo as forcas que nele atuam se cancelam. Na vertical ha apenas duas forcas: o

peso ﬁ de médulo £ = 2.V 4, onde V'é o volume do cilindro e £ a densidade do
liquido, e 0 empuxo E') conforme se ilustra na Figura 1.7 (b).

Como esta massa cilindrica de dgua estd em repouso, € 0 peso € 0 empuxo tém
sentidos opostos, devemos ter

(1.8) §+ﬁ:ﬂ

ou

(1.9) E=P
Portanto

(1.10) E—=pVyg

Imagine agora que um corpo rigido, da exata forma do cilindro de agua (ex. um
cilindro de madeira) esteja na mesma posi¢cdo antes ocupada pela massa de agua,
conforme se ilustra na Figura 1.7 (c). A forca exercida pelo restante da agua deve
depender apenas da dgua externa a regiao cilindrica, quer ela esteja preenchida por
agua, quer por madeira. Logo o modulo da forga que o liquido exerce nela continua

sendo — P-Q-V, conforme se ilustra na Figura 1.7 (d). Entretanto, o cilindro de
madeira pesa menos do que o cilindro de anua e, portanto 0 moédulo do empuxo é

maior que o do peso do cilindro de madeira p.r. Q sendo esta a razao pela
qual este pedaco de madeira é empurrado para cima quando estd totalmente
submerso. Nas Figuras 1.7 (e) e (f) ilustra-se a nova situacao de equilibrio que sera
encontrada, quando o cilindro de madeira estiver parcialmente imerso, de modo que o
volume de agua deslocado produz um empuxo cujo médulo € exatamente igual ao do
seu peso.
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Figura 1.7. Recipiente contendo um liquido de densidade #no qual é imerso um

corpo de densidade ’Dm, cilindrico, cuja area da base é Ae a altura é 7. Em (a) e (b)
examina-se a situacdo de equilibrio de uma porcdo de liquido com a mesma
geometria do corpo a ser imerso; em (c) e (d) a porgédo de liquido é substituida pelo
corpo de mesmas dimensodes; em (e) e (f) a nova situacao de equilibrio € examinada.

A existéncia do empuxo é conhecida como principio de Arguimedes (287 aC-212 aC),
que, portanto, € uma consequéncia das leis da estatica dos fluidos. Pode-se enunciar
este principio da seguinte forma:
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“‘Um corpo total ou parcialmente submerso em um fluido recebe deste uma
forca chamada empuxo, vertical e para cima, de mddulo igual ao peso do fluido
deslocado pelo corpo.”

E importante observar que o empuxo ndo € uma forga nova, mas sim uma maneira
conveniente de representar a resultante de todas as forcas aplicadas pelo fluido em
um corpo imerso.

Para a deducdo da intensidade do empuxo, pode-se, alternativamente, somar as
forcas exercidas sobre o cilindro de madeira. Considerando, novamente, este corpo
totalmente imerso, conforme € ilustrado na Figura 1.19, podemos observar que as
forcas nas laterais se cancelam por simetria, de modo que a forca resultante exercida
pelo fluido no cilindro é dada pela soma das forgas verticais nele aplicadas.

I L
% ﬁs P.=p.g.h; " F, ¥ iT_s Fo=p.g.hs. A
B Aill = py- i s | EL ji E-F-F,
ﬁ A lp' pi=p-ghi + FiT i F=p.gh.A
777 777 777 777
@) (b)

Figura 1.9. (a) Corpo cilindrico cuja area da base é A e a altura h, imerso em um
liguido de densidade #. A base superior estd a uma profundidade hﬁe a inferior a

uma profundidade hz'. (b) A diferenca entre as forcas de pressado nas duas bases é o
empuxo sobre o corpo.

Na base superior do corpo atua a forca Fs, de médulo

(1.11) ngpg.}l

E, na base inferior, atua a forga Fi, de modulo

(1.12) Fi=p;.4

onde ¥s e Pi sdo, respectivamente, a pressdo exercida pelo fluido nas bases
superior e inferior do cilindro, e A é a area da secao transversal do cilindro. Estas

forcas tém sentidos opostos, isto €, Fa' € aplicada para cima e F5 para baixo, de
modo que a forga resultante

(1.13) E=-F,-F,
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de moédulo

€ 0 empuxo aplicado pelo fluido no cilindro de madeira.

Usando a Eq. (1.7) para calcular a diferenca de presséo, resulta

(1.15) p;=p =pg-h
onde & é a diferenca de profundidade entre as duas bases, ou seja, o préprio
comprimento do cilindro. Assim, temos

(1.16) E=pgdh

Usando agora o volume do cilindro (ou o volume do fluido deslocado) V = A.%,
podemos finalmente escrever o empuxo na mesma forma que obtivemos antes,

(1.17) E=pgV

E importante notar que o empuxo age sobre o centro do volume da parte do sélido
que permanece submersa. Isto se verifica facilmente empurrando para baixo, por uma
de suas bordas, um corpo que flutua, inclinando-o, conforme se ilustra na
Figura 1.8 (a). Depois de liberado, o corpo tende a girar e reassumir a posi¢ao de
equilibrio anterior. O torque que produz este movimento € consequéncia da mudanca
da posicdo do centro de gravidade do liquido deslocado para o lado do corpo que foi
submerso. Como o centro de gravidade do corpo ndo muda de posicdo, peso e
empuxo agem sobre pontos diferentes, formando um binario.

1 E
e
¥
| centros de centros de
gravidade: gravidade:
e docompo e do corpo
@ do Hgqudao & do ligquda
deslocado deslocade
7 £ 7 I
(@) ®)

Figura 1.8. Quando o corpo que flutua é girado, muda a posicdo do centro de
gravidade do liquido que ele desloca. O empuxo, que age sobre este ponto, forma
entdo com o peso um binario. Em (a) este binario tende a restaurar a posi¢do de
equilibrio, que é dita estavel. Em (b) o binario tende a afastar o corpo ainda mais da
posicao de equilibrio, que é dita instavel.
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No exemplo ilustrado nas Figuras 1.7 (e) e (f), os centros de gravidade do corpo e do
liquido que ele desloca permanecem alinhados na vertical e, portanto, ndo héa torque.
A situacdo até aqui descrita, em que 0 corpo restaura a sua posi¢cdo inicial,
caracterizando um equilibrio de rotacdo estivel, depende da forma do corpo e da
maneira como ele é imerso na agua. Na Figura 1.8 (b), ilustra-se o que ocorre quando
uma situacdo de equilibrio de rotacao instavel € perturbada. Pense no que acontece
gquando um cabo de vassoura, feito de madeira, € submerso verticalmente na agua.
Ele tende a girar e permanecer “deitado” na agua. Para um corpo comprido, na
vertical, um pequeno giro muda o centro de gravidade do liquido que ele desloca de
modo que o binario formado tende a afasta-lo ainda mais da vertical. Esta
dependéncia da estabilidade de rotacdo com a forma do corpo que flutua é importante
no projeto do casco de barcos.

Os dois videos a seguir, sobre empuxo, apresentam uma aula para o ensino médio
com duracao aproximada de 15 min.

Fisica: Empuxo e Arquimedes - Parte 01 (Prof. T...

- S
p @ 0:00/7:13 | o | = | €9
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1.9 Experimento para determinar 0 empuxo

A forca resultante que age sobre um corpo totalmente submerso, igual a diferenca
entre 0 peso e 0 empuxo, é conhecida como peso aparente. Na verdade, é pela
medida do peso aparente que se determina experimentalmente a forca de empuxo
sobre um corpo submerso. Para isso subtrai-se o0 peso aparente do corpo medido
dentro do fluido do peso do corpo medido no vacuo.

Na Figura 1.10, esta representado o experimento em que O peso e 0 peso aparente
de um corpo sdo medidos usando um dinamémetro de mola. Uma vez que, de acordo
com a lei de Hooke, a forgca medida pelo dinamdmetro é diretamente proporcional a
elongacédo da mola, a acdo do empuxo fica evidenciada pela diminuicdo da elongacéao
quando o corpo é imerso em um fluido.

4 J 4 J

tE TE _
+E wE P,=P_FE
l = P=F=kx + E- B=F=k.x,
B —&
F |
¥ 1 .tE
- - P
/_\ P /_\ *‘lllp P
77 Y 777 777 777
(a) (b)

Figura 1.10. (a) Medida do peso de um corpo. A forca &' exercida pelo dinamémetro
sobre o corpo, cujo médulo é proporcional & elongacdo % da mola, equilibra o peso P
do corpo. (b) Medida do peso aparente de um corpo. A forca F' exercida pelo

dinambmetro sobre o corpo, cujo mdédulo é proporcional a elongacao T 4 da mola,
equilibra a resultante das demais forcas que agem sobre o corpo, a saber, a diferenca

entre 0 peso e 0 empuxo Pg= P_E, conhecida como peso aparente.

No video a seguir é realizado um experimento para mostrar que o empuxo é igual em
maodulo ao peso do liquido deslocado.
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Empuxo - Experimento

p @ 0:00/4:39 | ofi| | =N €9

Ver também: Atividades Experimentais 7 e 8, Parte Il do Caderno de Fluidos, Grupo
de Ensino de Fisica, Universidade Federal de Santa Maria, Santa Maria, 2001.

Material on-line: Teorema de Arquimedes - Atividade Experimental, Fluidos ideais,
Grupo de Ensino de Fisica, Universidade Federal de Santa Maria (Acesso em
28/01/2009).

1.10 Teorema de Pascal

Entender como se d& a transmissdo da pressdo externa aplicada a um fluido
confinado é de fundamental importancia para descrever funcionamento de maquinas
hidraulicas. Blaise Pascal (1623-1662), enunciou a solucédo geral deste problema da
seguinte forma:

“Um aumento de presséao aplicado na superficie de um liquido confinado em um
recipiente é transferido, sem diminui¢do, a todos os seus pontos e as paredes
gue o contém.”

Esta lei, que ficou conhecida como principio de Pascal, aplica-se mesmo a fluidos
altamente compressiveis, como 0s gases (neste caso, um aumento da pressao
externa causa uma apreciavel diminuicdo de volume do sistema).

A forca de pressdo sobre as paredes € normal a superficie das paredes,
independentemente de sua orientacdo espacial. Isto torna o principio de Pascal
particularmente Gtil para aplicacfes praticas. Uma vez que os fluidos ndo tém forma
préopria, tubulagcdes podem ser construidas contendo fluidos para transmitir e ampliar
forcas a distancia em geometrias complexas. Sdo os chamados sistemas hidraulicos,
dos quais sdo exemplos comuns o freio e a direcdo dos automéveis. Estes sistemas
sdo variacdes aperfeicoadas de um dispositivo simples, a prensa hidraulica,
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representada esquematicamente na Figura 1.11, na qual se utiliza um liquido para
preencher a tubulacéo, a fim de evitar compresséo durante a sua operacgao.

ey

A A

Figura 1.11 - Secdo transversal de uma prensa hidraulica, formada por dois pistdes e
um tubo, preenchidos com um liquido.

Se uma forca fe aplicada perpendicularmente para baixo no pistdo menor, de area
¢, uma pressdo F = fm € transmitida pelo liquido para a face inferior do pistédo
maior, de area A. Como resultado, uma for¢ca &', de médulo F= P-A, € exercida

para cima sobre este pistdo. Substituindo nesta Gltima equacdo, a expressdo da
pressédo, em termos da forca aplicada no pistdo menor, resulta

(1.18) F=t%

De acordo com a Eq. (1.18), a forca aplicada sobre o pistdo menor € multiplicada por
um fator igual & razdo das areas dos dois pistdes. Como A é maior do que @, a forca
I é maior do que f isto é, a forca aplicada sobre o pistdo maior € maior do que a
forca aplicada sobre o pistdo menor. Assim, por exemplo, é possivel erguer um corpo
muito pesado no pistdo maior exercendo uma forca pequena sobre o pistdo menor.

E claro que a altura hA a que se eleva o corpo € bem menor do que o0 percurso hc&
do pistdo da esquerda, pois o volume de liquido transmitido para o pistdo da direita
deve distribuir-se sob uma area de secao reta maior. Por isso, para construir uma
prensa hidraulica que seja prética, é preciso um dispositivo para reerguer o pistao da
esquerda injetando mais liquido no seu interior, a fim de que possa ser novamente
premido.

Prensa hidraulica

A Figura 1.12 é o esquema simplificado de uma prensa hidraulica com o emprego de
duas valvulas.

Prof. Dr. José Antonio Trindade Borges da Costa - Universidade Federal de Santa Maria



FLUIDOS, OSCILACOES E ONDAS Livro do Curso
UAB-UFSM » EAD1165 Péagina 21 de 91

ey
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A A

Figura 1.12 - Secéo transversal de uma prensa hidraulica, formada por dois pistbes e
um tubo preenchidos com um liquido, mais duas valvulas que fazem do pistdo menor
uma bomba injetora.

Agora o pistdo da esquerda funciona como uma bomba que injeta liquido na
tubulacdo da prensa a partir de um reservatério. Quando o pistdo da bomba é puxado
para cima, a valvula da esquerda se abre para admitir liquido, enquanto a valvula de
baixo se fecha para impedir o retorno do liquido da prensa. Quando o pistdo da
bomba é empurrado para baixo, a valvula da esquerda se fecha, e a valvula de baixo
se abre, transferindo mais liquido para a prensa. Para o sistema ficar completo, falta
representar o registro que permite a retirada de liquido para baixar a prensa.

A complexidade dos sistemas hidraulicos pode aumentar para exercer funcdes
diversas, como, por exemplo, o acionamento de um sistema de direcdo. (Ver, por
exemplo, Biblioteca Virtual Leite Lopes) Entretanto, os principios basicos estdo bem
ilustrados neste exemplo simples.

Leitura recomendada: Caderno de Fluidos, Grupo de Ensino de Fisica, Universidade
Federal de Santa Maria, Santa Maria, 2001.

Material on-line: Teorema de Pascal, Fluidos ideais, Grupo de Ensino de Fisica,
Universidade Federal de Santa Maria (Acesso em 28/01/2009).

1.11 Medidas de presséao

A Equacéo (1.7) mostra uma dependéncia linear entre a pressdo exercida por um
liquido e a profundidade. Esta relagcdo pode ser usada para construir medidores de
pressdo. Um dos primeiros instrumentos deste tipo € o barbmetro de Torricelli (1608-
1647), um instrumento feito para determinar a pressao atmosférica. Este aparelho é
feito de um tubo de vidro contendo mercuario* que é invertido numa cuba que também
contém mercurio, conforme ilustrado na Figura 1.13.
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pﬁ=pB=p.g.h

A i

Figura 1.13. Barébmetro de Torricelli, feito de um tubo de vidro contendo mercurio que
é invertido numa cuba que também contém mercurio.

O que segura o mercurio no tubo? Por que ele ndo escorre uma vez que é aberto na
extremidade inferior? A mesma pergunta pode ser feita para a agua em bebedores de
passaros, ou nos bebedores de 4gua mineral em que se vira uma garrafa de 20 litros
de 4gua em uma pequena cuba, num arranjo idéntico ao barémetro de Torricelli.

O que retém mercuario na coluna do barémetro de Torricelli e a agua nos bebedores é
a atmosfera. A atmosfera e a coluna liquida exercem a mesma pressao sobre a
superficie livre do liquido. A regido aparentemente vazia no alto da coluna contém
vapor do liquido da coluna. A vantagem do mercario € produzir, a temperaturas
ordinarias, um vapor de densidade desprezivel de forma que a pressdo no topo da

coluna de mercurio pode ser considerada nula, isto €, Po=VY,

O ponto B na base da coluna de mercurio, que estd no mesmo nivel do mercurio da
cuba, tem uma pressao P B . De acordo com a Eq. (1.7), esta vale

(1.19) pg=p-g.h

em que & é a altura da coluna de merctrio em relagdo ao nivel do mercario na cuba.

Como o sistema estd em equilibrio, a pressao P 4 exercida pela atmosfera sobre um
ponto A qualquer na superficie de contato entre o mercirio e a atmosfera deve ser
igual a presséo exercida pela coluna liquida sobre qualquer ponto B na sua base, isto

7

e, P 4= PB. Portanto o valor da pressdo exercida pela coluna liquida na base da
coluna é igual a pressao atmosférica.
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Graduando o tubo de vidro em milimetros, pode-se usar a barémetro de Torricelli para
medir pressfes em termos de milimetros de mercurio, ou mmHg. Assim uma pressao
de 600 mmHg é equivalente a uma pressao exercida por uma coluna de 600 mm de
mercurio. Uma pressao de 1 atm € equivalente a pressdo produzida por uma coluna
de 760 mm de mercurio, ou 1 atm = 760 mmHg. A equivaléncia entre a medida da
pressdo em mmHg e outras unidades pode ser feita através de regras de trés.

A ideia de se usar a altura de colunas liquidas, pode facilmente ser adaptada para
medir outras pressdes além da atmosférica. Na Figura 3.14, um tubo em U é
parcialmente preenchido por um liquido qualquer (dito "manométrico”) e depois
acoplado a um baldo cheio de gas, o qual pode ser acomodado em um recipiente,
cuja temperatura pode ser variada. Quando ambas as extremidades do tubo em U
estdo abertas, a superficie do liguido manométrico nos dois ramos esta sujeita a

pressao atmosférica P 4 e encontra-se nivelada.

By By, Pa
7 . 7 . vi iv T
+H—— nivel de A h
Giés referéncia B,
. — D p.gh —pG+ p.g.1
ﬁ g%lnngr?léhico ﬁ '
P P P

(a) () (c)

Figura 1.14 - Uso de tubo aberto contendo liquido manométrico para a medida de
diferencas de pressédo com base na lei de Stevin.

Se a pressdo do gas no interior do baldo for maior do que a pressdo atmosférica, o
liquido manométrico sera empurrado, descendo no ramo conectado ao baldo e
subindo no ramo livre (Figura 1.14 (b)). Se, ao contréario, a pressdo do gas no interior
do baldo for menor do que a pressdo atmosférica, o liguido manométrico sera
empurrado pela atmosfera, subindo no ramo conectado ao baldo (Figura 1.14 (c)).
Quando o equilibrio é reestabelecido, a pressdo dos pontos do fluido que se
encontram a mesma altura € igual. Assim, na situacdo descrita na Figura 1.14 (b), a
pressdo sob a superficie do liquido manométrico no ramo conectado ao baldo deve
ser igual a pressdo a mesma altura no ramo aberto, que, por sua vez, € a soma da
pressdo atmosférica com a pressédo exercida pela coluna liquida, isto é,

(1.20) Pg=p4tp-g.h

Na situacao inversa, Figura 3.14(c) temos
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(1.21) Pg=Pgtprgh

ou

(1.22) Pg=p4—Pgh

Outros arranjos de vasos comunicantes (especialmente tubos em U) para medida de
pressdo, com base no principio de Stevin, serdo introduzidos para medir diferencas
de presséao produzidas pelo escoamento dos fluidos (ver Secéo 2.4)

* O uso do mercurio para se construir um barémetro € devido a duas de suas
propriedades, a saber: a sua densidade elevada (A4 13.590 kg/m?, enquanto a da
agua é £31.000 kg/m®) e sua baixa presséo de vapor (A4 0,16 Pa ou 1,2 x 10 mmHg
a 20 °C, enquanto a da agua € #32.300 Pa, ou 17,5 mmHg, nesta mesma
temperatura). A alta densidade permite a utilizacdo de colunas mais baixas para as
medidas de pressao, enquanto a baixa pressado de vapor assegura que a pressao no
alto da coluna pode ser desprezada para efeitos de calculo.

Atividade Experimental 3, Secéo 1.2, do Caderno de Fluidos Grupo de Ensino de
Fisica, Universidade Federal de Santa Maria, Santa Maria, 2001.

Material on-line: Pressdo Atmosférica, Fluidos ideais, Grupo de Ensino de Fisica,
Universidade Federal de Santa Maria (Acesso em 28/01/2009).

Link: Hidrostatica, C.A. Bertulani, Projeto de Ensino de Fisica a Distancia, Instituto de
Fisica, UFRJ.

1.12 Pressao atmosférica
Variacdo da pressao em fluidos compressiveis

Se o fluido for compressivel, sua densidade varia junto com a pressdo. Como vimos
no capitulo anterior, isto € particularmente importante quando tratamos com gases.
Assim, diferentemente do caso anterior, agora # deve ser descrita como uma funcéo

da pressdo P, isto é, £ — p(p),

E possivel fazer uma analise similar & anterior para determinar qual a relagdo entre o
aumento da pressao devido a um aumento de profundidade. Neste caso, em vez de
um cilindro alto logo abaixo da superficie do fluido, imaginemos um cilindro
extremamente chato (como uma pastilha), de espessura £, no interior do fluido, cuja
base superior encontra-se a uma profundidade %, conforme ilustra a Figura 1.15.
Nessa regido fina, todos os pontos estdo quase a mesma profundidade, submetidos

Prof. Dr. José Antonio Trindade Borges da Costa - Universidade Federal de Santa Maria


http://www.ufsm.br/gef/CadFluidos.htm
http://www.ufsm.br/gef/FluIde04.htm
http://www.if.ufrj.br/teaching/fis2/hidrostatica/pressao.html

FLUIDOS, OSCILACOES E ONDAS Livro do Curso
UAB-UFSM » EAD1165 Pagina 25 de 91

guase a mesma pressao, de modo que a densidade do fluido no seu interior &
aproximadamente constante.

superficie drea A

—to

)

FO"‘\ i
AM =p.A.dh__| —1dn

\

—-F

A

Figura 1.15 - Elemento de massa de um fluido compressivel, de formato cilindrico,
com espessura @7, a uma profundidade /. Sobre este corpo agem, na direcéo

vertical, além de seu proprio peso, dP = Q-dM, as forcas de pressdo, £' 0e I, que
o fluido externo a lamina exerce, respectivamente, contra as bases superior e inferior
da lamina.

Designando por p(h) e p(h—i—dh) as pressdes exercidas respectivamente sobre as
bases superior e inferior do elemento de fluido e reproduzindo passo a passo 0O
raciocinio que levou a Eq. (1.7) (ver Quadro-destaque), chegamos a equacao

(1.23) p(h+dh)=p(h)+9.0(p).dh

Obtendo a Equacao (1.23)

Sobre o elemento de massa cilindrico da Figura 1.15 agem o seu

préprio peso, dP = d.d M de médulo
(1.23-a) dP =gdM = g.p(p)_A,dh

e as forgas de pressao FD e ', de médulos
(1.23-b) Fo=p(h).4

e
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exercidas pelo fluido externo ao cilindro contra as suas bases
superior e inferior, respectivamente. Outra vez, no equilibrio, a soma
vetorial das forcas que agem sobre o corpo deve ser nula, o que
ocorre quando

(1.23-d) F=Fq+dP
Portanto,
(1.23-€) o(h+dh).A=p(h).A+po(p).g.Adh

dividindo a Eq. (1.23-e) por A obtém-se a Eq. (1.23).

Reescrevendo a Eg. (1.23) na forma

p(htdh)—p(h)
(1.24) o —g-p(p)dh

e identificando @2 = P(A+d k) —p(%) como o acréscimo de pressdo que resulta da
variacdo de profundidade 7z, resulta

dp
(1.25) a5 = 9-°(p)

Esta expressdo € uma equacdo diferencial. Para soluciona-la, € necessario conhecer
caracteristicas particulares do fluido em questdo, isto é, como a densidade A
depende da profundidade p ou da pressdo ¥ nesta profundidade.

E importante notar que a Eq. (1.25) foi obtida supondo que o fluido tem uma superficie
a partir da qual as profundidades sao medidas para baixo. Se o fluido for um gés, esta
superficie s6 podera ser bem definida se ele estiver confinado, como, por exemplo, o
ar contido em uma seringa mantida na posicdo vertical (ver Segdes 1.2 e 1.3).
A solucdo da Eq. (1.25) permite calcular a pressao em qualquer ponto abaixo do

émbolo, sobre o qual se aplica a forgca FD . Devemos observar, entretanto, que, para
a altura de uma seringa comum, as diferencas de densidade sdo despreziveis, e 0
resultado obtido € praticamente 0 mesmo que se obteria usando a Eq. (1.7).

Uma situacao importante € quando o gas nao esta contido em um volume limitado,
como € o caso, por exemplo, da atmosfera. Nao ha uma superficie livre para se tomar
como referéncia. De fato, as pressfes sdo expressas em funcdo da altitude, medida
de baixo para cima a partir do solo, isto &, a partir do “fundo” do fluido. E facil mostrar
que, neste caso, a inversdo do sentido do eixo £ faz com que um sinal negativo seja
introduzido na Eq. (1.25) (ver Quadro-destaque), que tome a forma
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dp
(1.26) a5 = —9-~(p)

Para obter a Eq. (1.26), que permite calcular a pressdo atmosférica em funcédo da
altitude, considera-se uma coluna de ar cilindrica de altura indeterminada, com a base
inferior no solo, conforme é ilustrado na Figura 1.16.

p
area A
i -F
U_-\ —
AM =p.Adh _
T ——4— h'
S e I G

N

Figura 1.16 - Elemento de massa d/d de uma coluna de ar, de formato cilindrico,
com espessura & 71, a uma altura &2 do solo. Sobre esse cilindro, agem o seu préprio

peso, dP = Q-dM, e as forcas de pressao do restante do ar, FD e F', nas bases
superior e inferior do cilindro, respectivamente.

Examinando um elemento de massa d /4, com espessura d%, a uma altura # do
solo, verifica-se que, sobre ele, agem as forcas de presséo

e

respectivamente nas bases superior e inferior, além do peso do préprio elemento de
massa

(1.29) dP=g.dM =g.p(p).A.dh

No equilibrio,

(1.30) F=Fy+dP

Portanto,

(1.30) p(h).A=p(h+dh).A+g.p(p).A.dh
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A Eq. (1.30) é entado simplificada e rearranjada na forma
(1.31) p(h+dh)—p(R)=—g.p(p).dh

ou

plhtdh)—p(h)
(1.32) 7 =—g.p(p)dh

Finalmente, identificando a diferenca p(h+dh)=p(%) como a variacdo de pressao
dp que acompanha a mudanca de altitude %, obtém-se a Eq. (1.26).

Ar como gas ideal

Suponhamos agora que o ar se comporte como um gas ideal, isto é, que obedeca a
equacao de estado

(1_34) p.V =nRT

onde Pé a pressdo, 7z 0 numero de mols de gas contido no volume V', T ¢é a
temperatura absoluta, e /L uma constante conhecida como constante universal dos
gases, cujo valor é Ji= 8,314472(15) J.K*'mol™.

Afuncéo ﬁ'(p)deve entao ser obtida a partir da equacao Eq. (1.34), isto €,

_M_ Mp
(1.35) P=¥ —aRT ,

onde MM é a massa do géas contido no volume V.

Em termos da massa molar,

M
(1.36) M=%
a Eq. (1.35) pode ser escrita como

M.p
(1.37) P—RT |,

Substituindo a Eg. (1.37) na Eq. (1.26), obtém-se

.

ap M. b

(1.38) dh— RT Y

que pode ser reescrita como
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ép _
(1.39) dh— %P
em que
_ My
(1.40) @—RT

Supondo que a aceleracdo da gravidade e a temperatura ndo variam com a altitude
k., a grandeza @& é constante e a Eq. (1.39) é uma equacao diferencial de primeira
ordem que pode ser resolvida por integracdo direta. Para isso, basta rearranjar os
seus termos de modo a separar a dependéncia em Pe em F, isto é,

dp
(1.41) 7 ——adh

Designando por Py a pressédo na altura &# = 0 e por P a presséo na altura /z,

. b
f%’:_a.fdh
Py U

Efetuando as integrais indicadas, obtém-se

(1.42)

(1.43) ln(p)—ln(p[]):—a.h
ou
?
In| % |=—a.h
(1.44) n(pﬂ) ?

Tomando a inversa da funcéo logaritmo natural, isto €, tomando a exponencial da
Eq. (1.44), encontra-se

i N )
(1.45) (pﬂ) —€

Portanto, sob as hipoOteses feitas nesta Secdo*, a pressdao do ar diminui
exponencialmente com a altitude a partir do chéo, isto €,

_ —a.h
(1.46) p=pye "

* A principal limitagdo deste modelo é a hipGtese de que a temperatura permanece
constante com a altitude. De fato, a atmosfera € composta de camadas que se
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caracterizam justamente pela maneira como a temperatura varia com a altitude.
Préximo a terra, até uma altura média de aproximadamente 12 km, na camada
denominada troposfera, na auséncia do fenbmeno conhecido como inversao térmica,
a temperatura diminui de forma aproximadamente linear com a altitude, a razdo de
0,55 °C a cada cem metros. A variacdo da aceleracdo da gravidade com a altitude é
moderada para a faixa de altitudes habitadas pelo homem. A 10 km acima do nivel do
mar, a diminuicdo em & é de apenas 0,2%.

2 DINAMICA DOS FLUIDOS

Neste capitulo vamos iniciar a descricdo do movimento dos fluidos no regime de
escoamento mais simples possivel. Vamos nos restringir ao estudo de fluidos
incompressiveis em escoamento estacionario, irrotacional e n&do viscoso. Veremos
gue, mesmo sob estas hipoteses simplificadoras, é possivel chegar ao entendimento
de situacOes cotidianas de escoamento de fluidos.

As abordagens de Lagrange e Euler

Uma possivel descricao da dinadmica dos fluidos consiste em examinar o movimento
de porcdes, ou elementos, de fluido que obedecem as leis da mecéanica. Esta
abordagem, conhecida como tratamento de Lagrange, além de matematicamente
complexa, resulta em mais informacdo do que realmente se necessita em muitas
situacfes praticas. Outra descricdo, mais simples, devida a Euler, examina o que
ocorre nos diferentes pontos do espac¢o por onde o fluido se move. Nesta abordagem,
gque adotaremos neste texto, a pressdo e velocidade do fluido sdo vistas como
propriedades dos pontos do espaco. Conhecendo-as em funcdo do tempo, é possivel
determinar o movimento dos elementos de fluido em todos os pontos de escoamento.

Leitura recomendada: Parte Ill do Caderno de Fluidos, Grupo de Ensino de Fisica,
Universidade Federal de Santa Maria, Santa Maria, 2001.

Material on-line: Fluidos ideais, Grupo de Ensino de Fisica, Universidade Federal de
Santa Maria (Acesso em 28/01/2009).

2.1 Regimes de escoamento e linhas de corrente
A abordagem de Euler: campos escalares e vetoriais

Um campo escalar € definido quando se associa a cada ponto do espaco uma
grandeza escalar. Analogamente, um campo vetorial associa a cada ponto do espaco

um vetor. Assim, por exemplo, a pressao p(2,%,2.%) ¢ a velocidade Z(&:%,5.1) de

um fluido em cada ponto Jc,y,z) constituem, respectivamente, exemplos de um
campo escalar e um campo vetorial. Note que, além de serem funcbes das
coordenadas do ponto por onde o fluido escoa, estas grandezas também dependem
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do tempo, 1. Para perceber essa dependéncia, basta observar, por exemplo, a fumaca
que sai de uma chaminé. Focalizando a atencdo em um ponto fixo na borda do rolo de
fumaca, notamos que, a cada instante, a fumaca neste ponto tera uma densidade
(percebida pela tonalidade da fumaca) e velocidade de escoamento diferentes,
variando de forma irregular. E isto que caracteriza 0os escoamentos turbulentos.

Escoamento estacionario, irrotacional e ndo viscoso de fluidos incompressiveis

O problema matematico da dinamica dos fluidos € resolvido quando os campos das
pressdes e das velocidades sdo determinados. Porém, os campos P e U relacionam-
se geralmente por equacdes diferenciais nao lineares, que refletem a complexidade
do problema do escoamento dos fluidos. De fato, existem solu¢gdes formais para estas
equacdes apenas em casos especiais. Neste texto ficaremos com 0 caso mais
simples, para o qual devem se aplicar as seguintes hip6teses simplificadoras:

1. Hipdtese de fluido incompressivel. Consideramos apenas fluidos com
densidades constantes. Conforme j& vimos, materiais diferentes tém
compressibilidades diferentes. No intervalo de pressées ordinérias, a agua é
praticamente incompressivel, e o ar € altamente compressivel. Contudo,
mesmo gases podem ser considerados incompressiveis se o intervalo de
variacao de pressdo em questao for pequeno;

2. Hipétese de escoamento estacionario. Consideramos apenas aqueles casos em
que a pressao e a velocidade do fluido em cada ponto sdo independentes do
tempo. Matematicamente, esses casos sdo descritos por campos estacionarios,

ou seja, os campos das pressdes p(%,%.2) ¢ das velocidades Z(%:¥%:2) sao
independentes do tempo. Um exemplo fisicamente plausivel de escoamento
estacionéario é o da agua fluindo dentro do encanamento de uma casa. Imagine
os instantes imediatamente apds a abertura de uma torneira, a agua dentro dos
canos parte do repouso, logo a velocidade de escoamento e consequentemente
a pressdo da agua variam no tempo, e 0 escoamento é ndo estacionario.
Porém, se os canos forem suficientemente lisos (eliminado causas de
turbuléncias), apés um certo intervalo de tempo, a agua atinge um regime
estacionéario de escoamento, no qual a velocidade e pressdo, em cada ponto do
escoamento, ndo mais variam no tempo;

3. Hipotese de escoamento irrotacional. O escoamento do fluido que vamos
considerar ndo poderd ter redemoinhos. Imagine um pequeno palito de sorvete
imerso no fluido, o escoamento deve ser tal que pode arrastar o palito, mas
sem nunca girad-lo. Por analogia ao escoamento de fluidos, matematicamente
classificam-se os campos vetoriais como rotacionais ou irrotacionais, ou seja,
campos com e sem redemoinhos. Neste texto, trataremos apenas de
escoamento sem redemoinhos;

4. Hipétese de escoamento ndo viscoso. A viscosidade esta para os fluidos assim
como a forca de atrito esta para o movimento de sélidos, ou seja, € uma
interacdo que transforma energia mecéanica em outras formas de energia. Tal
qual a forca de atrito, a viscosidade é uma interacdo que atua na direcao
tangencial as camadas de fluidos que deslizam entre si. Nem sempre a
viscosidade € um fendmeno indesejavel, a alta viscosidade do Oleo € o que o
torna um eficiente lubrificante. A viscosidade é uma propriedade particular de
cada fluido, por exemplo, a dgua € menos viscosa que o 0leo. Um escoamento
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nao viscoso € uma idealizacdo do comportamento real analoga ao deslizamento
de corpos rigidos em superficies sem atrito, ou seja, € possivel encontrar
situacdes experimentais em que a perda de energia mecanica devida a
viscosidade do fluido pode ser desprezada, como, por exemplo, 0 escoamento
de dgua a baixa velocidade dentro de tubulacdes lisas e ndo muito longas.

Linhas de corrente
Um modo de visualizar os campos de velocidade dos fluidos em escoamento
estacionario € através das linhas de corrente. Estas linhas sédo tracadas de modo a

serem tangenciadas pelos vetores velocidade em cada ponto do espaco. Elas
representam as trajetérias seguidas pelos elementos de volume do fluido.

2.2 Equacéo da continuidade

Imagine um fluido incompressivel escoando em um tubo de sec¢do reta variavel,
conforme é ilustrado na Figura 2.1.

V7
-
AM : :A2
¥
+1_ ﬁxz
R
(a)
f=A4,.p4
AM Pl - -} -
Fi=A.p Ax,
- T Vs
M}
Axy
(b)

Figura 2.1. Tubo de secdo reta varidvel através do qual escoa um fluido
incompressivel.
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De acordo com o principio da conservacdo da matéria, a massa de fluido que entra
em uma extremidade do tubo deve ser igual & massa que sai. Como o fluido é
incompressivel, esta massa ocupara o mesmo volume nas duas extremidades. Este
principio, aliado ao fato do tubo ter se¢éo reta variavel, faz com que a velocidade de
escoamento do fluido varie ao longo do tubo.

Na Figura 2.1 (a), a massa Ald de fluido que entra na extremidade de secdo
transversal Al com velocidade Ul, percorre uma distancia d:ﬂl no intervalo de
tempo At Como o fluido é incompressivel, o volume que entra no tubo neste
intervalo de tempo, AV, :Al"dIl, é igual ao volume, AVyg=4y Az, , que
sai na outra extremidade, de secao reta AE, onde o fluido percorre, com velocidade
UE, uma distancia ‘dIE no mesmo intervalo de tempo. Em (b), durante o intervalo de
tempo At , permanecem constantes as pressdes P1 e P2 em cada uma das
extremidades, que se encontram, respectivamente, a alturas Y1 e y?, de modo que

também sdo constantes as respectivas forcgas, Fl e FE, sobre as massas de agua
gue se movem em cada uma das extremidades.

O volume de fluido que entra com velocidade Ul, durante o intervalo de tempo 21, na

7

extremidade de secéo transversal Al , €

(2.1) AVl — Al.ul.dt
O volume de fluido que entra com velocidade Y9 durante o intervalo de tempo A7,
na extremidade de secao transversal AZ é

(2.2) ﬂVEZAQ.’UE.ﬂ'ﬂ

Como o volume de fluido que entra no tubo deve ser igual ao volume que sai durante
um mesmo intervalo de tempo (caso contrario, ou fluido estaria sendo criado ou
destruido), a relacdo abaixo deve ser sempre satisfeita

(2.3) A_]_.’Ulz }]_2.?_.-'2
ou

av, _ av,
(2.4) At — At

As Equacgdes (2.3) e (2.4) sao formas alternativas da equagao da continuidade, que
pode ser escrita de forma ainda mais simples, como

(2.5) A.v =1 —constante ,

em que
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_ AV
(2.6) — At

é denominada vaz&o volumar, que no S.I. é medida em m?/s.

Portanto, a conservacdo de massa, que pode ser expressa em termos da
conservacgdo do volume para fluidos incompressiveis, implica a constancia da vazao
volumar desses fluidos.

Leitura recomendada: Parte Ill do Caderno de Fluidos, Grupo de Ensino de Fisica,
Universidade Federal de Santa Maria, Santa Maria, 2001.

Material on-line: Equacdo da Continuidade, Fluidos ideais, Grupo de Ensino de
Fisica, Universidade Federal de Santa Maria (Acesso em 28/01/2009).

2.3 Equacéo de Bernoulli

A equacao de Bernoulli relaciona os valores de presséao, velocidade e elevacdo de um
fluido incompressivel e ndo viscoso que esta em escoamento ndo rotacional e
permanente. Esta equacdo pode ser vista como o teorema trabalho-energia da
mecanica, porém agora reescrita em termos de quantidades usadas para estudar o
movimento de fluidos.

Consideremos novamente a Figura 2.1. Vamos concentrar nossa atencdo na massa
AM de fluido que se desloca pelo tubo da esquerda para a direita. Essa massa de
fluido estd representada pelas areas em cinza nas Figuras 2.1(a) e 2.1(b), que
mostram dois instantes sucessivos do seu movimento Sobre essa massa de fluido em
movimento, sera aplicado o teorema do trabalho-energia.

Ap6s um intervalo de tempo £, todo o fluido se desloca para a direita. A mesma
quantidade de fluido Al que é mostrada avancando para a direita na parte baixa da
Figura 2.1(a) é mostrada emergindo na parte superior da Figura 2.1(b). Note que a
regido em cinza claro permanece inalterada, para indicar que a mesma quantidade de
fluido que entrou nesta regido, na parte de baixo, saiu pelo alto.

Sejam Ple p?, respectivamente, as pressdes do fluido nas regibes de elevagdes
Y1 e ¥Y2. A parcela do fluido que constitui nosso sistema esta em contato com o
restante do fluido em movimento, tanto a sua esquerda quando a sua direita. A forca

que o fluido a esquerda exerce sobre o nosso sistema é Fl — pl'Al. Essa € uma
forca que atua no sentido do movimento do fluido e, portanto, realiza sobre ele um
trabalho positivo

) AW =p, A1 Az,
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A

em que 71 é o deslocamento do plano de aplicacédo de Fl. Ja o fluido que esta a

direita do sistema exerce uma forca FE — Pg-2 gue atua no sentido contrario ao
seu movimento e, portanto, realiza um trabalho negativo

2.8 AW g =—p,. Ay Az,

em que ‘/‘1“552 € o0 deslocamento do plano de aplicacdo de FE. Devemos ainda
considerar o trabalho realizado pelo campo gravitacional sobre o sistema. Ao final do
intervalo de tempo considerado, houve a elevacdo de uma quantidade de fluido A0

de uma altura (yi_yl), contra a acdo do campo gravitacional. Portanto, o trabalho
da forca gravitacional sobre o sistema € negativo, sendo dado por

(2.9) AW g=—-AM.g.(y4—yy)

De acordo com o teorema do trabalho-energia, o trabalho total realizado sobre um
sistema € igual a variacdo de sua energia cinética, isto é, igual a diferenca entre a
energia cinética no final e no inicio do movimento. Em ambas as situa¢cdes, a energia
cinética da parcela do fluido representada em cinza claro é a mesma. A diferenca
entre elas é que, no final, uma parcela do sistema encontra-se na parte mais alta e
mais estreita do tubo, onde A4 move-se com velocidade Y9 e, no inicio, havia uma
parcela do sistema que se encontrava na parte mais baixa e mais larga, onde A
movia-se com velocidade "1. Assim, a diferenca de energia cinética entre as duas
situac@es € igual a diferenca de energia cinética dessa parcela do sistema, de massa
AM . Portanto, a aplicacdo do teorema do trabalho-energia a esse problema resulta
em

AW |+ AW o+ AW g = s AMu—5AMv?

(2.10) .
ou

1 1
(2.11) pl.Al.d$1—pE.AZ.dEE—dMg.(yE—yl) — iﬂMu%—idﬂiu%

Uma vez que, para um fluido incompressivel o volume ocupado pela massa
AM  permanece  constante, isto &, AV1i=AVy tem-se que

Al'd‘fl:‘q?"dﬁﬁz‘dﬂff’o, em que £ é a densidade do fluido. Assim, a
Eq. (2.11) pode ser escrita como

2
p-u1

b [

1 9
(2.12) Py=Py—p-9-(¥y—Yy) =30-V4—

Finalmente, reunindo do mesmo lado da equacdo as grandezas com o0 mesmo sub-
indice, chegamos a equacao de Bernoulli,

1 1
(2.13) Py +p-9.41+30.0F = py+p.9.vy +50.U3
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Esta equacdo pode ainda ser reformulada nos seguintes termos: a pressado, a
velocidade e a elevagao ao longo do escoamento nao rotacional e permanente de um
fluido incompressivel e nao viscoso variam de tal forma que a soma

P‘|‘P-Q-y‘|‘(1z2)9-”2 permanece constante, isto é,

1
(2.14) l"H'J':"-'13"3’“—|'§J'9"""2:constante

Note que a equacdo da estatica dos fluidos, P+ £-3-¥ —constante, é um caso
particular desta equacéo, pois, em sistemas estaticos v = 0.

A analise dessa equacdo também permite concluir que em pontos de mesma
elevacédo (¥ —cte), a pressdo diminui com o aumento da velocidade, isto é, se

Y2-Y1 entso pﬁ{pl, ou seja, a pressdo é maior onde a velocidade é menor.

Este resultado € conhecido como principio de Bernoulli. Entre outras aplicacdes, é ele
gue explica a forca de sustentacdo sob as asas de um aviéao.

O video a sequir ilustra bem este principio. Mesmo para aqueles que ndo entendem
inglés, as imagens sdo bastante eloquentes.

Bernoulli Principle - Discovery Channel
http://www.youtube.com/watch?v=5YHqCkCJbWO

Leitura recomendada: Parte Ill do Caderno de Fluidos, Grupo de Ensino de Fisica,
Universidade Federal de Santa Maria, Santa Maria, 2001.

Material on-line: Equacdo de Bernoulli, Fluidos ideais, Grupo de Ensino de Fisica,
Universidade Federal de Santa Maria (Acesso em 28/01/2009).

2.4 Experimentos de medida de velocidades de escoamento

Tubo de Venturi

O dispositivo conhecido como tubo de Venturi, mostrado na Figura 2.2, é usado para
medir a velocidade de escoamento de um fluido através de uma tubulacdo. Ele usa
um tubo em U, preenchido com um liquido mais denso que o fluido que escoa, como
mandmetro para medir a diferenca entre as pressfes dentro da tubulacdo e em um
estreitamento colocado no seu curso.
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Figura 2.2 - Tubo de Venturi. Um tubo em U, preenchido com um liquido mais denso
que aquele que escoa por uma tubulacdo, é usado como manémetro para medir a
diferenca entre as pressfes dentro da tubulacdo e em um estreitamento colocado no
seu curso.

A diferenca de presséo é determinada pela diferenca de altura, 7, entre as colunas
de liquido manométrico em cada um dos bragos do tubo em U. A velocidade de
escoamento, U, € expressa em termos desta altura, das areas de secdo reta da
tubulacdo, A, e do estreitamento do tubo de Venturi, @, das densidades do liquido
que escoa pela canalizacdo, £, e do liquido manométrico, 2/, e da aceleracdo da
gravidade, ¢, pela equacéo

\/2.(,&!—,&).{&1}}.&
[ p—
(2.15) p(A1—al)

que também pode ser escrita na forma

- \/2.(pf,/p—1)._q.h

— 2

(2.16) p(Afa)—1

Portanto, para determinar a velocidade de escoamento de um fluido usando o tubo de

Venturi, basta medir a diferenca de altura do liquido manométrico % e substitui-la na
Eq. (2.16).

Obtendo a formula de Venturi

Para chegar a esta expresséo, aplicamos a equacgao de Bernoulli,

1l 9 1 9
(2.17) P1—=Py—p-9-(Yy—¥;) =3pU5 =3PV
na qual os subindices 1 e 2 sdo usados para identificar,
respectivamente, um ponto na tubulagdo e outro no estreitamento.
Uma vez que, neste arranjo, ndo existe diferenca de altura entre os

Prof. Dr. José Antonio Trindade Borges da Costa - Universidade Federal de Santa Maria



FLUIDOS, OSCILACOES E ONDAS Livro do Curso
UAB-UFSM » EAD1165 Péagina 38 de 91

dois pontos, entéao

(2.18) Y9=1¥4¥

e o termo p'g'(yi_yl) pode ser eliminado.

Como a velocidade v a ser determinada é Ul, e uma vez que a

velocidade Y2 pode ser relacionada a Y1 através da equacao da
continuidade,

(2.19) a.Uy = A.*ul

podemos escrever

(2.20) Yo

Assim, a equagao de Bernoulli para o tubo de Venturi toma a forma

1, (4 f 1 4
(2.21) Py—Py=3p\aV; —3p-
ou
9
1 Jia
(2.22) pl_?’z:ip'{(ﬁ) _1}'”2 ,
ou, ainda,

(2.23)

Isolando v na Eg. (2.23), encontra-se

(2.24) p-(A2—a?)

Para completar, basta agora relacionar a diferenca de presséao
P17 Py4 diferenca de altura 7 no tubo em U. Para isso aplicamos a

lei de Stevin, substituindo Py por Pie p?, respectivamente, em
cada um dos bragos do tubo em U e usando o fato de que a presséo
€ a mesma em profundidades iguais, isto €,

(2.25) pitpgh=pytplgh
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de que resulta
(2.26) py=py=(p/=p)-0.h)

Substituindo o resultado obtido na Eq. (2.26) na Eq. (2.24),
encontramos finalmente a Eq. (2.15).

Tubo de Pitot

O dispositivo representado em corte transversal na Figura 2.3, conhecido como tubo
de Pitot, € usado para medir a velocidade de escoamento de um géas. Este dispositivo
€ usado em aeronaves para medir a sua velocidade de deslocamento em relacdo ao
ar.

jmy &

..-"""/
\

|

|
T_
A
1

p=y

Figura 2.3 - Tubo de Pitot, representado em corte transversal. O gas em movimento
penetra pelo orificio frontal (a esquerda na figura) e pressiona o liquido manométrico
no braco direito do tubo em U. Os orificios na lateral do tubo externo transmitem
apenas a pressao estatica do liquido em movimento para o outro braco do tubo em U.
A diferenca entre a pressdo total, exercida sobre o ponto &, e a pressdo estatica,
exercida sobre o ponto @, é a chamada pressao dindmica, a qual € proporcional a
velocidade do gas.

A velocidade do gas é obtida medindo-se a diferenca de altura % do liquido
manomeétrico no tubo em U e substituindo-a na férmula

2.p0.9.h
(2.27) v— [ ,

em que 2 e £! sdo, respectivamente, as densidades do gas e do liquido manométrico
e 9 a aceleracdo da gravidade.
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Obtendo a formula de Pitot

De acordo com a equacéao de Bernoulli,
L 1
(2.28) pﬂ+p'g'yﬂ+§p'”§:Pb‘FP-Q-yb—I—Ep.UE

Como a diferenca de altura entre os pontos @ e b é muito pequena, e
a velocidade do gas em b é nula, podemos reescrever a Eq. (2.28)
como

1 o
(2.29) P tapvi=py

em que Y — Yz é a velocidade do gés.

Portanto,
1l 2. _
(2.30) pPUT =Py TR,

Expressando a diferengca de presséo Py=Py em termos da
diferenca de altura do liquido manométrico nos ramos do tubo em U,

(2.31) Py—P,=plgh
encontramos
1

Isolando v na Eg. (2.32), encontramos finalmente a Eq. (2.27).

Atividades Experimentais 11 e 12, Parte Ill do Caderno de Fluidos, Grupo de Ensino
de Fisica, Universidade Federal de Santa Maria, Santa Maria, 2001.

Material on-line: Equacdo de Bernoulli, Fluidos ideais, Grupo de Ensino de Fisica,
Universidade Federal de Santa Maria (Acesso em 28/01/2009).

2.5 Campos de escoamento

Ver Secdao 2.1.
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3 FLUIDOS REAIS

Nosso estudo dos fluidos reais tera como roteiro a Parte | do Caderno de Fluidos, do
Grupo de Ensino de Fisica da UFSM. A sequéncia em que o conteudo é apresentado
naquela referéncia é diferente da ordem usada na lista de topicos do programa da
disciplina. Para facilitar o entendimento, sugerimos que a leitura do texto seja feita na
ordem em que é apresentado no caderno didatico. No presente Livro Roteiro, apenas
indicaremos, em cada Secdo, onde o respectivo conteido pode ser encontrado no
caderno didatico.

Material on-line: Fluidos Reais, Grupo de Ensino de Fisica, Universidade Federal de
Santa Maria (Acesso em 28/01/2009).

3.1 Capilaridade

Secao 1ll.12, Parte | do Caderno de Fluidos, Grupo de Ensino de Fisica, Universidade
Federal de Santa Maria, Santa Maria, 2001.

3.2 Experimentos de capilaridade

Atividade Experimental 11, Parte | do Caderno de Fluidos, Grupo de Ensino de Fisica,
Universidade Federal de Santa Maria, Santa Maria, 2001.

3.3 Tensao superficial

Secdes 1.6 a lll.11, Parte | do Caderno de Fluidos, Grupo de Ensino de Fisica,
Universidade Federal de Santa Maria, Santa Maria, 2001.

Material on-line: Tensdo Superficial, Tensoativos, Gotas de Liquido, Fluidos Reais,
Grupo de Ensino de Fisica, Universidade Federal de Santa Maria (Acesso em
28/01/2009).

3.4 Experimentos de tenséao superficial

Atividades Experimentais 4 a 10, Parte | do Caderno de Fluidos, Grupo de Ensino de
Fisica, Universidade Federal de Santa Maria, Santa Maria, 2001.
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Material on-line: Atividade de Tenséo Superficial, Fluidos Reais, Grupo de Ensino de
Fisica, Universidade Federal de Santa Maria (Acesso em 28/01/2009).

3.5 Viscosidade

Secbes 1l1.2 a lll.5, Parte | do Caderno de Fluidos, Grupo de Ensino de Fisica,
Universidade Federal de Santa Maria, Santa Maria, 2001.

Material on-line: Viscosidade nos Liquidos, Fluidos Reais, Grupo de Ensino de
Fisica, Universidade Federal de Santa Maria (Acesso em 28/01/2009).

3.6 Experimentos de viscosidade

Atividades Experimentais 1 a 3, Parte | do Caderno de Fluidos, Grupo de Ensino de
Fisica, Universidade Federal de Santa Maria, Santa Maria, 2001.

Material on-line: Determinagédo da Viscosidade, Fluidos Reais, Grupo de Ensino de
Fisica, Universidade Federal de Santa Maria (Acesso em 28/01/2009).

4 OSCILACOES

Neste Capitulo vamos estudar inicialmente as oscilagcdes produzidas em sistemas
mecanicos por uma forga restauradora linear. Veremos que o movimento resultante
pode ser descrito por funcbes periddicas simples, a saber, seno e cosseno, sendo
conhecido como movimento harménico simples. Em algumas situa¢cées, como no caso
de um péndulo, embora a forca restauradora ndo varie linearmente com o
deslocamento a partir da posicado de equilibrio, 0 movimento harménico simples segue
sendo uma boa aproximacdo do movimento observado quando o deslocamento é
pequeno. Vamos também explorar as relacées entre 0 movimento harmdnico simples
e 0 movimento circular uniforme. Em seguida, veremos que, na auséncia de forcas
dissipativas, como o atrito, a energia total do sistema que oscila é conservada.
Entretanto, quando estas forcas estdo presentes, o movimento é amortecido, isto €,
tem a sua amplitude gradativamente reduzida até que cesse completamente.
Finalmente, veremos como este tipo de sistema se comporta quando um agente
externo exerce uma forga peridédica e o que significa a condigdo de ressonancia.

Leitura recomendada: Capitulo Il do Caderno de Oscilacdes e Ondas, Grupo de
Ensino de Fisica, Universidade Federal de Santa Maria, Santa Maria, 2001.

Material on-line: Movimento Harmdnico Simples, Grupo de Ensino de Fisica,
Universidade Federal de Santa Maria (Acesso em 28/01/2009).
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4.1 Oscilagbes

Oscilacdes sdo fenbmenos em que pelo menos uma grandeza de um sistema varia
periodicamente com o tempo. Sado exemplos de oscilagbes os movimentos de um
péndulo, de um corpo preso a uma mola e inidmeros outros tipos de vibracdes
mecéanicas, onde a grandeza que oscila é uma coordenada espacial. Também em
outros sistemas dinamicos de naturezas diversas, sejam quimicos, bioldgicos,
ecologicos sejam econbmicos, podem ocorrer variagbes periédicas de alguma
grandeza que os caracterize, como, por exemplo, a concentracdo de uma substancia
ou a populacdo de uma espécie. Neste curso vamos nos restringir as oscilacfes
mecanicas, regidas pela segunda lei de Newton, em sistemas submetidos a uma forca
restauradora linear.

Leitura recomendada: Introducdo do Capitulo Il do Caderno de Oscilacdes e Ondas,
Grupo de Ensino de Fisica, Universidade Federal de Santa Maria, Santa Maria, 2001.

Material on-line: Movimento Harménico Simples - Introducdo, Grupo de Ensino de
Fisica, Universidade Federal de Santa Maria (Acesso em 28/01/2009).

4.2 Movimento harmaonico simples

O movimento harménico simples é, muitas vezes, definido a partir da sua cinematica,
como 0 movimento que pode ser descrito por uma fungcdo seno ou cosseno, como € 0
caso da projecao ortogonal do movimento circular uniforme (MCU) sobre uma reta
qualquer. Esta é a abordagem adotada no Caderno de Oscilacbes e Ondas (GEF-
UFSM). Outras vezes é definido a partir da sua dinamica, como o0 movimento de um
sistema que obedece a segunda lei de Newton e esta sujeito a uma forca
restauradora que obedece a lei de Hooke, isto é, que varia linearmente com o
deslocamento a partir da posicado de equilibrio. A combinacédo destas duas leis conduz
a uma equacado diferencial homogénea de segunda ordem, cuja solucdo pode ser
tanto a funcdo seno como a funcdo cosseno (ver, por exemplo, o verbete Movimento
harménico simples na Wikipedia). Esta € a abordagem que ser& seguida aqui.

4.2.1 Dinamica

Como modelo de oscilador, consideremos o sistema constituido por um corpo que
repousa sobre uma superficie plana horizontal, sem atrito, e que esta preso por uma
mola, de massa desprezivel, a uma parede com massa infinitamente maior que a sua.
A essa parede, fixamos nosso sistema de referéncia, cuja origem esta na posicédo do
centro de massa do corpo em repouso, conforme € ilustrado na Figura 4.1.

Prof. Dr. José Antonio Trindade Borges da Costa - Universidade Federal de Santa Maria


http://www.ufsm.br/gef/CadOndas.htm
http://www.ufsm.br/gef/Mhs01.htm
http://www.ufsm.br/gef/CadOndas.htm
http://www.ufsm.br/gef/
http://www.ufsm.br/gef/
http://pt.wikipedia.org/wiki/Movimento_harmônico_simples
http://pt.wikipedia.org/wiki/Movimento_harmônico_simples
http://pt.wikipedia.org/

FLUIDOS, OSCILACOES E ONDAS Livro do Curso
UAB-UFSM » EAD1165 Péagina 44 de 91

g

praarnfe]m

—

xr

Figura 4.1 - Sistema corpo-mola.

Nesta posicdo, as uUnicas forcas que atuam sobre o corpo sdo 0 seu peso, cujo
médulo é 4 e a forca normal da superficie, cujo médulo é /¥ . Como o corpo se
encontra em repouso, a forga resultante sobre ele é nula, de modo que N=mg
O diagrama de forcas correspondente a esta situacao é mostrado na Figura 4.2.

xr

my
Figura 4.2 - Diagrama de forcas do sistema corpo-mola na posicdo de equilibrio.

Sempre que tentamos esticar ou comprimir uma mola, sentimos uma forca atuando no
sentido contrario, que se opde a deformacédo que tentamos lhe imprimir, isto &, ao ser
esticada, a mola tende a comprimir-se e, ao ser comprimida, tende a esticar-se. A
este tipo de forca, que age sempre no sentido oposto ao deslocamento realizado por
um agente externo, damos o nome de for¢a restauradora. Na Figura 4.3, mostramos o
diagrama de forcas do sistema corpo-mola quando o corpo ocupa uma posicdo & a
esquerda da posicdo de equilibrio inicial, fazendo com que a mola sofra uma
compressdo com esta mesma medida. Para manter 0 corpo em repouso nesta

posicdo, o agente externo deve exercer uma forgca cujo mdédulo F& deve ser igual ao
médulo &' da forca exercida pela mola no sentido oposto.

xr

Figura 4.3 - Diagrama de forgcas do sistema corpo-mola mantido em repouso por um
agente externo com elongacdo x a esquerda da posicdo de equilibrio (mola
comprimida).

Na Figura 4.4, € mostrado o diagrama de forgas correspondente a situagdo em que a

mola € esticada até que o corpo ocupe uma posicdo & a direita da posicdo de
equilibrio inicial.
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Figura 4.4 - Diagrama de forgcas do sistema corpo-mola mantido em repouso por um
agente externo com elongacdo z a direita da posicdo de equilibrio inicial (mola
esticada).

A distancia & que vai da origem do sistema de coordenadas (posi¢cdo de equilibrio do
corpo na auséncia do agente externo) até a posicdo momentanea do corpo é
chamada de elongacédo. Orientando o0 eixo de coordenadas para a direita,
convencionam-se como positivas as elongacdes de estiramento e como negativas as
elongacdes de compressao da mola.

O modulo da forca restauradora de uma mola é nulo quando a elongacédo é nula e
aumenta com o aumento da elongacdo. A direcdo desta forca é a mesma do vetor
deslocamento desde a origem, mas o seu sentido é oposto, isto €, para elongacdes
negativas, a forca restauradora aponta no sentido positivo do eixo de coordenadas e,
para elongacdes positivas, aponta no sentido negativo.

Se o0 modulo da forga restauradora aumenta linearmente com a elongacéo, entdo o
seu valor algébrico pode ser expresso por

(4.1) F=—kx |

onde & é uma constante positiva conhecida como constante elastica. A Equacéo 4.1
€ conhecida como Lei de Hooke (Robert Hooke, 1635-1703). Embora esta lei seja
poucas vezes estritamente valida, ela € uma boa aproximacdo para muitas situacdes
de interesse, como é o caso de molas submetidas a pequenas elongacdes ou
péndulos que sofrem pequenos deslocamentos angulares. Para aprofundar o estudo
da Lei de Hooke, veja o roteiro de um estudo experimental e realize um experimento
virtual.

Suponhamos agora que 0 corpo na posicdo representada na Figura 4.4 é liberado

pelo agente externo. Desaparecendo £ e, a forca I exercida pela mola torna-se a
forca resultante sobre o corpo, conforme é ilustrado na Figura 4.5.

mg

Figura 4.5 - Diagrama de forcas do sistema corpo-mola apés a liberacdo do corpo
pelo agente externo.
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Havendo uma forca resultante, o corpo € acelerado na mesma direcdo e mesmo
sentido, neste caso, para a esquerda. A medida que o corpo se aproxima da origem,
esta forca diminui até anular-se (ver Figura 4.2). Durante o percurso, sua velocidade
aumenta continuamente de modo que, ao chegar neste ponto, tende a permanecer
em movimento por inércia. Assim, 0 corpo segue em movimento, comprimindo a mola,
que exerce uma forca crescente para a direita, a qual desacelera o corpo até a sua
parada completa. O diagrama de forcas, que agem neste momento, é representado na
Figura 4.6.

I

mg

Figura 4.6 - Diagrama de forcas do sistema corpo-mola apo6s a liberacdo do corpo
pelo agente externo.

Na situacéo representada na Figura 4.6, h4 uma forca resultante para a direita que
acelera o corpo de volta na direcdo da origem. Depois de ser empurrado pela mola
até a posicdo de equilibrio, o corpo prosseguira o seu movimento para a direita, por
inércia, esticando a mola que passara a exercer uma forca para a esquerda até que o
corpo pare novamente na posicdo em que iniciou o movimento. Uma vez que as
condicdes iniciais se repetem, todo o movimento se repete. Veja uma animacao deste
movimento com a representacdo vetorial da forca resultante (Observe que a origem
do sistema de coordenadas foi colocada na face esquerda do corpo quando este se

encontra na posicdo de equilibrio. A traducdo do texto é: "Mostramos a forca 1_%
exercida em uma massa por uma mola.").

4.2.2 Cinemética

A dinamica de corpo rigido sobre cujo centro de massa age uma forca resultante 1_?) e
descrita pela segunda Lei de Newton,

(4.2) ﬁ —md
em que F' é o valor algébrico da forca, 72 é a massa do corpo, e @ a sua aceleracao.

Sendo aceleragao definida como a taxa de variagao da velocidade com o tempo,

47
(4.3) d=y |

e sendo a velocidade, por sua vez, definida como a taxa de variagdo da posigcdo com
0 tempo,

!
I
vy

(4.4)
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resulta, por substituicdo da Eq. (4.4) na Eq. (4.3), que a aceleracdo pode ser escrita
como

(4.5) dt?

7

Substituindo as Eqgs. (4.3) e (4.5) na Eg. (4.2), a segunda lei de Newton é escrita
como

F=m@=mil
(4.6) — Tt T g4

Na forma da Eg. (4.6), a segunda lei de Newton pode ser usada para deduzir a

cinematica do movimento que resulta da acdo da forca l? O caso mais simples é
aquele em que ndo héa forca atuando sobre o corpo, isto é, quando & = 0. Neste
caso, de acordo com a Eq. (4.6),

m@ =0
(4.7) dt —
Como a massa do corpo nao pode ser nula, entao

i3
(4.8) it =0

7

isto é, velocidade ndo varia com o tempo (taxa de variacdo da velocidade nula).
Assim, conclui-se que, quando ndo hé forca atuando sobre o corpo, a sua velocidade
€ constante, isto é, se ele estiver em repouso (velocidade nula), permanecera em
repouso, e, se estiver em movimento, permanecerd em movimento sempre com a
mesma velocidade, isto €, em movimento retilineo uniforme. Este resultado est4,
portanto, de acordo com a primeira lei de Newton.

Outro caso simples é aquele em que a forga

ﬁ:FT

é constante, isto &, quando o seu valor algébrico ' e sua direcdo, indicada pelo vetor
unitario @', nao variam.

Neste caso, de acordo com a Eqg. (4.6),

=k
3l

3

d
(4.9) T —d=m7 ’

isto é, a velocidade varia a uma taxa constante ao longo de uma diregcdo fixa.
Portanto, quando a forca é constante, o corpo se move com aceleragcdo constante,
isto €, em movimento retilineo uniformemente variavel.
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Nosso interesse aqui € no caso em que a forca varia linearmente com o
deslocamento, que é descrito pela lei de Hooke, Eq. (4.1). Qual a cinemética do
movimento produzido por esta for¢a?

Para descrever o movimento em uma direcéao fixa (ao longo de uma reta), podemos
omitir a direcdo na Eq. (4.6), reescrevendo-a como

_ o dv__d’z
F_mdﬁ_m

(4.10) dt?

Substituindo £ pela sua expressédo em funcéo de % (Eq.(4.1)), resulta

—kx = m"ig—ﬁ
(4.11) — e
que, rearranjada, pode ser escrita como
Bz, _
(4.12) M g1 Tk =0

que é as vezes escrita de forma abreviada como

(4.13) mid+kr=20
ou

s K
(4.14) I+mr=0

(ver, por exemplo, o verbete Movimento harménico simples na Wikipedia).

Portanto, a fungdo +* = :‘5“), gue descreve o movimento realizado por um corpo que
esta sujeito a uma forca restauradora que segue a lei de Hooke, deve satisfazer a
Eq. (4.12) (ou (4.14)). Por envolver a segunda derivada de x, ela é chamada de
equacao diferencial de segunda ordem. Podemos verificar, por substituicdo direta*,
que a solucao procurada €

(4.15) z(t) = Acoswt

em que A ¢ constante, de valor positivo, e

(4.16) w:@ .

Além de satisfazer a Eq. (4.12) (ou (4.14)), a fungéo definida pela Eq. (4.15) satisfaz
também a condicdo de que, no inicio do movimento, em T =0, quando a mola é
liberada, a elongacédo x tem o seu maior valor positivo, isto é,

(4.17) z(t=0)=4
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que é chamado de amplitude do movimento.

O movimento que é descrito pela Eq. (4.15) é chamado de movimento harménico
simples (MHS). A constante «w é chamada de frequéncia angular, com base na
relagcdo existente entre o MHS e o movimento circular uniforme (MCU, item 4.5 do
programa da disciplina), que esta bem descrita no Capitulo Il do Caderno de
Oscilacdes e Ondas (GEF-UEFSM). O MHS é um movimento periédico, isto é, que se
repete identicamente em intervalos de tempo sempre iguais, cuja duracdo €
denominada periodo, representado pelo simbolo 7.
Além disso é simétrico em relacéo a posicédo de equilibrio e limitado ao intervalo —A

e +4. Na Figura 4.7 sdo mostrados os estados em que se encontra o sistema corpo-
mola em instantes sucessivos separados por intervalos de tempo iguais a TKS.

T
I
ey

I

T
1
13|y

x

=T |lrasa A 4_._]-.3

Figura 4.7 — Estados do sistema corpo-mola em instantes sucessivos separados por
intervalos de tempo iguais a TXS.

Conforme ¢ ilustrado na Figura 4.8, girando a Figura 4.7 por 90° para a esquerda,
consegue-se visualizar imediatamente a fungcao cosseno descrita na Eq. (4.15). Nos
graficos, a elongacao é representada, respectivamente, em funcdo do tempo i e do
angulo de fase, Wt . Um significado pode ser atribuido a este angulo com base na
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relacdo existente entre o MHS e o MCU (item 4.5 do programa da disciplina). Uma
interpretac@o direta do seu valor estd relacionada ao caréater periodico do MHS: o
argumento da funcdo cosseno informa o estagio ou fase em que este movimento
periédico se encontra.

+4-
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t=0 I:E I:f I:T t=T
X
+A : : : : —
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1, o4 h
-A - —/‘/ i i i
X
+d : : : : —
0 H— / ;
m 1 3‘_;’?'-! 1 2—:’?' g
e S
-A ¢ J".’/ : : :

Figura 4.8 — Estados do sistema corpo-mola em instantes sucessivos, separados por

intervalos de tempo iguais a TXS. Graficos correspondentes a elongacdo versus
tempo e elongacéao versus angulo de fase.

Uma vez que,
(4.18) cos(§+4n2m) =cos(d)  n=0,41,4£2,43, ..

todos os instantes em que os valores de § = w1 diferem por um mdltiplo inteiro de
27 correspondem ao mesmo estagio do MHS (a funcdo cosseno se repete a cada
volta completa no circulo trigonométrico).

Comparando os graficos da Figura (4.8), conclui-se que, quando 1 = 1', o valor de
wt é 2,

(4.19) wil =27
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isto €, quando transcorre um periodo, o angulo de fase sofre uma variacao
correspondente a uma volta completa no circulo trigonométrico. Esta relacdo entre
periodo e frequéncia angular também pode ser obtida exigindo que a funcdo cosseno
se repita sempre que o tempo aumentar por um periodo, isto é,

(4.20) cos[w(t+7 )] =cos[wt]

que, de acordo com a Eq. (4.18), implica

(4.21) cos[wi+twT | =cos[wi+27]

Portanto, o termo wd' que é adicionado ao argumento da funcéo cosseno, ao final de
um periodo, deve ser igual a 27 .

Se o periodo I’ é definido como o tempo transcorrido para que todo o movimento

periodico se repita identicamente, o seu reciproco, 1KT, gue é o numero de vezes
que este movimento se repete por unidade de tempo, € chamado de frequéncia.
De acordo com as Eqgs. (4.19) e (4.16),

1 ) k

(4.22) f=r= = Vm

A velocidade e a aceleracdo durante o MHS podem ser obtidas da Eq. (4.15) por
simples derivacao, isto €,

(4.23) U:d—f;:—}lwsinwt
© 2
dv  d*r
(4.24) 0= gt = gs2 — —Aw?coswt

*Substituindo a funcao 'I(t), dada pela Eq. (4.15), e a sua derivada segunda, dada
pela Eqg. (4.24), na Eq. (4.12), resulta

—mAwlcoswi+tkAcoswt =0

Uma vez que esta equacao deve ser satisfeita em qualquer instante de tempo, entéo,
para que

(—m}lwz—kk}l)cnswt =0

devemos ter

—mAwi+kA—=0

Isolando &/ nesta ultima equagéo, encontra-se a expressédo dada pela Eq. (4.16).
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4.2.3 Condicdes iniciais

Na Secédo 4.2.2, o movimento iniciou-se a partir da situacéo ilustrada na Figura 4.5,
em que, depois de deslocado até a posicido = = A e ai mantido em repouso por um
agente externo, o corpo € liberado no instante em que se inicia a medida do tempo,
1 = 0. Essa condicao inicial é representada pelas equacdes

(4.25) $(t:ﬂ):+ﬂ e ’U(?ﬁ:ﬂ):ﬂ

as quais sao satisfeitas respectivamente pelas Egs. (4.15) e (4.23), uma vez que, em
T =0temoscos0=1esin0=0.

Entretanto, o corpo pode ser colocado em movimento de diversas formas. Pode-se,

por exemplo, empurrar o corpo até © = —A e entfo libera-lo. Essa condi¢ao inicial é
representada pelas equacdes
(4.26) L‘"(i:ﬂ):—}l e ’U(t:ﬂ):ﬂ

Para satisfazer essas condicfes, a funcéao ‘T(t) deve ter a forma

(4.27) z(t) = —Acosw?
Neste caso,

_dr_
(4.28) V=" = WSING'T

Podemos também comecar o movimento a partir da posicado de equilibrio, dando um
impulso ao corpo. Se o impulso é para a direita, entdo o corpo adquire uma
velocidade Y0 no instante t = 0. Essa condicdo é representada pelas equacdes

em que Y0 ¢ o modulo da velocidade inicial. Para satisfazer essas condigdes, a
funcéo Z() deve ter a forma

(4.30) (1) = Asinwt

e, neste caso,

(4.31) U:"%:choswt

Calculando ”(t — U) de acordo com a Eq. (4.31), encontramos
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Comparando este resultado com a condicao inicial expressa nas Egs. (4.29), resulta

(4.33) Aw=uy

Assim, nesse caso, a amplitude do movimento sera
Yp
(4.34) A=y

Como ultimo exemplo de condig&o inicial do movimento, vamos considerar o caso em
que o impulso inicial € dado para a esquerda, isto €,

(4.35) z(t=0)=0 o v(z=0)=-v

Para satisfazer essas condic¢des, a funcéo 55“) deve ter a forma

(4.36) z(t) = —Asinw?

de modo que

(4.37) U:%:—choswt

Também nesse caso, a amplitude do movimento é dada pela Eq. (4.34).

Todas as solucdes da Eq. (4.12), aqui apresentadas, a saber, Eqs. (4.15), (4.27),
(4.30) e (4.36), podem ser escritas na forma

(4.38) z(t) = Acos(wt+43) ’
em que ¢ é uma constante conhecida como fase inicial ou deslocamento de fase (ver
Secéao 1.2 do Caderno de Oscilagcbes e Ondas (GEF-UFSM)). De fato, escolhendo
4 =0 obtém-se a solucdo dada pela Eq.(4.15), escolhendo § — 7 obtém-se a

solucdo dada pela Eq.(4.27), escolhendo &= _'*'Tf@ obtém-se a solucdo dada pela
Eq.(4.34) e escolhendo ¢ =7 2 obtém-se a solucdo dada pela Eqg.(4.36), uma vez
que

cos(d+m)=—cos(4)

(4.39) cos(d—m/2) =sin(4)

cos(8+m/2) = —sin(4)
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4.3 Experimentos com péndulo e sistema corpo-mola

Péndulo simples

Uma descricdo simplificada do péndulo simples pode ser encontrada na Secéao 1.4 do
Caderno didatico de Oscilagbes e Ondas ou no sitio do Grupo de Ensino de Fisica.
E importante a discussdo sobre o significado da aproximacdo de
pequenas amplitudes.

O experimento sugerido no material recomendado € a determinacdo da
aceleracao gravitacional usando o péndulo simples.

Sistema corpo-mola

Uma descricao simplificada do sistema corpo-mola pode ser encontrada na Secéao I1.5
do Caderno didatico de Oscilacdes e Ondas ou no sitio do Grupo de Ensino de Fisica.

As atividades experimentais sugeridas no material recomendado envolvem a
determinacdo da constante elastica de uma mola.

Uma animacao deste sistema, com o comportamento das grandezas posicao,
velocidade e aceleracdo pode ser vista no video abaixo.

N !
g,
©2007 Yve's Pelletier (http:hWeb.ncX%&M)
b @ 0:00/0:00 «fi| =0 E9

Leitura recomendada: Secdes 1.4 e I1.5 do Caderno de OscilacGes e Ondas, Grupo
de Ensino de Fisica, Universidade Federal de Santa Maria, Santa Maria, 2001.

Material on-line: Péndulo Simples, Pequenas Amplitudes, Aceleracdo Gravitacional,
Sistema_Corpo-Mola, Grupo de Ensino de Fisica, Universidade Federal de Santa
Maria (Acesso em 28/01/2009).
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4.4 Consideracdes de energia no movimento harménico simples

Estude a Secdao 1.6 do Caderno de Oscilacdes e Ondas, Grupo de Ensino de Fisica,
Universidade Federal de Santa Maria, Santa Maria, 2001.

Como leitura complementar, sugerimos a revisdo dos conceitos de trabalho,
energia cinética, energia potencial , energia potencial de uma mola e conservacao de
energia mecanica que podem ser encontrados no sitio do Grupo de Ensino de Fisica.

Valores médios das energias potencial e cinética

O valor médio de uma funcéao f(:‘c) entre x—=a e x=b é definido como
a1 pb
f(sc):mfaf(;c).dsc

De acordo com esta definicdo, a area A sob a funcéo f(‘f) entre @& e b pode ser
calculada como

A=’ f(z).dz=(b-a).f(z)

Esta equacéo revela o significado geométrico do valor médio. Observe a figura

abaixo. A area A, em cinza claro, é igual & area do retangulo de lados b—a e f(I)

, @y @y f)

//_\\/ J()—+-- \/ fO)—+--

D_
=¥
=]
o
2
o

O valor médio f(‘f) é a "altura" do retangulo cuja area entre ae b é igual & area sob
a funcéo f(‘f) neste mesmo intervalo. A area adicionada abaixo de f(‘f) é igual a

area excluida acima de f(i)

Aplicando a definicdo de média, podemos calcular o valor médio da energia potencial
de um oscilador harmdnico simples

U:%kﬁ?:%k.}lz.cosj(mﬂ
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Ha duas formas de calcular a média desta funcado, seja considerando dependéncia de
U7 com a variavel = seja considerando a sua dependéncia com a variavel 1. Como
exemplo, vamos calcular aqui a média de I/ no intervalo de tempo correspondente a
um periodo, I', e deixamos o célculo da média sobre as posi¢ées correspondentes
como tarefa para os alunos.

No intervalo de tempo [U_T], o valor médio de U(t) é obtido calculando

U(t)= %fg%k.AE.COSE (w.t).dt:%%k.;ﬂlzfgcosi(w.t).dt

T
IU cos?(w.t).d?

Para calcular a integral , usamos a variavel

—w.1
e observamos que WZ?WXT, de modo que

db—w.dt=%F d dt=2d8

e, reciprocamente,

Assim, podemos escrever
T T piw
ID cosz(w.t).dt_%fm cos?(8).d4
A interpretacdo geométrica da média dada acima pode ser usada para obter

. . 2 . e
facilmente o valor da integral sobre €03 (9) Para isto, basta observar o grafico desta
funcdo entre #=0 e /=27, mostrado abaixo.

cosz(e)
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’ ~ 2 - . 4 A
A &rea sob a funcéo €953 (9) entre 0 e 27 é igual a area sob o retangulo de altura 0,5
neste mesmo intervalo. Calculando a area deste retangulo, obtém-se facilmente

fgﬁcosg(ﬁ).d.ﬂ:m?xﬂﬁ:ﬂ

Portanto,

T _r T
ID cosi(w.t).di=5-m—%
e, finalmente,
U(t)=#sk. A2 L=}k 42

Portanto, o valor médio da energia potencial elastica ao longo de um periodo € igual a
metade da energia total, F', isto €,

U(0)=H(tk.4%)=15

Este resultado, aparentemente trivial, ndo é obtido quando a média é calculada sobre
a variavel posicao. Faca a tarefa proposta e tente explicar por que o valor médio da
energia potencial &

U(z)=tk.A2=LE

guando a média é calculada sobre as posicdes.

Links: Valores médios de funcoes, Seara da Ciéncia, Universidade Federal do Ceara
(Acesso em 01/04/20009).

4.5 Movimento harmonico simples e movimento circular uniforme

Estude o Capitulo Il, Secdes 1l.1 e I1.2 do Caderno de Oscilacdes e Ondas, Grupo de
Ensino de Fisica.

As animacdes abaixo ilustram a relacdo entre o movimento harmdnico simples e o
movimento circular uniforme.
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Re: Sine & Cosine as Projections of Uniform Cir...
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Visite também o sitio do Grupo de Ensino de Fisica e veja outra animacdo, simples,
igualmente ilustrativa.

Leitura recomendada: Capitulo Il, Secbes Il.1 e 1.2 do Caderno de Oscilactes e
Ondas, Grupo de Ensino de Fisica, Universidade Federal de Santa Maria, Santa
Maria, 2001.

Material on-line: MHS como Projecdo _do MCU, Grupo de Ensino de Fisica,
Universidade Federal de Santa Maria (Acesso em 28/01/2009).
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4.6 Superposicao de movimentos harmdénicos

Vimos, na sec¢do anterior, que o movimento harménico simples € o movimento
executado pelas coordenadas cartesianas de um corpo que se move em movimento
circular uniforme. Estes movimentos encontram-se defasados, com uma diferenca de

fase de ?TKQ. Inversamente, o0 movimento circular uniforme pode ser entendido como
a superposicdo de dois movimentos harmonicos simples em dire¢cdes ortogonais, do
mesmo modo que o movimento de um projétil, em um campo gravitacional uniforme,
resulta da superposicdo de um movimento uniforme na horizontal e um movimento
uniformemente variado na vertical.

A pergunta aqui €: o que acontece quando variam as amplitudes, frequéncias e
deslocamentos de fase dos dois movimentos harménicos?

A melhor maneira de responder a esta pergunta é tracar as trajetorias do corpo
no  plano  ¥—Y¥  calculando  posicdes z()=Agsin(wa.i4+0,) o
y(t):Ay51n(wy.t+5y) para instantes sucessivos. Os graficos a seguir foram
obtidos usando diferentes combinacdes dos parametros A,:r:, Ay , W, wy’ 5;1: e 5?.

2*sin(t) versus sin(t)
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sin(t)

Figura 4.9 - Superposicdo de movimentos harménicos em dire¢cdes perpendiculares,
z(t)=sin(t) y(t)=2.sin(t)
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2*sin(t+pifd) versus sin(t)

2*sinft+piid)

sin{t)

Figura 4.10 - Superposicao de movimentos harmonicos em dire¢cdes perpendiculares,
$?¢):5i11(¢) y(t)=2.sin(t4n/4)

2*sin(2"t+pild) versus sin(t)

Z*sin(Z*t+pil4)

sin(t)

Figura 4.11 - Superposicdo de movimentos harmonicos em dire¢ées perpendiculares,
$?¢):5i11(¢) y(t)=2.sin(2.14n /4)
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Na Figura 4.9, os movimentos tém a mesma frequéncia e estdo em fase. A amplitude
do movimento na vertical € o dobro da amplitude do movimento na horizontal. Na
Figura 1.10, os movimentos tém a mesma frequéncia e uma diferenca de fase de

'-’TKM. A amplitude do movimento na vertical € o dobro da amplitude do movimento na

horizontal. Na Figura 4.11, os movimentos apresentam uma diferenca de fase de '*‘TH.
A frequéncia e a amplitude do movimento na vertical sdo o dobro da frequéncia e
amplitude do movimento na horizontal.

E um bom exercicio usar um programa do tipo planilha de calculo para reproduzir
estes resultados e explorar novas possibilidades.

4.7 OscilacOes de dois corpos

No modelo de oscilador adotado na Sec¢ao 4.2, um corpo de massa finita movia-se,
livre de atrito, preso por uma mola de massa desprezivel a uma parede com massa
infinitamente maior que a sua, a qual fixamos nosso sistema de referéncia. Naquele
caso precisdvamos considerar o0 movimento de apenas um corpo em torno da sua
posicdo de equilibrio. Poderiamos inclusive abstrair a existéncia da parede e da mola,
imaginando que o corpo é atraido por um "centro de for¢ca" localizado na origem do
sistema de coordenadas.

Nesta Secdo, vamos tratar do movimento de dois corpos de massas comparaveis
entre os quais atua uma forca restauradora que tende a leva-los de volta as suas
posicdes relativas de equilibrio. Este é o caso, por exemplo, dos nucleos atdmicos de
uma molécula diatémica, tal como H;, O, ou CO. Como o0s nlcleos sao positivamente
carregados, ha uma forca de repulsdo entre eles. Entretanto, os elétrons
compartilhados entre atomos, que formam a ligacdo quimica, sdo encontrados com
maior probabilidade na regido entre os dois nudcleos, produzindo uma forca atrativa
gue anula a forca repulsiva. A situacdo de equilibrio assim gerada € estavel, isto €, se
0s nucleos atbmicos se afastam ou se aproximam, uma forca resultante aparece no
sentido de leva-los de volta a condicdo de equilibrio. Esta forca tem origem na
redistribuicdo de cargas que ocorre com a mudanca nas posi¢cées dos nucleos. Assim,
ainda que a molécula seja perturbada por colisbes com outras moléculas, 0s seus
atomos permanecerao ligados, a menos que a energia transferida seja suficiente para
romper a ligacao.

A Figura (4.12) representa esquematicamente uma molécula diatbmica e o seu
respectivo modelo mecanico. A variavel ¥ mede o afastamento dos nucleos atbmicos
em relacdo a sua separacdo de equilibrio. Sendo de origem elétrica as forcas que
atuam sobre estes ndcleos, ndo ha uma "mola” mantendo-os unidos, como no modelo
mecanico simples que construimos para estudar este tipo de situacdo. Neste modelo,
dois corpos de massas diferentes, que repousam sobre uma superficie plana
horizontal sem atrito, sdo ligados um ao outro por uma mola de massa desprezivel,
cuja constante elastica é k. Na discussdo que segue, vamos omitir as forcas peso e
normal que atuam sobre os corpos, uma vez que, do mesmo modo que no modelo
discutido na Secéo 4.2, elas ndo exercem nenhum papel no movimento resultante.
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Figura 4.12 - Representagdo esquematica de uma molécula diatbmica e de um
modelo mecéanico simples de um oscilador formado por dois corpos.

Nosso referencial é fixado na superficie sobre a qual se movem os dois corpos, e o
eixo de coordenadas xé orientado ao longo da direcdo que 0s une, no sentido do
corpo 1, de massa 7 , para o corpo 2, de massa m?, representado na Figura 4.13
da esquerda para a direita.

I asaiai sy B

I
0 x4 Xo2 X
|
[
[
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1

I
I
|m2
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Ax,

—=

|

]

r

0 X X, X

Figura 4.13 - Coordenadas dos corpos que formam o oscilador duplo.

Suponhamos inicialmente que os corpos 1 e 2 se encontrem respectivamente nas
posicdes o1 e *02 , de modo gue a separacdao entre eles,

(4.40) Azg=Tg—Ty
coincida com o comprimento de equilibrio da mola, que néo estd nem distendida, nem

comprimida. Neste caso, nenhuma forga resultante age sobre os corpos. Qualquer par
de coordenadas *01 e *02 que satisfaca a Eq. (4.40) produz a mesma situacao de
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equilibrio interno. Assim, este sistema pode realizar um movimento de translacao
conjunto sobre a superficie, sem que haja qualquer movimento relativo dos corpos.

Suponhamos agora que 0s corpos 1 e 2 se encontrem respectivamente nas posi¢des
Tle ‘IE, de modo que a separacdo entre eles passa a ser

(4.41) Az =x9—7,

Se AI}/J“TU (conforme é mostrado na Figura 4.13), a mola estard distendida e
tenderé a contrair-se, puxando o corpo 1 para a direita e o corpo 2 para a esquerda.

Se, no entanto, ﬂ:ﬂ{dsc[], a mola estard contraida e tendera a distender-se,
empurrando o corpo 1 para a esquerda e o corpo 2 para a direita. As forcas que
atuam sobre os corpos 1 e 2, quando a mola é deformada, séo, portanto, iguais e em
sentidos opostos.

Se a mola obedece a Lei de Hooke (ver Secdo 4.2), entdo as forcas exercidas pela
mola sobre os corpos sdo lineares com a variacdo seu comprimento, r, calculada
como

(4.42) r:dsc—dscm:(.592—.591)—(5302—5301)

gque mede o afastamento dos corpos em relacdo a sua separacdo de equilibrio.
Os termos do lado direito da Eq. (4.42) podem ser rearranjados para escrever r como

(4.43) r=(z9=Zg)—(21-%g) = Azy—Az,

em que ‘d$1 e A‘TE medem o afastamento do corpo 1 e do corpo 2 de suas

respectivas posi¢cées de equilibrio iniciais (ver Figura 4.13).

Assim, as forcas que atuam sobre os corpos 1 e 2 sao, respectivamente,

(4_44) Fl:k‘?" e FZZ—;’J?" ’

De acordo com a segunda lei de Newton, as respectivas aceleracdes sdo dadas por
Lt Fy L _Em_Fy

(4.44) 17 dt2 = ™1 e 27 de T ™

Portanto, de acordo com as Egs. (4.43) e (4.44),

(4.45) dez —my”

e
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2
oy k
(4.46) dg?2 — M

As Eqs. (4.45) e (4.6) formam um sistema de equacdes diferenciais acopladas, uma
vez que ambas dependem de T1e *2 através de r. Para resolvé-lo, subtraimos as
duas equacdes obtendo

(4.47) de2 T g2 — My Tmy’
A seguir, notamos que

d’r _ d* _d d
(4.48) 072 = g(87—A%0) = (29— 1) —ynd 2

Uma vez que Zl‘G"FL‘J € constante (ainda que o oscilador realize um movimento de
translacéo), sua derivada € nula, de modo que

(4.49) ae1 = 42 (F3=71)

Portanto, o lado esquerdo da Eq. (4.47) pode ser reescrito de acordo com a igualdade
acima e, assim, apos rearranjar o lado direito daquela mesma equacéao, resulta

(4.50) dt? =

A Eqg. (4.50) tem a mesma forma das EQs. (4.12) ou (4.14) que descrevem a dinamica
do MHS. De fato, ela pode ser escrita como

dr k__
(4.51) gez Tur =0

bastando para isso identificar

11 1
(4.52) p=my T,

que define a massa reduzida do sistema de dois corpos como
My
(4.53) H=mtm,
Portanto, a coordenada i, que mede o afastamento dos corpos em relagcdo a sua

separacdo de equilibrio, realiza um movimento harménico simples descrito pela
equacao horaria
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(4.54) r= Acos(wt+d)

com frequéncia angular

(4.55) W= ﬁ

Isso significa que o movimento deste sistema de dois corpos € equivalente ao de um
corpo de massa # que oscila em torno de um centro de forca fixo.

4.8 Movimento harmonico amortecido

Para descrever o movimento harmdnico amortecido, vamos usar, como modelo de
oscilador, o sistema constituido por um corpo que esta suspenso por uma mola de
massa desprezivel e que se move dentro de um fluido que oferece resisténcia ao
movimento no seu interior, conforme é ilustrado na Figura 4.14.

Figura 4.14 - Modelo de oscilador amortecido.

A forca gravitacional e o empuxo atuam na direcdo do movimento sempre com 0
mesmo moédulo e o mesmo sentido, produzindo, como Unico efeito, a mudanca do
comprimento de equilibrio da mola.

Estando o corpo em sua posicdo de equilibrio, sempre que tentamos esticar ou
comprimir uma mola, sentimos uma for¢ca atuando no sentido contrario, que se opde a
deformacédo que tentamos lhe imprimir. Do mesmo modo que no estudo do movimento
harménico simples, consideramos aqui 0 caso em que 0 modulo da forca

restauradora, + A, aumenta linearmente com a elonga¢do, de modo que o seu
valor algébrico pode ser expresso pela Lei de Hooke (Robert Hooke, 1635-1703),

(4.56) FR:—.-%:E ’
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em que % é a constante elastica.

A novidade deste modelo, em relacdo ao modelo de oscilador harmdnico que usamos
na Secao 4.2, é a introducdo de uma forca de atrito viscoso devida ao fluido no qual o
corpo se move. Para descrever esta forca, vamos usar a lei de Stokes, descrita na
Secéo Ill.4 do Caderno de Fluidos, cuja leitura € recomendada nas Secdes 3.5 e 3.6
deste Livro Roteiro. Segundo esta lei, o modulo da forca de atrito viscoso é
diretamente proporcional a velocidade do corpo no meio. Uma vez que ela age no
sentido oposto ao do movimento, o seu valor algébrico é dado por

(4.57) Fg=—fuv

sendo £ uma constante gue depende da viscosidade do fluido, da geometria do corpo
e da natureza da sua superficie.

Portanto, o valor algébrico da forca resultante que age sobre o corpo que oscila no
meio viscoso sera dada por

(4.58) F:FR%—FS:—kI—ﬁU ’
ou
F——k.z— %
(4.59) ,
uma vez que
_dz
(4.60) Y= dt

Conforme vimos na Sec¢ao 4.2, conhecendo a forca resultante que age sobre o corpo,
podemos determinar a sua cinematica. Para isto, basta substituir a expressao da
forca, em termos das coordenadas do movimento, na segunda lei de Newton. Para o
movimento em uma direcao fixa (em uma dimensao), temos

_d
(4.61) F=m

Substituindo £ pela sua expresséo, em funcéo de z (Eq.(4.60)), resulta

(4.62) 5.:&,— —%”

gue, rearranjada, pode ser escrita como

£d
(4.63) .::It? Ttm d§+m$—ﬂ

e que é as vezes escrita de forma abreviada como
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(4.64) i—F%-i—FﬁI:U

Portanto, a funcédo + — E(t), gue descreve o movimento realizado por um corpo que
estd sujeito a uma forca restauradora que segue a lei de Hooke mais uma forca de
atrito que segue a lei de Stokes, deve satisfazer a Eq. (4.63) (ou (4.64)). Por envolver
a segunda derivada de Iz, ela € uma equacao diferencial de segunda ordem.
Podemos verificar, por substituicdo direta*, que a solugcao procurada €

(4.65) sc(t):A.e_T'tcus(w.t—k@

na qual A é constante, de valor positivo, que corresponde a elongacdo maxima,

(4.66)
é a frequéncia de oscilagao,

_\/E
(4.67) Wop=V m

€ a frequéncia de oscilacdo na auséncia do amortecimento,

g
(4.68) Y=2m

é a constante de amortecimento, e & é o deslocamento de fase, determinado pelas
condic¢des iniciais.
O movimento descrito pela Eq. (4.65) €& chamado de movimento harmdnico

amortecido.

Podemos analisar a funcdo definida pela Eq. (4.65) como uma funcdo harmoénica,
cos(w.i+9) que tem uma amplitude variavel, isto é, que decresce exponencialmente,

A.e~ 7% Iniciando o movimento com a liberacdo do corpo em = = Aa partir do
repouso, isto €, impondo que

(4.69) L‘"(t:ﬂ):}l e ’U(?ﬁ:ﬂ):ﬂ

Aplicando estas condi¢des iniciais, resulta & = 0 na Eq. (4.65). Para estas condicdes,

‘Tﬁ) é representado na Figura 4.15. Uma animacao deste movimento pode ser vista
aqui (selecione um valor de b diferente de zero - tente 0,4 kg/s).
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Figura 4.15 - Movimento harmonico sub-amortecido (Underdamped_oscillation_xt.png
- Wikimedia commons - Acesso em 03/02/2009).

De fato, esta solucédo corresponde ao caso de subamortecimento, isto €, quando o
atrito é pequeno, permitindo que o corpo oscile, pelo menos uma vez, em torno da

posicdo de equilibrio. Isto ocorre quanto B<2vm.k p situacao limite, em que
vim.k

B=2v'm.k g conhecida como amortecimento critico, e 0os casos em que 5>2
sdo chamados de sobreamortecimento.

A velocidade e a aceleracdo durante o MHS podem ser obtidas da Eq. (4.65) por

_ _ — g2
simples derivacdo, isto é, calculando v=dz/di ¢ a=dv/di=d -TKCHE. Com a
expressao da velocidade,

(4.70) U:—T.A.E_T't.ﬂin(&).i+5)—|—A.€_T't.CDS(M.i—|—5)

é possivel resolver problemas de condi¢fes iniciais, prever os instantes e as posi¢cfes
de retorno do oscilador e calcular a sua energia cinética. Estes sao problemas
abordados na pagina de Oscilacdes amortecidas do Prof. Everton Gomes de Santana,
da Universidade Federal de Sergipe, onde também se pode encontrar uma simulacéao
do movimento harménico amortecido, em que a curva da Figura 4.15 é tracada
dinamicamente (para iniciar a simulagao, cliqgue em Empieza.)

Diferentemente do movimento harménico simples, no movimento amortecido ndo ha
conservacgao da energia mecanica total. De fato, o atrito converte a energia cinética
em calor, que é dissipado. Como resultado, a energia total diminui com o tempo a
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uma taxa que oscila dependendo da velocidade instantanea do oscilador. Na Figura
4.16, é ilustrada a situacdo em que o coeficiente de amortecimento € pequeno, de

o
modo que Wraty

E

Figura 4.16 - Energia total de um oscilador harmoénico amortecido com coeficiente de

amortecimento pequeno, de modo que Wiy (Oscilacbes amortecidas, Pagina do
Prof. Everton Gomes de Santana).

Como a forca de atrito é diretamente proporcional a velocidade, entdo a perda de
energia é maior quando o oscilador se move mais rapidamente. Os degraus na curva
da Figura 4.16, em que a perda de energia é quase nula, correspondem aos intervalos
de tempo em que o oscilador se move mais lentamente (proximo aos pontos de
retorno).

Material on-line:

Lei de Stokes, Determinacdo da Viscosidade, Fluidos Reais, Grupo de Ensino de
Fisica, Universidade Federal de Santa Maria (acesso em 03/03/2009).

Oscilacbes amortecidas, Pagina do Prof. Everton Gomes de Santana, Universidade
Federal de Sergipe (Acesso em 03/03/2009).

4.9 Experimentos de oscilagcGes amortecidas

Um estudo experimental muito interessante que envolve oscilacbes harmonicas
amortecidas e mais tudo o que aprendemos sobre hidrostatica pode ser encontrado o
artigo intitulado "Determinacéo Expedita da Altura Metacéntrica Transversal de Navios em
Tempo Real", publicado na Revista da Armada, Publicacdo Oficial da Marinha de
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Portugal. Acessem o link abaixo e vejam uma aplicagdo muito interessante de tudo o que
aprendemos até agora.

Sobre o balanco dos navios
Revista da Armada, Publicacao Oficial da Marinha de Portugal

4.10 Oscilacdes forcadas e ressonancia

Conforme vimos na Secao 4.8, na presenca de uma forca dissipativa, o oscilador
perde energia mecéanica e, como consequéncia, a amplitude do movimento diminui
progressivamente até a parada completa. Para manter o movimento de oscilacéo
nestas condicdes, é preciso que um agente externo exerca uma forca que varie
periodicamente com o tempo.

Vamos considerar o efeito de uma forca externa que oscila harmonicamente, cujo
valor algébrico é dado por

4.71) FF:FU.cos(wf.t)

Adicionando esta forca as forcas restauradora da mola e dissipativa do meio, obtém-
se a forca resultante, cujo valor algébrico é dado por

d
(4.72) F:FR—|—F3—|—FF:—,1§.$—J6{£—§—|—Fg.c05(wf.t)

Substituindo a expressado da forca na segunda lei de Newton, obtém-se

dz _ i
(4.73) —k.x—Bg; —|—Fg.cos(wf.t)_m 7y

que, rearranjada, pode ser escrita como

Pd Fy
(4.74) ﬁ2+mf£+m$ mcos(w ;1)

e que é as vezes escrita de forma abreviada como

Bk, Fa
(4.75) THm. T+ mT =7 .cns(wf.t)

A solucdo desta equacao diferencial de segunda ordem ndo homogénea € composta
de duas partes. A primeira refere-se ao comportamento do sistema no inicio do
movimento, o qual depende das condi¢bes iniciais. Este comportamento é
denominado estado transitério. Para saber mais sobre o estado transitério, siga o link
para a pagina do Prof. Everton G. Santana. A segunda parte da solucao refere-se ao
comportamento que prevalece depois que o a influéncia das condi¢cbes iniciais
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desaparece. Este regime do movimento é conhecido como estado estacionario. Neste
regime,

(4.76) $(¢):A.cns(wf.t+5)

em que

||,(m

A=
(4.77)  (wh—wd) ,
Sk
(4.78) WU—\/’;

£
4.79) T=im

e

2

W —w%

d=arctan
E.f}f.wf

(4.80)

De acordo com a Eq. (4.76), o oscilador executa um movimento harménico simples
com frequéncia igual a do agente externo e com uma amplitude que depende da
relacdo entre a frequéncia do agente externo, f e a frequéncia natural* do
oscilador, ':“JD, a qual é determinada pelas caracteristicas fisicas do oscilador.

E facil concluir, pelo exame direto da Eq. (4.77), que a amplitude serd maxima quando
.
0

f € préoxima de , isto é, quando o agente externo impde ao oscilador uma

- - ~ by w
frequéncia proxima a sua frequéncia natural. Derivando a Eq. (4.77) em relagéo a i
e igualando a zero, obtém-se

T
asy TV 2

Esta condicdo é conhecida como ressonancia. Na ausenma de for(;a dissipativa

("F—U), a amplitude das oscilagbes cresce ao infinito quando f_ D Em situacdes
reais, em que a forca dissipativa é muito pequena, 0 aumento da amplitude de
oscilacdo pode levar ao rompimento do oscilador.

O rompimento da ponte de Tacoma, como resultado da ressonédncia do movimento

oscilatorio de tor¢cdo, produzido pela acdo do vento, € um dos exemplos mais
dramaticos deste tipo de fendmeno. Assista ao video abaixo e veja 0 que acontece.
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Tacoma Bridge

> @ 0:00/4:12 | o] | S | €9

*Esta € a frequéncia de oscilagdo quando o oscilador é abandonado na auséncia de
atrito e de um agente externo.

Material on-line: Oscilacfes forcadas. O estado estacionario. Pagina do Prof. Everton
Gomes de Santana, Universidade Federal de Sergipe (Acesso em 03/03/2009).

4.11 Experimentos de oscilagdes forcadas e ressonancia

Secao 1.7, do Caderno de Oscilagcdes e Ondas, Grupo de Ensino de Fisica,
Universidade Federal de Santa Maria, Santa Maria, 2001.

5 ONDAS EM MEIOS ELASTICOS

Um meio elastico é qualguer meio material que tende a preservar seu tamanho, forma
e densidade contra forcas externas. As interacfes entre os atomos ou moléculas
destes meios sdo tais que produzem forcas restauradoras, isto é, forcas que que
puxam estas particulas de volta as suas posi¢des originais quando as forcas externas
sao removidas. Pela acao das forcas de ligacao, uma perturbacdo* em uma parte de
um meio elastico é transmitida de atomo para atomo, ou de molécula para molécula,
propagando-se pelo meio com uma velocidade que depende da intensidade destas
forcas. Se a perturbacédo produzida for de curta duracdo, e percorrer 0 meio uma
Unica vez, n0s a chamamos de pulso. Se a perturbacéo for oscilatoria**, entdo o meio
€ percorrido por uma onda.

OscilacBes periodicas ddo origem a ondas periodicas. Em particular, oscilagcbes

harménicas produzem ondas harménicas, em que o meio oscila em todos os pontos
com a mesma frequéncia, mantendo diferencas de fase fixas entre si. Para pequenas
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perturbacdes, ondas mais complexas podem ser descritas como o0 resultado da
superposicdo de ondas harmonicas, de acordo com o teorema de Fourier, de modo
que a compreensdo das propriedades das ondas harmdnicas € de interesse mais
geral.

No presente capitulo, vamos estudar as ondas em meios elasticos, com énfase nas
ondas harménicas. O texto base adotado neste Roteiro € o do Capitulo Ill, Ondas
Mecéanicas Harmoénicas, do Caderno de Oscilacdes e Ondas do Grupo de Ensino de
Fisica da UFSM.

*Uma deformacéo, flexdo, torcdo, compressao, estiramento ou qualquer outro esforco
gue produza uma mudanca de tamanho, forma ou densidade.

**Uma perturbacao de curta duracdo pode produzir uma onda quando o meio elastico
é finito e suas bordas sao refletoras. Neste caso, o pulso refletido percorrerd o meio
diversas vezes produzindo uma perturbacédo periédica em cada ponto.

Material on-line: Ondas Mecanicas Harménicas, Grupo de Ensino de Fisica, UFSM
(Acesso em 30/03/2009).

5.1 Ondas mecanicas

Ondas mecanicas sao perturbacdes oscilatorias que se propagam em meios elasticos.
Sdo exemplos de ondas mecéanicas as ondas do mar e o som. Em contraste, a luz é
uma onda eletromagnética, isto é, uma perturbacdo nos campos elétrico e magnético
gue permeiam todo o espaco e, portanto, ndo precisa de um meio material para
propagar-se.

Para dar os primeiros passos no estudo das ondas mecénicas, leia o inicio do
Capitulo Ill e a Secéao Ill.1 do Caderno de Oscilacdes e Ondas, do Grupo de Ensino
de Fisica da UFSM, ou a pagina correspondente, disponibilizada no Material on-line.

Material on-line: Ondas Mecanicas Harmdnicas - Introducdo, Grupo de Ensino de
Fisica, UFSM (Acesso em 30/03/2009).

5.2 Tipos de ondas

Com a finalidade de chamar a atencao para os fenbmenos e os conceitos usados na
sua interpretacdo, evitando aumento desnecessario da complexidade matemaética, o
estudo das ondas costuma iniciar-se pelas ondas unidimensionais, isto €, ondas que
se propagam ao longo de uma unica dire¢cdo do espago, como, por exemplo, aquelas
gue se propagam em um fio esticado, em uma mola, ou em um tubo longo contendo
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um gas. Esta abordagem também é usada no Caderno Didatico e no Material on-line
do Grupo de Ensino de Fisica da UFSM ou nos materiais disponibilizados pelo Centro
de Referéncia para o Ensino de Fisica - CREF, do Instituto de Fisica da UFRGS, cujo
estudo recomendamos a seguir.

Ondas transversais, longitudinais e mistas

Visite a pagina sobre Pulsos e Ondas do CREF-IF-UFRGS e realize as atividades ali
propostas. Ao ser acessada durante o més de margo e inicio de abril de 2009, havia
um erro na janela do Applet que deveria exibir os graficos de ¥ versus t e & versus
1, respectivamente, para ondas transversais e longitudinais. Entretanto, isto ndo deve
dificultar a realizacdo das atividades. Basta saber que, em ambos 0s casos, 0 ponto
vermelho executa um movimento harménico simples. Quanto terminar, siga adiante
através dos links sucessivos para outros exemplos de onda e onda na agua.

Para completar o seu estudo, leia a Secéo 1.2 do Caderno de Oscilacdes e Ondas do
GEF-UFSM.

Ao final deste estudo, entende-se que uma onda é chamada de transversal quando se
propaga em uma direcédo perpendicular ao da perturbacéo e de longitudinal quando se
propaga na mesma direcdo da perturbacdo. As perturbacdes produzidas por ondas
mistas tém componentes tanto na direcdo longitudinal como nas direcdes
transversais.

Polarizacéao

Fazendo uma busca na web com a palavra "polarizacdo"”, quase todos os sites
encontrados tratam da polarizacdo da luz. Embora seja uma onda eletromagnética, e
ndo uma onda mecanica, a luz é uma onda transversal, como as ondas em fios
esticados. Neste ponto, o estudo das ondas mecanicas € particularmente util para o
entendimento dos fenbmenos 6ticos. Assim como outros, do Prof. Kleber Mundim, da
UNB, introduz o conceito de polarizacdo da luz na Aula 17 de seu Curso a Distancia
de FISICA 1V, usando a analogia com as ondas mecanicas.

A polarizacao € uma propriedade das ondas transversais e refere-se a orientacao das
oscilacdes nas direcdes perpendiculares a direcado de propagacao. Para compreendé-
la, uma imagem vale mais do que mil palavras, por isso, veja as figuras.

Leitura recomendada: Secao Ill.2 do Caderno de Oscilagcdes e Ondas, Grupo de
Ensino de Fisica, Universidade Federal de Santa Maria, Santa Maria, 2001.

Material on-line: Ondas Unidimensionais, Grupo de Ensino de Fisica, Universidade
Federal de Santa Maria (Acesso em 28/01/2009).
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Links: Centro de Referéncia para o Ensino de Fisica, Instituto de Fisica, UFRGS
(Acesso em 01/09/2009).

Polarizacdo, Curso a Distancia de Fisica IV do Prof. Kleber Mundim, da UNB
(Acesso em 01/04/2009).

5.3 Principio da superposicao
A equacéo da onda

Na Figura 5.1, sdo mostrados dois instantaneos de uma onda harmodnica que se
propaga em uma corda esticada. Na auséncia de perturbacdo, a corda repousa ha
linha horizontal LU:U, qgue coincide com o0 eixo Z. A linha azul é o perfil de
deslocamento da corda a partir do equilibrio no instante tl, e a linha vermelha o perfil
no instante t?, 0S quais podem ser obtidos por dois disparos sucessivos de uma
camera fotogréfica.

¥(x) =
y(xy)

L—y

R Y i)
7 A7 R
-A \\.//

(b)

Figura 5.1 - Dois instantaneos de uma onda harménica que se propaga em uma corda
esticada. Na auséncia de perturbacéo, a corda repousa na linha horizontal y:U, que
coincide com o eixo . A linha azul é o perfil de deslocamento da corda a partir do

equilibrio no instante tl, e a linha vermelha o perfil no instante i3, (a) Deslocamentos
em duas posi¢cbes diferentes no mesmo instante, tl, representados pela linha azul.
(b) Deslocamentos em dois instantes diferentes, para a mesma posi¢ao, .
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Examinando a Figura 5.1, observa-se que, em um mesmo instante, os deslocamentos
da corda mudam de posi¢cédo para posi¢cao e, em uma mesma posicao, o deslocamento
muda com o passar do tempo. Assim, o deslocamento ¥ é uma funcéo destas duas
variaveis, re 1, isto é,

(5.1) y=u(z)

Uma onda harmoénica € aquela que é descrita pela funcao

(5.2) y(z,t)=Asin(k.r—w.t)

Podemos ver facilmente que um elemento qualquer da corda, em uma posicao

genérica, x, fixa, executa um movimento harménico simples. Para isto basta
reescrever a Eq. (5.2) como

(5.3) y=Asin[—(w.t—k.z)|=— A sin(w.t+k.z)=A.cos(w.t+k.z+5)
ou, finalmente

(5.4) y(t)=A.cos(w.i+3)

em que

(5.5) S=k.z+§

é o deslocamento de fase da oscilacdo do elemento de corda na posicdo Tem
relacdo ao elemento de corda na origem, z=0.

De acordo com as Eqgs. (5.4) e (5.5), todos os elementos do meio em que a onda
harmdnica se propaga executam movimentos harmoénicos simples que diferem entre si
apenas na fase do movimento e cuja diferenca depende da distancia entre os pontos

— I
(ver o exemplo da Onda humana no site do GEF-UFSM). Assim, se 51_k'$1+? €o

_ il
deslocamento de fase do ponto T1 e 5?_k'$2+? € o deslocamento de fase do

ponto 552, entdo, a diferenca de fase d5:52—51 entre os movimentos harménicos

executados por estes dois pontos, separados pela distancia

(5.6) d&:k.;ﬂz—k..jcl:k.djc

Analogamente, um instantaneo tem a forma de uma funcéo harmaonica, isto é, para um
instante t, fixo,

(5.7) y=y(z)=Asin(kz+4)

em que
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(5.8) d——w.i

Assim, se 51:—w.t1 é o deslocamento de fase no instante 1 , e 5:_'5"’12 é 0
deslocamento de fase no instante t?, entdo, a diferenca de fase 55:52_51 do
movimento, no intervalo de tempo ﬂt:ti_tl, é

(5.9) Ab=—w.iytw. i =—w.At

Com o auxilio das Egs. (5.6) e (5.9), é facil atribuir um significado para as grandezas
k e w que aparecem na equacéo da onda, Eq. (5.2).

Uma funcdo harménica se repete sempre que o seu argumento, o angulo de fase,
aumenta ou diminui de 27 . Por outro lado, o tempo para que o movimento harmonico
simples se repita é denominado periodo, d'. Assim, na Eqg. (5.9), que estabelece uma
relacdo entre a diferenca de fase de oscilacdo e o tempo transcorrido, quando
At=T temos Ad=—2m, isto é,

(5.10) 2n—w.T
e, portanto,

_ 27
(5.11) /=

Assim, w € a frequéncia angular do movimento harménico simples que cada ponto do
meio executa.

O significado de ké analogo. A distancia para que a forma da onda se repita é
denominada comprimento de onda, 4. Assim, na Eq. (5.6), que estabelece uma
relacdo entre a diferenca de fase dos movimentos harmdnicos e as suas respectivas
posicdes, quando Az =M temos Ad—=2w , isto é,

(5.12) 2m=k.}
e, portanto,

__ 2%
(5.13) A=%

A grandeza %, inversamente proporcional ao comprimento de onda, é conhecida
como numero de onda.

Para completar o seu estudo da equacao da onda, leia a Secao Ill.5 do Caderno de
Oscilacbes e Ondas do Grupo de Ensino de Fisica da UFSM ou acesse o
material on-line.
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O principio da superposicao

Quando duas ou mais ondas passam simultaneamente pelo mesmo ponto, 0
deslocamento produzido é a soma vetorial dos deslocamentos que cada uma delas
produz.

Este principio € valido para meios lineares, isto €, quando as forcas restauradoras séo
diretamente proporcionais ao deslocamento em relacdo a posicao de equilibrio.

Leia a Secao I11.6 do Caderno de Oscilacbes e Ondas do Grupo de Ensino de Fisica
da UFSM ou acesse o material on-line.

Leitura recomendada: Secdes I11.5 e 111.6 do Caderno de Oscilacdes e Ondas, Grupo
de Ensino de Fisica, Universidade Federal de Santa Maria, Santa Maria, 2001.

Material on-line: Equacdo da onda e Principio de Superposicdo, Grupo de Ensino de
Fisica, Universidade Federal de Santa Maria (Acesso em 28/01/2009).

5.4 Velocidade de onda

Na Figura 5.2, sdo mostrados dois instantdneos de uma onda se propaga para a
direita. A linha azul representa o perfil de deslocamento no instante 3 , € a linha
vermelha representa o perfil no instante 2. Em cada um destes instantes, os pontos
*1 e *2 encontram-se na mesma fase.

Figura 5.2 - Dois instantaneos de uma onda que se propaga para a direita. A linha
azul representa o perfil de deslocamento no instante i , € a linha vermelha
representa o perfil no instante i3,

Sendo iguais as fases do movimento harménico simples, temos

(5.14) kzg—wig=k.2|—w.

ou
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(5.15) kzg—z;)=w(ts—1)

Assim, no intervalo de tempo /—H:ti_tl , a fase deslocou-se uma distancia
d‘T:IE_‘Tl e, portanto, a velocidade de deslocamento da fase é

(5.16) AT ET W[ AT T

Leitura recomendada: Secdes I11.3 e 11l.7 do Caderno de Oscilacbes e Ondas, Grupo
de Ensino de Fisica, Universidade Federal de Santa Maria, Santa Maria, 2001.

Material on-line: Elementos de uma Onda e Velocidade de Grupo, Grupo de Ensino
de Fisica, Universidade Federal de Santa Maria (Acesso em 28/01/2009).

5.5 Poténcia e intensidade de uma onda

Velocidade transversal

Na secdo anterior, encontramos a expressdo da velocidade de propagacao da onda
harménica, que é a velocidade com que a fase se desloca de um ponto para o outro
do meio elastico. Cada um destes pontos, por sua vez, executa um movimento
harménico simples em torno de sua posicdo de equilibrio e, portanto, tem uma
velocidade associada a este movimento. No caso de uma onda transversal, esta
velocidade é chamada de velocidade transversal*.

Consideremos novamente o exemplo do fio esticado. De acordo com a equacédo da
onda, o deslocamento transversal de cada um dos elementos de massa que formam o
fio é dado por

(5.17) y=Asin(k.r—w.?)

A velocidade do elemento de massa nesta direcdo é dada por

dy
(5.18) Ut:E:—w.A.cos(k.:ﬂ—w.t}

Energia cinética

A energia cinética d X de um elemento de massa d7: do fio é dada por

_1
(5.19) dﬂ_zdm.ug
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Expressando a massa deste elemento em termos da densidade linear de massa,
definida como

d
(5.20) W=
obtém-se
(5.21) dff:%(u.d;:).[—w.A.cos(k.;:—w.t)]g

De acordo com a Eg. (5.21), a energia cinética de um elemento do fio na posicdo =

. . 2 _ . L
varia no tempo proporcionalmente a ¢©3 (k.z—w.?)  pividindo este acréscimo de
energia cinética pelo intervalo de tempo d1, obtém-se a taxa com que este elemento
recebe (ou fornece) energia para um elemento vizinho,

dK 1 d
(5.22) EZEMﬁWE.AZCOSE(k.ﬁ—wJ)
E, uma vez que V=4 z/d?,
(5.23) E:%M.U.ME.AZCDSE(k.ﬁ—w.i)

De acordo com a equacao (5.23), a taxa de transferéncia de energia para cada
elemento da corda varia de um instante para outro. Como esta variacdo é ciclica,
quando observamos a onda por longos periodos de tempo, interessa-nos conhecer a
taxa média de transferéncia de energia, isto é,

e 1 w2 A2 cos?(k.o—
(dt )med_gy.u.w A*[cos?(k.x w.t)]mﬁd

(5.24)
. - ~ 2 ;
Conforme vimos na Secéo 4.4, a média da fungédo €03 (6) ¢1/2, Portanto,

dB) L yw?A?
(5.25) ( dt )msd—.g#.ﬂ.w A

Uma vez que, para um sistema que realiza oscilacées harmdnicas, o valor médio da
energia cinética ao longo de um ciclo é igual ao valor médio da energia potencial,
podemos facilmente calcular a taxa de transferéncia de energia total, ou poténcia

meédia, Pmed, de uma onda, simplesmente multiplicando a Eg. (5.25) por dois.
Portanto,

iK | 9
P =2 —suvwi A
(5.26) med ( at )mﬁd 2H

A intensidade de onda é definida como a poténcia média por unidade de area

transversal atravessada pela onda. Vamos voltar a este ponto no estudo das ondas
sonoras.
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*As expressdes aqui obtidas também sédo validas para ondas longitudinais, diferindo
apenas quanto a interpretacao.

Leitura recomendada: Secao Ill.4 do Caderno de Oscilacdes e Ondas, Grupo de
Ensino de Fisica, Universidade Federal de Santa Maria, Santa Maria, 2001.

Material on-line: Transferéncia de energia, Grupo de Ensino de Fisica, Universidade
Federal de Santa Maria (Acesso em 28/01/2009).

5.6 Interferéncia

Interferéncia é o resultado da superposicdo de ondas conforme descrito na Secao 5.3
deste Livro Roteiro, na Secéao Ill.6 do Caderno de Oscilacbes e Ondas e no Material
on-line do GEF-UFSM.

Quando ondas de mesma frequéncia interferem, duas situacdes extremas resultam,
dependendo da diferenca de fase entre elas. Quando esta diferenca é nula, a
interferéncia é dita completamente construtiva, e a amplitude da onda resultante é a
soma das amplitudes das ondas que interferem. No extremo oposto, quando a
diferenca de fase é de meio ciclo (7 radianos, ou 180°), a amplitude resultante é a
diferenca das amplitudes das ondas que interferem. Neste ultimo caso, quando as
amplitudes das ondas que interferem sao iguais, a amplitude resultante é nula.

Para explorar um pouco dos efeitos de interferéncia de ondas unidimensionais, vale a
pena fazer as atividades sugeridas na pagina do Prof. Everton G. de Santana sobre
Interferéncia de ondas produzidas por duas fontes (I).

Os efeitos de interferéncia mais interessantes ocorrem quando se estuda a
propagacdo de ondas em duas e trés dimensfes, conforme se pode ver em
Interferéncia de ondas produzidas por duas fontes (II). Um arranjo experimental que
possibilita o estudo destes fendmenos é a Cuba de Ondas (em inglés, Ripple Tank).
Para uma descricdo deste arranjo, leia a Secao 111.9 do Caderno de Oscilagbes e
Ondas ou o Material on-line do GEF-UFSM.

Abaixo incluimos um video que mostra o efeito da interferéncia de ondas produzidas
por duas fontes em uma cuba de ondas.
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Interference-interferencia

Leitura recomendada: Secdes I11.6 e 111.9 do Caderno de Oscilagcbes e Ondas, Grupo
de Ensino de Fisica, Universidade Federal de Santa Maria, Santa Maria, 2001.

Material on-line: Principio de Superposi¢cdo, Cuba de Ondas, Grupo de Ensino de
Fisica, Universidade Federal de Santa Maria (Acesso em 28/01/2009).

5.7 Ondas complexas

Até aqui descrevemos as caracteristicas e o comportamento de ondas harmdnicas.
E bastante 6bvio, entretanto, que estas ndo sdo as Gnicas formas de onda que
ocorrem. Na Figura 5.3, por exemplo, vemos a forma da onda produzida por um
eletrocardiograma normal.

i I | [ | i i
.,_,__,!I ||| I,r"\._.-\_,_,_ll lil. r'\._.-\_,,_.' l :,r"a.._..-.____,_,uj lil !("x_.-\_,_,_ll |!II f"\_,\_,_J |Ir(“\_r\_,__.' \rf'-\_.-

Figura 5.3 - Eletrocardiograma normal.

O nosso ouvido é capaz de distinguir diferentes formas de ondas sonoras. Por isso
podemos identificar um instrumento entre tantos outros em uma orquestra. Uma
mesma nota tocada em um piano ou em um violino soa completamente diferente
porque cada instrumento produz uma onda sonora de forma Unica, a qual

denominamos timbre. Na Figura 5.4, é mostrada a forma das ondas sonoras
produzidas por um diapasédo, um violdo, um clarinete e um oboé.
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Diapasao

Violao
Clarinete
Oboe

Figura 5.4 - Forma das ondas produzidas por diferentes instrumentos musicais.
As linhas verticais marcam um periodo do movimento oscilatério produzido em uma
posicao fixa.

"\

Teorema de Fourier

Existem muitos outros exemplos de formas de ondas complexas. No inicio do século
XIX, Jean-Baptiste Joseph Fourier encontra uma forma de representa-las todas,
usando um teorema matematico por ele proposto, segundo o qual

qualquer funcéo periédica, continua ou ndo, pode ser representada como a soma de
varias funcdes seno e cosseno com amplitudes, fases e periodos escolhidos
convenientemente.

A versao final deste teorema foi completada em 1829 por Jacques Charles Frangois
Sturm. A escolha "conveniente" dos parametros das funcbes harmbnicas que
constituem os termos da soma ou série de Fourier €, na verdade, um problema
matematico de solucado Unica para cada caso.

Uma introducao didatica ao estudo das Séries de Fourier € apresentada no site da
Seara da Ciéncia em O que € uma série de Fourier. Uma versdo didatica para a
solucdo do problema da representacdo de uma onda quadrada na forma de uma série
de Fourier é apresentada neste mesmo site em Um_ exemplo préatico: a onda

quadrada.

Nesta disciplina, de Fisica Geral, vamos nos deter em explorar qualitativamente o
significado deste teorema através de atividades em que se observa o efeito da
superposicao de ondas harmdnicas de periodos e amplitudes variadas.
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Para realizar a primeira atividade, siga o link abaixo, em que é apresentado um applet

de demonstracdo de séries de Fourier (exige Java i ).

Applet de demonstracdo de Séries de Fourier

Este applet abre mostrando uma onda quadrada e o resultado da soma dos 30
primeiros termos da série de Fourier (Que neste caso s6 envolve senos). As bolinhas
que estdo logo abaixo da onda, representam os coeficientes lineares dos senos (peso
com que uma onda harmdnica entra na combinacao linear - ver Um exemplo pratico: a
onda quadrada). Bolinhas para cima da linha horizontal s&o coeficientes positivos e
bolinhas para baixo s&o coeficientes negativos. Passe o0 mouse em cima das bolinhas
e veja as ondas harmonicas correspondentes. Mantendo pressionado o bot&o direito
do mouse sobre qualquer uma dessas bolinhas e arrastando-a para cima ou para
baixo, observa-se o efeito da alteracéo para mais ou para menos do coeficiente linear
correspondente. A seguir, clique em CLEAR e comece do zero. Brinque com as
bolinhas, isto €, combine livremente senos e cossenos para experimentar. Depois
observe outras formas como a onda triangular (Triangle) ou a onda "dente de serra"
(Sawtooth). Vocé ainda pode diminuir ou aumentar o numero de termos da série e
ouvir o som correspondente a uma determinada combinacdo linear marcando o
checkbox Sound.

Depois de ler o material indicado e realizar as atividades propostas, vocé pode
realizar a Tarefa do Dia 18.

Links: O que é uma série de Fourier, Seara da Ciéncia, Universidade Federal do
Cearéa (Acesso em 01/04/2009).

Caracteristicas sonoras, A fisica da musica, Revista eletronica de ciéncias, Centro de
Divulgacao Cientifica e Cultural, Universidade de Sao Paulo.

5.8 Ondas estacionarias

Estude a Secédo 111.8 do Caderno Didéatico de Oscilacbes e Ondas do GEF-UFSM.
A fenomenologia ali descrita fica bem ilustrada pelos experimentos mostrados nos
videos abaixo. Ondas estacionarias unidimensionais sdo mostradas no primeiro video,
e bidimensionais no segundo.
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No video abaixo, uma placa horizontal é colocada em vibracdo por um motor cuja
frequéncia é variada. Graos de arroz sdo espalhados sobre esta placa e se depositam
sobre os n6s das ondas estacionarias bidimensionais que se formam na superficie da

placa.

Resonance Phenomena in 2D on a Plane

www.FreeSciencelectures.com You Tuhe
I | @ 0:00/213 f""' ﬂ n

Leitura recomendada: Secédo 1l11.8 do Caderno de Oscilacbes e Ondas, Grupo de
Ensino de Fisica, Universidade Federal de Santa Maria, Santa Maria, 2001.

Material on-line: Ondas estaciondarias, Grupo de Ensino de Fisica, Universidade
Federal de Santa Maria (Acesso em 28/01/2009).
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5.9 Ressonancia

Assista ao video abaixo. Relacione os fendmenos descritos com o que foi estudado
nas secodes anteriores.

b @ 0:00/4:07 | g | = &9

6 ONDAS SONORAS

Ondas sonoras sdao ondas mecanicas longitudinais na faixa de frequéncias entre
aproximadamente 20 Hz e 20 kHz, as quais sdo percebidas pelo ouvido humano.
Nesta unidade estudaremos as caracteristicas peculiares deste tipo de onda.

Leitura recomendada: Ondas Il - Ondas Sonoras, Notas de Aula de Fisica,
Prof. Romero Tavares da Silva, UFPB, 2004. (Acesso em 01/04/2009).

6.1 Ondas audiveis, ultrassonicas e infrassonicas

Ondas audiveis sdo aquelas cuja frequéncia e intensidade encontram-se dentro dos
limites de percepcdo do ouvido humano. As frequéncias percebidas estdo entre
aproximadamente 20 Hz e 20 kHz, e a intensidade minima percebida é de cerca de
10" Wim?,

Ondas ultrassonicas séo aquelas cuja frequéncia € maior do que o limite superior de
frequéncias percebida pelo ouvido humano e ondas infrassbnicas sao aquelas cuja
frequéncia é menor do que o correspondente limite inferior.

Entre as aplicagdes mais importantes do ultrassom, destacamos a ultrassonografia,

que € a técnica de construcdo de imagens a partir dos ecos de ultrassom refletidos
pelos objetos examinados.

Prof. Dr. José Antbnio Trindade Borges da Costa - Universidade Federal de Santa Maria


http://www.fisica.ufpb.br/~romero/pdf/18_ondasII_VI.pdf

FLUIDOS, OSCILACOES E ONDAS Livro do Curso
UAB-UFSM » EAD1165 Péagina 87 de 91

Links: Infrassom, Wikipedia (Acesso em 01/04/2009); Ultrassom, Wikipedia (Acesso
em 01/04/2009); Ultrassonografia, Wikipedia (Acesso em 01/04/2009); Como funciona
o ultrassom, Como tudo funciona (Acesso em 01/04/2009).

6.2 Propagacéao e velocidade de ondas longitudinais

Uma onda mecanica longitudinal é uma perturbacédo oscilatéria que se propaga em
um meio elastico na mesma direcdo em que ocorrem as oscilac@es, conforme ilustra a
animacao da Figura 6.1, disponivel no Material on-line do Grupo de Ensino de Fisica
da UFSM.

Figura 6.1 - Onda longitudinal

Cada um dos segmentos de reta desta animacao representa um elemento de massa
do meio elastico que se move alternadamente nos dois sentidos da direcdo de
propagacdo em torno de uma posicdo de equilibrio. Este movimento pode ser
facilmente percebido concentrando nossa atencdo sobre o elemento representado
pelo traco mais grosso. Representaremos por § o deslocamento de qualquer um
destes elementos em relacdo a sua posicdo de equilibrio e por ®m a amplitude das
oscilagcbes realizadas por estes elementos, conhecida como amplitude de
deslocamento. Usando estes simbolos, uma onda harménica longitudinal
unidimensional pode ser representada pela funcao

6.1) s(z,t)=smcos(k.z—w.1)

Quando a onda se move, a pressao do ar varia com o tempo mantendo uma diferenca
de fase fixa entre quaisquer duas posi¢cdes ao longo da direcdo de propagacdo. E
possivel demonstrar que, se o deslocamento dos elementos de massa do meio é
descrito pela Eg. (6.1), entédo a variacdo local de pressao é dada por

(6.2) Ap:dpmsin(k.ﬁ—w.t)

Ap : N . .
em que Pme a amplitude de pressdo. Valores positivos e negativos de
Fcorrespondem, respectivamente, a compressdes e expansées do meio elastico.

A relacdo entre /_".pm e QS

(6.3) Apm:up.w.sm

depende da densidade do meio, #, da frequéncia angular, w, e da velocidade de
propagacao da onda, v.
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A velocidade da onda depende da densidade e do modulo de elasticidade do meio, 5,
o qual é definido como o reciproco da compressibilidade, isto €,

1 Ap

(6.4) B=rr=-avv

A dependéncia na forma

B
(6.5) U=x\/p

indica que, quanto maior o modulo de elasticidade, isto €, quanto mais rigido for o
meio, maior a velocidade de propagacdo da onda. De fato, este €& o fator
preponderante a determinar o fato de que a velocidade do som na agua é maior do
que a correspondente velocidade no ar. Tomando em conta s6 o fator densidade,
concluiriamos o oposto, uma vez que a densidade da agua é maior do que a do ar.
Entretanto, sendo o ar muito mais compressivel do que a agua, seu baixo médulo de

elasticidade diminui a velocidade de propagacao do som.

6.3 Ondas longitudinais estacionarias

Ondas sonoras estacionarias em tubos abertos ou fechados sdo a base de
funcionamento dos instrumentos musicais de sopro. Os principios fisicos que
governam a formacdo das ondas estacionarias longitudinais sdo os mesmos ja
aprendidos por ocasido do estudo das ondas estacionarias transversais, produzidas
em fios e cordas tensionados. O que muda sdo as condicBes de contorno, isto €, a
possibilidade de haver extremidades abertas.

Para estudar este conteudo, siga o link para a pagina do Prof. Everton Santana sobre
Ondas estacionarias em tubos abertos ou fechados.

6.4 Sistemas vibrantes e fontes sonoras

Sistemas vibrantes que produzem ondas mecanicas com frequéncias entre
aproximadamente 20 Hz e 20 kHz, com a intensidade minima de cerca de 10™% W/m?,
sdo, por definicdo, fontes sonoras. Barras e tubos metalicos, laminas flexiveis,
membranas e cordas esticadas podem ser colocadas em vibracdo por percusséo,
friccdo ou fluxo do ar, produzindo sons de timbres variados. O dimensionamento do
sistema vibrante, conforme descrito na Secao 111.8 do Caderno de Oscilacdes e
Ondas, e no material on-line sobre Notas Musicais, do Grupo de Ensino de Fisica da
Universidade Federal de Santa Maria, permite selecionar a freqiéncia desejada. Este
€ o principio de funcionamento dos instrumentos musicais, o qual é brilhantemente
explorado pelos artistas do grupo UAKTI — Oficina Instrumental.
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Leitura recomendada: Secao 111.8 do Caderno de Oscilacdes e Ondas, Grupo de
Ensino de Fisica, Universidade Federal de Santa Maria, Santa Maria, 2001.

Material on-line: Ondas estacionarias, Grupo de Ensino de Fisica, Universidade
Federal de Santa Maria (Acesso em 28/01/2009).

Notas Musicais, Grupo de Ensino de Fisica, Universidade Federal de Santa Maria
(Acesso em 28/01/2009).

Links: Ondas estacionarias em tubos abertos ou fechados, Prof. Everton Santana
(Acesso em 28/01/2009).

UAKTI — Oficina Instrumental (Acesso em 28/01/2009).

6.5 Experimento para determinar a velocidade do som

Siga o link para a pagina do Prof. Everton Santana e realize as atividades propostas

{

(requer Java i ).

Medida da Velocidade do Som - Experimento Simulado

6.6 Batimentos

Para conhecer o fenbmeno denominado batimento, assista ao video inserido na
Secdo 5.9 deste Livro Roteiro. Para saber como descrever fisicamente este fendmeno
e estabelecer uma relacdo entre as grandezas envolvidas, leia a secao
correspondente nas Notas de Aula de Fisica, do Prof. Romero Tavares da Silva.

Link: Batimentos, Notas de Aula de Fisica, Prof. Romero Tavares da Silva,
Universidade Federal da Paraiba, 2005.

6.7 Efeito Doppler

No video abaixo, a fonte de ondas sonoras permanece fixa no centro da tela e o
ouvinte se move primeiro se aproximando e depois se afastando da fonte. Observe
que, em comparagdo com o que ocorre no inicio do movimento, a frequéncia com que
as frentes de onda atingem o ouvinte é maior quando ele se aproxima da fonte e
menor quando ele dela se afasta. A frequéncia mais alta percebida pelo ouvinte
quando ele se aproxima da fonte € identificada como um som mais agudo, e a
frequéncia mais baixa percebida quando ele dela se afasta é identificada como um
som mais grave.

Prof. Dr. José Antonio Trindade Borges da Costa - Universidade Federal de Santa Maria


http://www.ufsm.br/gef/CadOndas.htm
http://www.ufsm.br/gef/Ondas08.htm
http://www.ufsm.br/gef/Ondas16.htm
http://www.fisica.ufs.br/CorpoDocente/egsantana/ondas/acustica/tubos/tubos.htm
http://www.uakti.com.br/
http://java.com/pt_BR/download/index.jsp
http://www.fisica.ufs.br/CorpoDocente/egsantana/ondas/acustica/veloc_sonido/veloc_sonido.htm
http://www.fisica.ufpb.br/~romero/pdf/18_ondasII_VI.pdf
http://www.fisica.ufpb.br/~romero/pdf/18_ondasII_VI.pdf

FLUIDOS, OSCILACOES E ONDAS Livro do Curso
UAB-UFSM » EAD1165 Péagina 90 de 91

Doppler effect - listener in motion

/
b & 0:00/024 ofi| =0 E9

Para explorar o efeito do movimento da fonte quando o ouvinte encontra-se parado
em relacdo ao ar, siga o link abaixo e execute o applet sobre efeito Doppler (exige
@

Java i ). Clicando em qualquer ponto sobre a tela cinza, vocé estara posicionando
uma fonte sonora, representada por um pequeno circulo azul, que emite pulsos de
onda com frequéncia constante. Clicando e arrastando o cursor em qualquer direcéo
sobre esta mesma é&rea, com o botdo do mouse pressionado, aparece vetor
inicialmente amarelo. Este é o vetor velocidade da fonte em relacdo ao ar. No canto
superior direito, € mostrado o valor da velocidade da fonte em relacéo a velocidade do
som neste meio. Se a velocidade da fonte for maior do que a velocidade do som
(razdo de velocidades maior do que um), entdo o vetor aparecera em vermelho.
Depois de liberar o mouse, a fonte se move na direcao indicada, emitindo os pulsos
de onda, sempre com a mesma frequéncia. Inicie o applet colocando a fonte do lado
esquerdo da area cinza, a meia altura, imprimindo um movimento para a direita com
velocidade igual a aproximadamente metade da velocidade do som. A qualquer
momento, a animacao pode ser parada ou reiniciada teclando a letra "s". Quando os
pulsos de onda comecarem a atingir o lado direito da é&rea cinza, compare a
frequéncia com que elas atingem este lado com a frequéncia com que elas atingem o
lado oposto. Vé-se imediatamente que um ouvinte colocado no lado do qual a fonte se
aproxima percebe uma frequéncia maior e que o ouvinte colocado no lado do qual a
fonte se afasta percebe uma frequéncia menor do aquela que € emitida pela fonte em
repouso. Usando o vetor em vermelho pode-se aumentar a velocidade da fonte até
gue seja maior do que velocidade do som. Neste caso, pode-se observar o que ocorre
quando é quebrada a barreira do som.

Applet: Efeito Doppler
Calculando as alteragcdes do comprimento de onda que sé&o percebidas pelo ouvinte

quando fonte e/ou ouvinte se movem em relagdo ao ar, é possivel determinar (ver
O Efeito Doppler, Notas de Aula de Fisica, Prof. Romero Tavares da Silva) o valor da
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frequéncia percebida em funcédo das velocidades da onda, da fonte e do ouvinte em
relacéo ao ar, dada pela expresséo

; ’i'.-':l:’t-',:,
(6.6) / :f'(’”:F’”F) ,

em que o sinal superior e inferior, tanto no numerador como no denominador,
representam as situacdes em que o ouvinte e a fonte se aproximam e se afastam,
respectivamente.

Leitura recomendada: Secéo 111.13 do Caderno de Oscilacbes e Ondas, Grupo de
Ensino de Fisica, Universidade Federal de Santa Maria, Santa Maria, 2001,
O Efeito Doppler, Notas de Aula de Fisica, Prof. Romero Tavares da Silva, UFPB,
2004. (Acesso em 01/04/2009).

Material on-line: Efeito Doppler, Grupo de Ensino de Fisica, Universidade Federal de

Santa Maria (Acesso em 28/01/2009); Efeito Doppler, Wikipedia (Acesso em
01/04/2009).

Prof. Dr. José Antonio Trindade Borges da Costa - Universidade Federal de Santa Maria


http://www.ufsm.br/gef/CadOndas.htm
http://www.fisica.ufpb.br/~romero/pdf/18_ondasII_VI.pdf
http://www.ufsm.br/gef/Ondas14.htm
http://pt.wikipedia.org/wiki/Efeito_Doppler

