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FisSICA
EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES

TOPICO 1 — INTRODUCAO A EQUACOES
DIFERENCIAIS

* Objetivos do topico

* Pré-requisitos

* Variaveis independentes e varidveis dependentes
* Ordem das derivadas

* Objetivo do curso

* O que é uma equacdo diferencial?

+ Algumas equagdes diferenciais que aparecem na fisica
+ Classificar as equacgdes diferenciais

* Quanto ao nimero de varidveis independentes

* Quanto a ordem da derivada de maior ordem

*+ Linearidade

* Solucdo de uma equacgdo diferencial

+ Bibliografia

OBJETIVOS DO TOPICO
Reconhecer e classificar uma equacgdo diferencial. Verificar possi-
veis solucdes.

PRE-REQUISITOS
No calculo, aprendemos o que é a derivada de uma fungdo. Apren-
demos também a derivar algumas fungoes. Veja a tabelinha:

y=x"+3x+3 Y'=2x+3
Y =cosx y'=—senx
y = senx y'=cosx
y=e y'=e
y=Inx y'=—
x
y=x" y'=nx""
y=1gx y'=sec’ x
|
y = arcsenx Y= 1— 2
o
y = arccosx Y= 2
y=In(/(x) y=L3
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Aprendemos que se y = f(x) entdo a derivada

Y
= — = X
y'i=—o=/)
é também uma funcdo de x.

Para 0 nosso curso, vamos partir do principio que todos ja estuda-
ram os conceitos de derivada e de integral.

VARIAVEIS INDEPENDENTES
E VARIAVEIS DEPENDENTES
Ao escrevermos y = f(x) estamos subentendendo que y é uma
funcdo de x, x é uma variavel independente e y é uma varidvel
dependente.|sto & y dependede x.Asletras x e y podem ser tro-
cadas para outras letras. Podemos escrever d = f(¢) e, nesse caso,
¢ é uma varidvel independente e d é uma varidvel dependente.

Uma fung¢do a uma Unica varidvel é uma fung¢do do tipo acima
com apenas uma varidvel independente.

Ao escrevermos z = f(x,y), estamos subentendendo que z
é uma fungdo de Xx, y.As varidveis x,y sdo varidveis independen-
tes e z é uma varidvel dependente. Isto é, f depende de x, y.

Uma funcdo a duas variaveis é uma funcdo do tipo acima com
duas variaveis independentes.

Uma fungdo a varias variaveis é uma fun¢do com varias varia-
veis independentes.

ORDEM DAS DERIVADAS
Relembramos também que a derivada de primeira ordem de é

Q_ [
Rt A

dy
Em outras palavras, dx é a derivada da varidvel dependente y
em relagdo a varidvel independente x.

Como f"'(x) é uma funcdo de x, podemos derivar novamente e
obtemos a derivada de segunda ordem de f(x) ou a derivada se-
gunda de f(x).Obtemos

Y _ddy _dy

— Hx
dx dx dx  dx* A
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A derivada de segunda ordem também é uma fun¢do de x, deri-
vando novamente obtemos a derivada de ordem trés ou de terceira
ordem e assim sucessivamente.

Para funcdes de trés variaveis d = f(x, y,z), temos as derivadas
parciais de primeira ordem

od o o
ox 'y Oz

As derivadas parciais de primeira ordem sdo fungdes de trés varia-
veis. Podemos derivar novamente e obter as derivadas parciais de
segunda ordem

o’d 0°d 0°d . o’d
oy? " oxdy oy’ oyox

e assim sucessivamente.

OBJETIVO DO CURSO
No célculo, para cada funcdo y = f(x), nosso problema era en-

d
contrar a derivada <2 = f(x).

dx
Neste curso, o nosso problema nao é encontrar derivadas. Nosso

problema é resolver equag¢des que envolvem derivadas.

EXEMPLO 1: encontre uma fun¢do y = f(x) tal que
y'=y=0.

EXEMPLO 2: encontre uma fun¢do y = f(¢) que satisfaca a equagdo
y"—(cost)y'+ 1y’ = sent

EXEMPLO 3:qual é afuncdo y = f(x) que satisfaz
y"=3x(y")’ +xy=2x+1

O QUE E UMA EQUAQRO DIFERENCIAL?

Uma equacdo diferencial € uma equagdo que contém as derivadas

de uma ou mais variadveis dependentes em rela¢do a uma ou mais
variaveis independentes.

10
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Alguns exemplos de equagdes diferenciais:

1. y'=y=0
2. y"—(cost)y'+ 1y’ = sent
3. y"™-3x(y") +xy=2x+1
, 242,
' ay2 8 2 y
o’d o0*d od
5. t—— =
oy®  ox*  ox
6. ynv_v” = W'+
0’d 0°w ou
7. + =—
oy®  Oxdy Ox

Nos exemplos (1), (2), (3) e (6), temos equacdes diferenciais que
envolvem uma Unica variavel independente.

No exemplo 6, temos mais de umavaridvel dependente y,v,w
e uma Unica variavel dependente que ndo aparece na equacgao.

Nos exemplos (4) e (5), temos uma Unica varidvel dependente
d e duas varidveis independentes xe y .

No exemplo (7), temos uma equacdo diferencial com trés varia-
veis dependentes d,w,u e duas varidveis independentes xe y.

Para ndo haver confusdo, vamos usar a linha como em ' se a
equacao diferencial contiver a derivada de uma ou mais variaveis
dependentes mas somente uma Unica varidvel independente.

ALGUMAS EQUACOES DIFERENCIAIS
QUE APARECEM NA FiSICA

2
Corpo em queda livre ﬂ =-g
dr’

2
Sistema Massa-Mola md_;c =—kx
dt

dq g
+=senq =0
a0

Péndulo simples

11
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Corda Giratéria i[T()c) d_y] +pw’y=0
dx dx

2
Circuitos em série d_zq + Rﬂ+ iq =E(¢)
dt dt C

Lei de Esfriamento de Newton CZZ_T =k(T'-T))
4

2

Cabo Suspenso d_g/:& 1+(ﬂ)2

T dx
CLASSIFICAR AS EO_UA§5ES DIFERENCIAIS
Neste curso, vamos aprender algumas técnicas para resolver uma
equacdo diferencial. Cada técnica é aplicavel para algum grupo
de equacgdes diferenciais. Antes de estudarmos as técnicas, pre-
cisamos agrupar ou classificar tais equagdes. Vamos classificar as
equagoes diferenciais considerando:

* 0 numero de variaveis independentes;

* aordem de derivada de maior ordem contida na equacgao;

* linearidade.
Quanto ao numero de varidveis independentes
Equacgbes Diferenciais Ordinarias sdo equacdes diferenciais que
envolvem uma ou mais variaveis dependentes e apenas uma vari-
avel independente.
Equacdes Diferenciais Parciais sdo equagdes diferenciais que en-
volvem uma ou mais varidveis dependentes e duas ou mais varia-
veis independentes.
EXEMPLOS:
1. y'=y =0 é uma equagdo diferencial ordinéria.

2. y"—(cost)y'+ty’ =sent é uma equacio diferencial ordinaria.

3. y"-3x(y")* + ¥ =2x+16éumaequacio diferencial ordinaria.

12
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o’d 0°d ) - : .
> +—— =X+ éumaequacdo diferencial parcial.
0 0
y X
o’d 0°d ad | - : :
5. — +—> = é umaequacdo diferencial parcial.
oy° Ox X
6. y'"'—v = w'"+V4+w' é uma equacio diferencial ordinaria.
o’d o*w ou - . :
7. + = — é uma equagdo diferencial parcial.

dy>  Oxdy Ox

Neste curso, vamos estudar apenas as Equacdes Diferencias Ordi-
narias.

Quanto a ordem da derivada de maior ordem

A ordem da derivada de maior ordem é a ordem da equacao dife-
rencial. As equagdes diferenciais podem ser de primeira ordem, de
segunda ordem, de terceira ordem e assim por diante.

EXEMPLOS:

1. y'—=y =0 equacdo diferencial de ordem UM ou equacso dife-
rencial de primeira ordem.

2. y"—(cost)y'+1y° = sent equacio diferencial de terceira ordem.

y"=3x(y")* +xy = 2x+1 equacio diferencial de terceira ordem.

W

0%d o%d
P + o’ =X+ equacdo diferencial de segunda ordem.

o’d 0°d

5. -+ —<— = —=— equacdo diferencial de segunda ordem
oy~ Ox X

6. y'"—v' =w'"+'+w' equacio diferencial de terceira ordem.
o’d o*w _ Ou

7. 0y>  OxOy ~ Ox equagao diferencial de segunda ordem.

LINEARIDADE
A derivada pode ser vista como um operador Dy=y" Como a deri-
vadadasomaéasomadasderivadas (y+z)'= y'+z'e (en)'=cy'",

13
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temos que D é linearem y. Da mesma forma, a derivada segunda

D’y =D(Dy)=Dy'=y" élinearem y e assim sucessivamente
D"y =y . Aderivada de ordem nde y élinearem y.

Observe que (D* +2D +1)y = y'"+2)'+y também é linearem .
Note, também, que Ty =(»")* ndo é linearem y .

O operador

d"y d'y d’y dy
F(y):an(x) dxn +an—1(x) dxn,l +...+a2(X) dxz +a1(X)£+aO(X)y

= [an (x)D" +a, ,(x)D"" +...+a,(x)D* +a,(x)D +a, (x)} y

é linearem y.
As fungées a,(x) a, (x) ,..,a,(x) a,(x) a,(x)sdo chamadas
de coeficientes das derivadas.

Numa equacao diferencial linear
* AUNICAPOTENCIA PERMITIDA PARA A VARIAVEL DEPENDENTE
E SUAS DERIVADAS E 1.
* OSCOEFICIENTESDAVARIAVELDEPENDENTEESUAS DERIVADAS
SO PODEM SER FUNGOES DAS VARIAVEIS INDEPENDENTES.

EXEMPLOS:
1. y'=y =0 é linear pois tanto y como y' aparecem sem potén-
cias.

2. y"—(cost)y'+ zy3 = sent nao é linear pois y aparece elevado
ao cubo.

3. M- 3x(y')2 + xy =2x+1 ndo é linear pois ' aparece eleva-
do ao quadrado.

4 gt T Y
cem sem poténcias.

é linear pois as derivadas parciais apare-

5. y'y+y""'=0 ndo é linear pois aparece o produto y'y e neste
caso o coeficiente de y é uma funcdo de y'.
6. xzy'—i-y =x* é linear pois y como y' aparecem sem poténcias

e o coeficiente de »' é uma fun¢do apenas de x.

14
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Numa equacgdo diferencial linear ndo pode conter
~o , rr i rr o 3 7Ny
(620 0 A A U S AN PR O o
N3o pode conter qualquer produto das varidveis dependentes e
suas derivadas. Também ndo sdo lineares as equacdes diferenciais

que contém
cos(y) sen(y) tan(y),...

cos(y') sen(y'") tan(y'),...

Uma equacao diferencial é linear se pudermos escrevé-la na forma
E(y,y,y"eny") = gx)

onde F é uma funcdo linear em relagdo as entradas y, y', y",..., y".
No caso de equacgdes diferenciais parciais

z%% 0’z 0’z 0°z 0’z 0z
“ox dy ox? oxdy oyox oyt oy"

F( )=g(x,y).

é linear se F' for uma funcgo linear nas entradas

Z@@ 0’z 0%z 0*z 0*z 0"z
“ox oy ax? oxdy oyex oyt oy”

SOLUgZ\O DE UMA EQUAQRO DIFERENCIAL
Voltamos aos exemplos:

EXEMPLO 1: encontre uma funcdo y = f(x) tal que
y'=y=0.

EXEMPLO 2: encontre uma funcdo y = f(¢) que satisfaca a equacdo
y"—(cost)y'+ 1y’ = sent

EXEMPLO 3:qual é afuncdo y = f(x) que satisfaz

y"=3x(y") +xy=2x+1

ou ainda
EXEMPLO 4:qual é a funcdo y = f(x) que satisfaz

Fy,y,y",...y")=g(x)

No caso de equacoes diferencias parciais

EXEMPLO 5:qual é a funcdo z = f(x,)) que satisfaz

15
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2%% 0’z 0’z 0’z 0’z
“ox 0y ox? oxdy oOyox oyt

a}’l
F( Sy = g(x,y)
oy

A funcao procurada é chamada de solu¢ao da equacao
diferencial.

EXEMPLO 1: y =e" é solucdo da equagdo diferencial

y'=y=0.

Para ver isso, calculamos y' e substituimos y =e* e y'=e* na

equacao e obtemos

e"—e' =0.

EXEMPLO 2: ¥y =c0Sx é solugdo da equacao diferencial

y'+y=0.
Solugdo: calculamos y =cosx, y'= —senx, y''=—cosx
substituimos na equacgao
y'+y=0
obtendo
—cosx+cosx =0.
BIBLIOGRAFIA

Dennis C. Zill, Michael R. Cullen. Equac¢oes Diferenciais, volume I.

Traducao Antonio Zumpano, S3o Paulo, Makron Books, 2001.
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TOPICO 2 — EXISTENCIA E UNICIDADE DE
SOLUCOES

* Objetivos do topico

* Introducdo

* Problema de valor inicial

* Existéncia e unicidade de solugdes para o problema de valor inicial
* O teorema de existéncia e unicidade

* Aimportancia do teorema

+ Bibliografia

* Objetivos do tépico

OBJETIVOS

Resolver problemas de valor inicial, conhecendo as solu¢des da
equacdo. Entender o que sdo solugdes do problema de valor ini-
cial. Entender o significado da Existéncia e da Unicidade.

INTRODUCAO
Estamos interessados em resolver Equacbes Diferenciais de pri-
meira ordem que podem ser escritas na forma

dy
- = x’
» S(x,p)
EXEMPLOS:
dy 2 2
1. —=x"+
dx Y
Z.Q:x2+l
dx

3. P = sen(x’ + %)
dx

PROBLEMA DE VALOR INICIAL
Observe a equacao diferencial

y'=2x+3

Sabemos que

y=x"+3x+3

€ uma solucdo desta equacdo diferencial. Observe que

y=x"+3x+3+C

17
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onde C é uma constante, também é uma solucdo da equacao.

O mesmo para 0s demais casos. Observe a tabela:

y'=—senx ¥y =cosx+C

y'=cosx y =senx +C

yv:ex y:ex+C

.1
X

y':nxn_l y:xn+c

y'=sec’ x y = tgx +C

. -1

y= > y = arcsenx +C
I—x

. 1

y= > y = arccosx +C
l1-x

_ S)

y= =In(f(x) +C
I y=n(f(x)

A constante C que aparece na tabela é chamada constante de inte-
gragdo. Se soubermos o valor da fungdo em pelo menos um ponto,
saberemos qual é a constante que vamos usar. Observe

y'=2x+3

Neste caso, para cada C, y=x"+3x+3+C é solucio de

y'=2x+3.Vemos que

e, portanto,

y=x"+3x+3+57 =x" +3x+60

é solucdo do problema

1(0)=0>+3-0+3+C =60
C=60-3=57

y'=2x+3

18
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Problemas como este sdo chamados de problemas com valor inicial.

EXEMPLOS:

1. Resolva o problema de valor inicial

d—y:x2+1
dx
»(0)=3

3
Solugdo: y = J‘(x2 +1)dx =x?+x+C

3

y(0)=%+O+C:3

3
X
portanto, y = ?—i- x+3 é uma solugdo procurada.

2. Resolva o problema de valor inicial

Q =x*+2x* +3x
dx
y(1)=20

Solugdo:

>o2xt 3x?
= x4+2x2+3xdx:x—+—+—+C
= My ="

5 3 2
y(1)=1?+21 +31 +C=l+%+ +C=w+

3 c-
2 53 2 30 3

donde C :20—7—1: 60071 = 529
30 30

e uma solucdo procurada é

X 2x 3x* 529
y=—t—+—q
5 3 2 30

3. Resolva o problema de valor inicial

Q =CO0SXx
dx
y(m)=0

19



FisSICA
EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES

yzjcosxdx:senx+C

Solucgao:
o0 y(r)=senm+C=C

donde C =0 e y =senx é uma solugdo procurada.

EXISTENCIA E UNICIDADE DE sowgazs PARA O
PROBLEMA DE VALOR INICIAL
Quando consideramos um problema de valor inicial

y'=f(xy)

y(x0) =¥,
nés Nos perguntamos:

1. SEMPRE VAI EXISTIR UMA SOLU(;AO?
2. QUANTAS SOLUQ@ES PODEMOS TER? UMA UNICA?

3. NOS EXEMPLOS ACIMA, PODEMOS TER OUTRAS SOLU(;GES ALEM
DESSAS ENCONTRADAS?

O TEOREMA DE EXISTENCIA E UNICIDADE

o
Se f(x,y) e 5550 continuas em (x,,»,) entdo existe uma
Unica solugdo y(x) definida numa vizinhanga de x, tal que

¥(xp) = y,-

Exemplo de um problema de valor inicial com mais de uma solugao:

0 X
Se f(x,y)= x\/;, entdo g = ndo estd definida em

5)/ 2 y
(0,0) e muito menos continua neste ponto. Podemos ver que o
problema de valor inicial

y'=xy
¥(0)=0

4
X

possui as solugdes y =0 e Y 16 - Neste caso, ndo temos unici-

dade para o problema de valor inicial.
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Note, ainda, que, se mudarmos o valor inicial no problema acima,

por exemplo,
y=xyy
y(0)=1

1
0 teorema garante a unicidade da solu¢do y = (sz +1)2 para
este problema.

Em muitos casos, saberemos, via o teorema de existéncia e unici-
dade, a existéncia e unicidade da solucdo e conhecemos nenhuma
técnica que nos permite exibir a solugdo.

A IMPORTANCIA DO TEOREMA
1. No exemplo (1) acima temos

Q=x2+1

dx
»(0)=3

donde f(x,y)=x"+1, g = (0. Portanto feg sdo continuas
oy oy

em todos os pontos do plano. O teorema nos diz que a solugao
encontrada é Unica.

2. 0 mesmo acontece no exemplo (2)

ﬂ =x"+2x* +3x
dx
y()=20

Temos f(x,y)=x"+2x* +3x que também nio depende de y

0 0
e donde l: 0. Portanto fe l sdo continuas em todos os
oy y

pontos do plano. O teorema nos diz que a solu¢do encontrada tam-

bém é Unica.

3. No exemplo (3), f(x,y)=cosx, como nos exemplos anterio-
res, podemos concluir que a solu¢do encontrada é Unica.

BIBLIOGRAFIA

Dennis C. Zill, Michael R. Cullen. Equac¢oes Diferenciais, volume |.
Tradugao Antonio Zumpano, S3o Paulo, Makron Books, 2001.
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TOPICO 3 — VARIAVEIS SEPARAVEIS

* Objetivo

* Introducdo

* Variaveis separdveis

* Deducdo da técnica

* Pré-requisitos da técnica
* Exemplos

+ Bibliografia

OBJETIVO
Resolver equacgdes diferenciais de primeira ordem pelo método
chamado de variaveis separaveis.

INTRODUCAO
Neste topico comecaremos a apresentar as técnicas de resolu¢do
de equacgodes diferenciais.

VARIAVEIS SEPARAVEIS

Comecaremos com a técnica mais simples chamada varidveis se-
paraveis. Esta técnica se aplica a grupo de equacgdes diferenciais
ordinarias de primeira ordem que podem ser reescritas na forma

d
g === h(x)
dx
ou na forma diferencial ~ g(y)dy = h(x)dx

Este tipo de equacdes é chamado de equacdo separdvel ou tem
variaveis separaveis.

As equacdes diferenciais mais simples de varidveis separaveis sdo
as do tipo

dy
—=h(x
— (%)

onde g(y)=1.

Neste caso as solugdes, para este tipo de equacdo, sdo, simples-
mente,

y= Ih(x)dx.

Quando integramos, ndo podemos esquecer a constante de inte-
gracao. Relembramos que resolver um problema de valor inicial é
determinar um valor para esta constante.

22



FisSICA
EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES

Veja outros exemplos de equagdes separaveis na tabela abaixo.

d
—y=xy l@:x ldyzxa'x
dx ydx y
d
—y:y ld—yzl ldy=abc
dx ydx ¥y
d
= (¢ +1cos y L & _ i dy = (x* +1)dx
dx cos y dx cos y
d_y:£e3x2+5y3 yz ﬂ:xe“2 dey:xehzdx
dc y e dx e’
dy 2, .2, .22 L dy_ 2 1
—=1+x"+y +x —=1+x = 2
ax y y 1+ 7 dx 1+y2dy (14 x%)dx
DEDUCAO DA TECNICA
dy _
== /()

Note que, se y = f(x) entdo g,

A equacdo diferencial

dy _
g(»y) o h(x)

pode ser reescrita na forma g(f(x)) f'(x) = h(x)

A equacdo g(f(x))f'(x) = h(x) é umaigualdade que s6 depen-
de de x. Podemos integrar em relagdo a x ambos os lados da

igualdade j 2(f(x)f'(x)dx = jh(x)dx

Fazendo y = f(x) obtemos dy = f"'(x)dx. Substituindo na inte-
gral, obtemos

[ g()dy = [ h(x)x

Portanto, podemos integrar em relacdo a y o lado da igualdade
que depende de y eintegramos emrelacdo ax o lado daigualda-
de que depende de x.
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Observe a tabela:

jidy:J‘xdx

J‘édy = Idx

jcolsydyzj(xz +1)dx

Ié%dy = J‘xe”2 dx

~[1+1y2 dy=j(1+x2)dx

PRE-REQUISITOS DA TECNICA

Como podem ver, resolver equagdes com o método variaveis sepa-
raveis consiste em resolver integrais. Uma boa revisdo nas técni-
cas de integracdo pode facilitar a resolucdo de equagbes com este
método. Uma tabela de integrais também pode ser utilizada para a
resolucdo dos exercicios.

Exemplos:

dy
EXEMPLO1:resolva —=xy.
dx

Solugdo: como vimos, na tabela acima, é uma equacdo separavel,
pois pode ser reescrita na forma

ldy = xdx
Y
portanto,
1
J.—dy = J.xdx.
y

Logo, resolvendo as integrais de ambos os lados, obtemos

1
Inlyl=—x*+C.
|yl 5
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Usando uma propriedade dos logaritmos, (log, b=c <> a“ =b) e

sabendo queln |y |=1log, | y| obtemos,

1, 1,
—x“+C —Xx
iyl =ete

Usando a propriedade do médulo (| y|= yse y>0e |y |=—y se
y<0)

1, 1,
—X —X

Temos y =e“e? ou y=—ee?

Mas, como C é uma constante e também é constante. Podemos
. ~ . C

juntar as duas solu¢des numa sé, pondo, C; =*e" . Obtemos as-
sim a solucdo geral

1,

y= Clezx .

EXEMPLO 2:resolva (1+x)dy = ydx.

Solugdo: é uma equacdo separavel, pois pode ser reescrita na forma

la'y:de
y I+x

Portanto, J.ldy:dex.
y I+x

Logo, resolvendo as integrais de ambos os lados, obtemos

In|yl=n|1+x|+C

0 que pode ser escrito na forma

In|y|-In|l+x|=C
usando uma propriedade dos logaritmos, (Ina —Inb = ln% ),
In|—2—|=C.
I+x

Portanto,

== ef

1+x
Usando a propriedade do moédulo (| y|= yse y>0e | y|=—y se
y<0),

temos =e ou

1+x 1+x
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Mas, como C é uma constante e também é constante. Podemos
. ~ . C

juntar as duas solu¢des numa sé, pondo, C; =*e" . Obtemos as-
sim a solucdo geral

y=C/(1+x).

BIBLIOGRAFIA

Dennis C. Zill, Michael R. Cullen. Equac¢oes Diferenciais, volume I.
Traducao Antonio Zumpano, S3o Paulo, Makron Books, 2001.
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TOPICO 4 — EQUACOES HOMOGENEAS
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* Exemplos de equagdes diferenciais homogéneas de primeira ordem
* Método de solucdo

* Deducdo da técnica

* Exemplos

+ Bibliografia

OBJETIVOS
Identificar e resolver equagdes diferenciais homogéneas.

EQUACOES HOMOGENEAS
Dada uma equacgdo diferencial de primeira ordem reescrita na forma

M (x,y)dx+ N(x,y)dy =0
Dizemos que esta equacdo é homogénea se para algum n,

M (tx,ty) ="M (x,y)e N(&x,ty) =t"N(x, y).
Observe também que M (x,y) = x”M(l,Z) e
b
_n Y
N(X,y) =X N(la_)
X
Exemplos de equagdes diferenciais homogéneas de primeira ordem:

1. (x% + y)dx+ (x> = 2xy)dy = 0. E uma equacdo diferencial ho-
mogénea, pois

M(x,p)=x"+y’

N(x,y)=x>—2xy,
portanto,

M (tx,ty) = (x)’ + ()’ = (x* + y*) =’ M (x, )
e N(tx,ty) = (tx)* = 2(x)(ty) = > (x* = 2xp) = N(x, ).
Logo, para n =2,

M (tx,ty) = *M (x,)
N(tx,ty) = tzN(x,y)

donde, a equacio (x* + y*)dx+ (x> —2xy)dy =0 é homogénea.
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Analogamente, sdo homogéneas as equagoes:
2. 2\/xydx—xdy =0
3. 2% ydx + (x* + y")dy =0
b
4 (y+xe*)dx+xdy=0

Algumas equagdes diferencias homogéneas ndo estdo escritas na
forma

M (x,y)dx+ N(x,y)dy=0.

Temos que as reescrever. Veja a tabela.

dy y-—x

dx_y+x (y—x)dx+(y+x)dy=0
dy _y X 2 2

_:_+— =

d x oy (v +x7)dx+(yx)dy =0
Q:M (y+3x)dx+QBy+x)dy=0
dx 3x+y

METODO DE SOLUCAO
A técnica consiste em transformar a equacao diferencial homogé-
nea numa equagao varidvel separavel.

EXEMPLO 1:transforme

(x> + y))dx+(x* = 2xy)dy =0

numa equacao separavel.

Solucdo: comegamos colocando
y=ux.

Pela regra do produto para derivada, obtemos

dy =udx + xdu-

Substituindo y =ux, obtemos

(X" + (ux)*)dx + (x* = 2x(ux)) [dy] =0

Resolvendo (x* +u’x?)dx + (x* — 2x°u)) [dy] =0
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isolando x*, obtemos x” [(1+u2)dx+(l—2u)) [dy]] =0.
Cancelando x?, obtemos (1+u*)dx + (1—2u)) [dy]zO.

Substituindo dy = udx + xdu
(1+u?)dx+(1-2u)) [udx+xdu]= 0,
obtemos

[(+u?)+ (1= 2u)u | dx+x(1 - 2u)du) = 0
[+ u?)+ (= 2u) |dx + x(1- 2u)du) = 0

[(1+u—u?) ] dx+x(1—2u)du) = 0

e finalmente obtemos a equagdo diferencial separavel

labc = —idu .

X T+u—u®

EXEMPLO 2:resolva: (y° +x7)dx+(yx)dy =0.

Solugdo: Trata-se de uma equag¢dao homogénea, pois

M(x,y)=x"+)’

N(x,y)=xy
Portanto,
M (tx,ty) = ()’ + () = (X" + y*) =M (x, y)
e N(tx,ty) = (x)(ty) =t (xp) = N(x, )

Logo, para n =2,
M (tx,9) =’ M (x, )
N(tx,9) =1 N(x, y)

Vamos transforma-la em varidvel separavel. Comegamos colocan-
do y=ux

Pela regra do produto para derivada, obtemos

dy =udx + xdu .
Substituindo na equacdo (y* +x*)dx + (yx)dy =0, obtemos
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((ux)* + x*)dx + (ux”)(udx + xdu) = 0
x| (@ +1)dx +u(udx + xdu) | = 0
[(2142 +1)dx + xdu)] =0

1 1
—dx=—

> du
X 2u” +1

logo, J.ldx =— Ldu .
X

2u” +1
Portanto,
In|x|= —I%du = —J.;zdu = —Qarctg(ﬁu)+ C
2u” +1 (2u)* +1 2

—\/E(ln |x|-C)= arctg(N2u)
dond
e uz%tan(—ﬁ(ln|x|—€)

Portanto,

y=L2 ctan (V2 (i x|-C)),

DEDUCAO DA TECNICA

M(x,y)dx+ N(x,y)dy =0

I MA,D)de+ ' N1,Dydy =0
X X
M1,Ddx+ N1, D)dy =0
X X

Fazendo u = Xtemos y=ux

X

Pela regra do produto para derivada, obtemos
dy =udx + xdu .

Substituindo na equacdo M(I,X)dx + N(l,l)dy =0, obtemos
X X
M (Lu)dx+ N(L,u) (udx +xdu): 0.
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Fazendo umas continhas

M (Lu)dx+ N(Lu)udx +xN(1,u)du =0
(M(l,u) + N, u)u )dx +xN(,u)du =0
dx N(,u)

X (M(l,u)+uN(l,u))

Esta Ultima é uma equacdo de variavel separavel.

A férmula nos permite rapidamente encontrar a equagao na forma
de varidvel separavel. Veja os exemplos:

Exemplos:
1. (x> + y))dx+ (x> =2xy)dy =0.
M(x,y)=x"+y*

MQu)=1+u’

N(x,y)= x? —2xy

N(,u)=1-2u
Portanto,
dx N(1,u)
X (M(l,u)+uN(1,u))
dx 1-2u

74_ (l+u2 +u(1—2u)) n=0

2. 2\/5dx—xdy =0

M(x,y)= 2\/5
M(,u)=2u
N(x,y)=—x
N(Lu)=-1
dx N(1,u)
—+ u=
X (M(l,u)+uN(l,u))
dx -1

—+
X

(2\/,—_u)du:0
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3.2 ydx+(x* +y")dy =0
M(x,y)=2xy
M,u)=2u

N()c,y):)c4+y4
N(l,u):1+u4

dx N(1,u)

—+ u=
X (M(l,u)+uN(l,u))

dx 1+u*

7—'_ (2u +u(1+u4))du =0

Y

4. (y+xe*)dx +xdy =0

b

M(x,y)=y+xe;
M(Lu)=u+e"

N(x,y)=x
N(,u)=1

dx N(,u)

—+ u=
x  (M1Lu)+uN(,u))
U =0

X (u+e" +u)

E importante, para cada exercicio, seguir os passos de como a for-
mula foi obtida. Decorar a formula ndo é o que se deve fazer.

BIBLIOGRAFIA

Dennis C. Zill, Michael R. Cullen. Equac¢oes Diferenciais, volume I.
Traducao Antonio Zumpano, S3o Paulo, Makron Books, 2001.
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OBJETIVOS
Identificar e resolver equagdes exatas.

EQUAgﬁES EXATAS
Dada uma equacao diferencial de primeira ordem reescrita na forma

M (x,y)dx+ N(x,y)dy =0
Dizemos que esta equacao é exata se

v _on
oy  ox

Exemplos de equacgdes diferenciais exatas:

1. 2xydx + (x> —=1)dy = 0. E uma equacio diferencial exata, pois
M (x,y)=2xy
N(x,y)=x>—1

0
portanto, — =2x
dy

éiguala — =2x
& ox

2. (ezy —y cos(xy))dx + (2xe2y —xcos(xy)+ Zy)dy =0 é uma
equacdo diferencial exata, pois

M(x,y) = (e - ycos(x))

N(x,y)= (2xe2y —xcos(xy)+ 2y)

M
portanto, 66_ =2 —cos(xy) + yxsen(xy)
y
ON
éigual a r =2e” —cos(xy) + xysen(xy)
X
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METODO DE SOLUCAO
O método leva em consideragdo o seguinte: se f(x,y)=C,, entdo

0=df(x,y)= gdx+za’y =M (x,y)dx+ N(x,y)dy
ox oy
0
T M(x, )
ox
donde o
~ = N(xa y)
oy
oM ON

Aigualdade dy - a vem do fato que as derivadas parciais de
segunda ordem comutam, isto é, 9° ' 9° f

Oyox - Ox0y

O que fazer para resolver uma equacdo diferencial exata

Dada a equacdo exata
M (x,y)dx+ N(x,y)dy=0

mostre primeiro que

a _oN
oy ox
Depois suponha que
¥ _y
ox

Podemos encontrar £, integrando M em relagdo a x.

S 9) = [ M(x,p)dx+C(y)

Em seguida, derivamos f(x,y) = IM(x,y)dx + C(y) em relacdo
a y eigualamosa N(x,y).

2 100) =2 [ M3 e+ C(0) = NG, )
ly oy
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Finalmente, integramos

C'(y) = N(x.) —% [/ (.

emrelagdoa y.

A solugdo para a equacao é dada implicitamente pela equagdo
f(xv y) = Cl'

Observe que poderiamos, dependendo do que for mais facil de
integrar, comecar com

¥ _y
oy

Neste caso teremos que integrar em relacdo a y e depois derivar
emrelagdoa x.
Veja o exemplo 2 abaixo.

Exemplos:

1. 2xpdx + (x> —1)dy = 0 é uma equacio diferencial exata, pois

M(x,y)=2xy
N(x,y)=x>—1.
Portanto,
oM =2x
oy
éiguala
8_N =2x
ox
£ y) = [ M(x, y)dx+C()
£ (6, ¥) = [ 2xpdx+ C(y)
£ (6 y) =2y [ xdx+C(y)
S, p)=yx" +C(y)
Derivando

F(x,y)=yx*+C(y)

0
em relacdo a y, obtemos a—f(x,y) =x*+C'(y).
y
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lgualando %f(x, y) a N(x,y),obtemos
X +C'(»)=N(x,y)

X +C'(y)=x"—1

C'(y)=-1

Cy)=-y
Portanto yx° —y =C,.

Donde y = é a solucdo geral da equacao.

1
2
x —

Nem sempre é possivel isolar y.

2. (cosxsenx—xy2 )dx+y(1—x2)dy:O. E uma equacdo dife-
rencial exata, pois

M (x,y) = cos xsenx — xy’

N(x,y) = y(1-x%)

Portanto,
oM =-2xy
oy
éiguala
ON
e A )
Ox Y
£ y) = [ NGx, p)dy+C(x)
£ ) = [ y(1=x")dy+C(x)
1
S (x,y) 25(1—x2)y2 +C(x)
Derivando

F(xy) = %(1 —x)y? +C(x)

em relacdo a x, obtemos

aif(x,y) -4 C).
X
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Igualando gf(x, y) a M(x,y), obtemos
X
—xy* +C'(y) =M (x, )

—xp* 4+ C'(x) = cos xsenx — xy°.

Integrando C'(x) = cos xsenx em relacdo a x, obtemos

C(x)= J.cos xsenxdx = —I cos x(—senx)dx = —cos’ x.

Portanto
1 2 2 2
S 6 y) =2 (=xT)y" —cos™x = C,
l(l—xz) *—cos’x=C
donde » Y ~ 71 é a solugdo geral da equacdo

dada implicitamente.

BIBLIOGRAFIA

Dennis C. Zill, Michael R. Cullen. Equac¢des Diferenciais, volume |.
Traducao Antonio Zumpano, S3o Paulo, Makron Books, 2001.
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TOPICO 6 - EQUA§6ES LINEARES DE PRIMEIRA
ORDEM

* Objetivo

* Equacgdes lineares de primeira ordem

* Exemplos de equacdes diferenciais lineares

+ Método de solucdo (chamado de fator integrante)
* Exemplos

+ Bibliografia

OBJETIVO
Resolver equagdes diferenciais lineares de primeira ordem.

EQUAgﬁES LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM
Uma equacdo diferencial de primeira ordem reescrita na forma

4 (x)% ra,(x)y = g(x)
X

é chamada de equacdo diferencial linear (de primeira ordem).
Dividindo por a,(x), obtemos uma forma mais simples

D Py = ().
dx

Na forma diferencial

dy+(P(x)y— f(x)dx=0.

EXEMPLOS DE EO_UAgaES DIFERENCIAIS LINEARES:

dy 6 _x
X———y=x"e
dx xy
dy

2. —-3y=0
dx Y

3 (x° +9)Q+xy:O
dx

dy
L X—+y=2x
dx Y
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METODO DE SOLUCAO
(CHAMADO DE FATOR INTEGRANTE)

1. Escrevemos a equacdo linear na forma

dy+(P(x)y— f(x))dx =0

2. Multiplicamos a equac¢do por uma fun¢do m(x)

M(x)dy +m(x)(P(x)y = f (x))dx = 0

3. Queremos encontrar M(x) para que a equagado seja uma equa-
cdo diferencial exata. Para isso, igualamos

N(x,y)=m(x)
M (x,y) = mx)(P(x)y = f(x)).

Note as posi¢des de dx e dy .

4. Para que a equacdo seja exata temos de ter

o _oN
oy  Ox
onde
ON
T —m
o (%)
e
oM
—— =m(x)P(x)
oy

donde obtemos a equacdo separavel

mi(x) = m(x) P(x)

dm
5. Podemos resolver a equacdo separavel ——— = P(x).
m dx

Obtemos

In| ml= jP(x)dx
donde
m(x) = ol P

6. Obtemos a equacao exata

PGy 4 PO (P(x)y — £(x))dx =0.
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0
7. lgualando al = N, integramos em relagdo a y, obtemos

f(x,p)=yel™™ + C(x)

P(x)dx

8. Derivando f(x, y) = ye' + C(x) emrelacdoa x, obtemos

9 f(x,y) = "M P(x) 4 C(x)
Ox

o

9. Usando a igualdade 8_ = M , obtemos
X

ye TP+ C () = O Py - £ ()
C@)=-¢" /()

10. Integrando C''(x) = —e!”™ f(x) em relacio a x, obtemos

C(x)= —J. el PO £(x)dx

11. Substituindo C(x) =— I /"M £(x)dx na equacdo acima, obtemos
Sty = ye e [l

12. A solucdo geral é dada por

yel P _ J.ejp(x)dxf(x)dx =C,

13.Isolando y, obtemos a solucao geral

P(x)dx
y= Cle*IP(X)dx +efIP(X)de'eI ) f(x)dx

EXEMPLOS:
1. Resolva
dy

x——4y=x""
dx d

d
Solugdo: reescrevendo xd—y—4y = x%¢" na forma
x
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4

obtemos P(x)=—— e f(x)=x"e".
X

Substituindo na equacao

P(x)dx
y= Cle*JP(x)ch +e*IP(X)dXJ'eJ. =) f(x)dx,

obtemos
jﬁdx j'idx —jﬂdx 5 .
y=Ce~* +e~ Ie T xe'dx.
Logo,
y — Cle4lnx +e4lnxje—4lnxx5exdx
donde
y=Cx*+ x4.|.x_4xsexdx
isto é

y=Cx*+ x4J.xe"dx.

Integrando por partes, obtemos

y=Cx"'+x*(xe* —e")=Cx* +x’e" —x'e*.

Solugdo geral da equacao diferencial.

2. Resolva

dy
= _3y=0.
dx Y

Solucdo: P(x) =3, f(x)=0 substituindo na equacao

P(x)dx
y= Cle*JP(x)ch +e*IP(X)dXJ'eJ. =) f(x)dx,

obtemos a solugado geral
y=Ce ™ =Ce™.

3. Resolva

(x* +9)%+xy:0
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Solucdo: reescrevendo a equagdo na forma

dy X

—+ =0
dx (£+9)°
X
temos P(x)=——, f(x)=0.
X +9

Substituindo na equacgdo

P(x)dx
y= Cle—jP(x)dx +e-jp(x)dxjef () F(x)dx,

obtemos

szx+9
y=Ce =Ce

—%ln(x2+9) In—— 1

que é a solucdo geral procurada.

4. Resolva
dy
X—+y=2x
dx 4 .
) dy
Solugdo: reescrevendo xd—+y =2x na forma
x
d
_y+l — 2 ,
dx x

1
obtemos P(x)=—, f(x)=2.Substituindo na equacao
X

— X)dx —[P(x)dx P(x)dx
y=Ce jP()‘L+ew)d'|‘ej f(x)dx,
obtemos

—jlﬂix —jlﬂix j'idx
y=Ce * +e * je" 2dx
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donde
y — Cle—lnx +e—lnxjelnx2dx

y=C11+lj2xdx
X X

1
y=C—+2x
X
que é a solucdo geral procurada.

BIBLIOGRAFIA

Dennis G. Zill, Michael R. Cullen. Equacgdes Diferenciais, volu-
me |. Tradug¢do Antonio Zumpano, Sao Paulo, Makron Books, 2001.
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TOPICO 7 — EQUACOES DE BERNOULLI

+ Objetivos

* Equacgdes de Bernoulli

* Exemplos de equacbes de Bernoulli
* Método de solucdo

* Exemplos

+ Bibliografia

OBJETIVOS
Identificar e resolver equagdes de Bernoulli.

EQUAgﬁES DE BERNOULLI
Uma equacdo diferencial de primeira ordem reescrita na forma

Z—y+P<x)y = ",
X

onde n é um nUmero natural, é chamada de equacgdo diferencial
de Bernoulli.

Para n =0 e n =1, a equacdo de Bernoulli é uma equacao linear.
Para n > 2, a equacao de Bernoulli é ndo-linear.

EXEMPLOS DE EQUAgaES DE BERNOULLI:

1. d—y+ly=)cy2
dx x
dy x_ 2
2.~ —y=e¢
dx Yy Yy
) dy 2

3. X —+y =X
I y y
4. 3(l+x2)ﬂz2xy(y3—l)
dx

METODO DE SOLUCAO

1. Dividindo por y", obtemos

VY P = £().
dx

2. lgualamos w= '™
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n

: 1- ~
3. Derivando w=y " emrelacdo a x, obtemos

dw L, ay
O =ny
dx (1=my dx
4. Isolando y™" d_y obtemos
dx
Udw_ dy
l1-n dx 4 dx

dy

5. Substituimos na equacdo y " =+ ' "P(x) = f(x) e obtemos
X

a equacao linear

aw +(1-n)P(x)w=(1-n)f(x)
dx

6. Encontramos w pelo método para resolver equagoes lineares.

—(1=n X)dx —(1-n x (1-n)| P(x)dx
w=Ce ! POy o=(=mI P )dx-[e ] (1—-n) f(x)dx
7. Finalmente fazemos w= y'™".
EXEMPLOS:

1. Resolva

@+1y:xy2.
dx x

1
Solugdo: P(x)=—, f(x)=x e n=2.Substituindo na equagado
X

1-n)| P(x)dx
w= G (TP g oI ! 1PO% 0y p o),
obtemos

* (1-2)xdx

7(172)J‘ldx 7(172)jldx (172)j1ﬁ1x
w=C(Ce Y te * J. e

obtemos
W= Cle—(l—Z)lnx +e—(1—2)lnxJ.e(l—2)lnx(l —2)xdx
w= Clx—xj- x ' xdx

2
w=Cx—x
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-1
Logo, como w=1y ~ temos y =
X=X

2. Resolva

dy x .2
[ =e
x Y Y

Solugdo: P(x) =—1, f(x)=e" e n=2.Substituindo na equacdo
W= Cle—(l—n)jP(x)dx + e—(l—n)jP(x)dee(l_")IP(X)dX (1—n) f(x)dx,

obtemos

W= Cle—jldx _e—j'ldxj‘ej'ldxexdx

w=Ce " — e’xJ‘exe"dx
— —— 2.

w=Ce " —e AJ.e “dx
X _2x

w=Ce " —le_ e
2

X

w=Ce " ——e
2

1

Logo, como w = )f1 temos y = I
Ce'——¢
2

que é a solucdo geral procurada.
BIBLIOGRAFIA

Dennis C. Zill, Michael R. Cullen. Equac¢oes Diferenciais, volume I.
Traducao Antonio Zumpano, Sdo Paulo, Makron Books, 2001.
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TOPICO 8 — EQUACOES DE RICATTI

+ Objetivos

* Equacgdes de Ricatti

* Exemplos de equacgdbes de Ricatti
* Método de solucdo

* Exemplos

+ Bibliografia

OBJETIVOS
Identificar e resolver Equag¢des de Ricatti.

EQUACOES DE RICATTI
Uma equacdo diferencial de primeira ordem reescrita na forma

D _ px)+ 0y + R(x)y?
dx

é chamada de equacao diferencial de Ricatti.

EXEMPLOS DE EQUAgaES DE RICATTI:

1. d—y:2—2xy+y2
dx

2. Q:6+5y+y2
dx

3. @=9+6y+y2
dx

4. Q:I—x—y+xy2
dx

METODO DE SOLUCAO
Para resolver a equacdo de Ricatti, precisamos primeiro encontrar
uma solugdo particular.

Solugdo particular y, para os exemplos acima.

d
1. Para a equagdo d—y=2—2xy+y2, ¥, =2x é uma solugao
particular. *
> p . dy 2 _ . -
. Para a equacao o 6+5y+y°, ¥, =-3 é uma solugdo par-
ticular. *
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d
3. d_y = 9+6y+y2, ¥, =—3 é uma solucdo particular.
x

d
4. d_y = 1—x—y+xy2, ¥, =1 é uma solucdo particular.
x

Encontrada uma solugao particular y,

1. Fazemos a mudanga de variaveis y =y, +u
2. Derivamos y = y, +u obtendo

b _d  du
dx dx dx
3. Substituimos na equacdo z—y = P(x)+O(x)y + R(x)y", obtendo
X

Dy B Py + Q) +1)+ R, +u)
dx dx

D A by + O+ 1)+ REE + 20 +1)
dx dx

% 2 P(x)+0(x)y, + O(x)u+ R(x)y; +2R(x)yu + R(x)u’
x  dx

Como y, € solugao da equacao, temos

D _ px)+ 0y, + Ry
dx .

Portanto,

du _ O(x)u+2R(x)yu + R(x)u’
dx

Z’,—z - (Q(x) +2R(x)y, )u =R(x)u’.

Que é uma equacao de Bernoullicom n=2,

P(x) =~(Q(x) +2R(x)y), [ (x)=R(x).

-1
4. lgualamos w=1u
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. -1 ~
5.Derivando w=u"" emrelacdo a x, obtemos

dw Ldu
—_— =Y _

dx dx
6. Isolando u ™ d_u obtemos
dx
dw  ,du
—_ =Y —_—
dx dx
7. Substitundo na equacgao
L du i
u g—(Q(x%LZR(x)y1 )u =R(x),

obtemos a equacdo linear

% + (Q(x) +2R(x)y, )w =—R(x)

8. Encontramos w pelo método para resolver equacoes lineares.

w=C, e 1QEI+2R Y _ -[(Q()+2R(x)y Y J’ o/ Q+2R()y )i R(x)dx

-1
9. Fazemos w=u

10. y =y, +u serd asolugao geral.

EXEMPLOS:

1. Resolva

Q:2—2xy+y2.
dx

d
Solucdo: Para a equagao Y 2-2xy+y°, y, =2x éuma solu-
¢do particular (verificar).

O(x)=-2x
R(x) =1

W= Cle*I(Q(X)ﬂR(X)yl Y e*f(Q(XHZR(X)yl)dXJ.eI(Q(X)+2R(X)y1 )dXR(x)dx
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w= Cle—j(—2x+2(2x)ﬁx _ e—j(—2x+2(2x)ﬁv J‘ e](—2x+2(2x)ﬁxdx
w= ClefI (@xjie _ pmI(@0) J. @ iy
w= Cle’)‘2 —e™ Iexz dx

Esta dltima integral ndo sabemos resolver por meio de técnicas
simples de integracao.

A solugdo geral é dada em termos de integral.
1

2 2 2
Ce™ —exj.exdx

y=2x+

2. Resolva

d—y:6+5y+y2
dx

d
Solugdo: para a equacao Y _ 6+5y+y°, y, ==3 é uma solu-
¢3o particular. dx

O(x) =5
R(x)=1

W= Cle*f(Q(X)JrZR(X)yl Yix e*f(Q(XHZR(X),VI }Lf.[eI(Q(X)JrZR(X)yl )de(x)dx

e Cle—j—ldx _e—j—lde‘e.[—uxdx
w=Ce" - exJ'e’xdx

w=Ce" +1

A solucao geral é

BIBLIOGRAFIA
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50



FisSICA
EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES

TOPICO 9 — EQUACOES DE CLAIRAUT

+ Objetivos

* Equacgdes de Clairaut

* Exemplos de equacgdes de Clairaut
* Método de solucdo

+ Bibliografia

OBJETIVOS
Identificar e resolver Equacdes de Clairaut.

EQUACOES DE CLAIRAUT
Uma equacdo diferencial de primeira ordem reescrita na forma

y=xp+f(»)
é chamada de equacdo diferencial de Clairaut.
EXEMPLOS DE EQUA§6ES DE CLAIRAUT:
[ 1 n2
L y=x4=0)
2. y=xy+1-In(y")
3. y=0'+()"
4 y=xy'—e’
METODO DE SOLUCAO
Vemos que y =cx+ f(c) sdo solucbesde y=xpy'+ f(»'),0que
é facilmente verificado, pois y'=c.

Outro grupo de solugdes é dado na forma paramétrica

x==f'®, y=fO-1'0

EXEMPLOS:

1. Resolva
' 1 n2
y=xy +5(y)

x==f'®), y=fO-1Q)
Solugdo: f(t) = %z‘z, f'@t)=t
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y=cx+%c2 oux=—f'0),  y=LO-1f0)

x=-—t y—lt -
)

donde y= —lx2
2

2.Resolva y=xy'+1-1In(y")

Solugdo:

£ =1-Int, f'(r)=—%

y=cx+1-Inc ou

x:%, y=2-Int

donde y:2—lnl:2+lnx
X

BIBLIOGRAFIA
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TOPICO 10 — METODO DE PICARD

* Objetivo

* Método de Picard

* Objetivo do método

* Ideia da "prova” do método
+ Aplicagdo do método

+ Bibliografia

OBJETIVO
Obter solugbes aproximadas para problemas de valor inicial usan-
do o método de Picard.

METODO DE PICARD
Dado o problema de valor inicial

y'=f(x)
y(x)) =y,

O método de Picard consiste em resolver o problema de valor ini-
cial usando a recorréncia

V@ =y + [ Sy, @)
Yo (X) =y,

OBJETIVO DO METODO

Obter solucdes aproximadas para problemas de valor inicial para as
quais ndao conhecemos nenhuma técnica de solu¢do. Os métodos,
semelhantes a este, sdo conhecidos como métodos numeéricos.

IDEIA DA “PROVA” DO METODO
A prova do método n6s ndo vamos ver aqui. A prova (sé para cons-

tar aqui) parte do seguinte:

Dado o problema de valor inicial

y'=f(xy)
y(x0) =¥,

Este método parte do principio que

LE) =y, + [ f@f @par

possuium ponto fixo, isto é, existe uma func¢do y talque L(y) =y
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e que a sequéncia
Yo =Ly, = L (90), ¥ = L' (¥)seeee

converge para o ponto fixo qualquer que seja y,.

APLICACAO DO METODO
Queremos resolver o problema de valor inicial

y'=f(xy)
y(x)) =¥,

Partindo de uma fun¢do qualquer y,(x), obtemos uma fung¢do
»,(x) da seguinte forma:

W@ =+ [ Syt

Sabendo y,(x), obtemos

y(0) =y + [ @y @par

e, também,

y@ =y, + [ Sy, ).

Podemos obter tantas fun¢des quanto desejarmos pela recorréncia

v =y [ Sy, @)

Exemplo: use o0 método de Picard para encontrar as aproximagoes
Y1,¥,, Y5 para o problema de valor inicial

y=y-x
y(0)=2

Solugao:

Podemos escolher qualquer fungdo para y,(x). f(x,y)=y—x

Yo(x) =1
=2+ [ (1-n)dt=2 Lo x_z Lo
yi(x) = +J.2( —t)dt = +(l’—2t )2_ +x_5x

X

x 1, 1 3 1, 1.
»(0)=2+] (41—t —t)dt=2+(2t—3t ) =2+ 2x- o =422

2
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y3(x):2+j;(2+2t—lt3—i—t)dt:2+(2t_|_1tz_1t4)
33 32 12 7,
, 1 4, 4 4 16

2
X)=2+—x+—x"——xX" ————+—
e T C N T

BIBLIOGRAFIA
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Traducao Antonio Zumpano, S3o Paulo, Makron Books, 2001.

55



FisSICA
EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES

TOPICO 11 — ALGUMAS APLICACOES DE
EQUACOES DIFERENCIAIS DE PRIMEIRA ORDEM

* Objetivo

* Trajetdrias ortogonais

* Aplicacao de equagdes lineares - crescimento e decrescimento
+ Aplicagdes de equagdes ndo-lineares

+ Bibliografia

OBJETIVO
Resolver equacgdes diferenciais que aparecem na matematica, na
fisica e em outras areas.

TRAJETORIAS ORTOGONAIS

No calculo, ouvimos falar sobre coordenadas retangulares, coor-
denadas polares, coordenadas esféricas, etc. Se temos uma familia
de curvas, podemos usar esta familia para obter um sistema de
coordenadas?

A técnica

Se tivermos uma familia de curvas, primeiro vamos ver se esta fa-
milia é solu¢do de uma equacgdo diferencial de primeira ordem.
Feito isso, vamos buscar a outra familia, ortogonal a primeira. Para
isso, usamos o fato de que o produto dos coeficientes angulares de
duas retas ortogonais é -1 para produzir uma equacao diferencial.
Resolvendo a equacdo diferencial, obtemos a outra familia. Juntas
formardo um sistema de coordenadas ortogonais.

Matematicamente
Dada uma familia de curvas que satisfagam a equacgao diferencial

P _
dx —f(an’)

a familia de curvas ortogonais a familia acima é dada pela equagdo

diferencial

dy 1

dc  f(x,9)
Exemplo: encontre a familia de curvas ortogonais a familia
xy=c

(Uma familia de hipérboles).
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Solugdo: primeiro encontramos a equacgdo diferencial cuja solucao
é afamilia xy=c.

c
y==
x

b__c__w__y
dx x? x?

Nosso problema é resolver a seguinte equacgao diferencial

dy _

1 oy
& Ty SN

Isto é, temos que resolver a equacdo diferencial

Q_x

dx y
Esta equacdo é uma equacdo varidvel separavel cuja solucdo é

YV =x"+C
(uma familia de circulos centrada na origem)
APLICACAO DE EQUACOES LINEARES -

CRESCIMENTO E DECRESCIMENTO

Observe o problema de valor inicial

Em que k& é uma constante de proporcionalidade.

Este problema ocorre em muitas teorias fisicas envolvendo cresci-
mento ou decrescimento.

- Em biologia, é frequentemente observado que a taxa de cresci-
mento de certas bactérias é proporcional ao nimero de bactérias
presentes no dado instante.

- Durante um curto intervalo de tempo, a populac¢ao de pequenos

animais, tais como roedores, pode ser prevista com alto grau de
precisdo pela solu¢do para o problema de valor inicial acima.
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- Em fisica, um problema de valor inicial, como o acima, proporcio-
na um modelo para o calculo aproximado da quantidade remanes-
cente de uma substancia que estd sendo desintegrada através de
radioatividade.

- Esta equacdo diferencial pode ainda determinar a temperatura de
um corpo em resfriamento.

- Em quimica, a quantidade remanescente de uma substancia du-
rante certas reacoes também pode ser descrita pela mesma equa-
¢do diferencial.

A constante de proporcionalidade k& é positiva ou negativa e pode
ser determinada pela solucdo para o problema usando um valor
subsequente de x em um instante #, > 7.

EXEMPLO 1:
Em uma cultura, ha inicialmente N bactérias. Uma hora depois,

. .. 3 .
¢t = 1.0 ndmero de bactérias passa a ser — N . Se a taxa de cresci-
2

mento é proporcional ao nimero de bactérias presentes, determine
0 tempo necessario para que o nimero de bactérias triplique.

Solugdo: Primeiro, resolvemos a equacao diferencial

aN _
dt

Uma equacdo varidvel separavel, pode ser escrita na forma

kN

1 dN

— K

N dt
Integrando ambos os lados, obtemos

InN =kt

Portanto, N(¢) = Ce".
No instante ¢ =0, temos N(0)=Ce*’ =C e no instante ¢ =1
temos

N()=Nye" = %NO

donde concluimos que e’ == Portanto a constante de propor-

N | W

cionalidade é . — ln(é) - AproXimadamente ; _ ln(é) ~ 0.4055"
2 20 7
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0,4055
Obtemos, assim, NV(t) = Nye t, a solucao para o problema de

valor inicial dN ,N(O)=N,.
dt
Para encontrar o tempo necessario para que o nimero de bactérias

triplique, buscamos o valor de ¢ parao qual 3N, = N0e0’4055t . Po-

demos cancelar o N, e obter 3 = e Aplicando o logaritmo
natural em ambos os lados, obtemos , _ In3 horas.

= ~2,71
0,4055

Meia-vida

Em fisica, meia-vida é uma medida de estabilidade de uma subs-
tancia radioativa. A meia-vida é simplesmente o tempo gasto para
metade dos atomos de uma quantidade inicial se desintegrar ou se
transmutar em dtomos de outro elemento. Quanto maior a meia-vi-
da de uma substancia, mais estavel ela é. Por exemplo, a meia-vida
do ultra-radioativo radio, Ra-226, é cerca de 1700 anos. Em 1700
anos, metade de uma dada quantidade de Ra-226 é transmutada
em raddnio, Rn-222. O is6topo de uranio mais comum, U-238, tem
uma meia-vida de aproximadamente 4.500.000.000 de anos. Nes-
se tempo, metade de uma quantidade de U-238 é transmutada em
chumbo, Pb-206.

EXEMPLO 2:

Um reator converte uranio 238 em is6topo de pluténio 239. Apds
15 anos, foi detectado que 0,043% da quantidade inicial 4, de
plutdnio se desintegrou. Encontre a meia-vida desse isétopo, se a
taxa de desintegracdo é proporcional a quantidade remanescente.

Solugdo: Denote por A(t) a quantidade de pluténio remanescente
no instante ¢ . Como no exemplo 1, A(¢) = Aoek , € a solucdo para
o problema de valor inicial

dA

—=kA, A0) = 4,.

dt
Se 0,043% da quantidade inicial 4, de pluténio se desintegrou,
entdo 99,975% da substancia permaneceu. Para calcular &, usa-

mos aigualdade 0,999754, = 4,e""”, donde k ~ —0,00002867.

1
Agora a Meia-Vida é o tempo , no qual A(t)ZEAO. Isto &,

In2

=———=~ 24,180
0,00002867

1
— Kt _
AW = A" =24y ot

anos.
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APLICACOES DE EQUACOES NAO-LINEARES

Se uma populagdo P é descrita pelo modelo acima, entdo P(t) apre-
senta um crescimento exponencial ndo limitado. Em muitas circuns-
tancias, a equacgado diferencial que vimos acima, proporciona um
modelo irreal de crescimento de uma populacdo, isto é, o que se
observa de fato difere substancialmente do previsto pela equagado.

Por volta de 1840, o matematico-bidlogo PF. Verhulst preocupou-se
com as formulagdes matematicas para previsao de populagdes hu-
manas de varios paises. Uma das equagdes estudadas por ele foi

dap = P(a—bP)
dt

Em que a e b sdo constantes positivas. Esta equacgdo ficou conheci-
da como a equacdo logistica e sua solu¢do é chamada de funcao lo-
gistica (seu grafico é naturalmente chamado de uma curva logistica).

A equacdo ndo representa um modelo acurado para crescimento
populacional quando esta é muito grande. Condicbes de superpo-
pulacdo com as consequentes deterioracdes do meio ambiente,
tais como: poluicdo excessiva e competitiva demanda por alimento
e combustivel, podem ter um efeito inibidor no crescimento popu-

lacional.
dP
Solugdo: podemos escrever ; P(@a=bP) 1, forma

P P ~ . . ~ P
d——aP _ _pp?+ 0 que € uma equacdo de Bernoulli. Cuja solugdo é

dt

P
P(t) = To
bF, +(a—bF)e™*

BIBLIOGRAFIA

Dennis C. Zill, Michael R. Cullen. Equac¢des Diferenciais, volume I.
Traducao Antonio Zumpano, S3o Paulo, Makron Books, 2001.
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TOPICO 12 — PROBLEMA DE VALOR INICIAL
PARA EO_UA(s'aES DIFERENCIAIS LINEARES DE
SEGUNDA ORDEM

+ Objetivos

* Problema de valor inicial para equacdes lineares de segunda ordem
+ Existéncia e unicidade das solu¢des para o problema de valor inicial
* Problema de valor inicial para equagdes lineares de terceira ordem
* Problema de valor inicial para equagdes lineares de ordem superior
* Problema de valor de contorno

* Existéncia e unicidade falham para o problema de valor de contorno
+ Bibliografia

OBJETIVOS

Resolver o problema de valor inicial sabendo antecipadamente
a solucdo da equacgdo diferencial. Diferenciar problema de valor
inicial e problema de valor de contorno. Comparar o problema de
valor inicial para equacdes diferenciais de primeira ordem com o
de segunda ordem ou ordem superior.

PROBLEMA DE VALOR INICIAL PARA EQUA(s'ﬁES
LINEARES DE SEGUNDA ORDEM

Para equagoes diferenciais lineares de segunda ordem o problema
de valor inicial é

2

) a0 Lt ay(x)y = g ()
¥(x0) =¥,
Y'(x)=n
As constantes
Y(x) =y,
y'(X)=»

sdo chamadas de condi¢des iniciais.

EXISTENCIA E UNICIDADE DAS sowgﬁEs PARA O
PROBLEMA DE VALOR INICIAL

Assim como no caso do problema de valor inicial para equacdes de
primeira ordem, também temos, para lineares de segunda ordem,
unicidade da solugao desde que a, nao se anule, e as fungdes a,
sejam continuas. Isto é, se a,(x) # 0 e se a, sdo continuas, temos
uma Unica solugdo satisfazendo as trés condi¢des acima.
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EXEMPLO:

Verifique que y = ox’+x+3 ¢ solucdo (portanto ndo Unica) para

o problema
X’y"-2xy'+2y=6
y(0)=3
y'(0)=1
Solugdo:
y=cx"+x+3
y'=2cx+1
y"=2c

Agora substituimos no sistema:

x’y"-2xy'+2y=6

»(0)=3
»'(0)=1

Obtemos

22 (2¢) = 2xQex+1) +2(ex* +x+3)=6

y(0)=3
y'(0)=1

N&o temos unicidade. A hipétese de que a,(x) nunca se anula

n3o é satisfeita. Note que @,(x) = x’e a,(0)=0.

PROBLEMA DE VALOR INICIAL PARA EQUA§6ES

LINEARES DE TERCEIRA ORDEM

Para equacdes diferenciais lineares de terceira ordem, o problema

de valor inicial é

3 2
)2 ra (0
(%) =¥,

y'(%) =y
Y'(x) =,

As constantes

Y(x0) =Y,
Y'(x) =y
y"(x)) =,

sdo chamadas de condic¢des iniciais.

Fa () D+ ay(9y = ()
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PROBLEMA DE VALOR INICIAL PARA EQUAgaES
LINEARES DE ORDEM SUPERIOR

Para equacgdes diferenciais lineares de ordem n, o problema de
valor inicial é

d’ d"’! d
ay(X) 2+ 4, () S+ a, () a, (x)y = g (x)
dx dx dx
y(x,) =y,
y'(xo) =V
y(nil)(xo) =V
EXEMPLOS:

1. a) Mostre que y(x) = Acosx+ Bsen(x) é solucdo da equagdo
diferencial

y'+y=0

para quaisquer que sejam as constantes A e B.

b) Determine 4 e B talque y(0) =1, »'(0) =1

Solucdo (a):
y(x) = Acosx+ Bsen(x)

y'(x) =—Asen(x)+ Bcosx
y"(x) =—Acos x— Bsen(x)

donde y''+y=0.

(b) Note que
»(0)=4
y'(0)=B

resultaque A=1e B=1.

Concluimos que

y(x) = cosx + sen(x)
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é a solucao do problema de valor inicial

y'+y=0
y(0)=1
y'(0)=1

2. a) Mostre que y(x)= Ae" + Be™ é a solugdo da equagao di-
ferencial

yV=y=0

para quaisquer que sejam as constantes 4 e B.

b) Determine 4 e B talque y(0)=5, »'(0)=3

Solucdo (a):
y(x)=Ae" +Be "
y'(x)=Ae" —Be™
y"(x)=Ae" +Be "
donde y'"-y =0.

(b) Note que
y(0)=A+B=5

y'(0)=4-B=3
ou seja, temos que resolver o sistema

A+B=5
A-B=3

cuja solugdo é (verifique) 4=4 e B=1.

Concluimos que

y(x)=4e" +e "

é solucdao do problema de valor inicial

y'=y=0
¥(0)=5
y'(0)=3
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PROBLEMA DE VALOR DE CONTORNO

O problema
2

) () L () = g ()

y(a)=y,
¥(b) =y

€ chamado de problema de valor de contorno ou de fronteira.
EXISTENCIA E UNICIDADE FALHAM PARA O
PROBLEMA DE VALOR DE CONTORNO

Para o problema de valor de contorno, ndo temos a garantia de
existéncia de solu¢cdo nem tampouco unicidade.

EXEMPLO 1: A existéncia falha.

Considere o problema de valor de contorno

y'+y=0
y(m)=1
y(2m)=0

A solucdo geral para equacgdo diferencial y''-y=0 ¢é
y(x) = Acos x+ Bsen(x) (veremos mais adiante).

ym)y=-A=1
y(2m)=A4=0

0 que ndo pode ocorrer. Portanto o problema de contorno

y'+y=0
y(m)=1
y(2m)=0

nao possui solugdo.

EXEMPLO 2: A unicidade falha.
Considere agora, o problema de valor de contorno

y'+y=0
W(m)=0
y(2m)=0
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A solugdo geral para equagdo diferencial y''-y =0 é
y(x) = Acos x + Bsen(x) (veremos mais adiante).

ym)=-4=0
y@2m)=4=0

Portanto o problema de contorno

y'+y=0
y(m)=0
y(2m)=0

possuias solugdes y(x) = Bsen(x) para qualquer que seja o valor
de B.

BIBLIOGRAFIA

Dennis C. Zill, Michael R. Cullen. Equac¢oes Diferenciais, volume |.
Tradugao Antonio Zumpano, S3o Paulo, Makron Books, 2001.
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TOPICO 13 — DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA
LINEAR DE FUNCOES

+ Objetivos

+ Aplicacoes

* Dependéncia linear

* Independéncia linear

* Critério para independéncia linear — Wronskiano
+ Bibliografia

OBJETIVOS
Entender e mostrar quando duas ou mais fun¢des sdo linearmente
dependentes ou independentes. Entender e calcular o Wronskiano.

APLICACOES

O conceito da dependéncia e da independéncia linear é muito
importante para encontrar a solucdo geral de uma equacao dife-
rencial linear. Conhecendo funcdes linearmente independentes,
podemos obter a solucdo geral. O nimero de fung¢des linearmente
independentes depende da ordem da equacdo diferencial.

DEPENDENCIA LINEAR

Dizemos que as fungdes f(x) f,(x),....[f,(x) defini-
das num intervalo [ s3o linearmente dependentes em [
se existem constantes ¢, ¢,,...,c, nao todas nulas tal que

o fi(x)+e, fr(x0)+..+¢, f,(x)=0.

INDEPENDENCIA LINEAR

Dizemos que f,(x) f,(x),...,f,(x) sdo linearmente indepen-
dentes em I se f,(x) f,(x),...,f,(x) ndo forem linearmente
dependentesem [ .

EXEMPLO 1: As fun¢des
fi(x) =sen(2x) f,(x) = sen(x)cos(x)

s3o linearmente dependentes pois sen(2x) = 2sen(x)cos(x).
Tomamos ¢, =1, ¢, ==2.Portanto, ¢, f,(x)+c, f,(x)=0.

EXEMPLO 2: As funcdes f,(x)=x, f,(x)=x", f,(x)=1 sdo li-
nearmente independentes.

o fix)+e, fL(x)+c; f3(x)=0

2 —
cx+c,x +c;=0
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Fazendo x =0, temos

c; =0
fazendo
x=1
¢ +tc,+c; =0
fazendo

x=-1
—c +c,+cy; =0
resolvendo o sistema
c; =0
¢, +c,+c; =0
—c,+c,+c;=0

temos ¢, =c,=c¢; =0 .

Logo, f,(x)=x, f,(x)=x",f,(x)=1 s&o linearmente in-
dependentes.

CRITERIO PARA INDEPENDENCIA LINEAR -
WRONSKIANO
fi(x) f,(x),..., f, (x) sdo linearmente independentes em [ se

a) f,(x) f,(x),..., f,(x) sdoderivaveis, pelo menos, até ordem n —1

b) Para algum ponto a € 1,

Hh@  fl@ - f(a)

W Sy Sy =det| 1@ SO L@

7@ @) e £ @)

A funcdo W é chamada de Wronskiano.
Para ver que o critério funciona: sejam ¢,, ¢, ,...,c, tais que

ofix)+e, f,(x)+...4+c, f,(x)=0.
Logo, temos o sistema
o i)+ L)+ +c, f,(x)=0
e fi () +e fr(x)+.te, £,(x0)=0
") e /i (D) et £ () =0

cujas incognitas sdo ¢, ¢, ,...,C, .
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Fazendo x=a no sistema acima, temos uma Unica solugdo
C5 Cy,..0sC, POIS

Hh@  fHl@ - f(a)
W (S o /(@) = det f1'5(¢1) fz's(a) fn's(a)
7@ 7@ e £ @)

Como ¢ =0, ¢,=0,..,c,=0 ¢é a solugdo do sis-
tema, por unicidade, ndao pode haver outra solucdo. Por-
tanto, ndo existem constantes c¢,, ¢,,...,c, ndo todas nu-
las tal que ¢ fi(x)+c,f,(x)+...+¢c, f,(x)=0. Por isso,
fi(x) f5(x),..., f, (x) sdo linearmente independentes em I .
Observe que, se existem constantes ¢,, ¢,,...,c, nao todas
nulas, tal que ¢, f,(x)+c, f,(x)+...+¢, f,(x) =0, entdo, para

cada x € I, o sistema
cofix)+e, fr(x)+...+c, f,(x)=0
e fi () e, fo(X)+te, fi(x)=0
")+, () +e, £V (x)=0

admite solugdo. Portanto, W (f,, f5,.... £, )(x) =0 paratodo x € I.

Podemos concluir, entdo, que f,(x) f,(x),...,f,(x), de-
finidas num intervalo [, sdo linearmente dependentes em [
e possuem as derivadas até, pelo menos, ordem n—1, entdo

W(f, [y [, )(x)=0 paratodo x e 1.

EXEMPLOS:
1. Mostre que as fun¢bes cos(x) sen(x) sdo linearmente inde-
pendentes. CoS X senx
Solucdo: W(cos x,sen(x)) =det =
—sen(x) cosx

para qualguer que seja o nuimero real x. Pelo critério acima,
cos(x) sen(x) sdo linearmente independentes.

2. Mostre que as fungdes e*, e sdo linearmente independentes.

e.’( e*X
Solugdo: W(e',e ™) = det[ i X] =—2 para qualquer
et —e

que seja o nimero real x . Pelo critério acima, e*, e * sdo linear-
mente independentes.

BIBLIOGRAFIA
Dennis C. Zill, Michael R. Cullen. Equac¢oes Diferenciais, volume I.
Traducao Antonio Zumpano, S3o Paulo, Makron Books, 2001.
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TOPICO 14 — SOLUCAO GERAL PARA EQUACOES
DIFERENCIAIS LINEARES

+ Objetivos

+ Aplicacoes

* Equacgdes lineares homogéneas de segunda ordem

* Principio da superposicdo

* Solugdes linearmente independentes

* Solucdo geral de uma equacdo diferencial linear

*+ Solugdes para equagdes diferenciais lineares de ordem superior
+ Bibliografia

OBJETIVOS
Mostrar a dependéncia ou independéncia linear de soluc¢des. Cons-
truir a solucao geral a partir de solu¢des linearmente independen-
tes conhecidas. Determinar o ndmero de solugdes linearmente in-
dependentes.

APLICACOES

Neste tdpico, ndo estamos interessados em técnicas para resolver
equacdes diferenciais lineares. Estamos interessados em saber quan-
tas solugdes sdo necessarias e suficientes para resolver uma equa-
¢do. Para isso, os conceitos de dependéncia e independéncia linear
sdo importantes. Resolver uma equacao é obter a solucdo geral.

EQUAGGES LINEARES HOMOGENEAS DE SEGUNDA ORDEM

A equacgdo diferencial
2

d’y

d
ao(x)y‘l'%(x)a"'az(x)y =0
é dita homogénea (g(x)=0).
. d’ d
15 () 53+, (¥) S+, () = g (%)
dx dx

¢é dita ndo homogénea.

Para que tenhamos existéncia e unicidade para o problema de va-
lor inicial, vamos supor que a,(x), a,(x), a,(x), g(x) sdo fun-
¢es continuas e que a,(x) ndo se anula.

PRINCIPIO DA SUPERPOSICAO
Se y,, ¥, sao duas solugdes para equagao linear homogénea
ay(x)y"+a,(x)y'+ a,(x)y =0
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entdo y = Ay, + By, também é solu¢do da equagdo.

Para ver isso, observe que
ay(X)y, +a,(x)y, +a,(x)y, =0
ay(x)y, +@,(x)y, +a,(x)y, =0

Multiplicando a primeira por A e a segunda por B

a, (x)Ayln +q (X)Ayi ta, (x)Ayl =0
a,(x)By, +a,(x)By, +a,(x)By, =0

usando a linearidade das derivadas
a,(xX)(Ay) "+ a,(x)(4Ay) '+ a,(x) Ay, =0
a,(x)(By,)"+a,(x)(By,)'+a,(x)By, =0

somando as duas equacgdes

a,(x)((Ay,) "+ (By,)") + a,(x)((4y,) '+ (By,) ") + a,(x)(Ay, + By,) =0
usando novamente a linearidade da derivada

ay(X)(Ay, + By,) "+ @, (x)(Ay, + By,) '+ a,(x)(4y, + By,) =0
portanto y = Ay, + By, também é solu¢do da equagao
2

dy
dx?

ay(x) +al<x)%+a2<x>y=0.

Note que a solucdo nula sempre é solucdo da equagdo
d’y

d
W+al(x)d—ﬁ+az<x)y=o

a,(x)

bem como uma solu¢do multiplicada por uma constante também
€ uma solucgao.

SOLU§6ES LINEARMENTE INDEPENDENTES

Teorema: Sejam y,, y, solugdes para equagao linear homogénea
2

d’y
dx’

4o (%) +al<x)%+az<x>y=o

Entdo y,, y,sdo linearmente independentes I, se e somente se
W(y,,y,)(x)#0paratodo xeI.

Prova: se W(y,,y,)(x)#0 entdo y,, »,sdo linearmente inde-
pendentes em [ (Critério de independéncia linear).
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Agora, a pergunta é: y,, y,sao linearmente independentes
em [, entdao W(y,,»,)(x)# 0para todo x €l? Isso, para duas
funcdes quaisquer, ndo é verdadeiro. Mas, no Nosso caso, y,, V,
sdo solugdes de uma equacgdo diferencial linear.

Vamos supor que y,, J, sdo linearmente independentes e que
W(y,,y,)(a)=0paraalgum ael.

cy (@) +c,y,(a)=0
ey (@)+c,p,(a)=0

possui solugao nao trivial ¢,, ¢, pois

Logo, o sistema

Wy, »,)a)= det[y1 (@) yz(a)j

vi(@) y,(a)

Logo, ¥y =c¢,y, +¢,y, que é uma solugdo ndo nula (y,, ¥, sdo
linearmente independentes) satisfaz o problema de valor inicial

ao(x)ﬂ+a (x)ﬂ+a (x)y=0
R

y(a)=0

y'(a)=0

Mas y =0 também satisfaz o problema de valor inicial

2

d’y
o
¥(a)=0
y'(a)=0

0 que é uma contradi¢do. Logo, o Wronskiano nunca se anula.

4y (%) +a1(x>%+az<x)y=0

SOLUQRO GERAL DE UMA EQUAQRO DIFERENCIAL LINEAR
Teorema: Sejam y,, ¥, solugées linearmente independentes para

equacado linear homogénea
2

d’y

d
W+al(x)d—ﬁ+az<x)y=o

a,(x)

definidas em I . Se z é também uma solucdo, entdo existem cons-
tantes 4 e B talque z=Ay, + By,
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Prova: Dado ¢ € I fixado, considere o seguinte problema de valor
inicial
d’y dy
a,(x)—+a(x)—+a,(x)y=0
o )a,x2 i( )ak L (X)y
y(t) = z(1)
y'(t)=2z'()

Como y,, ¥, sdo solucbes linearmente independentes, sabemos que

0 yz(t)j o

W, )0 =det] 7Y
(22)0) et[ym »(0)

Logo, o sistema
an (@) +c,p,(t) = z(1)

ey () +c,p, () =z'(1)

admite uma Unica solu¢do ¢, = 4 e ¢, = B.Portanto, Ay, + By,
e z satisfazem o mesmo problema de valor inicial. Logo, pela
unicidade de soluc¢des para o problema de valor inicial, temos
z=Ay,+By,.

Toda solucdo da equagdao homogénea é escrita na forma
y=Ay,+ By, também chamada de solugdo geral da equagao

2

dy
dx?

ay(x) +al<x)%+a2<x>y=0.

EXEMPLO 1:
1. Mostre que y(x)= Acosx+ Bsen(x) é solugdo geral da equa-
¢do diferencial

y'+y=0

Solugdo: Vamos mostrar que cosx,sen(x) sdo linearmente inde-
pendentes, calculando o Wronskiano (este ndo se anula).

2. Mostre que y(x)= Ae" +Be ™ ¢ a solucdo geral da equacgdo
diferencial

Y=y=0

Solugdo: Calculando o Wronskiano de e*,e ", vemos que este ndo
se anula.

SOLUgaES PARA EQUA(s'aES DIFERENCIAIS
LINEARES DE ORDEM SUPERIOR

Podemos aplicar o mesmo argumento, adotado para lineares de
segunda ordem, para o caso de ordem superior.
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Equacoes lineares homogéneas de ordem superior

n

d
A equacao diferencial ao()c)d—i}+...+a”71 (x)d—y+an (x)y=
X

dita homogénea *

(g(x)=0).

d"y dy _
I3 a,(x) p +...+an71(x)a+an (x)y=g(x) & dita
homogénea.

0¢é

nao

Todos os resultados acima se aplicam para equacgdes lineares ho-
mogéneas de ordem superior. O conjunto fundamental terd n so-
lugdes y,,...,y, linearmente independentes. A solu¢do geral da

equacdo de ordem superior é

y:Alyl+"'+An yn'
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TOPICO 15 — SOLUCAO GERAL PARA EQUACOES
LINEARES NAO HOMOGENEAS

* Introducdo

* Objetivo

* Solucdo Particular

* Solucdo Geral

* Solugdes gerais para equagdes diferenciais lineares ndo
homogéneas de ordem superior

+ Bibliografia

INTRODUCAO

Neste topico ndo estamos procurando técnicas para resolver uma
equacdo. Estamos interessados em montar uma solugdo geral a
partir de solu¢des conhecidas.

OBJETIVO
Obter a solu¢do geral da equagao

a,(x)y"+a,(x)y+a,(x)y = g(x),

chamada de ndo homogénea, sabendo antecipadamente a solucao
da equacdo homogénea associada,

ay(x)y"+a,(x)y+a,(x)y =0,

e uma solugdo particular.

SOLUCAO PARTICULAR

EXEMPLO 1:uma solugdo particular para a equagao

y"+9y =27

é y, =3, pois (yp)':O ey,"+9y,=9-3=27.

EXEMPLO 2:uma solucdo particular para a equagao

X’ y"+2xp'-8y =4x’ +6x
éy, =x —x
pois (yp)'=3x2—1,(yp "=6x .

Portanto, x°(6x)+2x(3x" —1)—8(x’ —x)=4x" +6x.
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SOLUCAO GERAL
Para resolver o problema nao homogéneo

a,(X)y"+ a,(x)y'+ ay(x)y = g(x).
primeiro resolvemos o problema homogéneo
4y (X)y"+a,(x)y'+ay(x)y =0
e encontramos a solucdo geral
y=Ay, +By,.

Em seguida, encontramos uma solugdo particular y, para o pro-
blema ndo homogéneo

a,(X)y"+ a,(x)y'+ ay(x)y = g(x).
A solugdo geral para o problema ndo homogéneo sera
y =4y, +By, T,

0 que resumimos no seguinte resultado:

Teorema: Sejam y, e z solugdes para o problema nao homogéneo
a,(X)y"+a (x)y'+a,(x)y = g(x).
entdo z—y, € solugdo para o problema homogéneo
a,(X)y"+a,(x)y'+a,(x)y =0.
Portanto,

z-y, = Ay, +By,.

Prova: Como z,y, sdo solugbes da equagao
ay(x)y"+a,(x)y'+a,(x)y = g(x)
temos

a,(x)y, "+ a,(x)y, +a,(x)y, = g(x)
ay(x)z"+a,(x)z'+ a,(x)z = g(x)

Fazendo a diferenga das duas equagdes e usando a linearidade da
derivada, temos

a,(xX)z=y,) "+ a()(z=y,)+a,(x)(z~y,) =0,

0 que prova o teorema.
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EXEMPLOS:
1. Mostre que y(x)= Acosx+ Bsen(x)+3 é solucdo geral da
equacdo diferencial

y'ry =3

Solugdo: sabemos que y, (x) = Acosx + Bsen(x) é a solugdo
geral da equagao homogénea y''+y =0 e y, =3 é uma solugdo
particular para o sistema

y'+y =3

Portanto,

y(x) = Acosx+ Bsen(x)+3

é a solugdo geral para a equagdo ndo homogénea y''+y =3.

2. Mostre que

y(x)= Ade* + Be™* +¢&*

€ a solucao geral da equacao diferencial

yn_ y= 382):
Solugdo: y,, = Ae” + Be ™ é asolucdo para a equagdo homogénea
»W=y=0

2x - ~ . ~ ~ a
e e”" é uma solugdo particular para a equagdo ndo homogénea
2
yn_y =3e*

pois

(er)yz 262X, (er)n — 482X.
Logo,
yn_y — 462x _e2x — 362x
Portanto, a solugdo geral para a equagao

yn_y — 3€2X

y(x)=Ae* +Be ™ +e*.
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SOLUgaES GERAIS PARA EQUAQ&ES DIFERENCIAIS
LINEARES NAO HOMOGENEAS DE ORDEM SUPERIOR
Todos os resultados acima se aplicam para equagdes lineares ndo
homogéneas de ordem superior. Primeiro obtemos um conjunto
fundamental de n solugées y,,..., ¥, para o caso homogéneo

a,(x) d 3; +...+an71(x)d—y+an(x)y =0.
dx dx

Encontramos uma solugao particular y, para a equagao

d" d
a,(x) { +..+a,, (x)—y+ a,(x)y=g(x)
dx dx

e a solucdo geral da equacdo linear ndao homogénea de ordem su-
perior

n

a2 s va )Y v a,(x)y=g)
" dx

dx
sera

y=Ay +..+4 y, +y,.
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TOPICO 16 — DETERMINANDO UMA SEGUNDA
SOLUCAO

* Introducdo

* Objetivo

* Variacao de parametro
* Férmula geral

+ Bibliografia

INTRODUCAO

Se conhego somente uma solucdo para equacgdo linear homogénea
de ordem 2, y"+ P(x)y'+Q(x)y =0, como proceder para obter
a segunda solugdo? Neste topico, vamos apresentar o método cha-
mado de variacao de parametro. Note que, se Vi é solu¢do de uma
equacao linear homogénea, entdo Cy, também é solugdo, onde C
é uma constante. O método consiste em assumir C' como uma fun-
¢do e ndo uma constante e obter, se possivel, a segunda solu¢do na
forma y, =uy, . Para obter a segunda solugao, podemos fazé-lo de
duas maneiras: a primeira maneira é seguir 0s passos do exemplo
abaixo. A segunda é aplicar a férmula geral

_» —|P(x)dx
V2 :yljylze I dx.

OBJETIVO
Encontrar uma segunda solugdo para a equacgao diferencial linear
homogénea de ordem 2, sabendo antecipadamente uma “primei-
ra” solucao.

VARIACAO DE PARAMETRO
EXEMPLO: Sabendo que y, = X’ é uma solugdo para a equagao

x’y"-6y=0,
obtenha y, tal que {yl,yz} € um conjunto fundamental de so-

lucdes.

Solucdo: a técnica consiste em encontrar uma fungdo u tal que
¥, =uy, € asolucdo da equagao
x’y"-6y=0.
Derivando
Yo = Uy,
usando a regra do produto, obtemos,

(yz)':”(yl)""u'yl-
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Derivando novamente,
W) "=u(y)"+u'(y) +u'(y) +u"(y).

Substituindo na equagao, (pois queremos que ¥, =uy, seja solugao)
x? [”(yl)"+” '(y)'+u '()"1)"*‘”"()’1)]_6”)’1 =0.

Fazendo algumas continhas
[2” '(yl)‘+ riu "]x2 tu (xz(yl)"_ 6, ): 0

Note que

(’ ()" 6y,)=0,

pois y, = x° é solucdo da equacio x°y"—6y =0.

Note, também, para que y, =uy, seja solugdo, temos de ter

2u'(y)'+yu"=0.

Substituindo y, =x’e (3,)'=3x> em 2u'(y)+yu"=0,
obtemos

2 3
6xu'+xu"=0.

ou

Para resolver esta equacdo diferencial em u fizemos
w=u'".
Entdo
6
wH+—w=0

X

0 que é uma equacdo diferencial linear separavel de primeira ordem

donde K:— ga’x.
J- J.
w X

Portanto,

Inw=—-6Inx=1Inx"°.

80



FisSICA
EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES

Segue que
u'=w=x7°.
Finalmente
1 5 -5.3 -2 1
Uu=—Xx e =Uu =——X X =—— -
5 Yy, = Uy, 5 50

FORMULA GERAL
Sabendo que y, € uma solugdo para a equagao

y"+P(x)y'+0(x)y =0,
entao

5 —|P(x)dx
V) =yljy126 / dx

e {yl,y2 } € um conjunto fundamental de solugdes.

Solugdo: seguindo os passos do exemplo acima, vamos encontrar
uma fungao u tal que y, =uy, € solugdo da equagao

'+ P(x)y'+0(x)y=0.
Derivando,
Yy =uyy.
usando a regra do produto de derivadas, obtemos
() =uly) +u'y,.

Derivando novamente, obtemos

()" =u(y) "+ u'(y) +u'(y) +u"(y) =u(y) "+ 2u'(y) +u"(y)

Substituindo na equacao, (pois queremos que ¥, =uy, seja solugao)

[u(y)"+2u'(v) +u"(y) |+ P(0) [u(,) +u'(3) ]+ Q(x)uy, =0

fazendo algumas continhas, obtemos

[20'(y) '+ yu"+ P(x)(yu ' T+u (1) "+ P(x)(3,) '+ O(x) , )= 0

Note que

((V)"+ P(x)(y)'+0(x)y,)=0,
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pois y, é solu¢do da equagdo y"+P(x)y'+0(x)y =0.
Note, também, que, para que y, =uy, seja solucao, temos de ter

[2u'(y))"+ yu"+ P()(yu']=0
yu"+ [P(x)(y)+2(y) ' Ju'=0

Para resolver esta equacao diferencial em u fizemos
w=u'".

Entdo
yw[P(x)(3)+2(3) Tw=0.

0 que é uma equacao diferencial linear separavel de primeira or-
dem, que pode ser reescrita na forma,

KV:{P@)MM}
w

N

donde

J'K - —{J.P(x) + QJ'@}

w ol
Portanto,
Inw=-2Iny - IP(x)dx :
Segue que
5 7J‘P(x)dx
u'=w=y’e

Finalmente, obtemos a férmula para obter a segunda solu¢ao,

_2 -jm)dx

dxey,=y|ye dx.

_J~ 5 —IP(x)dx

EXEMPLO: sabendo que ¥, = X~ é uma solucdo para a equacio
x*y"-3xp'+4y=0,

obtenha y, tal que {yl,y2} € um conjunto fundamental de
solugoes.

Solucdo: temos de escrever a equacdo x°y"—3xy'+4y =0 na for-
ma y"+ P(x)y'+QO(x)y =0. Neste caso, temos de dividir por x°

obtendo 3 4 , donde
y'-—y+—y=0 P(x )—__y Q(x)——
X X
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Colocando na férmula, obtemos,
- —jp(x)dx 24 )
yzzyljyle dx=xJ-x e dx
- —édx 3
Y, = xzjx’4e Y odx = xzjx’4e3lnxdx = xzj.)ﬁtel“ dx

Yy = xZJ.x"‘xjdx = xzjldx =x"Inx
X

Portanto, y, =x”Inx.
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TOPICO 17 — EQUACOES LINEARES HOMOGENEAS
COM COEFICIENTES CONSTANTES

* Introducdo

* Exemplos de equacgdes lineares de segunda ordem com coefi-
cientes constantes

* Objetivos

* Equacdo caracteristica para equac¢do de ordem 2

* Equacdo caracteristica possui raizes reais distintas

* A equacdo caracteristica possui raizes reais iguais

* A equacdo caracteristica possui raizes complexas

+ Equacobes lineares com coeficientes constantes de ordem trés

* Equacdes lineares com coeficientes constantes de ordem quatro

+ Equacgbes lineares com coeficientes constantes de ordem superior

INTRODUCAO

Comegamos a encontrar solucdes para equagoes diferenciais de
segunda ordem. Iniciamos abordando o caso em que a equacao é
homogénea e os coeficientes sdo constantes, da forma

ay"+by'+cy=0.

Exemplos de equagdes lineares de segunda ordem com coeficien-
tes constantes:

1. y"+3y+2y=0
2. y"+4y'+4y=0
3. y"+7y+12y =0
4. y"+16y =0

OBJETIVOS

Resolver uma equacdo linear homogénea com coeficientes cons-
tantes. Resolver problemas de valor inicial envolvendo equagdes
lineares com coeficientes constantes.

EQUACAO CARACTERISTICA PARA EQUACAO
DIFERENCIAL DE ORDEM 2

Sabemos que a solucdo para o caso y'—ky =0 é y=Ce™ . E na-
tural procurar solu¢des da forma y = Ce™ para a equagao

ay"+by'+cy=0.
VVamos tentar uma solu¢do da forma y = e” para a equagao

ay"+by'+cy=0
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y=e"
yv:keloc
yn:kZekx

Substituindo na equagdo ay"+by'+cy =0, obtemos
ak’e™ + bke™ +ce™ =0.
Como e nunca se anula, temos a seguinte equacao:
ak® +bk+c=0
chamada de equacdo caracteristica.

EXEMPLOS:
1. A equacdo caracteristica da equacao

y"+3y+2y=0
é k> +3k+2=0

as raizessao -2 e -1

2. A equacao caracteristica da equacao
y'+4y'+4y=0

é k> +4k+4=0

as raizes sdo iguais -2,-2

3. A equacdo caracteristica da equacgao
y'+T7y'+12y=0

é k> +7k+12=0

as raizes sdo distintas -3 e -4.

4. A equagdo caracteristica da equagdo y"+16y =0 é
k> +16=0

as raizes sao complexas -4i e 4i.
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Depois de obter as raizes da equacado caracteristica, vamos dividir
nosso estudo em trés casos:

* Raizes reais e distintas
* Raizes reais iguais
* Raizes complexas

A EQUACAO CARACTERISTICA
POSSUI RAIZES REAIS DISTINTAS
Se m, e m, sdo raizes reais distintas da equagao

ak® +bk+c=0
=~ — ,mx — SMmX = . 3
entdo y,=e" e y, =€ 7 sao linearmente independentes.
De fato, sabemos que, para ver isso, basta mostrar que o
Wronskiano de y, =e™" e y, =™ ndo se anula.

mx myx

e
W(yl > yz) = det[ mx myx

=(m, —m,)e"™"* 0
m.e m,e
pois m, e m, sdo raizes reais distintas.

Assim, a solucdo geral é

mx myx

y=Ae™ + Be

A EQUAQRO CARACTERISTICA POSSUI RAIZES REAIS IGUAIS
Se m, =m,, entdo

mx

e
W(yl,yz):det( .

’
me m,e

myx

e

myx

] = (m, —m,)e""™" =0

Estamos na situacado, ja estudada, em que conhecemos uma solugao
m]x

y=e

Temos que encontrar outra solugdo y, talque y, =e™" e y, sdo
linearmente independentes. Sabemos que

v =nfnel P(X)dxdx

—2mx .
e

(2m1+ )x

e Je
J. 2"“6 o dx
" [e

86



FisSICA
EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES

. . . 2
Observe q%e, para o caso das raizes iguais, b* —4ac =0 e portan-

to m, = —— donde
a

Y, = e'"'xJ-dx = xe™".

mx mx

, obtemos

Calculando o Wronskiano de y, =e™ e y, = xe

mx mx
e xe
Wy, y,)=det = (xm, +1—2xm,)e*"™* =" 20
1 2 mx mx 1 1
me e" (1+xm,)
Assim, a solucdo geral é
y=Ae"" + Bxe™"

A EQUACAO CARACTERISTICA

POSSUI RAIZES COMPLEXAS

Se a equacdo caracteristica possui raizes complexas, elas serdo da
forma m,=a +bi e m,=a —bi.

Portanto
y, =P = @7 = X (cos(b x) +isen(b x))
y, =P =@ ™ = ¢ *(cos(b x) —isen(b x))

sdao solucdes da equagao. Como se trata de uma equacao linear

NtV _ o cos(b x)
2

N7V _ 2 *sen(b x)
2i

também sdo solugdes da equacao.

Calculando o Wronskiano de €°* cos(b x) e €® “sen(b x), temos

W (e cos(b x),e” “sen(b x)) =

_ det[ ¢" " cos(b x) e “sen(b x) j
" "a cos(b x)—€&"*bsen(b x) € *asen(b x)+¢e°*b cos(b x)

=¢"" cos(b x)e® “a sen(b x)+ ¢ “¢ * cos(b x)b cos(b x)

—e®*e*“sen(b x)a cos(b x)+¢&* “sen(b x)e® “bsen(b x)

=be®* 20

pois b#0.
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_ ax ax
Portanto, y=Ae"" cos(b x) + Be “sen(b x) € 3 solugao geral

para o caso das raizes da equagdo caracteristica serem complexas.

EXEMPLOS:
1. A equacdo caracteristica da equacao

y"+3y+2y=0
é kK*+3k+2=0

as raizes sdo -2 e -1. A solucdo geral é

y=Ae

2. A equacdo caracteristica da equacgao
y'+4y'+4y=0
é k> +4k+4=0
as raizes sao iguais -2,-2.
A solugdo geral é
y=Ae™ + Bxe™
3. A equacdo caracteristica da equacao
y'+7y+12y=0

é kK +7k+12=0

as raizes sdo distintas -3 e -4.

y= Ae™ + Be™

4. A equagdo caracteristica da equagdo y"+16y =0 é

k*+16=0
as raizes sao complexas -4i e 4i.

A solucdo geral é y = Acos(4x)+ Bsen(4x).
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EQUAgﬁES LINEARES COM COEFICIENTES
CONSTANTES DE ORDEM TRES.

Da mesma forma, como foi feito para a ordem 2, obtemos equagdo
caracteristica. Esta terd trés raizes. As raizes podem ser:

- Todas distintas: a solucdo geral é

y = Ae™ + Be™ +Ce™

- Duas iguais: a solugdo geral é

y=Ae™ + Bxe™ +Ce™

- Trés iguais: a solugado geral é

y=Ae™ + Bxe™ + Cx’e™

- Duas complexas e outra real: a solugdo geral é

y=Aée" " cos(b x)+ Be® *sen(b x)+ Ce™

EQUAgﬁES LINEARES COM COEFICIENTES
CONSTANTES DE ORDEM QUATRO

Da mesma forma, como foi feito para ordem 2, obtemos a equagdo
caracteristica, as 4 raizes. As raizes podem ser:

- Todas distintas: a solucdo geral é

y = Ae™ + Be™ + Ce" + De"

- Duas iguais: a solugdo geral é

y=Ae™ + Bxe™ + Cx*e™ + De"

- Trés iguais: a solugao geral é

y = Ae™ + Bxe™ + Cx’e™ + De"

- Quatro iguais: a solucdo geral é

y = Ae™ + Bxe™ +Cx’e™ + Dx’e™

- Duas complexas e duas reais distintas: a solu¢do geral é

y=Aée" " cos(b x)+ Be® “sen(b x)+ Ce™ + De"*

e assim por diante.
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EQUAgﬁES LINEARES COM COEFICIENTES
CONSTANTES DE ORDEM SUPERIOR

Analogamente aos casos anteriores (de ordem 2, 3 e 4), obtemos a
equacdo caracteristica, as raizes da equacdo caracteristica. A solu¢do
geral vai depender do tipo de raizes (distintas, iguais, complexas).
S3o muitas as combinagdes possiveis. Nao vamos lista-las aqui.
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TOPICO 18 — SOLUCOES PARTICULARES PARA
EQUACOES LINEARES COM COEFICIENTES
CONSTANTES PARA ALGUNS CASOS ESPECIFICOS

* Objetivo

+ Consideragdes sobre o método
* Método de solugdo

+ Bibliografia

OBJETIVO

Encontrar solu¢des particulares para equacdes diferenciais de
segunda ordem ndao homogéneas, com coeficientes constantes
ay"+by'+cy = g(x), para alguns casos especificos:

1. g(x) é um polinémio da forma

gx)=a,+ax+..+ax"

Neste caso, supomos que y, =4, + Ax+...+4,x". Calculamos
Yy, e y,, substituimos na equagdo e obtemos um sistema
(n+1)x(n+1) cujas incégnitas sdo A, 4,,..., 4, . Resolvendo o sis-
tema, encontramos A4,, 4,,..., 4, . Veja o exemplo 2 abaixo:

2. g(x) é da forma g(x)=e'"sen(kx) e e “sen(kx) nio
€ a solugdo da equagdo homogénea associada. Tentamos
y, = Ae'* cos kx + Be' *sen kx

3. g(x) é da forma g(x)=cos(kx) e cos(kx) ndo é
a3 solucdo da equacdo homogénea associada. Tentamos
y, = Acoskx+ Bsenkx

4. g(x)=(a,+ax+..+ax")e™ e e™ ndo sdo a so-
lucdo da equacdo homogénea  associada.  Tentamos
Y, =4+ Ax+..+A4x")e™ e se e™ & solucdo da homoge-
nea, tentamos y, = (4, + Ax+...+ 4,x")xe™™ . O mesmo proce-
dimento usamos nos casos 1, 2 e 3 acima.

CONSIDERACOES SOBRE O METODO

S3o muitos casos que poderiamos considerar. Nunca iremos listar
todas as possibilidades. Para nosso propdsito, as situa¢des acima
sdo suficientes. O método geral, que veremos mais adiante, envol-
ve integrais. Muitas integrais ndo sabemos resolver. Este método
visa a fugir das integrais. O método é muito simples. Se g tem uma
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das formas acima, tentamos uma solugdo particular como descrita
acima. Substituimos na equacdo (ap6s obter as derivadas), obte-
mos o sistema e resolvemos o sistema.

METODO DE SOLUCAO
1. Resolva y"+3y'+2y=10.

Primeiro Passo: encontrar a solucdo particular
Y, =3

Segundo passo: encontrar a solu¢dao geral da equagdo homogénea
associada:

Equacdo caracteristica:
PP 4+3r+2=0.

Raizes da equacgdo caracteristica -2 e -1.

Raizes reais e distintas. Portanto, a solucdo geral para o caso ho-
mogéneo é

v, =Ae™ +Be™.

A solucdo geral para a equacio é y = Ae > +Be ™ +5.

2. y"+4y'+4y =x"—5x
Primeiro passo: encontrar uma solucdo particular.

- A solucdo particular é da forma
y,= Ax* +Bx+C.

Vamos determinar as constantes A, B e C. Note que,
(y,)'=24x+B
(y,)"'=24

Substituindo na equacdo, obtemos

Y"+4y'+4y=24+4(2A4Ax+ B)+(Ax* + Bx+C) = x> —5x

Fazendo umas continhas

2A+4B+C+(2A+ B)x+ Ax* = x> —5x,
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obtemos o sistema,

24+4B+C=0
24+B=-5
A4=1

Resolvendo o sistema, obtemos

C=-30
B=-7
A=1.

Portanto,

v, =x"—7x-30

Segundo passo: encontrar a solu¢do geral para a equacao homogé-
nea associada.

Equacdo caracteristica
PP +4r+4=0

Raizes da equacgdo caracteristica -2 e -2.

Raizes reais iguais. Portanto, a solucdo geral para o caso homogé-
neo é

y, = Ae”* + Bxe™".

Terceiro passo: escrever a solugdo geral para a equagdo, que nesse
caso é

y=Ae ™ +Bxe ™ +x> —7x-30.

BIBLIOGRAFIA
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TOPICO 19 — SOLUCOES PARTICULARES PARA
EQUACOES LINEARES COM COEFICIENTES
CONSTANTES DA ABORDAGEM POR ANULADORES

* Objetivo

* Observacgdes sobre o método

* Anuladores

* Descricao do método passo a passo
* Exemplo passo a passo

+ Bibliografia

OBJETIVO
Encontrar solu¢des particulares de equacdes diferenciais lineares
nao homogéneas com coeficientes constantes.

OBSERVACOES SOBRE O METODO
Continuamos a procurar solu¢des particulares para equagoes dife-
renciais com coeficientes constantes, ndo homogéneos

ay"+by'+cy =g(x).

Este método sé vale para equacgdes lineares com coeficientes cons-
tantes. Como no método anterior, procuramos fugir das integrais.

A derivada de uma fungao pode ser vista como um operador linear.
Denotamos

Dy=y'
Dy=y"
D3y:ym

e assim por diante.

A equacdo ay"+by'+cy = g(x), em termos de operadores, pode
ser escrita na forma

aD*y +bDy +cly = g(x),

onde Iy = y .Istoé, I éafuncioidentidade.Peladefinicdodefuncao,
também podemos escrever a equacio aD’y+bDy +cly = g(x)
na forma

(aD* +bD +cl)y = g(x).

ANULADORES
1.Se y=c,entdo Dy=y'=0.

Neste caso, dizemos que D é um anuladorde y =c.
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2.5e y=x,entio Dy=y'=le D’y=y"=0,
dizemos que D* é um anulador de y=Xx.

3.Se y=x",entdo D""'y=0, D" é umanulador de y = x"

4. Se y=cosx, entdo (D*+1)y=0, (D*+1) é um anulador
de y=cosx.

5. Se y, € solucdo da equacdo ay"+by'+cy=0, entdo
(aD*> +bD+cl)y, =0 e, portanto, aD’> +bD+cl é um anu-
lador de y,, .

Um operador L é uma anulador de yse L(y)=0.

Por exemplo, em (5) L =aD”* +bD +cl .

6. Podemos escrever aD’+bD+cl =a(D-r)(D-r,) onde
1, 1, sdoraizes da equacdo caracteristica ar’ +br+c=0.Note
que D—rl é anulador de y, = Ae"™ e D—rl é anulador de
v, =Ae™.

DESCRICAO DO METODO PASSO A PASSO
Como encontrar solugdes particulares com anuladores?

Primeiro passo:
Encontramos um operador L anulador da fungdo g(x).

Segundo passo:
Resolvemos o problema homogéneo L(aD* +bD+cl)y =0.En-

contramos um conjunto fundamental de solu¢des.

Terceiro passo:
Excluimos as solu¢des do problema homogéneo

Quarto Passo:
Substituimos o restante na equacéo e igualamos a g(x)

Quinto Passo:
Encontramos o sistema

Sexto passo:
Resolvemos o sistema

Sétimo passo:
Escrevemos a solucdo geral para a equacao.
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Veja o exemplo:

Exemplo passo a passo
Resolva y"+2y'+y =e* +x” +senS5x +cos10x.

Primeiro passo:
Encontramos um  operador L  anulador da funcdo
e +x* +sen5x+cos10x.

Isto pode ser feito olhando as parcelas da soma separadamente.

- Sabemos que e** é solucdo da equacdo linear y'—4y=0.
Portanto, D —41 é um anulador de e**.

3 2 2
- D” é um anulador para x

- sen5x é solucio da equacio y"+25y =0. Dai, D> +25]
é anulador de sen5x

- coslOx é solugcdo da equagdo y"+100y=0. Dai,
D’ +1001 é anulador de cos10x.

Portanto, L =(D*+251)(D*+1001)(D*)(D—-4I)é um anula-
dor de €* +x* +sen5x+cos10x.

Observamos que a ordem dos fatores ndo importa, pois, para o
caso de coeficientes constantes, estes operadores comutam.

Segundo passo:
Resolvemos o problema homogéneo

(D* +251)(D* +1001)(D*Y(D—41)(D* +2D+1)y =0

A equacgdo caracteristica é

(r* +25)(r* +1000)()(r —4)(r* +2r +1)y =0
As raizes sdo: 5i,-5i,107,-107,0,0,0,4,-1,-1
Encontramos um conjunto fundamental de solugoes:

<{cos 5x,sen5x,cos10x, senlOx, 1, x, x>, e**, e, xe™™ }

Terceiro passo:
Excluimos as solugdes do problema homogéneo, que sao

{e"‘ ,xe " }
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Sobram {cos 5x,sen5x,cos10x,senlOx,1, x, x>, e*" }

Quarto Passo:
Substituimos a combinacao linear do restante na equacdo e igua-
lamos a g(x)

y, = Acos5x+ Bsen5x+C cos10x+ Dsenl0x + E + Fx + Gx* + He"*
(v,)'=-54sen5x+5Bcos5x—10Csenl0x +10D cos10x + F +2Gx +4He*

(v,)"=-25A4cos5x—25Bsen5x —100C cos10x —100Dsenl 0x +2G + 16 He™

Substituimos na equacao e igualamos a

e’ + x* + sen5x+cos10x

4x

,)"+2(y,)+y, = Acos5x+ BsenSx+Ccosl0x+ DsenlOx + E + Fx+ Gx” + He

—10Asen5x+10B cos5x —20Csenl 0x +20D cos10x + 2F + 4Gx + 8 He*™
—254co0s5x—25Bsen5x —100C cos10x —100Dsenl 0x +2G + 16 He*

= ™ + x* + senSx +cos10x

Quinto Passo:
Encontramos o sistema.
Para encontrar o sistema, igualamos os coeficientes de cada lado

daigualdade:
A+10B-254=0

B-104-25B=1
C+20D-100C =1
D-20C-100D=0
E+2F+2G =0
F+4G=0

G=1
H+8H+16H =1

Sexto passo:
Resolvemos o sistema. Encontramos

_10 __
676" 676" 10221°
1

E=6, F=-4, G=1, H=—
25

24 o1 L9
204020
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Sétimo passo:
Escrevemos a solucdo geral para a equacao. A solugdo particular é
1 2 1 1
y = ——Ocos 5x ———senS5x — cos10x + senlOx +"6—4x+1x" +—e**
’ 676 676 204020 10221 25

A solugdo para o caso homogéneo associado é

vy =le” +Jxe .

A solugdo geral é

y=———C0S5x —ﬁsenSx
676

99
204020
+7°6—4x+1x7
+ €L et
25
+le™ +Jxe .

cos10x + " senlOx

Note que poderiamos ter encontrado a solu¢do particu-
lar, separadamente, considerando cada parcela da soma de
e +x* +sen5x+cos10x.

BIBLIOGRAFIA
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TOPICO 20 — SOLUCOES PARTICULARES POR
VARIACAO DE PARAMETROS

* Objetivo

* Descricdao do método

* Variacdo de parametros passo a passo

* Variacdo de parametros para equagdes lineares de ordem superior
+ Bibliografia

OBJETIVO

Obter solugdes particulares através do método de variagao de pa-
rametros. Isto &, obter solug¢des particulares para equacdes dife-
renciais de segunda ordem ndao homogéneas

Y+ Px)y'+0x)y =g(x)
da forma
Yy =y Ty,
onde
0 = — 78
V1V =NV,

“2 = y.lg(xu) dxa
Vs =W,

Y,»Y, sao solugbes da equagdo homogénea associada.

DESCRICAO DO METODO
Resolvemos primeiro o caso homogéneo associado, encontrando
Y,,¥, solugdes linearmente independentes. Procuramos fungdes
u,,u, tal que

Y, =uwy, tu,y,

€ uma solugdo particular da equagdo. Encontramos u,,u, resol-
vendo o sistema

{“;yl +1,y, =0
wy, +u,y, = g(x).

Obtemos u,,u,, integrando u,,u,.

Ndo importa como obtemos a solucdo particular, sabemos que a
diferenca de duas solugbes particulares é solu¢do da homogénea
associada. A primeira equacdo esta associada ao método simples-
mente. A segunda é obtida substituindo y, =u,y, +u,y,,a primei-
ra derivada e a segunda derivada de y, na equagdo diferencial.
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Este método pode ser aplicado a qualquer equacdo diferencial li-
near ndo homogénea.

VARIACAO DE PARAMETROS PASSO A PASSO
Primeiro passo:
Encontramos y,,»,, solu¢bes da equagdo homogénea associada

y"+P(x)y'+0(x)y =0

Segundo passo:
Procuramos as fungdes u,,u, tal que

Y, =y +uyy, e wy +u,y, =0.

Terceiro passo:
Calculamos as derivadas e substituimos na equacao.

Y, U, + iy,
Y, SUV W Y, + Py,
Yy S U Yy 2D+ Yyt Y, + 2,0, + Vil
Substituindo na equagdo
v, +Px)y, +0(x)y, =g(x),
obtemos
W, + 20 + Wt Uy, + 250, + o,

+P(x) (1, + yitt, + 10, + Yyt 1+ O() (1,3, + 1,3, )= g(%).

Reorganizando, temos
(w1 + iy + 1y, + Y1) + (0,10 + Vi)

1, () + P(x)y, + Q(0)y, Ju, (v + P(x)p, + O(x)p, J+ Py, +10,,) = g(x)

Como y,,y, sdo solugdes da equagdo homogénea, temos
w, (1 + P(x)y, +0(x)y,)=0
i, (3, + P(x)y, + 0(x)y, )=0
Por hipotese
(), +1,,) =0.
A derivada disso nos da

(u,y, + Yty + 1y, + yyuy) = 0.
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Portanto,
(., + Wty + Uy, + You,) =0
u, () + P(x)y, + Q(x)y, )=0
u, (5 + P(x)y, + O(x)y, )=0
P(x)(wyy, +u,p,) =0.
sobrando (y2u2 + y.ul) =g(x).

Quarto passo:
Temos o seguinte sistema

(u,y, +1,5,)=0
(Vg + yyu,) = g(x)

Quinto passo:
Resolvendo o sistema, obtemos

y - 28(%)
1 - ' '
V2 =W)»
u, = 78(x)
Ny =V)s

Sexto passo:
Integramos as fungdes acima e obtemos

u = — 18
Y2 =)s

u, = LY{CINN
V2 =N,

Y, =u,y, +u,y, € uma solucdo particular procurada.

EXEMPLO:
Resolva

y'—4y'+dy=(x+1)e’.

Solucdo: Primeiro vamos resolver a equagdo homogénea associada:

y'-4y'+4y=0

~ s - 4 2 . e ~
A equacdo caracteristica é ¥~ —4r+4 =0, cujas raizes sdo 2 e 2,
. . . 2 2x ~ ~ .
raizes iguais. Portanto, y, =e™", y, =xe~" sdo solugdes linear-
mente independentes da equacao homogénea associada.
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Como encontrar y,?
Yy =y tu,y,.

Pela férmula

u = — 18

Vo =V,
u, = T{CINN
NV =V,
e x(x+1)e™ XX
u =- dx =—| x(x+1Ddx = ———-——
: J.eb‘(2e2)‘x+e2)‘)—282)‘)ce2” '[ (x+1d 3 2
2x 2x 2
e (x+1)e X
u, = dx=|(x+Ddx=—+x
? J.ez"(2ezxx+e“)—2ezxxezx I( M 2
segue que
3 2 2
X X 2x X 2x
=(———-"—")e" +(—+x)xe
v, =( 3 2) (2 )

Portanto, a solucao geral é

3 2 2
y=Ae” + Bxe™ + (—x? - x?)ezx + (x? +x)xe™

VARIACAO DE PARAMETROS PARA EQUACOES
LINEARES DE ORDEM SUPERIOR

Para equacdes diferenciais lineares de ordem superior, procede-
mos de maneira andloga a de segunda ordem. Primeiro resolve-
mos o caso homogéneo associado, encontrando y,,...,», . linear-
mente independentes. Buscamos uma solug¢do particular na forma
Yy, =uy +..+u,y, Encontramos u,',...,u' resolvendo o sistema

n
wy +.+uy =0

wy, +..+u,y =0

'L, (=1 ' (=)
uy"+tuy," = g(x).

Integramos u,',...,u;.
BIBLIOGRAFIA
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TOPICO 21 — APLICACOES DAS EQUACOES
LINEARES DE SEGUNDA ORDEM COM
COEFICIENTES CONSTANTES

* Objetivo

* Corpo em queda livre
+ Sistema Massa-Mola
* Péndulo simples

» Corda Giratéria

» (ircuitos em série

+ Bibliografia

OBJETIVO
Resolver equacdes conhecidas na fisica.

CORPO EM QUEDA LIVRE
dzs_ g
dr’

Neste caso, estamos supondo g constante.

2

s
A equacdo homogénea é F: 0. Um conjunto fundamental de
solugdes é {l,t}. t

Procuramos uma solugao particular na forma

Sabemos que
2

t
ulz—j—dy?g(x,) x:—J'tgdx:——g
N2 =NV, 2

u, = Ima’x = Igdx = gt.
YV =Ns

donde
2

t > 1,
YV, =y tu,y, :_Eg"'gt :Et

Encontramos a solucdo geral

S=A+Bl‘+%gl‘2

A constante A é obtida fazendo t = 0. A velocidade é

s =B+gt

No instante ¢t = 0 obtemos B.
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Também temos o problema de valor inicial

s __
a ¢
s(0)=s,
5 (0)=v,.

cuja solugdo é

1
s=so+v0t+5gt2

SISTEMA MASSA-MOLA

d’x
m—r=-
dt
Escrevemos a equagdo na forma
d’x k
—+—x=0
dt- m
Equacado caracteristica
k
PP +—=0
m

Raizes sao

pois k>0, m>0.

A solugdo geral é

x= ACOS\/EZ‘-FBSQI’I\/EI
m m

PENDULO SIMPLES

dZ

—?+§S6nq =0

dt [ _
Para resolver esta equagdo, vamos considerar pequenas oscilagdes
e, neste caso, senq =( . Resolvemos a equacdo (para pequenas

oscilagdes)
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2
da_ g

=0
dt’ lq

Equacdo caracteristica:

P +E 20
[

As raizes sdo: 1; = ‘/—g = i\/g, r, = —i\/g
/ [ [
A solucao geral é
q = Acos \/%t+Bsen\/%t

CORDA GIRATORIA
d dy )
—[T(x)=]+pw y=0
dx[ ( )dx] Yy _

Para o caso em que T'(x) =T (tensdo constante), temos a equacao
A equacdo caracteristica é

Cujas raizes sao

/P_ /P )
h=w—l rp=w|—=I
T r
A solugdo geral é
/P /P
y = Acosw,|—x+ Bsenw, | —x
T T

CIRCUITOS EM SERIE

d’q dg 1
L—+R—+—q=E(t
i Ry it Eo

Vamos resolver primeiro o problema homogéneo associado

2
d_?+Rﬂ+Lq:O
a dr Cc
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A equacgdo caracteristica é

Lr2+Rr+i:O
C

/ 1
2

As raizes sao

7 =
: 2L 2JC
1
2
. “RR AL G JeR+JoR —aL
- -

2L 20\C

A solugao geral vai depender das raizes.
BIBLIOGRAFIA
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TOPICO 22 — EQUACAO DE CAUCHY-EULER

* Introducdo

* Objetivo

* Equacdo de Cauchy-Euler

* Equacdo de Cauchy-Euler de ordem 2, caso homogéneo

* Equacdo de Cauchy-Euler de ordem 2, caso ndo homogéneo

* Sobre equagdes diferencias de Cauchy-Euler cuja ordem é
maior do que 2

+ Bibliografia

INTRODUCAO
Vamos estudar alguns casos de equagdes lineares com coeficien-
tes varidveis. Comecamos com a equacao de Cauchy-Euler.

OBJETIVO
Resolver a equagdo de Cauchy-Euler.

EQUAQRO DE CAUCHY-EULER
A equacdo diferencial linear de ordem ncom coeficientes ndo
constantes

(n) -1, (n-1) 2" ' _
ax"y" +a, x""y" 7+ . +axy +axy +a,y=g(x)

€ chamada de equacao de Cauchy-Euler.

EQUACAO DE CAUCHY-EULER
DE ORDEM 2, CASO HOMOGENEO
Tentaremos solugdes da forma y = x™. Derivando em relagdo a x,
obtemos

y=x"

Yy =mx""

y =(m-)mx""
substituindo na equagao

a,x" (m—-1)m+amx" +a,x" =0

segue que

a,(m-1)m+am+a,=0
isto &,

a,(m* —m)+am+a,=0

a,m’ +(a,—a,)m+a, =0
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Sejam m,, m, raizes da equacdo a,m’ +(a, —a,)m+a, =0, po-
demos ter 3 casos:

* raizes reais distintas

* raizes reais iguais

* raizes complexas

Raizes reais distintas
A solugdo geral é

y=Ax" + Bx™
Raizes iguais

Temos uma solugdo

m

Y =X

Sabemos que podemos obter a segunda solucdo conhecendo a pri-
meira solucado, pela férmula

[ yax [ yax
m e " m m
Yy =X lJ‘—dX=X ‘J-—dx:x "Inx

2 2
) ()
Portanto a solugdo geral é

y=Ax" +Bx" Inx

Raizes complexas conjugadas @ +bi,a —bi. Claro que

y:Ax(a+ib) +Bx(afib)

€ uma solucdo geral. Mas queremos solugdes reais, para isso, ve-
mos que

ib ib 1 :
X x"? =x"e”" =x° (cosb Inx +isen(b In x))
—ib —ibl .
X xP =x"e™" =x" (cosb Inx —isen(b In x))
Tomamos
a _ib ib
x'x" —x'x
=
2
xa xib —x x—lb
Y, = .
2i
isto &,

v, =x" cos(b Inx)

v, =x"sen(bInx)

também sdo solu¢des da equacao homogénea associada e consti-
tuem um conjunto fundamental de solugdes.
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Portanto,

y = Ax" cos(b In x)+ Bx" sen(b In x)

€ solucdo geral da equagao homogénea associada.

EQUACAO DE CAUCHY-EULER
DE ORDEM 2, CASO NAO HOMOGENEO
Para encontrar uma solugdo particular da equacgao

@, X’y +axy +a,y =g(x)

nao podemos usar anuladores. Para usar o método de variagao dos
parametros, temos de escrever a equacdo na forma

4 . _ g(x)

2

" al )
y =y +—3
a,x a,x a,x

Exemplos:
1.Resolva x°y —2xy —4y =0

Solugdo:
Tentaremos solugdes da forma y = x™ . Derivando em relagdo a x,
obtemos
y=x"
Yy =mx""
y =(m-)mx""?
Substituindo na equacao

x’y —2xy —4y =0,

obtemos
x"(m—-1m-2mx" —4x" =0.
Segue que
(m-1)ym-2m—-4=0
isto e,

(m* —m)-2m-4=0
m>—3m—-4=0

cujas raizes sdo: 4 e -1, raizes reais e distintas.

Solugdo geral

y=Ax* +Bx™
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2. Resolva 4x°y +8xy +y =0
Solugao:
Tentaremos soluc¢des da forma y = x™. Derivando em relacdo a
X, obtemos
y — xm
Yy =mx""
Yy =(m-)mx""
Substituindo na equacgdo

4x’y" +8xy +y =0,

obtemos
4x"(m—Dm+8mx" +x" =0
Segue que
4m-1)m+8m+1=0
isto &,

4m®> +4m+1=0
1

cujas raizes sao: _E e _E' raizes reais iguais.

Solugdo geral
1 ol
y=Ax 2+ Bx? Inx

3. Resolva x°y +3xy +3y=0
Solugdo:
Tentaremos solugdes da forma y = x™. Derivando em relacdo a x,
obtemos
y=x"
y' — mxm—l
y =(m-)mx""?
Substituindo na equacao

x’y +3xy +3y=0

obtemos

x"(m—=Dm+3mx" +3x" =0.

Segue que

(m-1)m+3m+3=0
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isto e,
m’+2m+3=0
cujas rafzes sdo:  m, = # = —1+/2i

2 J41 2-Na-2 5

em,=

raizes complexas.
Solugdo geral

y = Ax" cos(v2 Inx) + Bx 'sen(v/2 Inx) .

SOBRE EQUAQ&ES DIFERENCIAS DE CAUCHY-EULER
CUJA ORDEM E MAIOR DO QUE 2

a x”y(”) +a, x" y(”_” +...+ a2x2y“ + alxy' +a,y=g(x)

O procedimento é o mesmo:
Resolvemos primeiro o caso homogéneo

ax"y"” +a, x""y" U+ . +a,x’y +axy +a,y=0
Seguindo 0s passos:
y=x"
y' — mxm—l

y =(m-)mx""

Y =(m—-n-1)(m—-n-2)..(m)x""

substituindo na equagao

ax"y"+a, x""y"V+ . +a,x’y +axy +a,y=0,

encontramos a equacgdo caracteristica associada.

Encontramos as raizes.
Temos varias possibilidades para as raizes:
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Todas distintas
Solugdo geral para a homogénea:

y=Ax" +..+A4x"
Todas iguais
y=A4x" + A4,x" Inx+ 4,x" (Inx)* +...+ 4, x™ (In x)""

Opc¢oes misturadas.
Temos que estudar cada caso.

Para resolver o caso ndo homogéneo, usamos variagao de parametros.
BIBLIOGRAFIA

Dennis C. Zill, Michael R. Cullen. Equac¢des Diferenciais, volume |.
Traducao Antonio Zumpano, S3o Paulo, Makron Books, 2001.
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TOPICO 23 — INTRODUCAO A
SERIES DE POTENCIAS

* Introducdo

+ Objetivos

* Séries de poténcias

+ Convergéncia

* Intervalo de convergéncia
* Raio de convergéncia

+ Convergéncia absoluta

+ Como calcular o raio de convergéncia
* Derivagao termo a termo
* Integracdo termo a termo
* Funcdes analiticas

+ Singularidades

+ Bibliografia

INTRODUCAO

Queremos resolver equacdes diferenciais usando séries de potén-
cias. Neste tdpico, vamos estudar alguns pontos relevantes que
envolvem séries de poténcias.

OBJETIVOS

Operar com séries de poténcias. Fazer algumas operacdes basi-
cas: somar, subtrair, multiplicar. Calcular o raio de convergéncia, o
intervalo de convergéncia. Derivar e integrar séries de poténcias.
Expandir uma fungdo em séries de poténcias.

SERIES DE POTENCIAS
A soma infinita

Zan(x—a)" =a,+a(x—a)+a,(x—a)’ +..+a,(x—a)" +...
n=0

€ chamada de série de poténcias centrada em a.

EXEMPLO 1:

Zx” =l4+x+x0 +o+x"+.
n=0

€ uma série de poténcias centrada em ZERO.
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EXEMPLO 2

i(x—S)” =l+x-5+(x=5"+...+(x=5)"+...

n=0

€ uma série de poténcias centrada em 5.

CONVERGENCIA
Dizemos que

Zan(x—a)" =a,+a(x—a)+a,(x—a)’ +..+a,(x—a)" +..
n=0

converge se esta soma infinita € um ndmero real.

EXEMPLO 1:
Para valoresde —1<x <1

= 1
Zx” =l x+xX+. X"+ =——
n=0 l'—.x

portanto converge para estes valores.

EXEMPLO 2:
paravaloresde —1<x—-5<1

D (x=5) =1+x=5+(x=5) +..+(x—5)" Fom—
n=0 1_x+5

portanto converge para estes valores.

INTERVALO DE CONVERGENCIA
S3o todos os valores de x para 0s quais a série converge.

EXEMPLO 1:
Para valoresde —1<x <1

o0 , 1
Zx” =l+x+x 2+ +x" .. =——
n=0 1'—.x

ointervalo é —1<x<1lou (-11)

EXEMPLO 2:
Para valoresde —1<x—-5<1

D (x=5) =1+x=5+(x=5)" +..+(x=5)" P S
pry I-x+5

ointervalo é 4<x<6 ou (4,6)
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RAIO DE CONVERGENCIA
* O raio de convergéncia é ZERO se a série converge somente
num Unico ponto.
+ O-raio de convergéncia é infinito se a série converge em todos
0s pontos.
+ Oraio de convergéncia é R se a série converge —R < x < R.

Nos dois exemplos acima o raio de convergéncia é 1.

CONVERGENCIA ABSOLUTA
A série

Zan(x—a)" =a,+a(x—a)+a,(x—a)’ +..+a,(x—a)" +..
n=0

converge absolutamente se a série

Dlallx=a) Ha,|+|a[|[(x=a)|+|a, |(x=a) [ +.+|a, | (x=a) | +..
n=0

converge.

COMO CALCULAR O RAIO DE CONVERGENCIA
Se todos os termos da série sao ndo nulos, entdo podemos tentar
calcular

1‘ | an+l |
1
n—w |an |
Se este limite existir, entdo
. A~ .z . | an+1 |
O raio de convergéncia é ZERO se hm— =00.
n—»0 aﬂ

. a
O raio de convergéncia é infinito se hmw =0.
now | @, |

O raio de convergéncia é R=

Derivacdo termo a termo

f(x):ian(x—a)" =a,+a(x—a)+a,(x—a)’ +..+a,(x—a)" +..

f(x)= Z:nan(x—a)”’1 =a,+2a,(x—a)+..+na,(x—a)"" +...
n=0
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f(x)= in(n ~Da,(x—a)"? =2a,+3.2(x—a)+...+n(n-Da, (x—a)" +

n=0

e assim por diante.

As séries

f(x)zian(x—a)” =a,+a(x—a)+a,(x—a)’ +..+a,(x—a)" +..

£ @)=Y na,(x-a)"" =a,+2a,(x~a)+ ..+ na, (x—a) ' +...

n=0
0

f(x)= Zn(n ~Da,(x—a)"? =2a,+32(x—a)+...+n(n-Da,(x—a)"> +

n=0

tém o mesmo raio de convergéncia!

INTEGRAgZ\O TERMO A TERMO

j F(x)dx = i j (x—a)"dx

0

)

n=

As séries

"dx =C+ay(x—a)+ 1(x a)’ +32(x a)y +.+—"

@y (x a)””+
n+l1

f(x)zian(x—a)” =a,+a(x—a)+a,(x—a)’ +..+a,(x—a)" +..

[ £(x)dx = ia—_:l(x—a)””dx = C+a0(x—a)+%(x—a)2 +

n=0 1

tém o mesmo raio de convergéncia.

EXEMPLO:
Calcule o raio de convergéncia da série

<

n=0 n'

n

Solugdo: Temos de calCLilar 0 seguinte limite:

(n+1)! n!

n+1‘ . _
lim a | =lim™ 1 lni?(nﬂ)'

n!

Portanto, R = 0.

=lim——

n—0

n!

(n+1Dn!

=lim

n—»0
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Mais exemplos de séries:

e* = X"
,ZZ:(; n!
cosx =3 L o
o (2m)!
senx = (_1) x2n+1
o (2n+1)!

FUNCOES ANALITICAS
Uma funcgdo é analitica num ponto a se pudermos escrever

o0
f()=2 a,(x-a)
n=0 ,
e esta série possuir um raio de convergéncia nao nulo.
Neste caso,

0 (n)
f@=31D - ay

chamada série de Taylor.

SINGULARIDADES
Um ponto a é dito ponto ndo singular de  f(x) se f(x) é anali-
ticaem a.Caso contrério, a é dito ponto singular.

BIBLIOGRAFIA

Dennis C. Zill, Michael R. Cullen. Equac¢oes Diferenciais, volume I.
Traducao Antonio Zumpano, S3o Paulo, Makron Books, 2001.
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TOPICO 24 — SOLUCOES DE EQUACOES

DIFERENCIAIS USANDO SERIE DE POTENCIAS

* Objetivo
* Exemplos
+ Bibliografia

OBJETIVO

Encontrar solu¢des aproximadas de equacgdes diferenciais usando

série de poténcias em torno de pontos n3do singulares.

EXEMPLOS:
EXEMPLO 1: encontre solugdes para

4y +y=0

na forma de série de poténcias.
Solugao:

y=2 a,x"

n=0
y = Z:nanx”’1
n=1
y = Z n(n—1)a,x"">

n=2

Substituindo na equacgdo
4y +y= 42 n(n—1a,x""> +Z ax"=0
n=2 n=0

fazendo k =n—2 na primeira e k =n na segunda

D Ak +2)(k+Day ,x" +> ax" =0
k=0

n=0

S @k + 2k +Day.y +a,)5* =0

n=0
portanto,
4(k+2)(k+1)a, ,+a, =0

obtemos a formula de recorréncia
_ a;

ey =
Ak +2)(k +1)

donde, fazendo k=0
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ay _ 4

“T 40420+ 8

fazendo k =1
— al

ay=———-—
4(1+2)(1+1)

fazendo k=2
_ a4, 1 a

“TTa2+ D024 42+2)2+D) 8

fazendo k=3
g = a, B 1 a,
> 43+2)3+1) 4(B+2)3+1)4(0+2)1+1)

fazendo k=4

4= a, _ 1 1 a,
T 4(4+2)(4+1)  44+2)(4+1)42+2)2+1) 8

e assim por diante.

EXEMPLO 2:

Solugdo:

Substituindo na equacao

0

P +Dy +xy —y=(x"+ I)Z n(n—1a,x"” + xz na x"" —Z ax"=0
n=0

n=2 n=0

Z n(n—1)a x" + Z n(n—1)a,x"" + Z na, x" _Z ax"=0
n=2 n=0 n=1 n=0
fazendo k =n—2 nasegunda e k =n nas demais

D> k(k—Dax" +) (k+2)(k+Da,,x" + ) kax' = ax" =0
k=2 k=0 k=1 k=0
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i ((k+2)(k +Da,,, +[k(k—=1)+k—1]a, )x" =0

0, __(k=Dg,
. (k +2)

donde, fazendo k=0
_ (0-Da, a,

a, =
0+2) 2

fazendo k =1
a, =0

fazendo k=2
__(2_1)% __(2_1)a2 __(2_1)a2 _ (2-D ay

“TT0v) T2 2+ (2422

fazendo k=3
a; =0

fazendo

__(4=Da, _(4-D 2-D a

“ (4+2) _(4+2) (2+2) 2

e assim por diante.

BIBLIOGRAFIA

Dennis C. Zill, Michael R. Cullen. Equac¢oes Diferenciais, volume |.

Traducao Antonio Zumpano, S3o Paulo, Makron Books, 2001.
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TOPICO 25 — SOLUCOES DE EQUACOES
DIFERENCIAIS USANDO SERIE DE POTENCIAS.
PONTOS ORDINARIOS E SINGULARES DE UMA
EQUACAO DIFERENCIAL.

* Objetivo

* Ponto ordinario

* Método de soluc¢do para pontos ordinarios

* Método de solugdo para pontos ndo ordinarios

* Método de solu¢do — equacgdo indicial

* Raizes da equacado indicial que n3o diferem por um inteiro positivo
* Raizes que diferem por um inteiro

+ Aplicacoes

+ Bibliografia

OBJETIVO
Resolver equagdes usando série de poténcias expandidas em pon-
tos ordinarios ou singulares.

PONTO ORDINARIO
Dada uma equacgdo diferencial

ay(x)y" +a,(x)y +a,(x)y=0
escrevemos na forma

Y +P(x)y +0(x)y=0

X, € um ponto ordinario se P(x) e Q(x) sdo analiticas em x,,.
Exemplo:
1. Na equagdo x, = 0 é um ponto ordinério

Yy +y +sen(x)y=0

x, =0 éum ponto ordinério

2. x, =0 é um ponto ordinario da equacdo xy +sen(x)y =0,

sen(x 1
5 () =1-—x"+—x* — uma série de poténcia em torno
X 3! 5!
de ZERO.

3. x, =0 ndo é um ponto ordinario da equagao

y" +y' +In(x)y =0,
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pois In(x)ndo pode ser escrito como uma série de poténcia em
tornode x, =0.

METODO DE SOLUCAO PARA PONTOS ORDINARIOS
Primeiro obtemos as séries de poténcias

P(x) = Zp (x-a)’

0(x) = Z g,(x—a)’

depois, fazemos

y=2 a,(x-a)
n=0

I

o0
= Z na,(x—a)"”

n=1

Y =Y n(n-1ya,(x—a)"?

n=2

e substituimos na equacdo:
¥ +P(x)y +0(x)y=0

Encontramos uma relagdo de recorréncia.
Da bastante trabalho, mas sempre encontraremos pelo menos uma
solu¢do em série de poténcias.

METODO DE SOLUCAO

PARA PONTOS NAO ORDINARIOS.

Também podemos resolver para os casos em que, para algum r, con-
seguimos escrever (x —a)P(x) e(x—a)*Q(x) em série de potén-
cia. Isto é,

(x=a)P(¥)= Y p,(x-a)

(x—a)’0(x) = q,(x~a)"
n=0
Exemplos: equagdes de Bessel

(x* —V) _0

x

V= y+
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METODO DE SOLUCAO — EQUACAO INDICIAL
Tentamos uma solucdo do tipo

y=2a,(x-a)""
n=0
y = Z (n+rya,(x—a)"""
n=1
y = Z (n+r)(n+r-1a,(x—a)""’
n=2

e substituimos na equacao:
¥ +P(x)y +Q(x)y=0
obtemos

i (n+r)(n+r-1a,(x—a)""

1 0 0
+—2pn(x—a)"2(n+r)an(x—a)"
X—da - n=0

1 o0 o0
+ 2an(x—a)”2an(x—a)”20
n=0

(x—a)" 3

e podemos cancelar

i (n+r)(n+r-1a,(x—a)""?
+i p,(x—a)" i (n+r)a,(x—a)""

+i q,(x—a)" i a,(x— a)"" =0
n=0 n=0

fazendo n =0
(I’)(}’ N l)ao (x - a)r—Z +71pya, (x - a)r—z +4,4a, (x — Cl)r_2 =0
donde obtemos a equacado indicial

(r)(r=D+rpy+q,=0
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Obtemos as raizes r,,7,, substituimos em

Z (n+r)(n+r—1a,(x—a)""

n=0

+Z p,(x—a)" Z (n+r)a,(x—a)"" >
n=0 n=0

+Z qn (x - a)n z an (x - a)n+l472 = 0
n=0 n=0

Encontramos a relagdo de recorréncia. Encontramos sempre pelo
menos uma solugao.

Temos trés casos a considerar:

RAIZES DA EQUACAO INDICIAL QUE NAO DIFEREM
POR UM INTEIRO POSITIVO

Neste caso, resolvemos as relacdes de recorréncia para cada raiz
da equacdo indicial.

RAIZES QUE DIFEREM POR UM INTEIRO
Resolvemos as duas rela¢des de recorréncia, mas a segunda solu-
¢do sera da forma

v, =Cy,In(x—a)+ z a,(x—a)""

n=0

onde C é uma constante que podera ser zero.
RAIZES IGUAIS

v, =y, In(x—a)+ z a,(x—a)""

n=0

Aplicacoes
Vamos aplicar estes conceitos para resolver a equagao de Bessel.

BIBLIOGRAFIA

Dennis C. Zill, Michael R. Cullen. Equac¢oes Diferenciais, volume I.
Traducao Antonio Zumpano, S3o Paulo, Makron Books, 2001.
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TOPICO 26 — EQUACOES DE BESSEL

* Objetivo

* Equacdo de Bessel

* Método de solugdo por séries
+ Bibliografia

OBJETIVO
Resolver as equagdes de Bessel.

EQUA(;RO DE BESSEL
A equacado

o1 (x
y+—y+—75—y=0
X
€ chamada de equacao de Bessel.

METODO DE SOLUCAO POR SERIES
Tentamos uma solucdo do tipo

y = Z (n+r)ax"""
n=1

y = Z (n+r)(n+r—1a "
n=2

e substituimos na equacdo:

o1 (YY)
et

Obtemos

00

Z (n+r)(n+r—1ax"""

n=0

1 _
+—Z(n +r)a,x""!
X n=0

0

2 2
X —v
+ Za X" =0
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Fazendo algumas contas

Z (n+7r)(n+r—-ax""

n=0
c 2
+Z (n+rya,x""
n=0
0 o0
+z a”xn+r _ v2 Z anxn+r—2 =0
n=0 n=0

vamos substituir n =k —2 , na terceira série e n = k nas demais

Z (k+r)k+r-1)ax"""

k=0

+Z (k+7r)a,x""?
=0

0
k+r=2 2 k+r-2 __
+Zak_2x -V Zakx =0
k=2

Fazendo a soma das séries

r=2

X (k+7r)k+r-1)a,x"

s

=~
Il

0

o0
+x7? Z (k +7r)a,x"
k=0

o0 o0
+x"7? Z akfzxk X2 Z akxk =0
k=2 =0

donde
D (k+r)k+r-1)ax"
k=0
+z (k+7r)a,x*
k=0
+Zak_2xk —VZZakxk =0
k=2 k=0
e

(r)(r=Da, +(1+r)(1+r—-1)ax
+(r)a, +(1+r)ax

+Z[ak_2 —av +[(k+r)k+r-1)+k+ r]akak
k=2

2 2
—Vvia,—vax=0

126



FisSICA
EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES

e ainda
(r* —v*)a, +[1+2r+r2 —vz]a]x

+Z[ak_2 —av +[(k+r)k+r-1)+k+ r]akak
k=2

=0

Equac3o indicial
A equacgdo indicial é

Cujas raizes sao:

Substituindo na série acima, obtemos a férmula de recorréncia
(1+2r)a, =0

;>

T Tk ket =tk r—r]

_ 4

a =———"—"—
k(k +2r)

Fazendo a, =0 temos os termos impares todos nulos. Isto é,
a2j+1 =0 para j=0,j=1,j22,...

e = ay; ___h
M2+ 2r)  4j(i+7r)
donde,
a, =— o
2 Al+r)
a. =— Ay — 1 )
Y4204 42Q+r) 40+7)
Ay 1 1 a,

YT 4334 433+r) 4202+7) 4(1+7)

donde,
a. = (_1)”‘10
P4+ ) n=147)..B+r)Q2+r)(1+7)
_(=D)'a,l'(1+7)
e 4" n'\T'(n+r)
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onde
Irad+r+hH=0+r)A+r)
IFrA+r+2)=r+2)I'(r+2)=(r+2)r+HI(r+1)

e assim por diante.

Obtemos

yl — Z (_1) aor(l + r) x2n+r
= 4'n'I'(n+r)

chamada equacdo de Bessel de primeira espécie e denotada por

J (X) — i (_1)" aor(l + V) X2n+v
' = 4" n'T'(n+v)

Escolhendo a outra raiz, obtemos, da mesma maneira,

v EDald-v) 5,
T 0= nZ:;‘ 4" n'l'(n—v) ¥

Se v ndo é um inteiro, obtemos a solugdo geral

y=AJ +BJ

EXEMPLO:
2 ' 2 1
Resolva x“y +xy +(x —Z)y=0

Solugdo: y=AJ, +BJ |

2 2

BIBLIOGRAFIA

Dennis C. Zill, Michael R. Cullen. Equac¢oes Diferenciais, volume |.
Traducao Antonio Zumpano, S3o Paulo, Makron Books, 2001.
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TOPICO 27 — EQUACOES DE LEGENDRE

* Objetivo

* Equacgdes de Legendre

* Método de solugdo

* Polindbmios de Legendre
+ Bibliografia

OBJETIVO
Resolver as equacdes de Legendre.

EQUACOES DE LEGENDRE

(1-x)y —2xy +n(n+1)y =0

METODO DE SOLUCAO
Como x=0 é um ponto ordinario, tentaremos uma solucdo
do tipo

<

Il
M 8
S
<

n=0 ,
) 0
y = Z na x""
n=1

¥ =Y (n)n-Dax"

n=2

Substitundo na equagdo
(1-x*)y —2xy +n(n+1)y =0
obtemos

(1-x)3 (n)(n-Da,x"
—2xi (m)a,x""

+n(n+1)> a,x" =0
n=0

fazendo algumas contas e lembrando que n(n +1) da equacdo nao
tem ligacdo com o indice do somatdrio. Fazemos, entdo, para ndo
haver confusdo, n = k no somatério. Obtemos
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i (k) (k-Da,x* 7 - i (k)(k-1)a,x*

k=0

- 2(k)a,x*
n=0

+n(n+1)Y ax* =0
k=0

Portanto,

Zm: (k)(k=1a,x"7 - i (k)(k—1)a,x"
—i 2(k)a,x*

+Z n(n+ax" =0

J=0

Vamos substituir j =k — 2, na primeira série, j = k nas demais

>+ 2+ D08 =X (NG -Da
- 2)a

+Z n(n+ l)a].xj =0

Jj=0

Calculando

0

S [G+20 +Da, — () ~Da, ~2ja, +n(n+1a, 5/ =0

j=0
donde
(j+2)(j+1)aj+2 _(])(]_l)aj _2jaj +n(n+1)aj =0

obtemos a formula de recorréncia
_(DU=D+2j=n(n D)
i+2 . . 1
! (J+2)(j+1) ’
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Fazendo algumas simplificagdes

_(DU=D+2j=nn+))

= (j+2)(j+1) g
e it D Uil ) O
GG+ G+2G+h)

_Gmlj+n+l]

GG+

_U-mli+n+l]
GG+

donde a férmula de recorréncia é

_G=mlj+nll

G+

PR LS\
2)1)

a, :(l—n)[l+n+l]a1
1+2)1+1)

_ (@-m[2+n+]] (n)[n+1]a

% Q2+2)2+) @1 °

obtemos a solugao geral

3 n(n+1) 2 (n=2)n(n+1)(n+3) o (n—4)(n-2)n(n+1)(n+3)(n+5) S

y=a,( 21 41 o1
ra(x— (n—1)3('n+2) Oy (n—3)(n—1)5('n+2)(n+4) oo (n—5)(n—3)(n—1)7(:1+2)(n+4)(n+6) .
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POLINOMIOS DE LEGENDRE
Fazendo escolhas adequadas para a,,a, obtemos os polinémios

de Legendre.
B(x) =1
R(x)=x

P =5 (=D
1 s
};(x)zi(Sx -3x)
e assim por diante. Lembre-se de que

P(x)=1
R(x)=x

R =5 (=D

R )= (5 =30

£,(x)

sdo solugdes, respectivamente, das equacoes
(1-x*)y —2xy =0
(1-x")y =2xy +1(1+1)y =0
(1-x%)y =2xy +22+1)y=0
(1-x)y —2xy +33+1)y=0

(l—xz)y" —ny'+n(n+1)y=0.
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TOPICO 28 — TRANSFORMADA DE LAPLACE

* Introducao

+ Objetivo

+ Transformada de laplace

+ Transformada inversa de laplace

* Algumas propriedades da transformada de laplace

+ Crescimento exponencial

* Relagdo entre a transformada e as equacdes diferenciais
* Uma pequena tabela de transformadas de laplace

* Quando podemos calcular a transformada de laplace?
* Propriedades da transformada inversa

+ Bibliografia

INTRODUCAO

Usamos a transformada de Laplace para resolver equacgoes diferen-
ciais lineares nas quais os coeficientes ndo necessariamente sao
continuos.

OBJETIVO
Resolver equagdes diferenciais com condi¢des de valor inicial
usando a transformada de Laplace.

TRANSFORMADA DE LAPLACE
Dada uma fun¢do f°, a transformada de Laplace de

f é a integral

L(f)=[e f(t)ae

Se f é uma funcdo em ¢, entdo L(f) =J‘ef‘”f(t)dt é uma fun-
gaoem s. 0

TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE

b ) —st 1 1
Se f(t)=1,entdo L(1) = j e dt = limE&— 4~ =—
0 {—0 —S Ky Ky
1
A transformada inversade — é f(t)=1.
S

A transformada inversa é dada pelo seguinte:

Se F(s):L(f)zTe_”f(t)dt, entio L'(F)=f.
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ALGUMAS PROPRIEDADES DA TRANSFORMADA DE

LAPLACE
1.
L(f+g)=[e [f(O)+g®]dt = [ f(t)dt+ [ et(t)dt = L(f)+L(g)
2.
Lieh) =[e [eof 0)dt =c[ e f(t)dt = cL(f)

Usando integracdo por partes, temos a seguinte propriedade en-
volvendo a derivada de uma func¢ao

3. o %
L(f)=[ef dr=lime ™ f(0)= f(0)+ s[e” [ ()t == (0)+ SL(S)

0
4. De (3) também temos o seguinte
1 1 \
L(f) =;f(0)+;L(f)

Usando a propriedade (3) duas vezes, obtemos

5.
L(f) ==/ (0)+5L(f)==f (0)+s[(=f (0) +SL(f)]==5/(0)— f (0)+5°L(f)

6. Isolando L( f) em (5), obtemos

_S(O)+ £ (O+L(S)
L(f)= 2

CRESCIMENTO EXPONENCIAL
Para que o limite, que aparece em (3), seja zero, a fun¢do f nao
pode ser qualquer funcdo. Vamos nos restringir as funcdes que
tém crescimento exponencial.

Dizemos que uma funcdo ftem crescimento exponen-

cial se, para algum c, tem-se lime “ f(¢)=0. Neste caso,
t—w

o]

F(s)=L(f)= J-e_”f(t)dt esta definida para todo s > c.

0

134



FisICcA
EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES

EXEMPLO 1: Calcule L(?)
N 1 1 1
Solugdo: L(¢)=— f(0)+—L(1)=—
s s s

EXEMPLO 2: Calcule L(t%)

Solucao: L(t*) = l(O) +1L(2t) = EL(t) = %
s s s s

EXEMPLO 3: Calcule L(e™)

L(e™) = l(1) + lL(ae“’) ! )+ laL(e‘”)
s S S S
ey i-4=1
s’ s
L(eat) — 1
s—a

EXEMPLO 4: Calcule L(coskt).

Solucdo: (coskt) =—ksenkt, (coskt) =—k’ cos kt

—k? 72
L(coskt) = s+ L( k2 coskt) _ s—k"L(coskt)

2
N

donde,
2

L(coskt)(1+ k—z) =
s

s
)
N

L(coskt) =

s+ k2

EXEMPLO 5: Calcule L(senkt).

Solucdo: (senkt) = kcoskt, (senkt) =—k’senkt

k + L(=k*senkt) k- k*L(senkt)
- =

L(senkt) = >
s
2
L(senkt)(1+ k—z) = iz
donde, § s
L(senkt) =
( ) sT+k?
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RELA;RO ENTRE A TRANSFORMADA E AS EO_UAgaES
DIFERENCIAIS

Exemplo: dada a equacdo diferencial com coeficientes constantes
ay“ +by' +cy =1. Usando as propriedades acima, obtemos

L(ay" + by' +cy)=L(1)

aL(y")+BL(y)+ cL() %

—asy(0)— ay' (0)+ aszL(y) —by(0)+bsL(y)+cL(y) = %

1+ asy (0) + as’ y(0) + bsy(0)

L =
) as® +bs* +cs

Portanto, aplicando a transformada inversa em ambos os lados, ob-
temos a solugdo geral.

1+ asy (0) + as*y(0) + bsy(0)
as’ +bs” +cs

y=L )
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Uma pequena tabela de transformadas de Laplace.

f(©)=L"(F(s)) Lf(t) = F(s)
1
1 )
/ 1
=
. nt
Sn
cos kt al
s?+ k2
senkt k
s?+ k2
o b
1-a
e” senkt _ Kk
(s—a)’ +k’
e“ coskt _ s-a
(s—a) +k*
tneat n!
(S _ a)n+1

QUANDO PODEMOS CALCULAR A TRANSFORMADA

DE LAPLACE?

Observamos que L(f) estd bem definida se f for continua por

partes e tenha crescimento exponencial.

2
EXEMPLO: f(f) =e" ndotem crescimento exponencial. Neste caso,
nao podemos calcular a transformada de Laplace desta fungdo.

EXeEmMPLO: Calcule L(f) onde f(1)=0se 0<t<3 e f(t)=2

set>3.
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Solugdo: Como f é continua por partes

e—3s

3 ©
L(f)=[e™ (0)dt + e 2dt =2=—,5>0
0 3

N

PROPRIEDADES DA TRANSFORMADA INVERSA
1. L' (F+G)=L"(F)+L'(G)
2. L' (cF)=cL'(F)

BIBLIOGRAFIA
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TOPICO 29 — TRANSFORMADA DE FUNCOES
DESCONTINUAS

* Objetivo

+ Translacdo de uma transformada de Laplace - Primeiro teore-
ma de translagao

* Formainversa do primeiro teorema de translagdo

+ Transformada de Laplace de func¢bes descontinuas

* Funcdo de grau unitario

* Segundo teorema de translagao

* Formainversa do segundo teorema de translacao

+ A derivada de transformadas

OBJETIVO
Calcular a transformada de Laplace de fun¢des descontinuas.

TRANSLA(;[\O DE UMA TRANSFORMADA DE LAPLACE
= PRIMEIRO TEOREMA DE TRANSLAQRO

Le"f)=F(s—a)

De fato,

se L(f)= Te_“f(t)dt =F(s), entdo

o0 0

L(e"f) = [e"e" f(t)dt = [ f(t)dt = F(s —a)

0
EXeEMPLO: Calcule L(e” coskt) .

S
st +k?

Solugdo: L(coskt) = F(s)=

s—a

L(e“ coskt)=F(s—a)=————
( ) ( ) (s—a)2+k2

FORMA INVERSA DO PRIMEIRO TEOREMA DE
TRANSLACAO

e f(t)=L"(F(s—a)).

TRANSFORMADA DE LAPLACE DE FUN§6ES
DESCONTINUAS

A transformada de Laplace pode ser calculada mesmo quando as
fungdes ndo sdo continuas.
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FUNCAO DE GRAU UNITARIO

it 3 1, t>a
E=D=10 0<i<a

A transformada de Laplace da fun¢do de grau unitario é

L(H(t-a)) = j e H(t—a)dt = j e (0)dt + j et =L e
0 a

0 S

Utilizamos a fungdo de grau unitario para fun¢do definida por partes

EXEMPLO 1:Se

41,622
t, t<2

f0)={
escrevemos f(t)=t—H(t-2)t+H(t-2)(t* +1).

EXEMPLO 2:Se

g(®),t>a
m(t), 0 <t <a ent3o podemos escrever

f(t)={

f@O)=m@)-H({t—a)ymt)+H({t—a)g(t).

EXEMPLO 3:
f()=H(t—3)cos5t

é a funcao
1) = cos5t,t>3
~10,0<1<3

EXEMPLO 4:afungdo f(¢)=[H(t—3)— H(t—1)]cos5t

é a funcao
0,0<r<l1
f(t)=1—cos5¢, 1<t <3
0,2>3
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A equacdo diferencial

g(®),tza
m(t),0<t<a e

f(t)={

Yoty =f(0).

pode ser escrita na forma
y“ +ly' =m(t)-H({—-a)ym@)+H(t—a)g(t)
SEGUNDO TEOREMA DE TRANSLAgI\O

LH(t-a)f(t=a))=e "L(f ()

A transformada de Laplace de f(¢)=H(t—a)cos5t é

L(H(t—a)cos5t) = [ ™ H(t—a) cos Stdt = [ ¢ (0)dt + [ ™ cos Stdt
0 0 a

= je‘s(”‘” cos5(t+a)dt = e_S“Ie"St cos5(t+a)dt =e*"L(cos5(t + a))
0 0
Da mesma forma, a transformada de Laplace de
H(t—-a)f(t—a)
L(H(t-a)f(t-a) = [e"H(t-a)f(t—a) = [e"(0)dt+ e f (t—a)dt
0 0 a
= [e f(ydt =™ [ f(O)dt = e L(f (1))
0 0

EXEMPLO: calcule L(H(t—-2)(t—2)).

6—2 K

2
N

Solucdo: L(H(t—2)(t-2))=e L(t) =

Forma inversa do segundo teorema de translacao

H(t-a)f(t-a)=L"(e " F(s))

1
EXEMPLO: calcule L7'(e™ ).

AN

Solucdo: L' (e l) =H(t— 2)[]1(1) =H(t-2)
s s
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A DERIVADA DE TRANSFORMADAS
A derivada da transformada também pode ser (til para calcular al-
gumas transformadas.

n n dn
L@ f()=(=1)"— F(s)
ds
EXEMPLO: calcule L(te™).
Solugdo:
d d 1 1
Lty =(-) L @)=L~ =
(e =( )ds @) ds s—3 (s=3)
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TOPICO 30 — CONVOLUCAO

* Objetivo

+ Convolugdo

* Algumas propriedades da convolugdo
+ Convolugdo de fungdes periddicas

+ Bibliografia

OBJETIVO
Calcular transformadas de Laplace usando convolucao.

CONVOLUCAO

Se f e g forem continuas por partes no intervalo [0,0) ent3o a
convolug¢do de fe g, denotada por f * g, é dada pela integral

f*g=[rfmg-tyde

ALGUMAS PROPRIEDADES DA CONVOLUQRO
L f*g=g*f

t
De fato, f*g:J.f(T)g(t -T)dt

0

fazendo
u=t—-7T
du=-dt

frg = flt-wgu)(—du)=—[ f(t-w)g(w)du = f(t-u)g(u)du =g *

2. L(f*g)=L(gL(f).

De fato

L(f*g)=[e" { [ros —r)dr] d

Como 1-H(T —t)é UM para T <t, podemos acrescentar na se-
gunda integral. Observe:

- Te [j [1-HE-0](f@)g( —T)dt] dt
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Como 1—-H(T—1t)é zero para T >t, podemos integrar a segunda
integral até o infinito.

= Te‘” (T[I—H(r -n](f(®)g( —r)dr]dt

O e nao depende de t , podemos coloca-lo dentro da segunda
integral

- T(T[l —H(T-1)]e™" (f(l')g(t—t)dr)dt

0

Podemos trocar a ordem de integracao

= T[T [[-HE-0)]e™ (f(t)g(t —T)dt]dt

0
fazendo a mudanca de coordenadas
v=t-T
dv=dt

=] [I [[-H(]e ™ (f( )g(V)dt)dT

como 1—H(—v)é UM sempre.

Il
N o8 o3

f(r)e" ﬁ e g(v)va dt

0

ft)e 'dt LT e g(v)dvj

(SIL(2),

pois,
L(f)=[e f (0,
!

L(g)=)e"g(u)du
t
EXEMPLO: calcule L(I e'sen(t—1)dT).
0

t
Solucgao: (J. e*sen(t—1)dt) = €' *sent entdo
0
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L(J. e'sen(t—1)dt) = L(e")L(sent) = b 21
0 s—1s"+1

3. L'(F(s)G(s)= f *g.

CONVOLUGAO DE FUNCOES PERIGDICAS
Se f é periddica de periodo p(Istoé, f(x+ p)= f(x),entdo

L(f)=

1 P
— | e f(t)dt
| '([ .
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TOPICO 31 — RESOLVER EQUACOES USANDO
TRANSFORMADA DE LAPLACE

* Objetivo
* Exemplos
+ Bibliografia

OBJETIVO
Resolver equagdes usando a transformada de Laplace.

Exemplos:
1. Resolva d—y—3y:e”, y(0)=1
dt
Solugdo:
dy 2
L(—=-3y)=L(e
(dt y)=L(e")
d
LE)=3L() = L(e")

~y(0)+5sL(y) =3L(y) = L(e™)

—1+(s=3)L(y) = Si2

(s—3)L(y):S%2+1

s—1
(s—=2)(s—3)
Usando fracbes parciais, obtemos
s—1 A B -1 2
(s—2)(s-3) s-2 s-3 s-2 s-3

L(y)=

y="L" T ;)‘(1 5 :Ll(—_12)+L1(—23) =¥ +2¢"
S — S — s — s —

2.Resolva y —6y +9y=r’e", y(0)=2, y(0)=6

Solugdo:
L(y' =6y +9y)=L(t’e")
2
(s—3)°

—y'(0)—5y(0)+ 5 L(y) =6 (—=y(0) +sL(y) )+ 9L(y) =

2
(s=3)°

—6—25+5"L(y)—6(-2+5L(y))+9IL(y) =

146



FisICcA
EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES

_2S+S2L(y)+6—6SL(y)+9L(y): : 2
(s=3)
- 2 3 s 22s—6 __2 _ 2
(s=3)'(s°—6s+9) (s =65+9) (s-3)° 5-3
2 1
= +L ()=t +2e"
Y ((5—3)5) (5—3) 12
BIBLIOGRAFIA
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TOPICO 32 — FUNCAO DELTA DE DIRAC
(OU DISTRIBUICAO DELTA DE DIRAC)

+ Objetivo

* Funcgdo pulso unitario

* Delta de Dirac

+ Transformada de laplace da fung¢do delta de Dirac
+ Considerag0Oes gerais

+ Bibliografia

OBJETIVO
Resolver equacdes diferenciais cujos coeficientes sdo dados em
termos da "“fungao” Delta de Dirac.

FUNCAO PULSO UNITARIO
0, 0<t<t,—a
1
d(t—t)=1—, t,—ast<t,+a
2a

0, t2t,+a

[d,(t=t,)de =1
0

DELTA DE DIRAC
Define d(—1,) =]imd. ( —1,)

a—0

o, t=

ty R
d(t—to):{ jd(t—to)dtzl
e 0 :

0, t#t¢,

O Limite d(—1,) = ]ymd. (t —¢,) é chamado de fungdo Delta de

Dirac. a0

Este limite ndo é uma funcao.

TRANSFORMADA DE LAPLACE
DA FUNQRO DELTA DE DIRAC

x ty+a
’ 1
Ld t—t = e_Std t—t)dt = e—st_dt
d,(t~1,)) j t=1,) ,oja N
= _Le_s(to*'“) +Le—s(t0—a) — e—sto(esa _e_sa)
2sa 2sa 2sa
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Calculando o limite (Usando L"Hopital)

—sa

lmL @, — ) = Jime ™ (4

—e
a—0 a—0 2sa

) — e’S[O

E plausivel que

Ld@) =1

EXEMPLO:

Resolva y +y=4d(t—-2p), »(0)=1, ' (0)=0

Solugdo:
L(y +y)=4L(d(-2p))
=y (0)=sy(0)+5°L(y) + L(y) = 4e ™’
—s+(s* +1)L(y) =4e7
47 + g
L(y)=—71—
) st +1
donde,
4e 45 4 s
=L'(——)=L" +L"
Y ( 57 +1 ) (s2+1) (S2+1)

donde (usando tabela de transformadas se necessario) concluimos
que

y=4sen(t—2p)H(t—2p)+cost

Consideracoes gerais
Note que,
L)) = [ f@0d (e =t,)de = £(1,)

€ um funcional linear. A funcdo delta pode ser definida com mais
rigor usando distribuicdes.
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