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tópico 1 – introdução a equações 
diferenciais

Objetivos do tópico•	
Pré-requisitos•	
Variáveis independentes e variáveis dependentes•	
Ordem das derivadas•	
Objetivo do curso•	
O que é uma equação diferencial?•	
Algumas equações diferenciais que aparecem na física•	
Classificar	as	equações	diferenciais•	
Quanto ao número de variáveis independentes  •	
Quanto à ordem da derivada de maior ordem•	
Linearidade•	
Solução de uma equação diferencial•	
Bibliografia•	

objetivos do tópico
Reconhecer	e	classificar	uma	equação	diferencial.	Verificar	possí-
veis soluções.

pré-requisitos 
No cálculo, aprendemos o que é a derivada de uma função. Apren-
demos também a derivar algumas funções.  Veja a tabelinha:

332 ++= xxy 32' += xy

xy cos= senxy −='

senxy = xy cos'=
xey = xey ='

lny x=
x

y 1'=

nxy = 1' ny nx −=

tgxy = xy 2sec'=

arcsenxy = 21
1'
x

y
−

−
=

xy arccos= 21
1'

x
y

−
=

))(ln( xfy = )(
)(''

xf
xfy =
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Aprendemos que se )(xfy =  então a derivada

' '( )dyy f x
dx

= =

é também uma função de x .

Para o nosso curso, vamos partir do princípio que todos já estuda-
ram os conceitos de derivada e de integral.  

variáveis  independentes 
e  variáveis  dependentes
Ao escrevermos )(xfy =  estamos subentendendo que y  é uma 
função de x , x  é uma variável independente e y  é uma variável 
dependente. Isto é, y  depende de x . As letras x  e y podem ser tro-
cadas para outras letras. Podemos escrever )(tfd =  e, nesse caso, 
t é uma variável independente e d é uma variável dependente.

Uma função a uma única variável é uma função do tipo acima 
com apenas uma variável independente.

Ao escrevermos ),( yxfz = , estamos subentendendo que z  
é uma função de yx, . As variáveis yx,  são variáveis independen-
tes e z é uma variável dependente. Isto é, )(xf  depende de ., yx

Uma função a duas variáveis é uma função do tipo acima com 
duas variáveis independentes.

Uma função a várias variáveis é uma função com várias variá-
veis independentes.

ordem das derivadas
Relembramos também que a derivada de primeira ordem de é 

'( )dy f x
dx

=

Em outras palavras, 

dy
dx

 
é a derivada da variável dependente y  

em relação à variável independente x .

Como )(' xf  é uma função de x , podemos derivar novamente e 
obtemos a derivada de segunda ordem de )(xf ou a derivada se-
gunda de )(xf . Obtemos

 

2

2

'( ) ''( )df x d dy d y f x
dx dx dx dx

= = =
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A derivada de segunda ordem também é uma função de x , deri-
vando novamente obtemos a derivada de ordem três ou de terceira 
ordem e assim sucessivamente. 

Para funções de três variáveis ),,( zyxfd = , temos as derivadas 
parciais de primeira ordem

x
d
∂
∂

,
y
d
∂
∂

e 
z
d
∂
∂

.

As derivadas parciais de primeira ordem são funções de três variá-
veis. Podemos derivar novamente e obter as derivadas parciais de 
segunda ordem  

2

2

y
d

∂
∂

, 
yx

d
∂∂

∂ 2

, 2

2

y
d

∂
∂

 e 
xy

d
∂∂

∂ 2

.

e assim sucessivamente.

objetivo do curso
No cálculo, para cada função )(xfy = , nosso problema era en-

contrar a derivada  '( )dy f x
dx

= .

Neste curso, o nosso problema não é encontrar derivadas. Nosso 
problema é resolver equações que envolvem derivadas.

exemplo	1 : encontre uma função )(xfy =  tal que
0' =−yy .

exemplo	2: encontre uma função )(tfy =  que satisfaça a equação 

3''' (cos ) 'y t y ty sent− + =

exemplo	3 : qual é a função )(xfy =  que satisfaz

2'''' 3 ( ') 2 1y x y xy x− + = +

o que é  uma equação diferencial?
Uma equação diferencial é uma equação que contém as derivadas 
de uma ou mais variáveis dependentes em relação a uma ou mais 
variáveis independentes.



f í s i c a
e q u a ç õ e s  d i f e r e n c i a i s  l i n e a r e s

11

Alguns exemplos de equações diferenciais:

1. 0' =−yy

2.  3''' (cos ) 'y t y ty sent− + =

3. 2'''' 3 ( ') 2 1y x y xy x− + = +

4.  yx
x
d

y
d

+=
∂
∂

+
∂
∂

2

2

2

2

5. 
x
d

x
d

y
d

∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

2

2

2

2

6. '''''''' '' wvwvy ++=−

7. 
x
u

yx
w

y
d

∂
∂

=
∂∂

∂
+

∂
∂ 2

2

2

 Nos exemplos (1), (2), (3) e (6), temos equações diferenciais que 
envolvem uma única variável independente. 

No exemplo 6, temos mais de uma variável dependente wvy ,,  
e uma única variável dependente que não aparece na equação.

Nos exemplos (4) e (5), temos uma única variável dependente 
d e duas variáveis independentes x e y .

No exemplo (7), temos uma equação diferencial com três variá-
veis dependentes uwd ,,  e duas variáveis independentes x e y .

Para não haver confusão, vamos usar a linha como em 'y  se  a 
equação diferencial contiver a derivada de uma ou mais variáveis 
dependentes mas somente uma única variável independente.

algumas equações diferenciais 
que aparecem na física

Corpo em queda livre   
2

2

d s g
dt

= −

Sistema Massa-Mola   
2

2

d xm kx
dt

= −

Pêndulo simples   
2

2 0d g sen
dt l
q

q+ =
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Corda Giratória   2[ ( ) ] 0d dyT x p y
dx dx

w+ =

Circuitos em série   
2

2

1 ( )d q dqR q E t
dt dt C

+ + =

Lei de Esfriamento de Newton   ( )m
dT k T T
dt

= −

Cabo Suspenso   
2

2
2

1

1 ( )d y w dy
dx T dx

= +

classificar as equações diferenciais
Neste curso, vamos aprender algumas técnicas para resolver uma 
equação diferencial. Cada técnica é aplicável para algum grupo 
de equações diferenciais. Antes de estudarmos as técnicas, pre-
cisamos	agrupar	ou	classificar	tais	equações.	Vamos	classificar	as	
equações diferenciais considerando:

o número de variáveis independentes;•	
a ordem de derivada de maior ordem contida na equação;•	
linearidade. •	
 

Quanto ao número de variáveis independentes  

Equações Diferenciais Ordinárias são equações diferenciais que 
envolvem uma ou mais variáveis dependentes e apenas uma vari-
ável independente.

Equações Diferenciais Parciais são equações diferenciais que en-
volvem uma ou mais variáveis dependentes e duas ou mais variá-
veis independentes.

exemplos:
 

1. 0' =−yy   é uma equação diferencial ordinária.

2.  3''' (cos ) 'y t y ty sent− + =  é uma equação diferencial ordinária.

3. 12)'(3''' 2 +=+− xxyyxy é uma equação diferencial ordinária.
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4.  yx
x
d

y
d

+=
∂
∂

+
∂
∂

2

2

2

2

 é uma equação diferencial parcial.

5. 
x
d

x
d

y
d

∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

2

2

2

2

 é uma equação diferencial parcial.

6. '''''''' '' wvwvy ++=−  é uma equação diferencial ordinária.

7. 
x
u

yx
w

y
d

∂
∂

=
∂∂

∂
+

∂
∂ 2

2

2

 é uma equação diferencial parcial.

Neste curso, vamos estudar apenas as Equações Diferencias Ordi-
nárias.

Quanto à ordem da derivada de maior ordem
A ordem da derivada de maior ordem é a ordem da equação dife-
rencial. As equações diferenciais podem ser de primeira ordem, de 
segunda ordem, de terceira ordem e assim por diante.

exemplos:

 1. 0' =−yy  equação diferencial de ordem UM ou equação dife-
rencial de primeira ordem.

 2. 3''' (cos ) 'y t y ty sent− + =  equação diferencial de terceira ordem.

 3. 2'''' 3 ( ') 2 1y x y xy x− + = +  equação diferencial de terceira ordem.

  4. yx
x
d

y
d

+=
∂
∂

+
∂
∂

2

2

2

2

 equação diferencial de segunda ordem.

 5. 
x
d

x
d

y
d

∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

2

2

2

2

 equação diferencial de segunda ordem

 6. '''''''' '' wvwvy ++=−  equação diferencial de terceira ordem.

 7. x
u

yx
w

y
d

∂
∂

=
∂∂

∂
+

∂
∂ 2

2

2

 equação diferencial de segunda ordem.

linearidade 
A derivada pode ser vista como um operador 'Dy y= . Como a deri-
vada da soma é a soma das derivadas ( ) ' ' "y z y z+ = +  e ( ) ' 'cy cy= , 
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temos que D  é linear em y .  Da mesma forma, a derivada segunda 

2 ( ) ' ''D y D Dy Dy y= = =  é linear em y  e assim sucessivamente 
)(nn yyD = . A derivada de ordem n de y  é linear em y .

Observe que yyyyDD ++=++ '2'')12( 2  também é linear em y .

Note, também, que 2( ')Ty y=  não é linear em y . 

O operador

1 2

1 2 1 01 2

1 2
1 2 1 0

( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ... ( ) ( ) ( )

n n

n nn n

n n
n n

d y d y d y dyF y a x a x a x a x a x y
dx dx dx dx

a x D a x D a x D a x D a x y

−

− −

−
−

= + + + + +

 = + + + + + 

é linear em y . 
As funções )(),(),(,..,),(),( 0121 xaxaxaxaxa nn − são chamadas 
de	coeficientes	das	derivadas.

Numa equação diferencial linear  
a	única	potência	permitida	para	a	variável	dependente	•	
e	suas	derivadas	é	1.	
os	coeficientes	da	variável	dependente	e	suas	derivadas	•	
só	podem	ser	funções	das	variáveis	independentes.
 

exemplos :
1. 0' =−yy  é linear pois tanto y como 'y  aparecem sem potên-
cias.

2.  3''' (cos ) 'y t y ty sent− + =  não é linear pois y aparece elevado 
ao cubo.

3. 2'''' 3 ( ') 2 1y x y xy x− + = +  não é linear pois 'y  aparece eleva-
do ao quadrado.

4.  yx
x
d

y
d

+=
∂
∂

+
∂
∂

2

2

2

2

 é linear pois as derivadas parciais apare-
cem sem potências. 

5. 0'''' =+ yyy  não é linear pois aparece o produto yy'  e neste 
caso	o	coeficiente	de	 y é uma função de 'y .

6. 32 ' xyyx =+  é linear pois y como 'y  aparecem sem potências 
e	o	coeficiente	de	 'y  é uma função apenas de x .
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Numa equação diferencial linear não pode conter 

(y´)², yy´, yy´´,y´y´´,y², y³, (y´´´)².
Não pode conter qualquer produto das variáveis dependentes e 
suas derivadas. Também não são lineares as equações diferenciais 
que contêm 

),...'tan(),'(),'cos(
),...tan(),(),cos(

yyseny
yyseny

Uma equação diferencial é linear se pudermos escrevê-la na forma 

)(),...,'',',( xgyyyyF n =

onde F  é uma função linear em relação às entradas nyyyy ,...,'',', . 

No caso de equações diferenciais parciais

),()...,,,,,,,( 2

222

2

2

yxg
y

z
y

z
xy
z

yx
z

x
z

y
z

x
zzF n

n

=
∂
∂

∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

,

é linear se F for uma função linear nas entradas

n

n

y
z

y
z

xy
z

yx
z

x
z

y
z

x
zz

∂
∂

∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ ...,,,,,,, 2

222

2

2

solução de uma equação diferencial
Voltamos aos exemplos: 

exemplo	1 : encontre uma função )(xfy =  tal que
0' =−yy .

exemplo	2: encontre uma função )(tfy =  que satisfaça a equação

3''' (cos ) 'y t y ty sent− + =

 exemplo	3 : qual é a função )(xfy =  que satisfaz
2'''' 3 ( ') 2 1y x y xy x− + = +

ou ainda
exemplo	4 : qual é a função )(xfy =  que satisfaz

)(),...,'',',( xgyyyyF n =

No caso de equações diferencias parciais 

exemplo	5 : qual é a função ),( yxfz =  que satisfaz
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),()...,,,,,,,( 2

222

2

2

yxg
y

z
y

z
xy
z

yx
z

x
z

y
z

x
zzF n

n

=
∂
∂

∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

A função procurada é chamada de solução da equação 
diferencial.

exemplo	1 : xey =  é solução da equação diferencial 

0' =−yy .

Para ver isso, calculamos 'y  e substituímos xey =  e xey =' na 
equação e obtemos

0=− xx ee .

exemplo	2 : xy cos=  é solução da equação diferencial 

0'' =+ yy .

Solução: calculamos xysenxyxy cos'',',cos −=−==
substituímos na equação 

0'' =+ yy
obtendo

.0coscos =+− xx

bibliografia

Dennis G. Zill, Michael R. Cullen. Equações Diferenciais, volume I. 
Tradução Antonio Zumpano, São Paulo, Makron Books, 2001.
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tópico 2 – existência e unicidade de 
soluções

Objetivos do tópico•	
Introdução•	
Problema de valor inicial•	
Existência e unicidade de soluções para o problema de valor inicial•	
O teorema de existência e unicidade•	
A importância do teorema•	
Bibliografia	•	
Objetivos do tópico•	

objetivos
Resolver problemas de valor inicial, conhecendo as soluções da 
equação. Entender o que são soluções do problema de valor ini-
cial.	Entender	o	significado	da	Existência	e	da	Unicidade.	

introdução
Estamos interessados em resolver Equações Diferenciais de pri-
meira ordem que podem ser escritas na forma

( , )dy f x y
dx

=

exemplos :

1. 2 2dy x y
dx

= +

2. 2 1dy x
dx

= +

3. 2 2( )dy sen x y
dx

= +

problema de valor inicial
Observe a equação diferencial

32' += xy

Sabemos que 

332 ++= xxy

é uma solução desta equação diferencial. Observe que 

332 ++= xxy +C
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onde C é uma constante, também é uma solução da equação.

O mesmo para os demais casos. Observe a tabela: 

senxy −=' xy cos= +c

xy cos'= senxy = +c
xey =' xey = +c

x
y 1'= xy ln= +c

1' ny nx −= nxy = +c

xy 2sec'= tgxy = +c

21
1'
x

y
−

−
= arcsenxy = +c

21
1'

x
y

−
= xy arccos= +c

)(
)(''

xf
xfy = ))(ln( xfy = +c

A constante C que aparece na tabela é chamada constante de inte-
gração. Se soubermos o valor da função em pelo menos um ponto, 
saberemos qual é a constante que vamos usar. Observe

' 2 3
(0) 60

y x
y
= +
=

Neste caso, para cada C, 332 ++= xxy +C é solução de
32' += xy . Vemos que

2

(0) 60
(0) 0 3 0 3 60

60 3 57

y
y C
C

=

= + ⋅ + + =
= − =

e, portanto, 
2 3 3 57y x x= + + +  =

2 3 60x x+ +

é solução do problema
     

' 2 3
(0) 60

y x
y
= +
=
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Problemas como este são chamados de problemas com valor inicial.

exemplos:

1. Resolva o problema de valor inicial

2 1

(0) 3

dy x
dx
y

= +

=

Solução: 
3

2( 1)
3
xy x dx x C= + = + +∫

30
3
0)0(

3

=++= Cy

portanto, 3
3

3

++= xxy  é uma solução procurada.

2. Resolva o problema de valor inicial

4 22 3

(1) 20

dy x x x
dx
y

= + +

=

Solução:

5 3 2
4 2

5 3 2

2 3( 2 3 )
5 3 2

1 2 1 3 1 1 2 3 6 20 45 71(1)
5 3 2 5 3 2 30 30

x x xy x x x dx C

y C C C C

= + + = + + +

⋅ ⋅ + +
= + + + = + + + = + = +

∫

donde 
71 600 71 52920
30 30 30

C −
= − = =  e uma solução procurada é

5 3 22 3 529
5 3 2 30
x x xy = + + +

3. Resolva o problema de valor inicial

cos

( ) 0

dy x
dx
y p

=

=π
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Solução: 
cos

( )

y xdx senx C

y sen C Cp p

= = +

= + =
∫

donde 0=C  e senxy =  é uma solução procurada.

existência e  unicidade de soluções para o 
problema de valor inicial
Quando consideramos um problema de valor inicial 

00 )(
),('

yxy
yxfy

=
=

nós nos perguntamos:

sempre	vai	existir	uma	solução?1. 

quantas	soluções	podemos	ter?	uma	única?2. 

nos	exemplos	acima,	podemos	ter	outras	soluções	além	3. 
dessas	encontradas?

o teorema de existência e  unicidade

Se ),( yxf  e y
f
∂
∂

são contínuas em ),( 00 yx  então existe uma 
única solução )(xy 	 definida	 numa	 vizinhança	 de	 0x  tal que 

00 )( yxy = .

Exemplo de um problema de valor inicial com mais de uma solução:

Se yxyxf =),( , então 
y

x
y
f

2
=

∂
∂

	não	está	definida	em

)0,0( e muito menos contínua neste ponto. Podemos ver que o 
problema de valor inicial

0)0(
'

=

=

y
yxy

possui as soluções 0=y  e 

4

16
xy = . Neste caso, não temos unici-

dade para o problema de valor inicial.  

π π
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Note, ainda, que, se mudarmos o valor inicial no problema acima, 
por exemplo, 

1)0(
'

=

=

y
yxy

o teorema garante a unicidade da solução 22 )1
4
1( += xy  para 

este problema.

Em muitos casos, saberemos, via o teorema de existência e unici-
dade, a existência e unicidade da solução e conhecemos nenhuma 
técnica que nos permite exibir a solução.

 

a importância do teorema
1. No exemplo (1) acima temos

2 1

(0) 3

dy x
dx
y

= +

=

donde 1),( 2 += xyxf , 0=
∂
∂
y
f

. Portanto f e
y
f
∂
∂

 são contínuas 

em todos os pontos do plano. O teorema nos diz que a solução 
encontrada é única.

2. O mesmo acontece no exemplo (2) 

 

4 22 3

(1) 20

dy x x x
dx
y

= + +

=

Temos xxxyxf 32),( 24 ++=  que também não depende de y  

e donde 0=
∂
∂
y
f

. Portanto f e 
y
f
∂
∂

 são contínuas em todos os 

pontos do plano. O teorema nos diz que a solução encontrada tam-
bém é única.

3. No exemplo (3), xyxf cos),( = , como nos exemplos anterio-
res, podemos concluir que a solução encontrada é única.

bibliografia
Dennis G. Zill, Michael R. Cullen. Equações Diferenciais, volume I. 

Tradução Antonio Zumpano, São Paulo, Makron Books, 2001.
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tópico 3 – variáveis separáveis

Objetivo•	
Introdução•	
Variáveis separáveis•	
Dedução da técnica•	
Pré-requisitos da técnica•	
Exemplos•	
Bibliografia•	

objetivo
Resolver equações diferenciais de primeira ordem pelo método 
chamado de variáveis separáveis.

introdução
Neste tópico começaremos a apresentar as técnicas de resolução 
de equações diferenciais. 

variáveis  separáveis 
Começaremos com a técnica mais simples chamada variáveis se-
paráveis. Esta técnica se aplica a grupo de equações diferenciais 
ordinárias de primeira ordem que podem ser reescritas na forma

( ) ( )dyg y h x
dx

=

ou na forma diferencial     ( ) ( )g y dy h x dx=

Este tipo de equações é chamado de equação separável ou tem 
variáveis separáveis. 
As equações diferenciais mais simples de variáveis separáveis são 
as do tipo 

( )dy h x
dx

=

onde 1)( =yg .

Neste caso as soluções, para este tipo de equação, são, simples-
mente,

( )y h x dx= ∫ .

Quando integramos, não podemos esquecer a constante de inte-
gração. Relembramos que resolver um problema de valor inicial é 
determinar um valor para esta constante.
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Veja outros exemplos de equações separáveis na tabela abaixo.

dy xy
dx

= 1 dy x
y dx

=
1 dy xdx
y

=

dy y
dx

= 1 1dy
y dx

=
1 dy dx
y

=

2( 1)cosdy x y
dx

= + 21 1
cos

dy x
y dx

= + 21 ( 1)
cos

dy x dx
y

= +

2 33 5x ydy x e
dx y

+=
2

2
3

5
x

y

y dy xe
dxe

=
2

2
3

5
x

y

y dy xe dx
e

=

2 2 2 21dy x y x y
dx

= + + +
2

2

1 1
1

dy x
y dx

= +
+

2
2

1 (1 )
1

dy x dx
y

= +
+

dedução da técnica

Note que, se )(xfy =  então '( )dy f x
dx

=

A equação diferencial

( ) ( )dyg y h x
dx

=

pode ser reescrita na forma )()('))(( xhxfxfg =

A equação )()('))(( xhxfxfg =  é uma igualdade que só depen-
de de x . Podemos integrar em relação a x  ambos os lados da 
igualdade ( ( )) '( ) ( )g f x f x dx h x dx=∫ ∫
Fazendo )(xfy =  obtemos '( )dy f x dx= . Substituindo na inte-
gral, obtemos

( ) ( )g y dy h x dx=∫ ∫

Portanto, podemos integrar em relação a y o lado da igualdade 
que depende de y  e integramos em relação a x  o lado da igualda-
de que depende de x .

)

)
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Observe a tabela:

1 dy xdx
y

=∫ ∫

1 dy dx
y

=∫ ∫

21 ( 1)
cos

dy x dx
y

= +∫ ∫

2

2
3

5
x

y

y dy xe dx
e

=∫ ∫

2
2

1 (1 )
1

dy x dx
y

= +
+∫ ∫

pré-requisitos da técnica
Como podem ver, resolver equações com o método variáveis sepa-
ráveis consiste em resolver integrais. Uma boa revisão nas técni-
cas de integração pode facilitar a resolução de equações com este 
método. Uma tabela de integrais também pode ser utilizada para a 
resolução dos exercícios.  

Exemplos:

exemplo1 : resolva  
dy xy
dx

= .

Solução: como vimos, na tabela acima, é uma equação separável, 
pois pode ser reescrita na forma 

1 dy xdx
y

=

portanto, 

1 dy xdx
y

=∫ ∫ .

Logo, resolvendo as integrais de ambos os lados, obtemos

21ln | |
2

y x C= + .



f í s i c a
e q u a ç õ e s  d i f e r e n c i a i s  l i n e a r e s

25

Usando uma propriedade dos logaritmos, ( bacb c
a =⇔=log ), e 

sabendo que ln | | log | |ey y=  obtemos,

22

2
1

2
1

||
xCCx

eeey ==
+

.

Usando a propriedade do módulo ( yy =|| se 0≥y e yy −=||  se 
0≤y )

Temos 
2

2
1 xC eey = ou 

2

2
1 xC eey −= .  

Mas, como C  é uma constante Ce  também é constante. Podemos 
juntar as duas soluções numa só, pondo, CeC ±=1 . Obtemos as-
sim a solução geral

2

2
1

1

x
eCy = .

exemplo	2 : resolva  (1 )x dy ydx+ = .

Solução: é uma equação separável, pois pode ser reescrita na forma 

1 1
1

dy dx
y x

=
+

Portanto,                     
1 1

1
dy dx

y x
=

+∫ ∫ .

Logo, resolvendo as integrais de ambos os lados, obtemos

ln | | ln |1 |y x C= + +

o que pode ser escrito na forma

ln | | ln |1 |y x C− + =

usando uma propriedade dos logaritmos, ( ln ln ln aa b
b

− = ),

ln | |
1

y C
x
=

+
.

Portanto, 

Ce
x

y
=

+
|

1
| .

Usando a propriedade do módulo ( yy =|| se 0≥y e yy −=||  se 
0≤y ),

temos  Ce
x

y
=

+1   
 ou  Ce

x
y

−=
+1

.  
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Mas, como C  é uma constante Ce  também é constante. Podemos 
juntar as duas soluções numa só, pondo, CeC ±=1 . Obtemos as-
sim a solução geral

)1(1 xCy += .

bibliografia 

Dennis G. Zill, Michael R. Cullen. Equações Diferenciais, volume I. 
Tradução Antonio Zumpano, São Paulo, Makron Books, 2001.
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tópico 4 – equações homogêneas

Objetivos•	
Equações homogêneas•	
Exemplos de equações diferenciais homogêneas de primeira ordem•	
Método de solução•	
Dedução da técnica•	
Exemplos•	
Bibliografia•	

objetivos
Identificar	e	resolver	equações	diferenciais	homogêneas.

equações homogêneas 
Dada uma equação diferencial de primeira ordem reescrita na forma 

( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy+ =

Dizemos que esta equação é homogênea se para algum n , 

( , ) ( , )nM tx ty t M x y= e ( , ) ( , )nN tx ty t N x y= .

Observe também que ),1(),(
x
yMxyxM n=  e

),1(),(
x
yNxyxN n= .

Exemplos de equações diferenciais homogêneas de primeira ordem:

1. 2 2 2( ) ( 2 ) 0x y dx x xy dy+ + − = . É uma equação diferencial ho-
mogênea, pois

22),( yxyxM +=
2( , ) 2N x y x xy= − ,

portanto,
2 2 2 2 2 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( , )M tx ty tx ty t x y t M x y= + = + =

e              2 2 2 2( , ) ( ) 2( )( ) ( 2 ) ( , )N tx ty tx tx ty t x xy t N x y= − = − = .

Logo, para 2=n ,

2

2

( , ) ( , )
( , ) ( , )

M tx ty t M x y
N tx ty t N x y

=

=

donde, a equação 2 2 2( ) ( 2 ) 0x y dx x xy dy+ + − =  é homogênea.
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Analogamente, são homogêneas as equações:

2. 2 0xydx xdy− =

3. 3 4 42 ( ) 0x ydx x y dy+ + =

4. ( ) 0
y
xy xe dx xdy+ + =

 
Algumas equações diferencias homogêneas não estão escritas na 
forma

( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy+ = .

Temos que as reescrever. Veja a tabela.

dy y x
dx y x

−
=

+
( ) ( ) 0y x dx y x dy− + + =

dy y x
dx x y

= + 2 2( ) ( ) 0y x dx yx dy+ + =

3
3

dy x y
dx x y

+
=

+
( 3 ) (3 ) 0y x dx y x dy+ + + =

método de solução
A técnica consiste em transformar a equação diferencial homogê-
nea numa equação  variável separável.

exemplo	1 : transforme 
2 2 2( ) ( 2 ) 0x y dx x xy dy+ + − =

numa equação separável.

Solução: começamos colocando
y ux= .

Pela regra do produto para derivada, obtemos

dy udx xdu= + .

Substituindo y ux= , obtemos

[ ]2 2 2( ( ) ) ( 2 ( )) 0x ux dx x x ux dy+ + − =

Resolvendo [ ]2 2 2 2 2( ) ( 2 )) 0x u x dx x x u dy+ + − =
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isolando 2x , obtemos  [ ]2 2(1 ) (1 2 )) 0x u dx u dy + + − =  .

Cancelando 2x , obtemos [ ]2(1 ) (1 2 )) 0u dx u dy+ + − = .

Substituindo dy udx xdu= +

[ ]2(1 ) (1 2 )) 0u dx u udx xdu+ + − + = ,

obtemos

2(1 ) (1 2 ) (1 2 ) ) 0u u u dx x u du + + − + − = 

2 2(1 ) ( 2 ) (1 2 ) ) 0u u u dx x u du + + − + − = 

2(1 ) (1 2 ) ) 0u u dx x u du + − + − = 

e	finalmente	obtemos	a	equação	diferencial	separável

2

1 1 2
1

udx du
x u u

−
= −

+ −
.

exemplo	2 : resolva: 2 2( ) ( ) 0y x dx yx dy+ + = .

Solução: Trata-se de uma equação homogênea, pois 
2 2( , )M x y x y= +

( , )N x y xy=

Portanto,
2 2 2 2 2 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( , )M tx ty tx ty t x y t M x y= + = + =

e                       2 2( , ) ( )( ) ( ) ( , )N tx ty tx ty t xy t N x y= = =

Logo, para 2=n ,

2

2

( , ) ( , )
( , ) ( , )

M tx ty t M x y
N tx ty t N x y

=

=

Vamos transformá-la em variável separável. Começamos colocan-
do y ux=

Pela regra do produto para derivada, obtemos

dy udx xdu= + .

Substituindo na equação 2 2( ) ( ) 0y x dx yx dy+ + = , obtemos
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2 2 2

2 2

2

2

(( ) ) ( )( ) 0

( 1) ( ) 0

(2 1) ) 0

1 1
2 1

ux x dx ux udx xdu

x u dx u udx xdu

u dx xdu

dx du
x u

+ + + =

 + + + = 
 + + = 

= −
+

logo,   2

1 1
2 1

dx du
x u

= −
+∫ ∫ .

Portanto,

2 2

1 1 2ln | | ( 2 )
2 1 2( 2 ) 1

x du du arctg u C
u u

= − = − = − +
+ +∫ ∫

donde

   

( )

( )

2 ln | | ( 2 )

2 tan( 2 ln | |
2

x C arctg u

u x C

− − =

= − −

Portanto, 

( )( )2 tan 2 ln | |
2

y x x C= − − .

dedução da técnica

( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy+ =

(1, ) (1, ) 0

(1, ) (1, ) 0

n ny yx M dx x N dy
x x

y yM dx N dy
x x

+ =

+ =

Fazendo 
x
yu = temos y ux=

Pela regra do produto para derivada, obtemos

dy udx xdu= + .

Substituindo na equação (1, ) (1, ) 0y yM dx N dy
x x

+ = , obtemos

( )(1, ) (1, ) 0M u dx N u udx xdu+ + = .
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Fazendo umas continhas

( )

( )

(1, ) (1, ) (1, ) 0
(1, ) (1, ) (1, ) 0

(1, ) 0
(1, ) (1, )

M u dx N u udx xN u du
M u N u u dx xN u du

dx N u du
x M u uN u

+ + =

+ + =

+ =
+

Esta última é uma equação de variável separável.

A fórmula nos permite rapidamente encontrar a equação na forma 
de variável separável. Veja os exemplos:

Exemplos: 

1. 2 2 2( ) ( 2 ) 0x y dx x xy dy+ + − = .

2

22

1),1(
),(

uuM
yxyxM

+=

+=

2( , ) 2
(1, ) 1 2

N x y x xy
N u u

= −
= −

Portanto,

( )

( )2

(1, ) 0
(1, ) (1, )

1 2 0
1 (1 2 )

dx N u du
x M u uN u

dx u du
x u u u

+ =
+

−
+ =

+ + −

2. 2 0xydx xdy− =

( , ) 2

(1, ) 2

M x y xy

M u u

=

=

1),1(
),(

−=
−=

uN
xyxN

( )

( )

(1, ) 0
(1, ) (1, )

1 0
2

dx N u du
x M u uN u

dx du
x u u

+ =
+

−
+ =

−
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3. 3 4 42 ( ) 0x ydx x y dy+ + =

3( , ) 2
(1, ) 2

M x y x y
M u u

=
=

4 4

4

( , )
(1, ) 1

N x y x y
N u u

= +

= +

( )

( )
4

4

(1, ) 0
(1, ) (1, )

1 0
2 (1 )

dx N u du
x M u uN u

dx u du
x u u u

+ =
+

+
+ =

+ +

4. ( ) 0
y
xy xe dx xdy+ + =

( , )
(1, )

y
x

u

M x y y xe
M u u e

= +

= +

( , )
(1, ) 1

N x y x
N u

=
=

( )

( )

(1, ) 0
(1, ) (1, )

1 0
u

dx N u du
x M u uN u

dx du
x u e u

+ =
+

+ =
+ +

É importante, para cada exercício, seguir os passos de como a fór-
mula foi obtida. Decorar a fórmula não é o que se deve fazer.

bibliografia 

Dennis G. Zill, Michael R. Cullen. Equações Diferenciais, volume I. 
Tradução Antonio Zumpano, São Paulo, Makron Books, 2001.
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tópico 5 – equações exatas

Objetivos•	
Exemplos de equações diferenciais exatas•	
Método de solução•	
O que fazer para resolver uma equação diferencial exata•	
Exemplos •	
Bibliografia•	

objetivos
Identificar	e	resolver	equações	exatas.

equações exatas
Dada uma equação diferencial de primeira ordem reescrita na forma 

( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy+ =

Dizemos que esta equação é exata se 

x
N

y
M

∂
∂

=
∂
∂

.

Exemplos de equações diferenciais exatas:

1. 22 ( 1) 0xydx x dy+ − = . É uma equação diferencial exata, pois

( , ) 2M x y xy=

1),( 2 −= xyxN

portanto,  x
y

M 2=
∂
∂

é igual a  x
x
N 2=
∂
∂

2. ( ) ( )2 2cos( ) 2 cos( ) 2 0y ye y xy dx xe x xy y dy− + − + =  é uma 
equação diferencial exata, pois

( )2( , ) cos( )yM x y e y xy= −

( )2( , ) 2 cos( ) 2yN x y xe x xy y= − +

portanto,  22 cos( ) ( )yM e xy yxsen xy
y

∂
= − +

∂

é igual a  22 cos( ) ( )yN e xy xysen xy
x

∂
= − +

∂
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método de solução
O método leva em consideração o seguinte: se 1( , )f x y C= , então

0 ( , ) ( , ) ( , )f fdf x y dx dy M x y dx N x y dy
x y
∂ ∂

= = + = +
∂ ∂

donde      

),(

),(

yxN
y
f

yxM
x
f

=
∂
∂

=
∂
∂

A igualdade x
N

y
M

∂
∂

=
∂
∂

 vem do fato que as derivadas parciais de 
segunda ordem comutam, isto é, 

yx
f

xy
f

∂∂
∂

=
∂∂

∂ 22

O que fazer para resolver uma equação diferencial exata

Dada a equação exata

( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy+ =

mostre primeiro que 

x
N

y
M

∂
∂

=
∂
∂

.

Depois suponha que 

M
x
f
=

∂
∂

Podemos encontrar f , integrando M em relação a x .

( , ) ( , ) ( )f x y M x y dx C y= +∫

Em seguida, derivamos ( , ) ( , ) ( )f x y M x y dx C y= +∫ em relação 
a y  e igualamos a ),( yxN .

( , ) ( , ) '( ) ( , )f x y M x y dx C y N x y
y y
∂ ∂

= + =
∂ ∂ ∫
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Finalmente, integramos  

'( ) ( , ) ( , )C y N x y M x y dx
y
∂

= −
∂ ∫

em relação a y .

A solução para a equação é dada implicitamente pela equação 

1),( Cyxf = .

Observe que poderíamos, dependendo do que for mais fácil de 
integrar, começar com 

N
y
f
=

∂
∂

 .

Neste caso teremos que integrar em relação a y  e depois derivar 
em relação a x . 
Veja o exemplo 2 abaixo. 

Exemplos:

1. 22 ( 1) 0xydx x dy+ − =  é uma equação diferencial exata, pois

( , ) 2M x y xy=

1),( 2 −= xyxN .

Portanto,

x
y

M 2=
∂
∂

é igual a

x
x
N 2=
∂
∂

2

( , ) ( , ) ( )

( , ) 2 ( )

( , ) 2 ( )

( , ) ( )

f x y M x y dx C y

f x y xydx C y

f x y y xdx C y

f x y yx C y

= +

= +

= +

= +

∫
∫
∫

Derivando
2( , ) ( )f x y yx C y= +

em relação a y , obtemos  )('),( 2 yCxyxf
y

+=
∂
∂

 .
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Igualando ),( yxf
y∂
∂

 a ),( yxN , obtemos

),()('2 yxNyCx =+

yyC
yC

xyCx

−=
−=

−=+

)(
1)('

1)(' 22

Portanto 2
1yx y C− = . 

Donde  
12

1

−
=

x
Cy

 
 é a solução geral da equação.

Nem sempre é possível isolar y .

2. ( )2 2cos (1 ) 0xsenx xy dx y x dy− + − = . É uma equação dife-
rencial exata, pois

2( , ) cosM x y xsenx xy= −

)1(),( 2xyyxN −=

Portanto,

2M xy
y

∂
= −

∂

é igual a

2N xy
x

∂
= −

∂

2

2 2

( , ) ( , ) ( )

( , ) (1 ) ( )

1( , ) (1 ) ( )
2

f x y N x y dy C x

f x y y x dy C x

f x y x y C x

= +

= − +

= − +

∫
∫

Derivando

)()1(
2
1),( 22 xCyxyxf +−=

 em relação a x , obtemos 

2( , ) '( )f x y xy C x
x
∂

= − +
∂

. 
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Igualando ),( yxf
x∂
∂

 a ),( yxM , obtemos
2 '( ) ( , )xy C y M x y− + =

2 2'( ) cosxy C x xsenx xy− + = − .

Integrando xsenxxC cos)(' =  em relação a x , obtemos

2( ) cos cos ( ) cosC x xsenxdx x senx dx x= = − − = −∫ ∫ .

Portanto 

1
222 cos)1(

2
1),( Cxyxyxf =−−=

donde 
2 2 2

1
1 (1 ) cos
2

x y x C− − =  é a solução geral da equação 
dada implicitamente.

bibliografia 

Dennis G. Zill, Michael R. Cullen. Equações Diferenciais, volume I. 
Tradução Antonio Zumpano, São Paulo, Makron Books, 2001.
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tópico 6 – equações lineares de primeira 
ordem

Objetivo•	
Equações lineares de primeira ordem•	
Exemplos de equações diferenciais lineares•	
Método de solução (chamado de fator integrante)•	
Exemplos•	
Bibliografia	•	

objetivo
Resolver equações diferenciais lineares de primeira ordem.

equações lineares de primeira ordem
Uma equação diferencial de primeira ordem reescrita na forma 

1 2( ) ( ) ( )dya x a x y g x
dx

+ =

é chamada de equação diferencial linear (de primeira ordem). 

Dividindo por )(1 xa , obtemos uma forma mais simples

( ) ( )dy P x y f x
dx

+ = .

Na forma diferencial

( ( ) ( )) 0dy P x y f x dx+ − = .

exemplos de equações diferenciais  l ineares:

1.  64 xdyx y x e
dx x

− =

2. 3 0dy y
dx

− =

3. 2( 9) 0dyx xy
dx

+ + =

4. 2dyx y x
dx

+ =
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método de solução 
(chamado de fator integrante)

1. Escrevemos a equação linear na forma

( ( ) ( )) 0dy P x y f x dx+ − =

2. Multiplicamos a equação por uma função )(xm
( ) ( )( ( ) ( )) 0x dy x P x y f x dxm m+ − =

3. Queremos encontrar ( )xm  para que a equação seja uma equa-
ção diferencial exata. Para isso, igualamos 

( , ) ( )N x y xm=

( , ) ( )( ( ) ( ))M x y x P x y f xm= − .

Note as posições de dx  e dy .

4. Para que a equação seja exata temos de ter

x
N

y
M

∂
∂

=
∂
∂

onde

)(' x
x
N

m=
∂
∂

e

)()( xPx
y

M
m=

∂
∂

donde obtemos a equação separável

)()()(' xPxx mm =

5. Podemos resolver a equação separável 
1 ( )d P x

dx
m

m
= . 

Obtemos 

ln | | ( )P x dxm = ∫
donde

( )( ) P x dxx em ∫=

6. Obtemos a equação exata
( ) ( ) ( ( ) ( )) 0P x dx P x dxe dy e P x y f x dx∫ ∫+ − = .
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7. Igualando N
y
f
=

∂
∂

, integramos em relação a y , obtemos 

( )( , ) ( )P x dxf x y ye C x∫= +

8. Derivando ( )( , ) ( )P x dxf x y ye C x∫= +  em relação a x , obtemos

( )( , ) ( ) '( )P x dxf x y ye P x C x
x

∫∂
= +

∂

9. Usando a igualdade M
x
f
=

∂
∂

, obtemos

( ) ( )

( )

( ) '( ) ( ( ) ( ))
'( ) ( )

P x dx P x dx

P x dx

ye P x C x e P x y f x
C x e f x

∫ ∫

∫

+ = −

= −

10. Integrando ( )'( ) ( )P x dxC x e f x∫= −  em relação a x , obtemos 

( )( ) ( )P x dxC x e f x dx∫= −∫  

11. Substituindo ( )( ) ( )P x dxC x e f x dx∫= −∫  na equação acima, obtemos 

( )( )( , ) ( )
P x dxP x dxf x y ye e f x dx∫ ∫= − ∫ .

12. A solução geral é dada por 

( )( )
1( )

P x dxP x dxye e f x dx C∫ ∫− =∫

13. Isolando y , obtemos a solução geral

( )( ) ( )
1 ( )

P x dxP x dx P x dxy C e e e f x dx− −∫ ∫ ∫= + ∫

exemplos:
1. Resolva

64 xdyx y x e
dx

− =
.

Solução: reescrevendo 64 xdyx y x e
dx

− =  na forma

54 xdy y x e
dx x

− =
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obtemos 
x

xP 4)( −=  e xexxf 5)( = .

Substituindo na equação

( )( ) ( )
1 ( )

P x dxP x dx P x dxy C e e e f x dx− −∫ ∫ ∫= + ∫ ,

obtemos 

4 4 4
5

1

dx dx dx xx x xy C e e e x e dx
−∫ ∫ ∫

= + ∫ .

Logo, 

4ln 4ln 4ln 5
1

x x x xy C e e e x e dx−= + ∫
donde

4 4 4 5
1

xy C x x x x e dx−= + ∫

isto é

4 4
1

xy C x x xe dx= + ∫ .

Integrando por partes, obtemos

4 4 4 5 4
1 1( )x x x xy C x x xe e C x x e x e= + − = + − .

Solução geral da equação diferencial.

2. Resolva 

3 0dy y
dx

− = .

Solução: 0)(,3)( == xfxP  substituindo na equação

( )( ) ( )
1 ( )

P x dxP x dx P x dxy C e e e f x dx− −∫ ∫ ∫= + ∫ ,

obtemos a solução geral

3 3
1 1

dx xy C e C e− −∫= = .

3. Resolva

2( 9) 0dyx xy
dx

+ + =
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Solução: reescrevendo a equação na forma

2 0
( 9)

dy x y
dx x

+ =
+

temos                       2( ) , ( ) 0
9

xP x f x
x

= =
+

. 

Substituindo na equação 

( )( ) ( )
1 ( )

P x dxP x dx P x dxy C e e e f x dx− −∫ ∫ ∫= + ∫ ,

obtemos

2
22

11 lnln( 9)
99 2

1 1 1 1 2

1
9

x dx x
xxy C e C e C e C

x

− − +∫
++= = = =

+
  

que é a solução geral procurada.

4. Resolva 

2dyx y x
dx

+ =
.

Solução: reescrevendo 2dyx y x
dx

+ =  na forma

2dy y
dx x

+ = ,

obtemos 
1( ) , ( ) 2P x f x
x

= = . Substituindo na equação 

( )( ) ( )
1 ( )

P x dxP x dx P x dxy C e e e f x dx− −∫ ∫ ∫= + ∫ ,

obtemos

1 1 1

1 2
dx dx dx

x x xy C e e e dx
− −∫ ∫ ∫

= + ∫
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donde 
ln ln ln

1

1

1

2

1 1 2

1 2

x x xy C e e e dx

y C xdx
x x

y C x
x

− −= +

= +

= +

∫

∫

que é a solução geral procurada.

bibliografia 

Dennis G. Zill, Michael R. Cullen. Equações Diferenciais, volu-
me I. Tradução Antonio Zumpano, São Paulo, Makron Books, 2001.
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tópico 7 – equações de bernoulli

Objetivos•	
Equações de Bernoulli•	
Exemplos de equações de Bernoulli•	
Método de solução •	
Exemplos•	
Bibliografia•	

objetivos
Identificar	e	resolver	equações	de	Bernoulli.

equações de bernoulli
Uma equação diferencial de primeira ordem reescrita na forma 

( ) ( ) ndy P x y f x y
dx

+ = ,

onde n  é um número natural, é chamada de equação diferencial 
de Bernoulli.

Para 0=n  e 1=n , a equação de Bernoulli é uma equação linear. 
Para 2≥n , a equação de Bernoulli é não-linear.

exemplos de equações de bernoulli :

1.  21dy y xy
dx x

+ =

2. 2xdy y e y
dx

− =

3. 2 2dyx y xy
dx

+ =

4. 2 33(1 ) 2 ( 1)dyx xy y
dx

+ = −

método de solução 

1. Dividindo por ny , obtemos 

1 ( ) ( )n ndyy y P x f x
dx

− −+ = .

2. Igualamos nyw −= 1
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3. Derivando nyw −= 1  em relação a x , obtemos

(1 ) ndw dyn y
dx dx

−= −

4. Isolando n dyy
dx

− , obtemos 

1
1

ndw dyy
n dx dx

−=
−

5. Substituímos na equação 1 ( ) ( )n ndyy y P x f x
dx

− −+ =  e obtemos 
a equação linear

(1 ) ( ) (1 ) ( )dw n P x w n f x
dx

+ − = −

6. Encontramos w  pelo método para resolver equações lineares.

(1 ) ( )(1 ) ( ) (1 ) ( )
1 (1 ) ( )

n P x dxn P x dx n P x dxw C e e e n f x dx−− − − −∫ ∫ ∫= + −∫

7. Finalmente fazemos 1 nw y −= .

exemplos:

1. Resolva

21dy y xy
dx x

+ = .

Solução: 
1( ) , ( )P x f x x
x

= =  e 2=n . Substituindo na equação

(1 ) ( )(1 ) ( ) (1 ) ( )
1 (1 ) ( )

n P x dxn P x dx n P x dxw C e e e n f x dx−− − − −∫ ∫ ∫= + −∫ ,

obtemos

1 1 1(1 2) (1 2) (1 2)

1 (1 2)
dx dx dx

x x xw C e e e xdx
− − − − −∫ ∫ ∫

= + −∫
obtemos 

(1 2)ln (1 2)ln (1 2)ln
1

1
1

2
1

(1 2)x x xw C e e e xdx

w C x x x xdx

w C x x

− − − − −

−

= + −

= −

= −

∫
∫

.
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Logo, como 1−= yw  temos 2
1

1y
C x x

=
−

2. Resolva 

2xdy y e y
dx

− =

Solução: xexfxP =−= )(,1)(  e 2=n . Substituindo na equação

(1 ) ( )(1 ) ( ) (1 ) ( )
1 (1 ) ( )

n P x dxn P x dx n P x dxw C e e e n f x dx−− − − −∫ ∫ ∫= + −∫ ,

obtemos 

1 1 1
1

dx dx dx xw C e e e e dx− −∫ ∫ ∫= − ∫

1

2
1

2
1

1

1
2
1
2

x x x x

x x x

x x x

x x

w C e e e e dx

w C e e e dx

w C e e e

w C e e

− −

− −

− −

−

= −

= −

= −

= −

∫
∫

Logo, como 1−= yw  temos 

1

1
1
2

x x
y

C e e−
=

−

que é a solução geral procurada.

bibliografia 
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tópico 8 – equações de ricatti

Objetivos•	
Equações de Ricatti•	
Exemplos de equações de Ricatti•	
Método de solução•	
Exemplos•	
Bibliografia•	

objetivos
Identificar	e	resolver	Equações	de	Ricatti.

equações de ricatti
Uma equação diferencial de primeira ordem reescrita na forma 

2( ) ( ) ( )dy P x Q x y R x y
dx

= + +

é chamada de equação diferencial de Ricatti.

exemplos de equações de ricatti:

1.  22 2dy xy y
dx

= − +

2. 26 5dy y y
dx

= + +

3. 29 6dy y y
dx

= + +

4. 21dy x y xy
dx

= − − +

método de solução 
Para resolver a equação de Ricatti, precisamos primeiro encontrar 
uma solução particular.

Solução particular 1y  para os exemplos acima.

1. Para a equação  22 2dy xy y
dx

= − + ,  xy 21 =  é uma solução 
particular.

2. Para a equação 26 5dy y y
dx

= + + , 31 −=y  é uma solução par-
ticular.
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3. 29 6dy y y
dx

= + + , 31 −=y  é uma solução particular.

4. 21dy x y xy
dx

= − − + , 11 =y  é uma solução particular.

Encontrada uma solução particular 1y

1. Fazemos a mudança de variáveis uyy += 1

2. Derivamos 1y y u= +  obtendo

1dydy du
dx dx dx

= + .

3. Substituímos na equação 2( ) ( ) ( )dy P x Q x y R x y
dx

= + + , obtendo

21
1 1( ) ( )( ) ( )( )dy du P x Q x y u R x y u

dx dx
+ = + + + +

2 21
1 1 1( ) ( )( ) ( )( 2 )dy du P x Q x y u R x y y u u

dx dx
+ = + + + + +

2 21
1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )dy du P x Q x y Q x u R x y R x y u R x u

dx dx
+ = + + + + +

Como 1y  é solução da equação, temos

21
1 1( ) ( ) ( )dy P x Q x y R x y

dx
= + +

.

Portanto,

2
1( ) 2 ( ) ( )du Q x u R x y u R x u

dx
= + +

( ) 2
1( ) 2 ( ) ( )du Q x R x y u R x u

dx
− + = .

Que é uma equação de Bernoulli com 2=n , 

1( ) ( ( ) 2 ( ) ), ( ) ( )P x Q x R x y f x R x= − + = .

4. Igualamos 1−= uw
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5. Derivando 1−= uw  em relação a x , obtemos

2dw duu
dx dx

−= −

6. Isolando 2 duu
dx

− , obtemos 

2dw duu
dx dx

−− =

7. Substitundo na equação

 ( )2 1
1( ) 2 ( ) ( )duu Q x R x y u R x

dx
− −− + = , 

obtemos a equação linear

( )1( ) 2 ( ) ( )dw Q x R x y w R x
dx

+ + = −

8.  Encontramos w  pelo método para resolver equações lineares.

( ) ( ) ( )1 1 1( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( )
1 ( )Q x R x y dx Q x R x y dx Q x R x y dxw C e e e R x dx− + − + +∫ ∫ ∫= − ∫

9. Fazemos 1−= uw

10.  uyy += 1  será a solução geral.

exemplos:

1. Resolva 

22 2dy xy y
dx

= − + .

Solução: Para a equação  22 2dy xy y
dx

= − + ,  xy 21 =  é uma solu-
ção	particular	(verificar).	

1)(
2)(

=
−=

xR
xxQ

( ) ( ) ( )1 1 1( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( )
1 ( )Q x R x y dx Q x R x y dx Q x R x y dxw C e e e R x dx− + − + +∫ ∫ ∫= − ∫
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2

2 2(2 ) 2 2(2 ) 2 2(2 )
1

2 (2 ) (2 )
1

1

x x dx x x dx x x dx

x dx x dx x dx

x x x

w C e e e dx

w C e e e dx

w C e e e dx

− − + − − + − +∫ ∫ ∫

− −∫ ∫ ∫

− −

= −

= −

= −

∫
∫

∫
Esta última integral não sabemos resolver por meio de técnicas 
simples de integração.

A solução geral é dada em termos de integral.

2 2 2

1

12
x x x

y x
C e e e dx− −

= +
− ∫

2. Resolva 

26 5dy y y
dx

= + +

Solução: para a equação 26 5dy y y
dx

= + + , 31 −=y  é uma solu-
ção particular.

1)(
5)(

=
=

xR
xQ

( ) ( ) ( )1 1 1( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( )
1 ( )Q x R x y dx Q x R x y dx Q x R x y dxw C e e e R x dx− + − + +∫ ∫ ∫= − ∫

1 1 1
1

1

1 1

dx dx dx

x x x

x

w C e e e dx

w C e e e dx

w C e

− − − − −

−

∫ ∫ ∫= −

= −

= +

∫
∫

A solução geral é

1

13
1xy

C e−= − +
+

bibliografia 

Dennis G. Zill, Michael R. Cullen. Equações Diferenciais, volume I. 
Tradução Antonio Zumpano, São Paulo, Makron Books, 2001.



f í s i c a
e q u a ç õ e s  d i f e r e n c i a i s  l i n e a r e s

51

tópico 9 – equações de clairaut

Objetivos•	
Equações de Clairaut•	
Exemplos de equações de Clairaut•	
Método de solução•	
Bibliografia•	

objetivos
Identificar	e	resolver	Equações	de	Clairaut.

equações de clairaut
Uma equação diferencial de primeira ordem reescrita na forma 

' ( ')y xy f y= +

é chamada de equação diferencial de Clairaut.

exemplos de equações de clairaut:

1.  21' ( ')
2

y xy y= +

2. ' 1 ln( ')y xy y= + −

3. 2' ( ')y xy y −= +

4. '' yy xy e= −

método de solução 
Vemos que ( )y cx f c= +  são soluções de ' ( ')y xy f y= + , o que 
é	facilmente	verificado,	pois	 'y c= .

Outro grupo de soluções é dado na forma paramétrica

'( ), ( ) '( )x f t y f t tf t= − = −

exemplos:

1. Resolva 

21' ( ')
2

y xy y= +

'( ), ( ) '( )x f t y f t tf t= − = −

Solução: 21( ) , '( )
2

f t t f t t= =  



f í s i c a
e q u a ç õ e s  d i f e r e n c i a i s  l i n e a r e s

52

 21
2

y cx c= +  ou '( ), ( ) '( )x f t y f t tf t= − = −

2 2 21 1,
2 2

x t y t t t= − = − = −

donde 21
2

y x= −

2. Resolva ' 1 ln( ')y xy y= + −

Solução:

 
1( ) 1 ln , '( )f t t f t
t

= − = −  

 1 lny cx c= + −  ou

 
1, 2 lnx y t
t

= = −

donde 
12 ln 2 lny x
x

= − = +

bibliografia 
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 tópico 10 – método de picard

Objetivo•	
Método de Picard•	
Objetivo do método•	
Ideia da “prova” do método•	
Aplicação do método•	
Bibliografia•	

objetivo
Obter soluções aproximadas para problemas de valor inicial usan-
do o método de Picard.

método de picard
Dado o problema de valor inicial

0 0

' ( , )
( )

y f x y
y x y
=

=

O método de Picard consiste em resolver o problema de valor ini-
cial usando a recorrência 

0
0 1( ) ( , ( ))

x

n nx
y x y f t y t dt−= + ∫

00 )( yxy =

objetivo do método
Obter soluções aproximadas para problemas de valor inicial para as 
quais não conhecemos nenhuma técnica de solução. Os métodos, 
semelhantes a este, são conhecidos como métodos numéricos. 

ideia da “prova” do método
A prova do método nós não vamos ver aqui. A prova (só para cons-
tar aqui) parte do seguinte:

  
Dado o problema de valor inicial

00 )(
),('

yxy
yxfy

=
=

Este método parte do princípio que 

  
0

0( ) ( , ( ))
x

x
L y f t t dtf f= + ∫

possui	um	ponto	fixo,	isto	é,	existe	uma	função	 y  tal que yyL =)(  
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e que a sequência

 0y , 2 3
1 0 2 0 3 0( ), ( ), ( ),....y L y y L y y L y= = =

converge	para	o	ponto	fixo	qualquer	que	seja	 0y .

aplicação do método
Queremos resolver o problema de valor inicial

0 0

' ( , )
( )

y f x y
y x y
=

=

Partindo de uma função qualquer )(0 xy , obtemos uma função 
)(1 xy  da seguinte forma:

0
1 0 0( ) ( , ( ))

x

x
y x y f t y t dt= + ∫

Sabendo )(1 xy , obtemos 

0
2 0 1( ) ( , ( ))

x

x
y x y f t y t dt= + ∫

e, também,

0
3 0 2( ) ( , ( ))

x

x
y x y f t y t dt= + ∫ .

Podemos obter tantas funções quanto desejarmos pela recorrência  

0
0 1( ) ( , ( ))

x

n nx
y x y f t y t dt−= + ∫

Exemplo: use o método de Picard para encontrar as aproximações 

321 ,, yyy  para o problema de valor inicial

2)0(
'

=
−=

y
xyy

Solução:

Podemos escolher qualquer função para )(0 xy . ( , )f x y y x= −

1)(0 =xy

2
1 2

2

12( ) 2 (1 ) 2 2
2

1( )
2

x
x

y x t dt x xt t= + − = + = + −−∫

2 3 3
2 2

2

1 1 13( ) 2 (2 ) 2 2 2 4 2
2 3 3

1(2 )
3

x
x

y x t t t dt x xt t= + + − − = + = + − − +−∫
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3
3 2

2

2 4
3

2 4
3

1 4 2 4( ) 2 (2 2 ) 2
3 3

2 1 1 4 4 16( ) 2
3 2 12 3 2 12

2 1 1( )
3 2 12

2 1 1( )
3 2 12

x
x

y x t t t dt

y x x x x

y x x x x

t t t= + + − − − = +

= + + − − − +

= + −

+ −∫

bibliografia 
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tópico 11 – algumas aplicações de 
equações diferenciais de primeira ordem 

Objetivo•	
Trajetórias ortogonais•	
Aplicação de equações lineares - crescimento e decrescimento•	
Aplicações de equações não-lineares•	
Bibliografia•	

objetivo
Resolver equações diferenciais que aparecem na matemática, na 
física e em outras áreas.

trajetórias ortogonais
No cálculo, ouvimos falar sobre coordenadas retangulares, coor-
denadas polares, coordenadas esféricas, etc. Se temos uma família 
de curvas, podemos usar esta família para obter um sistema de 
coordenadas? 

A técnica
Se tivermos uma família de curvas, primeiro vamos ver se esta fa-
mília é solução de uma equação diferencial de primeira ordem. 
Feito isso, vamos buscar a outra família, ortogonal à primeira. Para 
isso,	usamos	o	fato	de	que	o	produto	dos	coeficientes	angulares	de	
duas retas ortogonais é -1 para produzir uma equação diferencial. 
Resolvendo a equação diferencial, obtemos a outra família. Juntas 
formarão um sistema de coordenadas ortogonais.

Matematicamente 
Dada uma família de curvas que satisfaçam a equação diferencial

( , )dy f x y
dx

=

a família de curvas ortogonais à família acima é dada pela equação 
diferencial

1
( , )

dy
dx f x y

= −

Exemplo: encontre a família de curvas ortogonais à família 

xy c=

(Uma família de hipérboles). 
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Solução: primeiro encontramos a equação diferencial cuja solução 
é a família xy c= .

2 2

cy
x

dy c xy y
dx x x x

=

= − = − = −

Nosso problema é resolver a seguinte equação diferencial

1
( , )

dy
dx f x y

= −  onde ( , ) yf x y
x

= − . 

Isto é, temos que resolver a equação diferencial

dy x
dx y

=

Esta equação é uma equação variável separável cuja solução é

2 2y x C= +

(uma família de círculos centrada na origem)

aplicação de equações lineares – 
crescimento e  decrescimento

Observe o problema de valor inicial 

0 0( )

dx kx
dt
x t x

 =

 =

Em que k  é uma constante de proporcionalidade.

Este problema ocorre em muitas teorias físicas envolvendo cresci-
mento ou decrescimento. 

- Em biologia, é frequentemente observado que a taxa de cresci-
mento de certas bactérias é proporcional ao número de bactérias 
presentes no dado instante. 

- Durante um curto intervalo de tempo, a população de pequenos 
animais, tais como roedores, pode ser prevista com alto grau de 
precisão pela solução para o problema de valor inicial acima.
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- Em física, um problema de valor inicial, como o acima, proporcio-
na um modelo para o cálculo aproximado da quantidade remanes-
cente de uma substância que está sendo desintegrada através de 
radioatividade. 

- Esta equação diferencial pode ainda determinar a temperatura de 
um corpo em resfriamento. 

- Em química, a quantidade remanescente de uma substância du-
rante certas reações também pode ser descrita pela mesma equa-
ção diferencial.
                           
A constante de proporcionalidade k  é positiva ou negativa e pode 
ser determinada pela solução para o problema usando um valor 
subsequente de x em um instante  01 tt > . 

exemplo	1:
Em uma cultura, há inicialmente N  bactérias. Uma hora depois, 

1=t , o número de bactérias passa a ser N
2
3

. Se a taxa de cresci-

mento é proporcional ao número de bactérias presentes, determine 
o tempo necessário para que o número de bactérias triplique.

Solução: Primeiro, resolvemos a equação diferencial

dN kN
dt

=

Uma equação variável separável, pode ser escrita na forma

1 dN k
N dt

=

Integrando ambos os lados, obtemos

ln N kt=

Portanto, ( ) ktN t Ce= .
No instante 0=t , temos 0(0) kN Ce C= =  e no instante 1=t  
temos

0 0
3(1)
2

kN N e N= =

donde concluímos que 
2
3

=ke . Portanto a constante de propor-
cionalidade é )

2
3ln(=k . Aproximadamente 4055,0)

2
3ln( ≈=k .  
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Obtemos, assim, 
teNtN 4055,0

0)( = , a solução para o problema de 
valor inicial dN kN

dt
= , 0)0( NN = .

Para encontrar o tempo necessário para que o número de bactérias 
triplique, buscamos o valor de t  para o qual teNN 4055,0

003 = .  Po-
demos cancelar o 0N  e obter te 4055,03 = . Aplicando o logaritmo 
natural em ambos os lados, obtemos ln 3 2,71

0,4055
t = ≈  horas.

Meia-vida 
Em física, meia-vida é uma medida de estabilidade de uma subs-
tância radioativa. A meia-vida é simplesmente o tempo gasto para 
metade dos átomos de uma quantidade inicial se desintegrar ou se 
transmutar em átomos de outro elemento. Quanto maior a meia-vi-
da de uma substância, mais estável ela é. Por exemplo, a meia-vida 
do ultra-radioativo rádio, Ra-226, é cerca de 17OO anos. Em 17OO 
anos, metade de uma dada quantidade de Ra-226 é transmutada 
em radônio, Rn-222. O isótopo de urânio mais comum, U-238, tem 
uma meia-vida de aproximadamente 4.500.000.000 de anos. Nes-
se tempo, metade de uma quantidade de U-238 é transmutada em 
chumbo, Pb-206.

           
exemplo	2:
Um reator converte urânio 238 em isótopo de plutônio 239. Após 
15 anos, foi detectado que 0,043% da quantidade inicial 0A  de 
plutônio se desintegrou. Encontre a meia-vida desse isótopo, se a 
taxa de desintegração é proporcional à quantidade remanescente.

 
Solução: Denote por )(tA  a quantidade de plutônio remanescente 
no instante t  . Como no exemplo 1, kteAtA 0)( = , é a solução para 
o problema de valor inicial

dA kA
dt

= , 0)0( AA = .

Se 0,043% da quantidade inicial 0A  de plutônio se desintegrou, 
então 99,975% da substância permaneceu. Para calcular k , usa-
mos a igualdade (15)

0 00,99975 kA A e= , donde .00002867,0−≈k  

Agora a Meia-Vida é o tempo t , no qual 02
1)( AtA = . Isto é, 

0 0
1( )
2

ktA t A e A= = , donde 
ln 2 24,180

0,00002867
t = ≈  anos.
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aplicações de equações não-lineares
Se uma população P é descrita pelo modelo acima, então P(t) apre-
senta um crescimento exponencial não limitado. Em muitas circuns-
tâncias, a equação diferencial que vimos acima, proporciona um 
modelo irreal de crescimento de uma população, isto é, o que se 
observa de fato difere substancialmente do previsto pela equação.

Por volta de 1840, o matemático-biólogo P.F. Verhulst preocupou-se 
com as formulações matemáticas para previsão de populações hu-
manas de vários países. Uma das equações estudadas por ele foi

( )dP P a bP
dt

= −

Em que a e b 	são	constantes	positivas.	Esta	equação	ficou	conheci-
da como a equação logística e sua solução é chamada de função lo-
gística	(seu	gráfico	é	naturalmente	chamado	de	uma	curva	logística).

A equação não representa um modelo acurado para crescimento 
populacional quando esta é muito grande. Condições de superpo-
pulação com as consequentes deteriorações do meio ambiente, 
tais como: poluição excessiva e competitiva demanda por alimento 
e combustível, podem ter um efeito inibidor no crescimento popu-
lacional. 

Solução: podemos escrever ( )dP P a bP
dt

= −  na forma 

2dP aP bP
dt

− = − , o que é uma equação de Bernoulli. Cuja solução é 

0

0 0

( ) .
( ) at

aPP t
bP a bP e−=

+ −

bibliografia 
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tópico 12 – problema de valor inicial 
para equações diferenciais lineares de 
segunda ordem 

Objetivos•	
Problema de valor inicial para equações lineares de segunda ordem•	
Existência e unicidade das soluções para o problema de valor inicial•	
Problema de valor inicial para equações lineares de terceira ordem•	
Problema de valor inicial para equações lineares de ordem superior•	
Problema de valor de contorno•	
Existência e unicidade falham para o problema de valor de contorno•	
Bibliografia•	

objetivos
Resolver o problema de valor inicial sabendo antecipadamente 
a solução da equação diferencial. Diferenciar problema de valor 
inicial e problema de valor de contorno. Comparar o problema de 
valor inicial para equações diferenciais de primeira ordem com o 
de segunda ordem ou ordem superior. 

problema de valor inicial  para equações 
lineares de segunda ordem
Para equações diferenciais lineares de segunda ordem o problema 
de valor inicial é

2

0 1 22

0 0

0 1

( ) ( ) ( ) ( )

( )
'( )

d y dya x a x a x y g x
dx dx

y x y
y x y

+ + =

=
=

As constantes 

0 0

0 1

( )
'( )

y x y
y x y

=
=

são chamadas de condições iniciais.

existência e  unicidade das soluções para o 
problema de valor inicial
Assim como no caso do problema de valor inicial para equações de 
primeira ordem, também temos, para lineares de segunda ordem, 
unicidade da solução desde que 0a  não se anule, e as funções ia  
sejam contínuas. Isto é, se 0)(0 ≠xa e se ia  são contínuas, temos 
uma única solução satisfazendo as três condições acima. 
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exemplo:

Verifique	que	 2 3y cx x= + +  é solução (portanto não única) para 
o problema

2 '' 2 ' 2 6
(0) 3
'(0) 1

x y xy y
y
y

− + =
=
=

Solução:
2 3

' 2 1
'' 2

y cx x
y cx
y c

= + +
= +
=

Agora substituímos no sistema:

2 '' 2 ' 2 6
(0) 3
'(0) 1

x y xy y
y
y

− + =
=
=

Obtemos 
2 2(2 ) 2 (2 1) 2( 3) 6
(0) 3
'(0) 1

x c x cx cx x
y
y

− + + + + =
=
=

Não temos unicidade. A hipótese de que )(0 xa  nunca se anula 
não é satisfeita. Note que 2

0 )( xxa = e 0 (0) 0a = .

problema de valor inicial  para equações 
lineares de terceira ordem
Para equações diferenciais lineares de terceira ordem, o problema 
de valor inicial é

3 2

0 1 2 33 2

0 0

0 1

0 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
'( )
''( )

d y d y dya x a x a x a x y g x
dx dx dx

y x y
y x y
y x y

+ + + =

=
=
=

As constantes 

0 0

0 1

0 2

( )
'( )
''( )

y x y
y x y
y x y

=
=
=

são chamadas de condições iniciais.
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problema de valor inicial  para equações 
lineares de ordem superior
Para equações diferenciais lineares de ordem n , o problema de 
valor inicial é

1

0 1 11

0 0

0 1

( 1)
0 1

( ) ( ) ... ( ) ( ) ( )

( )
'( )

.

.

.
( )

n n

n nn n

n
n

d y d y dya x a x a x a x y g x
dx dx dx

y x y
y x y

y x y

−

−−

−
−

+ + + + =

=
=

=

exemplos:	

1. a) Mostre que ( ) cos ( )y x A x Bsen x= +  é solução da equação 
diferencial 

0'' =+ yy

para quaisquer que sejam as constantes A  e B .

b) Determine A  e B  tal que 1)0( =y , 1)0(' =y

Solução (a): 
( ) cos ( )
'( ) ( ) cos
''( ) cos ( )

y x A x Bsen x
y x Asen x B x
y x A x Bsen x

= +
= − +
= − −

donde 0'' =+ yy .

(b) Note que 

By
Ay

=
=

)0('
)0(

resulta que 1=A  e 1=B .

Concluímos que 

)(cos)( xsenxxy +=
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é a solução do problema de valor inicial

1)0('
1)0(

0''

=
=
=+

y
y

yy

2. a) Mostre que  ( ) x xy x Ae Be−= +  é a solução da equação di-
ferencial 

0'' =−yy

para quaisquer que sejam as constantes A  e B .

b) Determine A  e B  tal que 5)0( =y , 3)0(' =y

Solução (a): 

( )
'( )
''( )

x x

x x

x x

y x Ae Be
y x Ae Be
y x Ae Be

−

−

−

= +

= −

= +

donde 0'' =−yy .

(b) Note que 
(0) 5
'(0) 3

y A B
y A B

= + =
= − =

ou seja, temos que resolver o sistema

5
3

A B
A B
+ =
− =

cuja	solução	é	(verifique)	 4=A  e 1=B .

Concluímos que 

( ) 4 x xy x e e−= +

é solução do problema de valor inicial

'' 0
(0) 5
'(0) 3

y y
y
y

− =
=
=
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problema de valor de contorno

O problema
2

0 1 32

0

1

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

d y dya x a x a x y g x
dx dx

y a y
y b y

+ + =

=
=

é chamado de problema de valor de contorno ou de fronteira. 

existência e  unicidade falham para o 
problema de valor de contorno
Para o problema de valor de contorno, não temos a garantia de 
existência de solução nem tampouco unicidade.

exemplo	1 : A existência falha.

Considere o problema de valor de contorno

'' 0
( ) 1
(2 ) 0

y y
y
y
p
p

+ =
=
=

A solução geral para equação diferencial 0'' =−yy  é 
( ) cos ( )y x A x Bsen x= +  (veremos mais adiante). 

( ) 1
(2 ) 0

y A
y A
p
p
= − =
= =

o que não pode ocorrer. Portanto o problema de contorno

'' 0
( ) 1
(2 ) 0

y y
y
y
p
p

+ =
=
=

não possui solução. 

exemplo	2 : A unicidade falha.
Considere agora, o problema de valor de contorno

'' 0
( ) 0
(2 ) 0

y y
y
y
p
p

+ =
=
=

π
π

π
π

π
π

π
π
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A solução geral para equação diferencial 0'' =−yy  é

( ) cos ( )y x A x Bsen x= +  (veremos mais adiante).  

( ) 0
(2 ) 0

y A
y A
p
p
= − =
= = .

Portanto o problema de contorno 

'' 0
( ) 0
(2 ) 0

y y
y
y
p
p

+ =
=
=

possui as soluções )()( xBsenxy =  para qualquer que seja o valor 
de B .

bibliografia 

Dennis G. Zill, Michael R. Cullen. Equações Diferenciais, volume I. 
Tradução Antonio Zumpano, São Paulo, Makron Books, 2001.

π
π

π
π
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tópico 13 – dependência e independência 
linear de funções

Objetivos•	
Aplicações•	
Dependência linear•	
Independência linear•	
Critério para independência linear – Wronskiano•	
Bibliografia	•	

objetivos
Entender e mostrar quando duas ou mais funções são linearmente 
dependentes ou independentes.  Entender e calcular o Wronskiano.

aplicações
O conceito da dependência e da independência linear é muito 
importante para encontrar a solução geral de uma equação dife-
rencial linear. Conhecendo funções linearmente independentes, 
podemos obter a solução geral. O número de funções linearmente 
independentes depende da ordem da equação diferencial.  

dependência l inear
Dizemos que as funções )(...,,)(),( 21 xfxfxf n 	 defini-
das num intervalo I são linearmente dependentes em I  
se existem constantes nccc ...,,, 21  não todas nulas tal que 

0)(...)()( 2211 =+++ xfcxfcxfc nn .

independência l inear
Dizemos que )(...,,)(),( 21 xfxfxf n  são linearmente indepen-
dentes em I  se )(...,,)(),( 21 xfxfxf n  não forem linearmente 
dependentes em I .

exemplo	1 : As funções

 )cos()()(),2()( 21 xxsenxfxsenxf ==

são linearmente dependentes pois )cos()(2)2( xxsenxsen = . 
Tomamos 2,1 21 −== cc . Portanto, 0)()( 2211 =+ xfcxfc .

exemplo	 2 : As funções 1)(,)(,)( 3
2

21 === xfxxfxxf são li-
nearmente independentes.

0

0)()()(

3
2

21

332211

=++

=++

cxcxc
xfcxfcxfc

.
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Fazendo 0=x , temos 

03 =c

fazendo 

1=x

0321 =++ ccc

fazendo 

1−=x

0321 =++− ccc

resolvendo o sistema

03 =c

0321 =++ ccc

0321 =++− ccc
temos 0321 === ccc .

Logo,  1)(,)(,)( 3
2

21 === xfxxfxxf  são linearmente in-
dependentes.

critério para independência l inear - 
wronskiano 

)(...,,)(),( 21 xfxfxf n  são linearmente independentes em I  se

a) )(...,,)(),( 21 xfxfxf n  são deriváveis, pelo menos, até ordem 1−n

b) Para algum ponto Ia∈ , 

1 2

1 2
1 2

( 1) ( 1) ( 1)
1 2

( ) ( ) ( )
'( ) '( ) '( )

( , ,..., )( ) det 0

( ) ( ) ( )

n

n
n

n n n
n

f a f a f a
f a f a f a

W f f f a

f a f a f a− − −

 
 
 = ≠
 
 
 





   



A função W  é chamada de Wronskiano.
Para ver que o critério funciona: sejam nccc ...,,, 21  tais que

0)(...)()( 2211 =+++ xfcxfcxfc nn .

Logo, temos o sistema 

0)(...)()( 2211 =+++ xfcxfcxfc nn

0)(...)()( ''
22

'
11 =+++ xfcxfcxfc nn

0)(...)()( )1()1(
22

)1(
11 =+++ −−− xfcxfcxfc n

nn
nn

cujas incógnitas são  nccc ...,,, 21 .
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Fazendo ax =  no sistema acima, temos uma única solução  

nccc ...,,, 21  pois
1 2

1 2
1 2

( 1) ( 1) ( 1)
1 2

( ) ( ) ( )
'( ) '( ) '( )

( , ,..., )( ) det 0

( ) ( ) ( )

n

n
n

n n n
n

f a f a f a
f a f a f a

W f f f a

f a f a f a− − −

 
 
 = ≠
 
 
 





   



Como 0...,,0,0 21 === nccc  é a solução do sis-
tema, por unicidade, não pode haver outra solução. Por-
tanto, não existem constantes nccc ...,,, 21  não todas nu-
las tal que 0)(...)()( 2211 =+++ xfcxfcxfc nn . Por isso, 

)(...,,)(),( 21 xfxfxf n  são linearmente independentes em I .
Observe que, se existem constantes nccc ...,,, 21  não todas 

nulas, tal que 0)(...)()( 2211 =+++ xfcxfcxfc nn , então, para 
cada Ix∈ , o sistema

0)(...)()( 2211 =+++ xfcxfcxfc nn

0)(...)()( ''
22

'
11 =+++ xfcxfcxfc nn

0)(...)()( )1()1(
22

)1(
11 =+++ −−− xfcxfcxfc n

nn
nn

admite solução. Portanto, 1 2( , ,..., )( ) 0nW f f f x =  para todo Ix∈ .
Podemos concluir, então, que )(...,,)(),( 21 xfxfxf n , de-

finidas	 num	 intervalo	 I , são linearmente dependentes em I
e possuem as derivadas até, pelo menos, ordem 1−n , então 

1 2( , ,..., )( ) 0nW f f f x =  para todo Ix∈ .

exemplos:
1. Mostre que as funções )(),cos( xsenx  são linearmente inde-
pendentes.
Solução: 

cos
(cos , ( )) det 1

( ) cos
x senx

W x sen x
sen x x

 
= = − 

 

para qualquer que seja o número real x . Pelo critério acima, 
)(),cos( xsenx  são linearmente independentes.

2. Mostre que as funções xx ee −,  são linearmente independentes.

Solução: ( , ) det 2
x x

x x
x x

e e
W e e

e e

−
−

−

 
= = − 

− 
 para qualquer 

que seja o número real x . Pelo critério acima, xx ee −,  são linear-
mente independentes.

bibliografia 
Dennis G. Zill, Michael R. Cullen. Equações Diferenciais, volume I. 

Tradução Antonio Zumpano, São Paulo, Makron Books, 2001.
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tópico 14 – solução geral para equações 
diferenciais lineares 

Objetivos•	
Aplicações•	
Equações lineares homogêneas de segunda ordem•	
Princípio da superposição•	
Soluções linearmente independentes•	
Solução geral de uma equação diferencial linear•	
Soluções para equações diferenciais lineares de ordem superior•	
Bibliografia•	

objetivos
Mostrar a dependência ou independência linear de soluções. Cons-
truir a solução geral a partir de soluções linearmente independen-
tes conhecidas. Determinar o número de soluções linearmente in-
dependentes.

aplicações
Neste tópico, não estamos interessados em técnicas para resolver 
equações diferenciais lineares. Estamos interessados em saber quan-
tas	soluções	são	necessárias	e	suficientes	para	resolver	uma	equa-
ção. Para isso, os conceitos de dependência e independência linear 
são importantes. Resolver uma equação é obter a solução geral.

equações lineares homogêneas de segunda ordem
 A equação diferencial 

2

0 1 22( ) ( ) ( ) 0d y dya x a x a x y
dx dx

+ + =

é dita homogênea  ( 0)( =xg ).

Já                     
2

0 1 22( ) ( ) ( ) ( )d y dya x a x a x y g x
dx dx

+ + =
  

é dita não homogênea.

Para que tenhamos existência e unicidade para o problema de va-
lor inicial, vamos supor que 0 1 2( ), ( ), ( ), ( )a x a x a x g x  são fun-
ções contínuas e que )(0 xa não se anula.

princípio da superposição
Se 21 , yy são duas soluções para equação linear homogênea 

0 1 2( ) '' ( ) ' ( ) 0a x y a x y a x y+ + =
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então 1 2y Ay By= +  também é solução da equação.

Para ver isso, observe que
'' '

0 1 1 1 2 1
'' '

0 2 1 2 2 2

( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( ) 0

a x y a x y a x y
a x y a x y a x y

+ + =

+ + = .

Multiplicando a primeira por A  e a segunda por B

'' '
0 1 1 1 2 1

'' '
0 2 1 2 2 2

( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( ) 0

a x Ay a x Ay a x Ay
a x By a x By a x By

+ + =

+ + =

usando a linearidade das derivadas

0 1 1 1 2 1

0 2 1 2 2 2

( )( ) '' ( )( ) ' ( ) 0
( )( ) '' ( )( ) ' ( ) 0

a x Ay a x Ay a x Ay
a x By a x By a x By

+ + =
+ + =

somando as duas equações 

0 1 2 1 1 2 2 1 2( )(( ) '' ( ) '') ( )(( ) ' ( ) ') ( )( ) 0a x Ay By a x Ay By a x Ay By+ + + + + =
usando novamente a linearidade da derivada

0 1 2 1 1 2 2 1 2( )( ) '' ( )( ) ' ( )( ) 0a x Ay By a x Ay By a x Ay By+ + + + + =

portanto 1 2y Ay By= +  também é solução da equação

2

0 1 22( ) ( ) ( ) 0d y dya x a x a x y
dx dx

+ + = .

Note que a solução nula sempre é solução da equação 

2

0 1 22( ) ( ) ( ) 0d y dya x a x a x y
dx dx

+ + =

bem como uma solução multiplicada por uma constante também 
é uma solução.

soluções linearmente independentes
Teorema: Sejam 21, yy  soluções para equação linear homogênea 

2

0 1 22( ) ( ) ( ) 0d y dya x a x a x y
dx dx

+ + =
.

Então 21 , yy são linearmente independentes I , se e somente se 

1 2( , )( ) 0W y y x ≠ para todo Ix∈ .

Prova: se 1 2( , )( ) 0W y y x ≠  então 21 , yy são linearmente inde-
pendentes em I  (Critério de independência linear).
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Agora, a pergunta é: 21 , yy são linearmente independentes 
em I , então 1 2( , )( ) 0W y y x ≠ para todo x I∈ ? Isso, para duas 
funções quaisquer, não é verdadeiro. Mas, no nosso caso, 21 , yy  
são soluções de uma equação diferencial linear.

Vamos supor que 21 , yy  são linearmente independentes e que 

1 2( , )( ) 0W y y a = para algum Ia∈ .

Logo, o sistema        
1 1 2 2

' '
1 1 2 2

( ) ( ) 0

( ) ( ) 0

c y a c y a
c y a c y a

+ =

+ =

possui solução não trivial 21 , cc  pois

 

1 2
1 2 ' '

1 2

( ) ( )
( , )( ) det 0

( ) ( )
y a y a

W y y a
y a y a

 
= = 

  .

Logo, 1 1 2 2y c y c y= +  que é uma solução não nula ( 21 , yy  são 
linearmente independentes) satisfaz o problema de valor inicial

2

0 1 22( ) ( ) ( ) 0

( ) 0
'( ) 0

d y dya x a x a x y
dx dx

y a
y a

+ + =

=
=

Mas  0=y  também satisfaz o problema de valor inicial

2

0 1 22( ) ( ) ( ) 0

( ) 0
'( ) 0

d y dya x a x a x y
dx dx

y a
y a

+ + =

=
=

o que é uma contradição. Logo, o Wronskiano nunca se anula.

solução geral de uma equação diferencial linear
Teorema: Sejam 21, yy  soluções linearmente independentes para 
equação linear homogênea

2

0 1 22( ) ( ) ( ) 0d y dya x a x a x y
dx dx

+ + =

definidas	em I . Se z é também uma solução, então existem cons-
tantes A  e B  tal que 1 2z Ay B y= +
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Prova: Dado It ∈ 	fixado,	considere	o	seguinte	problema	de	valor	
inicial

2

0 1 22( ) ( ) ( ) 0

( ) ( )
'( ) '( )

d y dya x a x a x y
dx dx

y t z t
y t z t

+ + =

=
=

Como 21, yy  são soluções linearmente independentes, sabemos que 

1 2
1 2 ' '

1 2

( ) ( )
( , )( ) det 0

( ) ( )
y t y t

W y y t
y t y t

 
= ≠ 

 
.

Logo, o sistema 

1 1 2 2
' '

1 1 2 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) '( )

c y t c y t z t
c y t c y t z t

+ =

+ =

admite uma única solução Ac =1  e Bc =2 . Portanto, 1 2Ay B y+  
e z satisfazem o mesmo problema de valor inicial. Logo, pela 
unicidade de soluções para o problema de valor inicial, temos 

1 2z Ay B y= + .

Toda solução da equação homogênea é escrita na forma 

1 2y Ay B y= +  também chamada de solução geral da equação 

2

0 1 22( ) ( ) ( ) 0d y dya x a x a x y
dx dx

+ + = .

exemplo	1:
1.  Mostre que ( ) cos ( )y x A x Bsen x= +  é solução geral da equa-
ção diferencial 

0'' =+ yy

Solução: Vamos mostrar que )(,cos xsenx  são linearmente inde-
pendentes, calculando o Wronskiano (este não se anula). 

2. Mostre que ( ) x xy x Ae Be−= +  é a solução geral da equação 
diferencial 

0'' =−yy

Solução: Calculando o Wronskiano de xx ee −, , vemos que este não 
se anula.

soluções para equações diferenciais 
l ineares de ordem superior
Podemos aplicar o mesmo argumento, adotado para lineares de 
segunda ordem, para o caso de ordem superior.
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Equações lineares homogêneas de ordem superior

A equação diferencial 0 1( ) ... ( ) ( ) 0
n

n nn

d y dya x a x a x y
dx dx−+ + + =  é 

dita homogênea 

( ( ) 0g x = ). 

Já 0 1( ) ... ( ) ( ) ( )
n

n nn

d y dya x a x a x y g x
dx dx−+ + + =

 é dita não 
homogênea.

Todos os resultados acima se aplicam para equações lineares ho-
mogêneas de ordem superior. O conjunto fundamental terá n  so-
luções nyy ,...,1 linearmente independentes. A solução geral da 
equação de ordem superior é 

1 1 ... n ny A y A y= + + .

bibliografia 

Dennis G. Zill, Michael R. Cullen. Equações Diferenciais, volume I. 
Tradução Antonio Zumpano, São Paulo, Makron Books, 2001.
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tópico 15 – solução geral para equações 
lineares não homogêneas 

 
Introdução•	
Objetivo•	
Solução Particular •	
Solução Geral•	
Soluções gerais para equações diferenciais lineares não •	
homogêneas de ordem superior
Bibliografia•	

introdução
Neste tópico não estamos procurando técnicas para resolver uma 
equação. Estamos interessados em montar uma solução geral a 
partir de soluções conhecidas.

objetivo
Obter a solução geral da equação

0 1 2( ) '' ( ) ' ( ) ( )a x y a x y a x y g x+ + = , 

chamada de não homogênea, sabendo antecipadamente a solução 
da equação homogênea associada,

0 1 2( ) '' ( ) ' ( ) 0a x y a x y a x y+ + = ,

e uma solução particular. 

solução particular

exemplo	1 : uma solução particular para a equação

'' 9 27y y+ =

é 3=py , pois ( ) 0'' =py  e '' 9 9 3 27p py y+ = ⋅ = .

exemplo	2 : uma solução particular para a equação

2 3'' 2 ' 8 4 6x y xy y x x+ − = +  

é xxy p −= 3

pois ( ) ( )2' 3 1, '' 6p py x y x= − = .

Portanto,  2 2 3 3(6 ) 2 (3 1) 8( ) 4 6x x x x x x x x+ − − − = + .
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solução geral
Para resolver o problema não homogêneo

0 1 2( ) '' ( ) ' ( ) ( )a x y a x y a x y g x+ + = ,

primeiro resolvemos o problema homogêneo

0 1 2( ) '' ( ) ' ( ) 0a x y a x y a x y+ + =

e encontramos a solução geral 

1 2y Ay By= + .

Em seguida, encontramos uma solução particular py para o pro-
blema não homogêneo

0 1 2( ) '' ( ) ' ( ) ( )a x y a x y a x y g x+ + = .

A solução geral para o problema não homogêneo será

1 2 py Ay By y= + +

o que resumimos no seguinte resultado:

Teorema: Sejam py  e z  soluções para o problema não homogêneo 

0 1 2( ) '' ( ) ' ( ) ( )a x y a x y a x y g x+ + = .

então pyz −  é solução para o problema homogêneo

0 1 2( ) '' ( ) ' ( ) 0a x y a x y a x y+ + = .

Portanto, 

1 2pz y Ay By− = + .

Prova: Como pyz,  são soluções da equação

0 1 2( ) '' ( ) ' ( ) ( )a x y a x y a x y g x+ + =

temos

0 1 2

0 1 2

( ) '' ( ) ' ( ) ( )

( ) '' ( ) ' ( ) ( )
p p pa x y a x y a x y g x

a x z a x z a x z g x
+ + =

+ + =

Fazendo a diferença das duas equações e usando a linearidade da 
derivada, temos

0 1 2( )( ) '' ( )( ) ' ( )( ) 0p p pa x z y a x z y a x z y− + − + − = , 

o que prova o teorema.
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exemplos:
1. Mostre que ( ) cos ( ) 3y x A x Bsen x= + +  é solução geral da 
equação diferencial 

3'' =+ yy

Solução: sabemos que )(cos)( xBsenxAxyH +=  é a solução 
geral da equação homogênea 0'' =+ yy  e 3=py  é uma solução 
particular para o sistema 

3'' =+ yy

Portanto, 

( ) cos ( ) 3y x A x Bsen x= + +

é a solução geral para a equação não homogênea 3'' =+ yy .

2. Mostre que 
3( ) x x xy x Ae Be e−= + +

é a solução geral da equação diferencial 

2'' 3 xy y e− =

Solução: x x
Hy Ae Be−= +  é a solução para a equação homogênea

0'' =−yy

e xe2  é uma solução particular para a equação não homogênea 
xeyy 23'' =−

pois                         
2 2 2 2( ) ' 2 , ( ) '' 4x x x xe e e e= = .

Logo,
2 2 2'' 4 3x x xy y e e e− = − =

Portanto, a solução geral para a equação 
xeyy 23'' =−

é 
3( ) x x xy x Ae Be e−= + + .
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soluções gerais  para equações diferenciais 
l ineares não homogêneas de ordem superior
Todos os resultados acima se aplicam para equações lineares não 
homogêneas de ordem superior. Primeiro obtemos um conjunto 
fundamental de n  soluções nyy ,...,1  para o caso homogêneo  

0 1( ) ... ( ) ( ) 0
n

n nn

d y dya x a x a x y
dx dx−+ + + = .

Encontramos uma solução particular py  para a equação

0 1( ) ... ( ) ( ) ( )
n

n nn

d y dya x a x a x y g x
dx dx−+ + + =

e a solução geral da equação linear não homogênea de ordem su-
perior 

0 1( ) ... ( ) ( ) ( )
n

n nn

d y dya x a x a x y g x
dx dx−+ + + =

será

1 1 ... n n py A y A y y= + + + .

bibliografia 

Dennis G. Zill, Michael R. Cullen. Equações Diferenciais, volume I. 
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tópico 16 – determinando uma segunda 
solução

Introdução•	
Objetivo•	
Variação de parâmetro•	
Fórmula geral•	
Bibliografia•	

introdução
Se conheço somente uma solução para equação linear homogênea 
de ordem 2, '' ( ) ' ( ) 0y P x y Q x y+ + = , como proceder para obter 
a segunda solução? Neste tópico, vamos apresentar o método cha-
mado de variação de parâmetro. Note que, se 1y  é solução de uma 
equação linear homogênea, então 1Cy  também é solução, onde C  
é uma constante. O método consiste em assumir C  como uma fun-
ção e não uma constante e obter, se possível, a segunda solução na 
forma 2 1y uy= . Para obter a segunda solução, podemos fazê-lo de 
duas maneiras: a primeira maneira é seguir os passos do exemplo 
abaixo. A segunda é aplicar a fórmula geral

( )2
2 1 1

P x dxy y y e dx−− ∫= ∫ .

 
objetivo
Encontrar uma segunda solução para a equação diferencial linear 
homogênea de ordem 2, sabendo antecipadamente uma “primei-
ra” solução.  

 
variação de parâmetro
exemplo : Sabendo que 3

1 xy = é uma solução para a equação
2 '' 6 0x y y− = ,

obtenha 2y  tal que { }21 , yy  é um conjunto fundamental de so-
luções.

Solução: a técnica consiste em encontrar uma função u  tal que

2 1y uy=  é a solução da equação
2 '' 6 0x y y− = .

Derivando

2 1y uy= ,

usando a regra do produto,  obtemos,

2 1 1( ) ' ( ) ' 'y u y u y= + .
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Derivando novamente,

2 1 1 1 1( ) '' ( ) '' '( ) ' '( ) ' ''( )y u y u y u y u y= + + + .

Substituindo na equação, (pois queremos que 2 1y uy=  seja solução)

[ ]2
1 1 1 1 1( ) '' '( ) ' '( ) ' ''( ) 6 0x u y u y u y u y uy+ + + − = .

Fazendo algumas continhas

[ ] ( )2 2
1 1 1 12 '( ) ' '' ( ) '' 6 0u y y u x u x y y+ + − =

.

Note que 

( )2
1 1( ) '' 6 0x y y− = ,

pois 3
1 xy =  é solução da equação 2 '' 6 0x y y− = .

Note, também, para que 2 1y uy=  seja solução, temos de ter

1 12 '( ) ' '' 0u y y u+ = .

Substituindo 3
1 xy = e ( ) 2

1 ' 3y x=  em 1 12 '( ) ' '' 0u y y u+ = , 
obtemos

2 36 ' '' 0x u x u+ = .

ou
6'' ' 0u u
x

+ =
.

Para resolver esta equação diferencial em u 	fizemos	

'uw = .

Então
6' 0w w
x

+ =
,

o que é uma equação diferencial linear separável de primeira ordem

' 6w
w x
= − ,

donde   
' 6w dx

w x
= −∫ ∫ .

Portanto,
6ln 6 ln lnw x x−= − = .
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Segue que
6'u w x−= = .

Finalmente

51
5

u x−= −  e 5 3 2
2 1 2

1 1 1
5 5 5

y uy x x x
x

− −= = − = − = − .

fórmula geral
Sabendo que 1y é uma solução para a equação

'' ( ) ' ( ) 0y P x y Q x y+ + = ,

então 

( )2
2 1 1

P x dxy y y e dx−− ∫= ∫
e { }21 , yy  é um conjunto fundamental de soluções.

Solução: seguindo os passos do exemplo acima, vamos encontrar 
uma função u  tal que 2 1y uy=  é solução da equação

'' ( ) ' ( ) 0y P x y Q x y+ + = .

Derivando, 

2 1y uy= ,

usando a regra do produto de derivadas, obtemos

2 1 1( ) ' ( ) ' 'y u y u y= + .

Derivando novamente, obtemos

2 1 1 1 1 1 1 1( ) '' ( ) '' '( ) ' '( ) ' ''( ) ( ) '' 2 '( ) ' ''( )y u y u y u y u y u y u y u y= + + + = + +

Substituindo na equação, (pois queremos que 2 1y uy=  seja solução)

[ ] [ ]1 1 1 1 1 1( ) '' 2 '( ) ' ''( ) ( ) ( ) ' '( ) ( ) 0u y u y u y P x u y u y Q x uy+ + + + + =

fazendo algumas continhas, obtemos

[ ] ( )1 1 1 1 1 12 '( ) ' '' ( )( ) ' ( ) '' ( )( ) ' ( ) 0u y y u P x y u u y P x y Q x y+ + + + + =

Note que 

( )1 1 1( ) '' ( )( ) ' ( ) 0y P x y Q x y+ + = ,
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pois 1y  é solução da equação '' ( ) ' ( ) 0y P x y Q x y+ + = .
Note, também, que, para que 2 1y uy=  seja solução, temos de ter

[ ]
[ ]
1 1 1

1 1 1

2 '( ) ' '' ( )( ) ' 0

'' ( )( ) 2( ) ' ' 0

u y y u P x y u

y u P x y y u

+ + =

+ + =

Para resolver esta equação diferencial em u 	fizemos	

'uw = .

Então

[ ]1 1 1' ( )( ) 2( ) ' 0y w P x y y w+ + = ,

o que é uma equação diferencial linear separável de primeira or-
dem, que pode ser reescrita na forma,

1

1

( ) '' ( ) 2 yw P x
w y

 
= − + 

 
donde

1

1

( ) '' ( ) 2 yw P x
w y

 
= − + 

 
∫ ∫ ∫

.

Portanto,

1ln 2 ln ( )w y P x dx= − − ∫ .

Segue que

( )2
1'

P x dxu w y e−− ∫= = .

Finalmente, obtemos a fórmula para obter a segunda solução,

( )2
1

P x dxu y e dx−− ∫= ∫  e 
( )2

2 1 1
P x dxy y y e dx−− ∫= ∫ .

exemplo : sabendo que 2
1 xy = é uma solução para a equação

2 '' 3 ' 4 0x y xy y− + = ,

obtenha 2y  tal que { }21 , yy  é um conjunto fundamental de 
soluções.

Solução: temos de escrever a equação 2 '' 3 ' 4 0x y xy y− + =  na for-
ma '' ( ) ' ( ) 0y P x y Q x y+ + = . Neste caso, temos de dividir por 2x  
obtendo

2

3 4'' ' 0y y y
x x

− + =
, donde 

2

3 4( ) ', ( )P x y Q x
x x

= − =
.
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Colocando na fórmula, obtemos,

3
( )2 2 4

2 1 1

dxP x dx xy y y e dx x x e dx
− −−− − ∫∫= =∫ ∫

3
3

2 4 2 4 3ln 2 4 ln
2

2 4 3 2 2
2

1 ln

dx x xxy x x e dx x x e dx x x e dx

y x x x dx x dx x x
x

− −− − −

−

∫= = =

= = =

∫ ∫ ∫

∫ ∫

Portanto, 2
2 lny x x= .

bibliografia 
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tópico 17 – equações lineares homogêneas 
com coeficientes constantes

Introdução•	
Exemplos	de	equações	lineares	de	segunda	ordem	com	coefi-•	
cientes constantes 
Objetivos•	
Equação característica para equação de ordem 2 •	
Equação característica possui raízes reais distintas•	
A equação característica possui raízes reais iguais•	
A equação característica possui raízes complexas •	
Equações	lineares	com	coeficientes	constantes	de	ordem	três	•	
Equações	lineares	com	coeficientes	constantes	de	ordem	quatro•	
Equações	lineares	com	coeficientes	constantes	de	ordem	superior•	

introdução
Começamos a encontrar soluções para equações diferenciais de 
segunda ordem. Iniciamos abordando o caso em que a equação é 
homogênea	e	os	coeficientes	são	constantes,	da	forma

 

'' ' 0ay by cy+ + = .

Exemplos	de	equações	lineares	de	segunda	ordem	com	coeficien-
tes constantes: 

1. '' 3 ' 2 0y y y+ + =
2. '' 4 ' 4 0y y y+ + =
3. '' 7 ' 12 0y y y+ + =
4. '' 16 0y y+ =

objetivos
Resolver	uma	equação	 linear	homogênea	com	coeficientes	cons-
tantes. Resolver problemas de valor inicial envolvendo equações 
lineares	com	coeficientes	constantes.

equação característica para equação 
diferencial de ordem 2
Sabemos que a solução para o caso ' 0y ky− =  é kxy Ce= . É na-
tural procurar soluções da forma kxy Ce= para a equação 

'' ' 0ay by cy+ + = .

Vamos tentar uma solução da forma kxy e=  para a equação

'' ' 0ay by cy+ + =
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kxy e=

' kxy ke=
2'' kxy k e=

Substituindo na equação '' ' 0ay by cy+ + = , obtemos

2 0kx kx kxak e bke ce+ + = .

Como kxe  nunca se anula, temos a seguinte equação:

2 0ak bk c+ + =

chamada de equação característica.

exemplos:
1. A equação característica da equação

'' 3 ' 2 0y y y+ + =

é                                          2 3 2 0k k+ + =

as raízes são -2 e -1

2. A equação característica da equação

'' 4 ' 4 0y y y+ + =

é                                          2 4 4 0k k+ + =

as raízes são iguais  -2,-2

3. A equação característica da equação

'' 7 ' 12 0y y y+ + =

é                                         2 7 12 0k k+ + =

as raízes são distintas -3 e -4.

4. A equação característica da equação '' 16 0y y+ =  é 
2 16 0k + =

as raízes são complexas -4i e 4i.
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 Depois de obter as raízes da equação característica, vamos dividir 
nosso estudo em três casos:

Raízes reais e distintas•	
Raízes reais iguais•	
Raízes complexas •	

a equação característica 
possui  raízes reais  distintas
Se 1m e 2m  são raízes reais distintas da equação

 
2 0ak bk c+ + =

, 

então 1
1

m xy e=  e 2
2

m xy e=  são linearmente independentes.
De fato, sabemos que, para ver isso, basta mostrar que o 

Wronskiano de xmey 1
1 =  e xmey 2

2 = não se anula.

1 2
1 2

1 2

( )
1 2 2 1

1 2

( , ) det ( ) 0
m x m x

m m x
m x m x

e e
W y y m m e

m e m e
+ 

= = − ≠ 
   

pois 1m e 2m  são raízes reais distintas.
Assim, a solução geral é

1 2m x m xy Ae Be= +

a equação característica possui raízes reais iguais
Se  21 mm = , então 

1 2
1 2

1 2

( )
1 2 2 1

1 2

( , ) det ( ) 0
m x m x

m m x
m x m x

e e
W y y m m e

m e m e
+ 

= = − = 
  .

Estamos na situação, já estudada, em que conhecemos uma solução

1
1

m xy e= . 

Temos que encontrar outra solução 2y  tal que 1
1

m xy e=  e  2y  são 
linearmente independentes. Sabemos que 

1 1

1 1

1
1

( )2
2 1 1

2
2

2
2

(2 )

2

P x dx

b dxm x m x a

b xm x m x a

bm xm x a

y y y e dx

y e e e dx

y e e e dx

y e e dx

−−

−−

−−

− +

∫=

∫=

=

=

∫

∫

∫

∫
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Observe que, para o caso das raízes iguais, 2 4 0b ac− =  e portan-
to 

a
bm −=1  donde 

1 1
2

m x m xy e dx xe= =∫ .

Calculando o Wronskiano de 1
1

m xy e=  e 1
2

m xy xe= , obtemos

1 1
1 1

1 1

2( ) 2( )
1 2 1 1

1 1

( , ) det ( 1 ) 0
(1 )

m x m x
m x m x

m x m x

e xe
W y y xm xm e e

m e e xm
 

= = + − = ≠ 
+ 

.

Assim, a solução geral é

1 1m x m xy Ae Bxe= +

a equação característica 
possui  raízes complexas 
Se a equação característica possui raízes complexas,  elas serão da 
forma 1m ia b= +  e 2m ia b= − .

Portanto

( ) ( )
1

( ) ( )
2

(cos( ) ( ))

(cos( ) ( ))

i x x ix x

i x x ix x

y e e e e x isen x
y e e e e x isen x

a b a b a

a b a b a

b b

b b

+

− −

= = = +

= = = −

são soluções da equação. Como se trata de uma equação linear

1 2

1 2

cos( )
2

( )
2

x

x

y y e x

y y e sen x
i

a

a

b

b

+
=

−
=

também são soluções da equação.

Calculando o Wronskiano de cos( )xe xa b  e ( )xe sen xa b , temos 

2

( cos( ), ( ))

cos( ) ( )
det

cos( ) ( ) ( ) cos( )

cos( ) ( ) cos( ) cos( )
( ) cos( ) ( ) ( )

0

x x

x x

x x x x

x x x x

x x x x

x

W e x e sen x

e x e sen x
e x e sen x e sen x e x

e x e sen x e e x x
e e sen x x e sen x e sen x

e

a a

a a

a a a a

a a a a

a a a a

a

b b

b b
a b b b a b b b

b a b b b b

b a b b b b

b

=

 
=  

− + 
= +

− +

= ≠

pois 0b ≠ .
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Portanto,  cos( ) ( )x xy Ae x Be sen xa ab b= +  é a solução geral 
para o caso das raízes da equação característica serem complexas.

exemplos:
1. A equação característica da equação

'' 3 ' 2 0y y y+ + =

é                                           2 3 2 0k k+ + =

as raízes são -2 e -1. A solução geral é

2x xy Ae Be− −= +

2. A equação característica da equação

'' 4 ' 4 0y y y+ + =

é                                              2 4 4 0k k+ + =

as raízes são iguais  -2,-2.

A solução geral é
2 2x xy Ae Bxe− −= +

3. A equação característica da equação

'' 7 ' 12 0y y y+ + =

é                                             2 7 12 0k k+ + =

as raízes são distintas -3 e -4.
3 4x xy Ae Be− −= +

4. A equação característica da equação '' 16 0y y+ =  é 

2 16 0k + =

as raízes são complexas -4i e 4i.

A solução geral é   cos(4 ) (4 )y A x Bsen x= + .
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equações lineares com coeficientes 
constantes de ordem três.
Da mesma forma, como foi feito para a ordem 2, obtemos equação 
característica. Esta terá três raízes. As raízes podem ser:

- Todas distintas: a solução geral é
mx nx kxy Ae Be Ce= + +

- Duas iguais: a solução geral é
mx mx nxy Ae Bxe Ce= + +

- Três iguais: a solução geral é
2mx mx mxy Ae Bxe Cx e= + +

- Duas complexas e outra real: a solução geral é

cos( ) ( )x x m xy Ae x Be sen x Cea ab b= + +

equações lineares com coeficientes 
constantes de ordem quatro
Da mesma forma, como foi feito para ordem 2, obtemos a equação 
característica, as 4 raízes. As raízes podem ser:

- Todas distintas: a solução geral é
mx nx kx lxy Ae Be Ce De= + + +

- Duas iguais: a solução geral é
2mx mx mx lxy Ae Bxe Cx e De= + + +

- Três iguais: a solução geral é
2mx mx mx lxy Ae Bxe Cx e De= + + +

- Quatro iguais: a solução geral é
2 3mx mx mx mxy Ae Bxe Cx e Dx e= + + +

- Duas complexas e duas reais distintas: a solução geral é

cos( ) ( )x x m x n xy Ae x Be sen x Ce Dea ab b= + + +

e assim por diante.
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equações lineares com coeficientes 
constantes de ordem superior
Analogamente aos casos anteriores (de ordem 2, 3 e 4), obtemos a 
equação característica, as raízes da equação característica. A solução 
geral vai depender do tipo de raízes (distintas, iguais, complexas). 
São muitas as combinações possíveis. Não vamos listá-las aqui.

bibliografia 
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tópico 18 – soluções particulares para 
equações lineares com coeficientes 
constantes para alguns casos específicos 

Objetivo•	
Considerações sobre o método•	
Método de solução•	
Bibliografia•	

objetivo
Encontrar soluções particulares para equações diferenciais de 
segunda	 ordem	 não	 homogêneas,	 com	 coeficientes	 constantes		

'' ' ( )ay by cy g x+ + = ,	para	alguns	casos	específicos:

1.  )(xg  é um polinômio da forma 

0 1( ) ... n
ng x a a x a x= + + +

Neste caso, supomos que 0 1 ... n
p ny A A x A x= + + + . Calculamos 

'
py  e ''

py , substituímos na equação e obtemos um sistema 
(n+1)x(n+1) cujas incógnitas são 0 1, ,..., nA A A . Resolvendo o sis-
tema, encontramos nAAA ,...,, 10 . Veja o exemplo 2 abaixo:

2. )(xg  é da forma ( ) ( )xg x e sen kxl=  e ( )xe sen kxl  não 
é a solução da equação homogênea associada. Tentamos 

cosx x
py Ae kx Be sen kxl l= +

3. )(xg  é da forma ( ) cos( )g x kx=  e cos( )kx  não é 
a solução da equação homogênea associada. Tentamos 

cospy A kx Bsen kx= +

4. 0 1( ) ( ... )n mx
ng x a a x a x e−= + + +  e mxe−  não são a so-

lução da equação homogênea associada. Tentamos 

0 1( ... )n mx
p ny A A x A x e−= + + +  e, se mxe−

 é solução da homogê-
nea, tentamos 0 1( ... )n mx

p ny A A x A x xe−= + + + . O mesmo proce-
dimento usamos nos casos 1, 2 e 3 acima.

considerações sobre o método
São muitos casos que poderíamos considerar. Nunca iremos listar 
todas as possibilidades. Para nosso propósito, as situações acima 
são	suficientes.	O	método	geral,	que	veremos	mais	adiante,	envol-
ve integrais. Muitas integrais não sabemos resolver. Este método 
visa a fugir das integrais. O método é muito simples. Se g  tem uma 
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das formas acima, tentamos uma solução particular como descrita 
acima. Substituímos na equação (após obter as derivadas), obte-
mos o sistema e resolvemos o sistema.

método de solução
1.  Resolva '' 3 ' 2 10y y y+ + = . 

Primeiro Passo: encontrar a solução particular

5=py

Segundo passo: encontrar a solução geral da equação homogênea 
associada:

Equação característica:
2 3 2 0r r+ + = .

Raízes da equação característica -2 e -1.

Raízes reais e distintas. Portanto, a solução geral para o caso ho-
mogêneo é

2x x
Hy Ae Be− −= + .

A solução geral para a equação é 2 5x xy Ae Be− −= + + .

2.  2'' 4 ' 4 5y y y x x+ + = −

Primeiro passo: encontrar uma solução particular.

- A solução particular é da forma

2
py Ax Bx C= + + .

Vamos determinar as constantes A, B e C. Note que,

( ) ' 2

( ) '' 2
p

p

y Ax B
y A

= +

=
.

Substituindo na equação, obtemos

2 2'' 4 ' 4 2 4(2 ) ( ) 5y y y A Ax B Ax Bx C x x+ + = + + + + + = −

Fazendo umas continhas
2 22 4 (2 ) 5A B C A B x Ax x x+ + + + + = − ,
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obtemos o sistema,
2 4 0
2 5

1

A B C
A B

A

+ + =
 + = −
 = .

Resolvendo o sistema, obtemos 

30
7

1.

C
B
A

= −
= −
=

Portanto,

2 7 30py x x= − −

Segundo passo: encontrar a solução geral para a equação homogê-
nea associada.

Equação característica
2 4 4 0r r+ + =

Raízes da equação característica -2 e -2.

Raízes reais iguais. Portanto, a solução geral para o caso homogê-
neo é

2 2x x
Hy Ae Bxe− −= + .

Terceiro passo: escrever a solução geral para a equação, que nesse 
caso é

2 2 2 7 30x xy Ae Bxe x x− −= + + − − .

bibliografia 
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tópico 19 – soluções particulares para 
equações lineares com coeficientes 
constantes da abordagem por anuladores

Objetivo•	
Observações sobre o método•	
Anuladores•	
Descrição do método passo a passo•	
Exemplo passo a passo•	
Bibliografia•	

objetivo
Encontrar soluções particulares de equações diferenciais lineares 
não	homogêneas	com	coeficientes	constantes.

observações sobre o método
Continuamos a procurar soluções particulares para equações dife-
renciais	com	coeficientes	constantes,	não	homogêneos			

 '' ' ( )ay by cy g x+ + = .

Este	método	só	vale	para	equações	lineares	com	coeficientes	cons-
tantes. Como no método anterior, procuramos fugir das integrais.

 
A derivada de uma função pode ser vista como um operador linear. 
Denotamos  

'Dy y=
2 ''D y y=
3 '''D y y=

e assim por diante.

A equação '' ' ( )ay by cy g x+ + = , em termos de operadores, pode 
ser escrita na forma

2 ( )aD y bDy cIy g x+ + = ,

onde Iy y= . Isto é, I 	é	a	função	identidade.	Pela	definição	de	função,	
também podemos escrever a equação 2 ( )aD y bDy cIy g x+ + =  
na forma

2( ) ( )aD bD cI y g x+ + = .

anuladores
1. Se cy = , então ' 0Dy y= = .

Neste caso, dizemos que D  é um anulador de cy = .
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2. Se xy = , então ' 1Dy y= =  e 2 '' 0D y y= = ,
dizemos que 2D  é um anulador de xy = .

3. Se nxy = , então 1 0nD y+ = , nD  é um anulador de nxy =

4. Se xy cos= , então 2( ) 0D I y+ = , 2( )D I+  é um anulador 
de xy cos= .

5. Se Hy  é solução da equação '' ' 0ay by cy+ + = , então 
2( ) 0HaD bD cI y+ + =  e,  portanto, 2aD bD cI+ +  é um anu-

lador de Hy .
Um operador L  é uma anulador de y se ( ) 0.L y =  
Por exemplo, em (5) 2L aD bD cI= + + .

6. Podemos escrever 2
1 2( )( )aD bD cI a D r D r+ + = − −  onde 

21 , rr  são raízes  da equação característica 2 0ar br c+ + = . Note 
que 1D r I−  é anulador de 1

1
r xy Ae=  e 2D r I−  é anulador de 

2
2

r xy Ae= .

descrição do método passo a passo
Como encontrar soluções particulares com anuladores?

Primeiro passo:
Encontramos um operador L  anulador da função )(xg .

Segundo passo:
Resolvemos o problema  homogêneo 2( ) 0L aD bD cI y+ + = . En-
contramos um conjunto fundamental de soluções.

Terceiro passo: 
 Excluímos as soluções do problema homogêneo

Quarto Passo:
Substituímos o restante na equação e igualamos a )(xg

Quinto Passo:
Encontramos o sistema

Sexto passo:
Resolvemos o sistema

Sétimo passo:
Escrevemos a solução geral para a equação.
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Veja o exemplo:

Exemplo passo a passo 
Resolva 4 2'' 2 ' 5 cos10xy y y e x sen x x+ + = + + + .

Primeiro passo:
Encontramos um operador L  anulador da função 

4 2 5 cos10xe x sen x x+ + + .

Isto pode ser feito olhando as parcelas da soma separadamente.

- Sabemos que xe4  é solução da equação linear ' 4 0y y− = . 
Portanto, ID 4−  é um anulador de xe4 . 

- 3D  é um anulador para 2x

- 5sen x  é solução da equação '' 25 0y y+ = .  Daí, 2 25D I+
é anulador de 5sen x  

- cos10x  é solução da equação '' 100 0y y+ = .  Daí, 
2 100D I+ é anulador de cos10x .

Portanto,  2 2 3( 25 )( 100 )( )( 4 )L D I D I D D I= + + − é um anula-
dor de 4 2 5 cos10xe x sen x x+ + + .

Observamos que a ordem dos fatores não importa, pois, para o 
caso	de	coeficientes	constantes,	estes	operadores	comutam.

 
Segundo passo:
Resolvemos o problema  homogêneo 

2 2 3 2( 25 )( 100 )( )( 4 )( 2 1) 0D I D I D D I D D y+ + − + + =

A equação característica é 
2 2 3 2( 25)( 100 )( )( 4)( 2 1) 0r r I r r r r y+ + − + + =

As raízes são: 5 , 5 ,10 , 10 ,0,0,0, 4, 1, 1i i i i− − − −

Encontramos um conjunto fundamental de soluções:

{ }2 4cos5 , 5 ,cos10 , 10 ,1, , , , ,x x xx sen x x sen x x x e e xe− −

Terceiro passo: 
Excluímos as soluções do problema homogêneo, que são  

{ },x xe xe− −
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Sobram { }2 4cos5 , 5 ,cos10 , 10 ,1, , , xx sen x x sen x x x e

Quarto Passo:
Substituímos a combinação linear do restante na equação e igua-
lamos a )(xg

2 4cos5 5 cos10 10 x
py A x B sen x C x Dsen x E Fx Gx He= + + + + + + +

4( ) ' 5 5 5 cos5 10 10 10 cos10 2 4 x
py Asen x B x Csen x D x F Gx He= − + − + + + +

4( ) '' 25 cos5 25 5 100 cos10 100 10 2 16 x
py A x Bsen x C x Dsen x G He= − − − − + +

Substituímos na equação e igualamos a 
4 2 5 cos10xe x sen x x+ + +

2 4

4

4

( ) '' 2( ) ' cos5 5 cos10 10

10 5 10 cos5 20 10 20 cos10 2 4 8
25 cos5 25 5 100 cos10 100 10 2 16

x
p p p

x

x

y y y A x B sen x C x Dsen x E Fx Gx He

Asen x B x Csen x D x F Gx He
A x Bsen x C x Dsen x G He

+ + = + + + + + + +

− + − + + + +

− − − − + +

= 4 2 5 cos10xe x sen x x+ + +

Quinto Passo:
Encontramos o sistema.
Para	encontrar	o	sistema,	igualamos	os	coeficientes	de	cada	lado	
da igualdade:

10 25 0
10 25 1
20 100 1
20 100 0
2 2 0
4 0
1
8 16 1

A B A
B A B
C D C
D C D
E F G
F G
G
H H H

+ − =
 − − =
 + − =
 − − =
 + + =
 + =


=
 + + =

Sexto passo:
Resolvemos o sistema. Encontramos

10 24 1 99, , ,
676 676 10221 204020

16, 4, 1,
25

A B D C

E F G H

= − = − = = −

= = − = =
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Sétimo passo:
Escrevemos a solução geral para a equação. A solução particular é

2 410 24 99 1 1cos5 5 cos10 10 ¨6 4 1
676 676 204020 10221 25

x
py x sen x x sen x x x e= − − − + + − + +

A solução para o caso homogêneo associado é

x x
Hy Ie Jxe− −= + .

A solução geral é

2

4

10 24cos5 5
676 676

99 1cos10 10
204020 10221
¨6 4 1
1
25

.

x

x x

y x sen x

x sen x

x x

e

Ie Jxe− −

= − −

− +

+ − +

+

+ +

Note que poderíamos ter encontrado a solução particu-
lar, separadamente, considerando cada parcela da soma de 

4 2 5 cos10xe x sen x x+ + + . 

bibliografia 

Dennis G. Zill, Michael R. Cullen. Equações Diferenciais, volume I. 
Tradução Antonio Zumpano, São Paulo, Makron Books, 2001.
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tópico 20 – soluções particulares por 
variação de parâmetros

Objetivo•	
Descrição do método•	
Variação de parâmetros passo a passo•	
Variação de parâmetros para equações lineares de ordem superior•	
Bibliografia•	

objetivo
Obter soluções particulares através do método de variação de pa-
râmetros. Isto é, obter soluções particulares para equações dife-
renciais de segunda ordem não homogêneas   

 

'' ( ) ' ( ) ( )y P x y Q x y g x+ + =

da forma

1 1 2 2py u y u y= +

onde 

2
1 ' '

1 2 1 2

1
2 ' '

1 2 1 2

( )

( ) ,

y g xu dx
y y y y
y g xu dx

y y y y

= −
−

=
−

∫

∫

21 , yy  são soluções da equação homogênea associada.
 

descrição do método
Resolvemos primeiro o caso homogêneo associado, encontrando 

21 , yy   soluções linearmente independentes. Procuramos funções 

21 ,uu  tal que 

1 1 2 2py u y u y= +
 

é uma solução particular da equação.  Encontramos '
2

'
1 ,uu  resol-

vendo o sistema
' '
1 1 2 2
' ' ' '
1 1 2 2

0

( ).

u y u y
u y u y g x

 + =


+ =

Obtemos  21 ,uu , integrando '
2

'
1 ,uu .

Não importa como obtemos a solução particular, sabemos que a 
diferença de duas soluções particulares é solução da homogênea 
associada. A primeira  equação está associada ao método simples-
mente. A segunda é obtida substituindo 1 1 2 2py u y u y= + , a primei-
ra derivada e a segunda derivada de py  na equação diferencial.
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Este método pode ser aplicado a qualquer equação diferencial li-
near não homogênea.

variação de parâmetros passo a passo
Primeiro passo:
Encontramos 21 , yy , soluções da equação homogênea associada 

'' ( ) ' ( ) 0y P x y Q x y+ + =

Segundo passo:
Procuramos as funções 21 ,uu  tal que 

1 1 2 2py u y u y= +   e  ' '
1 1 2 2 0u y u y+ = .

Terceiro passo:
Calculamos as derivadas e substituímos na equação.

1 1 2 2

' ' ' ' '
1 1 1 1 2 2 2 2

'' '' ' ' '' '' ' ' ''
1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 22 2

p

p

p

y u y u y

y u y y u u y y u

y u y y u y u u y y u y u

= +

= + + +

= + + + + +

Substituindo na equação

'' '( ) ( ) ( )p p py P x y Q x y g x+ + = ,

obtemos

( ) ( )

'' ' ' '' '' ' ' ''
1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2

' ' ' '
1 1 1 1 2 2 2 2 1 1 2 2

2 2

( ) ( ) ( ).

u y y u y u u y y u y u

P x u y y u u y y u Q x u y u y g x

+ + + + +

+ + + + + + =

Reorganizando, temos

( ) ( )
'' ' ' '' ' ' ' ' ' '
1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 1 1

'' ' '' ' ' '
1 1 1 1 2 2 2 2 1 1 2 2

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

u y y u u y y u y u y u

u y P x y Q x y u y P x y Q x y P x u y u y g x

+ + + + +

+ + + + + + + + =

Como 21 , yy  são soluções da equação homogênea, temos

( )
( )

'' '
1 1 1 1

'' '
2 2 2 2

( ) ( ) 0

( ) ( ) 0

u y P x y Q x y

u y P x y Q x y

+ + =

+ + =

Por hipótese

' '
1 1 2 2( ) 0u y u y+ = . 

A derivada disso nos dá

'' ' ' '' ' '
1 1 1 1 2 2 2 2( ) 0u y y u u y y u+ + + = .
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Portanto,

( )
( )

'' ' ' '' ' '
1 1 1 1 2 2 2 2

'' '
1 1 1 1

'' '
2 2 2 2

' '
1 1 2 2

( ) 0

( ) ( ) 0

( ) ( ) 0

( )( ) 0.

u y y u u y y u

u y P x y Q x y

u y P x y Q x y

P x u y u y

+ + + =

+ + =

+ + =

+ =

sobrando                          ' ' ' '
2 2 1 1( ) ( )y u y u g x+ = .

Quarto passo: 
Temos o seguinte sistema 

' '
1 1 2 2( ) 0u y u y+ =

' ' ' '
1 1 2 2( ) ( )y u y u g x+ =

Quinto passo:
Resolvendo o sistema, obtemos

' 2
1 ' '

1 2 1 2

' 1
2 ' '

1 2 1 2

( )

( )

y g xu
y y y y
y g xu

y y y y

= −
−

=
−

Sexto passo:
Integramos as funções acima e obtemos

2
1 ' '

1 2 1 2

1
2 ' '

1 2 1 2

( )

( )

y g xu dx
y y y y
y g xu dx

y y y y

= −
−

=
−

∫

∫

1 1 2 2py u y u y= +  é uma solução particular procurada.

exemplo :

Resolva
2'' 4 ' 4 ( 1) xy y y x e− + = + .

Solução: Primeiro vamos resolver a equação homogênea associada:

'' 4 ' 4 0y y y− + =

A equação característica é 2 4 4 0r r− + = , cujas raízes são 2 e 2, 
raízes iguais. Portanto, 2 2

1 2,x xy e y xe= =  são soluções linear-
mente independentes da equação homogênea associada.
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Como encontrar  py ?

1 1 2 2py u y u y= + .

Pela fórmula  

2
1 ' '

1 2 1 2

1
2 ' '

1 2 1 2

( )

( )

y g xu dx
y y y y
y g xu dx

y y y y

= −
−

=
−

∫

∫

2 2 3 2

1 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2

( 1) ( 1)
(2 ) 2 3 2

( 1) ( 1)
(2 ) 2 2

x x

x x x x x

x x

x x x x x

e x x e x xu dx x x dx
e e x e e xe

e x e xu dx x dx x
e e x e e xe

+
= − = − + = − −

+ −

+
= = + = +

+ −

∫ ∫

∫ ∫
segue que

3 2 2
2 2( ) ( )

3 2 2
x x

p
x x xy e x xe= − − + +

.

Portanto, a solução geral é 

3 2 2
2 2 2 2( ) ( )

3 2 2
x x x xx x xy Ae Bxe e x xe= + + − − + +

.

variação de parâmetros para equações 
lineares de ordem superior
Para equações diferenciais lineares de ordem superior, procede-
mos de maneira análoga à de segunda ordem. Primeiro resolve-
mos o caso homogêneo associado, encontrando nyy ,...,1 , linear-
mente independentes. Buscamos uma solução particular na forma 

1 1 ...p n ny u y u y= + + . Encontramos ' '
1,..., nu u  resolvendo o sistema

' '
1 1
' '' ' ''
1 1

' ( 1) ' ( 1)
1 1

... 0

... 0

... ( ).

n n

n n

n n
n n

u y u y
u y u y

u y u y g x− −

 + + =


+ + =


 + + =



Integramos ' '
1,..., nu u .

bibliografia 

Dennis G. Zill, Michael R. Cullen. Equações Diferenciais, volume I. 
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tópico 21 – aplicações das equações 
lineares de segunda ordem com 
coeficientes constantes

Objetivo•	
Corpo em queda livre•	
Sistema Massa-Mola•	
Pêndulo simples•	
Corda Giratória•	
Circuitos em série•	
Bibliografia•	

objetivo
Resolver equações conhecidas na física. 

corpo em queda livre
2

2

d s g
dt

= −

Neste caso, estamos supondo g  constante. 
 

A equação homogênea é 
2

2 0d s
dt

= .  Um conjunto fundamental de 
soluções é { }1, t . 

Procuramos uma solução particular na forma 

Sabemos que 
2

2
1 ' '

1 2 1 2

1
2 ' '

1 2 1 2

( )
2

( ) .

y g x tu dx tgdx g
y y y y
y g xu dx gdx gt

y y y y

= − = − = −
−

= = =
−

∫ ∫

∫ ∫

donde
2

2 2
1 1 2 2

1
2 2p
ty u y u y g gt t= + = − + =

.

Encontramos a solução geral

21
2

s A Bt gt= + +
.

A constante A  é obtida fazendo 0=t . A velocidade é
's B gt= +

No instante 0=t  obtemos .B
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Também temos o problema de valor inicial

2

2

0
'

0

(0)

(0) .

d s g
dt
s s
s v


= −

 =
 =


cuja solução é 

2
0 0

1
2

s s v t gt= + +
.

sistema massa-mola

2

2

d xm kx
dt

= − .

Escrevemos a equação na forma

2

2 0d x k x
dt m

+ =
.

Equação característica

2 0kr
m

+ =
.

Raízes são

1

2 .

k kr i
m m
kr i
m

= − =

= −

pois 0, 0k m> > .  

A solução geral é 

cos k kx A t Bsen t
m m

= +
.

pêndulo simples

2

2 0d g sen
dt l
q

q+ =
.

Para resolver esta equação, vamos considerar pequenas oscilações 
e, neste caso, senq q≈ . Resolvemos a equação (para pequenas 
oscilações)
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2

2 0d g
dt l
q

q+ =

Equação característica:

2 0gr
l

+ =

As raízes são: 1 2,g g gr i r i
l l l

= − = = −

A solução geral é

cos g gA t Bsen t
l l

q = +
.

 corda giratória

2[ ( ) ] 0d dyT x p y
dx dx

w+ =
.

Para o caso em que ( )T x T=  (tensão constante), temos a equação
2

2
2 0d y p y

dx T
w+ =

.

A equação característica é

2 2 0pr
T
w+ =

cujas raízes são

1 2
P Pr w i r w i
T T

= =
 .

A solução geral é 

cos P Py A w x Bsenw x
T T

= +
.

circuitos em série
2

2

1 ( )d q dqL R q E t
dt dt C

+ + =
.

Vamos resolver primeiro o problema homogêneo associado

2

2

1 0d q dqL R q
dt dt C

+ + =
.
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A equação característica é

2 1 0Lr Rr
C

+ + =
.

As raízes são

2
2

1

2
2

2

14 4
2 2

14 4
2 2

R R L CR CR LCr
L C

R R L CR CR LCr
L L C

− − − − − −
= =

− + − − + −
= =

A solução geral vai depender das raízes.

bibliografia 

Dennis G. Zill, Michael R. Cullen. Equações Diferenciais, volume I. 
Tradução Antonio Zumpano, São Paulo, Makron Books, 2001.
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tópico 22 – equação de cauchy-euler

Introdução •	
Objetivo•	
Equação de Cauchy-Euler•	
Equação de Cauchy-Euler de ordem 2, caso homogêneo•	
Equação de Cauchy-Euler de ordem 2, caso não homogêneo•	
Sobre equações diferencias de Cauchy-Euler cuja ordem é •	
maior do que 2
Bibliografia•	

introdução 
Vamos	estudar	alguns	casos	de	equações	lineares		com	coeficien-
tes variáveis. Começamos com a equação de Cauchy-Euler.

objetivo
Resolver a equação de Cauchy-Euler.

equação de cauchy-euler
A equação diferencial linear de ordem n com	 coeficientes	 não	
constantes

( ) 1 ( 1) 2 '' '
1 2 1 0... ( )n n n n

n na x y a x y a x y a xy a y g x− −
−+ + + + + =

é chamada de equação de Cauchy-Euler.

equação de cauchy-euler 
de ordem 2,  caso homogêneo 
Tentaremos soluções da forma mxy = . Derivando em relação a x , 
obtemos

' 1

'' 2( 1)

m

m

m

y x
y mx
y m mx

−

−

=

=

= −

substituindo na equação

2 1 0( 1) 0m m ma x m m a mx a x− + + =

segue que

2 1 0( 1) 0a m m a m a− + + =

isto é,

2
2 1 0

2
2 1 2 0

( ) 0

( ) 0

a m m a m a
a m a a m a

− + + =

+ − + =
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Sejam 21 , mm  raízes da equação 2
2 1 2 0( ) 0a m a a m a+ − + = , po-

demos ter 3 casos:
raízes reais distintas•	
raízes reais iguais•	
raízes complexas•	

Raízes reais distintas
A solução geral é 

1 2m my Ax Bx= +

Raízes iguais 
Temos uma solução 

1
my x= .

Sabemos que podemos obter a segunda solução conhecendo a pri-
meira solução, pela fórmula

( ) ( )
1 1 1

1 1

( ) ( )

2 2 2 ln

b bdx dx
ax ax

m m m

m m

e ey x dx x dx x x
x x

− −∫ ∫
= = =∫ ∫

Portanto a solução geral é 

1 1 lnm my Ax Bx x= +

Raízes complexas conjugadas ,i ia b a b+ − . Claro que

( ) ( )i iy Ax Bxa b a b+ −= +

é uma solução geral. Mas queremos soluções reais, para isso, ve-
mos que

ln

ln

(cos ln ( ln ))
(cos ln ( ln ))

i i x

i i x

x x x e x x isen x
x x x e x x isen x

a b a b a

a b a b a

b b

b b− −

= = +

= = −

Tomamos 

1

2

2

2

i i

i i

x x x xy

x x x xy
i

a b a b

a b a b

−

−

−
=

−
=

isto é,

1

2

cos( ln )

( ln )

y x x
y x sen x

a

a

b

b

=

=

também são soluções da equação homogênea associada e consti-
tuem um conjunto fundamental de soluções. 
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Portanto, 

cos( ln ) ( ln )y Ax x Bx sen xa ab b= +

é solução geral da equação homogênea associada.

equação de cauchy-euler 
de ordem 2,  caso não homogêneo
Para encontrar uma solução particular da equação

2 '' '
2 1 0 ( )a x y a xy a y g x+ + =

não podemos usar anuladores. Para usar o método de variação dos 
parâmetros, temos de escrever a equação na forma  

'' ' 01
2 2

2 2 2

( )aa g xy y y
a x a x a x

+ + =

Exemplos:
1. Resolva 2 '' '2 4 0x y xy y− − =

Solução:
Tentaremos soluções da forma mxy = . Derivando em relação a x , 
obtemos

' 1

'' 2( 1)

m

m

m

y x
y mx
y m mx

−

−

=

=

= −

Substituindo na equação
2 '' '2 4 0x y xy y− − = ,

obtemos

( 1) 2 4 0m m mx m m mx x− − − = .

Segue que

( 1) 2 4 0m m m− − − =

isto é,
2

2

( ) 2 4 0
3 4 0

m m m
m m

− − − =

− − =

cujas raízes são: 4 e -1, raízes reais e distintas.

Solução geral
4 1y Ax Bx−= +
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2.  Resolva 2 '' '4 8 0x y xy y+ + =
Solução:
Tentaremos soluções da forma mxy = . Derivando em relação a 
x , obtemos

' 1

'' 2( 1)

m

m

m

y x
y mx
y m mx

−

−

=

=

= −

Substituindo na equação
2 '' '4 8 0x y xy y+ + = ,

obtemos
4 ( 1) 8 0m m mx m m mx x− + + = .

Segue que
4( 1) 8 1 0m m m− + + =

isto é,
24 4 1 0m m+ + =

cujas raízes são: 
2
1

−  e 
2
1

− , raízes reais iguais.

Solução geral

1 1
2 2 lny Ax Bx x

−
−

= +

3.  Resolva 2 '' '3 3 0x y xy y+ + =
Solução:
Tentaremos soluções da forma my x= . Derivando em relação a x , 
obtemos

' 1

'' 2( 1)

m

m

m

y x
y mx
y m mx

−

−

=

=

= −

Substituindo na equação
2 '' '3 3 0x y xy y+ + =

obtemos

( 1) 3 3 0m m mx m m mx x− + + = .

Segue que

( 1) 3 3 0m m m− + + =
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isto é,
2 2 3 0m m+ + =

cujas raízes são:       1
2 4 12 1 2

2
m i− + −

= = − +  

e 2
2 4 12 1 2

2
m i− − −

= = − − ,

raízes complexas.

Solução geral

1 1cos( 2 ln ) ( 2 ln )y Ax x Bx sen x− −= + .

sobre equações diferencias de cauchy-euler 
cuja ordem é maior do que 2

( ) 1 ( 1) 2 '' '
1 2 1 0... ( )n n n n

n na x y a x y a x y a xy a y g x− −
−+ + + + + =

O procedimento é o mesmo:
Resolvemos primeiro o caso homogêneo

( ) 1 ( 1) 2 '' '
1 2 1 0... 0n n n n

n na x y a x y a x y a xy a y− −
−+ + + + + =

Seguindo os passos:

' 1

'' 2

( )

( 1)
.
.
.

( 1)( 2)...( )

m

m

m

n m n

y x
y mx
y m mx

y m n m n m x

−

−

−

=

=

= −

= − − − −

substituindo na equação

( ) 1 ( 1) 2 '' '
1 2 1 0... 0n n n n

n na x y a x y a x y a xy a y− −
−+ + + + + = ,

encontramos a equação característica associada.

Encontramos as raízes.
Temos várias possibilidades para as raízes:
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Todas distintas
Solução geral para a homogênea:

1
1 ... nmm

ny A x A x= + +

Todas iguais

1 1 1 12 1
1 2 3ln (ln ) ... (ln )m m m m n

ny A x A x x A x x A x x −= + + + +

Opções misturadas. 
Temos que estudar cada caso.

Para resolver o caso não homogêneo, usamos variação de parâmetros.

bibliografia 

Dennis G. Zill, Michael R. Cullen. Equações Diferenciais, volume I. 
Tradução Antonio Zumpano, São Paulo, Makron Books, 2001.
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tópico 23 – introdução a 
séries de potências

Introdução•	
Objetivos•	
Séries de potências•	
Convergência•	
Intervalo de convergência•	
Raio de convergência•	
Convergência absoluta•	
Como calcular o raio de convergência•	
Derivação termo a termo•	
Integração termo a termo•	
Funções analíticas•	
Singularidades•	
Bibliografia•	

introdução 
Queremos resolver equações diferenciais usando séries de potên-
cias. Neste tópico, vamos estudar alguns pontos relevantes que 
envolvem séries de potências.

objetivos
Operar com séries de potências. Fazer algumas operações bási-
cas: somar, subtrair, multiplicar. Calcular o raio de convergência, o 
intervalo de convergência. Derivar e integrar séries de potências. 
Expandir uma função em séries de potências.

séries de potências 
A	soma	infinita

2
0 1 2

0
( ) ( ) ( ) ... ( ) ...n n

n n
n

a x a a a x a a x a a x a
∞

=

− = + − + − + + − +∑
  

 é chamada de série de potências centrada em a .

exemplo	1:

2

0
1 ... ...n n

n
x x x x

∞

=

= + + + + +∑

é uma série de potências centrada em ZERO.
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exemplo	2

2

0
( 5) 1 5 ( 5) ... ( 5) ...n n

n
x x x x

∞

=

− = + − + − + + − +∑

é uma série de potências centrada em 5.

convergência
Dizemos que

2
0 1 2

0
( ) ( ) ( ) ... ( ) ...n n

n n
n

a x a a a x a a x a a x a
∞

=

− = + − + − + + − +∑  

converge	se	esta	soma	infinita	é	um	número	real.

exemplo	1:
Para valores de 1 1x− < <  

2

0

11 ... ...
1

n n

n
x x x x

x

∞

=

= + + + + + =
−∑

portanto converge para estes valores.

exemplo	2:
para valores de 1 5 1x− < − <

2

0

1( 5) 1 5 ( 5) ... ( 5) ...
1 5

n n

n
x x x x

x

∞

=

− = + − + − + + − + =
− +∑

portanto converge para estes valores.

intervalo de convergência 
São todos os valores de x  para os quais a série converge.

exemplo	1:
Para valores de 1 1x− < <  

2

0

11 ... ...
1

n n

n
x x x x

x

∞

=

= + + + + + =
−∑

o intervalo é 1 1x− < < ou ( 1,1)−

exemplo	2:
Para valores de 1 5 1x− < − <

2

0

1( 5) 1 5 ( 5) ... ( 5) ...
1 5

n n

n
x x x x

x

∞

=

− = + − + − + + − + =
− +∑

o intervalo é 4 6x< <  ou (4,6)
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raio de convergência
O raio de convergência é ZERO se a série converge somente •	
num único ponto.
O	raio	de	convergência	é	infinito	se	a	série	converge	em	todos	•	
os pontos.
O raio de convergência  é •	 R  se a série converge .R x R− < <

Nos dois exemplos acima o raio de convergência é 1.

convergência absoluta
A série 

2
0 1 2

0
( ) ( ) ( ) ... ( ) ...n n

n n
n

a x a a a x a a x a a x a
∞

=

− = + − + − + + − +∑

converge absolutamente se a série 

2
0 1 2

0
| || ( ) | | | | || ( ) | | || ( ) | ... | || ( ) | ...n n

n n
n

a x a a a x a a x a a x a
∞

=

− = + − + − + + − +∑
converge. 

como calcular o raio de convergência
Se todos os termos da série são não nulos, então podemos tentar 
calcular 

1| |
| |lim n

n n

a
a
+

→∞ . 

Se este limite existir, então 

O raio de convergência é ZERO se 1| |
| |lim n

n n

a
a
+

→∞

= ∞ .

O	raio	de	convergência	é	infinito	se	 1| | 0
| |lim n

n n

a
a
+

→∞

= .

O raio de convergência  é 
1

1
| |
| |lim n

n n

R a
a
+

→∞

= .

Derivação termo a termo

2
0 1 2

0
( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ...n n

n n
n

f x a x a a a x a a x a a x a
∞

=

= − = + − + − + + − +∑

' 1 1
1 2

0
( ) ( ) 2 ( ) ... ( ) ...n n

n n
n

f x na x a a a x a na x a
∞

− −

=

= − = + − + + − +∑
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'' 2 2
2

0
( ) ( 1) ( ) 2 3.2( ) ... ( 1) ( ) ...n n

n n
n

f x n n a x a a x a n n a x a
∞

− −

=

= − − = + − + + − − +∑

e assim por diante.

As séries 

2
0 1 2

0
( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ...n n

n n
n

f x a x a a a x a a x a a x a
∞

=

= − = + − + − + + − +∑
' 1 1

1 2
0

( ) ( ) 2 ( ) ... ( ) ...n n
n n

n
f x na x a a a x a na x a

∞
− −

=

= − = + − + + − +∑
'' 2 2

2
0

( ) ( 1) ( ) 2 3.2( ) ... ( 1) ( ) ...n n
n n

n
f x n n a x a a x a n n a x a

∞
− −

=

= − − = + − + + − − +∑
têm o mesmo raio de convergência!

integração termo a termo

0

1 2 3 11 2
0

0

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ...
1 2 3 1

n
n

n

n nn n

n

f x dx a x a dx

a aa ax a dx C a x a x a x a x a
n n

∞

=

∞
+ +

=

= −

− = + − + − + − + + − +
+ +

∑∫ ∫

∑

As séries

2
0 1 2

0
( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ...n n

n n
n

f x a x a a a x a a x a a x a
∞

=

= − = + − + − + + − +∑
1 2 3 11 2

0
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ...
1 2 3 1

n nn n

n

a aa af x dx x a dx C a x a x a x a x a
n n

∞
+ +

=

= − = + − + − + − + + − +
+ +∑∫

têm o mesmo raio de convergência.

exemplo:
Calcule o raio de convergência da série

0

1
!

n

n
x

n

∞

=
∑

.

Solução: Temos de calcular o seguinte limite: 

1

1
| | ! ! 1( 1)! 01| | ( 1)! ( 1) ! ( 1)

!

lim lim lim lim limn

n n n n nn

a n nn
a n n n n

n

+

→∞ →∞ →∞ →∞ →∞

+= = = = =
+ + +

Portanto, R = ∞ .
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Mais exemplos de séries:

0

1
!

x n

n
e x

n

∞

=

=∑

2

0

( 1)cos
(2 )!

n
n

n
x x

n

∞

=

−
=∑

2 1

0

( 1)
(2 1)!

n
n

n
senx x

n

∞
+

=

−
=

+∑

funções analíticas
Uma função é analítica num ponto a  se pudermos escrever 

0
( ) ( )n

n
n

f x a x a
∞

=

= −∑
,

e esta série possuir um raio de convergência não nulo.

Neste caso, 
( )

0

( )( ) ( )
!

n
n

n

f af x x a
n

∞

=

= −∑

chamada série de Taylor.

singularidades
Um ponto a é dito ponto não singular de   )(xf  se )(xf  é analí-
tica em  a . Caso contrário, a  é dito ponto singular.

bibliografia 

Dennis G. Zill, Michael R. Cullen. Equações Diferenciais, volume I. 
Tradução Antonio Zumpano, São Paulo, Makron Books, 2001.
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tópico 24 – soluções de equações 
diferenciais usando série de potências

Objetivo•	
Exemplos•	
Bibliografia•	

objetivo
Encontrar soluções aproximadas de equações diferenciais usando 
série de potências em torno de pontos não singulares.

exemplos:
exemplo	1: encontre soluções para

''4 0y y+ =

na forma de série de potências.

Solução:

0

n
n

n
y a x

∞

=

=∑

' 1

1

n
n

n
y na x

∞
−

=

=∑

'' 2

2
( 1) n

n
n

y n n a x
∞

−

=

= −∑

Substituindo na equação

'' 2

2 0
4 4 ( 1) 0n n

n n
n n

y y n n a x a x
∞ ∞

−

= =

+ = − + =∑ ∑

fazendo 2k n= −  na primeira  e nk =  na segunda

2
0 0
4( 2)( 1) 0k k

k k
n k

k k a x a x
∞ ∞

+
= =

+ + + =∑ ∑

2
0
(4( 2)( 1) ) 0k

k k
n

k k a a x
∞

+
=

+ + + =∑
portanto,

24( 2)( 1) 0k kk k a a++ + + =

obtemos a fórmula de recorrência

2 4( 2)( 1)
k

k
aa

k k+ = −
+ +

donde, fazendo 0=k
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0 0
2 4(0 2)(0 1) 8

a aa = − = −
+ +

fazendo 1=k
1

3 4(1 2)(1 1)
aa = −

+ +

fazendo 2=k
02

4
1

4(2 2)(2 1) 4(2 2)(2 1) 8
aaa = − =

+ + + +

fazendo 3=k
3 1

5
1

4(3 2)(3 1) 4(3 2)(3 1) 4(1 2)(1 1)
a aa = − =

+ + + + + +

fazendo 4=k

 

04
6

1 1
4(4 2)(4 1) 4(4 2)(4 1) 4(2 2)(2 1) 8

aaa = − = −
+ + + + + +

e assim por diante.

exemplo	2:
2 '' '( 1) 0x y xy y+ + − =

Solução:

0

n
n

n
y a x

∞

=

=∑

' 1

1

n
n

n
y na x

∞
−

=

=∑

'' 2

2
( 1) n

n
n

y n n a x
∞

−

=

= −∑

Substituindo na equação

2 '' ' 2 2 1

2 0 0
( 1) ( 1) ( 1) 0n n n

n n n
n n n

x y xy y x n n a x x na x a x
∞ ∞ ∞

− −

= = =

+ + − = + − + − =∑ ∑ ∑
2

2 0 1 0
( 1) ( 1) 0n n n n

n n n n
n n n n

n n a x n n a x na x a x
∞ ∞ ∞ ∞

−

= = = =

− + − + − =∑ ∑ ∑ ∑

fazendo 2−= nk  na segunda  e nk =  nas demais

2
2 0 1 0

( 1) ( 2)( 1) 0k k k k
k k k k

k k k k
k k a x k k a x ka x a x

∞ ∞ ∞ ∞

+
= = = =

− + + + + − =∑ ∑ ∑ ∑
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( )2
2

( 2)( 1) [ ( 1) 1] 0k
k k

k
k k a k k k a x

∞

+
=

+ + + − + − =∑

2
( 1)
( 2)

k
k

k aa
k+

−
= −

+

donde, fazendo 0=k
0 0

2
(0 1)
(0 2) 2

a aa −
= − =

+

fazendo 1=k
03 =a

fazendo 2=k

02 2 2
4

(2 1) (2 1) (2 1) (2 1)
(2 2) (2 2) (2 2) (2 2) 2

aa a aa − − − −
= − = − = − = −

+ + + +

fazendo 3=k
05 =a

fazendo 

 

04
6

(4 1) (4 1) (2 1)
(4 2) (4 2) (2 2) 2

aaa − − −
= − =

+ + +

e assim por diante.

bibliografia 

Dennis G. Zill, Michael R. Cullen. Equações Diferenciais, volume I. 
Tradução Antonio Zumpano, São Paulo, Makron Books, 2001.
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tópico 25 – soluções de equações 
diferenciais usando série de potências. 
pontos ordinários e singulares de uma 
equação diferencial.

Objetivo•	
Ponto ordinário•	
Método de solução para pontos ordinários•	
Método de solução para pontos não ordinários  •	
Método de solução – equação indicial•	
Raízes da equação indicial que não diferem por um inteiro positivo•	
Raízes que diferem por um inteiro•	
Aplicações•	
Bibliografia•	

objetivo
Resolver equações usando série de potências expandidas em pon-
tos ordinários ou singulares. 

ponto ordinário 
Dada uma equação diferencial 

'' '
0 1 2( ) ( ) ( ) 0a x y a x y a x y+ + =

escrevemos na forma
'' '( ) ( ) 0y P x y Q x y+ + =

0x  é um ponto ordinário se )(xP  e )(xQ são analíticas em 0x .

Exemplo:
1. Na equação 00 =x  é um ponto ordinário

'' ' ( ) 0y y sen x y+ + =

00 =x  é um ponto ordinário

2. 00 =x  é um ponto ordinário da equação '' ( ) 0xy sen x y+ = , 

pois 2 4( ) 1 11
3! 5!

sen x x x
x

= − + −  uma série de potência em torno 

de ZERO.

3. 00 =x  não é um ponto ordinário da equação
'' ' ln( ) 0y y x y+ + = ,
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pois )ln(x não pode ser escrito como uma série de potência em 
torno de 00 =x .

método de solução para pontos ordinários 
Primeiro obtemos as séries de potências

0
( ) ( )n

n
n

P x p x a
∞

=

= −∑

0
( ) ( )n

n
n

Q x q x a
∞

=

= −∑
depois, fazemos

0
( )n

n
n

y a x a
∞

=

= −∑
,

' 1

1
( )n

n
n

y na x a
∞

−

=

= −∑

'' 2

2
( 1) ( )n

n
n

y n n a x a
∞

−

=

= − −∑

e substituímos na equação:
'' '( ) ( ) 0y P x y Q x y+ + =

Encontramos uma relação de recorrência.
Dá bastante trabalho, mas sempre encontraremos pelo menos uma 
solução em série de potências.

método de solução 
para pontos não ordinários.  
Também podemos resolver para os casos em que, para algum r , con-
seguimos escrever ( ) ( )x a P x−  e 2( ) ( )x a Q x−  em série de potên-
cia. Isto é,

0
( ) ( ) ( )n

n
n

x a P x p x a
∞

=

− = −∑

2

0
( ) ( ) ( )n

n
n

x a Q x q x a
∞

=

− = −∑
Exemplos: equações de Bessel

2 2
'' '

2

1 ( ) 0x vy y y
x x

−
+ + =
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método de solução –  equação indicial
Tentamos uma solução do tipo

0
( )n r

n
n

y a x a
∞

+

=

= −∑
,

' 1

1
( ) ( )n r

n
n

y n r a x a
∞

+ −

=

= + −∑

'' 2

2
( )( 1) ( )n r

n
n

y n r n r a x a
∞

+ −

=

= + + − −∑

e substituímos na equação:
'' '( ) ( ) 0y P x y Q x y+ + =

obtemos

2

0

0 0

2
0 0

( )( 1) ( )

1 ( ) ( ) ( )

1 ( ) ( ) 0
( )

n r
n

n

n n
n n

n n

n n
n n

n n

n r n r a x a

p x a n r a x a
x a

q x a a x a
x a

∞
+ −

=

∞ ∞

= =

∞ ∞

= =

+ + − −

+ − + −
−

+ − − =
−

∑

∑ ∑

∑ ∑

e podemos cancelar

 

2

0

2

0 0

2

0 0

( )( 1) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) 0

n r
n

n

n n r
n n

n n

n n r
n n

n n

n r n r a x a

p x a n r a x a

q x a a x a

∞
+ −

=

∞ ∞
+ −

= =

∞ ∞
+ −

= =

+ + − −

+ − + −

+ − − =

∑

∑ ∑

∑ ∑

fazendo 0=n  

2 2 2
0 0 0 0 0( )( 1) ( ) ( ) ( ) 0r r rr r a x a rp a x a q a x a− − −− − + − + − =

donde obtemos a equação indicial

0 0( )( 1) 0r r rp q− + + =
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Obtemos as raízes 21 , rr , substituímos em

2

0

2

0 0

2

0 0

( )( 1) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) 0

n r
n

n

n n r
n n

n n

n n r
n n

n n

n r n r a x a

p x a n r a x a

q x a a x a

∞
+ −

=

∞ ∞
+ −

= =

∞ ∞
+ −

= =

+ + − −

+ − + −

+ − − =

∑

∑ ∑

∑ ∑

Encontramos a relação de recorrência. Encontramos sempre pelo 
menos uma solução.

Temos três casos a considerar:

raízes da equação indicial  que não diferem 
por um inteiro positivo
Neste caso, resolvemos as relações de recorrência para cada raiz 
da equação indicial.

raízes que diferem por um inteiro
Resolvemos as duas relações de recorrência, mas a segunda solu-
ção será da forma

2
2 1

0
ln( ) ( )n r

n
n

y Cy x a a x a
∞

+

=

= − + −∑

onde C é uma constante que poderá ser zero.

raízes iguais 

2
2 1

0
ln( ) ( )n r

n
n

y y x a a x a
∞

+

=

= − + −∑

Aplicações
Vamos aplicar estes conceitos para resolver a equação de Bessel.

bibliografia 

Dennis G. Zill, Michael R. Cullen. Equações Diferenciais, volume I. 
Tradução Antonio Zumpano, São Paulo, Makron Books, 2001.



f í s i c a
e q u a ç õ e s  d i f e r e n c i a i s  l i n e a r e s

125

tópico 26 – equações de bessel

Objetivo•	
Equação de Bessel•	
Método de solução por séries•	
Bibliografia•	

objetivo
Resolver as equações de Bessel.

equação de bessel
A equação 

2 2
'' '

2

1 ( ) 0x vy y y
x x

−
+ + =

é chamada de equação de Bessel.
 

método de solução por séries
Tentamos uma solução do tipo

0

n r
n

n
y a x

∞
+

=

=∑
,

' 1

1
( ) n r

n
n

y n r a x
∞

+ −

=

= +∑

'' 2

2
( )( 1) n r

n
n

y n r n r a
∞

+ −

=

= + + −∑

e substituímos na equação:

2 2
'' '

2

1 ( ) 0x vy y y
x x

−
+ + =

.

Obtemos

2

0

1

0
2 2

2
0

( )( 1)

1 ( )

0

n r
n

n

n r
n

n

n r
n

n

n r n r a x

n r a x
x
x v a x

x

∞
+ −

=

∞
+ −

=

∞
+

=

+ + −

+ +

−
+ =

∑

∑

∑
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Fazendo algumas contas

 

2

0

2

0

2 2

0 0

( )( 1)

( )

0

n r
n

n

n r
n

n

n r n r
n n

n n

n r n r a x

n r a x

a x v a x

∞
+ −

=

∞
+ −

=

∞ ∞
+ + −

= =

+ + −

+ +

+ − =

∑

∑

∑ ∑

vamos substituir  2−= kn  , na terceira série e kn = nas demais

2

0

2

0

2 2 2
2

2 0

( )( 1)

( )

0

k r
k

k

k r
k

k

k r k r
k k

k k

k r k r a x

k r a x

a x v a x

∞
+ −

=

∞
+ −

=

∞ ∞
+ − + −

−
= =

+ + −

+ +

+ − =

∑

∑

∑ ∑

Fazendo a soma das séries

2

0

2

0

2 2 2
2

2 0

( )( 1)

( )

0

r k
k

k

r k
k

k

r k r k
k k

k k

x k r k r a x

x k r a x

x a x v x a x

∞
−

=

∞
−

=

∞ ∞
− −

−
= =

+ + −

+ +

+ − =

∑

∑

∑ ∑  

 donde

0

0

2
2

2 0

( )( 1)

( )

0

k
k

k

k
k

k

k k
k k

k k

k r k r a x

k r a x

a x v a x

∞

=

∞

=

∞ ∞

−
= =

+ + −

+ +

+ − =

∑

∑

∑ ∑

e

0 1

0 1

2
2

2
2 2

0 1

( )( 1) (1 )(1 1)
( ) (1 )

[( )( 1) ]

0

k
k k k

k

r r a r r a x
r a r a x

a a v k r k r k r a x

v a v a x

∞

−
=

− + + + −
+ + +

 + − + + + − + + 

− − =

∑
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e ainda
2 2 2 2

0 1

2
2

2

( ) 1 2

[( )( 1) ]

0

k
k k k

k

r v a r r v a x

a a v k r k r k r a x
∞

−
=

 − + + + − 

 + − + + + − + + 

=

∑

Equação indicial
A equação indicial é

2 2 0r v− =

cujas raízes são:
vv −,

Substituindo na série acima, obtemos a fórmula de recorrência 

 

1

2
2

2

(1 2 ) 0

( )( 1)

( 2 )

k
k

k
k

r a
aa

k r k r k r r

aa
k k r

−

−

+ =

= −
 + + − + + − 

= −
+

Fazendo 01 =a  temos os termos ímpares todos nulos. Isto é, 

2 1 0ja + =  para 0, 1, 2,...j j j= = =

2 2 2 2
2 2 (2 2 ) 4 ( )

j j
j

a a
a

j j r j j r
− −= − = −
+ +

donde,

0
2 4(1 )

aa
r

= −
+

2.2 2 0
4

1
4.2(2 ) 4.2(2 ) 4(1 )

a aa
r r r

−= − =
+ + +

2.3 2 0
6

1 1
4.3(3 ) 4.3(3 ) 4.2(2 ) 4(1 )

a aa
r r r r

−= − = −
+ + + +

donde,

0
2

0
2

( 1)
4 . !( )( 1 )...(3 )(2 )(1 )
( 1) (1 )
4 . ! ( )

n

n n

n

n n

aa
n n r n r r r r

a ra
n n r

−
=

+ − + + + +

− Γ +
=

Γ +
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onde 
(1 1) (1 ) (1 )
(1 2) ( 2) ( 2) ( 2)( 1) ( 1)

r r r
r r r r r r

Γ + + = + Γ +
Γ + + = + Γ + = + + Γ +

e assim por diante.

Obtemos

20
1

0

( 1) (1 )
4 . ! ( )

n
n r

n
n

a ry x
n n r

∞
+

=

− Γ +
=

Γ +∑

chamada equação de Bessel de primeira espécie e denotada por

20

0

( 1) (1 )( )
4 . ! ( )

n
n v

v n
n

a vJ x x
n n v

∞
+

=

− Γ +
=

Γ +∑

Escolhendo a outra raiz, obtemos, da mesma maneira,

20

0

( 1) (1 )( )
4 . ! ( )

n
n v

v n
n

a vJ x x
n n v

∞
−

−
=

− Γ −
=

Γ −∑

Se v  não é um inteiro, obtemos a solução geral

v vy AJ BJ−= +

exemplo:

Resolva 2 '' ' 2 1( ) 0
4

x y xy x y+ + − =

Solução: 1 1
2 2

y AJ BJ
−

= +

bibliografia 

Dennis G. Zill, Michael R. Cullen. Equações Diferenciais, volume I. 
Tradução Antonio Zumpano, São Paulo, Makron Books, 2001.
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tópico 27 – equações de legendre

Objetivo•	
Equações de Legendre•	
Método de solução•	
Polinômios de Legendre•	
Bibliografia•	

objetivo
Resolver as equações de Legendre.

equações de legendre
2 '' '(1 ) 2 ( 1) 0x y xy n n y− − + + =

 
método de solução
Como 0=x  é um ponto ordinário, tentaremos uma solução 
do tipo

0

n
n

n
y a x

∞

=

=∑
,

' 1

1

n
n

n
y na x

∞
−

=

=∑

'' 2

2
( )( 1) n

n
n

y n n a x
∞

−

=

= −∑

Substitundo na equação

2 '' '(1 ) 2 ( 1) 0x y xy n n y− − + + =

obtemos

2 2

0

1

0

0

(1 ) ( )( 1)

2 ( )

( 1) 0

n
n

n

n
n

n

n
n

n

x n n a x

x n a x

n n a x

∞
−

=

∞
−

=

∞

=

− −

−

+ + =

∑

∑

∑

fazendo algumas contas e lembrando que )1( +nn da equação não 
tem ligação com o índice do somatório. Fazemos, então, para não 
haver confusão, kn =  no somatório. Obtemos
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2

0 0

0

0

( )( 1) ( )( 1)

2( )

( 1) 0

k k
k k

k k

k
k

n

k
k

k

k k a x k k a x

k a x

n n a x

∞ ∞
−

= =

∞

=

∞

=

− − −

−

+ + =

∑ ∑

∑

∑
Portanto,

2

0 0

0

0

( )( 1) ( )( 1)

2( )

( 1) 0

k k
k k

k k

k
k

n

k
k

j

k k a x k k a x

k a x

n n a x

∞ ∞
−

= =

∞

=

∞

=

− − −

−

+ + =

∑ ∑

∑

∑

Vamos substituir  2−= kj  , na primeira série, kj = nas demais

2
0 0

0

0

( 2)( 1) ( )( 1)

2( )

( 1) 0

j j
j j

j j

j
j

j

j
j

j

j j a x j j a x

j a x

n n a x

∞ ∞

+
= =

∞

=

∞

=

+ + − −

−

+ + =

∑ ∑

∑

∑

Calculando

2
0

( 2)( 1) ( )( 1) 2 ( 1) 0j
j j j j

j
j j a j j a ja n n a x

∞

+
=

 + + − − − + + = ∑
donde

2( 2)( 1) ( )( 1) 2 ( 1) 0j j j jj j a j j a ja n n a++ + − − − + + =

obtemos a fórmula de recorrência 

2
( )( 1) 2 ( 1)

( 2)( 1)j j
j j j n na a

j j+

− + − +
=

+ +
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Fazendo	algumas	simplificações	

2

2 2

2

2

( )( 1) 2 ( 1)
( 2)( 1)

( )( )
( 2)( 1) ( 2)( 1)

( )[ 1]
( 2)( 1)

j j

j j j

j j

j j j n na a
j j

j j n n j n j n j na a a
j j j j

j n j na a
j j

+

+

+

− + − +
=

+ +

+ − − − + + −
= =

+ + + +
− + +

=
+ +

2
( )[ 1]

( 2)( 1)j j
j n j na a

j j+

− + +
=

+ +  

donde a fórmula de recorrência é 

2
( )[ 1]

( 2)( 1)j j
j n j na a

j j+

− + +
=

+ +

2 0
( )[ 1]

(2)(1)
n na a+

= −

3 1
(1 )[1 1]

(1 2)(1 1)
n na a− + +

=
+ +

4 0
(2 )[2 1] ( )[ 1]

(2 2)(2 1) (2)(1)
n n n na a− + + +

= −
+ +

obtemos a solução geral

2 4 6
0

3 5 7
1

( 1) ( 2) ( 1)( 3) ( 4)( 2) ( 1)( 3)( 5)(1 ...
2! 4! 6!

( 1)( 2) ( 3)( 1)( 2)( 4) ( 5)( 3)( 1)( 2)( 4)( 6)( ...
3! 5! 7!

n n n n n n n n n n n ny a x x x

n n n n n n n n n n n na x x x x

+ − + + − − + + +
= − + − +

− + − − + + − − − + + +
+ − + − +



f í s i c a
e q u a ç õ e s  d i f e r e n c i a i s  l i n e a r e s

132

polinômios de legendre
Fazendo escolhas adequadas para 10 ,aa  obtemos os polinômios 
de Legendre.

0

1

2
2

3
3

( ) 1
( )

1( ) (3 1)
2
1( ) (5 3 )
2

P x
P x x

P x x

P x x x

=
=

= −

= −

e assim por diante. Lembre-se de que
0

1

2
2

3
3

( ) 1
( )

1( ) (3 1)
2
1( ) (5 3 )
2

.

.

.
( )n

P x
P x x

P x x

P x x x

P x

=
=

= −

= −

são soluções, respectivamente, das equações 
2 '' '(1 ) 2 0x y xy− − =

2 '' '(1 ) 2 1(1 1) 0x y xy y− − + + =
2 '' '(1 ) 2 2(2 1) 0x y xy y− − + + =
2 '' '(1 ) 2 3(3 1) 0x y xy y− − + + =

e
2 '' '(1 ) 2 ( 1) 0x y xy n n y− − + + = .

bibliografia 

Dennis G. Zill, Michael R. Cullen. Equações Diferenciais, volume I. 
Tradução Antonio Zumpano, São Paulo, Makron Books, 2001.
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tópico 28 – transformada de laplace

Introdução•	
Objetivo•	
Transformada de laplace•	
Transformada inversa de laplace•	
Algumas propriedades da transformada de laplace•	
Crescimento exponencial  •	
Relação entre a transformada e as equações diferenciais•	
Uma pequena tabela de transformadas de laplace•	
Quando podemos calcular a transformada de laplace?•	
Propriedades da transformada inversa•	
Bibliografia•	

introdução
Usamos a transformada de Laplace para resolver equações diferen-
ciais	 lineares	nas	quais	os	coeficientes	não	necessariamente	são	
contínuos. 

objetivo
Resolver equações diferenciais com condições de valor inicial 
usando a transformada de Laplace.

 
transformada de laplace
Dada uma função f , a transformada de Laplace de

f  é a integral

0

( ) ( )stL f e f t dt
∞

−= ∫

Se f é uma função em t , então 
0

( ) ( )stL f e f t dt
∞

−= ∫  é uma fun-
ção em s .

transformada inversa de laplace

Se 1)( =tf , então
0

1 1(1) lim
st

st

t

eL e dt
s s s

∞ −
−

→∞
= = + =

−∫
A transformada inversa de 

s
1

 é ( ) 1f t = .

A transformada inversa é dada pelo seguinte:

Se 
0

( ) ( ) ( )stF s L f e f t dt
∞

−= = ∫ , então 1( )L F f− = .
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algumas propriedades da transformada de 
laplace
1. 

[ ]
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )st st stL f g e f t g t dt e f t dt e t t dt L f L g
∞ ∞ ∞

− − −+ = + = + = +∫ ∫ ∫

2.

 
[ ]

0 0

( ) ( ) ( ) ( )st stL cf e cf t dt c e f t dt cL f
∞ ∞

− −= = =∫ ∫

Usando integração por partes, temos a seguinte propriedade en-
volvendo a derivada de uma função 

3. 
' '

0 0

( ) ( ) lim ( ) (0) ( ) (0) ( )st st st

t
L f e f t dt e f t f s e f t dt f sL f

∞ ∞
− − −

→∞
= = − + = − +∫ ∫

4. De (3) também temos o seguinte

'1 1( ) (0) ( )L f f L f
s s

= +

Usando a propriedade (3) duas vezes, obtemos

5. 
'' ' ' ' ' 2( ) (0) ( ) (0) [( (0) ( )] (0) (0) ( )L f f sL f f s f sL f sf f s L f= − + = − + − + = − − +

6. Isolando )( fL em (5), obtemos 

' ''

2

(0) (0) ( )( ) sf f L fL f
s

+ +
=

crescimento exponencial  
Para que o limite, que aparece em (3), seja zero, a função f  não 
pode ser qualquer função.  Vamos nos restringir às funções que 
têm crescimento exponencial.

Dizemos que uma função f tem crescimento exponen-

cial  se, para algum c , tem-se lim ( ) 0ct

t
e f t−

→∞
= . Neste caso, 

0

( ) ( ) ( )stF s L f e f t dt
∞

−= = ∫ 	está	definida	para	todo	 cs > .
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exemplo	1 : Calcule )(tL

Solução: 2

1 1 1( ) (0) (1)L t f L
s s s

= + =

exemplo	2 : Calcule 2( )L t

Solução: 2
3

1 1 2 2( ) (0) (2 ) ( )L t L t L t
s s s s

= + = =

exemplo	3 : Calcule ( )atL e

1 1 1 1( ) (1) ( ) (1) ( )

1( )(1 )

1( )

at at at

at

at

L e L ae aL e
s s s s

aL e
s s

L e
s a

= + = +

− =

=
−

exemplo	4 : Calcule (cos )L kt .

Solução: ' '' 2(cos ) , (cos ) coskt ksenkt kt k kt= − = −

2 2

2 2

( cos ) (cos )(cos ) s L k kt s k L ktL kt
s s

+ − −
= =

donde,
2

2 2

2 2

(cos )(1 )

(cos )

k sL kt
s s

sL kt
s k

+ =

=
+

exemplo	5 : Calcule ( )L senkt .

Solução: ' '' 2( ) cos , ( )senkt k kt senkt k senkt= = −

2 2

2 2

( ) ( )( ) k L k senkt k k L senktL senkt
s s

+ − −
= =

donde, 

2

2 2

2 2

( )(1 )

( )

k kL senkt
s s
kL senkt

s k

+ =

=
+
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relação entre a transformada e  as equações 
diferenciais
Exemplo:	dada	a	equação	diferencial	com	coeficientes	constantes

'' ' 1ay by cy+ + = . Usando as propriedades acima, obtemos

 '' '( ) (1)L ay by cy L+ + =

 

'' '

' 2

' 2

3 2

1( ) ( ) ( )

1(0) (0) ( ) (0) ( ) ( )

1 (0) (0) (0)( )

aL y bL y cL y
s

asy ay as L y by bsL y cL y
s

asy as y bsyL y
as bs cs

+ + =

− − + − + + =

+ + +
=

+ +

Portanto, aplicando a transformada inversa em ambos os lados, ob-
temos a solução geral.

' 2
1

3 2

1 (0) (0) (0)( )asy as y bsyy L
as bs cs

− + + +
=

+ +
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Uma pequena tabela de transformadas de Laplace.

1( ) ( ( ))f t L F s−= ( ) ( )Lf t F s=

1 s
1

t
2

1
s

nt !
n

n
s

cos kt
2 2

s
s k+

senkt
2 2

k
s k+

ate 1
1 a−

ate senkt
2 2( )

k
s a k− +

cosate kt
2 2( )

s a
s a k

−
− +

n att e
1

!
( )n

n
s a +−

quando podemos calcular a transformada 
de laplace?
Observamos que )( fL 	está	bem	definida	se	 f for contínua por 
partes e tenha crescimento exponencial.

exemplo : 
2

( ) tf t e=  não tem crescimento exponencial. Neste caso, 
não podemos calcular a transformada de Laplace desta função.

exemplo : Calcule )( fL  onde ( ) 0f t =  se 0 3t≤ <  e ( ) 2f t =  
se 3t ≥ .
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Solução: Como f  é contínua por partes 

3 3

0 3

( ) (0) 2 2 , 0
s

st st eL f e dt e dt s
s

∞ −
− −= + = >∫ ∫ .

propriedades da transformada inversa

1. 1 1 1( ) ( ) ( )L F G L F L G− − −+ = +

2. 1 1( ) ( )L cF cL F− −=

bibliografia 
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tópico 29 – transformada de funções 
descontínuas  

Objetivo•	
Translação de uma transformada de Laplace - Primeiro teore-•	
ma de translação
Forma inversa do primeiro teorema de translação•	
Transformada de Laplace de funções descontínuas•	
Função de grau unitário•	
Segundo teorema de translação•	
Forma inversa do segundo teorema de translação•	
A derivada de transformadas•	

objetivo
Calcular a transformada de Laplace de funções descontínuas.

translação de uma transformada de laplace 
–  primeiro teorema de translação

( ) ( )atL e f F s a= −

De fato,

se 
0

( ) ( ) ( )stL f e f t dt F s
∞

−= =∫ , então

( )

0 0

( ) ( ) ( ) ( )at st at s a tL e f e e f t dt e f t dt F s a
∞ ∞

− − −= = = −∫ ∫

exemplo : Calcule ( cos )atL e kt . 

Solução: 2 2(cos ) ( ) sL kt F s
s k

= =
+

2 2( cos ) ( )
( )

at s aL e kt F s a
s a k

−
= − =

− +

forma inversa do primeiro teorema de 
translação

1( ) ( ( )).ate f t L F s a−= −

transformada de laplace de funções 
descontínuas
A transformada de Laplace pode ser calculada mesmo quando as 
funções não são contínuas.
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função de grau unitário

1,
( )

0, 0
t a

H t a
t a

≥
− =  ≤ <

A transformada de Laplace da função de grau unitário é

0 0

1( ( )) ( ) (0)
a

st st st sa

a

L H t a e H t a dt e dt e dt e
s

∞ ∞
− − − −− = − = + =∫ ∫ ∫

Utilizamos	a	função	de	grau	unitário	para	função	definida	por	partes

exemplo	1 : Se

2 1, 2
( )

, 2
t t

f t
t t
 + ≥

= 
<  

escrevemos 2( ) ( 2) ( 2)( 1)f t t H t t H t t= − − + − + .

exemplo	2 : Se

( ),
( )

( ), 0
g t t a

f t
m t t a

≥
=  ≤ <  então podemos escrever 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f t m t H t a m t H t a g t= − − + − .

exemplo	3:

( ) ( 3)cos5f t H t t= −

é a função

cos5 , 3
( )

0, 0 3
t t

f t
t
≥

=  ≤ <

exemplo	4 : a função ( ) [ ( 3) ( 1)]cos5f t H t H t t= − − −

é a função

0, 0 1
( ) cos5 , 1 3

0, 3

t
f t t t

t

≤ <
= − ≤ <
 ≥
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A equação diferencial 

( ),
( )

( ), 0
g t t a

f t
m t t a

≥
=  ≤ <  e

'' ' ( )y ty f t+ = .

pode ser escrita na forma

'' ' ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y ty m t H t a m t H t a g t+ = − − + − .

segundo teorema de translação

( ( ) ( )) ( ( ))saL H t a f t a e L f t−− − =

A transformada de Laplace de ( ) ( ) cos5f t H t a t= −  é

0 0

( )

0 0

( ( ) cos5 ) ( ) cos5 (0) cos5

cos5( ) cos5( ) (cos5( ))

a
st st st

a

s t a sa st sa

L H t a t e H t a tdt e dt e tdt

e t a dt e e t a dt e L t a

∞ ∞
− − −

∞ ∞
− + − − −

− = − = +

= + = + = +

∫ ∫ ∫

∫ ∫

Da mesma forma, a transformada de Laplace de 

( ) ( )H t a f t a− −

0 0

( )

0 0

( ( ) ( )) ( ) ( ) (0) ( )

( ) ( ) ( ( ))

a
st st st

a

s t a sa st sa

L H t a f t a e H t a f t a e dt e f t a dt

e f t dt e e f t dt e L f t

∞ ∞
− − −

∞ ∞
− + − − −

− − = − − = + −

= = =

∫ ∫ ∫

∫ ∫

exemplo : calcule ( ( 2)( 2))L H t t− − .

Solução: 
2

2
2( ( 2)( 2)) ( )

s
s eL H t t e L t

s

−
−− − = =

Forma inversa do segundo teorema de translação
1( ) ( ) ( ( ))saH t a f t a L e F s− −− − =

exemplo : calcule  1 2 1( ).sL e
s

− −

Solução: 1 2 11 1( ) ( 2) ( ) ( 2)sL e H t L H t
s s

− − −= − = −
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a derivada de transformadas
A derivada da transformada também pode ser útil para calcular al-
gumas transformadas.

( ( )) ( 1) ( )
n

n n
n

dL t f t F s
ds

= −

exemplo : calcule 3( )tL te .

Solução:

3 3
2

1 1( ) ( 1) ( )
3 ( 3)

t td dL te L e
ds ds s s

= − = − =
− −

bibliografia 
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tópico 30 – convolução

Objetivo•	
Convolução•	
Algumas propriedades da convolução•	
Convolução de funções periódicas•	
Bibliografia	•	

objetivo
Calcular transformadas de Laplace usando convolução.

convolução
Se f e g  forem contínuas por partes no intervalo  [0, )∞ então a 
convolução de f e g , denotada por *f g , é dada pela integral

0

* ( ) ( )
t

f g f g t dt t t= −∫

algumas propriedades da convolução

1. * *f g g f=

De fato, 
0

* ( ) ( )
t

f g f g t dt t t= −∫
fazendo

 
u t
du d

t
t

= −
= −

0 0

0

* ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) *
t

t t

f g f t u g u du f t u g u du f t u g u du g f= − − = − − = − =∫ ∫ ∫

2. ( * ) ( ) ( )L f g L g L f= .

De fato 

0 0

( * ) ( ) ( )
t

stL f g e f g t d dtt t t
∞

−  
= − 

 
∫ ∫

Como 1 ( )H tt− − é UM para tt < , podemos acrescentar na se-
gunda integral. Observe:

[ ]
0 0

1 ( ) ( ( ) ( )
t

ste H t f g t d dtt t t t
∞

−  
= − − − 

 
∫ ∫

τ

τ

τ τ τ

τ τ

τ

τ τ τ

τ

τ τ τ τ

τ
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Como 1 ( )H tt− − é zero para t>t , podemos integrar a segunda 
integral	até	o	infinito.

[ ]
0 0

1 ( ) ( ( ) ( )ste H t f g t d dtt t t t
∞ ∞

−  
= − − − 

 
∫ ∫

O ste− não depende de t , podemos colocá-lo dentro da segunda 
integral

[ ]
0 0

1 ( ) ( ( ) ( )stH t e f g t d dtt t t t
∞ ∞

− 
= − − − 

 
∫ ∫

Podemos trocar a ordem de integração

[ ]
0 0

1 ( ) ( ( ) ( )stH t e f g t dt dt t t t
∞ ∞

− 
= − − − 

 
∫ ∫

fazendo a mudança de coordenadas

v t
dv dt

t= −
=

[ ] ( )

0 0

1 ( ) ( ( ) ( )s vH v e f g v dt dt t t
∞ ∞

− + 
= − − 

 
∫ ∫

como 1 ( )H v− − é UM sempre.

0 0

0 0

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ),

s sv

s sv

f e e g v dv d

f e d e g v dv

L f L g

t

t

t t

t t

∞ ∞
− −

∞ ∞
− −

 
=  

 
 

=  
 

=

∫ ∫

∫ ∫

pois,

0

0

( ) ( ) ,

( ) ( )

st

su

L f e f t dt

L g e g u du

∞
−

∞
−

=

=

∫

∫

exemplo : calcule 
0

( ( ) )
t

L e sen t dt t t−∫ .

Solução: 
0

( ( ) ) *
t

te sen t d e sentt t t− =∫  então

τ τ

τ τ τ τ

ττττ

τ τ

τ

τ

ττ

τ

τ τ

τ

τ

τ

τ

τ

τ

τ

τ

τ τ
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2
0

1 1( ( ) ) ( ) ( )
1 1

t
tL e sen t d L e L sent

s s
t t t− = =

− +∫

3. 1( ( ) ( ) *L F s G s f g− = .

convolução de funções periódicas
Se f  é periódica de período p (Isto é, ( ) ( )f x p f x+ = , então 

0

1( ) ( )
1

p
st

spL f e f t dt
e

−
−=

− ∫
.

bibliografia 
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tópico 31 – resolver equações usando 
transformada de laplace

Objetivo•	
Exemplos•	
Bibliografia•	

objetivo
Resolver equações usando a transformada de Laplace. 

Exemplos:

1. Resolva 23 , (0) 1tdy y e y
dt

− = =

Solução:

2( 3 ) ( )tdyL y L e
dt

− =

2( ) 3 ( ) ( )tdyL L y L e
dt

− =

2(0) ( ) 3 ( ) ( )ty sL y L y L e− + − =

11 ( 3) ( )
2

s L y
s

− + − =
−

1( 3) ( ) 1
2

s L y
s

− = +
−
1( )

( 2)( 3)
sL y

s s
−

=
− −

Usando frações parciais, obtemos

1 1 2
( 2)( 3) 2 3 2 3

s A B
s s s s s s

− −
= + = + =

− − − − − −

1 1 1 2 31 1 2( ) ( ) 2
( 2)( 3) 2 3

t tsy L L L e e
s s s s

− − −− −
= = + = − +

− − − −

2. Resolva '' ' 2 3 '6 9 , (0) 2, (0) 6ty y y t e y y− + = = =

Solução:

'' ' 2 3( 6 9 ) ( )tL y y y L t e− + =

( )' 2
2

2(0) (0) ( ) 6 (0) ( ) 9 ( )
( 3)

y sy s L y y sL y L y
s

− − + − − + + =
−

( )2
2

26 2 ( ) 6 2 ( ) 9 ( )
( 3)

s s L y sL y L y
s

− − + − − + + =
−
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2
2

22 ( ) 6 6 ( ) 9 ( )
( 3)

s s L y sL y L y
s

− + + − + =
−

2 2 2 5

2 2 6 2 2( )
( 3) ( 6 9) ( 6 9) ( 3) 3

sL y
s s s s s s s

−
= + = +

− − + − + − −

1 1 4 3 3
5

2 2 1( ) ( ) 2
( 3) 3 12

t ty L L t e e
s s

− −= + = +
− −

bibliografia 
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tópico 32 – função delta de dirac 
(ou distribuição delta de dirac)

Objetivo•	
Função pulso unitário•	
Delta de Dirac•	
Transformada de laplace da função delta de Dirac•	
Considerações gerais•	
Bibliografia	•	

objetivo
Resolver	 equações	 diferenciais	 cujos	 coeficientes	 são	 dados	 em	
termos da “função” Delta de Dirac.

função pulso unitário

 

0

0 0 0

0

0, 0
1( ) ,

2
0,

a

t t a

t t t a t t a
a

t t a

d

≤ < −
− = − ≤ < +


≥ +

0
0

( ) 1a t t dtd
∞

− =∫
.

delta de dirac
Define	 0 0

0
( ) ( )lim a

a
t t t td d

→

− = −

0
0

0

,
( )

0,
t t

t t
t t

d
∞ =

− =  ≠   e 
0

0

( ) 1t t dtd
∞

− =∫ .

O Limite 0 0
0

( ) ( )lim a
a

t t t td d
→

− = −  é chamado de função Delta de 
Dirac.

Este limite não é uma função.

transformada de laplace 
da função delta de dirac

0

0

0 0 0

0 0
0

( ) ( )

1( ( )) ( )
2

1 1 ( )
2 2 2

t a
st st

a a
t a

sa sa
s t a s t a st

L t t e t t dt e dt
a

e ee e e
sa sa sa

d d
+∞

− −

−

−
− + − − −

− = − =

−
= − + =

∫ ∫
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Calculando o limite (Usando L´Hôpital)

0 0
0

0 0
( ( )) ( )

2lim lim
sa sa

st st
a

a a

e eL t t e e
sa

d
−

− −

→ →

−
− = =

É plausível que 

( ( )) 1L td =

exemplo :

Resolva '' '4 ( 2 ), (0) 1, (0) 0y y t y yd p+ = − = =

Solução:
''( ) 4 ( ( 2 ))L y y L td p+ = −

' 2 2(0) (0) ( ) ( ) 4 sy sy s L y L y e p−− − + + =
2 2( 1) ( ) 4 ss s L y e p−− + + =

2

2

4( )
1

se sL y
s

p− +
=

+

donde, 

2 2
1 1 1

2 2 2

4 4( ) ( ) ( )
1 1 1

s se s e sy L L L
s s s

p− −
− − −+

= = +
+ + +

donde (usando tabela de transformadas se necessário) concluímos 
que

4 ( 2 ) ( 2 ) cosy sen t H t tp p= − − +

Considerações gerais

Note que,

0 0 0
0

( )( ) ( ) ( ) ( )L f t f t t t dt f td
∞

= − =∫
é	um	funcional	linear.	A	função	delta	pode	ser	definida	com	mais	
rigor usando distribuições.

bibliografia 

Dennis G. Zill, Michael R. Cullen. Equações Diferenciais, volume I. 
Tradução Antonio Zumpano, São Paulo, Makron Books, 2001.


