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Resumo

SUPERFICIES DE CURVATURA MEDIA CONSTANTE COM BORDO
PLANO EM R?

AUTORA: Stephanie Abé
ORIENTADORA: Patricia Kruse Klaser

Neste trabalho, mostraremos que para cada H tal que AH? < p*n, onde A representa a

v5—1

drea de 2 e p = ¥

, 0 problema de Dirichlet

Vu _
U(\/W)_ 2H em

u=">0 em OS2,

(PD)n

é soluvel, sendo 2 um dominio planar limitado e convexo. Para tal, usaremos o Método

da Continuidade e faremos um estudo de EDPs elipticas.

Palavras-Chave: Superficies cmc, problema de Dirichlet, Método da Continuidade, esti-

mativa a priori.



Abstract

CONSTANT MEAN CURVATURE SURFACES WITH PLANAR
BOUNDARY IN R3

AUTHOR: Stephanie Abé
ADVISOR: Patricia Kruse Klaser

In this work, we will show that for each H such that AH? < p?m, where A represents the

area of 2 and p = ‘/‘?’2_1, the Dirichlet problem

Vu _
U(\/W)_ 2H em

u=">0 em OS2,

(PD)n

is solvable, for Q C R? a bounded convex domain. For this, we use the Continuity Method
and study elliptic PDEs.

Keywords: cme surfaces, Dirichlet problem, Continuity Method, a priori estimate.
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1 Introducao

O estudo das superficies minimas e de curvatura média constante (cmc) no espago
euclidiano ja é um assunto classico na geometria diferencial. Um dos primeiros problemas
discutido foi o Problema de Plateau, que consiste em encontrar a superficie de menor area

que tem como bordo uma curva fechada simples I' no espaco.

Se I' é o grafico de uma fungdo ¢ continua em 92, com €2 um dominio limitado,

o Problema de Plateau é equivalente ao seguinte Problema de Dirichlet (PD): encontrar
u € C?(Q)NC%NQ) tal que

Vu _
v (W) =0 em?¢)

u=q em Of).

(PD)o

Em 1930, Radé [18] mostrou que (PD)y tem solugdo para qualquer ¢ continua em
08 desde que €2 seja convexo. Logo em 1932, Radé [19] encontrou um exemplo de um

dominio € nio convexo e ¢ € C°(9N) de modo que (PD)y nao tem solugao.

Ha generalizacoes desse problema de Dirichlet. Uma delas é o Problema de Su-
perficies cmc que consiste em determinar a superficie de curvatura média constante H,
quando orientada com vetor normal apontando para baixo, que tem como bordo uma

curva fechada simples no espaco I'. Esse problema pode ser descrito através do seguinte
PD:

Vu _
v (\/m) = —2H em €2

u=q em Of).

(PD)n

Nesse sentido, em 1969, Serrin [2I] mostrou que o (PD)g tem solugdo tnica em
R? para qualquer dado continuo no bordo se, e s6 se, a curvatura do bordo do dominio

Q, Kpn, € maior do que ou igual a 2H.

Neste trabalho, buscamos resolver o Problema de Dirichlet (PD)y para € um do-
minio de classe C? e ¢ a funcao identicamente nula. Baseado no artigo A height estimate
for H-surfaces and ezistence of H-graphs [17], vamos demonstrar o seguinte resultado que
relaciona a existéncia de solugao para o PD com a drea do dominio 2. Na demonstracao
do teorema que sera enunciado a seguir surge, de forma técnica, a constante p, que vale
%. Note que p é o nimero de ouro, mas nao encontramos relagao entre o aparecimento

da constante p na prova e outro significado geométrico conhecido dessa constante.

Teorema 1. Seja Q um dominio planar, limitado e convero. Para cada nimero real H

tal que AH? < pm, onde A representa a drea do dominio ), existe uma solucdo suave do
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sequinte Problema de Dirichlet:

. Vu _
div (\/W) =—-2H, em¢)
u =20, em Of).

Isto €, ewiste um grdfico suave sobre Q, o qual é uma superficie em R3 com curvatura

média constante H e cujo bordo é 0f).

Existem resultados relacionados a este. Por exemplo, em 2001, Ripoll [20] mostrou
que se ¢ = 0 no bordo de Q e Q C R? é convexo e de classe C*%, entdo o PD tem solucdo
se Kpg > H. Além desse resultado, Lopez e Montiel [15] provaram que o (PD)y, com

¢ = 0, tem solucao se () é convexo e o comprimento de 9¢2 é menor do que ou igual a%.

Ainda nesse sentido, ha duas conjecturas feitas. A primeira nos diz que o problema
(PD)y tem solugao se  for um dominio convexo e o comprimento do bordo L é menor
27

do que ou igual a 77, ou seja, o resultado mostrado por Loépez-Montiel vale para um

comprimento do bordo maior; e a segunda conjectura feita é de que o teorema [l vale para
p=1

Para demonstrar o teoremall}, vamos estudar a solubilidade do Problema de Dirich-
let (PD)y para ¢ € C*%(99), através do Método da Continuidade. Esse método consiste
em considerar o conjunto V = {t € [0,1]; Ju, € C**(Q) tal que Qux(us) = 0, us]oq = td},
mostrar que V' é aberto e fechado no intervalo [0, 1]. A prova de que V' é aberto em [0, 1]
decorre do teorema da Funcao Implicita para espacos de Banach, o que esta detalhado no
capitulo 3. Ainda neste capitulo, mostramos que o conjunto V é fechado se for possivel

obter uma estimativa a priori para a norma de C1(2) de cada u = u;, com t € V.

No capitulo 4, provamos que, nas hipéteses do teorema [l existe uma estimativa a
priori para a norma C! de solugoes de (#). Essa demonstragio é um caso particular do

seguinte teorema, também de [17].

Teorema 2. Seja S uma superficie compacta em R3 com curvatura média constante
H > 0, cujo bordo estd contido no plano P = {x € R® (x,a) = 0}, onde a € R é um
vetor unitdrio. Denote por ST a regido de S que estd acima do plano P e suponha que a
aplicacao de Gauss N da imersdo satisfaz

™

< pP—.
/ (N, a)las < p*

Entao, se h* é o mdzimo da altura de ST com respeito ao plano P, temos:

e a igualdade vale se, e somente se, S € uma calota esférica.
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Esse resultado serd de extrema importancia para a prova do teorema [I porque
ele nos garante a existéncia de uma constante que limite a norma | - |;. Dessa forma,
garantimos o fechamento de V' no intervalo [0,1] e, consequentemente, a existéncia de

solugao para o problema de Dirichlet (PD)y.

Por fim, incluimos um apéndice onde sao apresentados os resultados de EDPs

lineares elipticas utilizados ao longo do texto, principalmente no capitulo 3.
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2 Conceitos de Geometria Diferencial

2.1 Preliminares

Nesta secao serao apresentados os conceitos basicos de geometria diferencial para
a abordagem do problema de Dirichlet para superficies cmc com bordo plano. No que
segue vamos apresentar as defini¢oes de superficie regular do R3, drea, curvatura média e
superficies minimas, bem como deduzir a equacao diferencial parcial (EDP) das superficies
de curvatura média constante. Nossa referéncia para este capitulo é o livio Geometria

Diferencial de Curvas e Superficies, cujo autor é Manfredo Perdigdo do Carmo (2012),
[2].

Definicao 1. Um subconjunto S C R? é uma superficie reqular se, para cada pontop € S,
existem uma vizinhanca V de p em R3 e uma aplicagio ¢ : U — VNS, onde U é um

aberto de R?, tal que:
i) ¢ € diferencidvel;
it) ¢ € um homeomorfismo;

iii) Para todo q € U, a diferencial dp, : R* — R? tem posto dois.

A aplicagdo ¢ que satisfaz os itens acima € dita uma parametrizacao de S em p.

s,

Observagao 1. Se p = ¢(q), entio a imagem da diferencial de ¢, isto é, dp,(R?), é
chamada de plano tangente a S em p e denotada por T,S. Mostra-se que o T,S estd bem

definido e independe da parametrizacao ¢.

Exemplo 1. A esfera unitiria S* = {(z,y,2) € R%2* + y? + 22 = 1} € uma superficie

reqular.

Outra familia de exemplos de superficies regulares pode ser obtida através do

seguinte resultado. Vale ressaltar que este exemplo serd bastante utilizado neste trabalho.

Teorema 3. Seu: U — R é uma funcgao diferencidvel em um conjunto aberto U C R?,
entio o grifico de u, Gr(u) = {(z,y,2) € R*z = u(z,y), com (z,y) € U}, é uma

superficie reqular.

A demonstragio deste teorema pode ser encontrada em [2], proposi¢ao 1, pagina
68.
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Ja vimos a defini¢ao de superficie. Mas, neste trabalho, estaremos interessados em

superficies com bordo. Esta definigdo tem como base [7].

Definicao 2. Uma superficie com bordo é um subconjunto S C R® que para cada ponto
q € S hd uma aplicagio ¢ : U — S, onde U é um aberto de H*> = {(x,y) € R%;y > 0} e
q € (U). Pede-se ainda que ¢ seja uma parametrizacio e admita uma exten¢ao continua

para uma vizinhanga aberta de ¢~ (q) em R2.

Exemplo 2. Uma calota esférica S, = {(x,y,2);2* +y* <1 e 2z = /1 — 22 — y2} € uma

superficie com bordo.

Definicao 3. Seja R C S uma regiao limitada de uma superficie reqular, contida em uma
vizinhanga coordenada ¢(U), onde ¢ : U C R? — S é parametrizac¢do. A drea da regido
R € dada por:

|pu X Py|dudv = A(R).
¢~ 1(R)

Observagao 2. Note que na definicio acima estamos supondo R C ¢(U). Caso isso ndo

ocorra, ou seja, ¢(U) nao cobre toda a regido R, a definicao pode ser adaptada.

Agora, buscamos entender o conceito de curvatura de uma superficie. Para isso,

precisamos da aplicacao normal de Gauss.

Definicao 4. Dada S uma superficie reqular, dizemos que ela é orientdvel se existe N :

S — S? aplica¢io normal de Gauss satisfazendo:

i) N € continuo;

i) N(p) € (T,9)*, ou seja, N(p) pertence ao complemento ortogonal do plano tangente,
para todo p € S.

A partir de agora vamos assumir que a superficie S é sempre orientavel e estd

orientada.

A diferencial de N ¢ a aplicacao linear dN, : T,S — T,,S que opera da seguinte
maneira: para cada vetor v € T,,S associa-se a derivada de N na direcao de v, ou ainda,
para cada curva parametrizada « : (—e,¢) — S, com «(0) = p e ¢/(0) = v, consideramos
a curva parametrizada N o a(t) = N(t) na esfera S?. Isso equivale a restringir o vetor
normal N a curva a. O vetor tangente N'(0) = dN,(c/(0)) pode ser visto como um vetor
do plano tangente 7,5, uma vez que 1,5 e TN(p)82 Sa0 0s mesmos espagos vetoriais, e ele

mede a taxa de variacdo do vetor normal, restrito a curva a em t = 0.

Teorema 4. A diferencial de N é uma aplicacio linear autoadjunta, isto €, para todo
x,y € T,S e para todo p € S tem-se, (AN,(z),y) = (x,dN,(y)).
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Demonstracio. Seja ¢ : U C R? — S uma parametrizacao para S em uma vizinhanca
de p € S. Entao, o plano tangente T,S é gerado pelos vetores {¢y, ¢, }. Dessa forma, se
z,y € T,S, entdo © = ag, + Bo, e y = y¢, + 6¢,. Dai,

<de(£L‘), y> = <aNu + BNy, Yo, + (5¢v>
= ay(u, Nu) + ad(Ny, ¢y) + BY(Ny, du) + BI(Ny, @u)-

Por outro lado,
(,dN,(y)) = (apu + By, YNy + IN,)
= 0‘7<¢u7 NU> + O‘(S(qbu’ Nv> + 5’7(9251” NU> + 56@5?}7 Nv>'

Nesse sentido, ¢ suficiente mostrar que (N, ¢,) = (N, ¢,,). Para tal, note que (N(q), ¢.(q)) =
0, para todo ¢ € ¢(U). Derivando essa igualdade na diregao de ¢,, temos:

Além disso, observe também que (N(q), ¢,(q)) = 0, para todo g € ¢(U) e, derivando na

direcao de ¢,, temos:

De (2.1 e (2.2)) segue o resultado. ]

Definicao 5. Dado um ponto p € S, —dN, : T,S — T,S € uma transformacao linear

autoadjunta, chamada de Sequnda Forma Fundamental de S em p. Os autovalores de
—dN, sao:

ki(p) = max{(~dN,(v), v);v € T, S, [v] = 1}

ko(p) = min{(—dN,(v),v);v € T,,S, |v| = 1}.

FEles sao chamados de curvaturas principais de S em p e satisfazem ki(p) > ko(p). Além

disso, as direcoes dos autovetores da aplicagio —dN, sdo chamadas direcoes principais.

Definicao 6. Dado p € S, definimos a curvatura média de S em p como sendo

H(p) = str(=an,) = B2 R0

Exemplo 3. O cilindro z° + y*> = ﬁ ¢ uma superficie de curvatura média constante
H.

Definicao 7. Seja S uma superficie e considere ¢ : U C R? — S uma parametrizagio
de S. Entdio, definimos E, F, G, e, f, e g por: E = |d,|?, F = (¢u, ), G = |dy|%,
€= <N7¢uu>; f: <Na¢uv> €g= <N7¢vv>'
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Teorema 5. A curvatura média de uma superficie reqular S pode ser escrita em termos
de £, F, G, e, f eg, ou seja,

H_Eg—2Ff+Ge
- 2(EG - F?)

A prova deste teorema se encontra em [2], pagina 184.

Agora, estamos habeis a introduzir a nocao de superficie com curvatura média

constante (cmc), para entao deduzir a equagao diferencial parcial para superficies cmec.

Definicao 8. Uma superficie S é dita minima se sua curvatura média H € identicamente

nula e de curvatura média constante se H for constante.

No que segue, queremos relacionar a area e a curvatura média em superficies,

supondo que S esteja contida em uma tnica vizinhanga coordenada.

Definicao 9. Sejam S uma superficie reqular parametrizada por ¢ : U C R? — R3,
D c U um dominio limitado e h : D — R uma funcdo diferencidvel. A variagao normal
de ¢(D), determinada pela funcio h, é a aplica¢io ¢ : D x (—e,6) — R3, dada por
o(u,v,t) = ¢(u,v) + th(u,v)N(u,v).

E possivel mostrar que existe um ntmero ¢ > 0 de modo que dados p e ¢ € S
quaisquer, os segmentos das retas normais de comprimento 2¢, centrados em p e ¢, sao
disjuntos. Assim, para cada t € (—¢,¢), a aplicacio ¢' : D — R? dada por ¢'(u,v) =

¢(u,v,t) é uma superficie regular parametrizada com:

o Lt — @, + thN, + th,N;

° %gbt = ¢, + thN, + th,N.
Além disso, os coeficientes da Primeira Forma Fundamental sdo dados por:
E' = E+th({¢u, Nu) + (¢u, Nu)) + t2h*(Ny, Ny) + t*hyho,

F' = F 4+ th({¢y, Ny) + (¢, Nu)) + t2h*(N,, N,) + t*hy,hy,

G' = G +th({(¢y, No) + (¢, No)) + 2h*(N,, N,) + t2hyhy.

Utilizando o fato de que (¢, Ny) = —e, (P, Ny) + (0, Nu) = =2f, (¢, dv) = —¢
e o teorema [p], obtemos:
E'G' — (F')? = EG — F? — 2th(Eg — 2F f + Ge) + R
= (EG — F?)(1 — 4thH) + R,
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onde tlimo B — 0. Dessa forma, para ¢ suficientemente pequeno, a rea de ¢'(D) é dada
_>

t
/ \| 5 8u dudv
D
/ EGt — (F*)2dudv
D
D

por:

— 4thH + R\/ EG — F?dudv,

onde R = EG FG—F2 Assim, para ¢ suficientemente pequeno temos:

_ / SWHVEG — Fldudv.
D

Agora, podemos enunciar o seguinte teorema que caracteriza superficies minimas:

Teorema 6. Seja S uma superficie parametrizada por ¢ : U — R3. Entdo S € uma
superficie minima se, e somente se, A'(0) =0, para todo dominio D C U limitado e toda

variagio normal de ¢(D).

Demonstracao. Se S é superficie minima, entdao H = 0. Pela construgdo acima, temos

que:

_ / SWHVEG — Fldudv.
D

Como H = 0, obtemos A’(0) = 0. Reciprocamente, suponha que A’(0) = 0 e que
H(q) # 0 para algum ¢ € D. Escolha h : D — R de modo que h(q) = H(q), hH >0 e
h seja identicamente nula fora de uma vizinhanga de ¢q. Entao, A’(0) < 0 para a variac¢ao

determinada por h, absurdo! O

Neste momento, estamos interessados em enunciar um teorema semelhante ao
anterior, mas que caracterize superficies cmc. Porém, primeiro enunciaremos um lema

que sera necessario para a prova do teorema em questao.

Lema 1. Seja f: Q C R? — R uma fungdo continua. Se [ fgdA = 0 para toda fungio
9)
real g € C3°(Q) tal que [ gdA =0, entdo f é constante.
Q

Teorema 7. Seja S um superficie reqular. Entao S tem curvatura média constante se,
e somente se, A'(0) = 0, para todo dominio D C U limitado e toda variagio normal de
#(D) assoiada a uma fungao h € C§°(D), com [ hvEG — F2dudv = 0.

D

Demonstragio. Usando o lema anterior, a prova deste resultado segue os mesmo passos
da do teorema 6l O
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No que segue, vamos mostrar que se a superficie S é o grafico de uma fungao

u: U — R de classe C? definida no aberto U C R?, entdo A(S) = 14 |Vul|?dA e
(5) = [1+1V4

vamos obter a EDP para superficies de curvatura média constante H que sao gréficos.

Proposicao 1. Seja ¢(z,y) = (z,y,u(z,y)) uma parametriza¢io para a superficie S.

Entao, vale:

b gbz(x:y) = (1707U$) € gby(x,y) = (07 17uy>;

L4 ¢xz(x7y) = (anyumc); gbxy(zay) = (anvul‘y) € ¢yy($ay) = (0,0,Uyy),'

¢m A\ (by = <_u$7 _U’yu 1)7

(62 A dul = (—t1a)? + ()2 + 1= [T+ 02 + u2 = /1 +|Vul%;

1

N = W(UI,Uy,_l);
E = 02> = (00, 6) = 1+13, F = (00, 0) = oty ¢ G = |, = (8, 6y) =1+
(%);

¢ = (N, x) :ﬁ’ f= (N buy) :ﬁ e g = (N, dy) :7,HT’T|2.

A érea da superficie S é dada por:

AS) = [ [ 16216, ldray
U
://\/1+|Vu]2dxdy.
U

Além disso, aplicando o teorema |5, obtemos:
H— Eg—2Ff + Ge
2(EG — F?)
C(+ U2 Uy — 2Ug Uy Uy, + (14 ui)um
214 [Vul[(1+ u2)(1+ u2) - uul]
(14 w2 )uyy — 2upty gy, + (14 u;)um

2(1 4 |Vul?)2

Portanto,

Lo Vv )\ _ g
2 V14 |Vul? '

Dessa forma, o gréifico da funcao u € C?(Q) tem curvatura média constante em §2,

quando orientado com vetor normal N, se, e somente se:

div—Y"_ _ _op (2.3)
V14 |Vul|?
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Observacgao 3. E possivel obter a equagio (2.3) via variagio propria de grdficos.

No capitulo 4 vamos tratar da existéncia de solugao para o problema de Dirichlet:

) — div (\/H—V(JW) =-—2H em?()

u=q em Of).

2.2 Campos de Vetores

Comecaremos essa secao tratando dos conceitos e resultados béasicos envolvendo
gradiente e divergente em superficies. A bibliografia base utilizada aqui é o livro Geometria

Diferencial, cujo autor é Paulo Ventura Araijo [1].

O primeiro resultado que sera demonstrado é uma proposi¢ao que caracteriza o

gradiente de uma funcgao diferenciavel definida em uma superficie S.

Definicao 10. Um campo de vetores em uma superficie S C R3 é uma aplicagio W :
S — R? que satisfaz W(p) € T,S, para todo p € S. O campo W € diferencidvel se
para cada p € S, ewiste uma parametrizacio ¢ : U C R? — S em p de modo que
W(p(u,v)) = alu,v)p, + b(u,v)d,, com (u,v) € U sendo a e b diferencidveis em U.

Definicao 11. O gradiente de uma funcdo diferencidavel f : S — R é uma aplicagcio
diferencidvel Vf : S — R?® que a cada ponto p € S associa um vetor V f(p) € T,S C R3
tal que (V f(p),v), = df,(v), para todo v € T,S.

Proposicao 2. i) Se, E, F' e G sao os coeficientes da Primeira Forma Fundamental

em uma parametrizagio ¢ : U C R* — S, entdo V f(p) em ¢(U) ¢é dado por:

f.G—f.F  [E—-[F
VIP) = e EG — F?

bu + Do,

onde f = f o¢. Em particular, se S = R? com coordenadas x e vy, entdo

vf(p) - 73;61 + ?y627
onde {ey, e} é a base canonica de R?.

ii) Fizep € S e varie v no circulo unitdrio (|v| = 1) em T,S. Entao, df ,(v) é mdzima
se, e somente se, v = % (ou seja, V f(p) fornece a direcao de varia¢io maxima de

femp)

Demonstracao. i) Seja ¢ C R? — S parametrizagdo de S em p. Uma vez que
V(f)(p) € T,S e {¢u, p»} ¢ uma base de T,5, podemos escrever V f(p) = A, (q) +
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ii)

B¢,(q), com A,BE€R e q=¢ '(p). Assim,

Fulg) = df ,0u(q)
= (VI (p), 6u(q))
= (Adu(q) + Bdu(q), Pul(q))
= A{9u(q), ¢u(@)) + B(9u(q), Pu(q))

— AE + BF
fol@) = df,00(q)
= (Vf(p), 9s(q))
= (A¢u(q) + Bou(q), 9u(q))
= AF + BG
Logo,

G?Q eB:_qu+?vE
G-F

Dessa forma, A =

Em particular, se S = R?, com coordenadas = e y, temos que uma parametrizacao

para S é ¢(x,y) = (z,v,0). Dal, ¢.(z,y) = (1,0,0) = e; € ¢y(x,y) = (0,1,0) = ey
obtendo assim £ =1, FF=0e¢ G = 1. Logo,

Vf=f.e1+ fyea

Observe que df,(v) é maximo se (Vf(p),v) = |Vf(p)||v|cosd é méaximo, onde 6 é
o angulo entre Vf(p) e v, o que ocorre se cosf = 1, ou seja, quando 6 = 0. Dai,
Vf(p) e v possuem mesma diregdo, o que implica que v é unitario na direcdo de

. 4 v
Vf(p), isto é, v = IV}C%I'

]
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Exemplo 4. Consideremos que a superficie S seja o grdfico de uma funcdo diferencidvel
w: U C R* — R. Considere a fungio h : S — R dada por h(z,y) = u(x,y).
Determinemos o gradiente da fungdo h. Para tal, vamos utilizar a proposicio anterior.
Note que, uma parametriza¢io para a superficie S é: ¢(x,y) = (z,y,u(z,y)). Dai, ¢,

oy, B, F e G assumem valores como na proposicao . Além disso,

0

0
hy(z,y) = @*yumy) = Uy.

Desse modo,

ug (1 + ui) — Uy (uyuy) uy (1 + u2) — uy(uguy,)
(14+u2)(1+ u?) — uu (T+u2)(1+ u?) — uiu
Uy + umuz — uxuz Uy + uyui — uyuigb

B 1+ |Vu|? 1+ |Vul? Y

Uy
= ———(1,0,u,) + (0,1,u,)

1+ |Vul?

O\ [Vul 14 |[Vul2 1+ [Vul? )’ '

Vh =

Qb:t + 2¢y

Y

br +
Uy
1+ |Vul?

A ideia agora é definir o divergente de um campo de vetores. Mas, para isso, serd

necessario relembrar o conceito de derivada covariante.

Definicao 12. Sejam W um campo diferencidvel de vetores em um conjunto aberto U C S
ep e U. Seja z € T,S. Considere uma curva parametrizada o : (—e,e) — U, com
a(0) =p ed(0) =z, e seja W(t), t € (—¢,¢€), a restrigio do campo de vetores W a curva
a. A derivada covariante de W no ponto p em relagio a z é o vetor obtido pela projecao

de T (0) sobre o plano T,S, isto ¢,

DLW = (5 W(a(t)l=)”

= W'(0) = (W'(0), N(p))N(p)-

Proposicao 3. A derivada covariante € intrinseca, isto €, nao depende da escolha do
vetor normal N, nem da escolha da curva «. Além disso, a derivada covariante ¢ uma

transformagao linear de T,S em T),S.

A prova desta proposigio encontra-se em [2], pagina 285.

Definigao 13. Uma conexao afim ¥V em uma superficie S é uma aplicagio V : x(S) X
X(S) — x(5), onde x(S) representa o conjunto de campos de vetores diferencidveis em

S, que a cada par de campos de vetores (X,Y) associa o campo VxY que satisfaz:
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o VixygywZ = fVxZ +gVyZ;
e Vx(Y+2)=VxY +VxZ;
o Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,
onde X, Y, Z € x(5) e f,g sao fungoes diferencidveis em S.
E possivel relacionar a conecdo afim com a derivada covariante, como vemos na
préoxima proposicao.

Proposicao 4. Seja S uma superficie com uma conexdao afim V. Entao existe uma unica

correspondéncia que associa a um campo de vetores V ao longo da curva diferencidvel

a: l — S um outro campo de vetores % ao longo da curva o, denominado derivada

covariante de V' ao longo de «, tal que:
o BVW)= B 4B
e B(fV) = %V + fEL, onde f é uma fungio diferencidvel em I;
e se V(t) =Y (a(t)), entdo B = VyuY.

A prova desta proposigao se encontra em [3], proposicao 2.2.

Considere V um campo de vetores num aberto U de uma superficie orientada

S. Considere coordenadas ¢(u,v) em U. Usando a derivada covariante temos que os

vetores Dy V' e Dy V' sao as componentes tangenciais de %—Z e 88—‘:, respectivamente. Isto
é, escrevendo

ov

u b11¢u + b21¢y + M N (2.5)

U

e

oV

% = b12¢u + b22¢v + >\2N7 (26)

a matriz de Dy, )V relativa a base {¢y,, ¢} de TynS é

bip b
B=| " 7. (2.7)
ba1 b2
Definicao 14. A divergéncia do campo de vetores V é o traco da matriz dada em ,

ou seja,

divV(¢(u,v)) = trB = byy + bag.
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Vejamos que a divergéncia esta bem definida. Fixado V' campo de vetores, defini-
mos a transformacao linear Ty : 17,8 — T,,S por Ty (v) = D, V. Assim, divV = tr(Ty),
que estd bem definido pois o traco de tranformacao linear estda bem definido.

No que segue, buscamos explicitar uma féormula para o divergente de campos de

vetores em superficies S C R3. Nos préximos calculos, serd conveniente admitir que o
campo V' possa nao ser tangente a S. Usando (2.5)) e (2.6)), temos:

oV
% X ¢v = <b11¢u + b21¢v + )\1N) X ¢v

- b11<¢u X (bv) + b21(¢1} X ¢v) + Al(N X va)
= b11(¢u X ¢0) + M(N X dy)

¢u X ?;; = ¢u X (b12¢u + b22¢v + )\QN)
= b12(Pu X Ou) + b2a(du X y) + A2(Pu X N)
= 1722<¢u X (bv) + )\2(¢u X N)a

ou ainda,

O X et b I = (b b)(60  60) + MV X 00) + M6 x N).

Portanto,

ov

a0V

<(?)Z X by + Py X = ((brr + b22)(Pu X @) + A(N X @) + Aa(¢u x N), N)

= (bu1 + b22){bu X D) + AN X Gy, N) + Ao{du X N, N)
= ( {
= (

bi1 + 022){Pu X ¢y, N)
divV)VEG — F?, (2.8)

desde que a parametrizacao ¢ seja coerente com a orientagao de S. Buscamos simplificar
um pouco mais a expressao obtida para o div V', (2.8). Escrevendo V = a¢, + S¢, +yN
e usando a matriz da transformacdo —D Ny, ) relativa a base {¢,, ¢, } para exprimir os

vetores N, e N,, como segue:

_Nu = all‘bu + a21¢v

—N, = a12¢, + a0,
temos:

¢v X Nu + Nv X (bu - _¢v X <a11¢u + a21¢v> - (a12¢u + a22¢v) X Qbu
= (@11 + a22)Pu X by

= 2HVEG — F2N, (2.9)
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(V.o x N) = (ady + Bdy + YN, ¢y X N)
= (ady, Py x N)
= a{py X ¢y, N)
= aVEG - F?

(V,N x ¢,) = BVEG — F2.

Prosseguindo com os calculos, temos, usando a derivada do produto interno e do produto

vetorial e que A x B=—B x A, que:

ov ov ov ov

(G X G0+ 6u X G N) = (G 60 X N+ (S N X 6)

0 0
:<_‘/7%(¢UXN)+

AL X 6,)) + 5-(V, 60 % N)

ou
+78 (V,N X ¢,)
av ) u

= (Vo X Nut Ny x 90} + 5 -V, % N} + 5LV X 64)

0
0 0
=—VEG—-F*V,2HN) + %(a\/EG - F?)+ %(ﬁvEG — F?).
Assim, obtemos, desta ultima igualdade e de ({2.8]), a seguinte proposicao:

Proposicao 5. Seja V' um campo de vetores (ndao necessariamente tangentes) num aberto

U coberto por uma parametriza¢io ¢(u,v) compativel com a orientagio de S. Entdo:

i) se indicarmos por VT a componente tangencial de V', temos:

1 ov

ov
W<% X byt Pux - N) = —(V,2HN) + div (VT); (2.10)

it) se V' for um campo tangente a S e tal que V = a¢, + B, temos:

| Y 0 .
de:W{%(avEG—F )+%(5\/EG—F )}

E por fim, temos o Teorema da Divergéncia em superficies:

Teorema 8. Seja V' um campo de vetores tangentes em S e 2 C S uma regido poligonal.
Entao

/dw Vdo = /(V, —m)ds, (2.11)
Q Y

onde ¥(s) € a fronteira de 2 e To(s) € TS € o vetor unitdrio perpendicular a '(s) que

aponta para dentro de €.
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Antes de passar a prova deste teorema, vamos enunciar o Teorema de Green:

Teorema 9. Sejam a uma curva fechada simples, suave por partes, orientada no sentido
anti-hordrio e R a regiao fechada delimitada por . Se V- = (V1,V4) é um campo de vetores

continuo do R? com derivadas parciais de primeira ordem continuas em um dominio D

a/\/lda:—ka/‘/gdy:/}! (%‘f—%‘?)dzdy.

A demonstragao deste teorema se encontra em [9], pagina 279, teorema 5.7.1.

que contém R, entdo

Demosntragio do teorema[§ Suponhamos que ~y(s) esteja parametrizada pelo compri-
mento de arco e seja percorrida de modo que 2 fique sempre a esquerda de v. Note que
T9 nao esta definido nos vértices de v, o que nao causa problema na integracdao, uma vez
que isto acontece para um numero finito de valores de s. Observe que basta provar o
teorema na hipétese de que Q esteja contido em alguma vizinhanca parametrizada, pois,
caso contrario, é possivel decompor {2 em um ntmero finito de regides poligonais (€2;)™;
suficientemente pequenas. Admitindo que vale para cada €); e denotando por v; a

fronteira de €; e por 74 o vetor associado, obtemos:

k
[divvio =Y [ divvio
Q

Il
] =

/(V, —Tol)ds

Vi

(V, —T9)ds.

1

.
I

I
R

Suponhamos, entao, que €2 esteja coberto pela parametriza¢ao ¢(u,v) e ponhamos y(s) =
od(u(s),v(s)), com s € [0, L]. Além disso, exigimos que a parametrizagao ¢ seja compativel

com a orientacdo de S. Assim, pelo teorema de Green em R?, temos:

/dm Vdo = / / {a‘z(m/EG iy W ;J(B\/EG ~F2)}dudv
g )

— [ VEG=Fa(s)v/(s) - Bls)u/(s))ds.

Buscamos simplificar a tltima integral. Para tal, formamos o produto vetorial membro a

membro das igualdades

V(s) = als)ou + B(s) oo

7'(5) = W (s)pu + V()
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obtendo:

Vi(s) x 7/(s) = (a(s)u + B(s)dy) X (U (5)du + v'(5)d0)
= a(s)u'(s)(Pu X Pu) + B(s)u'(5)(do X u) + )V (5)(du X o)
+ B(5)0'(s) (o X @)
= (a(s)v'(s) — B(s)u'(s))(Pu X du)
=VEG — F?(a(s)V'(s) — B(s)u'(s))N.

Dessa forma, a integral acima pode ser reescrita da seguinte forma:

(V(s),7'(s) x N)ds

I
T Tt — i T —

[V (s) x4/ (s), N)ds

(V(s), —7a(s))ds

(V, —m)ds.

[]

Tendo conhecimento dos conceitos de gradiente e de divergente, podemos definir

o operador Laplaciano, como segue:
Definigao 15. O Laplaciano de uma fungao f € C*(S) ¢é dado por:
Af =div (V).

Exemplo 5. Para S = Gr(u), vamos calcular o Laplaciano de h, para h(z,y) = u(x,y)

como visto no exemplo . Em (2.4) obtivemos o gradiente de h. Agora, pela proposi¢cao
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.o . Uz _ Uy .
(1), temos, para o = T © g = Tvap: que:

div (Vh) = e {aa( VEGT ) + ;’y(ﬁm)}

1 0 U
_ v x / 2
N {5’x <1—i—|Vu|2 L+ [Vl )

1
2 1202 4 02 — u2u2)s
(14 w2 +u2u + ul — uZul)?

0 Uy
R A 2
+ oy (1 + |Vu|? [Vl )

B 1 0 Uy 0 Uy
R W{a (W) +3y( 1+!Vu!2)>}
1 {um\/l + [Vul? — (1 + IV ul?) 2 (2ugey + 2ty tiye )ty
m 1+ |Vul?
+uyy\/m —3(1+ IV u|2) T (2ugtiay + 2uytty, ), }

1+ |Vul?

2 2
Upy + Uyy  Uplzz + 2UgUylyy + Uy Uy

T+ [Vufr (1+ |Vul2)?
(U 4 gy ) (1 + w2 + uz) — Uy — 2Ug Uy Uy — uzuyy
(1+ |Vul?)?

w4 ) (1) = 2ty

2.3 Geodésicas; Aplicacao Exponencial

Para uma funcio u : R* — R tem-se que Au = u,, + u,, que consiste em derivar
u duas vezes em diregoes ortogonais e somar. Queremos generalizar esse calculo simples
para superficies, o que s6 sera possivel com a introducao do referencial geodésico, que é
um sistema de coordenadas em S que faz o papel da coordenadas (z,y) em R?. Para

introduzi-lo, precisamos definir geodésicas e aplicacdo exponencial.

Definicao 16. Um campo de vetores W ao longo de uma curva parametrizada o : I C
R — § € denominado paralelo se DyyyW = 0 para todo t € I.

Definicao 17. Uma curva parametrizada, nao constante, v : [ — S é chamada geodésica
emt € 1 se o seu campo de vetores tangentes +'(t) é paralelo ao longo da curva v em t,
isto €, Dyyy(t) = 0. Além disso, v é uma geodésica parametrizada se é geodésica para
todot € I.

O préximo resultado nos da a existéncia e unicidade de geodésicas. Vale ressaltar

que esse resultado sera fundamental para definir a aplicacdo exponencial.

Proposicao 6. Sejamp € S ew € T,S, com w # 0. Entdo existe um nimero € > 0 e

uma unica geodésica parametrizada v : (—e,e) — S tal que v(0) = p e 4'(0) = w.
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Com as condic¢oes da proposi¢ao anterior, convém denotar a geodésica que depende
do vetor v € T,,S e tal que v(0) = p e 7/(0) = v por ¥(¢t,v) = 7. No préximo resultado
vamos verificar que é possivel percorrer o traco de uma geodésica em um certo tempo
ajustando a velocidade de maneira apropriada. Isso acontece porque a velocidade de um

geodésica, em modulo, é constante.

Lema 2. Se a geodésica v(t,v) estd definida para t € (—¢,¢€), entdo a geodésica y(t, \v)
estd definida para t € (55, 5) e vale y(At,v) = y(t, \v).

A prova deste lema se encontra em [2], lema 1, pagina 340 .

Se v € T,S, com v # 0, é tal que ”y(]v\,ﬁ) = v(1,v) estd definida, podemos
escrever exp,(v) = v(1,v) e exp,(0) = p. Geometricamente isso significa percorrer (se
possivel) um comprimento igual a |v| ao longo da geodésica vy passando por p na diregdo

de v. O ponto que é obtido por esta construcao é denotado por expp(v).

Apresenteremos agora dois resultados importantes sobre a aplicacdo exponencial.

Proposigao 7. Seja p € S. Entao existe um nimero € > 0 tal que exp, € definida e

diferencidvel no interior de um disco de raio € de T),S, com centro na origem.

3

A prova deste resultado se encontra em [2], proprosi¢ao 1, pagina 342.

Proposigao 8. A aplicagio exponencial exp, : B. CT,S — S € um difeomorfismo em

uma vizinhanga U C B, da origem de T,S.

A prova desse teorema pode ser encontrada em [2], pagina 342, proposigao 2.

Por conveniéncia, chamaremos V' a vizinhanga normal de p € S se V' = exp,(U),

onde U ¢ vizinhanga da origem de 7T},S restrita a qual exp, ¢ um difeomorfismo.

Sendo a aplicacao exponencial uma difeomorfismo em uma vizinhanca U da ori-
gem, é possivel determinar coordenadas em V' = expp(U ) a partir dela. Aqui, estaremos
interessados nas coordenadas normais que sao obtidas da seguinte forma: considere em
T,S5, p € S, dois vetores ortogonais, digamos e; e e;. Como exp, : U — V C S ¢ um
difeomorfismo, ela satisfaz as condi¢oes de uma parametrizacao local em p. Assim, se
q €V, entdo q = exp,(w), com w = ue; + vey, {e1, €2} base ortonormal de 7,5, e, dessa

forma, dizemos que ¢ tem coordenadas (u,v).

A seguir, introduziremos um campo de vetores que sera tutil mais adiante.

Lema 3. Sejam X e Y campos de vetores diferencidveis em uma superficie S. Entdo

existe um unico campo de vetores Z tal que , para toda funcao f diferencidvel em S,

Zf = (XY =YX)f, onde X(f)(x) = dfe(X(2)).
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A prova deste lema se encontra em [3], lema 5.2, pagina 28.

O campo de vetores Z dado pelo lema anterior é chamado de colchete e sua ex-
pressao ¢ dada por Z = [X,Y]| = XY - Y X.

Definicao 18. Sejam S uma superficie reqular, p € S e U C S uma vizinhanga de p.
Um conjunto {E;} de compos de vetores ortonormais em cada ponto de U, com i = 1,2 é

dito um referencial geodésico se, em p, Vg, E;(p) = 0.

Proposicao 9. Em um sistema de coordenadas normais centrado em p € S, todos os

simbolos de Crhistoffel sao nulos em p.

Observagao 4. Seja S uma superficie parametrizada por ¢ : U C R? — S. Observe que
{pu, by, N} € uma base de R®, onde N ¢ a orientagio de S. Assim, podemos exprimir as

derivadas de sequnda ordem de ¢ em termos dessa base:

L ¢uu - F%1¢u + F%1¢v + /\IN;
i ¢uv = F%Q(Zsu + F%Q(bv + >\2N;'
i ¢vu = F%1¢u + F%1¢v + )\SN;

hd ¢vv = F52¢u + F%2¢v + )\4N
Os coeficientes I’fj sdo os simbolos de Christoffel da parametrizacio ¢.

A prova desta proposicao segue os passos da prova do Lema de Gauss, lema 3.5,

péagina 76, [3].

Demonstragio. Sejam S uma superficie, p € 5, {e1,ea} uma base ortonormal de T,,S.
Considere uma parametrizagao de S em p dada por ¢(u,v) = exp,(ue; +vey). Queremos
mostrar que ¢,,(0,0) = ¢,,(0,0) = ¢,,(0,0) = 0. De fato, observe que a aplicagdo que

associa x +— ¢(u,0) = exp,(ue;) = v(u) define uma geodésica em S. Assim,

0

= V%qﬁu(u, 0) = 0.
Analogamente, temos ¢,,(0,v) = 0. No que segue, provemos que
(u(u,0), du(u,0)) = 0, (2.12)

para todo u € (—6,6). Observe que

<¢u(u7 0)7 ¢v (U, O>>u - <d<expp>uelueh d(expp)uel 62>.
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Considere em 7,5 os vetores perpendiculares w; = wue; e wy = ey. Defina w(s) =
(cos s)wy + (sen s)ws e seja f(s,t) = exp,(tw(s)). Note que, para cada s fixado, a curva
t — f(s,t) é uma geodésica. Logo, |fi(s,t)| ndo depende de ¢t. Considere A = f,(0,1) e
B = f4(0,1). Observe que:

A= ft(o’ 1)

d
= S exp,(tw(0))] et

= exp, (tuer)|i=1

= d(exp,)ue, U1

= uepy(u,0)

B = f,(0,1)

_ iexp,,(w(sms:o

= d(expp)w(o)w/(O)
= ¢v(u7 0)

Assim, (2.12) é equivalente a (A, B). Desse modo, queremos mostrar que (A, B) = 0.
Inicialmente, vejamos que 2 (fs(s,t), fi(s,t))(t) = 0. Para tal, note que [f;, f;] = 0, pois

[fs; fil(w) = Vy, fi(u) = Vi, fo(u)
_a /(0 g (0
B AC A A ACE
=0
Tendo a igualdade acima, temos que:
O U F5.1) = (Vg S8, 1) + (e VS )

= <szfsv ft>(57 t)

= <stft> ft>(s7 t)

= J1sp

=0,

onde a ultima igualdade segue do fato da curva ¢t — f(s,t) ser geodésica. Com isso,

(fs, fi) ndo depende de t e, portanto,

(A, B) = (f1(0,1), fs(0,1))
ft<07 O)? fs

(ueq, e)

0.

(
(
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Dessa forma, tendo que (A, B) = 0, temos que (u¢,, ¢,)(u,0) = 0, para todo u € (—4,9).
Consequentemente, (¢, uu)(p) = 0. O

Corolario 1. Sejam S uma superficie, p € S e U C S uma vizinhanga de p. Entao existe

um referencial geodésico em U.

n

Demonstracao. Observe que podemos escrever Vg E; = FZEk Como, pela proposi-
k=1

¢ao anterior, os simbolos de Cristoffel sdo todos nulos para um sistema de coordenadas

normais, temos que Vg, E;(p) = 0. O

Neste instante, exibiremos uma proposicao que nos permite determinar, de forma

equivalente a definicao o gradiente de uma funcao f e calcularemos o laplaciano de f.

Proposicao 10. Seja f uma fungio diferencidvel na superficie S e seja {Ei, Es} um

2
referencial geodésico numa vizinhanga de p € S. Entao Vf(p) = > Ei(f)Ei(p).
i=1

Demonstragio. Seja {E1, Es} um referencial geodésico na vizinhanga de p € S. Note que

podemos escrever o vetor V f(p) como combinacao linear do referencial geodésico, obtendo

2

Vip) =Y (Vf(p),E)Ei(p)

=1

2
= Z dfyEiE; ()

= ;Ei(f)Ez’(p)-
]

Proposicao 11. Sejam X, Y e Z compos de vetores diferencidveis em R®. Entao,
VyVxZ —VxVyZ+ V[Xy]Z = 0.

Demonstragio. De fato, considere X,Y,Z € x(R3?). Note que, podemos escrever Z =
3 3
> (Z,ei)e; = 3 zie;. Assim,

i=1 =1

3
V)(Z = X(Z ziei)

i=1
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Dessa forma,

R(X,Y)Z = Z Y(X(2))e — ; X(Y(%))ei + Vixy)Z

=1
= —V[Xy]Z + V[Xy]Z
— O’

como queriamos.

Finalmente, calculemos o laplaciano de uma funcao diferenciavel f:

Af(p) = div (Vf)(p)

= div (; Ei(f)Ei(p))

=>_Ei(E(f))D).

i=1

(2.13)

(2.14)

(2.15)
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3 Solubilidade do Problema de Dirichlet para

Graficos cmc

Para mostrar a existéncia de solucao para o problema

u=q¢ em 0f),

usaremos o Método da Continuidade. Considere, pois, o conjunto
V = {t €10,1]; I, € C**(Q) tal que Q. H (uy) = 0, u;|p0 = tp},

onde Qup(uy) = div ﬁ + 2tH. Neste capitulo, buscamos mostrar a abertura e o
fechamento de V' no intervalo [0, 1], com o intuito de utilizar o fato de que os intervalos
de R s@o conexos para concluir que V' = [0,1]. Dessa forma, teremos que 1 € V e a
funcao correspondente a t = 1 garante que o problema de Dirichlet classico é soluvel.
Vale ressaltar que as principais bibliografias utilizadas aqui sao [8] e as notas de aula do

curso de EDP’s elipticas do professor Jaime Ripoll.

Definicao 19. Definimos C?(Q) como o conjunto de funcées de classe C? cujas deri-
vadas de sequnda ordem sdo Hélder continuas com expoente o em ) (ver definicdo |39 no
apéndice) e C5*(Q) como sendo o conjunto de funcées de classe C>* (ver definicio

no apéndice) tais que sua restricio ao bordo € nula. Esses espagos sao normados com a

82
Bxiaacj

norma |uls,e = |ula + sup [
0

u} (que estd definida no exemplo@ no apéndice deste
(6%
trabalho).

Definigao 20. O bordo de um dominio ) é dito de classe C** se a curva vy : [0, L] — R?

que parametriza OS) € de classe C**.

3.1 Aberturade V

Para mostrar que V' é aberto em [0, 1], devemos mostrar o seguinte teorema:

Teorema 10. Sejam Q um dominio limitado e suave do R* e ¢ € C?(Q). Considere
to € [0,1] e suponha que existe ug € C**(Q) tal que Quu(ug) = 0 € ugy |sg= tod. Entdo,
existe € > 0 tal que para todo t € (ty — e, +¢) N[0, 1], eziste uy € C**(Q) satisfazendo
Qia(u) =0 e u |go=to.

Para mostrar tal teorema, vamos fazer uso do Teorema da Funcao Implicita para

espagos de Banach e de alguns resultados de EDPs que nos permitirao aplicar o teorema.
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Teorema 11 (Teorema da Fungao Implicita para Espagos de Banach). Sejam X, Y e Z
espagos vetoriais normados, com Y espagco de Banach. Considere A C X XY aberto e
f:A— Z uma aplicagio de classe C' satisfazendo:

7’) f(wOa yO) = 07 para algum (an yO) € A;.

i) [g—i(xo,yo)]*l 1 Z — Y eziste e é continua.

Entao, existem U C X eV C Y wizinhancas de xqy e yo, respectivamente, tais que para
todo x € U, existe um unico ¢p(x) € V, com f(z,¢(x)) = 0. Além disso, ¢ é diferencidvel

em xq e
] 1o

Dotan) =~ | F auoten)| - L an o) 5.1)

Demonstracio. Detotamos T = (xo Yo). Por hipétese , T é invertivel. Logo, podemos

definir a aplicagao h: A — Y por h(x,y) =y — T~ f(z,y). Derivando h com relagio a

1, temos:
oh _,0f
Gra) =1 =172 z.y). (32)
Como gh é continua em (g, yo) temos que existem Vlzmhan(;as U, de xp e r > 0 tais que
se (z,y) € Ul X B,(yo), entao |8h (z,y) — 2 3, (Z0,Y0)| < 3. Segue da ultima desigualdade e
da equacao que
1 oh oh
> |2 _
9 = ’ay ('r7y) ay(x07y0)|
_,0f _,0f
=|I -T2~ — [ +T 1=
’ ay (xhy) + ay (:Uo, yU)’
|—T_1af(x y)+T7'T|
oh
= |5, @0l

para todo (z,y) € Uy x B.(yo).

Usando a Desigualdade do Valor Médio, temos que, se y;, y2 € V,
oh
[Pz, 91) = h(z, y2)| < sup - (2, y)ly1 — vl
yev 0Y

1
< 5’?41 — Yal, (3:3)
para todo x € U;.

Uma vez que h é continua, existe uma vizinhanca U C U; de x( tal que para

r € U, tem-se |h(z,y0) — h(zo,y0)| < §, ou ainda

|h(x,90) — yo| < (3.4)

N)\Y
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para todo x € U.

Agora, fixemos = € U e definimos h, : V. — V por h,(y) = h(z,y). Mostremos

que h, estd bem definida. Com efeito, se y € B,(yo), entdo, usando as equagoes (3.4)) e

(3.3)), temos:

|ha(y) — vol = [h(z,y) — h(x,y0) + h(x,Y0) — Yol
S |h(£(],y) - h<x7y0)| + |h(l’,y0) - yO‘

<1|y—y0|‘|‘f
- 2 2
<y r

- 2 2

=T.

Portanto, h,(B,(y0)) C Br(yo) €, assim, h, estd bem definida. Note que, pela desigualdade
(3-3), temos, para todo y1, y2 € Br(yo),

1
|hw(yl) - hx(y2)| < §|yl - le'

Logo, h, é uma contragao. Sendo B,(y) um espago métrico completo, concluimos, pelo

teorema de Ponto Fixo de Banach (teorema , ver apéndice), que h, tem um tnico ponto

fixo y = y(z). Definimos, entao, a aplicagdo ¢ : U — B,(yo), por ¢(z) =y, onde y é o
tnico ponto fixo da fungao h,. Observe que h.,(yo) = h(xo,yo) = yo. Assim, ¢(zo) = yo,
ou seja f(xg, ¢(xo)) = f(zo,y0) = 0. Mais geralmente, se z € U,

¢(x) = he(o())
= h(z, ¢(x))
= o(x) = T f(z, ¢(2)),

donde segue que T~ 'f(x,¢(z)) = 0, ou ainda, f(z,¢(zr)) =

0, para todo x € U. Na
verdade, todas as solugbes de f(z,y) = 0 sao da forma (z, ¢(x)), para todo x € U, pois

se f(z,y) =0, entao

ha(y) = h(z,y)
=Y - Tilf(lyy)
=y,

e, dai, y = ¢(x). Vejamos, agora, que ¢ é continua em U. De fato, sejam z € U e e > 0
arbitrario. Uma vez que h é continua, temos que, fixado y € V, existe 6 > 0 tal que se
zeUe|z—uz| <9, entdo |h(z,y) — h(z,y)| < 5. Em particular, para y = ¢(z), temos
que, se z € U e |xr — z| < §, entdo

Ih(z, 6(x)) — h(z, (x))| < =

- (3.5)
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Usando a Desigualdade Triangular e a equagao (3.3)), obtemos:

6(2) = d(2)] = |h=(8(2)) — ha(6(2))]
= [h(z, 6(2) = h(z, ¢(x))]
= [h(z,0(2)) = h(z, () + h(z, 6(2)) = h(z, ¢(2))]
<W@¢@D h(z,¢(x))] + h(z, ¢(x)) — h(z, ¢(x))]

Sjﬂ@—¢@ﬂ+%@ﬁ@ﬁ—ﬂ%ﬂ@ﬂ

z

Logo,
1
5l9(2) = #(2)] < |h(2, ¢()) — h(z, $(2))]. (3.6)
Portanto, segue das equacoes e que, se z € U e |x — z| < J, entdo
6(2) = ¢(a)]| < 2h(z, 6(x)) — hlw, §())| < 25 =

mostrando, assim, que ¢ é continua. Finalmente, provaremos que ¢ é diferenciavel em x

e que vale (3.1). Pela diferenciabilidade de f em (z¢,yo), temos:

f(@o+ h,yo + k) — f(zo,y0) — gi(fﬁo,yo)h - gij(ﬂﬁo, yo)k = R(h, k),
onde ‘B(”(h ';)' — 0 quando |h|, |k| — 0. Seja k = ¢(zo + h) — ¢(z0). Sendo yo = P(xo),
temos que:
f(xo + N, ¢(xo + h)) — f(z0, ¢(20)) — gi (0, Yo)h — gij(ﬂ?o, Yo)k = R(h, k).

Mas, f(z,¢(z)) = 0. Dali,

0 0
—aﬁ(%, yo)h - ab;(ﬂﬁoayo)k = R(h, k)

Aplicando 77!, onde T = f (xo, Yo), obtemos:
of

0 0
_Tl[ai(%,yo)]h - Tﬁl[afy@foa yo)lk =T R(h, k) = _Tl[af;(%,yo)]h
—~T'Tk = ~T'R(h, k)
= —T’l[g(xo, yo)lh — k= T 'R(h, k).
ox
Ou seja,
b+ T2 (o, 0) ] =~ R(h, B,
ox
ou ainda,

—(¢(zo + h) — ¢(x0)) — [gi@?o, yo)]_l[gi(ﬂfo, yo)lh =T 'R(h, k).
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[T~ R(h.k)|

Portanto, para mostrar a equacao (3.1]), basta verificar que ]

— 0 quando
|h| — 0. Para tal, veja que:

[T ®(h, k)| [KI T~ R(h, k)|

|h |K||h]
_1(|R(h, k)|
< KTt
|k||h]
Note que se |h| — 0, entdo, por k depender de h, |k| — 0 e, consequentemente,
[BLKL 5 (. Dessa forma, lim [T R(R)] 0, o que justifica a diferenciabilidade da ¢
[(h.k)] hj—0 [h]
e conclui a prova do teorema. O

Além disso, se fard necessario alguns resultados sobre o operador linear eliptico L,

cuja definigdo serd dada a seguir.

Definicao 21. Um operador da forma

Lu = Zn: (a” (z) 8xi9xj u) +;: (bi(a:) 6(12- u) + c(7)u

1,j=1

com a¥ = a’*, onde x = (1,...,1,) € X CR", n > 2, é dito um operador linear eliptico
em x € Q se a matriz dos coeficientes [a”(x)] é positiva, isto €, se N(x), A(x) denotam

0s autovalores minimo e mdzimo de [a”(x)], respectivamente, entdo
0 < Ma)[E* < D a"6& < A@)|E]?, VE = (&1, ... &) € R — {0}.
ij=1
Teorema 12. Seja L : C3%(Q) — C*(Q) um operador linear eliptico dado por:
2 2

L(u) = > ajj(z)m——u+ Y bi(x) aiiu + cu. (3.7)

ij=1 O, i—1

Se ¢ <0, entao L ¢ injetivo.

Demonstragio. Considere u,v € Cy*(Q). Se L(u) = L(v), entdo temos que L(u — v) =
L(u) — L(v) = 0. Dessa forma, pelo Principio do Méximo (teorema [34] ver apéndice),

sup |u — v| = sup |u — v| = 0 e, portanto, u = v. ]
Q o9

Teorema 13. Seja ) um dominio suave e limitado. Entdao, todo operador linear eliptico
L:Co*(Q) — C(Q) dado por B.7), onde a;;, b; e ¢ sio fungdes Holder continuas com

expoente o em €2 e ¢ < 0, é um operador sobrejetivo.

Demonstragio. Dado t € [0, 1], considere o operador L; = (1 —t)A + tL. Note que L; é
um operador linear eliptico. Seja u € Cg**(Q). Pondo f = L,(u), decorre do teorema

(ver apéndice A) que

ul2,0 < Cr(|ulo + [ flo.a)-
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Pelo teorema 46| (ver apéndice) temos que

’u|0 S C'2|f|0,oz

de modo que

|u‘2,a < O|f|0,a - C|Lt(u)|0,a7

o que mostra que as hipdteses do Método da Continuidade (teorema ver apéndice) sao
satisfeitas. Uma vez que o operador Laplaciano (A) é sobrejetivo (teorema |38)), segue-se

que o operador L também o é. O

Teorema 14. O operador L™' : C*(Q) — C3*(Q) € continuo.

Demonstragio. Sejam f,g € C*(Q) e u,v € C7*(Q) tais que L(u) = f e L(v) = g. Entao,

uma vez que L(u —v) = f — g, obtemos do teorema [47| que

IL7Hf) = L7H(9) |20 = |u—v]2,q
< Ci(Jlu =)o+ |f = glo,a)-

Do teorema M6] temos

lu—v]o < Colf — glo.a,

0 que nos da

[u —v]2.0 < C|f = gloa,

o que prova a continuidade de L~!. O

Passemos, entao, a prova do teorema [10]

Demonstragio (Teorema[1(]). Considere o operador T : R x C*(2) — C°(Q2) dado por
T(t,w) = Qiu(w + tp), onde ¢ € C**(IQ) . Vamos verificar que o Teorema da Funcao

Implicita se aplica a este operador. Observe que:

e 1" ¢é derivavel com relagao a varidvel w. Considere z = wy + hv. Note que:

div Vo - = ! -div Vwy + (V(%), Vuwy)
(14 [Vwo?)2 (14 [Vuwol?)2 (14 [Vwo[?)2
1

= T oanyE e (1 8,) 00, (1 w0,) = 2,0, o,
0
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Assim,
\Y% 1
div - - 7 [Za0 + ZMZ; + 2y + Zyyzg — 225y 252y
VI+H|Vz2 (14 [Vz?):
1
= wo,, + Rz + (Wo,, + Mg ) (wo, + hvy)?
(1+\V(wo+hv)y2)%[ 0 (1o (o, v)
+ (wo,, + hvyy) + (wo,, + hvyy)(wo, + hvg)?
— 2(wo,, + hvgy)(wo, + hvg)(wo, + hvy)]
1
= Wo.. + hvge + (wo. + hvg ) (w2 + 2wg hv, + h2v?
(5 (o By 2 0 (to.., )(ws, + 2wo, hvy + h7v,)
+ wo,,, + hvy, + (wo,, + hvyy)(wgz + 2w, hv, + h*v?) — 2(wo,, + hvgy)-
(wo, wo, + hwo, wo, vy + hvgwo, + hvgvy)]
1
= wo. (1 + w2 ) +wy. (14 w2 ) — 2wy, wy wy, + h-
(L [V (wp + g3 o1 0,) 0o, (14w, ) = 2w, o, o,
(Ve + 2wy, wo, Uy + vmwgy + vyy + 2wo,, Wo, Uy + Uyngz — 2wy, Wo, vy
— 2wy, VzWo, — 2UgyWo, woy) + hQ(wom v; + 2w, Uz Uy + woyyvi + 20y, wo, Uy
— 2w, VaUy — 2V W0, Vy — 20y VW, ) + h3(vwv§ + vyyvi — 204U, 0y)].
Logo,

o1
DyT'(t, wy). v = ’llli% E[T(t’ wo + hv) — T(t, wy)]
1 1
= lim —( y
h=0 7" (14 |V(wo + hv)[?)2

2 2
+ h(vge + 2w, Wo, vy + VgaWp, + Vyy + 2wy, Wo, Vg + VyyWy, — 2Wo,, Wo, Uy

[wo,, (1 +w§,) + wo,, (1 +w,) = 2wo,,wo, w,

2 2 2
— 2wy, VzWo, — 2Vgywo, W, ) + h*(wo,, v, + 2Wo, VezVy + W,V + 20y, W0, Vg
— 2w, VaVy — 20y W0, Vy — 2VayVaWo, ) + I (Va0 4 0y 02 — 20,,0,0, )]
Ozy Yz Vy zy Wo, Vy zy Yz WO, zx Yy yy Yy zyVz Uy
1
2 §
(1 + ]Vw0| )2

[wo,, (14w, + wo,, (1 4+ w§,) = 2wo,,wo,wo,])

W[Um(l +wg ) 4 vy, (14w, ) + 20y (wo,, wo, — wo,,w, )
0

+ 20, (wo,, Wo, — Wo,, Wo, ) — 2Wo, Wo, Vay)-

Dessa forma, T' é derivavel com relagao a variavel w.
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e T é de classe C*' na varidvel w. Observe que:
| DT (t,w1).v — DT (t,we).v| = |(1+|V1w1|2>3[vm(1 + w%y) + vy (1 + i) + 20, (wr,, w1,
— Wy, W1, ) + 20, (Wi, w1, — Wi, Wi,) — 2w, Wi, Wy
T e (1 ) 20,

— W, Wa, ) + 20, (Wg,, Wa, — Wa,, W, ) — 2Wa, Wa, Vyy]|

1+ w? 1+ w3 14 w?
< [ y2 3 y2 )|+ ’Uyy(—lzzg
(1+|Vwi)?)z (14 |Vws|?)2 (14 [Vwp)2
1+ w? w1, W1, — Wi, W1,
- )| (P~ e
(14 |Vwsy|?)? (14 |Vwq|?)2
Wy Wy — Wy W wy, Wi, — Wy, W
W2, W2y 2:cy3 2ac)| + ‘20m< 1yy Vg 1my3 1y
1+ [Vws|?)2 (1+ [V [?)?
Wy, W, — W, Wy, —2wy,wy, 2wa, Wy,

_|_

+ (% 3 3
I St T 0 vt

(1+ |Vun/?)?
S C|U‘2;Q7

onde C' = C(wy,ws, |wi]a, |ws]s) é suficientemente pequena se wy, wy € C*(), com

|wy — ws| suficientemente pequeno. Dessa forma, T' é de classe C' na varidvel w.

e T ¢ de classe C na varidvel t. E claro que para ¢ = 0, T é de classe C' na varigvel

t e para ¢ # 0 as contas serao omitidas.

Pelo que foi feito acima, T ¢ de classe C'. Além disso, dado ¢y € [0,1], existe,
por hipétese, ug € C**(Q) tal que Quu(uo) = 0 e uplag = tep. Pondo wy = uy — tyo,
temos que T'(t, wy) = 0, com wy € Cp**(Q). Agora devemos mostrar que (9L (to, wo)] " -
Co*(Q) — C*(Q) existe e é continua. De fato, pelos teoremas , e , temos que o
operador g—g ¢ um isomorfismo. Dessa forma, tendo que [g—g(to, wp)] ™! existe e é continua,
estamos nas hipdteses do Teorema da Funcao Implicita. Assim, existe ¢ : (tg—e,ty+¢) C
0,1] — V C Cg*(Q) tal que T'(t, ¢(t)) = 0, ou seja, Qe (d(t)+1td) = 0 € ugloq = té. O

3.2 Fechamento de V'

Inicialmente, lembremos que o conjunto V' ¢é dado por:
V ={t €[0,1]; Ju, € C**(Q) tal que Qz(u;) = 0,wu]oq = to}.

Queremos provar que V é fechado em [0, 1]. Com a teoria que estudamos até agora, é

possivel provar o seguinte teorema:

Teorema 15. Se existe uma constante M > 0 tal que |u|l; < M, para toda fungdo
u € C?%(Q) tal que existe t € [0,1] de modo que Qir(u) = 0 e u|gq = to, entdo V ¢é
fechado em [0, 1].
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Portanto, pelos teoremas [10] e [I5] para mostrar a existéncia de solug¢ao para o PD

¢é suficiente encontrar M > 0 como na hipotese do teorema [15]

Mas, antes disso, relembremos um resultado de Analise Real que sera utilizado na

demonstragao em questao.

Teorema 16 (Derivacao termo a termo). Seja (f,,) uma sequéncia de fungoes de classe C*
no intervalo [a,b]. Se, para um certo ¢ € [a,b], a sequéncia numérica (f,(c)) converge e as
derivadas f! convergem uniformemente em |a,b] para uma funcdio g, entao (f,) converge
em [a,b] uniformemente para uma fungio f de classe C', tal que f' = g. Em resumo:

(lim f,,) = lim f desde que as derivadas f! convirjam uniformemente.

A prova deste teorema encontra-se em [12], Teorema 4, pagina 162.

Antes de passar para a prova de que se existe uma estimativa a priori para a

norma |.|1, entdo V' é fechado, vamos definir operador quase linear eliptico.

Definigao 22. Dado Q C R? seja U C 2 x R x R™. Entdo o operador

n

Qu= > a’(z,u,Vu)

ij=1

0
u+ b(z,u, Vu),
com a = a’* € eliptico em U se os coeficientes da matriz [a”(x, z,p)]sdo positivos para
todo (x,z,p) € U. Se Nz, z,p), A(z,z,p) denotam, respectivamente, os autovalores mi-
nimo e mdzimo de [a”(x, z,p)], isso significa que

n

0 <Nz, 2,p)|€)* < Y a¥(z,2,p)&E < Az, 2,p) €[,

ij—=1
para todo &€ = (&1, -+, &) € R™\{0} e para todo (x,z,p) € U.

Definicao 23. O operador quase linear Q) estda na forma de divergéncia se existem uma
fungio vetorial diferencidvel A(x,z,p) = (Al (x,z,p), -+, A"(x, 2,p)) e uma funcdio esca-

lar B(x, z,p) continua, tais que:
Qu = div A(x,u, Vu) + B(z,u, Vu),

com u € C?*(Q).

Agora estamos aptos a provar que V é fechado desde que exista uma estivativa

para a norma C*.

Para isso, considere (¢,) uma sequéncia em V' tal que t,, — t. A mostrar: t € V.
Para cada n € N, seja u,, a solu¢do associada a t,. Suponha que existe M € R tal que

lu, |y < M, para todo n € N. Observe que cada fun¢io u,, € C%(Q) satisfaz Qup(u,) = 0
Vun

——n__ de
1+|Vun, |2

e Uplog = t,¢. Além disso, Q;y é um operado eliptico em 2, com A =
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classe C' e B = 2t,,H continua. Aplicando o teorema 13.2 de [8] garantimos a existéncia
de v € (0,1) com v = v(A,Q) de modo que |Vuy,|,.q < ¢, onde a constante ¢ depende
de ¢ = ¢(M, A, B,Q,|¢|aq). Dessa forma, |u,|i, < M + c. Agora vamos linearizar o

operador Q. Suponha que u € C?7(Q) seja solucao de Q;yy = div (w) + 2tH

JIHvaE

tal que ulpo = t¢, com ¢ € C>7(Q). Definimos, entdo, fr = —2tH(1 + |Vul?)? e
L:C*(Q— C*(Q por Ly(v) = (14 u2)vge — 2ualytay + (1 + u2)vy,. Como u é classe
C?7, as derivadas primeiras de u sdo de classe C7 e, portanto, os coeficientes de Ly e fu
também sao. Além disso, u é solucao de Ly = fy. Dessa forma, estamos nas hipoteses

do teorema [A7} Obtemos, entdo, a seguinte estimativa:

‘u’2,min{a,'y} S C(’u‘o,a;ﬂ + ’¢|2,a;§2 + ’fH‘O,a;Q)a

onde C' = C(a, A\, A, Q).

Como |u,|; < M, temos que a sequéncia (u,) é lipschitziana, pois conseguimos
majorar |Vu,| para cada n € N. Portanto, (u,) é equicontinua. Pelo Teorema de Arzelé-

Ascoli, existem N; C N e uma fun¢ao u de modo que uy,|nen, — u. Agora, considere

a sequéncia (g%)neNl. De maneira semelhante a anterior, obtemos a equicontinuidade

dessa sequéncia. De novo, pelo Teorema de Arzela-Ascoli, existem um conjunto de indi-

~ . O .
ces Ny C Ny C N e uma fungao v tais que Tm‘neNz — v. Repetimos esse precesso para

Oun
0z

do fato das funcgoes

02uy 02uy 92uy,
8;% )’ ( 8;% ) (833115:52

Up, com 1,5 = 1,2 serem Holder continuas. Ai basta aplicar

a sequéncia ($*2). Para as sequéncias ( ), a equicontinuidade segue

82
Ox;0x; o
o teorema de Arzela-Ascoli e, em seguida, aplicar o teorema , obtendo u € C?*(Q),

com u = 0 em O e u, — u em C?(Q). Dessa forma, nos resta mostrar que u satisfaz

Qui(u) =0 e que u € C**(Q).

Afirmagao 1: u satisfaz Qg (u) = 0.
De fato, iniciemos relembrando que T : [0,1] x C%*(Q) — C°(Q), dado por T(w,t) =
Qi (w+tg), é um operador de classe C', como mostrado na abertura de V. Em particular,

T é continuo. Assim,

Qi (u) =T(t,u)
=T( lim (t,,u,))

n—-oo

= lim T(t,,u,)

n—aoo
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ou seja, u é uma solucao de ;g = 0. Além disso,

U|aQ — nh—I>noo un'@Q

= lim t,¢

n—-oo

= t6.

Afirmagao 2: u € C**(Q).

Provar essa afirmacao é equivalente a provar o seguinte teorema:

Teorema 17. Seja Q C R?* um dominio suave, limitado e considere ¢ € C**(082). Seja
u € C?(Q) uma solugio de Qir = 0 em Q tal que ulpg = ¢. Entio u € C*(Q).

Mas, para provar o teorema [I7], precisamos do seguinte resultado auxiliar:

Teorema 18. Seja Q2 C R? um dominio de classe C*% e seja ¢ € C**(Q). Suponha que
u € uma fungio de classe C°(2) N C?(Q) satisfazendo Lu = f em Q e u = ¢ em 9, com
f e os coeficientes do operador linear estritamente eliptico pertencentes a C**(Q). Entdo

u e C?(Q).

A prova deste teorema se encontra em [8], teorema 6.19.

Agora estamos habeis a provar o teorema [17]

Demonstragio Teorema[I7. A ideia da prova consiste em transformar nosso problema
nao linear ();y = 0 em um problema linear e aplicar o teorema . Faremos isso
definindo fi = —2tH(1 4 |Vul?)? e o operador linear L : C27(Q —s C*(Q por Ly (v) =

(14 ) g — 2y gy + (1 + u2)vy,. Al, concluimos que u € C**(9). O

Isso conclui a prova de que uma estimativa a priori da norma C' das solucoes é

suficiente para mostrar que V' é fechado em [0, 1].

3.3 Principios do Maximo

Nesta secao, serao apresentados resultados tteis para o supremo e o gradiente de
solucoes de EDPs elipticas em dominios limitados do R?, os quais serdo utilizados na

prova dos teoremas [I e 2], respectivamente.

Vamos provar um caso particular do teorema 10.1 de [§]

Teorema 19. Dado H € R, considere o operador Q : C*(2) — C°(Q) dado por Q(u) =

div (\/Hvr?) +2H. Seu,v € C°(Q) N C?(Q) satisfazendo Q(u) > Q(v) em Q eu < v
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em 0S), entdo u < v em ). Além disso, se Qu > Qu em Q, u < v em OS2, temos a

desigualdade estrita u < v em ().

Demonstragio. Defina o operador M como sendo M(u) = (1 + |Vu|?)2div (V“),

vV 1+|Vul|?

que ¢ um operador eliptico. Dali,

Vv

\/1+|Vv|2)

Vu

V14 |Vul?

M(u) — M(v) = (1+ |Vul?)2div ( ) — (1+ |Vo|?) 2 div (

= Uga (1 + U;) gy (14 1) = 2ugytiptty — [vga(1 + U;) + gy (1 4+07) = 20,0, ]
= U (1 4 10) + gy (1 + 7)) — 2ugyuptty + vao (1 + 1) — vew (1 + 1) + vy (1 + u3)
Uy (1 = 1) — 205Uty + 2055tz — (Voo (1 + 1)) + 0y (1 4+ 02) — 204,050,

)
= (Uze — Vo) (1 + ui) + (tyy = vyy) (L +13) — 2ugyuptty — 205,50 + Vg (1 + uZ)
)

+ gy (14 13) + 20 ugtty — (Ve (1 + U;) + vy (14 07) = 200,0,)

Escrevendo:

w=u—1v
a'' =1+ uz, a? = 2uuu, = a*, o® =1+u?
b1 = Vg (ty + vy) + 205Uy, by = vy (Uy + Vs) + 20,0y,

obtemos o seguinte operador:

Observe que L é um operador linear e Lw > 0. Disso e do fato de que u < v em 02,
temos, pelo teorema 45 que u < v em €2, como queriamos. Agora, por hipdtese, temos
que Qu > Qv e u < v em JIN.Assim, w = u — v < 0. Suponha que existe zy € Q tal que
u(zo) = v(xg). Consequentemente, w(zy) = 0, isto é, w tem maximo interior. Por outro
lado, considerando o operador linear L como antes, temos que Lw > 0. Dessa forma, w

nao pode ter maximo interior. Portanto u < v em (). O

Teorema 20. Dado Q C R? limitado, sejam u,v,w € C**(Q) e p € 9. Se u(p) =
v(p) = w(p) ew <u<wvem entao [Vu(p)| < max{[Vw(p)|, |[Vo(p)[}.

Demonstragio. Considere M = max{|Vw(p)|,|Vv(p)|} e N o vetor unitario normal a 0
no ponto p apontado para o interior do dominio ). Seja a um vetor unitario tal que
{a, N) > 0 e considere a curva v : [0,1) — Q de modo que ¥(0) = p e 7/(0) = a. Dado
e > 0 arbitrario, existe 0 < § <1 tal que para todo t € (0,0), vale:

wi(t) = w(p) _ ) —ul) _ o) — o)
t

t - t -

—(M +¢) < <M +e,
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ou seja,

’U(V(t)) — u(p)
t

Fazendo ¢t — 0 no lado esquerdo da desiguldade anterior, temos:

t—0 t

| < M +e.

= lim Vu(y(t)) - 7/ (t)
= Vu(v(0)) - +(0)

= (Vu(p), a).

Com isso, obtemos:

(Vu(p),a) < M +e.

Agora, considere a = |§Z§§ §|. Dai, (Vu(p),a) < M + e. Consequentemente,

Vu(p)
" Vu(p)|

IVu(p)]®> = (Vulp), Vu(p)) = [Vu(p)| = (Vu(p) )
= |Vu(p)| < M.

[]

No que segue, estamos interessados em obter uma estimativa a priori para o moé-

dulo do gradiente de u. Para tal serd necessario provar dois lemas, como vemos a seguir:

Lema 4. Sejam S uma superficie reqular, p € S e {E1, Ex} um referencial geodésico

definido em uma vizinhanca U C S de p. Entao valem as seguintes afirmacoes:
2
(2) ;(szvE1N7 N> = _|dN|2;

2
(ii) se a curvatura média H de S € constante, entio > Vg, Vg, N, Ex)(p) = 0, com

=1
ke {1,2}.
2
Demonstragio. (i) Queremos mostrar que > (Vg Vg N, N) = —|dN|%. Observe que,
i=1
como (N, N) = 1, derivando em relagao a E;, temos:
0= Ei((N, N))
= <szN7N> + <N7VE1N>
= 2(V N, N).

Consequentemente, (Vg N, N) = 0. Derivando novamente em relagdo a E;, obte-
mos:
0= E;((VgN,N))
= <VE1VEzN> N> + <VE1N7 VE1N>7
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(i)

donde segue que (Vg, Vg, N,N) = —(Vg,N,VgN). Logo,

2

2
Y (VEVEN,N)=-> (VgN,VgN)
1
2

=1 i=

2

_Z<Z2:<VEZ-N7E 22: Vi N, By Ey)

i=1 j=1

> (VeN, Ej)?
ig—1
- _‘dN|27

como queriamos.

Observe que (N, Ej) = 0. Derivando em relagao a E;, temos:

0= E((N, Ey))
= (VE,N, Ey) + (N, Vg, Ey),

donde segue que
(Vg,N,Ey) = —(N,Vg E). (3.8)
Derivando mais uma vez em relacao a FE;, obtemos:

- <VE1N7 szEk> - <N7 szszEk>

Sendo VEzN(p) < TPS € (szEk(p»T =0 segue que <VE1N7 szEk>(p) =0 €,

consequentemente,
(Ve,Ve N, E)(p) =—(N,VgVgE)(p). (3.9)
Note que a aplicacao dN é simétrica (teorema {)), isto é,
(Vg,N, Ey) = (Vg N, Ei), (3.10)

para todo i,k € {1,2}. Do fato de (N, E;) = 0 segue, por um argumento analogo

ao anterior, que

Assim, de (3.8)), (3.10]) e (3.11) temos:

<inN7 Ek> = <kaN7 El) = _<N7 szEk> = _<N7 kaEZ>
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Derivando a ultima igualdade em relacao a FE;, obtemos:

Ei((N,Vg E)) = Ei((N,Vg,E;)) = (Vg,N, Vg, E) + (N, Vg, Vg E) =
<VEZ-N, VEkEi> + <N, inkaEi>

e, em particular, no ponto p, temos:

(N, VEVEE)(p) = (N, Vg VE L) (p). (3.12)
Substituindo em , obtemos:

Agora, como VyVxZ — VxVyZ + Vixy)Z = 0 em R?® (ver final da se¢ao 2.3),

temos:

0= (Vg VEE — Vg Ve + Vg e L) (p) = 0= VgV E(p) — Vg, Vg Ei(p)
= vElkaEz(p) = VEkszE’l(p)a

implicando, por (3.13), que

2 2

E(VEiVEiNa Ep)(p) = — EUV? Ve VEEi)(p)

i=1

=1

Por outro lado,
1
H = itr (dN)
1 2
> (VgN, E;)
2 =1
= 07

2
onde ¢ é constante. Consequentemente, > (Vg N, E;) = cte. Assim,
i=1

2
(<N’ZVEZEZ>) =0, (314>
i=1
donde segue que

2

2 2

=1 =1 i=1

—(N, ka(i Vg E)). (3.15)

=1
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Logo, de (3.9) e de (3.15):

como queriamos.

]

Lema 5. Sejam v um vetor fito em R® e f = (v, N), onde N ¢é o vetor normal da S.
FEntao, se a curvatura média H de S é constante, f satisfaz Af + |[dN|*f = 0.

Demonstragio. Sejam p € S e {E}, Es} um referencial geodésico como no lema anterior.

2
Como vimos em (2.13), Af(p) = > E;(E;(f))(p). Derivando f em relacao a E;, temos:
i=1

Ei(f) = Ei((v, N))
= (Vgv,N)+ (v,VgN)
= <vaElN>

Derivando novamente em relagao a E;, obtemos:

Ei(Ei(f)) = Ei((v, VE,N))
= <VEZU7VElN> + <U, VEZVELN>
= <U,VEZVEZN>

Logo,
Af(p) =3 (v, VEVEN) (). (3.16)

Como podemos escrever

v = (v, E)(p) Ev(p) + (v, E2)(p) E2(p) + (v, N)(p)N(p), (3.17)
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obtemos, aplicando o lema anterior e utilizando (3.16)) e (3.17)), que:

Mw

Aflp) =2 (v, VEVEN)(p)

s
Il
—_

Il
Mw

(v, E1)(p)E1(p) + (v, E2) (p) Ea(p) + (v, N)(p)N(p), VE,VEN (D))

@.
ol
AN

<U E1>(p) <E17 szszN>(p) + <U7 E2><p)<E2, VEZVE2N>(p)

Il
—

/\ .

N)(P){N, Vg,V N)(p)

Il
Mw

s
Il
—_

2
= 1
= —f(p)ldN[*(p).
Sendo p arbitrdrio temos Af + [dN|?f = 0. n

Teorema 21. Seu € C%(Q) € solugio de Q =0 em Q eu = ¢ em 99, entdo sup |Vu| =
Q

sup |Vul.

09

Demonstragio. Sejav = es. Note que, para o caso em que S = Gr(u), N = (ux, Uy, _1).
v 14+ Vul?
—1

V14| Va2

) =
serve que f < 0 e, novamente pelo lema anterior, Af = —|dN]*f > 0, ou seja, f é

Assim, temos, para f definida como no lema anterior, f(p) = (es, N(p)

subharménica. Pelo Principio do Méximo (teorema E, temos que f atinge maximo no

bordo de seu dominio. Seja py o ponto que que f atinge seu maximo. Entao

—1
= /14 [Vulpo)|* = \/1+[Vu(p)|?
\/1+\Vu \/1+]Vupo)] \/ \/
= |Vu(po)|* = [Vu(p)],
isto é, |Vu| assume méaximo no bordo. O

3.4 Resultados Complementares

Nesta secao, iremos apresentar a Desiguladade de Jensen, a Desigualdade Isope-
rimétrica, a Férmula da Coarea para superficies e o Principio do Maximo para fungoes
subharmonicas em seperficies, resultados que serdao utilizadas posteriormente. Comece-
mos pela Desigualdade de Jensen. Mas antes de enuncia-la, relembremos os conceitos de

funcao concava e funcao convexa.
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Definicao 24. Uma fungio f : I C R — R chama-se convera quando seu grifico estd
abaizo de qualquer de suas secantes, onde uma secante é um segmento de reta que liga
os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) para quaisquer a,b € I. E uma fungio f : I CR — R ¢

concava, se —f € conveza.

Nesse sentido, temos o seguinte teorema:

Teorema 22 (Desigualdade de Jensen). Seja f : (a,b) — R duas vezes diferencidvel.
Se f"(z) > 0, para todo x € (a,b), isto é, se f é uma fungao convexa em todo o intervalo

(a,b), entdo para quaisquer 1, ...,x, € (a,b), vale:

flxy) + fx2) + -+ f2n) >f(1'1+l‘2+"'+9€n
n - n

).

Demonstragio. Faremos a prova para o caso em que f” > 0. A prova serd feita por
inducao em n. Note que a desigualdade é valida para n = 1. Entao, suponhamos por
hipétese de inducao que a desigualdade é valida para n — 1 e provemos que ela vale para
n. Inicialmente, fixemos x1, s, -+ ,x,_1 € chamemos z,, = x. Denotemos x1 + x5+ -+ +
Tpo1=1e f(x1) + f(xe) + -+ f(zn_1) = k. A mostrar:

k+f@)>fd+x)

n - n

para todo = € (a,b). Consideremos, entdo, a seguinte fungao:

=k+f@)—fd+x)

n n

g(x)

Derivando a fung¢ao g, obtemos:

gy =t - ph,
Note que
gy =0e LD Lplit)
! 1 1
o B2 =
o ) = ()
4+
= Tr =
n

=T =

n—1

Uma vez que f’ é ndo decrescente em (a,b), ja que, por hipdtese, f”(z) > 0, para todo

z € (a,b), podemos afirmar que se z < —L= teremos ¢'(z) < 0 e se > —L= teremos
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g (z) > 0. Assim, x = ﬁ ¢ um ponto de minimo global para g no intervalo (a,b). Dal,
(@) > g(-)
I =95
:k+f@g)_fl+gg
n n
ko1 1 I(n—1)+1
_n+nf<n—1)_f< n(n —1) )
ko1 [ l
_ﬁ—i_ﬁf(n—l)_f(n—l)
k (n-1) l
n o f(n 1)
>0

pois, por hipétese de inducao,

>(n—1
2 )= k=2 (- D)
k_n—1 l
~ n-n f(n — 1)
Do fato de g(x) > 0 segue a desigualdade desejada. O

A versao da Desigualdade de Jensen que sera usada na demonstracao do teorema

¢ a seguinte:

Teorema 23. Sejam Q C R? limitado e f : Q C R? — R uma fungdo integrdvel e seja

¢ : R — R uma fungdo convexa. Entdo, denotando por L o volume de €2,

: (; / f<x>dx) <+ [ o7t (318)

A demonstracao desse resultado se encontra em [5].

No que segue, enunciaremos a Desigualdade Isoperimétrica no plano, a qual sera

utilizada na demonstracdo do teorema [}

Teorema 24. Seja o uma curva fechada simples retificivel de comprimento | no plano

R? que engloba uma regido de drea A. Entdo

l2
A< = (3.19)

2
A prova deste teorema se encontra em [11].

Agora, vamos apresentar a Formula da Coarea para superficies.
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Teorema 25 (Férmula da Co-area). Sejam S uma superficie, V' o volume n-dimensional

de um subconjunto de S e A o volume (n — 1)-dimensional. Considere Q@ um dominio em
Sef:Q9—ReCQ)NC>®Q). Seja h € L*Y(Q) uma fungio qualquer. Definimos
Q) ={p e S;h(p) >t} el'(t) = 00(t). Entao

o

/Q/mww:/ / hdA,.

0 T(t)

A prova deste teorema se encontra em [4], capitulo IV.

Finalmente, vamos enunciar o Principio do Maximo para fungdes subharmonicas

em superficies.

Teorema 26. Sejam S uma superficie com bordo e f € C*°(S) uma fun¢io subharménica,

isto €, Af >0 em S. Entdo, sup f =sup f.
S a8

A prova deste resultado se encontra em [10], pagina 37.
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4 Existéncia de Solucao para o PD em super-

ficies cmc com bordo plano

Neste capitulo, visamos provar os teoremas [2| e 0s quais estao enunciados a

seguir:

Teorema 27. Seja S uma superficie compacta em R3 com curvatura média constante
H > 0, cujo bordo estd contido no plano P = {x € R® (x,a) = 0}, onde a € R é um
vetor unitdrio. Denote por ST a regido de S que estd acima do plano P e suponha que a

aplicagdo de Gauss N da imersao satisfaz
T
iV, alds < .
S+

Entdo, se h* é o mdzimo da altura de ST com respeito ao plano P, temos:

2
<L 1—\]1—H/|<N,a>|ds
T

H

e a igualdade vale se, e somente se, S € uma calota esférica.

Teorema 28. Seja 2 um dominio planar, limitado e convexo. Para cada nimero real H
tal que AH? < p*m, onde A representa a drea do dominio ), existe uma solugio suave do
sequinte Problema de Dirichlet:
div (v“) = —2H, em €2
(&)

v/ 1+|Vu|?
u =0, em OS).

Isto €, ewiste um grdfico suave sobre Q, o qual é uma superficie em R3 com curvatura

média constante H e cujo bordo é 0f).

De acordo com o teorema[15], para mostrar o teoremal[l]é necessario encontrar uma
constante ¢ tal que |.|]; < ¢. Nesse sentido, o teorema [2| serd de suma importéncia, ja que
ele nos d4 uma estimativa a priori para a norma |.|g. Nesse sentido, comegaremos com a
prova do teorema . Em seguida demonstraremos a existéncia de solugao para o PD (&),

ou seja, apresentaremos a prova do teorema [I]

Demonstracio (Teorema @) Nesta prova, faremos o caso onde a superficie S é o grafico
de uma funcao v : U C R? — R de classe C?. Seja S uma superficie regular com bordo
de curvatura média constante H # 0. Suponha que a orientacao N de S é dada do modo

que H > 0. Além disso, suponha que o bordo 95 esteja contido no plano {z = 0}. Note
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que S é parametrizada por ¢ : U C R? — S dada por ¢(x,y) = (z,y,u(z,y)) e tem como

vetor normal N = ——2—(u,,u,, —1). Considere a fun¢do altura h : S — R dada por
/—1+\Vu|2 xy Yy

h(p) = (p,es)rs. Considere o conjunto Q(t) = {p € S;h(p) > t}, 0Q(t) =T'(t) = {p €
S;h(p) =t} set>0e Qt) = ¢ set <0. Agora, defina a funcdo J : R — R por

J(t)= [ [N, es)laA,
Q(t)

Afirmagao 1: Se S é o gréfico de uma fungdo u : U C R? — R, entao J(t) = A(U;), para
U ={(z,y) € Uju(z,y) >t} e A representa a drea.
Note que, J(t) = [ |(N,es)|dA. Fazendo a troca do dominio de integragao, temos:

Q(t)

() = [ 1(N,e5)laa

Q(t)

— / (N, e3)|VEG — F2dA
U

_ / y<El(ux,uy, —1),(0,0, 1)) |WVEG — F2dA

= A(Ut)7

onde E, F e G sdo dados como no teorema[§l Observe que a func¢ao J é continua. Entao,

aplicando a férmula da co-drea (teorema temos:

// ) s

t T(t)

Além disso, a derivada de J existe para quase todo t € R e é dada por:

dt//lNe?’ dsdt (4.1)

t T(t)

| N 63
_ 4.2
/ N (4.2)
r(t)

onde esta igualdade se da pelo Teorema Fundamental do Céalculo. Por outro lado, temos
as seguintes afirmacoes:

Afirmagao 2: Vh(p) = (v, es)vr, para v, tal que v; € T,S, v, é perpendicular as curvas de
nivel de u, |vy| = 1, v; é perpendicular N e v; aponta para o interior de ().

De fato, observe que para todo v € T},5, temos:

(Vh(p),v) = (diy(v), e3)

= <U7 63>7
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onde i, : S — R? é a fungdo imersao. Assim, Vh(p) é o vetor w de T,S que satisfaz
(w,v) = (es,v), para todo v € T,,S. Mostremos que w = Vh(p) é a projegdo de e3 sobre
T,S. Note que:

w = (w,v)vy + (w, )T’
= (e3, ve)ve + {3, T ()" (t)
= <€3, vt>vt7
uma vez que ez L IV(¢), onde I é o vetor tangente a curva I.

Afirmagao 3: Ah(p) = 2H(N(p), es).

De fato, considere o campo de vetores V' = e3. Note que V é um campo de vetores

constante e, assim, %—‘u/ = %—Z = 0. Dessa forma, utilizando a expressao obtida em ([2.10]),
obtemos:
1 ov oV . T .
X Oy + Py X —,N) =—(V,2HN) +div(V") = 0= —(e3,2HN) + div (Vh)

VEG =T 0u
= div (Vh) = 2H (e, N)

= Ah = 2H<€3,N>.
Observe que, ao longo da curva I'(¢),
|Vh||m) (vg,e3)? =1 — (N, e3)?,

e, consequentemente,

J/(t) N / —V1_<Ut763>2d8

<Utv 63)

/¢ Vg, €3))

r(t)

onde ¢ : (0,1) — R é dada por ¢(z) = —~ 1;5”2, para todo x € (0, p] e é sendo linear em
[p,1), com 9(1) = 0, onde p > 0 satisfaz p*> + p — 1= 0.

Afirmacao 4: 1 é uma fungao concava.
Lembremos que uma forma de mostrar que uma funcao é concava é mostrar que sua
derivada segunda é negativa em todo seu dominio. Entao, calculemos as derivadas de

primeira e segunda ordem de 1 para z € (0, pl:

(4.3)
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pois, para x € (0, p]

2> —t= 2 >3 —2°
2x 3
>
1 — 22
2 x3

> .
V1 =22 gt (1 — a2)3

=

=

Figura 1 — Grafico de v

Além disso, 1 é uma funcao de classe C*. Note que, pela figura 1, o inico ponto
onde a derivada de 1) poderia nao ser continua é ¥)(p), o que nao acontece, pois as derivadas

laterais coincidem nesse ponto. De fato, observe que, pela expressao (4.3)) temos:

1
I - JR—
Além disso, note que a parte linear de 1) é dada por (z) = —%p;x + %’2. Dai,
VI
V(p") =

p(1—p)
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Por outro lado, p satisfaz a equacao p? + p — 1 = 0, donde segue que:

pPrrp—1=0=(p=1)(p"+p—-1)=0
=0 —2p+1=0
= (1—p) =p(1—p?)
= p(1—p)=p*(1 - p’)
. viep
pV1T—p*  p(l—p)
=Y (p7) =¥ (p").

Do fato de 9 ser de classe C! e de sua derivada primeira ser ndo decrescente, o
que decorre de ¢"” < 0 em (0, p), ¢’ é continua em (0,1) e constante em (p, 1), ou seja,

temos que 1 é concava no intervalo (0, 1].

No que segue, vamos aplicar a Desigualdade de Jensen (teorema em J'(t), isto

T(t) < / D((vs, e5))ds
INO)

1

< L)y 170]

/(Ut,€3>d5 , (4.5)
(1)
onde L(t) é o comprimento da curva plana I'(f). Como vimos anteriormente, Ah =

2H (N, e3). Dal, aplicando o teorema do divergente (teorema [g)),

/ AhdA = / QH(N, e5)dA = / (Vh,v)ds = 2H / (N, e5)dA
) ) rio )
= /(vt,e;;}(vt,vt)ds =2HA(U) (4.6)
(1)

(4.7)

Além disso, como J é decrescente, J(t) < J(0) < ’};—g e levando em conta a definicao de

J, temos:

P
A(Ur) = | (N,es)ds < J(t) < J(0) < =,
Q(t)

onde a ultima desigualdade segue por hipotese. Consequentemente,

1 _ 2HA(U)
L(t)ré (v, e3)ds = 0 < p. (4.8)



Capitulo 4. FEzisténcia de Solugiao para o PD em superficies cme com bordo plano 59

Substituindo essas informagoes em (4.1)), aplicando a igualdade (4.8) e utilizando a Desi-
gualdade Isoperimétrica (teorema , obtemos:

7' <@ L(W(Lé) [ (v esyds)
N0
QHA(U)

— g L)Y
(t)w( 0 )
1_4H2A(Ut)2
L(t)2
2HA(Uy)
L(t)

Lt VL2 — AH2A(U)? L(t)

=0

L(t) SHA(T,)
= —L(t) VL“);;;Z?(W (4.9)
Como a fungio f(x) = = ¢ decrescente e L < /AT A, temos:
J'(t) < —L(t) VL(”;; jgj 34(002
o
- —2ﬁ\/4A(Ut;jL(I7;1(—Ui2A(Ut))
o Z TAU)

para quase todo ponto t > 0. Assim sendo, deduzimos a seguinte desigualdade diferencial

para a funcao J:

7)< —ayr YT 20
= H 3

para quase todo ponto t > 0.

Afirmagio 5: A desigualdade anterior implica que (/7 — H2J(t)) > \/mH , para quase

todo ponto t > 0.

De fato, note que:
1
(V= H2J(0) 2 V7H = (7~ H2J(t)) 2 H2J'(t) > /T H

= —HJ'(t) > 2\/m\/m — H2J(t)

T — H2J(t)

= J'(t) < =27 =

Uma vez que J é continua, temos que /7 — H2.J também é. Dessa forma, podemos usar
o Teorema Fundamental do Célculo. Vamos integrar det=0at=~h" onde h*t éa
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altura maxima da superficie acima do plano onde o bordo esté contido, obtendo:

ht

/(y/ﬂ—HQJ ) dt>/\/_Hdt:>\/7r—H2J "> /THLT

0

= \/m — H2J(h*) — \Jm — H2J(0) > VTHh*
— H2J(h™) — H2J(0
\/ﬂ- \/ﬂ- ( ) > h+
H\m -

1 H2J(0)
—[1—4/1———"2| >ht.

Dessa forma, obtivemos uma estimativa para altuma méaxima h™ da superficie S com

relagdo ao plano {z = 0}. O

Tendo o teorema [2| provado, obtemos uma estimativa para a funcao altura. No
que segue, vamos em busca de uma estivmativa a priori para a norma C', para garantir

o fechamento de V e a existéncia de solugdo para o problema (#).

Demonstracio (Teorema . Observe que queremos mostrar a existéncia de um grafico
sobre um dominio planar, limitado e convexo €2, com curvatura média constante H > 0
satisfazendo AH? < p?m, onde A é a drea de 2. Mas, isso equivale a encontrar a soluciao
do Problema de Dirichlet (#). Para cada 0 < H < Hy, onde Hy é uma constante positiva
fixada tal que AH? < p*m, suponha que ug ¢é solugao de (#). Precisamos encontrar
uma constante ¢ tal que |uy|; < ¢, pois, assim, obtemos o fechamento do conjunto V,

garantindo a existéncia de solugao para (#) (veja teorema [15).

Note que, pelo teorema [2]

sup ug 1 (1 (/1 AHQ). (4.10)

Considere a fun¢do f(z) = (1 — /1 — A7$2) Tomando 0 < xz < H,, vemos que f é
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nao-decrescente, pois

, 1, Ax? 1 Az?
f(f)—(;)(l— l=—)+ (- 1—7)
1 1 Az? 1 Az? a1 Ax
=Tt eyl TR
1 1 Ax? A
= +

- 227y /1 — Az
>0, (4.11)
como queriamos. Disso e do fato de H < Hj, temos, por (4.10)), que:
1 AH? 1 AH?
< —=|1—4/1- < —|1—-4/1-— . 4.12

Além disso, ug > 0. De fato, basta aplicar o teorema [19com u = 0 e v = uy. Assim,
obtemos uma estimativa a priori C° ((T) para a solucdo uy em €. No que segue, buscamos
encontrar uma estimativa global para o gradiente. Mas, para isso, sera necessaria uma
estimativa a priori para C°(Q2) mais refinada, para que possamos utilizar o argumento
do quarto de cilindro e concluir a prova deste teorema. Note que, basta estimarmos o
gradiente de uy em 0f), uma vez que ao final do capitulo 3 provamos o Principio do
Maximo para o gradiente (teorema . Agora, note que, por hipétese AHZ < p*m < %”.
1 1

Considere a funcao g(z) = 5 — 3(1 — /1 — A?:”z), definida em [0, Hy|. Vejamos que g ¢é

1 A2\ 11 Az2\ T /—24
g’(m)=2(1— 1—x)+<1— I) ( x)
€T T x 2 T T

decrescente:

< 0.

Dessa forma, temos que g < g(Hp). Além disso, uma vez que

3 -3
AHS<Z7T:>—AH§>T7T
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temos que:

11 AH?
g(HO)_ZHO_HO(l_ 1 - )

™
- 1 1 n 1 <1 37r)
2H0 H() Hg 47
1 1 1
= — — — 4+ —
2Hy, Hy, 2H,
=0.

Consequentemente, g > 0. Disso e de (4.10) podemos concluir que:

1 AH? 1
< —=(1—4/1- < — —¢e(H 4.1
urr < oo ) < 5 — <) (4.13)

para um certo nimero positivo €(Hy), que depende apenas de Hy. Agora, vamos estimar
o gradiente de uy. Para isso, usaremos um argumento bastante geométrico. Considere

P o plano que contém €. Considere uma plano P’ paralelo ao plano P que distam uma

altura de -+~ um do outro. Movemos o grafico Sy da solucdo uy de tal maneira que o

2Hy
Hp)
2

plano P fique o) mais préximo do plano P’. Dado um ponto p € 92, denotamos por

_1
2Hy’

seu lado concavo fique a frente de Sy e que o eixo do quarto de cilindro seja paralelo

C, o quarto de cilindro de raio de modo que C, nao intercepte o grafico Sy, que
a reta tangente a curva convexa 0f) no ponto p. Observe que C, é um outro grafico de
superficie com curvatura média Hy. Agora, vamos deslizar o quarto de cilindro em direcao
a superficie Sy até a primeira tocar a outra. Denotemos por ¢, a fungao cujo gréfico é o
quarto de cilindro C,. Note que, conforme deslizamos o quarto de cilindro, os dominios

de ¢, variam. Consideremos, entao U C F'N 2, onde F' é o dominio de c,.

Mostremos que o ponto de toque é p € 9€2. Veja que C), ndo pode tocar a superficie
Sy em cima, pois o quarto de cilindro estd acima de Sy por (4.13). Além disso, vejamos
que C), nao pode ter o primeiro ponto de toque no interior da superficie S. Suponha que

isso aconteca. Entao, terfamos ¢, > uy em OU e, sabemos que

Vu

1+ | Vul?

VC_ 1
Qu(c_1 ) =div =0 +2H

2H, /1+|V0ﬁ|2
0

= —2H, +2H <0,

ou seja, Qy(uy) > QH(Cﬁ) em U. Dai, pelo Principio do Maximo para operadores
0
quase lineares (teorema [19), que uy < ¢, em U, o que implicaria que nao hé ponto de

toque entre as superficies C), e Si. Absurdo! Logo, p é o primeiro ponto de toque entre
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Cp e Sy. Agora vamos, de fato, estimar o gradiente da solucdo uy. Note que Vuy(p)
é paralelo a n(p), onde n(p) é o vetor normal ao JS2, pois o gradiente é perpendicular

as curvas de nivel. De forma semelhante, Vc,(p) é paralelo a n(p). Dai, temos que

Vuy(p) = (Vur(p),n(p))n(p). Observe que:

Vur (p)] = (Vur (p),n(p) = QU(a(t))lt:o; (4.14)

dt
onde o é uma curva tal que a(0) = p e &/(0) = n(p). Por C, estar acima de
Sy = Gr(uy) e pelo teorema que nos diz que essa desigualdade é preservada para as

derivadas, segue que:

L u(a(®)limo < 5 Cyla(t)leco = K1(0), (4.15)

2
onde k(z) = \/411{02 - (a: — \/‘Eé—gg) - 6(1{40)2> + ﬁ - 5(210) é obtida da equacao da circun-

A . E(Ho) _ 8(H0)2 E(Ho) . 1 z
feréncia de centro (/5 T o, T5) eraio s 7. - Dal,

e(Hop) e(Ho)?

[Vun(p)| < K(0) = == sz (4.16)
\V 4HZ T "2H,@ + =3

Logo, como (4.16) ndo depende do p, obtivemos uma estimativa a priori para Vug(p).

Dessa forma, pelo teorema existe ug e concluimos a prova deste teorema. O]
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5 Apéndice A: EDPs Lineares Elipticas

Seja ) C R™ aberto e conexo. Neste apéndice, buscamos demonstrar a existéncia
de u € C?(Q) satisfazendo o seguinte Problema de Dirichlet (PD):

Lu=f emQ
(%) =
u=0 em 0,

onde L é um operador linear eliptico, como visto na definicdo 21} Para poder fazer as

contas com detalhes, sempre que necessario vamos supor 2 C R”

5.1 O caso particular do operador Laplaciano

Comecaremos com o caso onde o operador L é o Laplaciano.

Consideremos o operador A : CZ(Q) — CJ(©Q) dado por

Au = div (Vu).

A partir da definicio desse operador, dada uma funcio ¢ € C?(€2, obtemos o seguinte
Problema de Dirichlet:

Au=0 em
u=@ em O

Queremos encontrar solugoes para a EDP Au = 0 em 2. Para tal, vamos usar
a teoria de EDP’s elipticas. A ideia é: primeiramente, resolver o problema quando o
dominio é uma bola de raio R; em seguida, usar a existéncia de solugdo em bolas para
demonstrar que o PD tem solucdo em dominios mais gerais. Iniciaremos com alguns
resultados preliminares, buscando os resultados de existéncia de solucao do Problema de
Dirichlet. Num primeiro momento os resultados parecerao desconexos, mas eles serao de

suma importancia para a resolugdo do PD.

Definigdo 25. Dizemos que a fungio u € C*(Q) é:

i) harmonica em Q2 se Au = 0;
i) subharmonica em Q se Au > 0;

iii) superharmonica em 2 se Au < 0.
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Agora, relembremos o Teorema da Divergéncia e o Teorema de Mudanca de Va-

ridveis em R™.

Teorema 29 (Divergéncia). Seja Qo um dominio limitado com bordo 9Qq de classe C*
e seja n o vetor normal exterior a OQy. Para qualquer campo de vetores W € C(Qy),

temos que:

/div Wdx = / W - nds. (5.1)
Qo aQ0

Observacgao 5. Em particular, se u € C?(Qy), entdo, pondo W = Vu em (5.1)), obtemos:

g{Audw :8!0 Vu - nds :aﬂ/o ?;zds. (5.2)

Teorema 30 (Mudanca de Varidvel). Sejam U,V C R"™ abertos, h : U — V um di-
feomorfismo de classe C*, X C U um conjunto J-mensurdvel compacto, Y = h(X) e

f:h(X) — R uma funcdio integravel. Entdo,

[ fwy= [ f(h(e))] det b ()

h(X)
Além disso, vamos apresentar a formula da co-area, que serd 1util mais adiante.

Teorema 31. Sejam ) um aberto de R"™ e f uma fungdo real lipschitziana em ). Entdo,

para uma fungdo integravel g, temos

Jo@Vi@de = [| [ g |

R\
onde s~ representa o elemento de volume (n — 1)-dimensional.

Observagao 6. Tem-se que w, = |B1(0)| € o volume n-dimensional da bola de raio 1 em
R", |Bgr| = w,R", |0Bg| = nw,R"™" e wy = 7.

Corolario 2. Sejam Q2 = Bgr(y) C R" e p(x) = |z — y|, temos que se g : Br(y) — R
¢ uma funcao radialmente simétrica, isto €, que depende apenas da distancia a y, entdo

escrevendo g(x) = g(p(x)), obtemos:

/ g(z)dr = /R g(p)nw,p" " dp.

Br(y)
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Demonstra¢io. Faremos a prova para o caso n = 2. Observe que, em Q\{y},

(951 - y1)2 + (932 - 92)2
|z —y|? lz —y|?
(21— 11)? + (22 — 12)?
|z — yl?

V()| =

= 1.

Disso e da férmula da coarea segue que:

O primeiro resultado que vamos ver é a Desigualdade do Valor Médio.

Teorema 32. Sejau € C%(Q) satisfazendo Au = 0(> 0,< 0) em Q. Entdo, para qualquer
bola B = Bgr(y) C Q, temos:

1
u(y) = (<, Z)nwan_laé uds (5.3)

‘ 1
u(y) = (<,>) N ]Zudx. (5.4)

Demonstracao. Nesta demonstracdo, faremos o caso em que u é superharmonica, isto é,
Au > 0. O caso em que u é subharmoénica decorre da substituicao de u por —u. Defina
1
u(y)ds(y).

nw, "1
OBR(z)

¢(R) =

Afirmagdo 1: Il%in%) d(R) = u(y).
%
De fato, como u é continua em x, dado € > 0 arbitrario, existe Ry > 0 tal que se

y € Bg,(y), entdao u(y) —e < u(x) < u(y) + . Para R < Ry, temos

/(( ) — e)ds < / 2)ds < /

8BR (y) 8BR 8BR

= (u(y) - £)|0Ba(y)| < / u()ds < (u(y) + €)|0Br(y)|
0Br(y)
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= u(y) —e < P(R) <uly) +¢
= |u(y) — o(R)| < .

Afirmagdo 2: ¢ é nao crescente em R.

d
dR

(teorema [30) E, fazendo a seguinte mudanga: z = *Z¥ < x = y + Rz, ou seja, queremos

Para isso, mostremos que (R) < 0. Aqui usaremos o Teorema de Mudanga de Varidvel

levar os pontos & € dBg(y) para S"~1. Dali,
/ u(z)ds, = / u(y + Rz)R"'ds,.
O0Br(y) Sn—t
Dessa forma, pelo Teorema de Divergente (teorema

7¢( ) = di%( 1 /u(y+Rz)dsz>

Sn—l
1 d
= / ﬁ(u(y + Rz))ds,

nw,

= / Vu(y + Rz) - zdz

nwn

= /Vu y+ Rz) - nds(z)

nwn

(y + Rz))dz
" B1(0)

) - Rdz

B1(0)

Ydz < 0.

B1(0)

A penitltima igualdade segue do fato de que o divergente de z — Vu(y + Rz) é igual a

Rug, + Ruy, = RAu(y + Rz). Portanto, se R > 0, temos que s%¢(R) < 0, isto ¢, ¢ ¢ nao
_ 1

crescente em R. Logo, u(y) = Il%ll?0 o(R) > WCI)(R), ou seja, vale (5.3). Para mostrar

(5.4)), note que, do provado acima, temos:

nw, R" u(y) > / u(z)ds(y).
9BR(y)

Integrando em R de 0 a Ry e utilizando a féormula da co-area, obtemos:

Rp

Ro
nw,u(y) /R"_ldR > / / u(z)ds,dR = nwyu(y)— > /
0 By (y

0 9Br(y)

ou seja, segue a desigualdade desejada. O]

Agora, vamos mostrar resultados voltados ao Principio do Maximo.
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Teorema 33. Seja u € C*(Q) com Au > 0 (< 0) em Q e suponha que existe um ponto

y € Q para o qual u(y) = sup u(igf w). Entdo u é constante. Consequentemente, uma
Q

funcao harmonica nao pode assumir um valor mdzimo ou minimo em um ponto interior

a menos que ela seja constante.

Demonstra¢io. Suponha que Au > 0 em Q, M = supwu e defina Qy = {z € Q;u(z) =
Q
M?}. Como, por hipétese, existe y € 2 tal que u(y) = supu, segue que Qy # ¢.
Q
Mostremos, entdo, que Qys é aberto e fechado em €. Sendo u continua, u='(M) = Qy

é fechado em €. Agora, considere z € ), qualquer. Aplicando a Desigualdade do Valor
Médio (5.4) para a fungdo subharmoénica u — M na bola B = Bg(z) C €, obtemos:

0=u(z)— M < ! /(u—M)d:USO.

wy, R™ A
Dessa forma, u = M em B, ou seja, dado um z € Q;, existe uma bola Br(z) C  tal
que u(z) = M, para todo x € Bg(z). Disso decorre que ), também é aberto em .
Portanto, como €2 é conexo, ), = 2, isto é, u é constante.

O resultado para func¢oes superharmonicas segue pela substituicao de u por —u. O

Teorema 34. Seja u € C?(Q) N CYQ) com Au > 0(< 0) em Q. Entdo, desde que
o dominio ) seja limitado, supu = supu (igfu = i(%fu). Consequentemente, se u €
Q o0
harmdnica, entao iglﬂfu < u(x) < supu, para todo x € €.
o9

Demonstracao. Suponha que u é tal que Au > 0 em €. Sendo €2 um dominio limitado,
existe € Q tal que u(z) = supu. Assim, hd duas possibilidades: ou x € 9Q ou z € Q.
Se x € 0f), entao o supremo da funcao u é atingido no bordo de €2. Por outro lado, se
x € , entao, pelo Principio do Méximo (teorema , a funcao u é constante e o supremo
de u também é atingido em 0). O caso em que u é tal que Au < 0 é analogo. Além

disso, se u ¢ harmonica segue a desigualdade desejada. O]

Teorema 35. Sejam u,v € C%(Q) NC%(Q) satisfazendo Au = Av em Q e u = v em 9.

Entao u = v em €.

Demonstracdo. Considere a funcao w = u — v. Entao, Aw = 0 em e w = 0 em 0f).
Segue, do teorema anterior, que 0 = iangfw < w(z) < supw = 0, para todo z € Q.
o0

Portanto, w = 0 em (2, isto é, u = v em (). O

Outro resultado que serd importante mais adiante é a Desigualdade de Harnack,

que sera dada a seguir.

Teorema 36 (Desigualdade de Harnack). Seja u uma fung¢do harmdnica nao negativa

em ). Entao, para qualquer subdominio limitado € CC §Q, onde CC significa que €
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estd compactamente contido em 2, isto €, ¥ C Q, existe uma constante ¢ que depende
somente de n, €Y e Q tal que

Sup u < CigIzllfu. (5.5)
Demonstragio. Sejam y € Qe R > 0 tais que Byr(y) C 2. Entao, para quaisquer z1, o €
Br(y), temos, pela Desigualdade do Valor Médio e usando que Bgr(z1) C Bagr(y) e

Bsr(y) C Bagr(w2),

1 1
u(xy) = R / udxr < o R / udzx, (5.6)
Br(z1) Bar(y)
() L / dr> / d (5.7)
w(xe) = ———— udy > ———— udzx. )
2 wa(3R)" = w,p(3R)"
B3r(z2) Bagr(y)

Dai, como o lado direito de (5.6)) é limitado por 3™ vezes o lado direito de (5.7]), temos

1
u(zy) = —n / udx

Br(z1)
<! | wd
_— udx
~ wy(3R)"
Bar(y)
<t / d
_ udx
— wy(3R)"
Bsr(z2)
= 3"u(z2).
Dessa forma,
sup u < 3" inf u. (5.8)
Br(y) Br(y)

Agora, seja ' C Q compacto. Escolha R tal que 4R < dist(€Y,99). Sendo (¥ compacto,
dada uma cobertura formada por bolas abertas de raio R, existe uma cobertura finita
formada por N bolas abertas de tal forma que Q' C UY,Bg(y;), com y; € €. Escolha
x1, xo € ) tais que u(x;) = supu e u(zy) = 1(r21lf u, e considere I' C ¥ uma curva fechada
ligando =1 a x9. Aplicando anesigualdade (5.6) em cada bola de raio R que cobre I' e
combinando as desigualdades obtidas, concluimos que u(z;) < 3™ u(x,). Basta tomar

c = 3"V que obtemos a Desigualdade de Harnack. O

Agora, vamos apresentar as Identidades de Green, uma solugao para o Problema de
Dirichlet em bolas e obter Formulas de Representagdo de Green. Para isso, consideremos
2 um dominio onde vale o Teorema da Divergéncia (teorema e sejam u,v € C?(Q).
Para determinar a Primeira Identidade de Green, faremos a seguinte substituicdo no
Teorema da Divergéncia: W = vVu, ou seja,

~ — [ wVu- vode = (024
Q/dw (vVu)dx = /UVU nds = Q/vAudx—i-Q/Vu Vudz /U (5.9)

o o 87]
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Para a Segunda Identidade de Green vamos fazer as seguintes operacoes: trocaremos u

por v em (5.9) e faremos (5.9 menos a igualdade obtida dessa troca de u e v, isto é,

/(vAu + DuDv)dx — /(uAu + DvDu)dx = /(vau — u@)ds =
g On o on
0 Q o)
ou Jv
= Q/(vAu — uAv)dzx —a/(va?7 — ua—n)ds. (5.10)

Agora introduziremos a funcao I'. Essa fungdo serd essencial para resolvermos
o PD quando o dominio é uma bola de raio R, resultado esse que é importante para

estendermos a resolucao do PD para um dominio mais geral.
Definicao 26. Fizado y € R", definimos a fungio I' : 2 — R por:

memen T =y > 2
M(x—y)=T(zr—y|) = { n(2—njuwn

o= In |z —yl, n=2.

A partir da fungao T', definimos a fungdao g por I'(|z — y|) = g(x). Aqui, faremos
as contas detalhadas para o caso n = 2, uma vez que, neste trabalho, resolveremos uma

EDP em R? ¢ as contas para n = 2 e n > 2 sao distintas.

Proposicao 12. g(z) =T'(|x — y|) € harmonica em R™"\{y}.

Demonstracao. Obtemos as seguintes derivadas de g:

dg(z) 1 1 0

1
ox; _§(|$—y|8:vi(<x_y’x_y> )
1 1 1
= o o\¥— —y)22(x — i
Qﬂr—m2@ Yy, x —y)22(z; — y;)
_ (wi—g)
2mlw — y/?
N
=5 1T = Ti — Yi
o Yy Y
e
0? 1
ﬁgig) a %(_@ —y,x—y) 22z — yi) (s — i) + o — yl e e)
1
= (2l yl - )+ - ).

Para uso futuro, temos a seguinte derivada:

Pg(x) 1

D12 = %(—QVU —y| ™ (xe — yo) (1 — 1)
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Assim, para x # y, temos:

0°? 0?
Ag(z) = a—x%g(az) + @g(m)
1
= %[—2!1“ —y| M@ — ) (w1 — ) + |z —y| 7 = 20w — y| (w2 — y2) (@2 — y2) + |z — | 7]

- 217r{|9: =yl =2 = y1)* + (22 = g2)) |2 — 97}
- 217r[|x —y| ™ = |z —y[ P —y| 7

=0.
O

Observe que g nao esta bem definida para x = y. Isso nos impede de substituir
v por g na Segunda Identidade de Green. Um caminho para superar esse obstaculo é
substituir o dominio 2 por Q — B,, onde B, = B,(y) para p suficientemente pequeno.
Dai, da Segunda Identidade de Green , podemos concluir que, para u € C%*(Q),

temos:

/ (9Au — uAg)dr = / gAudz

O\B, O\B,
O(Q\By) 7 7
B ou dg ou dg
o9 9B,
ou seja,
/ (9Au — uAg)dr = /(gau - u@)ds + / (g@ — u@)ds. (5.11)
on  On an  On
O\B, Gle! 0B,

Antes de seguirmos com as contas, observemos que, eventualmente, confundiremos g(p) e

g(x). Nao ha problema em fazer isso, desde que entendamos a diferenga. Agora, note que

ou ou
/ga*dszg(p) 708
OB, " OB, "
< g(p)sup|vul [
By
0B,

= 2mpg(p) sup |Vu| — 0 quando p — 0

/uagds:—g(p) / uds
on
0B, 8B,

=— / uds — —u(y) quando p — 0.
0B,
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Fazendo p — 0 na equacgao (5.11]), chegamos na Férmula de Representagao de

Green:

u(y) = /( %9(x) g(x)g:;)dva/g(x)Audx. (5.12)

0
l9) "
Agora, veremos algumas variagoes da Formula de Representagdo de Green. Primeira-
mente, consideremos o caso em que u tem suporte compacto em R", isto é, u se anula no

exterior de algum conjunto compacto. Entao ([5.12) nos rende a seguinte férmula:

= /g(x)Au(x)d:c. (5.13)
Q

Para uma fun¢do harmonica u, ou seja, Au = 0, obtemos a seguinte formula:

u(w) = [(@ a%(n) g<x>§j;>ds. (5.14)

o0

Suponhamos, agora, que h € C1(Q2) N C?*(Q) satisfaz Ah = 0 em . Entdo, pela

Segunda Identidade de Green, temos:

/ u% - h ds = /hAuda: (5.15)

Adicionando (5.12)) a ([5.15]), obtemos uma outra versao mais geral da Formula de

Representagao de Green, ou seja,

u(y) = /(ugf7 - gu ds—i—/gAuda:—i—/ u% —hg:; d8+/hAud:1:
Q

d
dg Oh 8u
— [ - Dyas— [(g— )Y ~ h)Audz. 1
aéu(a?7 a77)(1!3 84(9 h)ands+!(g h)Audx (5.16)

No que segue, procuramos uma fungdo h que torne nula a segunda parcela de

(5.16)), j& que ndo temos conhecimento da derivada de u com rela¢ao ao vetor normal. Se

g—h =0 em 02, temos de (5.16):

u(y) = /quS + /(g — h)Audx (5.17)
a0 0

e g — h é chamada de Funcdo de Green para o dominio 2. Pelo teorema temos a

unicidade dessa funcao.
Seja, pois, Bg = Bg(0). Dado x € Bg, definimos seu inverso como sendo

x:{ %x, x#0

oo, x=0.

Além disso, fixado y € R?, ha duas possibilidades: ou y = 0 ouy # 0. Se y = 0,
definimos h = i Inr. Note que h é harmonica e g—h = 0 em 0Bg. Se y # 0, definimos a
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funcao h(zx) = i ln(%']:c —7|), que satisfaz Ah = 0 para x # y. A prova disso é anédloga
a prova de que Ag = 0. Além disso, vejamos que g — h = 0 em 0Bg(0). Para verificar
iss0, mostraremos que |%||9[; — 7| = |z —y|, para todo z € 9Bg(0) e para todo y € R?\{0},

_ 2 ~ . . .
onde §y = R—2y. Note que, mostrar a afirmacao feita acima, equivale a mostrar que:
lyl ’ ’

2
Y _ _ |y|
|R|2 <flf—y,x—y>=<x—y,x—y>®7R2(|$I2—2( )+ [9°) = |z” — 2(z, y) + yI”
|y|2 2 R? R? 2 2 2
& (R — 2, —y) + |—=|y|") = R* — 2(x,y) + |y
RQ( ( WE ) ||y|4| %) (z,y) + [yl
2 R? R?
2 2 2
) 11— x,y + :R _2‘7:7?/ +?/,
< Jyl*( R2< >|y|2 |y|2) (z,y) + y|

o que é valido. Logo, g — h = 0 para z € dBg(0).

A Fungao de Green para a bola By é dada por, para todo x,y € Bg, com x # y e
y fixo:

Para todo x,y € Bg, a funcdo G satisfaz as seguintes propriedades:

o Gy(x) = Galy);

De fato, note que:

1 Loyl
— —lnlz—yl - —n( Pz -
ey~ - (e - g)
1
= gy — o) (e )

Para mostrar que G,(x) = G,(y), falta mostrar que %'|x -7l = %E — y|. Note

lr\2

que, isso equivale a mostrar que % v clr =72 — L5 |7 — y|? = 0. Com efeito,

2 2 2
Y _ ) _ _ T
W gy = W g0y - B ey
2
) _
= e — 2.3 + 197 - I 10— 2070 + )
BRVICPRVRD NP LE O R
+ lyl?]
ly[?|]* 2 2 |=*[y[?
=" —2(z,y) + R* — R* + 2(x,y) — 72

como queriamos.



Capitulo 5. Apéndice A: EDPs Lineares Elipticas 76

o Gy(z) <0.
De fato, observe que a aplicagdo x — G(x,y) = g(z) — h(z) é harmonica para
r # ye G(z,y) = 0 para todo x € 0Bg(0) e para todo y € Bgr(0). Note que,
G(z,y) — —oo quando x —» y. Considere B.(y) uma bola contida em Bg(0),
com ¢ suficientemente pequeno. Agora, se A = Bgr(0)\B.(y), temos G harmonica
em A e ndo positiva em 0A. Logo, pelo Principio do Méximo (teorema , G<O0

em A.

e Fixado y € Bpg, a fungdo z — Gy(x) tem derivada em relagdo ao vetor normal

8@% (z) = m(ﬁ’z — |y*). De fato, se x € OBg, a

derivada normal de G, onde n é o vetor posicao, ¢ dada por:

exterior em 0Bg dada por

oG, x
a = va ) ) o
S (@) = (V.G(.0). )
1 1 .
—<m(l’—y)—m($—y)>ﬁ>
B S O Y NS Ny
2rlz —y|>" R R 2rlz —y)>" R R
C L kP ) RP @)
2rR e =yl e —yl* Jr-yP  |e-7P
1 1
_ Ry — 7l — — 72 — R%x — ul? A 12
e B = = (@l 3 = Rl ol + (o e — vl
1 - o, lr—yPR?
= — Rl =9 = [z = y[*) = (2, 9) (e =9 + —5—
2ﬂR|x_y|2|x_y|2[ (lz =9I" = |z = y) = (z,9) (= |z — 7] WE )]
1 2 _ = yP R? |v —yf?
= — ) —(z,y)(—1+ — =) 5.18
27TR|x_y|2[ ( !aﬁ—yP) (@, y)( \yP\x—yP)] (5.18)

Observe que:

yI*R? — 2]y, y) + 1yt _ [yl
[y[PR? — 2(z,y) + R* R?

22 = 2a,y) + gl _ [yl

R*(R?* = 2(z,y) + y*) = [y’ R* — 2R*(z,y) + R" =

PR T
2 2
:i :Z:2 = ’ét. (5.19)
Substituindo (5.19)) em (/5.18]), obtemos:
2 2 2 2
sl =7 0 o) 0 g = e )
~ 1+
(B )

- 2nR|x — y|?
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Teorema 37. Se u é uma fun¢do harmonica, entdo a Formula da Integral de Poisson é

dada por:

u(y) = %}gy' /|x_y|2 (5.20)

Observacao 7. Paran > 2 a Formula da Integral de Poisson é dada por:

R — y|? u
- ds, 5.21
uly) = = / ra— (5.21)
OBRr

O préximo teorema nos garante que a Integral de Poisson resolve o PD classico
quando o dominio é uma bola.
Teorema 38. Sejam B = Bg(0) e ¢ uma fungao continua no 0B. Entdo a fungao

R |yl I €)
7R 8{3 e dsy, YEDB

d(y), y € 0B

u(y) =

pertence a C*(B) N C°(B) e satisfaz Au=0 em B.

Demonstracio. Provemos, inicialmente, que v é de classe C° em B. Para isso, considere

o nucleo de Poisson dado por

R? — |y
K = 22
(z.9) 27 R|x — y|? (5:22)

com x € B ey € 0B. Para estabelecer a continuidade de u em 0B, usamos a Férmula de

Poisson ([5.21)) para o caso em que u ¢ a fungao constante igual a 1, ou seja,

2
|y| /’CC ’deSm

12
_ 2R| |y||2d
) 2ritjz —y

_ / K (z,y)ds,. (5.23)

Seja yp € OB e € > 0 arbitrario. Escolha 6 > 0 de modo que |¢(y) — ¢(yo)| < € sempre
que |y —yo| < d e seja M = sup ¢ no OB. Entao, se |y —yo| < %, temos, pela definicao de
B

u e por (5.23), que:



Capitulo 5. Apéndice A: EDPs Lineares Elipticas 78

[uy) = ulw)l = | [ K(,9)(0(x) = 6(30))ds
< [ K(@.y)lo@) = o(uo)lds.

= [ Kplow) - owlds, + [ K(wy)lol) - oyo)lds.

|z—yo| <8 |z—yo|>6
<e / K(z,y)ds, + / 2MK (x,y)ds,
|z—yo|<d |z—yo|<d
ElR
et oM / Bl
—eT 21 R|x — y|? %
|IE y0|>6
(R* = |y*) 1
YL TTe R S,
2mht |z—yo|>6 ’x B yP
2|yl
yl? 1 /
< 2M 1ds,
<e+ ( 5 R )(g)zl_ S
T—yo|>0
2M(R? — |y|?
o 2O )
(5)
2M (R? + |y|?
. 2MUE )
4
SM(R? + |y|?
o SMU )

SM(REHP),

Para mostrar a continuidade, devemos limitar a parcela Para isso, tome

0= 16MR Assim, se |y — yo| < &', entdo, uma vez que R? + |y|2 < 2Ry — vol,
8M(R? +|y*) _ 8M(2R|y — yo
52 - 02
8M (2Rz=62)
16 M R62
= €.

Dessa forma, temos |u(y) — u(yo)| > 2¢ e, portanto, u é continua em B. Agora, provemos

que u é harmonica em B. Observe que a funcao u foi obtida da sequinte equacao:

/(;5 8Gyd
8G Y1 Y2
- / S (G ) 5 ) (U, By,
_ yl 6G Y2 0G,
/¢ R 8y1 )“r‘ E 8y2 (x))dsx
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Assim,
A= /¢ ?206: (;p)+§§;(f?/2Gy(x))dsy+/¢(y)(
0B
+ ?gaig;c; (z))ds,
:aé ¢(y)(§;y1§;Gy(x) + y;;m;;%(ft))dsy
s /(b(y)(g;;’yl;; o)+ 00 s,
_/¢ AG+8§AGy)dSy

=0,

como queriamos.

U1 82 0

R 0x3% 0y Gy(2)

]

Nesse instante, queremos obter estimativas interiores de derivadas para fungoes

harmonicas através da diferenciacao direta da Integral de Poisson. Entao, sejam u uma

fungdo harmonica em 2 e B = Bgr(y) C 2. Uma vez que o gradiente Vu também é uma

funcao harmonica, ja que Au = 0, em (2, segue, pelos teoremas do Valor Médio e do

Divergente, que é aplicado no campo X =

Além disso,

0

B

1
T /u -nyds.
T

0B

(u,0) e considerando n = (n1,n2), que:

(5.24)

Analogamente, |8%2u(y)\ < Zsup|ul. Aplicando a desigualdade obtida para o gradiente
OB

de u, obtemos

|V

22
u(y) < 5= suplul.
OB
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Consequentemente,

2/2
Vu(y)| < 2. Sup |ul, (5.25)
Yy

onde d, = dist(y,0%2) é o raio da maior bola centrada em y contida em 2.

Faremos um raciocinio semelhante para a derivada segunda. Note que, como

82

u € harmonica,
Ox;0x;

o uly) = o (L iudm
0z;0z; Y= 0 WRZB z; '

| 0? < 2 ou
ul < —= sup |=—
Ox;0x; gaBR(y) Ox;
4 ou

=— sup |—

RaB%(y) 5’xj

Agora, aplicaremos a mesma desigualdade (5.24)), s que para | a“ |. Considere um ponto

pE 8B§ (y) e considere a bola Bg (p). Dessa forma,

0? 4 Ou(p)

sup |

U J——
|85L‘18ZL’] (y)| RpE@Bg(y) 81‘]‘ |

4 2
< — | % sup |u
<z p [ul
R\ 3 Byw)
16
< 72 SupIUI
16
< 72 5P .
Consequentemente,
o2
g )] < sup|u|

para todo y € Q e para todo i,j € {1,2}.

Antes de enunciar o préximo resultado, relembremos o Teorema de Arzela-Ascoli.

Teorema 39. Seja {f,}nen uma familia de aplicagoes continuas f, : K — N, onde
K C M ¢é um subconjunto compacto e M, N sao espagos métricos. A fim de que { f, }nen

seja relativamente compacta, € necessdrio e suficiente que:

i) {fntnen seja equicontinua;
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it) Para cada © € K, o conjunto F(x) = {f(x); f € {fu}lnen} C N seja relatimente

compacto em N.

A prova deste teorema pode ser encontrada em [14], proposi¢ao 16, pagina 375.

Lema 6. Sejam (u,) uma sequéncia qualquer de fungées harmonicas em Q e K C Q
compacto. Entao (u,) possui uma subsequéncia convergindo uniformemente em K para

uma fungdo harmonica.

Demonstragio. Seja (u,) uma sequéncia de fun¢oes harmonicas em 2. Uma vez que temos
estimativas para o gradiente de cada u,, estimativa , temos que u,, € lispchitziana e,
portanto, equicontinua, para todo n € N. Assim, pelo teorema de Arzela-Ascoli, existe um
conjunto de indices N’ C N de tal forma que (u, )neny C (Up)nen € 4, — w uniformemente.
Agora, considere a sequéncia ((uy)z, )Jnen de fungdes harmonicas. De maneira semelhante
a anterior, obtemos a equicontinuidade. Por Arzela-Ascoli, existem N” C N’ e uma funcao
v tal que (u,), — v, com ((Up)z)nen? C (Un)nenw. Por um resultado de andlise na reta
(derivacao termo a termo, ver teorema , segue que v = U,,. Seguindo esse processo,

obtemos a subsequéncia desejada. O]

Teorema 40. Qualquer sequéncia limitada de fungoes harmoénicas no dominio €2 possui

subsequéncia convergindo uniformemente em qualquer subconjunto compacto de €.

Demonstragio. Considere 2 = U, K, com K; = {x € Q;dist(x,00) > %} compacto e
K; C K;—;. Considere (u,) uma sequéncia de fun¢oes harmonicas limitada em . Pelo
lema [6] existe uma subsequéncia (ul) de (u,) que converge uniformemente em K;. De
novo, pelo lema [6] existe uma subsequéncia (u2) de (ul) que converge uniformemente em
K,. Seguindo esse processo, temos, pelo lema |§|, que existe uma subsequéncia (u') de
(u™ 1) que converge uniformemente em K,. Defina (utilizando o argumento da diagonal
de Cantor) a sequéncia v, = ul'. Seja K C ) compacto. Note que existe s € N de modo
que K C K,. Paran > s, (v,) converge uniformemente em K, e, portanto, converge

uniformemente em K. O

Com o teorema determinamos uma solugao para o PD quando o dominio é
uma bola de raio R. Agora, podemos abordar o PD em um dominio limitado arbitrario.
Para isso, serd necessario apresentar uma outra definicdo de fungoes subharmonicas e

superharmonicas e ver algumas propriedades que essas fungoes tém.

Definicao 27. Uma fungio u € C°(Q) € dita:

e subharmonica em ) se para cada bola B C ) e cada fungdo harmoénica h em B

satisfazendo u < h no 0B, também temos u < h em B;



Capitulo 5. Apéndice A: EDPs Lineares Elipticas 82

e superharmonica em €2 se para cada bola B C Q) e cada funcao harmonica h em B

satisfazendo uw > h no OB, também temos u > h em B.

Observagao 8. Seu € C?(Q2) é subharmonica, isto é, Au > 0 em Q, entdo u é subharmo-
nica de acordo com a definigio 27,

De fato, se u € C?*(Q) é subharmonica, entdo Au > 0. Sejam B C € e h uma
funcao harmoénica em B satisfazendo u < h em dB. Mostremos que u < h em B. Note
que a funcdo u — h < 0 em 0B. Assim, pelo Principio do Maximo, u — h < 0 em B e,

portanto u < h em B.

Definicao 28. Sejam u uma funcao subharmoénica em ) e B uma bola estritamente
contida em ). Denote por U a fung¢do harmonica em B, que € dada pela Integral de
Poisson (5.21)) de u no OB satisfazendo @ = u no OB. Definimos em ) o levantamento

harmonico de u (em B) por:

U) = { u(x), x€B
u(z), x€ Q\B.

Proposicao 13. As fungoes u € C°(Q) subharménicas satisfazem:

i) a Desigualdade do Valor Médio;
it) o Principio do Mdximo em €);

ii1) Sew é uma fungdo subharmonica e v é uma fungdo superharmonica, entdao a fungao

u — v € subharmonica;

i) Se v € superharmonica num dominio limitado 2, com v > u no 0X), entao ocorre

ouu<vemS§, ouu=v;
v) a fungdo U é também subharmonica em ;

vi) Sejam ui,us,...,un fungoes subharmonicas em um dominio Q. Entio a fungdo

u(r) = max{ui(z), us(), ..., un(x)} € também uma fungao subharmonica em Q.

Demonstragao. i) Isso acontece, pois se u é subharménica, entdo v < h em uma
bola B, para toda fungdo harmonica h e para toda bola B C Q. Mas, h(x) =

% [ wudy e, assim, u < ﬁB [ udy.
r(®)

Brl Bpr(z)

ii) A prova desta afirmagao é andloga a demonstracao do teorema .

iii) A prova dessa afirmagao seguird em dois passos.

1°) Mostraremos que se a fungdo v é superharménica, entdo —v é subharménica;
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iv)

2°) Povaremos que a soma de fun¢oes subharmonicas é também uma fungao subharmo-
nica.

Primeiramente, como v é superharmonica, para cada bola B e cada funcao harmo-
nica h em B satisfazendo v > h em 0B, tem-se também v > h em B. Note que
—v < —h em JB e em B, para cada bola B e para cada fun¢ao harmonica h. Assim,
—uv € subharmoénica. Agora, mostremos a segunda afirmacao. Por hipdtese, temos
que u e —v sao fungoes subharmoénicas. Seja B C () e h uma funcdo harmonica
tal que u — v < h em 0B. A mostrar: u —v < h em B. Considere h, a funcao
harmonica tal que h, = v em 0B. Por u ser subharmonica temos u < h, em B.
Note que —v < h — h, em 0B. Por —v ser subharmonica, segue que —v < h — h,,
em B. Dai, u—v<h—h,+u<h.

Para demonstrar esta afirmacao, note que, como u é uma func¢ao subharmonica e v
uma funcao superharmonica, com v > u no 9€2, temos que a funcao u — v satisfaz
u—ov < 0em €. Além disso, u — v é subharmonica. Assim, ha dois casos a analisar:
1) u — v ndo tem maximo interior;

2) u — v tem maximo interior.

Se 1) ocorre, entdo, pelo Principio do Maximo, u > v em 2. Suponha que exista
x € Q de modo que u(x) —v(z) = 0. Assim, x é um ponto de maximo interior.
Entao u — v é constante, digamos u — v = M. Note que ou M < 0 ou M = 0. Dal,
se M <0, entdo u < v em ; e se M =0, entdo u = v. Se 2) ocorre, entdo u — v é

constante. Basta fazer um argumento andlogo ao anterior.

Queremos mostrar que o levantamento harmoénico U é uma func¢ao subharmonica.
Para isso, devemos mostrar que para cada bola e cada funcao harmonica h em (2

satisfazendo U < h no bordo, também temos a validade dessa desigualdade na bola.

Considere, entao, uma bola arbitraria B’ C Q2. Podem ocorrer quatro casos:
1) B C Q\B;

2) BPC BC;

3) BNB#¢e B N(Q—DB)# ¢,

4) BC B’ c .

Figura 2 — Caso 3
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Seja h* : B' — R a fungdo harmonica satisfazendo h* = U no dB’. Se 1) ocorre,
entdao u = U = h* em OB’ e, por u ser subharmoénica, U = v < h* em B’. Se 2)
acontece, entdao U = h* no dB’. Como h e h* sdo harmoénicas, elas coincidem em
B’. Assim, U =< h* em B’. Finalmente, se 3) ocorre afirmo que U < h em B’
Primeiro, note que u < U em todo Q. Em 9(1)N B temos U = h*. Além disso, em
d(1) N B temos U = h*. Logo, pelo item anterior, temos U < h* em (1). Por outro
lado, em 0(2) N B temos U = u < h* e em 0(2) N OB temos U = h*. Novamente
pelo item anterior, temos U < h* em (2). Por fim, se 4) ocorre, mostremos que
U < h* em B'. Uma vez que u é subharmonica em (2, ocorre, em B’, que h > .
E, como U =wuem 0B e h > u em B’, segue que h > U em 0B. Por fim, sendo u

subharmonica em B e h > @ em 0B, segue que h > u = U em B.

]

Observacao 9. Resultados andlogos sdo obtidos para fungoes superharmonicas. Basta

substituir u por —u em 1), ii), 1ii), iv) € v).

Definicao 29. Sejam €2 um dominio limitado e ¢ uma funcao limitada no 0S2. Dizemos

que:

e uma funcido subharmonica u de classe C° em Q ¢é subfuncao relativa a ¢ se ela
satisfaz u < ¢ no 0€);

e uma funcdo superharmonica u de classe C° em Q é wma superfuncio relativa a ¢
se ela satisfaz u > ¢ no OS2.

Observacao 10. Aplicando o Principio do Mdximo no dominio ), concluimos que toda
subfuncao é menor do que ou igual a toda superfuncao.

Teorema 41. A fungio u(z) = sup v(z) é harmoénica em 2, onde Sy o conjunto das
vESy

subfungoes relativas a ¢.

Demonstracao. Pela observacao feita acima, qualquer funcao v € Sy satisfaz v < sup ¢ =
¢, com c¢ constante. Dessa forma, u estd bem posta. Seja y € €2 fixado porém arbitrario.
Pela defini¢do de u, existe uma sequéncia (v,) C Sy tal que v,(y) — u(y). Substituindo
v, por max{v,,inf ¢}, podemos assumir que a sequéncia (v,) é limitada. Escolha R de
modo que B = Bg(y) C Q e defina V,, como o levantamento harmoénico de v, em B.
Dal, pela propriedade v), V,, € Sy, ja que V,, é subharménica e V,, < ¢ e V,(y) — u(y).
Obtemos uma limita¢do para a sequéncia (V) da seguinte forma: inf¢ < V,, < sup ¢.
Assim, esta sequéncia contém uma subsequéncia (V,,,) que converge uniformemente em

qualquer bola B,(y), com p < R, para uma fungdo harmoénica v em B. Note que v < u
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em B e v(y) = u(y). Afirmo que v = u em B. De fato, suponha existe algum z € B
tal que v(z) < u(z). Entao existe uma funcao uw € S, tal que v(z) < u(z). Definindo
wy = max{w,V,, } e também o levantamento harmonico de wy, obtemos, pelo mesmo
argumento usado anteriormente, uma subsequéncia (WWy) convergindo para uma fungao
harmonica w que satisfaz v < w < w em B e v(y) = w(y) = u(y). Segue, pelo Principio
do Méximo, que v = w em B, o que contradiz o definicdo de w. Portanto, u é harmonica
em (). O]

Observacao 11. O teorema exibe uma fungdo harmoénica que € uma possivel solugdo

do PD classico: Au =10 em Q, u= ¢ no 952, a qual é chamada solucao de Perron.

De fato, se o Problema de Dirichlet é soluvel, entao sua solugao é idéntica a solucao
de Perron. Seja w a soluc@o presumida. Entao w € Sy e w < u. Além disso, para toda
funcao v € Sy, temos, pelo Principio do Maximo, que v < w. Dai, v < w e, portanto,

u=w.

Defini¢do 30. Seja & € 9Q. Entio w = we € C°(Q) é chamada uma barreira de &

relativa a §) se:

i) w € superharmonica em $Q;
i) w >0 em Q\{&} e w(€) = 0.

Observacao 12. Uma definicao mais geral do conceito de barreira demanda apenas que

a fungao superharmonica w seja continua e positiva em Q e que w(zx) — 0 quando x — &.

Definicao 31. A funcao w € dita uma barreira local em & € OS) se existe uma vizinhanga

N de € tal que w satisfaz a definicdo de barreira dada acima em QN N.

Definicao 32. Um ponto do bordo de ) é chamado regqular com respeito ao operador

Laplaciano se existe uma barreira nesse ponto.

Lema 7. Seja u uma func¢io harmonica definida em € pelo Método de Perron. Se & é
um ponto regular do bordo de Q e ¢ é continua no ponto £, entio u(z) — ¢(&§) quando

Demonstragio. Escolha ¢ > 0 e ponha M = sup|¢|. Sendo £ um ponto regular do
bordo de {2, existe uma barreira w em £. Devido a continuidade de ¢ e de w(x) > 0,
Vo € OQ\{¢}, existem constantes 0 e k tais que |¢(z) — ¢(€)| < e sempre que |z —&| < ¢
e kw(x) > 2M sempre que |z — &| > 0. Agora considere as fungoes ¢(§) + € + kw(z) e
#(&) — e — kw(z). Note que:

D)Se |r — € < .6(x) < 6(E) + £ + ku(x), pois o(z) < & + 9(€) e kw > 0;

ii)Se [z — & > 0, ¢(x) < @(§) + € + kw(x), pois kw(z) > 2M;
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iii) Se [z — &| <0, ¢(x) = ¢(§) — € — kw(x), pois ¢p(z) > —& — (&);

iv) Se |z —&| > 0, ¢p(z) > ¢(§) — € — kw(x), pois —kw < —2M.

Logo, a fungdo ¢(€) + € + kw(z) é superfuncao, pois ¢(&) + ¢ + kw(x) > ¢(z) e a fungio
¢(§) — e — kw(x) é subfuncao, pois ¢(§) — e — kw(z) < ¢(x). Consequentemente, da

definicao de u e do fato de cada superfuncao dominar cada subfuncao, temos, em (2,
¢(&) — & = kw(x) <u(x) < o(€) + & + kw(z),
ou ainda,
u(z) = o] < e+ kw().

Agora, dado ¢’ = 2¢ > 0, mostremos que existe 0’ > 0 tal que se |z — &| < ¢’, entdo
lu(x) — ( )\ < ¢&’. Observe que 5 > 0. Entao existe d; > 0 tal que se [z —§| < 6;, entao
lw(x)| < 5. Seja &' = min{d, 51} > 0. Af, se |z — €| < ¢, entao

/ 8/

u() = 9(€)] < &+ kue) < 5+ ko = e

Portanto, u(z) — ¢(£) quando = — &. ]

Teorema 42. O Problema de Dirichlet cldssico (x) em um dominio limitado € solivel se,

e somente se, 0s pontos do bordo de seu dominio sao todos requlares.

Demonstra¢io. (=) Dado £ € 09, mostremos que £ é ponto regular. Seja ¢ dada por
o(x) = |z — £|. Note que ¢ é continua em 0€2. Além disso, a fun¢do que soluciona o
PD em €2 com valores ¢ no bordo é uma barreira para &, pois é continua, nao negativa e
u(§) = ¢(&) = 0 e u é harmédnica. Consequentemente, £ é um ponto regular, como todos
os pontos do 0f2.

(<) Pelo lema anterior, a fungdo proveniente do Método de Perron resolve o PD. ]

Agora, podemos nos perguntar para quais dominios {2 todos os pontos do bordo
sao regulares. Seja € um dominio limitado de classe C?. Entao, para cada & € 00, existe
uma bola exterior B¢ = By(p), onde d = |p — £, bola tal que BE € Q¢ e BENQ = {¢}.
Considere w : Q — R dada por

w(r) =T(zx —p)—T(€—p).

Vejamos que w é uma barreira de £ relativa a 2. Para isso, note que w é harmoénica em
Q. Além disso, ela é positiva em €, uma vez que |p — &| < |z — €], para todo x € €, com
x # £. Finalmente,

w(§) =T —p) —T(€—p)
= 0.
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Portanto, concluimos que todo dominio de classe C? é um dominio regular. Na verdade,
vale um resultado mais geral que nos permite concluir que um dominio que contenha bicos

"para fora'também é um dominio regular (ver [g]).

Agora, queremos estender o PD classico para a equacao de Poisson, que é dada no

seguinte problema:

(k) =

Au=f em
u=® em 0.

Para isso, precisaremos introduzir a no¢ao de Holder continuidade e de potencial
Newtoniano. Seja f uma funcao integravel em um dominio €2. O Potencial Newtoniano

de f é a funcao w definida em R"™ por:
w(@) = [T —y)f(y)dy. (5.26)
Q

Definigao 33. Sejam xy € R" e f uma fungdo definida em um conjunto limitado D que
contém xg. Se 0 < a < 1, dizemos que f é Holder continua com expoente o em xy se a

quantidade, chamada de a-Hélder coeficiente de f em xo, [f]az, = Sup % ¢ finita.
D

E possivel extender a nocao de Holder continuidade para um conjunto D qualquer,

COomo segue:

Definicao 34. Dizemos que uma funcao f € uniformemente Holder continua com expoente

a € (0,1] em D se a quantidade [f],p = sup %, ¢ finita. Além disso, dizemos
z,y€D, x#y
que f € localmente Holder continua com expoente o em D se f € uniformemente Hélder

continua com expoente o em subconjuntos compactos de D.

A Holder continuidade é bastante adequada para o estudo de EDP. A partir dela
podemos ampliar a no¢ao de espacos de fungoes diferenciaveis. Nesse sentido, cabe definir

os Holder espacos.

Definicao 35. Sejam Q0 um conjunto aberto e k uwm inteiro nao-negativo. Os Holder
espagos CF(Q) e C*(Q) sdo definidos como os subespagos de C*(Q) e C(Q), respecti-
vamente, constituidos de funcgoes cuja k-ésima derivada parcial é uniformemente Holder

continua e localmente Hélder continua, respectivamente.
Observacao 13. Por conveng¢ao vamos escrever:
o C%(Q)=C*N)

o (%) =CYQ),
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com 0 < a < 1, salvo indicacao contrdaria. Além disso, escrevemos:

o CHO(Q) = C*(Q)

o CFO(Q) = CH(Q).

Em seguida, apresentaremos alguns resultados de diferenciabilidade para o Poten-
cial Newtoniano em dominios limitados, com o intuito de resolver o PD cléassico para a
equagao de Poisson com as mesmas condigoes de contorno para as quais a equacao de
Laplace é soluvel .

Lema 8. Sejam f uma fungdo limitada e integrdvel em €2 e w o Potencial Newtoniano

de f. Entio w € C1(R") e para qualquer x € ) vale

/D D(z — y)f(y)dy, (5.27)

comi=1,...n.

Demonstracao. Seja f uma funcao limitada e integravel em ) e seja w seu potencial

. . , B - _ [0 -
Newtoniano, isto é, w(z) = S{F(x y) f(y)dz. Defina v(x) S{amif(:v y)f(y)de. A
%w. Sejan : R — R, com n € CYR), |nt)] < 1, |n'(t)] <2, n(t) =0
para t < 1 e n(t) =1 para t > 2. Considere 7. : R* — R? dada por n.(x) = 77(‘9” ul),

Defina também w, : Q@ — R por w.(z) = [T'(z — y)n.(z) f(y)dx. Vejamos que w. — w
QO

mostrar: v =

uniformemente em {2 quando ¢ — 0. De fato,

w(z) - we(z r—|/rx— y)dy — /Fw—)ne()f(y)dyl
= \/P v =)/ ()(1~ (). (5.28)

Uma vez que 7. vale 1 fora de qualquer bola de raio 2¢ e que |n(t)| < 1, temos que

ER)<| [ T-yfdy

Bae ()

1
<suwplfl [ |5 Inle - ylldy
[9) ™
B ()
2e

—suplf| [ [ e = ylids,dr
@ 0 0B, (z)

2e
= sup | f]| /27rrlnrdr|
Q
0

2e
= sup | f]| /(lnr)27r7°d?"\.
Q
0
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Como
2¢e 2 2
/rlnrdr _ 4e’ln2e (2¢)
2 4
0
= 2¢%1In(2¢) — &2
=e?(2In(2¢) — 1),
temos que:

w(z) —we(r)] < sup |f|27[[e*(2In(22) — D)]I.

Fazendo ¢ — 0, obtemos que |w(z) — w.(z)] — 0 e, como o lado direito ndo depende

de z, segue que w.(z) — w(z) uniformemente. Agora, observe que - 3o We(z) = [(T(z —
Q

y)n:) f(y)dz, uma vez que I'n. é limitada em . Finalmente, mostremos que o 3 We — U

uniformemente em {2 quando ¢ — 0. Com efeito,

e =] =| /(F(x—y)ns Dy - / L~ ) ()
= 100 T =t + T - >(f ndy - / ST =)o)
- | / 3T =) =i+ [ 10 y)(;;ns(y)dy!- (5.29)

Novamente, por 7. ser igual a 1 fora de uma bola de raio 2¢, segue que:

v =l <] [ S@ g Ta-pd [ - (630)

Bo(z) Ba: (z)\Be(z)
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Agora, como |n/(t)| < 2 temos que |8%1_775(y)] < 2 e da férmula da co-drea, segue que:

%, 2
(5.30) < | Fy)g Tl —y)dy + / fy)l( —y)_dy|
Bae(z) ' Bae()\Be(2)
1 » 1 2
—| [ f@)gle =y @ wde s [ )y Inle -yl dyl
27 2 €
B () Bae(x)\Be(x)
1 1
<2swplfl(| [ ———dyl+—| [ Inle—yldy)
Q |z — y e
BQE(CE) B2s($)\BE(x)

2e
1 1
:2sup|f|(|/ / fdsydr|+—|/ / In |z — y|ds,dr)
9 |z =yl e ot

2e 2e
1 1
:28up\f|(\/727rrd7’|+f]/27rrlnrdr|)
Q 0 T ET !

2e 2e
1
= 2sup|f|(|27r/dr| + —|27r/rlnrdr|)
@ 0 em 5

1 r2Inr 12

( )

= 4msup |f|(r 35—1—
Q

em’ 2 4
1 (2¢)?1In(2¢ 2¢)2  £2lne &2
:47Tsup|f|(25+—(( )" In( )—( ) — +—))
Q em 4 2 4

2
1 4eln(2¢) —elne 3¢
=4sup|f](2e + =( (2¢) ——)). (5.31)
Q s 2 4

2
a igualdade (5.27)) ¢ valida. Além disso, note que w é de classe C', pois v é continua. [J

Assim, 4 sup |f|(25+%(w—%) — 0 quando ¢ — 0, como queriamos. Portanto,
Q

Lema 9. Sejam Q um dominio onde o Teorema do Divergente é valido, f uma funcgdo
limitada e localmente Holder continua com expoente av em ) e w o Potencial Newtoniano

de f. Entdo w € C*(Q), Aw = f e, para qualquer x € ), vale
Dyu(a) = [ DyT(e = y)(f(y) = f@)dy = f(x) [ DT = y)o;(w)ds,,  (532)
) 59
comi,j =1,...,n, onde v; € a j-ésima coordenada do vetor normal.

Demonstracio. Seja w(zx) = [T'(z — y)f(y)dy o potencial Newtoniano de f. Defina
)

o) = [ Gar D) = Dy = flo) [ 5ETo)is,

Qo

Considere v = %w(aj) e defina, para cada ¢ > 0,
z;

ww) = [ 5Pl = ) )iy
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onde 7. é como no lema anterior. Derivando v. com relacdo a j-ésima coordenada e

aplicando o teorema do Divergente [5.1 para o campo X = (%F(x —y)n:(y),0), obtemos:

8xjve(:tf Zaf% axiF(:c—y)ne(y)f(y)dy
81, = y)ne(y) S (y)dy
) 0 0 , 0
-/ 7( T —y)n-) () = f@)dy + [ @) [ 55T = yn(y)dy
) o 1 T
-/ 52T @ = ) () = Ty — @ | (= ),

Mostremos, agora, que 5 0 By Ve — U uniformemente quando ¢ — 0. De fato, observe que:

u(x) - (fmvs(wn -1 ax?axf(f(y) — Fdy @) [ 2T ey )ds,
J Jo o "

—ym(y))(f(y) — f(z))dy

8:6] 8951

/ 5 L = u)usw)ds(y)

= / 5 (T = ) () = SN~ )y

0
+ / 8xl-r(x - y)%m(y)dy

< / G5 =) (7() = Sl + / 52T = )5 )y

0 2

1

82
<l [ lo—ylls g Ty +fla [ o=yl

Bac () Bae (z)\be ()
2e
|z —yl“ —y|0‘
Sl [ omdsvir +/5|x_ |
0 B) Y

2e 2e
= f]a(/ 27r7’a_1d7’+/27r7“°‘d7’)
0

22 =)

) — 0 quando € — 0.

= [fla(27

O

Lema 10. Seja 2 um dominio limitado e suponha que todo ponto do bordo de §) é reqular.
Entao, se f € uma funcao limitada, localmente Holder continua em €, o PD cldssico

Au= fem Q, u=> em 0N, tem solugcio unica para quaisquer valores ¢ no bordo.
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Demonstracao. Vamos definir w como o Portencial Newtoniano de f e v = u —w. Dai, o
problema Au = f em €2, u = ¢ em 0 é equivalente ao problema Av =0em Q, v = ¢p—w
em 0f). Pelo teorema , segue a existéncia e a unicidade da solucao do PD. O]

5.2 O Método da Continuidade e o PD para Operadores Lineares
Elipticos

Nosso objetivo, agora, é chegar ao Método da Continuidade. Para isso, serd ne-

cessario introduzir o conceito de espago de Banach e o teorema do ponto fixo de Banach.

Definicao 36. Seja V' um espaco vetorial normado. Se V é completo, isto €, se toda
sequéncia (x,) de Cauchy é convergente em V, entdo dizemos que V € um espago de

Banach.

Exemplo 6. Seja Q C R™ limitado. Entio C**(Q), munido da norma ulcra@ =

Ul = ulko + [Ulkao = [Ulka + [DMulag, onde [DFulqo = ‘Sl|1p [DP o, € um espaco
Bl=k
de Banach. Assim, para Q C R?, u € ¢>%(Q) temos

» + mascfsup | 24, sup [ 241 + masgsup | 2, sup [~ sup |2}
Ul2.o = SUP U maxssu —_— ,Su —_— maxsysu ,Su ,Su
> s o 014 o 01 o Ot o 0102 o Ox3

02u| [ J*u ] [82u] !
ox? onth 0x107 oth 03 oftS:

Definicao 37. Uma aplicacio T : V. — V, onde V' é um espago vetorial normado, é

+ max{|

dita uma contragao se existe § < 1 tal que
para todo x,y € V.

Teorema 43. Seja T : B — B uma contragio, com B um espaco de Banach. Entdo, T

admite um unico ponto fixo, isto €, existe uma unica solucao x € B da equacao Tx = x.

Demonstragio. Considere xy € B. Defina a sequéncia (z,) C B por z, = T"xy, com
n = 1,2,.... Entao, se n > m, temos, pela desigualdade triangular e pela definicdo de

contracao, que:

n
T = | <Y Jy — 3]
j=m+1
n . .
= Z |T]_1ZE1 — T]_1ZE0|
j=m+1
n .
> 07 |2y — o
j=m+1
’.731 — :170\97”

- 1-90

IN
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Dessa forma, (z,) é uma sequéncia de Cauchy e, sendo B completo, (z,) converge para
um elemento x € B. Além disso, T é continua e, consequentemente, temos que:
Tr=limTx,
= lim Tn+1
= SL"
ou seja, x é um ponto fixo de T. Agora, suponha que = e y sao pontos fixos de T'. Pela
definicao de contragao temos que:
Tz =Tyl < Olz —y| = [z —y| <Oz —y
= |z —y[=0
==y,

ou seja, o ponto fixo é tnico. O

Definicao 38. Sejam V e W espacos vetorias normados. Uma aplicagdo linear T : V —

W ¢é limitada se a quantidade

T
T/ = sup EW
zeV,z#0 |J7|V

¢ finita.

Teorema 44 (Método da Continuidade). Sejam B um espag¢o de Banach, V. um espaco
vetorial normado e Ly, Ly : B — V' operadores lineares limitados. Para cada t € [0, 1],

considere o operador Ly = (1 — t)Lo + tLy e suponha que existe uma constante ¢ tal que
z|p < c|Lizlv, (5.33)

para t € [0,1]. Entao o operador Ly é sobrejetivo se, e somente se, o operador Ly é

sobrejetivo.

Demonstracdao. Suponha, inicialmente, que o operador Ly é sobrejetivo para algum s €
0,1]. Por |z|p < ¢|Lsx|y, temos que L é injetivo. Consequentemente, existe L;1: V —

Ly(B). Agora, note que, parat € [0,1] e y € V, a equagdo L,x = y equivale a:

Lix=y< L+ Lz =y + Lsx
& La=y+(Ly — L)
S L =y+[(1—s)Lo+sLy — (1 —t)Lo —tL]
& Lax=y+ (t—s)Lo— (t —s)Ly.

Aplicando L;! em ambos os lados da tltima igualdade, obtemos a seguinte equivaléncia:

La=y+(t—s)Lyg— (t—s)Li < x=L"y+ (t —s)L; (Lo — L1)x.
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DefinaT : B — Bpor Tx = L 'y+(t—s)L;'(Lo— L1 )z. Entdo existe § = m >0

tal que se |s — t| < 0, entdo para u,v € B quaisquer
T — Tul = |L; 'y + (¢ — )L, (Lo — Li)o — L'y — (t — )L, (Lo — L)l
= |(t = $)L; " (Lo — L) (v — )]
< |t = sl LM (Lol + [Lal]lo — u|
< O L[ Lol + [Laf]Jo — uf

1
= LY(ILo| + | La]) v — u
<ol
—|V — U
2 )

ou seja, T' é uma contragao e, consequentemente a aplicagao é sobrejetiva para todo t €
[0, 1] satisfazendo |t —s| < §. Dividindo o intervalo [0, 1] em subintervalos de comprimento
menor do que ¢ vemos que a aplicacao L; é sobrejetiva para qualquer ¢ € [0, 1] desde que
ela seja sobrejetiva para algum ¢ € [0,1] fixado. Em particular, isso vale para t = 0 ou

t = 1, como queriamos. O

A ideia agora é estender a existéncia de solugao de PD classico para o seguinte

prolema
Lu=f, wem
u=¢, wuem Jf),

onde L é um operado linear eliptico (defini¢ao e  C R" é um dominio limitado.
O processo para obter a solugdo desse problema com coeficiente variaveis é reduzi-la
a coeficientes constantes através do Método da Continuidade. Assim como o operador

laplaciano, L também satisfaz o Principio do Maximo, como segue:

Teorema 45. Seja L um operador linear eliptico em um dominio limitado 2. Suponha
que Lu>0(<0) emQ, c=0emQ eue C*(Q)NC°Q). Entio o mdzimo (minimo) de
u em € atingido em 05, isto €, Slgllpu = sgg)u (iI(lsz = iangf w).

Demonstracao. Vejamos que, inicialmente, que se Lu > 0 em (2, entao u ndo pode atingir
maximo em um ponto interior de Q. Caso atingisse, em um ponto z, terfamos Vu(zg) = 0
e a matriz [%&%u(mo)} nao positiva. Mas, a matriz dos coeficientes a®”, [a% (x¢)] é positiva,

uma vez que L é um operador eliptico. Consequentemente, Lu(zg) = a’ () 5-%—u(zo) <
10T

1t

Y

existe uma constante suficientemente grande v para a qual

0. Absurdo! Agora, por hipétese, & < by, com by constante. Entdo, desde que a'' > ),

Le™t = (72a$1b1)67$1 > A2 — ybo)e™ > 0.
Consequentemente, para qualquer € > 0, vale

L(u+ee™) >0
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em €} e, pelo provado acima, obtemos

sup(u + €€7') = sup(u + ee’).
Q o9
Fazendo ¢ — 0, temos que
sup u = sup u,
Q o9

como queriamos. O

Mas, antes de apresentar o principal teorema (teorema [48)), vamos apresentar dois

resultados que serao necessarios em sua prova.

Teorema 46. Seja Lu > f (= f) em um dominio limitado 2, onde L é um operador
linear eliptico, com constante ¢ <0, eu € C°(Q) N C?(QY). Entdo

rmmtil

supu (Jul) <suput (Ju]) + Csup —— ( (5.34)
Q B 0 A

i
A
onde C' é uma constante dependendo apenas do diametro de Q e § = Lf\' Em particular,

se Q esta entre dois planos paralelos distantes uma quantidade d um do outro, entdo a

desigualdade acima é satisfeita com C = expPtd —1.

Teorema 47. Seja Q um dominio C** em R"™ e seja u € C**(Q) uma solugio do

problema Lu = f em §, onde f € C*(QQ) e os coeficientes de L satisfazem, para constantes

positivas \ e A,

aij@fj Z )\|€|2, Vi S Q, g S R™

|07 0,002, 6] 0,0505 [€lo,as0 < A
Agora, seja ¢(x) € C*%(Q) e suponha que u = ¢ em IQ. Entdo,
ul2.0i0 < Cllufo,ae + D200 + [floan); (5.35)
onde C = C(n,a, \, A, Q).
A prova destes dois resultados se encontra no livro Elliptical Partial Differenctial
Equations of Second Order [§].

Teorema 48. Sejam Q C R™ um dominio C** e L um operador estritamente eliptico,
cujo termo ¢ < 0. Se o problema de Dirichlet para a equacao de Poisson, Au = f em €,

u=¢ em 0N, tem uma tnica solucio de classe C*“ em S0, entdo o problema
Lu=f em Q, u=¢ em 0 (5.36)

também tem uma 1inica solucdo de classe C* em § para toda f e para toda ¢.



Capitulo 5. Apéndice A: EDPs Lineares Elipticas 96

Demonstracao. Por L ser estritamente eliptico, podemos assumir que os coeficientes de L

satisfazem as condigoes

NEP < a6, Ve € Q,6 e R” (5.37)

|aij|0§0w |bi|0;o¢a |C|0;0c < A7 (538)

com constantes A\, A. Note que é suficiente restringir o bordo a zero, uma vez que o
problema Lu = f em Q, u = ¢ em 0 é equivalente a Lv = f — Lo = f' em (,

v=u—¢ =0 em 0. Consideremos, entao, a familia de equagdes
Liv=tLlu+ (1—t)Au=f,0<t <1 (5.39)

Observemos que Ly = A e Ly = L e os coeficientes de L, satisfazem as condigoes (5.37))
e (5.38) com Ay = min{l,\} e Ay = max{1,A}. O operador L, pode ser considerado
um operador linear limitado do espago de Banach By = {u € C**(Q);u = 0 em 0Q}

no espago de Banach By = C*(f2). Dessa forma, a solubilidade do problema de Dirichlet

Liu= femQ, u=0emJNQ, para f € C*(2) arbitraria, é equivalente a invertibilidade da
aplicacdo Ly, pois para cada Lyu queremos encontrar a funcio u € C%%(Q). Denotemos

por u; a solugdo deste problema. Pelo teorema (46)), temos:
[uglo < CS%P |fI < Clfloa

onde a constante C' depende apenas de A, A e do didmetro do dominio €2. Aplicando o
teorema ([47]), obtemos:

‘utb,a S C'f’o,cw
isto é,
ulp, < C|Lyulp,,

onde a constante C' independe de t. Assim, o Método da Continuidade é aplicavel e o

resultado segue. O]
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