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Resumo

Neste trabalho trataremos em particular das nogoes de algebras de Hopf e de extensoes
de Hopf-Ore. Um dos nossos principais objetivos é provar um teorema que caracteriza
quando uma algebra de Hopf R é uma extensao de Hopf-Ore de uma algebra de Hopf H.
Este teorema foi demonstrado por A. N. Panov em (PANOV/| [2003)). Além disso, usamos
iteradas extensoes de Hopf-Ore para construir dlgebras de Hopf pontuadas e co-Frobenius

e com isso dar uma resposta negativa a décima conjectura de Kaplansky.
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Abstract

In this work we will treat, in particular, of the Hopf algebras and Hopf-Ore extensions.
One of ours main goals is to prove a theorem that characterizes when a Hopf algebra R
is a extension of Hopf-Ore of a Hopf algebra H. This theorem has been proved by A. N.
Panov in (PANOV] 2003). Furthermore, we use iterated extensions of Hopf-Ore to build
Hopf algebras pointed and co-Frobenius and with that give a negative answer to the tenth

Kaplansky’s conjecture.
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1 Introducao

Em 1941, Heinz Hopf observou em seus estudos sobre topologia algébrica o que
hoje é conhecido como o primeiro exemplo de uma algebra de Hopf, mas é na década
de 1960 que estas dlgebras comecam a ser estudadas do ponto de vista estritamente
algébrico. Um episddio importante da area foi a listagem de 10 conjecturas, apresentadas
pelo matematico Irving Kaplansky, em 1975. Muitos trabalhos na area foram norteados

pela busca de respostas a estas conjecturas.

Paralelamente, em 1933 o matematico Oystein Ore apresentou uma nocao de anel
polinomial ndo comutativo, no qual os coeficientes de um polinémio ndo necessariamente
comutam com a indeterminada, tal anel é chamado hoje de extensao de Ore e constitui
uma das construgdes mais basicas e titeis na teoria de anéis. Agora, uma pergunta natural
que surge ¢é a seguinte: sob que condigoes a extensao de Ore de uma algebra de Hopf é
uma algebra de Hopf? Em (PANOV, 2003) o autor define o conceito de extensao de
Hopf-Ore e apresenta um teorema de caracterizagdo que responde a esta pergunta, ver
(ver Teorema , bem como aplicagoes decorrentes de tal resultado.

As extensoes de Hopf-Ore foram utilizadas em (BEATTIE; DASCALESCU; GRU-
NENFELDER) [2000a) para construir dlgebras de Hopf pontuadas e co-Frobenius, tal
construcao é utilizada para apresentar uma resposta negativa a décima conjectura de
Kaplansky, a décima conjectura afirma que: Se n é um inteiro positivo, existe apenas
um nimero finito de algebras de Hopf nao isomorfas de dimensao n. A construcao em
questao exibe familias infinitas de algebras de Hopf nao isomorfas de mesma dimensao, o

que contraria tal conjectura.

Além disso, varios trabalhos independentes apresentam algebras de Hopf por meio
de geradores e relagoes, onde tais geradores sao elementos de tipo grupo e skew-primitivos.
As extensdes de Hopf-Ore oferecem uma linguagem natural que permite unificar varios
destes exemplos, uma vez que muitas destas algebras de Hopf podem ser vistas como

quocientes de extensoes de Hopf-Ore.

Tendo em vista o exposto anteriormente, este trabalho tem por objetivos estudar a
caracterizagao apresentada por (PANOV/| 2003)) e a construcao de dlgebras de Hopf pon-
tuadas e co-Frobenius feita em (BEATTIE; DASCALESCU; GRUNENFELDER)] 2000a)
com o objetivo principal de apresentar uma resposta negativa a décima conjectura de

Kaplansky.

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira: O segundo capitulo é dedicado
a tratar dos pré-requisitos necessarios para o desenvolvimento dos capitulos posteriores.

Explicitamente, trataremos das nocoes de algebra, extensoes de Ore de uma &lgebra,
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coalgebra, filtracao coradical de uma codlgebra e algebra de Hopf.

No terceiro capitulo estabeleceremos o conceito de extensao de Hopf-Ore e apresen-
taremos o teorema de caracterizacao devido a A. N. Panov, bem como alguns resultados
que seguem do mesmo. Apos, utilizaremos tal caracterizacao para classificar precisamente
as extensoes de Hopf-Ore para algebras de grupo e para a envolvente universal de uma

algebra de Lie.

No dltimo capitulo apresentaremos a contrucao de algebras de Hopf pontuadas
e co-Frobenius. Para tal partiremos da algebra de grupo e faremos iteradas extensoes
de Hopf-Ore, obtendo assim uma algebra de Hopf pontuada. Para obter uma &lgebra
co-Frobenius faremos o quociente desta algebra de Hopf por um ideal de Hopf. Em
seguida, mostraremos como diferentes algebras de Hopf definidas de forma independente
sao quocientes de extensdes de Hopf-Ore. Por fim, apresentaremos uma resposta a décima

conjectura de Kaplansky.

Ao longo deste trabalho K denota um corpo, os espagos vetoriais, as algebras, as

codlgebras, as algebras de Hopf e os produtos tensoriais sao todos sobre K.
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2 Pré-requisitos

Neste capitulo temos dois objetivos principais, estabelecer as notagoes e apresentar
os conceitos e resultados que serdo utilizados no decorrer deste trabalho. Como o foco
deste capitulo é apresentar as ferramentas que serao utilizadas para o estudo das extensoes
de Hopf-Ore, alguns resultados e exemplos serdao omitidos, mesmo que importantes para

a teoria de forma geral.

2.1 Algebras e Extensbes de Ore

Iniciaremos esta secao apresentando a defini¢ao de dlgebra e alguns exemplos. Para
mais detalhes consulte (DASCALESCU; RAIANU; NASTASESCU| 2001).

Definig¢ao 2.1.1. Uma K-dlgebra, ou simplesmente uma dlgebra, é uma tripla (A, m,u),
onde A um K-espaco vetorial, m : A®Q A — A eu: K — A sdo transformagoes lineares

tais que os sequintes diagramas comutam:

idA®@m

AQRAR A AR A AR A
m®ida m K A m AQK
\ /
AR A - A A

?

onde a funcao p : K® A — A denota o isomorfismo canénico, ou seja, pu(lx®a) = a,
para todo a € A. As operagoes m e u sdao chamadas de produto (ou multiplicagio) e
unidade, respectivamente. O diagrama da esquerda é chamado de diagrama da associati-
vidade e o da direita é chamado de diagrama da unidade. Além disso, denotaremos u(1k)

por 14 ou simplesmente por 1.
Exemplo 2.1.2. O corpo K ¢é uma algebra com a soma e produto usuais.

Exemplo 2.1.3. Considere G um grupo multiplicativo e o conjunto das somas finitas

dado por

KG = {Zagg|g €eG, a4 € K}

Definimos m : KG ® KG — KG por m(g ® h) = gh e u : K — KG por u(lg) = e,
onde e é o elemento neutro do grupo G. Estendendo por linearidade temos que KG é o

K-espaco vetorial cuja base é o préprio grupo G e facilmente vemos que o diagrama da
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associatividade e unidade sao satisfeitos pelas aplicagoes m e u. Esta algebra é chamada

de dlgebra de grupo.

Exemplo 2.1.4. Seja n um inteiro positivo. O conjunto M, (K) das matrizes n X n com

entradas em K é uma algebra com as operagoes usuais.

Exemplo 2.1.5. Sejam A uma algebra e A[z], o conjunto dos polinémios na indetermi-
nada x com coeficientes na dlgebra A. O conjunto Alx| é uma édlgebra com a multiplicagao

usual e u(lg) = 14.

Exemplo 2.1.6. Seja n > 2 um inteiro positivo e ¢ uma raiz n-ésima da unidade. Con-

sidere a algebra T, gerada por g e x, com as seguintes relagoes
g =1, " =0, rg = qgx.

Uma base para o espaco vetorial Tlq é o conjunto {¢g‘2’|0 < i,j < n}. Esta dlgebra é

chamada dlgebra de Taft.

Exemplo 2.1.7. Seja A uma algebra. Entao, A ® A é uma &algebra com as operagoes:
m((a®b)(d @) =aad @b, para quaisquer a ® b,a’ @Y € AR Aeu'(1x) =14 ® 1a.

Exemplo 2.1.8. Sejam (A, m,u) uma algebrae 7 : A® A - A® A a transformacao
linear definida por 7(a ® b) = b ® a, para quaisquer a,b € A. Entdo, (A,m o 7,u) é
uma algebra, denominada &dlgebra oposta de A. Para nos referirmos a esta estrutura,

escrevemos simplesmente AP.

Definigao 2.1.9. Seja M um espago vetorial. A dlgebra tensorial de M é um par (X, 1),
onde X € uma dlgebra e i : M — X € uma transformacgdo linear tal que a sequinte
propriedade universal é satisfeita: para qualquer dlgebra A e qualquer transformacao linear
f: M — A, existe um tinico homomorfismo de dlgebras f : X — A tal que fi = f, isto

é, o sequinte diagrama é comutativo

M : X

A.

Provemos a existéncia da algebra tensorial para um dado espago vetorial M. Deno-
temos por T°(M) = K, TY (M) = M e paran > 2 definimos T"(M) =M Q M ® --- @ M.

n—uvezes

Agora, denotemos por T'(M) = @,50T"(M) e i : M — T(M) a inclusdo. Iniciamos por
provar que 7'(M) tem uma estrutura de algebra. De fato, sejam 2 = m; ® --- ®@ m,, €
T"(M)ey=h ®---®h, € T"(M). Definimos

TYy=m Q - Qm,h @ - Qh, € T""(M).
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A multiplicagdo de T(M) é definida pela extensao da férmula acima por linearidade.
Desta forma, T'(M) torna-se uma &lgebra com identidade 1x € T°(M). Vejamos agora
que (T(M),1) satisfaz a propriedade universal. Com efeito, fixemos A uma &lgebra e
uma transformacio linear f : M — A. Definimos f(m; @ --- @ my) = f(m)... f(m,)
e f(1g) = 14 e estendemos por linearidade. E f4cil ver que f é um homomorfismo de

algebras. Logo, (T'(M),i) é uma algebra tensorial para M.

Agora, vamos mostrar que a algebra tensorial é tinica, a menos de isomorfismo.
Sejam (X,i) e (Y,j) duas algebras tensoriais do espago vetorial M. Sendo (X,i) uma
algebra tensorial, para j : M — Y existe um tnico f : Y — X tal que fi = j. Com
argumento analogo para (Y, j), existe g : X — Y tal que gj = i. Logo, i = gj = gfi e
7= fi= fgj. Portanto, fg =1idx e gf = idy.

Definigao 2.1.10. Sejam (A, ma,ua), (B,mp,ug) dlgebras. Uma transformacao linear

f:A— B é um homomorfismo de dlgebras se os sequintes diagramas comutam:

A® A ref B® B A B
ma mp ua wn
A - B K.

Dada A uma &algebra denotaremos por

Alg(A,B) ={f: A— B| f é homomorfismo de algebras}.

Em particular, no caso em que B = A denotaremos por End(A). Se B = K os

elementos de Alg(A,K) sdo chamados de caracteres de A.

Observacao 2.1.11. Seja KG a algebra de grupo para algum grupo GG. Os caracteres
de KG induzem caracteres de GG, ou seja, um homomorfismo de grupos de G no grupo
multiplicativo de K e vice-versa. Com efeito, se f é um caracter de KG, entao em
particular f|g é um caracter do grupo G. Reciprocamente, se f é um caracter do grupo

G estendendo por linearidade f é um caracter de KG.

Definicao 2.1.12. Sejam A uma dlgebra e B um subespago vetorial de A. Dizemos que

B ¢ uma subdlgebra de A se B ¢ uma dlgebra com as operagoes de A.
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Definicao 2.1.13. Sejam A uma dlgebra e I um subespaco vetorial de A. Dizemos que
Ié

(i) um ideal a esquerda de A se m(A® 1) C I;

(ii) um ideal a direita de A se m(I ® A) C I;

(iii) wm ideal de A se é simultaneamente ideal d esquerda e ideal d direita.

Exemplo 2.1.14. Seja A uma algebra. O subconjunto de A definido por
J(A) = {a € A|l — zay é invertivel em A, para quaisquer z,y € A},

é um ideal de A. Com efeito, para quaisquer a,b € J(A) e z,y € A mostremos que
1 — z(a + b)y ¢ invertivel. Como a,b € J(a) existem g,h € A tais que g~' = 1 — zay,
h=' =1 — gxby. Com isso,

hg(1 —z(a +b)y) = hg(1 — way — xby) = h(g(1 — zay) — gxby) = h(1 — gzby) = 1.

Analogamente, (1 — z(a + b)y)hg = 1, portanto a + b € J(A). E de imediata verificacio
que aa € J(A) e za,ax € J(A), para quaisquer a € J(A),x € Ae a € K. O ideal J(A)
é chamado de radical de Jacobson de A.

Observamos que o radical de Jacobson de uma algebra A pode ser definido de outras for-
mas, o mais classico ¢ defini-lo como intersecao dos ideais a esquerda maximais. Optamos
por apresentar a definigdo como dada no Exemplo[2.1.14] pois esta é precisamente a formu-
lacdo que vamos usar no Capitulo 4. A definicdo que estabelecemos é uma caracterizacao
que pode ser vista em ((LAM] 2001) Lema 4.3).

No decorrer deste trabalho uma estrutura importante que utilizaremos é o de A-

modulo a esquerda livre, portanto vamos lembrar este conceito.

Definicao 2.1.15. Sejam A uma K-dlgebra e M um K-espaco vetorial. Dizemos que M é
um A-maodulo a esquerda se existe uma transformacdo linear - : AQM — M, a®@m + am,

para quaisquer a € A,m € M, tal que

(i) a1(agm) = (ajaz)m;

(ii) Im = m,
para quaisquer ay,ay € A,m € M.

A operacgao - : A® M — M é chamada ag¢do de A em M. Analogamente define-se

um A-mddulo a direita.
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Definicao 2.1.16. Sejam A uma K-dlgebra e M um A-mddulo a esquerda. Dizemos que
M ¢ um A-mdédulo a esquerda livre se existir E C M uma base para M, ou seja, um

conjunto de geradores linearmente independentes sobre A.

Um resultado que serda importante nos préximos capitulos é o seguinte lema.

Lema 2.1.17. Sejam R e S dlgebras. Se A é um R-mdédulo a esquerda livre com base
{ai}icr € B um S-mddulo a esquerda livre com base {b;};e;. Entio, AQ B é um R® S-

modulo a esquerda livre com base {a; ® b;|i € I,j € J}.

Demonstragao. Seja ., a, @b, € A® B. Com a,, € Aeb, € B tais que a,, = Y, a;,q; €
b=7>2 Binbi, onde ay, € Re By €5, Assim,

IUETESS (; al,nal> ® (; @,nbt) _y (Zmz,n ® ﬁm)> (@ ®b).

It \n

Como ¥, (vn®Pin) € R®S, entdo {a; ®b;|i € I,j € J} gera A® B como R® S-mdbdulo.
Resta mostrar a independéncia linear. Mantendo as notacoes anteriores, para cada ¢ € [
e j € J considere as projecoes p; : A = R e q; : B — S dadas, respectivamente, por
pi(XC ) = a; e q;j (X Biby) = B;. Para cada (7,5) € I x J, temos que p; ® ¢; é uma

transformacao linear. Além disso,

S R N )

t

e ([Sne)(£00)

S po)enlz)
= (i @ Bin)-

n

Como o célculo anterior é valido para quaisquer ¢ € I e j € J em particular se

(X (Enlun ® Bin))(a @ b)) = 0. Entdo, 3, (e, ® 8;,) = 0 para quaisquer i € I e
Jj € J. Portanto, {a; ® b;|i € I,j € J} é linearmente independente. O

Vamos apresentar as extensoes de Ore de uma algebra. Seguindo (MCCONNELL;
ROBSON| 2001), as extensoes de Ore consistem de uma generalizacdo da algebra de
polinémios dada no Exemplo 2.1.5] No caso da algebra de polindmios usual a indeter-
minada x comuta com os coeficientes da algebra A, o que ndo ocorre necessariamente na

construcao que faremos.

Em 1933 quando Oystein Ore propos sua teoria sobre polindmios nao comuta-

tivos, utilizou o seguinte postulado “O grau de um produto deve ser igual a soma dos
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graus dos fatores” ((ORE, 1933), traducao nossa). O que significa que, fixando y como
indeterminada, deve ocorrer yA C Ay + A. Portanto,

ya =7(a)y +d(a) (2.1)

onde 7,0 : A — A sdo transformagoes lineares. Se desejamos dar uma estrutura de dlgebra
ao grupo abeliano A[y| induzida pela multiplica¢do acima entao a igualdade y(ab) = (ya)b

implica que:
T(ab)y + §(ab) = 7(a)7(b)y + d(a)b + 7(a)d(b),

para quaisquer a,b € A. Consequentemente, 7(ab) = 7(a)7(b) e d(ab) = 6(a)b+ 7(a)o(b).

Isto motiva a seguinte definicao.

Definigao 2.1.18. Sejam A uma dlgebra e T € End(A). Uma transformagao linear

0:A— A € uma T-derivagao de A se, para quaisquer a,b € A, temos

5(ab) = 5(a)b + 7(a)3(b). (2.2)

Note que, 6 = 0 é 7-derivacao para todo endomorfismo de A. Além disso, para
qualquer 7-derivacao d temos 6(1) = 0, pois §(1) = (1)1 4+ 7(1)5(1) = 0(1) + 6(1).
Para os préximos resultados e definigoes utilizaremos como referéncia (GOODE-

ARL; WARFIELD| [2004).

Proposicao 2.1.19. Sejam A uma dlgebra, T € End(A) e § uma T-derivagio de A.

Entao, existe uma dlgebra R com as sequintes propriedades:

(i) A € subdlgebra de R;

(ii) existe um elemento y € R tal que R é um A-mdédulo & esquerda livre com base
{17y7 y27 ° '}7‘

(ili) ya =71(a)y + 6(a).

Demonstragio. Denote por E = L(A[z]) o conjunto dos operadores lineares de A[z]. Seja
A : A — E dada por \(a)(p(z)) = ap(x), para todo a € A e p(x) € E. E facil ver que \ é
um monomorfismo de dlgebras, consequentemente A ~ A(A), ou seja, cada elemento de
A ¢ identificado como um operador linear de A[z]|. Considere a aplicagao y : Alx] — Alz]

dado por

Y (io ”) -y (r(r)a™ + 5(ri)a’)

=0
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para todo Y7o 7;2* € Afz]. Provemos que y € E. De fato, sejam 31 ria’, Y72 5,07 € E
e k € K. Sem perda de generalidade, suponhamos que n > m e s; = 0, para todo j > m.

Entao,

s
Il
ol

=3 (kr(ry)a™ + 7(s;)a"™ + kd(r;)a’ + 5(82-)567;)

=0
:kZ(T r)xtt 4 0 (ry)w ) Z( Sj x3+1+(5(3])x])
=0 j=0
= ky <Z n:ﬁ) AR
=0 i=0

Consideremos R a algebra gerada por A Uy e denotemos a imagem A(a) € F de um
elemento a € A simplesmente por a. Consideremos a composicao ya € FE. Entao, para

todo Y1, rat € Alx], temos que

a) (g ri:ci) =y (i ari:ci> = Zn: (T(ari):c”l n 5(ari)xi)

1=0 i=0

= 3 (@) (a1 + (3(a) + 7(a)o(r)) o
= 7(a) (ﬁ: 7(ry)a™t + (5(Ti)xi> +d(a) Z rixt

=7(a)y (é ”) +ola) (z::() m>

ou seja, ya = 7(a)y + 0(a). Portanto, o item (iii) é véilido e yA C Ay + A. Vejamos por

inducao sobre n que
y"AC Ay + Ayt 4+ Ay + A, para todo n € N*.

De fato, pelo exposto acima o resultado é valido para n = 1. Supondo o resultado valido

para n — 1 vemos que

Y'A=y(y"'A) Cy(Ay" "+ Ay" P+ 4+ Ay + A)
C(Ay+ Ay P+ (Ay+ Ay 2+ + (Ay + Ay + Ay + A
= Ay" + Ay" T+ 4+ Ay + A
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Consequentemente, para quaisquer n,m € N

(Ay")(Ay™) = A(y" A)y™

A(Ay™ + Ayt -+ Ay + A)y™
Ay"tm + Ay”“”‘1 4 Ayt 4 AT
Ayt 4 Ayt 4 4 Ay + AL

N 1N ||

N

Dessa forma, 3y Ay’ é subélgebrade E'e R = Y,c Ay'. Em outras palavra, {1,y,y?, ...}
gera R como A-moédulo a esquerda. Resta verificar a independéncia linear deste conjunto.
Note primeiramente que y"(1) = z". De fato, y(1) = 7(1)z + §(1) = =, pois 6(1) = 0.

Suponha o resultado valido para n — 1 e vejamos que vale para n.
y"(1) = yy" (1) = y(a" ) = 7(1)a" + §(1)a" " = 2",
Agora, sejam ag, aq,...,a, € A tais que ag + a1y + - - - + a,y™ = 0. Em particular,
0=(a+ay+-+ay")(l) =ao+az+--+aa" € Alz],

implicando que a; = 0, para todo 0 <7 < n. O

Uma &lgebra que satisfaz as condi¢oes da Proposicao|2.1.19|¢é chamada de eztensao
de Ore de A e denotada por R = Aly;7,6]. O préximo teorema mostra que a extensao de

Ore de uma algebra A satisfaz a seguinte propriedade universal.

Teorema 2.1.20. Seja R = Aly;7,0] uma extensio de Ore de A. Sejam B uma dlgebra,
f:A— B € um homomorfismo de dlgebras e z € B tal que

2f(a) = f(r(a))z + f(6(a)) (2.3)

para todo a € A. Entdo, existe um tinico homomorfismo de dlgebras f : R — B tal que

fla=f e f(y) =z, ou seja, o sequinte diagrama é comutativo:

A : R

B.

Demonstragio. Considere a aplicacio f : R — B definida por f(X a;y’) = 3 f(a;)2
Temos que f [4= f, f(y) = z e f é claramente transforamacio linear. Vejamos que f é

um homomorfismo de algebras. Primeiramente, se a € A entao

f(ZOby> Zfab éf 2 = Fa) [ i),
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para todo Y b;y* € R. Vejamos, por inducéo sobre m que f (v X% o biy') = 2™ f (X7 bi'),

para todo m € Z,m > 0. Para m = 1 temos que

f (y%by) (Z y 4+ 6(b)y ) = i )2 + £(5(b:))7

3

Z )z + F(5(b))7 B ézf(b@-)zi .7 (z bﬁf) |

Suponha que a igualdade é valida para m — 1. Entao,

7 (350 ) = o[ (Sew))) = (o o)

Uf (Z bz‘?/i> =2"f (Z bz‘yi> :
=0 =0

Logo, para quaisquer 37 a9, S0 by’ € R,

f ((ﬁ; ajyj> (Zn; bz-yi>) f (Zn: 3" asybiy’ ) Y flagb)

=0 j=0 =0 j=0
=3 > fla)f'biy’) =D fla;)2 f(biy')
=0 j=0 =0 57=0

Claramente f (1gr) = 1p. Para a unicidade, suponhamos que f': R — Béunm
homomorfismo de &lgebras tal que f' |4= f e f'(y) = z. Assim, para todo X" by’ € R
temos

(szy> (f'(b2) =2 f(bs (szy>
=0 1=0

O

Corolario 2.1.21. Sejam R = Aly;7,0] e R = Aly';7,0] extensoes de Ore de uma
dlgebra A. Entdo, existe um tnico isomorfismo de dlgebras f : R — R’ tal que f(y) =1
€ f |A: idA.

Demonstracio. Mantendo a notacao do Teorema [2.1.20[ tome B = R, i : A — R a
inclusdo e z = y'. Como y'a = 7(a)y + d(a) existe tinico homomorfismo de dlgebras
f:R—)R'talquef|A:idAef(y)z

Analogamente, existe g : R — R tal que g |a= ids e g(y') = y. Claramente,
fg=idp e gf =idg. O
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2.2 Coalgebras e Filtracao Corradical

Esta secao sera dedicada a tratar do conceito de coalgebra. Esta nova estrutura
¢ fundamental, pois é um dos elementos necessarios para definirmos dlgebras de Hopf.
Os resultados apresentados nesta se¢ao tem como referéncia (DASCALESCU; RAIANU;
NASTASESCU, 2001]).

Definicao 2.2.1. Uma K-codlgebra, ou mais simplesmente uma codlgebra, é uma tripla
(C,A,e) onde C um K-espago vetorial, A : C — C @ C ec:C — K sao transformagies

lineares tais que os sequintes diagramas comutam:

2 C®C C
/ \
A 1do®A K@C A C@K

A transformacao linear A é chamada de coproduto (ou comultiplicagdo) e € é cha-
mada de counidade. O diagrama da esquerda é chamado de diagrama da coassociatividade

e o diagrama da direita é chamado de diagrama da counidade.
A coassociatividade pode ser reescrita na forma:
(A ®ide)A = (ide ® A)A. (2.4)

Podemos provar, por indugao, uma relacao mais geral chamada de coassociatividade ge-

neralizada. A relagdo acima é a base de indugao.

Proposigao 2.2.2. ((DASCALESCU; RAIANU; NASTASESCU, |2001)), Proposigao 1.1.7).
Seja C' uma codlgebra. Entdo, para todon > 2 e para todo 0 < p <n—1, A, = (id°PQAR®
id"""P)o A, 1, onde A, € definido recursivamente por Ay = A e A, = (A®id" oA, ;.

A proposicao acima nos permite adotar uma notagao mais simplificada, a qual
é chamada de notagcao de Sweedler. Nesta notagao escrevemos A(c) = Y ¢ ® cg para
denotar A(c) = > I | ¢1; ® g4, para todo ¢ € C. Neste trabalho utilizaremos uma variagao
da notagao de Sweedler onde é omitido o simbolo de somatorio, escrevemos simplesmente
A(c) = ¢1 ® ¢, para todo ¢ € C. Com esta notagao, pode ser reescrita na forma

€11 ® C12 ®Ca = ¢1 ® €21 ® g = €1 ® g B C3,
para todo ¢ € C.

O primeiro exemplo de coalgebra é o dual de uma algebra A de dimensao finita.

Para provarmos isto necessitamos apresentar a transformacao linear:

p A" @A - (A A),
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dada por p(f ® g)(a ® b) = f(a)g(b), para quaisquer f,g € A* e a,b € A. Claramente, p
é injetora e como A tem dimensao finita segue que p é também sobrejetora.

Definimos A : A* — A*®@ A* por A = p~'m* onde m* : A* — (A® A)* dada por m*(f) =
fm. Para mostrarmos que A satisfaz o diagrama da coassociatividade utilizaremos a

seguinte observagao.

Observagao 2.2.3. Para todo f € A*, A(f) = f1® fa se e somente se f(ab) = fi(a) f2(b),
para todo a ® b € A® A. Com efeito, se A(f) = f1 ® fo. Entao,

P(A(fN(a@b) = p(p~'m")(f)(a@b) = m"f(a®b) = f(ab).

Por outro lado, p(f1 ® f2)(a®b) = fi(a)f2(b). Logo, f(ab) = fi(a)f2(b). Reciprocamente,

se A(f) = g1 @ g2 vimos que f(ab) = gi(a)ga(b) e pela hipétese gi(a)gz2(b) = fi(a)f2(D).
Portanto, a injetividade da transformacao p implica que g1 ® g2 = f1 ® fs.

Vejamos que A satisfaz a propriedade coassociativa. De fato, para todo f € A*

temos que

(A i)A) (@@bo ) = (AR) © L)a@bo ) = fula) fu®) ()
fulab) fofe) B f((ab)e)

= f(abc).
Por outro lado,

(i A)AN) (@@b© ) = (/1 8 A a@b© ) = fi(a)fn(b) f2lc)
@) abe) B2 f(a(ve))

= f(abc).

Portanto, (id ® A)A = (A ® id)A. Resta definir uma counidade ¢, para A*. Para tanto,
basta considerar o homomorfismo canénico ¢ : K* — K definido por ¢(f) = f(1), para
todo f € K* e u* : A* — K* dado por u*(g) = gu, para todo g € A* e definir € = ¢u*.
Vejamos que € é a counidade para A*. De fato, para f € A* temos, £(f) = ou*(f) =
f(u(1k)) = f(1). Logo, para todo a € A,

(e @id)A(f))(a) = e(f1) © fala) = 1(1) © fo(a) = fr(1)f2(a) ® 1 fla)®1.

De forma analoga, ((id ® €)A(f))(a) = f(a) ® 1. Assim, € é uma counidade para A* e

com isto provamos o seguinte resultado.

Proposicao 2.2.4. Seja A uma dlgebra de dimensdo finita. FEntao, o dual A* é uma

codlgebra, chamada codlgebra dual de A.
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Observacao 2.2.5. Por outro lado, o dual de uma codlgebra é uma &algebra. A saber,
o conjunto C* = Hom(C,K) é uma algebra com o produto * : C* ® C* — C*. definido
por (f *g)(c) = f(c1)g(c2), para quaisquer f,g € C* e ¢ € C, onde A(c) = ¢ ® ca.

Discutiremos este fato com mais detalhes na proxima secao.

Exemplo 2.2.6. O corpo K tem estrutura de codlgebra, definida por A(1) = 1® 1 e
e(l)=1.

Exemplo 2.2.7. Definimos em KG as aplicagoes A : KG — KG @ KG por A(g) =g®yg
ee: KG — K por £(g) = 1k, estendidas por linearidade. Com estas aplicagdes verifica-se

facilmente que KG é uma codalgebra.

Exemplo 2.2.8. Seja K[z], o conjunto dos polinémios na indeterminada x com coefici-

entes em K. Podemos definir duas diferentes estruturas de codlgebra em K[z].

(i) Alx) =2®1+1®«z, e(x) = 0;
(ii) A(z) =z @z, e(x) =1,

Exemplo 2.2.9. A élgebra de Taft definida no Exemplo tem estrutura de coélgebra
dada por:

Alg) =g®y, e(g) = 1k, Alr)=z®1+gQux, e(r) = 0.

Exemplo 2.2.10. Sejam (C, A, ¢e) uma algebrae 7: C ® C — C ® C a transformagao
linear definida por 7(a ® b) = b ® a, para todo a,b € C. Entao, (C,7 0 A e) é uma
coalgebra, denominada coalgebra co-oposta de C'. Para nos referirmos a esta estrutura,

escrevemos simplesmente C'“P.

Exemplo 2.2.11. Sejam (C,A¢,e¢), (D,Ap,ep) codlgebrase 7: CC — C®C a
transformagao linear definida por 7(a ® b) = b ® a. Entao, C ® D & uma coélgebra com
o coproduto (id ® T ® id)(Ac ® Ap) e counidade ec ® €p.

Exemplo 2.2.12. Seja n > 2 um inteiro positivo. O conjunto das matrizes n x n com
entradas em K e base {e;;|1 <14,j < n} tem estrutura de codlgebra dada por:
Aleg) = Y eip® ey, e(ei;) = i,
1<p<n
para todo 1 < 4,75 < n e d;; o delta de Kronecker, definido por, d;; = 1 se ¢ = j ou d;; =

0 se i # j. Escrevemos M¢(n,K) para destacar a estrutura de codlgebra neste conjunto.

Observagao 2.2.13. Sejam A uma &dlgebra de dimensdo finita com base {e;}1<i<, ¢ A*
a coalgebra dual com base {e]}1<i<n, Ou seja, € (e;) = di;. Como {ef ® €} }i1<icn € base
de A* ® A*, entdo para todo f € A* temos que A(f) = 31", ayje; ® €. Pela Observacao

2.2.3} segue que f(eres) = Y7y aujef(e,)ef(es) = ans, para r,s < n fixados. Portanto,
A(f) =202 fleres)e; @ e
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Lema 2.2.14. Seja M,(K) a dlgebra de matrizes. Entao, o dual (M, (K))* é isomorfo a

M¢(n,K) como codlgebra.

Demonstragio. Como M, (K) tem dimensdo finita, pela Proposi¢ao[2.2.4] (M, (K))* é uma
codlgebra. Sendo {e;|1 < i,j < n} uma base de M, (K) e {ej;|1 <i,j < n} a base dual
de (M, (K))*, pela Observacao e usando o fato de que e;je,, = djp€,4 para todo
1<4,7,p,qg < n, temos

n n

* . * * * _ * * *
A(ez’j) - Z eij(epquS)epq ® Crs = Z eij((SqTePS)epq ® eqs
1<4,9,p,q,m,8<n 1<4,9,p,q,m,5<n
n n
_ * * * _ * *
- Z eij(eps)epq ® Cqs = Z €iq ® €qj-
1<4,3,p,9,s<n 1<i,5,q<n

Além disso,

1<q<n

5(6:3') = 62}(114) = e;} ( Z eqq) = 0jj-

Com essa descrigao, é facil ver que a fungdo ¢ : (M,(K))* — M¢(n,K) definida por

* . s’ ,
®(ej;) = eij, ¢ isomorfismo de codlgebras. O

Definicao 2.2.15. Seja C' uma codlgebra. Dizemos que C € cocomutativa se o sequinte

AN

CxC T C®C,

diagrama comuta:

tal que 7: C @ C — C @ C € definida por T(a ® b) = b® a, para todo a®@b € CRC. Ou

seja, C' é chamada de cocomutativa se A(c) = ¢1 ® co = ¢3 ® ¢1, para todo ¢ € C.

A coalgebra KG do Exemplo é claramente cocomutativa. Também, se A é
uma algebra comutativa de dimensao finita, entdo a codlgebra A* é cocomutativa. Com
efeito, seja f € A* tal que A(f) = fi ® fo. Pela Observagao f(ab) = f(ba) =
11(6) fa(a) = fo(a) fo(b), para todo a,b € A. Logo, A(f) = fo® fi.

Em uma coalgebra existem dois tipo de elementos que gostariamos de destacar,
a saber, os elementos de tipo grupo e os elementos primitivos. Tais elementos e suas

propriedades serao importantes no decorrer deste trabalho.

Definicao 2.2.16. Seja C' uma codlgebra. Dizemos que um elemento g € C' é de tipo
grupo se g £ 0 e A(g) = g®g. O conjunto dos elementos de tipo grupo de uma codlgebra
C € denotado por G(C).
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Observagao 2.2.17. Se g € G(C) entao £(g) = 1. Com efeito, o diagrama da counidade
significa que €(g)g = g. Portanto, (¢(g) — 1)g = 0 e consequentemente, £(g) = 1

Proposigao 2.2.18. Sejam A uma dlgebra de dimensdo finita. Entio, G(A*) = Alg(A, K).

Demonstragao. Pela Observacao temos que A(f) = f ® f se e somente se f(ab) =
f(a)f(b) para quaisquer a,b € A. Além disso, supondo que f € G(A*) entdo f(1) =
e(f)=1. O

Defini¢ao 2.2.19. Sejam C uma codlgebra e g,h € G(C). Dizemos que um elemento
x € C € (g,h)-primitivo se A(x) = x® g+ h ® x. Além disso, dizemos que x € C €
skew-primitivo se é (1, g)-primitivo ou (g, 1)-primitivo e primitivo se A(z) = zr@1+1Q.

O conjunto dos elementos primitivos de uma codlgebra C é denotado por P(C).

Observacgao 2.2.20. Se x € C ¢ (g, h)-primitivo, entao ¢(x) = 0. De fato, pelo diagrama
da counidade (z)g + ¢(h)x = x. Como h é de tipo grupo temos que, £(x)g = 0. Logo,
e(z) = 0.

Definigao 2.2.21. Sejam (C,Ac,ec), (D, Ap,ep) codlgebras. Uma transformagao linear

g:C — D é um homomorfismo de codlgebras se os sequintes diagramas comutam:

g D C g D
Ac Ap o -
CxrC D®D K.

gRg

Definicao 2.2.22. Seja C' uma codlgebra. Um subespaco vetorial D de C' é uma subcodl-
gebra se A(D) C D® D.

Exemplo 2.2.23. Seja C' uma codlgebra, se g € G(C). Entao, K{g} C C é claramente
uma subcodlgebra de C. Em geral, se G(C) # &, entdo KG(C) é uma subcodlgebra de

C. Este fato segue da seguinte proposicao.

Proposicao 2.2.24. Sejam C uma codlgebra e {C;}ier uma familia de subcodlgebras de
C. Entao, Y ;e C; é subcodlgebra de C'.

Demonstragio. Considerando a familia de subcoélgebras {C;};cr. Entao,

A (Zq) =Y AG)CY Ced C (ZQ) ® (Za).

iel iel el iel i€l
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Na Proposicao [2.2.4] vimos que o dual de uma algebra de dimensao finita é uma
coalgebra. Por outro lado, na Observacao provamos que o dual de uma codlgebra é
uma algebra. Com isso, poderiamos ser levados a pensar que essa nova estrutura nao traz
propriedades novas, porém o préximo teorema, conhecido como Teorema Fundamental
das Codlgebras, diz que todo elemento de uma codlgebra pertence a uma subcoalgebra
de dimensao finita. Ou seja, nas codlgebras sempre podemos pensar em uma noc¢ao de

finitude, o que nao ocorre para as dlgebras.

Teorema 2.2.25. ((DASCALESCU; RAIANU; NASTASESCU, 2001), Teorema 1.4.7).

Todo elemento de uma codlgebra C' pertence a uma subcodlgebra de dimensao finita.

Definicao 2.2.26. Seja C' uma codlgebra.

(i) Dizemos que C' é uma codlgebra simples se C' nao possuir subcodlgebras ndo triviais;
(ii) O corradical Cy de C' é a soma de todas subcodlgebras simples de C.

Observagao 2.2.27. Seja C' uma coalgebra, pela Proposicao [2.2.24] temos que Cj é uma
subcodlgebra. Além disso, é facil verificar que KG(C') C Cy. Porém, a inclusao contraria
nio é, em geral, satisfeita como ilustra o seguinte exemplo. Seja C' = M%(n,K). Pelo
Lema[2.2.14]e pela Proposi¢ao[2.2.18] temos que G(C) = Alg(M,(K),K). Vejamos que C
nao possui elementos de tipo grupo. Com efeito, seja f : M, (K) — K um homomorfismo
de dlgebras. Como o Nuc(f) é um ideal de M,,(K) temos que Nuc(f) = {0} ou Nuc(f) =
M, (K). Se Nuc(f) = {0}, entao dim(M,(K)) = dim(Im(f)) = 1. O que é um absurdo.
Se Nuc(f) = M,(K), entao f(1a,x)) =0, o que é novamente um absurdo.

Definigao 2.2.28. Seja C' uma codlgebra. Dizemos que C é pontuada se Cy = KG(C).

Definicao 2.2.29. Seja C' uma codlgebra. Um subespago vetorial I de C' € dito:

(i) um coideal a esquerda se A(1) CC® I;
(ii) um coideal a direita se A(I) C I ® C.

(iii) um coideal se A(I) CI®@C+C®I ee(I)=0.

Note que, assim como fizemos para algebras, definimos duas subestruturas para
codlgebras. No caso das dlgebras sabemos que os ideais sao em particular subédlgebras, mas
o analogo nao ocorre para as coalgebras. Vamos ilustrar o que foi dito com um exemplo.
Consideremos a algebra de Taft T'q com a estrutura de codlgebra apresentada no Exemplo
2.2.9] e base o conjunto {g'27|0 < 4,j < n}. Definimos f:Tq — Tq por f(g') = ¢ para
todo 0 < i <me f(¢x/) = 0 paratodo 0 < j <me0 < i< mn, e estendemos por
linearidade. E de f4cil verificacdo que f é homomorfismo de codlgebras e que o subespaco

Nuc(f) é um coideal de T'q. Mas Nuc(f) nado é subcodlgebra pois, x € Nuc(f) no entanto
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Alz) =2® g+ 1@z, ouseja, A(x) &€ Nuc(f) ® Nuc(f). O conjunto Im(f) por sua vez

¢ uma subcodlgebra. No entanto ndo é coideal pois, g € Im(f) e e(g) = 1.

Definicao 2.2.30. Sejam D, E subespacos vetoriais de uma codlgebra C'. O produto wedge
entre D e E, denotado por D N E, é dado por

DANE={ceC:Alc) e DRC+(C®R® E}.

Dado um subespaco vetorial D de uma codlgebra C, definimos A°D = 0, A'D = D
e recursivamente, A" D = (A"D) A D, para todo n > 1. Note que, para esta construgio
estar bem definida o produto wedge deve ser associativo, o que de fato ocorre pela seguinte

proposicao.

Proposicao 2.2.31. Sejam C' uma codlgebra, D, E e ' subespacos vetoriais de C. Entdo,
(DNEYANF=DA(ENF).

Demonstragio. Sejam wp : C — C/D e g : C — C/FE as projegdes canonicas de
K-espagos vetoriais e considere mp p = (7p ® mg)A. Primeiro, vejamos que D A E =
ker(mp g). De fato, seja c € DAE entao, A(c) = u;®¢;+d;@v; comu; € Dev; € E. Logo
7p,p(c) = mp(w)@7g(c;)+7p(d;)@7E(v;) = 0. Portanto, ¢ € ker(mp ). Reciprocamente
¢ € ker(mpg) entdo, 0 = mp p(c) = (mp ® mg)A(c). Assim, A(c) € ker(mp ® mg), como
ker(mp @ mg) = ker(mp) ® C + C ® ker(ng) e ker(np) = D e ker(rg) = E, entao
Alc) e D®C+ C® E. Portanto, c€ DA E.

Pelo teorema do isomorfismo, a transformacao linear ¢p g : C/DANE — C/D ®
C/E dada por ¢p g(c+ D A E) = 7mp p(c) estd bem definida e é injetora. Portanto,
ker(mpagr) = ker((¢p,r ® idc/r)Tpap,r) € basta observar que para ¢ € C' temos
(¢p,e ® tde/p)Tpap,r(c) = (¢p.p @ ide/p)((ct + DAV) ® (c2 + F))
= 7TD,E<01> X (CQ —+ F)
= (C1+D)®<CQ+E)®(63+F)
=(mp @7 @7r)(A ®id)A(c).
Dessa forma, (D A E) A F = ker(mpapr) = ker(np ® 1 ® mp)(A ® id)A. De forma
analoga DA(EAF) = ker(mp@nmp@7r)(id®A)A, ouseja, (DAE)AF = DA(EAF). O

Na observagao definimos uma operagao com a qual o dual de uma coélgebra
C possui uma estrutura de algebra. Utilizaremos este fato para provar que: Se C' é uma
coalgebra e D uma subcodlgebra de C' tal que U,>o(A"D) = C, entdo Cy C D. Este

resultado sera fundamental no Capitulo 4, seguiremos na dire¢ao de prova-lo.

Definicao 2.2.32. Seja V' um espago vetorial e S é um subconjunto de V* definimos o

ortogonal de S por:
S+ ={v e V|f(v) =0, para todo f € S}.



Capitulo 2. Pré-requisitos 28

Se W € um subconjunto de V definimos o anulador de W por:
W+ = {f € V*|f(w) =0, para todo w € W}.

Claramente, S* e W+ sdo subespacos de V* e V., respectivamente.

Sejam V um espaco vetorial e U C W subconjuntos de V. Entdo, W+ C U+
De fato, se f € W+, entdo f(W) = 0, em particular f(U) = 0, logo f € U*. De forma
semelhante, se U+ C W+, entdao (W1)+ C (UL

Além disso, (U+)t = U. Com efeito, supondo que existe z € (U+)t ez ¢ U,
como U é subespago temos que Kz N U = 0. Entdo, existe f € V* tal que f(z) = 1e

f(U) = 0. Portanto, f € U+ e como z € (U+)*, logo f(z) = 0. O que é uma contradigao.
Por outro lado, U C (U4)*. Entdo, (U+)* =U.

Proposicao 2.2.33. Sejam C uma codlgebra e D é uma subcodlgebra de C. Entdo, D+

¢ um ideal de C*.

Demonstragio. Sejam f € D+ e g € C*. Como A(D) C D ® D, entao para todo d € D
temos que (f * g)(d) = f(d1)g(ds) = 0 e consequentemente (f x g) € D+. Analogamente
(9% f) € D*. Portanto, D+ é um ideal de C*. O

Lema 2.2.34. Sejam C' uma codlgebra e U,V subespacos de C. Entao,
UANV = (UVHE

Em particular, se A é uma subcodlgebra de C, entdo A"A C ((AT)")*, para todo inteiro

POSILIVO M.

Demonstracio. Seja ¢ € U A V. Entao, podemos escrever

A(C) = Zui®ci+dj®vj,
2%
onde u; € Uyjv; € V e ¢;,d; € C. Sejam f € U+ e g € V. Entdo, (f *g)(c) =
f(ui)g(c:) + f(dj)g(v;) = 0. Portanto, U AV C (U+V+)L. Agora, sejam ¢ € (ULV4):,
{u;}ier uma base de U e {d;}ics seu completamente a uma base de C'. Assim, podemos
escrever A(c) = 3, ;u; ® ¢; +d; ®y;. Fixemos jo. Mostraremos que y;, € V. Seja f € C*
tal que

) =, J(d;) =1, 7(d;) = 0, para todo j # jo.

Se g € V+ como f € Ut temos que (f x g)(c) = 0. Por outro lado, 0 = (f * g)(c) =
i g Fui)g(e)+£(d)g(ys) = g(yj), ouseja, yj, € (V+)* = V. Logo, A(c) = UsC+C@V.
Portanto, U AV = (ULV4)+.
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Mostratemos a segunda afirmacado por inducao sobre n. Para n = 1 temos que

ANA = A = (A+)L. Supondo que o resultado é vilido para n. Entdo,
N = (NA) AA = ((AD)EAA = (4544 C (A5
O

Proposicao 2.2.35. ((DASCALESCU; RAIANU; NASTASESCU, 2001)), Proposi¢io
3.1.8) Seja C uma codlgebra. Entdo, J(C*)* = Cy, onde J(C*) denota o radical de

Jacobson da dlgebra C* e Cy o corradical de C'.

A demonstracao da proposicao acima requer diversos conceitos e resultados acerca
de C-comoddulos, como o desenvolvimento da teoria nesta dire¢ao ocuparia certo tempo e

foge ao objetivo geral do trabalho, optamos por omiti-la.

Lema 2.2.36. Seja C uma codlgebra e D uma subcodlgebra de C' tal que U,>o(A"D) = C.
Entdao, Cy C D.

Demonstragio. Seja f € D+ mostraremos que f € J(C*). Como D é uma subcodlgebra
de C, pela Proposicao D+ ¢ um ideal de C*. Como ¢ é unidade de C*, entdo
pela defini¢ao de radical de Jacobson, (Exemplo , é suficiente mostrar que ¢ — f é
inversivel. Defina g : C' — K por

gle) =e(e) + >_ (),

n>1

para todo ¢ € C. Note que, g estd bem definida. De fato, se ¢ € C' = U,>0(A"D) entao,
c € AD™! para algum n > 0. Logo, pelo Lema [2.2.34] temos que AD"™ = ((D+)"1)L,
Assim, ¢ € ((DF)"™)+ e f™(c) = 0 para todo m > n + 1. Além disso, em A" D temos

que

e—=flg=E—file+f+-+fM=c—f=c

Como U,>o(A"D) = C., entdao € — f é invertivel em C*. Logo, D+ C J(C*), ou ainda,
J(C*)*+ C (D)t = D. Pela Proposigao [2.2.35, Cy = J(C*)* C D. O

Vamos agora, definir duas importantes ferramentas para o estudo das coalgebras,

a saber, a filtracdo de coalgebras e a filtracao corradical.

Definicao 2.2.37. Seja C uma codlgebra. Uma filtracao da codlgebra C' € uma familia

{C;}ien de subespagos vetoriais de C' tais que

(i) C; C Cy4q, paratodoi € N;

(i) A(C;) € ¥jik=i C; ® Cy, para todo i € N.
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Sejam C uma codlgebra e Cj seu corradical. A partir de Cy considere C,, = A"T1Cy,
para todo n > 1. Vamos mostrar que a familia {C), },en é uma filtragdo de codlgebras.

Para isso precisaremos dos seguintes lemas.

Lema 2.2.38. ((SWEEDLER, 1969), Proposi¢io 9.1.5) Sejam V' um K-espaco vetorial
e uma cadeia ascendente de subespagos {0} = Vo C V3 C--- CV, C.... Entao,

n

=0 =1

Demonstragio. Como Vi = {0} temos,

n

NVeV,oi+VieV)C(VoVea+V@V)N(VeVy+V,0V)

1=0
=VeV,)n(V,eV)
=V, eV,

Dessa forma, podemos substituir V' por V,,. Assim, é suficiente mostrar

n

NVa@ Vi + Vi V) =Y Vi® Vi (2.5)
i=0 i=1

Para cada Vj, 1 < j < n, seja W, o K-espago vetorial complementar de V;_;, isto &,

W; @ V;_1 = V. Para provar iniciaremos por provar que V; = @{;11 W;, 1 <5 <n.

A prova sera feita por inducao sobre j. De fato, se j = 1 entao W7 & Vi = Vi, ou seja,

W1 = Vj. Suponha que o resultado ¢ valido para j — 1. Entao,

-1 i
Vi=ViaeW;=(@W,) W, =Ppw;.
=1 =1

Além disso, claramente V, @ V,,_; + V; @ V,, = D W, @ Wy e

r<i ou s<n—i

n

m @ WT®WS: @ WT‘@WS:Z‘/’L‘@VTL*iﬁ*l'

1=0r<i ou s<n—1 r+s<n+1 =0

O

Proposigao 2.2.39. Seja C' uma codlgebra. Entdo, {Cy}nen, onde C, = N""1Cy,n > 0,

¢ uma filtracao da codlgebra C'.

Demonstracdo. Vamos verificar por inducao que C; C Cj, 4, para todo i € N. Se ¢ € Cy,
entdo A(c) € CoeCy C Cye C +C ® Cy, consequentemente ¢ € C7. Suponha o resultado
valido para n — 1, vejamos que vale para n. Se ¢ € C, = A""'Cy = C,_; A Cy, entao
Alc) eCrrq1@C+CRCCC,RC+CRChecée Cpy.

Agora, note que pela Proposicao [2.2.31] o produto wedge é associativo. Entao,
C, = (NCy) N (A"T17Cy) para todo i € N. Assim, A(C,) € C;®C +C @ Cryy
para todo ¢ € N. Portanto A(C,) C N_y(C; ® C + C ® Cpy1-;), Pelo Lema [2.2.38]
A(C,) €Y, C R Chy—y. O

A filtragao {C), }nen é chamada de filtragao corradical de C.
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2.3 Algebras de Hopf

Nessa secao veremos a estrutura algébrica central deste trabalho, as algebra de
Hopf. Os resultados acerca das dlgebras de Hopf podem ser vistos em (DASCALESCU;
RAIANU; NASTASESCU, 2001]).

Defini¢ao 2.3.1. Uma bidlgebra é uma quintupla (H,m,u, A, e) onde (H,m,u) é uma

dlgebra, (H, A, ) é uma codlgebra e A e £ sao homomorfismos de dlgebras.

Definicao 2.3.2. Sejam H e L bidlgebras. Uma transformacao linear f: H — L é um
homomorfismo de bidlgebras se for simultaneamente um homomorfismo de dlgebras e de

codlgebras.

Observagao 2.3.3. Dada uma bidlgebra H, entdao G(H) o conjunto dos elementos de
tipo grupo de H, tem uma estrutura de mondide com a multiplicacao induzida de H. De
fato, sejam g, h € G(H). Entao,

A(gh) = A(g)A(h) = (g® g)(h® h) = gh ® gh.

Logo, o produto é fechado em G(H). Além disso 1y € G(H) pois A : H - H® H é

homomorfismo de algebras. A associatividade é trivialmente satisfeita.

Somos levados a questionar se G(H) possui estrutura de grupo. A resposta para
esta pergunta é, em geral, negativa. Por exemplo, considere M um mondide, que nao é
um grupo. Para este conjunto podemos fazer um construcao andloga a feita para algebra

de grupo, e temos que o conjunto das somas finitas
KM = {Za9g|g €M, a, € K},

tem estrutura de bidlgebra, mas G(KM) = M. Logo, G(KM) nao ¢ um grupo.

No entanto a resposta é positiva se H nao for apenas uma bidlgebra e sim uma
algebra de Hopf. Para definirmos esta nova estrutura precisamos de um conceito adicio-
nal. Seja (C,A,e) uma coédlgebra e (A, m,u) uma édlgebra, denotando por Hom(C, A) o
conjunto das transformagoes lineares com dominio C' e contradominio A. Para quaisquer
fyg € Hom(C, A) definimos o produto x em Hom(C, A) por

fxg=m(f®g)A.

Com esta operacao, Hom(C, A) tem uma estrutura de algebra. Com efeito, para quaisquer
fy9,h € Hom(C, A) e ¢ € C temos

((f xg) xh)(c) = (f x g)(cr)hlca) = f(er)g(ea)hlcs) = fler)(g * h)(c2) = (f * (g % h))(c).
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Portanto, a operacao * é associativa. Além disso, ue € Hom(C, A) é uma unidade, pois

(f = (ue))(c) = fler)ue(ea) = fler)e(ex)l = flere(ea)) = f(o).
Ou seja, f * ue = f. Analogamente ue x f = f. Portanto, Hom(C, A) é uma algebra. A

operacao * ¢ chamada de produto convolugao.

Agora, se H é uma bidlgebra, denotaremos H com a estrutura de algebra por H*
e de coalgebra por H¢. Dessa forma, podemos considerar o produto de convolugao no
conjunto Hom(H¢, H*). Nesse caso particular, temos que idg € Hom(H¢ H®). Quando

existir uma transformagao linear S € Hom(H¢, H*) que satisfaz
Sxidy = idg * S = ue,

ou seja, S é a inversa da identidade com relacdo ao produto de convolugao, dizemos que

S é antipoda para H.
Definicao 2.3.4. Uma dlgebra de Hopf é uma bidlgebra que possui antipoda.

Proposicao 2.3.5. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Entao, para quaisquer
g,he H

Demonstragio. (i) Sejam F,G, M : H® H — H definidas por
F(h®g) = 5(9)S(h), G(h®g) = S(hg), M(h®g) = hg
para quaisquer h,g € H. Vamos mostrar que M ¢ inversa a direita para F' e inversa a
esquerda para GG em relacao ao produto de convolugao. Para quaisquer h,g € H temos
que,
(M * F)(h®g) = M((h©g)1)F((h® g)2) = M(h1 © g1)F(h2 @ g2)
= h1g15(g2)S(ha) = h1e(g9)1mS(h2)
=¢e(9)e(h)ly = cnon(h ® g)ly
= ’LLH6H®H(h & g)

Portanto, M * F' = ugepgy. Além disso,

(GxM)(h®g)=G((h®g))M((h® g)2) = G(h1 ® g1)M(hs @ go)
= S(h1g1)haga = S((hg)1)(hg)2
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Logo G * M = ugepgy. Entdo, G = F, ou ainda, S(gh) = S(h)S(g), para quaisquer
g,h e H.

(ii) Observe que, S(1y)ly = (S *idy)(1g) = (1g)1y, ou seja, S(1y) = 1y.
(iii) Sejam F,G : H — H ® H definidas, para todo h € H, por

F(h) = A(S(h),  G(h) = S(h2) @ S(ha).

Utilizando argumento anélogo ao item (i). Temos que G é uma inversa a esquerda para

A e F é uma inversa a direita para A. Portanto, F' = G.

(iv) Para todo h € H. Temos que,

e(S(h)) = e(S(e(h1)hz)) = e(h1)e(S(h2))
(h1S(hg)) = e(e(h)1n)

(h 8(1}[) =& h)l]K
(

)
h)

I
)

I
)

3

O

Pelas propriedades (i) e (ii) temos que a antipoda S ¢é anti-homomorfismo de

algebras e pelas propriedades (iii) e (iv) temos que S é anti-homomorfismo de coalgebras.

Exemplo 2.3.6. Pelos Exemplos e sabemos que KG possui estrutura de dlge-
bra e coalgebra. Além disso, A e € sdo homomorfismo de algebras. De fato, para quaisquer

g,h € G temos

A(gh) = gh® gh = (9@ g)(h @ h) = A(g)A(h)
€(gh) = 1]K = 1K1]K = €(g)€(h)

Portanto, KG é uma bialgebra. Definindo S : KG — KG por S(g) = g~ !, para todo
g € GG, temos que

(S 1Idg)(g) =S(g9)g =g 'g=e=ue(yg).

Portanto, (S * idg) = ue e analogamente (Idy * S) = ue. Entao, KG, é uma algebra de
Hopf.

Observacgao 2.3.7. Sejam H uma algebra de Hopf e x € H um elemento skew-primitivo,
ou seja, A(z) = v ® 1+ g ® x, para algum g € G(H). Entao, S(z) = —g~'z. De
fato, como H ¢ uma algebra de Hopf, temos que 0 = e(z)1ly = S(x)ly + S(g)x, assim

0= S(x)lg + g 'x e consequentemente, S(z) = —g 'x.
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Exemplo 2.3.8. Vamos assumir por um instante que a algebra de Taft T'q é uma bidl-
gebra. Temos que a antipoda para a algebra de Taft é dado por S : T'q — Tq, onde
S(g) =g eS(z) =—g" 'z. Entdo, S é a antipoda da dlgebra de Taft. Com efeito,

(idrg * S)(g) = idrg(9)S(g) = 99" ' = ¢" = 1 = ue(g),
e ainda,

(idrg x S)(x) = (idrg @ S)(g @z + 2@ 1)
= (idrq ® S)(9 ® ) + (idry ® S)(z ® 1)
= idrq(9)S(x) + idry(x)S(1)
=g(—g" Vo +al=—g"v+x
=—r+x=0=ue(x).

Analogamente mostra-se que (S * idp,) = ue de forma que Tq é dlgebra de Hopf. Para
mostrar que a algebra de Taft é uma bidlgebra, como feito em (TAFT, 1971)), seria ne-
cessario conceitos adicionais tais como algebra livre e dlgebra representada por geradores
e relagoes. Nao faremos isso por dois motivos: primeiro, a apresentacao de tais conceitos
ocupariam certo tempo e fogem ao escopo deste trabalho. O outro motivo é que nao sera
necessario, uma vez que no Capitulo 4 mostraremos que a algebra de Taft como algebra

de Hopf pode ser construida a partir de uma extensao de Hopf-Ore.

Exemplo 2.3.9. O conjunto K|z] é uma algebra de Hopf com o produto usual e comul-

tiplicagao, counidade e antipoda dados, respectivamente, por
Alx)=z1+1®ux, e(z) =0, S(z) = —u.

Exemplo 2.3.10. O conjunto K[z] é uma bidlgebra com o produto usual e comultipli-

cagao e counidade dados por
Alx) =@, e(z) = 1.

No entanto nao é édlgebra de Hopf. Com efeito, supondo K|[z] uma algebra de Hopf,
temos que 1 = ue(z) = (S xid)(x) = S(x)z. Ou seja, S(z) deveria ser uma inversa da

indeterminada x, o que é um absurdo.

Exemplo 2.3.11. Este exemplo mostra que um conjunto pode admitir as estruturas de
algebra e codlgebra, no entanto nao possuir estrutura de dlgebra de Hopf. Seja M, (K) a
dlgebra de matrizes com a estrutura de codlgebra apresentada no Exemplo 2.2.12] Ad-
mitindo que M, (K) é uma bidlgebra, entdo € é um homomorfismo de algebras. Logo,
(1) = 1k e pelo Teorema do Nucleo e da Imagem a dimensao do ideal Nuc(g) é n? — 1.

O que é um absurdo, pois M, (K) possui apenas as subélgebras triviais.
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Exemplo 2.3.12. Seja H uma bidlgebra. Entdao, H? e H? sao bidlgebras em que H
possui estrutura de algebra oposta e mantém a de coalgebra de H e HP possui estrutura
de codlgebra co-oposta e mantém a de algebra de H. Se H ¢é &algebra de Hopf e S ¢é

bijetora, entdao H e HP sao algebras de Hopf com antipoda S~!.

Exemplo 2.3.13. No Exemplo mostramos que para todo espago vetorial M po-
demos contruir a algebra tensorial (T (M),7). Agora, construiremos simultaneamente
uma estrutura de codlgebra e bidlgebra em T'(M). Considere a transformagao linear
f: M — T(M)®T(M) definida por f(m) = m® 1+ 1® m, para todo m € M.
Pela propriedade universal da algebra tensorial existe tinico homomorfismo de dlgebras
A:TM) - T(M)®T(M) tal que Ai = f. Queremos mostrar que A é coassocia-
tiva. Como A é homomorfismo de algebras, entao claramente (A ® id)A e (id ® A)A sdo
homomorfismos de algebras. Portanto, é suficiente mostrar a coassociatividade para um

conjunto de geradores de T'(M). De fato,

(A id)A(m)=(A®id)(me1+1m)=me11l+1lemel+11em,
por outro lado,

(id® A)Am) = (([d@A)(Mm@1+18m) =me1el+lemel+lelem.

Portanto, A é coassociativo. Para counidade também utilizaremos a propriedade univer-
sal da algebra tensorial, dessa vez sobre a transformacao linear 0 : M — K e obtemos o

homomorfismo de élgebra e : T(M) — K tal que £(m) = 0, para todo m € i(M). Assim,

(e@id)A(m) = (e@id)(m®@1+1®m)
=em)@1+e(l)@m
=1®m

(ld®e)A(m) = (ld®e)(m®@1+1®m)
=m®e(l)+1®e(m)
=m® 1.

Portanto, T (M) é uma bidlgebra. Para construir a antipoda consideremos a algebra
oposta T(M)? de T(M) e g : M — T(M)°? dado por g(m) = —m, para todo m € i(M).
Pela propriedade universal, existe unica S : T'(M) — T'(M)° tal que S(m1 ®---@m,,) =
(—1)"m,®- - -®@my, ouseja, S : T(M) — T(M) é anti-homomorfismo de algebras. Por fim,
note que para m € i(M) temos, (S *id)(m) = S(m)l + S(1)m = —m+m =0 = cu(m).
Para mostrar que S é a inversa da identidade em relagdo ao produto convolugao para

qualquer elemento de T'(M) basta utilizar o seguinte lema.
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Lema 2.3.14. Sejam H wma bidlgebra, S : H — H um anti-homomorfismo de dlgebras
e a,b € H tais que (S *xid)(a) = (id x S)(a) = e(a) e (S *xid)(b) = (id * S)(b) = £(b).
Entao, (S *id)(ab) = (id x S)(ab) = (ab).

Demonstragio. Sejam a,b € H tais que (S xid)(a) = (id *x S)(a) = (a) e (S *id)(b) =
(id % S)(b) = &(b). Assim,

(S * zd)(ab) = S((ab)l)(ab)Q = S(albl)a262
S(bl)S(al)ang = 8(&)5([71)172
e(a)e(b) = e(ab).

De forma andloga, (id x S)(ab) = e(ab). O

Exemplo 2.3.15. Seja V' um espago vetorial unidimensional, com base o conjunto {x}.
Neste caso, T'(V') ~ K|z].

Vamos retomar a discussao iniciada na Observacgao que relaciona uma algebra

de Hopf com seus elementos de tipo grupo.

Proposicao 2.3.16. Se H ¢é uma dlgebra de Hopf, entio G(H) possui estrutura de grupo

com a multiplicacdo induzida de H.

Demonstragio. Pela Observagio [2.3.3 G(H) é um mondide, resta mostrar que existe um
elemento inverso para todo g € G(H). Com efeito, como S é anti-homomorfismo de
codlgebras. Entdo, A(S(g)) = S(g9) ® S(g) € G(H). Além disso,

S(g)g = (S xidu)(g) = e(9)lp = Ixlg = 1u.

Analogamente, ¢gS(g) = 1g. Portanto, S(g) = g~' € G(H). O

Como vimos, se M é um mondide, entao KM é uma bidlgebra com elementos de
tipo grupo G(KM) = M. Portanto, em geral KM é uma bidlgebra que nao é algebra
de Hopf, pois se fosse, os elementos de tipo grupo deveriam ter uma estrutura de grupo.
O que, em geral, ndao ocorre. No entanto, se G é um grupo entao KG é uma algebra de
Hopf. O que nos leva a questionar quanto a reciproca da Proposicao [2.3.16] Nesse sentido

temos o seguinte resultado:

Proposicao 2.3.17. ((SWEEDLER, |1969)), Proposicao 9.2.5). Seja H uma bidlgebra

pontuada e cocomutativa. Entao, H € uma dlgebra de Hopf se e somente se G(H) é um

grupo.

A seguir, vejamos quando uma aplicacao entre algebras de Hopf preserva a estru-

tura entre elas. Vamos comecar provando a seguinte proposicao.
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Proposicao 2.3.18. Sejam H, L dlgebras de Hopf e f: H — L um homomorfismo de
bialgebras. Entao, S.f = fSH.

Demonstracao. Vamos mostrar que Spf é uma inversa a esquerda para f e que fSy é
uma inversa a direita para f, consequentemente sao iguais. De fato, para todo h € H,

temos

(SLf* f)(h) = (Sp.f)(h)f(he) = SL(f () f(he) = er(f(h)1L = uren(h),

pois f é um homomorfismo de codlgebras. Por outro lado, como f é um homomorfismo

de algebras temos que

(f*fSu)(h) = f(h)(fSu)(h2) = f(h1)f(S(h2)) = f(hS(h2)) = f(en(h)1u) = uren(h).

]

Como a antipoda é preservada por todo homomorfismo de bidlgebras para ter-
mos uma funcao que preserva a estrutura de algebra de Hopf, basta que tenhamos um

homomorfismo de bidlgebras.

Definicao 2.3.19. Seja H uma dlgebra de Hopf. Um subespago vetorial L de H é cha-
mado de subdlgebra de Hopf se L é uma subdlgebra de H, subcodlgebra de H e S(L) C L.

Exemplo 2.3.20. Sejam KG a élgebra de grupo apresentada no Exemplo para
algum grupo G e H um subgrupo de GG. O subespaco KH é uma subalgebra de Hopf de
KG.

Definicao 2.3.21. Seja H uma dlgebra de Hopf.

(i) Definimos a a¢do adjunta d esquerda de H em H por

Ady(a)(b) = a1bS(az), para quaisquer a,b € H;

(ii) Definimos a agdo adjunta a direita de H em H por

Ad,(a)(b) = S(ay)bay, para quaisquer a,b € H;

(iii) Uma subdlgebra de Hopf P de H é chamada normal se
Ad(a)(P) C P e Ady(a)(P) C P.

Exemplo 2.3.22. Sejam KG a élgebra de grupo apresentada no Exemplo [3.2.3] para
algum grupo G e H um subgrupo normal de G. O subespaco KH de KG é uma subélgebra

de Hopf que é normal.
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Definicao 2.3.23. Seja H uma bidlgebra. O conjunto
H*
/ ={t € H*|h* «t = h*(1y)t, para todo h* € H*}
!

¢ chamado espago das integrais a esquerda para H e seus elementos de integrais a esquerda

para H.
H*
/ ={t € H*|txh" = h*(1y)t, para todo h* € H*}

¢ chamado espago das integrais a direita para H e seus elementos de integrais a direita

para H.

Se os espacos das integrais a esquerda e a direita para H coincidem dizemos que

H ¢ unimodular.

Definicao 2.3.24. Seja H uma dlgebra de Hopf. Dizemos que H € co-Frobenius se possuir

uma integral nao nula.

No Capitulo 3 apresentaremos um método para construir dlgebras de Hopf pontu-
adas e co-Frobenius, para isso partiremos de uma algebra de grupo KG, e faremos iteradas
extensoes de Ore. Obteremos assim uma nova algebra de Hopf que é pontuada, mas para
obter uma algebra de Hopf co-Frobenius serd preciso fazer o quociente desta estrutura,
para tanto a préxima proposicao apresenta a estrutura de algebra de Hopf do quociente

de uma &lgebra de Hopf.

Definicao 2.3.25. Sejam H uma dlgebra de Hopf e I um K-subespago vetorial de H.
Dizemos que I é um ideal de Hopf se I que é um ideal de H, um coideal de H ¢ S(I) C I.

Proposicao 2.3.26. Sejam H uma dlgebra de Hopf e I um ideal de Hopf. Entdo, existe
uma Unica estrutura de dlgebra de Hopf no espago quociente H /I de tal forma que a

projecao w: H — H/I é um homomorfismo de dlgebras Hopf.

Demonstrag¢ao. Considere a projegao canonica, m : H — H/I de espagos vetoriais definida
por m(h) = h, para todo h € H. Como I é um ideal, entdo H /I possui uma estrutura de

algebra e m ¢ um homomorfismo de algebras.

Como I é coideal de H segue que, I C Nuc(m ® m)A. Pelo Teorema do homo-
morfismo para espacos vetoriais segue que existe tnica A : H/I — H/I ® H/I tal que o

seguinte diagrama é comutativo.

H u H/I
A A
HeH H/I® H/I.

TR
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Ou seja, A(h) = hy ® hy, para todo h € H. E facil ver que (A®id)A = (id® A)A. Como
I é coideal temos que (1) = 0. Pelo teorema do homomorfismo para espagos vetoriais,

existe unica  : H/I — K tal que o diagrama a seguir comuta

H u H/I

K.

Ou seja, e(h) = g(h), para todo h € H. Além disso, £ é uma counidade para H/I. Com
efeito, para todo h € H

g(h1)he = E(h1)m(hy) = e(hy)7(he) = 7(e(h1)hy = w(h) = h.

Analogamente, £(hy)hy = h, para todo h € H. Portanto, (H/I, A, ) é uma codlgebra e 7
um homomorfismo de codlgebras. Para provar que H/I é uma biédlgebra basta notar que

para quaisquer ?L, WeH /I temos,

A(RI) = (h)1 @ (Al)2 = hihi @ holy = (7n @ ho)(Ry © Ry) = A(R)A(R),

g(hl) = e(hh') = e(h)e(h') = g(h)e(R).
Portanto, H/I é uma bidlgebra. A unicidade da estrutura de dlgebra de Hopf em H/I
com 7 um homomorfismo de Hopf decorre da unicidade das aplicacoes A e . Agora,
defina S : H/I — H/I por S(h) = S(h), para todo h € H/I. A aplicagdo S estd bem
definida. De fato, h = R/, entdo h — h/ = 0, ou seja, h — h' € I. Consequentemente,
S(h) — S(h') = S(h— h') € S(I) C I. Entao, S(h) = S(I'). Finalmente, para todo
he H/I,

(5 x id) (F) = S () = STr )z = ()T = Z(R)L.
Analogamente, (id * S)(h) = (h)1. Portanto, H/I ¢ uma &lgebra de Hopf. O

A seguir, vejamos uma aplicagdo da proposi¢ao acima e um importante exemplo
de algebra de Hopf, a envolvente de uma algebra de Lie. Mais tarde estudaremos as

extensoes de Hopf-Ore desta algebra.

2.3.1 Algebras de Lie e Teorema Poincaré-Birkhoff-Witt

Por uma questao de completude do trabalho vamos apresentar a definicao de al-
gebra de Lie e introduzir alguns resultados que serdao necessarios posteriormente. Os

conceitos apresentados utilizam como referéncia (MARTIN| [1999)).
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Definicao 2.3.27. Uma dlgebra de Lie consiste de um espago vetorial g com uma operacao

[ J:gxg—g
satisfazendo as sequintes propriedades:
(i) a operagao [ , | € bilinear;
(ii) a operagdao [, | € anti-simétrica, i.é., [x,z] = 0, para todo x € g;

(i) [, [y, 2]) + 2 [2.9]) + [y, [2, 2] = 0, para quaisquer z,y, = € g.

A operagao definida acima é chamada de comutador ou colchete, a identidade do

item (iii) é chamada de identidade de Jacobi.

Lema 2.3.28. Seja K um corpo de caracteristica diferente de 2. Entdo, (ii) ocorre se e

somente se [x,y] = —[y, x| para quaisquer r,y € g.

Demonstra¢ao. Suponhamos que [z, x] = 0, para todo « € g. Entao, 0 = [z +y,z +y] =

[z, 2] + [y, 2] + [z, y] + [y,y] = [z,y] + [y, z]. Logo, [z,y] = —[y,z]. Reciprocamente,
suponhamos que [z,y] = —[y,z], em particular [z,z] = —[z,z], ou seja, 0 = 2[x,x].
Entao, [z, z] = 0. O

Exemplo 2.3.29. Seja A uma &lgebra e defina a operacao [,] por [a,b] = ab — ba, para

quaisquer a,b € A. E facil verificar que A com esta operacdo é uma algebra de Lie.

Agora, seja (g, [, ]) uma algebra de Lie sobre um corpo K de caracteristica zero.
A envolvente de uma algebra de Lie é a algebra quociente U(g) = T'(g)/I, onde T(g)
¢é a algebra tensorial de g e I é o ideal de T'(g) gerado por elementos da forma z =

[z,y] —z®y+y®xonde x,y € g.

Vejamos que I é um ideal de Hopf de T'(g). Basta verificar que I é coideal e
S(I) C I. De fato, para quaisquer x,y € g.

A(2) = Az, y]) — A=) Aly) + Aly) Ax)
=7,y @1+1@ [2,yl-(z@1+101)(y @ 1+1@y)+ (¥ @ 1+1Qy)(r ® 1+1 @ 7)
=y @1+1Q 2,y -2 QYR 1+1RrRyY)+yRr R 1+1Qy
= ([z,y]-2@y+y®z)@1+1Q ([z,y]—r@y+y ® z).

O elemento acima pertence a I ® T'(g) + 7'(g) ® I. Além disso, segue da defini¢io de ¢
em T'(g) que e([z,y] —r®@y+y®x) = 0. Resta mostrar que S(I) C I. Pelo Lema [2.3.28
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e utilizando o fato da operacao colchete ser bilinear, temos

Sz, y] e @y +yex) =5, y]) - Sy)S(x) +5()S(y)
= —lz,y] = (=y) @ (=2) + (=2) @ (=)
= —(=ly.z]) = (=) @ (=2) + (—2) ® (—y)
= [y, =] = (y) ® (=2) + (=2) @ (=)
Portanto, I é ideal de Hopf e pela Proposicao m 2.3.26| U(g) é algebra de Hopf.

Exemplo 2.3.30. Considere o espago vetorial V' unidimensional com base {z}. Podemos
definir uma estrutura de algebra de Lie em V por [z,x] = 0. Neste caso, mantendo a
notacdo da construgdo acima temos que I = {0}. Portanto, assim como no Exemplo
2.3.15] U(V) =~ T(V) ~ Klz].

Um teorema importante que utilizaremos mais tarde é o teorema de Poincaré-

Birkhoff-Witt, que fornece uma base para o espacgo vetorial U(g).

Definicao 2.3.31. Seja g uma dlgebra de Lie com a operagdao colchete. Se um subespago
vetorial b de g é ele proprio uma dlgebra de Lie com a operacao colchete, dizemos que b

¢ uma subalgebra de Lie de g.

Observacio 2.3.32. Se g é uma &lgebra de Lie. E de imediata verificacdo que b é uma

subdlgebra de Lie de g se e somente se [x,y] € b, para quaisquer x,y € b.

Teorema 2.3.33. (Poincaré-Birkhoff-Witt) Seja g uma dlgebra de Lie e {z;};cr uma base

de g ordenada por uma relagdo de ordem em I. Entdo, os monomios do tipo
Tiy @ Tjy @ -+ @ @y, com ip < -0 <,

formam uma base de U(g).

Demonstragao. Primeiramente, vejamos que um mondmio qualquer m = z;, ® --- ® z;,
é combinagao linear de mondmios ordenados. Seja d(m) a quantidade de pares que nao
estao em ordem em m, ou seja, d(m) é a quantidade de pares i;,4; com j < [ que aparecem

como subindices no monomio m tais que i; > 7.

A prova serd por inducao sobre k, o comprimento de m. Como m = x; é tri-
vialmente ordenado temos a base de indug¢ao e podemos supor que todo monoémio de
comprimento k£ — 1 é combinacao linear de mondémios ordenados. Vamos mostrar que
m = z; ®--- ®x;, também o é. Se d(m) = 0 entdo m estd bem ordenado. Caso

contrario, existe um indice s tal que i; > 75,1. Logo
m=z;®..0%;, T, , ... 8T
:J]i1®...®(l’is+1 ®xis+[Iis)xis+1])®”'®xik
=2, Q..0T,,, T, Q.0 +Zi, ®...Q [T, T, ] Q... QT
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Veja que, a segunda parcela da soma acima é um mondémio de ordem k — 1 portanto
podemos utilizar a hipdtese de indugao. Na primeira parcela, temos um mondmio m’ com
a mesma ordem de m, porém d(m’) < d(m), podemos entdo repetir o procedimento acima
até obtermos um monoémio m” de mesma ordem que m porém d(m”) = 0 e teremos m

escrito como combinagao linear de monomios ordenados.

Seja T° o subespaco de T'(g) gerado pelos mondmios ordenados de acordo com a
base de g. Os monémios sdo claramente linearmente independentes em 7T'(g). Porém,
devemos assegurar que estes sao linearmente independentes sobre U(g). Para tanto é

suficiente mostrar que 7°N.J = 0, onde .J é o ideal de Hopf gerado por elementos do tipo
T, Qr; —x; @ x — [, x4, 0,5 €1
Para tanto necessitamos construir uma transformacao linear
o:T(g) = T(g)

tal que o se anula em J e o|po = idqo.

Definiremos o por inducao sobre k, o comprimento dos mondémios ordenados, os
quais geram 7°(g). Se m ¢ um mondémio com comprimento zero ou um definimos o(m) =

m, pois 0 mondémio m estd ordenado e o ¢é identidade em 7.

Se k > 2 entdo definimos o(m) por indugao sobre d(m). Se d(m) = 0, entao

o(m) =m. Se d(m) > 0 entdo existe um indice s tal que i5; > i5;1. Neste caso, definimos:
o(m) =0z, ® - Qi , O, @ Qxy,) +0(2;, @ O[3, 5,,] @ - @ x;,) (2.6)

Note que, o esta definida no primeiro termo da soma, pois denotando este termo por m/,
temos que d(m’) < d(m). Além disso, o estd definida no segundo termo da soma pois o
comprimento é menor do que k. Para concluir a demonstragao basta verificar que o|; = 0

e a expressao acima para o(m) nao depende do indice s quando d(m) > 1.

Note que, J é gerado por elementos da forma
c=a® (r; @, —x; @x; — [2;,75]) ®D,
com i # j e a, b mondémios na algebra tensorial. Logo,
olc)=0(a®z;@x;®b) —0(a®@z; ®x; ®b) —0(a ® [x;, ;] ®b).
Supondo sem perda de generalidade que ¢ > j, entao
ole)=0(a®@2; @x;@b)+0(a® [z, 2] ®b)—0(a®@x; @ x; ®b)—0(a ® [x;, 2] ® b)=0.

Portanto, o|; = 0.
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Finalmente, para mostrar que o esta bem definida, devemos provar que a imagem
o(m) independe da escolha do indice ao aplicar a definigdo dada em . Esta verificagao
também serd feita por indugdo sobre o comprimento k e d(m). Se k é zero ou um, ou
ainda, d(m) = 0 entao nao ha o que mostrar. Supondo que o estd bem definida para k —1

e que existem indices s,s+ 1,7, 7 + 1 que estao fora de ordem. Analisaremos dois casos:

CASO 1: {s,s + 1} nao intercepta {r,r + 1}. Usando (2.6) em i, e i,.; e pos-
teriormente i, e 5y claramente teriamos a mesma expressao que comutando i € gy €

depois i, € i,41.

CASO 2: {s,s+ 1} e {r,r + 1} se interceptam. Assumindo sem perda de genera-

lidade que s = r + 1 e portanto m se escreve da seguinte forma
m=x; @...0T;, T, T, ... 0x;, Com i, > iy >l

Usando ([2.6)) primeiro em w; ., e z; ,, depois em x;, e x;_,, e por ultimo em z; e x; _,

obtemos:

o(m) =0(x;, ®...0%;, @, DT, D...Qx;)

Q... ®T;, Qi T, ... QT )+
0T ® ... QT @ [Ti,,, Tiryn] @ ... QX))

=0 (i, ® ... @ Tip, @ T, @ Tipyy @ ... ® Ty )+
0T, @ .. ® [Ty, Tiyyy] © Tipyy ® ... ® 15+
O‘(ZE'LI ® tet ® ':B’Lr ® [xir+1’ xiT+2] ® o e ® l’lk)

=0(2i, @ .. @ Tip, @ Ty, DTy, D ... @ T4, )+
(T @ ... QT @ [T, T ] @ . @ 3y)+ (2.7)
0T ® ... Q@ T, | O, ®...Qx;)+
(T, @ . @ Tsy @ [Ty Tiyan] @ - @ T5,)-

Por outro lado, aplicando (2.6) primeiro em z;_ e x; ,,, depois em w; ., e x; e por ultimo

em z; _, € T; ., obtemos:

o(m) =0z, ®...0T;, T, @i, Q... Qx;)

. ®xir+1 ®xlr ®xi'r+2 ® ®$Zk)—|—

:O-('ril
o : ® [xi7'7 xir+1] ® xir+2 ® st ® xlk)

& ..
(l‘“®
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:O-(xil ® M ® 'rir+1 ® ‘/Eir+2 ® Iir ® .o ® J}Zk)—i—
O-(x’bl ® o ® xir+1 ® [‘/L"L‘r’ ‘/I/"L‘T+2j| ® L ® xzk)—I'_
(T @ ... @ @, 24, ] @ Ti,, @ ... @ xy,)
:O-(xil D..0% , O, T, V... xzk)+
U(xil ®...0 [xirﬂvxiwrz] DT Q... & xik)"‘ (28)
0T ®...Q0x;,, @[T, Ti,,] ®...0x;)+
oy ®...® [xmxirﬂ] T, ... Q0 Ti)-

A diferenca entre (2.7) e (2.8)) juntamente com a hip6tese de indugao nos da:

oz, ® ..
o(xy, ® ..

- ® [‘rir [‘rir+17'rir+2“ ... %)+
: ® [':L‘ir+1 [xir+2a xzr” ® e ® xlk)_’_

(@i, @ ... Q [z, i, i, || ® ... @ ;)

Mas esta expressao de anula pela identidade de Jacobi de g. Portanto, o esta bem definida,

garantindo que o conjunto ¢é linearmente independente.

]
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3 Extensoes de Hopf-Ore

Neste capitulo vamos considerar H uma algebra de Hopf e R = H|[y; 7, 4] sua ex-
tensao de Ore. Nosso objetivo principal sera estabelecer e caracterizar quando R também
tem estrutura de algebra de Hopf de forma a estender a de H. Posteriormente, utilizar a
caracterizacio obtida para classificar as estensdes de Ore para algumas classes de Algebras
de Hopf. Tais resultados foram apresentados em (PANOV/| 2003]).

3.1 Caracterizacao de Extensoes de Hopf-Ore

Definig¢ao 3.1.1. Sejam H e R = H|y;T,§| dlgebras de Hopf sobre K. A dlgebra de Hopf
R = Hly;T,6] é chamada extensio de Hopf-Ore de H se

(i) Aly) =y®r+s®y, comr,s € H;
(ii) H € subdlgebra de Hopf de R.

Observacao 3.1.2. Se R = H|y; 7, 6] é uma extensao de Hopf-Ore o elemento y é (r, s)-

primivo, isto é, r, s € G(H). Com efeito, temos que:

(dRAA(Y) =yRA(r)+sRA(Y) =yRA(r) +sQRyRr+s®sQy.
Por outro lado,

(ARid)AYy) =AY) @r+A(s)Qyu=yRrQr+sQyer+A(s) ®y.

Pela coassociatividade da comultiplicagao, segue que

0=(s®s—A(9)Ry+y®(A(r) —r®r)
=((s®s)—A(s)@1p)(lr®@1r®Y) + (1g @ (A(r) = (r®@r))(y ® 1p ® 1g).

Pelo Lema 2.1.17, R® R é H ® H-mo6dulo a esquerda livre. Logo, conclui-se que
A(s)=s®s e Alr)=rer.

Com isto, podemos substituir o elemento gerador y na extensdo de Hopf-Ore por vy =

yr~!. Dessa forma, preservando a notacdo anterior, reescrevemos o segundo item da

Definigao da seguinte forma:

Aly) =y®1+r®y, para algum r € G(H).
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De fato, tal mudancga de variavel pode ser feita pois podemos construir uma exten-
sao de Ore R’ = H[y'; 7', 8] tal que R ~ R, ou seja, yr—! faz o papel de indeterminada
ao passo que a estrutura de R é preservada em R' = H[y';7',¢']. Primeiramente, denote

para todo a € H:
Ad,.(a) =raS(r) =rar~', 7'(a) =71(Ad,-1(a)), &(a)=26(r""a)—7'(a)s(r™).
Observe que, 7" é homomorfismo de algebras, pois dados a,b € H temos
7' (ab) = 7(Ad,-1(ab)) = 7(rtabr) = 7(r tarr—'br) = 7' (a)7'(b), (1) = 1.
Além disso, ¢’ é 7'-derivacao. Com efeito,

d'(a)b + 7'(a)d'(b) = (5(7“_1a)— "(@)3(r™1))b+7"(a)(8(r~'0) = 7' (D)3 (r ™))
= 0(r~'a)b—7"(a)d(r=)b+7'(a)3(r™'b) =7 (a) 7' ()5 (r7")
B 50— (a)3(r )b+ 7 (@) (S )b+ 7 (r)3(B)) — () (D)3 ()
= 6(rta)b+7'(a)T(r 1)8(b)—7'(ab)s(r )
= 6(rta)b+7(rta)s(b)—7'(ab)s(r 1)
S(r~tab)—7'(ab)d(r )
= 0'(ab).

Note que,
r(r)y=7(r), &@)=60r"1r) =7 ()6 =06(1) -7 ()o(r ") = —7'(r)d(r~Y). (3.1)

Considere i : H — R’ = H[yr~';7,0] a inclusao, para utilizar a propriedade universal
das extensoes de Ore, Teorema [2.1.20, basta verificar que y € R ¢ tal que yi(a) =
i(t(a))y +1i(0(a)) em R'. Para tanto,

yi(a) = y'ra
= P (ra)y +6'(ra)
r(ar)y + 6(a) — 7(ar)s(r)
< )(r(r)y — (r)3(r) + 8(a)
)
)

T(a)(7'(r)y’ + &'(r)) + 0(a)
T(a)y'r +d(a)
T(a)y + 0(a).

Dessa forma, existe tinica i : R — R’ tal que i |gz=1 e i(y) = y, ou seja, i é identidade de
R. Mantendo a estrutura de codlgebra de R para R’ temos que R é isomorfa a R’ como

algebras de Hopf.
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Neste trabalho utilizaremos a Defini¢ao|3.1.1|apresentada por Panov. Mas ressalta-
mos que existem trabalhos que apresentam outras defini¢bes para o conceito de extensao
de Hopf-Ore. Em (BROWN et al) [2015) os autores apresentam um exemplo em que
R = HJy;,0] é uma algebra de Hopf com H como subalgebra de Hopf, mas y nao é
skew-primitivo, a saber, a algebra de coordenadas do grupo de Heisenberg de ordem 3.

Isto os motiva a apresentar a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.1.3. Seja H uma dlgebra de Hopf. Uma extensdo de Hopf-Ore de H € uma
algebra R tal que:

(i) existem T : H — H wum automorfismo de dlgebras e uma T-deriva¢io 6 tal que
R = Hly;T,6|;
(i) R = Hly;T,6] € uma dlgebra de Hopf com H como subdlgebra de Hopf;

(iii) ewistem a,b € H e u,v € H® H tais que A(y) =a®@y+yQb+uly ®y) + v.

Note que, y ser um elemento (a,b)-primitivo é um caso particular do item (iii)
acima, neste sentido a defini¢cao acima generaliza a de Panov, mas sob a hipdtese adicional

de 7 ser um automorfismo.

Observagao 3.1.4. Se A(b) =b® 1, entdo b € K C H. De fato, pela propriedade da
counidade obtemos b = ¢(b)1y € K.

Teorema 3.1.5. Seja H uma dlgebra de Hopf. Entio, R = Hy;1,d] é uma extensao de

Hopf-Ore se e somente se

(i) existe um caracter x : H — K tal que: 7(a) = x(a1)as, para todo a € H;

(ii) x(a1)az = Ady(a1)x(az), para todo a € H;

(iii) a 7T-derivagio § satisfaz a relagio A(0(a)) = d(ay)®as+ra;®6(as), para todo a € H.
Demonstragio. A prova do teorema seguird o seguinte argumento: mostraremos que a
estrutura de algebra de Hopf de H pode ser estendida para sua extensao de Hopf-Ore,
bem como a antipoda se e somente se valem os itens (i) a (iii). Ou seja, vamos estender

a comultiplicacdo Ay, a counidade ey e a antipoda Sy de H para transformacoes A, ¢ e

S em R de forma que R seja uma algebra de Hopf.

Suponha que Ay pode ser estendida para R = H|y; T, 0] por

Aly) =yR1+reuy. (3.2)
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Assim, devemos ter

Alya)E A(r(a)y + 8(a))
A(r(a)Aly) + A(5(a))
'A<<a>><y®1+r®y>+A<<>>
A(r(@)(y @ 1) + A(r(a))(r © y) + A(5(a))

Por outro lado,

A(y)Aa) = (y@1+r@y)(a @ ay)

= ya1 Q a + ra; ® yas

D (F(ar)y + 0(ar)) ® as + rar ® (r(az)y + 6(as))

=7(a1)y ® ag +ray @ 7(az)y + d(a1) ® as + ra; @ §(as)
= (1(a) ®ax)(y @ 1) + (rair ' @ 7(a))(r ® y) + 6(a1) ® ay + ra; @ d(ay).
Como A(ya) = A(y)A(a), entdo pelo Lema [2.1.17, temos que R ® R é H @ H-mddulo

livre. Entao,

A(7(a)) = 7(a1) @ as; (3.3)
A(1(a)) = Ad,(a1) ® T(az); (3.4)
A(d(a)) =d(a1) ® as + ra; ® d(as). (3.5)

Conclui-se que A(ya) = A(y)A(a), para todo a € H se e somente se valem as
igualdades acima. Assim, para mostrarmos que Ay pode ser estendida para A basta

verificar que (3.3) a (3.5) ocorrem se e somente se valem os itens (i) a (iii), do Teorema

0. 1.0l

Como as sentengas (3.5) e (iii) sdo iguais, ¢ suficiente provar (3.3) — (3.4) ¢é equi-
valente a (i)-(ii). Suponha validos (3.3) e (3.4) definimos o caracter x : H — K por
x(a) = 7(a1)Su(az) para todo a € H. De fato,

A(x(a)) = A(7(a1)Su(az)) = A(7(a1)) A(Sn(az))

=" (1(a1) ® a2)(Su(as) @ Su(az)) = 7(a1)Su(as) @ asSwu(as)
= 7(a1)Su(az) ®e(az) = 7(a1)Sy(az) ® 1

=x(a) ® 1.

Pela Observacao x(a) € K. Além disso, para a,b € H, segue que
x(ab) = 7(a1b1)Su(azbs) = 7(a1)7(b1)Su(b2)Su(az) = 7(a1)x(b)Su(az) = x(a)x(b).

Como x(1g) = 7(1y)Su(1y) = 1 temos que x é de fato um caracter de H. Com isso,

verifica-se que

7(a) = T(a1e(az)) = 7(a1)e(az) = 7(a1)S(az)az = x(a1)az,
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para todo a € H. Logo, vale (i). Além disso,
A(r(a) £ Ald(ar)az) = x(ar)az @ as.
Por outro lado,
A(r(a) = Ad(a1) @ 7(az) £ Ad, (@) © x(az)as = Ad, (ar)x(a) @ as
Entao, Ad,(a1)x(a2) ® as = x(a1)as ® as. Aplicando id ® €, obtemos:
Ady(a1)x(az) = x(a1)as.
Portanto, vale (ii). Reciprocamente, suponha que valem (i) e (ii). Entao,
A(r(a)) 2 A(x(ar)az) = x(a1)as @ a5 L 7(a1) @ as.
Logo, (3.3) é valido. A relacao (3.4) se verifica, pois

A(r(a)) @ A(Ad,(ar)x(a2))
= A(rar~")x(as)
= A(r)Aa) A(r)x(az)
=(rer)(aa)rter)x(as)
= (rar* ®@ ragr ) x(as)
= Ad,(a1) ® Ad,(az)x(as)
D Ad, (@) ® 7(az).

Para mostrarmos que A é homomorfismo de dlgebras vamos usar a propriedade universal

das extensoes de Ore. De fato, sabemos que Ay : H - H® H C R® R, dada por

Apg(a) = a1 ® ag, para todo a € H, é um homomorfismo de dlgebras. Além disso,

(y@1+7r@y)Ale) = Aly)Ale) = Alya)
E Alr(a)y +5(@)) = Au(r(a)Ay) + An(6(a)
=Ap(r(a)(y@1+ry)+Au(d(a)).
Entao, pelo Teorema [2.1.20] existe tinica A : R — R ® R homomorfismo de dlgebras tal
que Alg = Ay e Aly) = y® 1+ r ®y. Para mostrarmos que A é coassociativa basta

verificarmos que

(id® A)A(y) = (Id@ A)(y@ 1+ 1Y)
=yR11+r(yel+rey)
=yYR1IX1I+rRyR1+rrxy
=YR1l+rey)l+rerey
=AY @1+Ar)®y
= (A ®id)A(y).
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Portanto, A : R — R ® R é comultiplicacdao para R. Agora, facamos uma argumentacao
semelhante para €. Assumindo que pode-se estender €y para € : R — K tal que e(y) = 0.
Entao,

2.1

0= c(y)e(a) = e(ya) =’ e(7(@)y +6(a)) = £(r(@))<(y) + £(3(a) = £(3(a).  (36)
Portanto, ¢ estende ey se e somente se €(d(a))=0. Aplicando m(id ® ¢) no item (iii) do
enunciado do teorema, temos:
d(a) =m(id ® €)A(d(a))
=m(id ®e)(0(a1) ® as + ra; @ 6(az))
= 0(a1)e(az) + rare(6(as)
= 0(ae(az)) + raie(6(az))
= 0(a) + ra;e(d(asz)).
Consequentemente, a;2(d(az)) = 0, pois r € G(H). Assim,
=m(S ®id)A(a1e(6(az)) = S(ar)aze(d(as))
= e(a)1ue(d(az)) = e(d(e(ar)az))lu
=¢e(0(a))ly.
Novamente, utilizaremos a propriedade universal das extensdes de Ore. Uma vez que

g : H — K é homomorfismo de algebras e pelo célculo feito em (3.6]), existe tnica
e: R— Ktal que e|g =ep e e(y) = 0. Além disso, € é counidade para R. De fato,

(id@e)Aly) = (d@e)(y@1+r®y) =y k.

Analogamente, (¢ ® id)A(y) = 1g ® y.

Supondo uma antipoda S de R = H[y;7,0] que estende Sy, entdo S é anti-
homomorfismo de algebras e pela Observacao , S(y) = —r~1y. Utilizando as duas

propriedades mencionadas, temos que S(a)S(y) = —S(a)r~'y. Por outro lado,
S(ya) 2’ S(r(@)y +6(a)
= S(7(a)y) + 5(4(a))
= 5(y)S(7(a)) + 5(5(a))
= —r"'yS(7(a)) + S((a))
) (S(r(a)y + 3(S(7(a))) + 5(5(a)).

Como R = H|y; 0] ¢ H-médulo livre com base {1,y,%?,...}. Entdo, S estende Sy se e

somente se
S(a)r—t =r~'75((a)) (3.7)
rS(d(a)) = 0(S(r(a))). (3.8)



Capitulo 3. FEztensoes de Hopf-Ore 51

Vamos mostrar que as igualdades acima sao satisfeitas. A primeira é valida, pois

7(S(r(a))) 2 7(S(x(a1)as)) = x(a1)7(S(2))

2 \(a1)Ad, (S(a3))x(S(a2)) = x(a15(a2))Ad, (S(as))
= £(a1)Ad,(5(a2)) = Ad,(S(a))
=rS(a)rt

Logo, S(a)r™' = r~175(7(a)). Antes de mostrar a validade de (3.8), necessitamos verificar
a validade de outras duas rela¢oes. Para a primeira, aplicando m(id ® S) no item (iii) do

teorema, obtemos,

e(5(a))ly = m(id ® S)A(S(a))

(iif)

= m(id ® S)(d(a1) ® az + ra; @ §(az))
= 5(@1)S(a2) + Tals((s(a2))'

Lembremos que ey pode ser estendida para € se e somente se £(d(a)) = 0. Assim,
a15(8(az)) = —r~16(a1)S(ay). (3.9)

Para a segunda relagao, 6(¢(a)) = e(a)d(1) = 0. Por outro lado, (¢(a)) = §(a1.5(az)) &2
d(a1)S(az) + 7(ay)0(S(az)). Entao,

—d0(ay)S(az) = 1(a1)0(S(ag)). (3.10)
Agora podemos mostrar (3.8). De fato,

rS(0(a)) = rS((e(ar)as)) = ( 1)1 S(6(az))

:7“5(@1)@25(5(@3)) _TS( 1)r10(az)S (as)
= —Ad,(5(a1))1kd(az)S(as) = —Ad,(S(e(ar)az))x(1)d(az)S(as)
= —Ad,(5(a2))x(e(a1))d(as)S(aa).

Por outro lado,

)
(a2))7(a )5(5(664))(: —x(a1)7(5(az))d(a3)S(as)
= —x(a1)Ad,(S(a3))x(S(12))8(a1)S (a5) = —Ad,(S(as))x(a15(a2))d(a) S(a5)
= —Ad,(5(az))x(€(a1))d(az)S(aa)-

Portanto, S pode ser estendida. Resta mostrar que S ¢ inversa da identidade em relacao

ao produto de convolugio, ou seja, para todo . a;y° € R = H|[y; T, 0] ocorre
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(S xid) (X ay’) = (id x S)(X a;y’) = (X ay'). Em particular, para todo a € H temos
(S *id)(a) = (id * S)(a) = e(a)lg. Além disso,

(S xid)(y) = m(S @id)A(y) = S(y) 1y + S(r)y = —r "y +r"ly =0 =c(y)1r.

Analogamente, (id * S)(y) = €(y). Por fim, basta utilizar o Lema [2.3.14] e conclui-se a

demonstracao. O]

Corolario 3.1.6. Sejam H uma dlgebra de Hopf e R = Hly; T,d] uma extensao de Hopf-

Ore. Se H é cocomutativo, entdo r pertence ao centro de H.

Demonstracao. Supondo que H é cocomutativo. Temos
7(a) = x(a1)az = Ad,(a1)x(az). (3.11)
Portanto, para todo a € H, segue que

ar = g(ay)asr = e(ay)lgasr = e(ay)x(1g)asr

x(e(a)1p)asr = x(S(ar)az)asr = x(S(a1))x(az)asr

Y (S(ar))x(a2)Ad, (a5)r = x(S(a1)az)Ad, (as)r = x(e(ar))Ad, (az)r
=e(a1)x(1g)Ad,(az)r = e(a1)Ad,(az)r = Ad,(g(ay)as)r

= rar~'r = ra.

[3Y
=i

]

No que segue vamos investigar quando duas extensoes de Hopf-Ore sao isomorfas.

Definigao 3.1.7. Sejam C uma codlgebra e r € G(C). Dizemos que uma transformagio

linear 6 : C'— C € r-coderivagdo se, para todo ¢ € C, satisfaz

A(6(c)) =6(c1) @ ca+ 11 ®6(ca).

Mantendo as notagoes do Teorema Se R = Hly; 1, d] é uma extensao de Hopf-
Ore, dizemos que uma transformacao linear § é uma (x, r)-derivagido se 0 é 7-derivacao
e r-coderivagdao. Além disso, a caracterizagdo obtida no Teorema [3.1.5 nos diz que a
extensdao de Hopf-Ore R fica completamente determinada por xy : H — K C H um

caracter, r um elemento de G(H) e § uma (x, r)-derivagdo. Dessa forma, denotaremos a

extensao de Hopf-Ore R = Hly; 7, d] por R = H(x,r,0).

Defini¢ao 3.1.8. Seja R = H(x,r,0) uma extensio de Hopf-Ore de H. Dizemos que §
¢ (x, r)-derivagao interior se existir d € H tal que 6(a) = 7(a)d — da, para todo a € H e
Ald)=d®@1+r®d.
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Definicao 3.1.9. Duas extensoes de Hopf-Ore R e R' das respectivas dlgebras, H e H'
sao ditas isomorfas se houver um isomorfismo de dlgebras de Hopf ¢ : R — R’ tal que

o(H) = H'.

Proposi¢ao 3.1.10. Sejam R = H(x,r,d) e R' = H'(x',r',d") duas extensoes de Hopf-
Ore. Se existir um isomorfismo de dlgebras de Hopf ¢ : H — H' que satisfaz as condigoes:
X =x¢, 7" =¢(r) e d = ddp™1 + 6" no qual 8" € (x',r')-derivacio interior de R', entio

R e R' sao isomorfas.

Demonstragdo. Suponha que existe ¢ : H — H' isomorfismo de algebras de Hopf. Para

todo a € H temos,

(¥ + d)o(a) = y'p(a) + dg(a)

=7(¢(a))y + 0'(¢(a)) + do(a)
=7'(¢(a)y' + 6(6(¢7 (¢(a)))) + 6" (4(a)) + dg(a)
=7 (¢(a))y’ + 6(0(a)) + 7'(¢(a))d — do(a) + d¢(a)
=7 (¢(a))(y +d) + ¢(5(a))

= X'(¢(a1))d(az)(y' + d) + ¢(6(a))

=x¢" ' (6(a1))¢(a)(y' + d) + ¢(d(a))

= x(a1)p(az)(y" + d) + ¢(5(a))

= o(7(a))(y +d) + ¢(6(a)).

Considere ¢ : H — R, a qual é um homomorfismo de algebras. Pelo Teorema [2.1.20
existe inico homomorfismo de élgebras ¢ : R — R’ tal que ¢|g = ¢ e ¢(y) = y'+d. Ainda
mais, a transformacao ¢ é homomorfismo de bidlgebras. De fato, como por hipotese ¢ é

homomorfismo de codlgebras, basta verificar que Ar/ (p(y)) = (¢ @ ©)Agr(y). De fato,
Ar(p(y) = Ar(y' +d)
=Ap(y) + Ap(d)
=W e1+rey)+([de1l+red)
=W +d) @1+ Y +d)
=pee)yel+rey)
= (p @ 9)Ar(y).
Como y' e d sao (1,r)-primitivos. Entao, eg(y’' +d) = 0 = er(y).
Resta mostrar que ¢ é bijetiva. Claramente ¢ é injetiva e como ¢ é sobrejetiva

existe a € R tal que ¢(a) = d. Logo ¢(y —a) = ¢(y) — ¢(a) =y +d —d = y'. Entao,
o(R)=R'.

]
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Corolario 3.1.11. Nas condigoes da Proposicao |3.1.10, se 6 € (x,r)-derivagio interior,
entao a extensao de Hopf-Ore H(x,r,d) é isomorfa a H(x,r,0).

Demonstrag¢io. Com as notagoes da Proposigao|3.1.10 basta tomar ¢ =ide ¢’ = —45. O

A proposicao seguinte apresenta condigdes necessarias e suficientes para que H

seja uma subélgebra normal de R = H(x,1,9).

Proposicao 3.1.12. Seja R = H(x,r,0) uma extensao de Hopf-Ore de H. A subdlgebra
de Hopf H de R = H(x,r,0) é normal se e somente se x = € e r pertence ao centro de
H.

Demonstragio. Suponha que H é uma subdlgebra de Hopf normal de R = H(x,r, ).

Primeiro vamos verificar que r pertence ao centro de H. De fato, para todo a € H, temos

(Adw)(a) = yaS(1) + raS(y) = ya — rar™'y
2 7(a)y + 6(a) — rar~'y = (r(a) — rar )y + §(a).
Como H é normal entdo, para todo a € H, temos 7(a) — rar~' = 0. Consequentemente,
7(a) = rar~!. Por outro lado,
(Adyy)(a) = S(y)a+ S(r)ay = —r~'ya +r~"ay
= —r N (1(a)y + () + 7 ay = (=r~'7(a) + 1 a)y — r7o(a).

1

Como H é normal entdo 7(a) = a. Portanto rar~! = a, ou seja, ra = ar para todo a € H.

Além disso, para todo a € H, temos

x(a) = x(e(ar)az) = e(ar)x(az)
= e(aix(az)) = e(7(a))
= ¢(a).
Reciprocamente, se r pertence ao centro de H e xY = &, entdo queremos mostrar que
(Ad;R)(H) C H e (Ad,R)(H) C H. Note que
(Ady)(a) = ya — rar 'y = ya — ay
(2.1)

)
ju—y

T(a)y + d(a) —ay = x(a1)azy + d6(a) — ay
(a1)azy + 6(a) — ay = ay — ay + 6(a)
d(a) € H.

Além disso,

(Ady)(a) = —r~'ya+rlay = =1~ (ya — ay)

= @)y + 0(a) — ay)2 = (x(ar)azy + 6(a) — ay)

= 1} (e(ar)azy + 8(a) — ay) = —r~6(a).

[\
—
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3.2 Classificacao de Extensées de Hopf-Ore

Utilizaremos o Teorema |3.1.5, e os resultados anteriores, para classificarmos as

extensoes de Hopf-Ore para algumas classes de algebras de Hopf.

3.2.1 Algebras cocomutativas

Neste subsegdo apresentaremos um método para construgao de (x, r)-derivacoes

para algebras de Hopf cocomutativas.

Proposicao 3.2.1. Seja H uma dlgebra de Hopf cocomutativa, x : H — K um caracter,
r um elemento de tipo grupo pertencente ao centro de H e o : H — K um funcional linear

tal que

a(u) = a(u)e(v) + x(u)a(v),

para quaisquer u,v € H. Entdo, a fungdo 0 : H — H definida por 6(a) = a(a1)(1 — 7)as,
para todo a € H é (x,r)-derivagio.

Demonstragao. Iniciaremos por considerar 7 : H — H definida por 7 = (x ® id)A.
Claramente 7 é um homomorfismo de dlgebras. Vejamos que § é uma 7-derivagdo. De

fato, para quaisquer a,b € H, temos

6(ab) = a((ab)1)(1 —r)(ab)s

= afaibi)(1 —r)(azb2)
= (afa1)e(b) + x(ar)a(b))(1 — r)(azbs)
= a(ay)e(by)(1 —1)azbs + x(ar)a(by)(1 — r)ashy
(a1)(1 —7)age(by)by + x(ar)aga(by)(1 —1)by
= 0(a)b+ 7(a)d(b).

|
2

Resta mostrar que § é r-coderivagao. Com efeito, como H é cocomutativa, entdo a(ay)as =
aja(ay). Logo,
A(d(a)) = A(afar)(1 = r)as)
= a(a)A(l —r)A(az)

ar)(as ® az + ras ® —ras)

Il
Q

Cll)

I
Q

(
(a1)(
(a1)(ag ® ag — ras ® az + ras @ az + ras @ —rag)
(a1)((1 =7)as ® az +ras @ (1 —1)ag)

()1

ar1)(1 = r)as ® ag + a(ar)ras @ (1 —r)as

I
Q

I
S o >

(a1) ® ag + rajafaz) @ (1 —r)as
(a1) ® ag + ra; @ afag)(1 —r)az
(a1) ® as +ra; ® 6(as).
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Portanto, § éuma (x, r)-derivagao. ]

A derivacao acima nos permite construir a extensao de Hopf-Ore R = H(x,r, ),
onde § satisfaz o item (iii) do Teorema [3.1.5, Note que, os itens (i) e (ii) também sao

satisfeitos pois,

7(a) = x(a1)az = arx(az) = Wﬁl@lX(%) = Ad,(a1)x(az),

para todo a € H.

3.2.2 Algebras de Grupo

Utilizaremos a Proposigao para caracterizar de forma precisa as extensoes de

Hopf-Ore para algebras de grupo. Antes, necessitamos apresentar a seguinte defini¢ao.

Definigao 3.2.2. Sejam G um grupo multiplicativo, A um grupo aditivo e um homomor-
fismo de grupos ¢ : G — Aut(A). Dizemos que f : G — A é 1-cociclo se, para todo
g,h € G, satisfaz

fgh) = f(g9) +»(g9)(f(h)).

Observamos que Aut(A) denota o grupo de automorfismos de A e denotaremos o

conjunto dos 1-cociclos por Z}O.

Como algebras de grupo sao cocomutativas a Proposicao [3.2.1) apresenta uma
construgdo para extensoes R = KG(x,r, ). Neste caso, se existir o funcional linear
a: KG — K, entao

a(gh) = a(g) + x(g)a(h).

para quaisquer g,h € G. Ou seja, a é l-cociclo com ¢ : G — Aut(K) definida por
o(g) : K — K onde ¢(g)(A) = x(g9)A, para cada g € G e todo A € K. Dito isto, o

resultado a seguir ¢ uma reciproca da Proposicao [3.2.1] para o caso H = KG.

Proposicao 3.2.3. Seja H = KG a dlgebra de grupo para algum grupo G. Entdo, toda
extensao de Hopf-Ore H(x,r,0) € tal que: x € caracter de grupo, r pertence ao centro de
G e d(g) = alg)(L —r)g, para todo g € G e algum o € Z,.

Demonstragio. Sejam H = KG a élgebra de grupo para algum grupo G e H(x,r,9) uma
extensao de Hopf-Ore de H. Segue do Teorema que x é um caracter de KG, ou seja,
X : KG — K é um homomorfismo de algebras. Pela Observacao Xlg :G—K¢é
um homomorfismo de grupos, isto é, um caracter de grupo. Como KG é cocomutativo,
pelo Corolario temos que r pertence ao centro de G.
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Resta definir « tal que 6(g) = a(g)(1 —r)g. A condicao (iii) do Teorema implica
que, para todo g € G

A(8(g)g™") = A(6(9)A(g™")
=(0(g)®@g+rg@d(g)(g ' ®g™")
=0(9)g ' ®@1+r®d(9)g”"

Como 6(g)g~" € KG denotaremos por ¢ := 6(g)g~" = e 7(h)h. Pelo exposto acima, ¢
é (1, r)-primitivo. Assim, para todo n € (KG)* temos

n*(c) = (n*n)(c) = n(c)n(1) +n(r)n(c). (3.12)

Sejam gy € G, g0 # 1,7 e no € (KG)* tal que 1n9(g0) = 1 e no(g) = 0, para todo g # go.

Por (3.12)) obtemos,
Mo () = mo(c)no(1) + mo(r)mo(c) = 0.

Por outro lado,

o(0) =X v(h)(h) =" v(h)ns(h) = v(g0)-

heG heG

Portanto, v(go) = 0. Entéao, ¢ = (1) + v(r)r. Logo,

A1) +7(r)r) =7v(MAM) +y(n)A(Fr) =y(1) @ L+ A(r)rer.

Por outro lado,

A(y(1) +y(r)r)

(1) +~(r)r) @ 1+ @ (y(1) +7(r)r)
=y @1+vyr)rel+ry(1)+re~y(r)r

=) @1+r@vy(r)l+r~(1) +v(r)rr.
Comparando as duas expressoes acima, obtemos que r ® y(r)1 +r ® (1) = 0. Portanto,
r® (y(r) 4+ (1)) =0, ou seja, y(1) = —y(r). Denote (1) = =, logo ¢ = v(1 —r). Entao,
5(9)g™! = ~v(1 — r), ou ainda, 6(g) = (1 — r)g, para todo g € G. Com isso, defina
a: G — K por a(g) = 1.

Se r =1, entdo a = 0 é trivialmente 1-cociclo. Caso contrario, se r # 1, como 9 é
T-derivacao, 6(gh) = d(g)h + 7(g)d(h), para quaisquer g, h € G. Entao,

a(gh)(1 —r)gh = a(g)(1 —r)gh + 7(g)a(h)(1 —r)h.

Como r pertence ao centro de G entao 1 — r também pertence. Utilizando isto e o fato

de 7(g) = x(g9)g da igualdade acima, temos

(1 =7)(a(gh) — alg) — x(g)a(h))gh = 0.

Portanto, a(gh) = a(g) + x(g)a(h). O
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3.2.3 Envolvente da algebra de Lie

Ao longo desta subsecao g denota uma algebra de Lie sobre um corpo de caracte-
ristica zero e U(g) sua envolvente universal. Se R = U(g)(x,,d) ¢ uma extensao de Hopf-
Ore, entao r € G(U(g)). A partir disso, iniciaremos a se¢ao provando que G(U(g)) = {1},

sendo este um fato importante para a classificacao de R.

Lema 3.2.4. Sejam H uma bidlgebra, x1,xs, ..., 2, € P(H) e y™ = z5'25* ... x5 onde

Lxem
n=(ey,...,en) € N Entao,

im

no qual i = (iy,...,%m) €7 = (J1,.--,Jm) € (?) = (2)(62)

; (cf’") ¢ o produto dos
iz
coeficientes binomiais.

Demonstracao. Primeiramente, seja y um elemento primitivo e n € N. Entao,
Aly") =Aly)" =1ey+tyel)"= >, <i>(1®y)3(y®1) = D, <Z>y Q.
i+j=n it+j=n

Com as notagoes do enunciado, usando a propriedade multiplicativa de A, obtemos

A(y") = A(afa? .. aom)

]

Lema 3.2.5. Seja g uma dlgebra de Lie. Entdo, o unico elemento de tipo grupo de U(g)
él.

Demonstragio. Seja x € U(g). Pelo Teorema [2.3.33| temos que x = ozt + -+ - + 28"

n

onde o; € K, x; sdo monoémios ordenados que formam uma base de U(g) e e; € N, para
algum m € N e 1 <7 <n. Pelo Lema [3.2.4]

Ax) = Alaaf + -+ + apzs)
= A(x?) + -+ aAdx))

e , - en\ -
:al(z (;) ll®xj1)++an(z (z) n®xﬁl)
i+j=e1 i+j=en
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Se z € G(U(g)), tal que = # 1, entao
Alr) = @1 = (anrf + -+ 0naf?) @ (onrf + - o) = Y aiagal ©
0<ij<n
Portanto,
a1 ( > <6.1>x§ ®x{) + - oy, ( > (%)xi@xi) - > aary @y =0.
itj=er \ ¢ itj—en \ 0<ij<n

Note que, todas as parcelas da soma acima sao monomios ordenados e distintos. Pelo
Teorema [2.3.33 a soma acima é uma combinacao linear de elementos linearmente inde-

pendetes. Portanto, a; = 0, para todo 0 <7 < n. O que é uma contradicao. O]

Lema 3.2.6. Sejam g uma dlgebra de Lie. Se x € U(g) € um elemento primitivo, entio

x € g.

Demonstragio. Seja x € P(U(g)) \ g. Pelo Teorema [2.3.33, temos que existem «; € K
tal que © = o' + - - + @28, onde z; sdo mondmios ordenados que formam uma base
de U(g) e e; € N™ para algum m € Ne 1 <i < n. Como z nio pertence a g existe ao

menos um e; € N™ tal que pelo menos duas coordenadas sao distintas de 0. Assim,

Alr)=z1+1®
= (zf + 4 ar) @1+ 1® (@ + - - + a,zs?)
= ) (zf @1+1® auaf).

0<i<n

Por outro lado, pelo Lema [3.2.4] temos

A(z)= AloqzT + - + apzyt)
=g A(af) + -+ g Azy)

n

e , ; en\ ; ,
:al(z <Z1> z1®x{)+...+an(z <Z>xn®x{l)
i+j=e1 i+j=en

e . . el ; ; ) )
:oa( > <i1>x’1®x{>+---+an( > (i”)xil@x%)—l—Z(aix?®1—|—1®a,~xfz)

i+j=€/1 i+j=el, 0<i<n

Comparando as duas expressoes, temos

/ . / . )
ozl( 5 (?1);(;3@3;{) +...+an< 5 (%)%mg) 0

Eventualmente algum somatério pode se anular, ou seja, e, = 0 para algum 1 < i < n.
Mas pela hipdtese de x nao pertencer a g, pelo menos algum e} é diferente de zero. Nova-
mente temos a soma de elementos linearmente independentes. O que é uma contradicao,

que surgiu do fato de supor que x é primitivo e nao pertence a g. O
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Proposicao 3.2.7. Toda extensiao de Hopf-Ore R = U(g)(x, 1,6) é gerada pory e U(g) e
satisfaz a relagao yr = (x + x(x))y + d(x), onde x € um caracter e § : g — g satisfazendo

6([z1, w2]) = [0(1), 2] + [T1, 0(2)] + X (22)0(21) — X (21)d(2),

PATa qQUAISqUer T,T1, Ty € @.

Demonstragio. Pelo Lema a extensao é da forma R = U(g)(x, 1,0) e pelo item (i)
do Teorema temos

7(x) = x(2)1 + x(Dz = x(z) + =,
para todo x € g. Portanto, yxr = (x + x(x))y + (x), para todo x € g. Além disso, pelo
Teorema [3.1.5| (iii) do , segue que
A(d(z)) =0(z) ®1+1® 6(z),

para todo x € g. Ou seja, §(z) é elemento primitivo. Entao, pelo Lema |3.2.6, §(z) € g e

além disso, para quaisquer 1, xy € g, temos a seguinte relagao

O([z1,22]) = 0(21 ® 2 — 22 @ 21)

(71 ® ) — 0(72 ® 17)

(21) @ w2 + 7(21) @ §(22) — (6(22) ® 21 + 7(22) @ §(21))

(1) @ 29 + (21 + x(71)) ® d(x2) — (§(22) ® 1 + (22 + Xx(22)) ® I(21))
(21)@T2+21R(x2) + X (21) R0 (22) — (§(22) @21+ 2R (x1) + X (22) R0 (1))
(21) ® T3 — T2 ® 0(x1) + 21 ® 0(22) — 0(22) ® 1 — X(22)d(21) + X (21)d(22)

[6(21), 22| + [21,0(22)] + x(21)0(22) — x(22)0(71).

o
o
o
o
o

]

Corolario 3.2.8. Sejam g uma dlgebra de Lie e R = U(g)(x,1,6). Se x(g) = 0, entdo
R é isomorfa a U(g') como dlgebras de Hopf, no qual ¢ = Ky + g.

Demonstragio. Como x(g) = 0, pela Proposigao temos que, para todo = € g,
7(z) = x. Pelo Exemplo , podemos definir uma estrutura de algebra de Lie em R
definindo [, | : R — R via [a,b]’ = ab—ba, para quaisquer a,b € R. Considerando |, ||y,
este define uma estrutura de dlgebra de Lie em g'. De fato, sejam kiy+x1, koy+xo € Ky+g,

entao

[k1y + @1, koy + x2]’ = (kvy + 21) (koy + x2) — (koy + 22) (k1y + 1)
= kikoy® +k1yxo+kom1y 421 @0 — (ki koy® + k1 20y +koyx + 20 @11 )
= ki(yxa — 22y) + ko(21y — y21) + 21 @ 22 — 22 @ 11
= ki (v2y + 0(x2) — 22y) + ko(21y — 21y — 0(21)) + [21, 2]
= k16(x2) — k20 (1) + [21, 2.
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Na pentultima igualdade usamos a Proposicao [3.2.7, Além disso, pela mesma Proposicao
d(x1),0(x2) € g C ¢/, assim a aplicagdo [, |'|y estd bem definida e pela Observagao [2.3.32

segue que g é uma subdlgebra de Lie de R.

Para mostrar que R e U(g’) sdo isomorfas, defina id : U(g) — U(g’). Assim,
y@id(r) =y@r=r0y+[y2] =r@y+i() =idr) ®y+id5(r)),

para todo = € g. Pela propriedade universal das extensoes de Ore, Teorema [2.1.20
podemos estender, ainda pela fungdo identidade, mas agora para id : R — U(g’). Como
a estrutura de coélgebra se mantem entre R e U(g’) temos o isomorfismo de algebras de
Hopf. O

Exemplo 3.2.9. Para a Proposicao a hipotese do corpo ter caracteristica zero é
fundamental. Com efeito, sejam K um corpo de caracteristica p > 0, U(g) = K]z] a
envolvente universal do Exemplo [2.3.30 e defina 7(z) = z e 6(z") = naP™~!. Para

verificar que § é 7-derivagao basta notar que, para todo n,m € N,
S(a™)a™ + 7(2™)6(2™) = naP T ™ 4 g maP T = §(a™T™).

Portanto, podemos considerar a extensao de Ore R = [y;7,0]. Além disso, considerando
o caracter x(g) = 0 temos que as propriedades (i) e (ii) do Teorema sao trivialmente

satisfeitas, a propriedade (iii) se verifica pois a caracteristica de K é p. De fato,
Ad(z)) =AP) =1+ 1P ="R1+ 12’ =0x)@1+1® ().

Dessa forma, temos a extensao de Hopf-Ore R = K[z](x, 1, ), com a relacdo yx = xy+aP.

O que esta em desacordo com o Teorema m, pois §(z) ndo percente a g.



62

4 Construcio de Algebras de Hopf Pontua-

das por Extensoes de Ore

Neste capitulo utilizaremos como referéncia (BEATTIE; DASCALESCU; GRU-
NENFELDER] |2000a) para construir algebras de Hopf potuadas e co-Frobenius via itera-
das extensoes de Hopf-Ore. Como consequéncia desta construgao obteremos uma resposta

negativa para a décima conjectura de Kaplasky.

4.1 Construcao

Com o intuito de construir algebras de Hopf pontuadas com corradical KG, fa-
remos iteradas extensoes de Hopf-Ore da algebra de grupo KG, onde G é um grupo
abeliano finitamente gerado e K um corpo algebricamente fechado de caracteristica 0.
Embora a referéncia que embasa este capitulo seja o artigo (BEATTIE; DASCALESCU;
GRUNENFELDER/ 2000a), as relagoes (4.1) a (4.6), apresentadas a seguir, sao obtidas
de forma mais simples pelo Teorema e pela Proposi¢ao demonstrados por Pa-
nov em (PANOV] [2003)). Por essa razao optamos pelo encadeamento dos resultados como

apresentados neste trabalho.

Observacao 4.1.1. Para este capitulo é importante destacar o fato de que o conjunto
G*, dos caracteres de G, é um grupo com a operacao definida por uv(g) = u(g)v(g), para
todo u,v € G*, g € G, e com elemento neutro 1g« € G* definido por 1g+(g) = 1¢g, para
todo g € G.

Pela Proposigao [3.2.3] para definir uma extensao de Hopf-Ore de KG basta fixar
um caracter do grupo G e  um 1-cociclo. Fixando, ¢; € G e ¢f € G* esse induz um

automorfismo de KG definido por 71(g) = ¢i(g)g, para todo g € G. De fato,

T1(gh) = ci(gh)gh = ¢i(g)gci(h)h = 11 (g)Ti(h) e T(1ke) = 1ka,

para quaisquer g,h € G. Além disso, é de imediata verificacdo que 7 é sobrejetora
e como ¢ é homomorfismo de grupos, entdao cj(g) # 0 para todo g € G. Logo, se

71(9) = ¢i(9)g = 0 entdo g = 0, ou seja, 7y é injetora.

Com a 7y-derivagdo d; = 0 temos a extensdo de Hopf-Ore Hy = H|y; 71, d1] com

as relagoes

Aly1) =1 @1+ @y, y19 = 11(9)y1 + 01(g9) = c1(9)gy1, (4.1)
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para todo g € G.

Para a segunda extensdo, sejam co € G, ¢5 € G* e 75 : KG — KG, definida
por 75(g9) = c5(g)g, para todo g € G. Para definirmos 7 : H; — H; utilizaremos a
propriedade universal das extensoes de Ore, Teorema [2.1.20, Primeiramente, note que a

principio, para qualquer ;5 € K, temos

Y120175(9) = M2y165(9)g = 71265(9) Y19

" sk ES *
=’ 11265(9)ci(9)g9y1 = ¢;(9)T5(9) 1201

= 75(¢;(9) )21 = T5(11(9)) Y121

Portanto, existe inico homomorfismo de algebras 7, : H; — H; tal que:

T2(g) = ¢5(g)g, para todo g € G, To(y1) = Y12y1, para y12 € K. (4.2)

Porém, existem restrigoes quanto aos valores que y;2 pode assumir. Com efeito, supondo
Hy = Hi[ys; T2, 05] uma extensdo de Hopf-Ore de H;p, ou seja, a dlgebra de Hopf gerada

por H; e a indeterminada y, com as relagoes
Alys) =92 @ 1+ 2 @ ya, yoa = T2(a)yz + 02(a), (4.3)

para todo a € Hy, pelo Teorema m (i), existe um caracter y : H; — K| tal que

cy(cr)er = mo(er) = x(e1)e, Y2y1 = 2(y1) = x(y1)1g + x(c1)yr-

Pelo Lema [2.1.17, temos que Hy é Hij-modulo livre com base {1,y,%?, ...}, portanto
X(y1) =0 e y12 = x(c1) = ¢(c1). Por outro lado, pelo Teorema [3.1.7] (ii), temos

()

Yioy1 = Ade, (y1)x (1) + Ad, (1) x (1) = cayics ' = eaci(c3 ) yn = (ci(e2)) 'y

Novamente pelo Lema [2.1.17] segue que

M2 = (¢f(e2)) " = 5 (cn). (4.4)

O préximo passo para construir a extensdo Hy = Hi[ys; T2, 03] € definir d9 : H; — H; uma
To-derivagdo. Buscamos definir §5(KG) = 0 e d3(y1) € KG. Portanto, podemos escrever
da(y1) = X augi, onde g; € G e o € K. Logo,

A(0y(11)) = A (27:: Oéif]i) = anai(gi ® gi)-

i=1

Por outro lado, pelo Teorema [3.1.5] (iii), temos
A(d2(y1)) = d2(y1) ® 1y + cac1 ® a(yn)

= (Z ozigi> ® 1y + e ® <Z aiQi)
i=1 i=1

= Zai(gi ® 1)+ Zai(CQCl ® ;).
=1

i
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Portanto,

n n n

Yoi(gi®1g) + Y ai(cer ® gi) — Y ai(gi ® gi) = 0. (4.5)

i=1 i=1 i=1
Se 1y # g; ou cica # ¢;, para todo 1 < i < n, entdo a soma acima é de elementos
linearmente independentes, ou seja, a; = 0, para todo 1 < ¢ < n, ou ainda, ds(y;) = 0.
Caso contrario, a menos de uma reordenacao de indices, g1 = 1y e go = ci¢c5. Logo, a
igualdade pode ser reescrita como

n

(a1 +ag)erca @ g + > o5(9i @ 1) + D ai(caer @ gi) — > (95 ® g;) = 0.
=3 =3 =3

A soma acima é de elementos linearmente independentes. Entao, a; = —as e a; = 0,
para todo 3 < ¢ < n. Consequentemente, A(6(y1)) = agly @ 1y + ascica @ ¢ico. Tome

bi2 = ay e aplicando € ® id, temos
(52(y1) = blg(C102 — 1H> (46)

Se ¢ico — 1y = 0 definimos bjs = 0 e nesse caso 9, = 0 é trivialmente uma 7»-derivagao.
Caso contrario, devemos definir §, de modo que

02(9y19'y1) = 02(9y7)9'yt + 2(9y1)d2(9'v7),
para quaisquer gy}, g'y] € Hy = Hl[y; T, 01] e r,p inteiros ndo negativos. Em particular,

devemos ter

d2(gy1) = 02(9)yr + 12(9)d2(y1) = T2(9)d2(31) = ¢5(9)902(y1).

Por outro lado,

05(c1(9) " yrg) = €i(9) " 2(19)

= ¢i(9) 1 (82(y1)g + 12(11)02(9)) = ¢ (9) " gd2(vn).

52(991)

Comparando as duas expressoes acima, segue que c5(g)gd2(y1) = ¢i(g)"1gda(y1). Como
d2(y1) € KG e 05(y1) # 0, entdo c5(g)g = ci(g)~'g, ou ainda, ¢i(g)c3(g) = lg-, para todo
g € G. Logo,

ey =1gs. (4.7)
Entao, juntamente com a relagao (4.4) devemos ter
Nz = 6(e2) = (ci(e2)) ™ = e3(er) = (h(er)) (4.8)

A fim de que 03 seja uma 7o-derivacao, provaremos a seguinte igualdade:

5:00) = s (et vt = s (Sieite) )z 09

k=0 k=0
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De fato, provaremos por inducao sobre r. Para r = 2, temos

82(y7) = 2(y1)yr + 2(y1)d2(v1)

(9)
bia(crca — 1)y + Yy12y1b12(c1eo — 1)

= bia(c1e2y1 — Y1) + Y12b12(yrcico — 1)
@)
bus

bua

c1eay1 — Y1) + m2bia(ci(cr)cryica — yn)
c1ey1 — Y1) + mzbia(ci(cr)ci(c2)ercays — 1)
biaciCoyy — biayr + biaci(cr)c1cayr — biayi2yn
b1a(1 + ¢ (cr))ercayr — bia(1 + (¢(cr)) ™y

Supondo o resultado valido para r — 1. Entao,
0a(y1)=02(y7 )y +7a(yi )02 (1)

r—2 r—2
= (1912(2 (cf (Cl))k>01€2y{_2— bio| (i (01))_k>yf_2> yirts i e (ciee—1)
k=0

k=0
r—2 r—2
i) ercnst b o eite) s bl evenaf ™
k=0 k=0
r—2 r—2
(.1) * r— * —k\, r— r— * =1/ x r— r— r—
Qbm(gq(cl))’f)clcgyl l—bm(z<c1<c1>> k)yl Lyry(eilen) e en) ereay )
k=0 k=0
r—2 r—2
bm(Z(CT(01))k>0102y§_1+512(0>f(01))7“_10102%_1—bm(Z(CT(01))_k>y{_1—b12%2 Ly
k=0 k=0
r—1 r—1
=bu( <ci<c1>>k)c1c2y;-1—bu<z(c’f(co)—k)y;-l
k=0 k=0

Finalmente, definimos dy : H;y — H; por d2(gy]) = 72(g9)d2(y]), para todo r > 1. Com
isso, podemos mostrar que 0 é To-derivagio. Se gy, ¢’y € Hy, entéo

52(atg'v) = 62(9(ci () o i) = (€1(0)) Balgg i) = (61 (0) Tl )Pl 7).

Por outro lado, comecemos por analisar cada parcela de d2(gy7)g'yh + 72(gy})d2(g'y)) em
separado. Fixando, d2(gy])g'y? = R e 12(gy])d2(g'y}) = S, temos

D 9) (bu (i(o’f(cl))k) e = by (TZ(CT(Q))"“> yrl) g,

k=0 k=0
r—1 r—1
~ 7(9) (bm (Z (o) )y g — b (Z@(a)) )y; 1g,> "
k=0 k=0
(4.1) = 7‘1/7‘1 Tﬁl* —k * r—1 _/ r—1 D
= 72(g) [ biz| D_(ci(c1))" | crea(cily gy =bia Do () ) (Gd) ey ) o
k=0 k=0

= 7(9)(c1(9)"™ g <b12 <Tz: ci(cr) ) 01023/]13”_1 —bio <TZ:(C’{(01))_I€> yIerT 1) .

k=0



Capitulo 4. Construgio de Algebras de Hopf Pontuadas por Extensoes de Ore 66

Para a segunda parcela, temos

S=y(g)720) 720 )02 () B 7))o

272(9)771"2%03(9/)9/(512 (ZE(CT(Q))’C> croayt ™ —biy (:Z:(CT(Q))]C) yi”)
72(9)77{203(9/)(CT(Q/))TQ/Z/T(Z)H (:Z(CT(Cl))k) 0102y11071 — b2 (ZZ(CT(Cl))_k) yfl)

()il (9’))T_19/(512 (pzwﬂcl))'f) vicreat ™ — b, (pz@(cl))—’f) yf+’“—1)

7'2 (9)712(c1 (9/))T_19/€712 (I)E:(CT (Cl))k)(q (c1)ef (02))T0102y11)+T_1— b12(p§: (cl (01))_k>yf+r_1)

k=0 =0
(o) (gl)y_lgléu (Z_ (CT(CI))]?(CT(61))7010295)“_1— bm(ﬁ(Cl))_r(Zi@(cl))_k)y’lw_l)
=T72(9)(ci (9/))T_19,(bl2 C: (c1 (Cl))kM) 1y = b (:z:: (1 (61))_(k+r)) yIerr_l) .

72(9)(ci () g = 1a(9) (i (9)) (1 () g = ma(9)(ci(g) es(g)g
72(9)(c1 (") 2(g') = (c1(g) 2(99')-

Utilizando este fato e juntando os somatérios em R + S, ficamos com:

r4+p—1 r+p—1
R+ 5= (CT(Q,))TTz(QQI)(blz( Z (CT(Cl))k) 0102y11?+r_1—512( Z (CT(Cl))_k) nyrr_l)

k=0 k=0

E (1 (g mal99)02(5).

Portanto, d2(gy19'v1) = 02(gy1)g'y7 + 72(9y1)82(9'11).-

Com isto, a definicao de Hy = Hi[ys; T2, d2] estd completa. Em sintese, Hy é uma
algebra de Hopf com geradores y1,y2 € g € G nos quais, os elementos de G comutam e
sao de tipo grupo, y; é (1, ¢;)-primitivo e sujeito as seguintes relacoes para j = 1, 2,

g9y; = (¢;(9))'y59, Yay1 — Y12y1Y2 = bia(ciea — 1),
onde y12 = (¢j(c2))" ! = c(c1). Além disso, se d2(y1) # 0, entao
nz = (€i(c) ™" = (ci(e2)) ™ = &(a) = e3(ea), ey = 1%

Realizando processo andlogo j-vezes, obteremos a seguinte extensao de Hopf-Ore H; =
Hj 1[yj-1;Tj-1,0;-1]. Ou seja, 7; é automorfismo de H;_; definido por 7;(g) = ¢j(g)g e

7j(yi) = ¢j(ci)yi com ¢ € G* e y; é (1, ¢;)-primitivo. A 7;-derivagio d; ¢ tal que

6;(KG) =0, 0j(yi) = bij(cic; — 1).
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Se c;c; = 1, definimos b;; = 0. Com isto, estamos em condigoes de apresentar a seguinte

definicao

Definicao 4.1.2. A dlgebra H; € uma dlgebra de Hopf gerada pelo grupo G, ¢; € G* e y;

com 1 < 5 <t com as sequinte propriedades:

(i) os elementos de G comutam e sao de tipo grupo;
(ii) y; € (1,c¢;)-primitivos;
(iii) y;9 = ¢5(9)gy;;
(iv) vy = C;(Q’)yiyj +bij(cic;—1) para 1 <i<j <t
(v) ¢i(¢j)cj(ei) =1 parai # j;

(vi) Se bij # 0 entdo cjc; = 1g-.

A proposigao a seguir mostra que a escolha de §;(KG) = 0, para 1 <i <t em H,;

nao ¢é totalmente arbitraria.

Proposicao 4.1.3. Sejam G um grupo abeliano finitamente gerado, ¢ € G* tal que
c*(g) # 1 sempre que g possuir ordem infinita e T : KG — KG definida por 7(g) = ¢*(9)g,
para todo g € G. Se § é uma T-derivagao, entao as extensoes de Hopf-Ore KGly, T;d] e

KG[y', 7,0] sdo isomorfas como dlgebras de Hopf, onde y é (1, c)-primitivo.

Demonstragio. Sejam U = {g € G|c*(g) # 1} eV = {g € G|c*(g9) = 1}. Como KG|y, T; ]
é uma extensao de Hopf-Ore de KG, entao pela Proposicao i(g) = a(g)(1 — o)g,
para todo g € G e « um 1 — cociclo. Se ¢ = 1 nao ha o que fazer. Se ¢ # 1 vamos mostrar
que podemos modificar a indeterminada y para ¥/’

"= c(g)"g" = g,
para todo n € N. Neste caso, 6(g") = ng"'6(g). Com efeito, para n = 2 temos que
5(g?) = 6(g9)g + 7(9)d(g9) = 6(g9)g + gd(g) = 2g6(g). Supondo que o resultado é valido

para n, entao

Se g € V, entdo a ordem de g é finita e 7(¢9") = c¢*(¢")g

0(g" ) = 0(g")g + 7(g")d(g) = ng"'d(g)g + g"0(g) = (n+ 1)g"d(g)-

Com isso, §(¢g™) = mg~'4(g), onde m é a ordem de g. Por outro lado 6(¢g™) = 6(1) = 0.
Logo, d(g) = 0.

Se g € U, entao

d(gh) = a(gh)(1 — c)gh
= (a(g) + c*(g)a(h))(1 — c)gh.
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Além disso,

6(hg) = a(hg)(1 — c)hg
= (a(h) + " (h)a(9))(1 = c)hy.

Como o grupo G é abeliano, temos que a(g) + ¢*(g)a(h) = a(h) + c*(h)a(g), ou ainda,
a(g)/1 —c*(g) = a(h)/1 — c*(h), para quaisquer g,h € G. Denote v = a(g)/1 — c¢*(g) e
y' =y — (1 —c). Entao,

y'g=(y—(1-c)g
=yg—(1—-c)g
=c"(9)gy +d(9) —v(1 —c)g
(9)gy — ¢ (g)v(1 —c)g+ " (g)v(L —c)g +6(g) —v(1 —c)g
=c"(9)9(y =11 =) + (g1 = c)g + alg)(l —c)g —v(1 — c)g
(9)gy
(9)

:C*

“(9)gy' + ((c(9) — 1)y +alg))(1 —c)g

=c
=c"(9)gy".

Para g € V, claramente y'g = gy’. Além disso,

A(y) = Aly —~(1 —¢))
= A(y) —7A(1 = ¢)
=y®1+c@y—7((1-¢c)@1+c®(1-0)
=y 1+cy.

Dessa forma, KG[y, 7,0] estd bem definida e a identidade i : KGy, ;6] — KG[y/, T, 0]

define o isomorfismo. O

Denotaremos por y" := y{tys?...yt, onde n = (ng,...,n;) € Nt Com isso,

vamos investigar algumas propriedades da algebra de Hopf definida acima, comecaremos

por exibir uma base para tal algebra.

Lema 4.1.4. Seja H, a dlgebra de Hopf da Definigio [4.1.9 O conjunto {gy™|g € G,n €

N} € uma base para H; como K-espago vetorial.

Demonstracao. Mostraremos por indugao sobre t. Para t = 1 o resultado ¢é valido pela
Proposigao [2.1.19] Suponha o resultado vélido para ¢t — 1, digamos que {gy™|g € G, m €

N~} ¢ uma base para H;_ ;.
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Pela Proposigao [2.1.19| cada elemento de H; ¢é escrito de maneira tinica na forma

7 hiyt, onde h; € Hy_;. Utilizando a hipdtese de indugao, temos
Z hiy, = Z (Z Oéz‘jgijym”) yi =D gy,
i=1 \j=1 i=1j=1

onde n; = (Mg, ..., miu—1),1). Portanto, o conjunto {gy"|g € G,n € N*} gera H; como

K-espago vetorial. Se 37, h;yi = 0, entao:

) (Z Oéijgijy/m”) y; = 0.

i=1 \j=1

Pela Proposicao 2.1.19, >77_, @;;9;;y"™7 = 0. Pela hipétese de inducdo o;; = 0, para todo
1<7<s,el1 <<, ]

Agora veremos como é a comultiplicagdo de um elemento da forma gy”, onde
neN ged.
Observacao 4.1.5. Denote cj(c;) = ¢;. Com isso,
(y; @ 1)(c; @ ;) = yjic; @y = ¢y @ y; = q¢i(c; @ y;)(y; ® 1).

Logo, as poténcias de A(y;) seguem as propriedades do Lema [A.1.2| Portanto, para
g€ G,p=(p1,....,p) € N', temos que:

Algy”) = A(g)A) - - Ayt")
=A(g)(c1 @y +11 @ )P (e @ yp + Yy @ 1)

)
=20 (£ (1) @owrme 1>“) - (Z (1) @owrme m)

11=0 i1=0

p t—1t t—1t n
() (@ )y ®1>)
1t 0 /l/t qt

NI (c’f““yil@y’f”“))---( () @i e “>)
i1=0 q 1+=0 t qt

> aageles .. P @ gy,
d

a0 (3 (fj)m(c’“ @y Zl)(y?@l)) . (

bt
11=0 =

onde d = (dy,...,d;) € Z' com 0 < d; Spj,eozd:(m)
q1

21

(€I> H (Hk<J<tck(CJ)d ),
para i = (iy,...,4) fixo. Ou seja, os escalares ag sio o produto dos coeficientes g;-

binomiais e das poténcias de c}(c;), para 1 < j <mnei <j.

A seguir veremos que a algebra H; definida acima é pontuada.

Proposicao 4.1.6. O (n+ 1)-ésimo termo, (Hy),, na filtracao corradical de H, é gerado
por gy?, onde g € G,p € NY, py+- - -+p; < n. Em particular, H; é pontuada com corradical
KG.
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Demonstra¢io. Como KG é uma subédlgebra pontuada de Hy, entdo KG C (H,)o. Para
provar a outra inclusdo vamos usar o Lema [2.2.36] Ou seja, vamos provar por indugao

sobre n, que
<gyp|g S G’pl +p2—|—...+pt §n> g /\n+1KG

Para n = 0, Seja (g|g € G) € AKG = KG. Suponha o resultado valido para n — 1. Seja
gy” € {gy*|lg € G,p1 +pa+ -+ + pr < n). Note que A""'KG = A"KG @ H; + H; @ KG.
Pela Observacao temos que

Algy”) =" agge - iy~ @ gy
d

Se d # (0,...,0) o primeiro tensorando pertence a A"KG pela hipdtese de indugao. Se
d = (0,...,0) o segundo tensorando pertence a KG. Dessa forma, U;Lo(A"KG) = H;. [

A algebra H; construida acima é pontuada, no entanto nao é co-Frobenius. Com
efeito, se G = {1g} é o grupo unitario, entdo o grupo de caracteres também é unitario.
Digamos, G* = {¢*} onde ¢*(1g) = 1k. Claramente H; = K[y| é a dlgebra de polindémios
com coeficientes em K. Vejamos que esta nao é co-Frobenius. Com efeito, seja t € Hy

uma integral para H;. Entao,
h* xt = h*(1y)t, para todo h* € HY. (4.10)

Se h* € H* é tal que h*(y) # 0, entdo t(y") = 0, para todo n € N, ou seja, t = 0. De
fato, pelo Exemplo Aly) =y®1+1®y, assim

(W™ t)(y) = h*(y)t(La) + h*(La)t(y) =" A" (y)t(1a) + (h* x 1)(y).

Como h*(y) # 0, entdo t(1) = 0. Fixando n € N e supondo que t(y*) = 0, para todo
0 < k <n— 1. Pela Observagio [A.1.2]

n+1 1
A(y”H):Z n+ Yk @ ok,
s\ K
Logo,
ety S (P e
a0 =3 (" e
k=

Assim, h*(y)t(y™) = 0 e consequentemente t(y") = 0, para todo n € N,

Pode-se mostrar que a algebra de Hopf H; nunca é co-Frobenius. Nao exibiremos
a demonstragao, pois apresentar os conceitos necessarios para tal ocupariam certo tempo

e fogem ao escopo geral do trabalho.
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Para construirmos uma algebra de Hopf co-Frobenius, faremos o quociente de H;
por um ideal de Hopf. Para tal utilizaremos o lema a seguir, onde {0, 1}* denota o conjunto

das t-uplas com coordenadas formadas por 0 ou 1.

Lema 4.1.7. Sejam nqy,ng,...,ny >2 ea=(aj,az...,a;) € {0,1}. O ideal J(a) de H,

gerado pelos elementos

1

Y — CLl(C?l - 1)7 S 7y;5nt - a’t(c?t - 1)7

¢ um ideal de Hopf se e somente se q; = cj(c;) € uma raiz n;-ésima primitiva da unidade,

para 1 <5 <t.

Demonstracao. Comegamos por observar que c?j —1é(1, C;Lj )-primitivo. De fato,

AT —1) = A7) = A1)
:c?j®c?j—1®1
:c?j®c?j+c?j®1—c?j®1—l®1

=(¢f —1)®@1+cy @(c; —1).

Com isto, y;” —a;(c;” —1) é (1, ¢}’ )-primitivo se e somente se y;’ também o for. De fato,

se Y’ — a;(c;’ — 1) é (1, ¢}’ )-primitivo, entdo

A(y;%‘ — aj(c;.lj —-1)) = (yyﬂ _ aj(c?j —1)®1+ C;»lj ® (y;}j _ CLj(C;-Lj —1))
=y @1+ @y + (—ai(c) — 1) @1+ @ (—a;(c]’ —1)).

Como ¢’ —1é (1, ¢}’)-primitivo, temos que A(y;”) = y;” ® 1+’ ®y;”. Reciprocamente,
TL]' ’ nj . o e
se ;7 € (1,c¢;”)-primitivo, temos

Ay = ajc;’ = 1)) = Aly;”) — Ala;(cj’ = 1))

J
T

=y’ @1+c @y’ + (—a;(c; = 1)) @1+ @ (—a;(c;’ — 1))
= (y’ —a;(c; = 1) @1+ @ ()7 —aj(c]’ —1)).

Pelo Lema [A.1.2] temos que,

n; &l n; n;—k
Aly”) = > (g) Gy @y
q

k=0 ;

Entao, y;-lj é (1, c?j)—primitivo se e somente se (’Zj) =0, para todo 1 < k <n; — 1. Mas
q;

nj

k
unidade. Em outras palavras, como um elemento de J(a) é gerado por y;’ — a;(c;” — 1),

o Lema [A.1.2| nos diz que, (

) = 0 se e somente se ¢; ¢ uma raiz n;-ésima primitiva da
9

para todo 1 < 57 < n, temos que
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A(J(a)) € J(a) € Hi+ H; ® J(a), e(J(a)) =0,

se e somente se ¢; ¢ uma raiz n;-ésima primitiva da unidade. Para J(a) ser um ideal de

Hopf resta mostrar que S(J(a)) C J(a). Usaremos uma indugdo sobre n para mostrar

que,
—n(n=1)
Sy = (~1)"¢; * ¢"y?, pata todon > 1.
Para n = 1 a relacao é valida pois y; é skew-primitivo, entao S(y;) = —cj_lyj. Supondo a

igualdade valida para n. Temos,

—n(n—1)
S(y;*) = S(y)S(yy) = —¢;ly(=1)"q; 7 'y
iy L — —-n, n n iy L -1 _—n_—n,n
= (_1)n+1€7j : C; lyjcj Yy, = (—1) +1Qj ? G lqj* C; Y i
_ (_1) +1qj 2 Cj( + )y]( + )'
7nj(n]-—1)
Com a hipétese de g; ser uma raiz n;-ésima da unidade, entdo, (—1)}q; °* = —1.
Com efeito, se n; for par entao n; = 2n, para algum n € N. Entao,
n —2n(2n—1) —onZ4n —om2? n i\ —9m "y
(_1)2 d; : ZQj2 * :(Jj2 qj:(qj]) QJC]J‘2 =—L
Se n; for impar a demonstracao é similar. Portanto,
St - (e = 1) = SP) — Sas(e) — 1)
= —¢; "y’ —aj(—¢;) (e’ — 1)
=—¢; " (y;’ —a(c;’ — 1)),
para 1 < j <t. Portanto, J(a) é ideal de Hopf. m

Pela Proposicao A = H;/J(a) é algebra de Hopf. No entanto, uma vez que
desejamos que o corradical de A seja KG devemos fazer algumas restri¢oes adicionais.
Denotaremos por Y; a classe de equivaléncia de y; € H; em A. Também fixaremos Y? =
Y/ Y onde p = (p1,...,p;) € N&

Proposicao 4.1.8. Seja J(a) o ideal de Hopf de H; definido no Lema . Entao,
J(a) NKG = 0 se e somente se ou a; =0 ou (¢f)" = 1g«, para 1 < i < t. Além disso,
{gYPlge G,p e N',0 < p; <n; — 1} € base de H;/J(a).

Demonstragio. Suponha que J(a) NKG = 0. Como J(a) é um ideal gerado por elementos
do tipo y;"" — a;(c;" — 1), entao
(}(9) ™™g (Wi — (el = 1)g = (c](9)) ™9 ("9 — ai(c” — 1)g)
= (c}(9)) g} (9)" gy — gai(c}" — 1)
=" = (ci(9) Mai(ci" —1) € J(a).
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Portanto, os seguintes elementos pertencem a J(a)

yit = (i (9)) Ml = 1) = (4" — ai(cf” = 1)) = ai(1 = (¢} (9)) ") (c]" — )
yit = (ci(9) Mai(c’ = 1) = (cj(9)) " (" — ailc” = 1)) = (L= (i (9)) "™ )yi’
Como a;(1—(cf(g)) ™) (c;"—1) € J(a)NKG, por hipétese, a;(1—(cf(g)) ™) (c]"—1) = 0.
Se a; # 0 para algum 0 < ¢ < ¢, pela nossa convengao ¢;" —1 # 0. Resta, 1—(cj(g))™™ =0,
ou ainda, (¢f(g))™ =1, para todo g € G, ou seja, (¢)™ = 1.
Reciprocamente, suponha que (¢f)™ = 1 sempre que a; # 0. Comegaremos mostrando
que, fixando i, no caso em que a; # 0, entdo y," percente ao centro de H;. Com efeito,
como ;" g = (cf(g))™ gy, entdo y;" g = gy;*. Além disso, se i < j por (4.9)
ni—1 ni—1
i = (66" + s (3 ()" e =y (X () )o@
0 =0
Se bi; = 0, entao y;y;"* = (cj(ci))™y;"y;. Logo, pelo item (v) da definicao de H; (Definigao

4.1.2), (¢5(c))" = (¢ (¢;)) ™™ = 1, logo y;y;" = y;"'y;.

Se bij # 0 pelo item (vi) da mesma definicdo, temos que cjc; = 1%, ou seja,
(cici)(ci) = 1 e por hipétese, (cj(c;))™ = 1. Portanto, y;u;" = y;"y;. Analogamente se
i > j. Assim, acabamos de mostrar que y;" pertence ao centro de H;, no caso em que

a; # 0. Segue que,

yi(yit —ai(e” — 1)) = (e)" (g — ai(c” —1))y;-

Portanto, note que J(a) é igual ao ideal gerado por

{y;’ —ai(q; — DL < j <t}

Também temos que H, é um moédulo livre com base {y?|0 < p; < n; — 1}, sobre a
subdlgebra B gerada por G e yi*,...,y;". Mostraremos que nenhuma combinagao linear
nao nula de elementos da forma gy?, onde p € N*,0 < p; < n; — 1 pertence a .J(a). Para
tal, vamos supor que este fato nao ocorre, ou seja, existem f; € H;, nao todos nulos, tais
que

Z (y?j - aj(c Zag p9y"- (4.12)

1<j<t
No segundo somatério g € G,p € N',0 < p; <n; — 1 e ay, € K. Mas como H; é um
B-médulo a esquerda livre com base {y?|0 < p; < n; — 1}, entdo f; pode ser expresso
em termos dessa base, digamos f; = >_; Fj;;y”, onde y? representa cada elemento da base
{y?|0 < p; <n; — 1} e F}; € B. Portanto,

. —ai(’ =)= D (y —ale Z

1<j<t 1<j<t

-y (zw;” e - 1>>Fﬁyp)

1<j<t \ i

-y ( > ) ol - 1>>Fj,-> V.

i \1<j<t
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Comparando com (£.12), temos que 3 <;<(y;” — a;(c;” — 1))F;; € KG — {0}. Note
que, a algebra B ¢é isomorfa, como &algebra, a algebra R obtida a partir de KG apoés
iteradas extensoes de Ore com derivadas nulas e indeterminadas x;, com as relagoes x;g =
;" (g)gr; e xjr; = c;nj (¢i")x;iz;, para todo 0 < 4 < t. De fato, basta utilizar a propriedade
universal das extensoes de Ore, t vezes, e obtemos ¢ : B — R isomorfismo de &lgebras

definido por ¢|gg = id e ¢(y;"") = x;. Entdo, por (4.12]) temos que

> (x5 —a;(cf’ —1))g; € KG — {0},

0<j<t

para algum g; € R. Agora, considere o homomorfismo de algebras id : R — KG, em
seguida, utilizando indutivamente a propriedade universal das extensoes de Ore, existe
tnica 0 : R — KG tal que Olxg = id e 0(z;) = ¢;’ —1se a; # 0 e O(x;) = 0 se a; = 0, para
todo 0 < j <t. Mas assim, 0 (Zogjgt(%' —a;(c;’ — 1))gj) = 0. O que é um absurdo. [

Definicao 4.1.9. Sejam t > 1,G um grupo abeliano finitamente gerado, n € N, ¢ =
(cj) € G'.¢* = (c;) € (G*)',a € {0,1} e b = (by), para 1 < i < j < t. Definimos
A= H;/J(a) = A(G,n,c,c*, a,b) a dlgebra de Hopf gerada pelos elementos de tipo grupo

g € G eYj elementos (1,c;)-primitivos, para 1 < j <t, satisfazendo:
() Yig = cj(9)gYi;
(i) ¥} = a,(c}’ — 1);
(ili) YiY; = ci(c))Y;Ye + bjn(cjer — 1) para 1 < j <k <t;
(iv) ci(cx)ci(c;) = 1 para j # k e ci(c;) € raiz nj-ésima primitiva da unidade.
(v) aj =0 sempre que ¢’ =1, ea; #0 sec;” =1;
(vi) by =0 se cic; = 1, by; # 0 se cjc; = 1.

Observagao 4.1.10. (i) Para construir A(G,n,c,c*,a,b) é suficiente considerar c* e
c tais que ci(c;) € uma raiz ni-ésima da unidade e c;(c;)ci(c;) =1 para i # j. n; é
a ordem de cf(c;). Definimos a e b tais que a; =0 se ¢]* =1 ou ;™ # 1, bj; =0

sempre que c;c; = 1 ou cjc;k # 1. Os restantes dos elementos a; e b;j sao arbitrdrios.

(ii) Se na Definicao os elementos a; € K forem arbitrarios, entdo uma simples

mudanca de varidveis reduz para o caso onde os elementos a; sao 0 ou 1.

(ili) Se a; = 0 para todo 1 < i < t, escrevemos a = 0. De forma similar, se b;; = 0
para todo 1 <1 < j <t, escrevemos b=0. Set =1 de modo que a derivagcio seja

diferente de zero, escrevemos b = 0.

(iv) Se a =0 =0, entdo escrevemos H = H(G,n,c,c*) ao invés de H(G,n,c,c*,0,0).
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A seguir vamos verificar que A = A(G,n, ¢, c*,a,b) é pontuada.

Proposicao 4.1.11. A dlgebra de Hopf A = A(G,n,c,c*,a,b) definida em é pon-
tuada. Além disso, o (r + 1)-ésimo termo da filtragio corradical de A é precisamente
A, =<gYPlgeGpeNpi+---+p <r>eA=A4A,, onden=ny;+...n,—t de modo

que a filtracao corradical tem ny + ---+n; —t + 1 termos.

Demonstracio. A demonstracao é analoga a prova da Proposicao [4.1.6] Pela Proposicao
temos que {gY?|g € G,p € N',0 < p; < n; — 1} é base de A;, consequentemente
A=A, m

Na proposi¢ao seguinte vamos mostrar que A = A(G,n,c,c*, a,b) é co-Frobenius
e explicitar o espago das integrais em A*. Para cada p € N ¢ g € G, defina E,, € A*
a transformacao linear tal que E,,(gY?) = 1 e zero nos demais elementos da base de A.

Além disso, pela Observagao [4.1.5] temos que,

A(gY?) = Z aggctc .yl g v,

onde d = (dy,...,d;) € N com 0 < d; < pj, para 0 < j < t e ag é o produto dos
coeficientes g;-binomiais e dos elementos c;f(cz-), para 0 < 7,5 < t. Mostraremos que
fl = KEpjnfl € fr = KEl,nfl-

Proposicao 4.1.12. A dlgebra de Hopf A = A(G,n,c,c*,a,b) é co-Frobenius com [, =

_ 1-ny 1— n2 1—-n¢ __ t 7(”]'71) _
KE, -1, onde p = ¢; "' ¢; e i1 € en—1=m —1,....ny —1). O

espaco das integrais a direita fr = KEM_I.

Demonstragio. Sejam E,, 1 € A* e h* € A* qualquer. Precisamos mostrar a seguinte

relacdo h* x E,, ,,_1 = h*(1)E,,_1, para tal vamos avaliar h* * E,,,,_; em cada elemento da
base de A = A(G,n,c,c* a,b). Assim,

(W % E, 1) (pY"™ 1 Zh* (a c1 02 . -cftlY(”_l)_d)Epm_l(de)

By )

Por outro lado, se gY™ # pY"~! entdao existe pelo menos um i € {1,...,t} tal que

m; <mn; — 1 ou g # p. Logo,

(B" 5 Epn1)(gY™) = m(h" @ Epny Z Qagclic - ey ™t g vy = 0,

pois d= (dl, R ,dt) eNe0 <d;<m; <n; — 1. LOgO7 h* Ep,n—l = h*(l)Ep,n—l-
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Vamos mostrar que nenhum outro funcional do tipo £, ,,, ¢ uma integral a esquerda

para A. Supondo que E,,, é uma integral a esquerda, onde p = (p1,p2, ..., pt), entao

(1) = K (1) Egm(gY™) = (" * Egm)(gY™)
= h* (g2 M gY " T By (gY ™) = B (e ey L M),

ma2 mg

para todo h* € H*. Portanto, g = ¢; "¢y ..c; ™. Nesse caso, existe d € Nt tal que
(R**Eym)(gY" 1) = h*(apuc s ...t gY == B, L (gY™) = h*(a, Y " VPYE, . (gY™).
Portanto, h*(, Y ("~D=™) = h*(1) para todo h* € A*, o que é um absurdo.
Analogamente, E; ,,_1xh* = Ey,_1h*(1). Entao as integrais a direita [, = KE,_.
]

Corolario 4.1.13. Com as notagoes da proposicio anterior. A dlgebra de Hopf A €

unimodular se e somente sel = 1.

4.2 Exemplos

Nesta secao apresentaremos alguns exemplos de algebras de Hopf, conhecidas da

literatura, que podem ser vistas como quociente de extensoes de Hopf-Ore.

Exemplo 4.2.1. Seja A = A(G,n,c,c*, a,b). Entdo, A% também é o quociente de
iteradas extensoes de Hopf-Ore, ou seja, também satisfaz as condi¢oes da Definicao |4.1.9
Precisamente, A% ~ A(G,n,c,c* ! a,V'), onde by, = —c;_l(ci)bij sel <i<j <t
Com efeito, A(G,n,c,c* 1 a,b') estd bem definida pela Observagao item (i). A
transformacdo linear id : A(G,n,c,c*™ ' a,b') — A° é homomorfismo de algebras de

Hopf. De fato,

id(Y:g) = id(c; " (9)gY;) = i (g)id(gY;)
= (9)gYi = ;" (9)Yig

=7 9)ci (9)gYi = gYi = id(Yi)id(g),
para todo g € G e 1 <17 <t. Além disso, se i < j temos,

id(Y;Y:) = zd( “He)YiY + b (cic; — 1))

YY)+ bii(cic; — 1)

)Y;Y; + b(cic; — 1)

) (€5 (i) YiY + b (cic; — 1)) + bi;(cic; — 1)
Y+ c;_ (ci)bij(cicy — 1) 4 bj;(cic; — 1)

= ViV = id(Y;)id(Y).

9]
&
\_/ S~— \_/

Como a estrutura de coalgebra é a mesma em A e A% temos o isomorfismo.
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Exemplo 4.2.2. Seja A = A(G,n,c,c*,a,b). Entao, A°? ~ A(G,n,c ! c* a,b), onde
bi; = —ci(c; )by, onde 1 < i < j < t. Comegaremos por estabelecer os elementos
(1,0;1)—primitivo de A(G,n,c™*,c*,a,b) por Z; = —C;IY}. Vamos mostrar que Z;, para
1 < j <t, satisfaz as condicdes (i), (ii), (iii) da Definicdo [1.1.9} De fato,

() Zjg=—c;'Y9=—c;"c(9)9Y; = ci(9)g9(—¢;'Y;) = ¢(9)9Z;;

(ii) Na demonstracao do Lema , mostramos que se ¢; € K é uma raiz n;-ésima da

unidade, entao (—c;y;)"™ c y] Logo,

Z0 = (—cj_le)"f =—¢; Y} = —¢;Ya;(c; — 1) =a;(c;"" — 1)

J J
(iii) Supondo que i < j. Temos,
2,2 = (~¢;'))(~; 'Y)

=c; ' (e e Y,

i €
= ¢ 1c;k(c Yet (cj(ci)Y'Y‘ +bij(cic; — 1))

= ;'Y 4 (e by (L — ¢ )

= ;'Y — (e Dby (e e = 1)

= ¢ (¢ ) (= Vi) (=5 1Y) = blej et — 1)
= NN ZiZy — V(e et = 1)

=ci(e; N2, 7; — b;j(cj ct—1).

J

Agora, definimos ¢ : A(G,n,c™ !, ¢*,a, V') = A“P por ¢|g = id e §(Z;) = —c]-’lY}. Como
Z; satisfaz as condi¢oes acima, entao ¢ ¢ claramente um homomorfismo de algebras. Além

disso,

(0@ 0)(Aa(Z)) = (0@ 9)(Z; @1+ ¢, ® Z))

=—¢;'V;®c¢ e+t @ - 'Y

= (' ® - )(Y;@¢+18Y))

= (' ® - )(1eY;+Y;® )

= AAcop(_Cj_l)AAcop (Y;)

= Apeor(—¢; 1Y)

= Apeor (P(Z)))-
Como Z; é (1,¢;")-primitivo, entdo e47¢(Z;) = 0 = e4(c;'Y;). Assim, ¢ ¢ um homo-
morfismo de codlgebras. Portanto, ¢ ¢ homomorfismo de algebras de Hopf e isomorfismo,

pois claramente leva uma base de A(G,n,c™t, ¢*,a,b') em uma base de AP,
Observacao 4.2.3. Em particular, se A = A(G,n,c,c*). Entao,

A% ~ A(G,n,c, ), AP ~ A(G,n,ct, c").
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O seguinte exemplo mostra que a algebra de Taft é o quociente de uma extensao
de Ore.

Exemplo 4.2.4. Considere t = 1 na Definigdo [£.1.9, G um grupo ciclico de ordem
n > 2 gerado por g, Y um elemento (1, g)-primitivo e ¢ uma raiz n-ésima primitiva da
unidade tal que podemos fixar ¢* € G por ¢*(g) = ¢q. Entao, A = A(G,n, g, c*) satisfaz as
condigoes da Definigao [£.1.9} Ou ainda,

g" =1, y" =0, Y9 = q9y-
Ou seja, a algebra de Taft.

Exemplo 4.2.5. (RADFORD) 1994). Sejam n, N e v inteiros positivos tais que n > 2,
n divide N e 1 <wv < N. Suponha que ¢ € K é uma raiz n-ésima primitiva da unidade e r

a ordem de ¢*. Entao, definimos a algebra H = H,, , n, gerada por a e x com as relagoes:
a’ =1, xr =0, Ta = qax.
E estrutura de algebra de Hopf dada por

Aa) = a® a, Alz)=z®ad"+ 1 x;
S(a) =a", S(x) =—q "a "z.

A algebra de Taft é um caso particular desta parav=1en = N = r. Com a notacao da
Definigao m, parat =1, Gy = {(c) o grupo ciclico de ordem N e ¢* € G definido por
c*(c) = ¢, obtemos que, Hy, N, = H(Gn,r,c", c*)? que pelo Exemplo , Hyynw =
H(Gy,r,c7",c*). Portanto, esta dlgebra também é um quociente de uma extensao de
Hopt-Ore.

Lembremos que uma &lgebra de Hopf H é auto dual se H ~ H* como algebra de

Hopf. Com isso, apresentamos o préximo exemplo.

Exemplo 4.2.6. Seja H = H, ,n,, a algebra definida acima. Em (RADFORD) 1994)) o
autor mostra que a algebra H = H, ,n, com r > 1 ¢ auto dual se e somente se existe
w € K uma raiz N-ésima primitiva da unidade tal que ¢ = w”. Com o interesse em estudar
este caso especial, o autor denota por H(y .. a algebra H, , n, com r > 1 e w € K uma
raiz N-ésima primitiva da unidade tal que ¢ = w”. Esta é, com a notagao da Defini¢ao
4.1.9, Hnww = H(Gy,7,c”,c*), onde t = 1, Gy = (c) o grupo ciclico de ordem N e
¢* € G definido por ¢*(¢) = w.
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Exemplo 4.2.7. (SUZUKI, 1996)). Fixe n,my,...,m, inteiros positivos e 1 < i < n.
Sejam m =mdc(my, ..., m,), o maximo divisor comum de my, ..., m,, w € K uma raiz
m-ésima primitiva da unidade e ¢; raizes m;-ésimas primitivas da unidade. Definimos a

algebra B gerada por g;, x; sujeita as relagoes:

9i9i = 9195 gt =1 zt =0;

TiG; = WgiTy, TrGk = Qr9GkTi, Tig; = Wﬁlgﬁi, T;T; = WTiZyj,
paratodo 1 <k <mel <i<j<n eestrutura de dlgebra de Hopf dada por:
Algr) =gk @ gk, Alwp) =2 @1+ g, @xp, Slgr) =gr ' S(aw) = —grx.

paral <k <nel <i<j<n. Note que, o conjunto gerado por g;, forma um grupo com
a operagao dada pela concatenagao, denotaremos este grupo por G. Fixando ¢; = g; Le
¢; € G* definidos por:

wl sei<y

¢j(g) = qq, sei=j
w, se i > 7,

para todo 1 < 4,5 < n. Com estes elementos, a algebra de Hopf B é isomorfa a
A(G,m, c*, c). Esta dlgebra foi apresentada em (SUZUKI| [1996)) para mostrar que existem
algebras de Hopf unimodulares no qual S? ndo é interna. Lembremos que se H é uma
algebra de Hopf com antipoda S : H — H. Dizemos que S? é interna se: existe u € H

1

tal que S(a) = uau™', para todo a € H.

Exemplo 4.2.8. Este exemplo consiste de uma algebra de Hopf co-Frobenius que nao
é unimodular, e foi exibido em (DAELE, [1998). Fixe K = C e A uma raiz da unidade
diferente de 1 e —1. Seja n o menor natural tal que A\** = 1. Definimos H a algebra de

Hopf sobre C gerada por a,b, com a invertivel e as relagoes:

ba = A" tab, b" = 0;
Aa) = a® a, AbB)=b®a ' +a®b.

Mantendo as notagoes acima, para mostrarmos que esta também ¢é do tipo que definimos,
considere a &lgebra de grupo C(a) e a extensao de Hopf-Ore R = C(a)[y;a*,0], onde
a*(a) = A"te Aly) = y®a ' +a®y. Com isto, a algebra H definida acima é precisamente
R/J, onde J é o ideal gerado por y", que é um ideal de Hopf pelo Lema m Por outro
lado, a Observacao [3.1.2 feita no capitulo 2, mostra que podemos mudar a varidvel y de
R por y' = ya, e nesse caso R e R = C(a)[y'; a*,0] sado isomorfas, via identidade, como
dlgebras de Hopfe A(y') =y ®1+a*®y’. Agora, é de imediata verificacao que J’ o ideal
de Hopf gerado por 3™ é tal que J' = J. Logo, R/J ~ R'/J" e R'/J = A(C(a), n,a? a*).

Ou seja, a algebra H definida acima é do tipo que construimos na Defini¢ao [4.1.9]



Capitulo 4. Construgio de Algebras de Hopf Pontuadas por Extensoes de Ore 80

Exemplo 4.2.9. (CAENEPEEL; DASCALESCU] |1998). Seja ¢ um inteiro positivo.

Definimos a algebra de Hopf H gerada por ¢, x1,...,z; sujeita as relagoes:

= 1, 2 = 0, TiC = —Cxy, TiT; = —T;x5;

Ale)=c®ec, Alr)=2®01+cx;, Sl)=c?t,  Sx;)=—c '

para todo 1 < ¢ < t. Na notagao da Defini¢ao [1.1.9] a élgebra acima ¢ H(G»,n, ¢, c*),
onde Gy = (c) é um grupo ciclico de ordem 2, ¢; = ¢ para todo 1 < j <tecj € G; ¢
definido por cj(c) = —1.

Em (CAENEPEEL; DASCALESCU, |[1998) os autores mostram que a algebra de Hopf

definida acima é a tinica 4lgebra de Hopf de dimensao 2/*! com coradial KGs.

Exemplo 4.2.10. (RADFORD||1994). Sejam N e v inteiros positivos tais que 1 < v < N.
Fixemos w € K uma raiz N-ésima primitiva da unidade, ¢ = w" e r a ordem de ¢".

Definimos a algebra de Hopf Uy, gerada por ¢,z e y satisfazendo as relagoes:

chl, " =0, Y = 0;
e = qex, ye=q ey, yr —q 'y = & — 1;
Alc) =c®c, Alz) =z +1®, Aly) =y +10y;
S(e) =c, S(z) = —q "a "z, S(y) =—q "a"y.

Esta é precisamente H(Gy,7,¢,c¢*,0,b)? onde t = 2, Gy = {(c) é o grupo ciclico de
ordem N, ¢ = (¢¥,c) e ¢* = (c},¢}) os quais sdo definidos por ¢j(c) = ¢,c5(c) = ¢ ' e

612 = 1.

Exemplo 4.2.11. (BEATTIE; DASCALESCU; GRUNENFELDER), [2000b) Supondo

n—1

G = G; x -+ X Gg um grupo abeliano de ordem p"~ ' onde G; = (g;) é o grupo de
ordem m;, A; € K raizes m;-ésimas primitivas da unidade e ¢ = (g7*,...,g.°), onde r; é
tal que A = A7'... A% é uma raiz p-ésima primitiva da unidade. Se ¢* € G* ¢é definida por

(g, Gir--,1a.)) = A\t para todo 1 < i < s. Se ? # 1, entdo A(G, p,c,c*,1,0) é

a algebra de Hopf com geradores g1, ..., gs, x sujeita as relagoes:
g;ml :17 l’gz:)\;lgﬂh xpch_la
A(g:) = 9 ® gi, Alz) =1+ c®ux, e(g:) =1, e(z) =0.

Esta dlgebra de Hopf foi utilizada em (BEATTIE; DASCALESCU; GRUNENFELDER)
2000b) para classificar algebras de Hopf pontuadas de dimensao p™ com corradical abeliano

de dimensao p"!.

4.3 A décima conjectura de Kaplansky

Seja n € Z,n > 0 fixado. A décima conjectura de Kaplansky, (KAPLANSKY]

1975)), diz que: “existem finitas algebras de Hopf nao isomorfas dimensdao n”. Usaremos
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a construcao feita neste capitulo para dar uma resposta negativa a esta conjectura. Com
o intuito de estudar o caso de dimensao finita da construgao que fizemos, nesta subsecao

G denota um grupo finito.

Teorema 4.3.1. Sejam A = A(G,n,c,c*,a,0) e A" = A(G',n,d,c",d',0) dlgebras de
Hopf que satisfazem as condigoes da Definicio [f.1.9. Entio, A ~ A’ se e somente se

G=G,t=1t, existe f: G — G um automorfismo e uma permuta¢io © de {1,... t}
satisfazendo
n; = n;—(i)a fla) = C;r(i)’ G = er(i)fv a; = a;(i),

para todo 1 < i < t.

Demonstrag¢io. Supondo um isomorfismo de Hopf f : A — A’. Em particular f é um
isomorfismo de grupos de G para G’, ou seja, G = G’ e f é um automorfismo de G.
Agora, fixemos I = {i[ll < i < t,¢; =c, ¢t =}, J={jjl <j< t,c; = flc)} e
J=A{je€ j\c}*/f =ci}.

Note que, para todo i € I, como ¢} (¢;) é uma raiz n;-ésima primitiva da unidade
e ¢i(¢;) = ci(c1), entdo n; = ny. Da mesma forma, se j € J, entdo cj'(c;) = ¢j'(f(c1)) =
(c;'f)(e1)) = ci(c1). Logo, n; = n; para todo j € J.

Seja L uma subalgebra de A gerada por G e {Y;|i € I} e L' a subdlgebra de A’
gerada por G e {Y]|j € J}. Mostraremos que f(L) = L'.

Como Y; é (1, ¢;)-primitivo e f é homomorfismo de codlgebras é de imediata veri-
ficacao que f(Y;) é (1, f(c1))-primitivo. Portanto, f(Y;) é combinacao linear de elementos

desse tipo. Entao,
fY:) =ao(f(c1) — 1)+ ZOMY}/Z., onde o; € K, j; € J.
=1
Como gY; = (c}(g))"'Y:g para todo g € G. Temos,

0= f(9)f (V) — (c(9))" FYD £(9)
_ 19) (ao(f(cl) . Zan@;) ~ (@) (ao<f<c1> . ;am;) i)

= (1= (ci(9) ™) f(@en(fler) = 1) + f(g (Z azY’) ()" (z az-xg;) f(g)
= (1=(ci(9) ) f(9ao(f (Zaz ) (Z% ¢, (f(9)) 9)3@)
= (1= (c}(9) ) f(9)ao(fler) — 1) + Z (1= (i) "€ (£(9))) arf(9)Y],) -

Como a relagao acima ¢ valida para todo g € G. Entao, ag = 0 e o; = 0 sempre que
a#c f Como f é isomorfismo, f(Y;) # 0. Entao, existe i € [ tal que «; # 0, entao
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= cj/ f. Dessa forma, o calculo acima mostra que f(L) € L. Um célculo andlogo
utilizando f~! mostra que f~'(L') C L. Portanto, f(L) = L'.

Como, em geral, L # A, repetimos o mesmo argumento para a subalgebra de Hopf
de A gerada por G e {Yj|¢; = ¢, ¢ = ¢} no qual Yy é o primeiro elemento da lista

Ys, ..., Y; que nao pertence a L. Portanto, podemos definir uma permutacao o tal que

i = M), fe) = ooy, G = Gy f:

No entanto, para definir a permutagdo m que queremos, é preciso fazer uma restricao
adicional para que a; = a;(i). Preservando as notagoes anteriores, suponha que n; > 2.
Entao, I = {1}. De fato, se k € I,k # 1 entdo c{(c1) = cf(c1) = (¢(cx)) ™t = (cf(er)) 7!
Portanto, (cj(c1))? = 1 o que é uma contradigdo com a suposigao de que n; > 2. De
forma andloga, J = {o(1)}. Entdo, f(Y1) = aY,, para algun escalar ndo nulo a. Apés
aplicar f na relagao Y| = a;(cf* — 1). Resulta, a"lYo_%gl) = al(c:%l) — 1), de modo que
g1y = Q1

Seny =2. Seja I} ={i € Ila; =1} e J; = {j € J|a; = 1}. Como anteriormente,
para todo ¢ € I existe o;; € K tal que

Yi) = a;Yj.
jed

Como Y] sdo (1,c;)-primitivos e cj(c;) = —1 e c;/(c;-) = —1, pois ny = 2. Portanto,

YY) = =YY/ para quaisquer j, k € J com k < j. Com isso se i € I, temos que

jeJ keJ jeJ
Por outro lado, como Y? = ¢f — 1 e f(cf — 1) = ¢} — 1, entdo e af; = 1. Além
disso, f(Y;Yx) = f(ci(c)Y1Y: ) = —f(Y1.Y;) para z,k: 6 I e i # k. Dessa forma, temos
Djen QijQrj = — X ey, QkjQj, Ouseja, > ey gy = 0. Dessa forma os vetores B; € Kt

definidos por B; = («j)jes, para todo i € I;, formam um conjunto ortonormal de K1
sobre o produto usual de K7'. Portanto, este espaco contém pelo menos |I;| vetores
linearmente independentes. Logo, |J1| > |I1|. Analogamente, utilizando f~! comprova-se
a desigualdade contraria. O fato de |I;| = |J;| permite restringir a escolha da permutagao,

para uma permutacao 7 de forma que para (i) € Ji, ou seja, a; = a’ (i) bara todo ¢ € 1.

Reciprocamente, para mostrarmos que A e A’ sdo isomorfas, comegamos por ob-
servar que A e A’ podem ser vistas como quocientes de extensoes de Hopf-Ore, digamos
A=H;/J(a) e A = H[/J'(a). Mostraremos que H; ¢ H] sdo isomorfas.

O automorfismo apresentado pela hipétese induz o isomorfismo de algebras f’ :
KG — KG. Por sua vez permite considerar o homomorfismo de algebras nao sobrejetivo

f:KG — H!, onde flgg = f' e as indeterminadas nio pertencem a imagem de f. Agora,
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note que

y;(nf(c) = C*;r(l)(f(c))f(@y;r(l) = Cik(C)J?(C)y;u) = CT<0)J?(C)Q;(1) = f(CT(C)C)y;uy
Pela igualdade acima, utilizando a propriedade universal das extensdes de Ore, Teorema

2.1.20) existe tnica f; : KG[yy;7,0] — H] tal que filkg = f e fiy1) = Yr()- De forma
semelhante podemos utilizar o Teorema[2.1.20[¢ vezes. De forma que, no i-ésimo passo um
calculo analogo ao anterior pode ser feito e além disso, se ¢ > j temos duas possibilidades

ou (i) > m(j) ou 7(j) > m(i). Entéo, no primeiro caso

yﬁr(i)ﬁ_1(y-) = '(‘>y§r<j> = (o) (i) Yy Yo
(fz 1( )) ])yw(z - (fl 1(CJ))y7r( )yﬂ(z)
= fifl( (Cj))fl 1(y])yﬂ' (%) f’L 1( (Cj>yj>y7r(z)

/ */

()

/

No caso em que 7(j) > 7(i), utilizando o fato de que "/, (c () (Cr(iy) = 1, temos

/ r 7 / k! / -1, /
yw(i)fi—1<yj) = Yn(i)Yn(j) = € (j)(cw(i)) Yr () Yr (i)

=c ﬂ(z)( ﬂ(]))yﬂ' 7r fz 1( ( ) )yrr(z)

Em ambos os casos podemos utilizar a propriedade universal das extensoes de Ore. Por-
tanto, existe f : H; — H; um isomorfismo de algebras. Para ver que também é um

isomorfismo de codlgebras basta notar que

(fRNAW) =@ NY@ 1+ @Y) = Ypp @ L+ iy @ Yny = Are) = A (31),
para todo 0 < ¢ < t. Para o isomorfismo entre A = H;/J(a) e A’ = H{/J'(a) basta notar

que J(a) =~ J'(a), pois n; = nl; e a; = . O

Teorema 4.3.2. Sejam A = A(G,n,c,c*,a,b) e A = A(G',n',c, ¢ d V) tais que
ng,n; > 2, para todo 1 < i < t. Entio A ~ A’ se e somente se G = G',t =1/, existe f
um automorfismo de G, escalares nao nulos (o;)1<1<¢ € uma permutacao m de {1,...,t}
tal que
n; = n;r(i)7 fle) = C;T(i)v ¢ = C;(i)f, a; = G;(i)-

Além disso, se a; =1, entao ;" =1 e

bij = Qb iyni)> s€ (1) < 7(3);

c;(¢j)bij = =il sy se m(5) < (i),

para 1 <1< j <t.

Demonstracao. Utilizando o Teorema basta mostrar as relagoes adicionais. De
forma que, para o caso n; > 2. Entao, f(Y;) = oziYé(i) e ao aplicar f na relagao Y;Y; =
c;(ci)YiYj + bij(cic; — 1), obtemos

ajoqY ) Yi = ¢ (e) ooy Y Yig) + bij(chpy gy — 1). (4.13)

™
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Se 7(i) < 7(j), entao

ajoq Yy Yy = cai(Criy (G (D)) Yo Yag) + Vatiyn() (CriiyCriy — 1) (4.14)

Note que, c*'(j)( i) = c;“r/(j)(f(ci)) = cj(c;) com este fato e comparando (4.13)) e (4.14).
Entao, b = ;0] ;)(;)- No caso em que 7(j) < m(i)

OéjaiYﬂ{(j)Y;(z) = ajay(c 71'(1)( ‘ (j))fl(yfﬁ(i)y b; (i) ( J)( w(i)c;(j) —1)). (4.15)

Comparando (4.13) e (4.15). Temos, ¢j(c;)bij = —aobl ;) O

O corolario a seguir apresenta uma resposta negativa a décima conjectura de Ka-

plansky.

Corolério 4.3.3. Sejam G um grupo abeliano, ¢ € G',c* € G* tais que cj(cx) =
(ci(c;)Y, se k # 4, ¢i(c;) € uma raiz n;-ésima primitiva da unidade com n; > 2 e
eviste i < j tal que ¢;” = ¢;7 = 1,61 # 1,¢) # Lcie; # 1 e cic; = 1. Entdo, para
a; = a; = 1 satisfazendo a Observagao existem infinitas dlgebras de Hopf nao

isomorfas da forma H(G,n,c,c* a,b).

Demonstragio. Sejam b e V' tais que A = A(G,n,c,c*,a,b) e A = A'(G,n,c,c* a,b). De
acordo com a Observagao existem infinitos b e b’ que satisfazem a Definicao [4.1.10}
Se f: A— A’ éum isomorfismo de Hopf. Entao, pelo Teorema 4.3.2| a permutacio 7 é a
identidade e portanto b;; = ozl-ajbgj para n;-ésimas e n;-ésimas raizes da unidade o; e ;.

Como existem finitas raizes desse tipo e a escolha de b e b’ é infinita temos o resultado. [

A seguir apresentaremos exemplos que ilustram a conclusdo obtida no Corolario
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Exemplo 4.3.4. Seja p > 2 um ntimero primo e A uma raiz p-ésima da unidade. Sejam
G = {(g) o grupo ciclico de ordem p?, t = 2,¢ = (g,9) e c* = (¢*,¢g* 1), onde g*(g) = A
e a = (1,1). Entao, ny = ny = p define A = A(G,n,c,c*,a,b) e A = A(G,n,c,c* a,l)
e, pelo Corolario , estas sdo isomorfas se e somente se bjs = b}, para v uma raiz

p-6sima primitiva da unidade. Logo, existem infinitas dlgebras de Hopf de dimensao p?.

Exemplo 4.3.5. Seja G = (g), o grupo ciclico de ordem pg onde p > 2 é um ntmero
primo, ¢ > 1,t = 1,¢ = (g9,9) e ¢ = (¢*, 9" '), no qual g*(g) = X onde \ é uma raiz
p-ésima da unidade. Se a; = a3 = 1 e ny = ny = p. Entdo, A = A(G,n,c,c*, a,b) ~
A = A(G,n,c,c*,a,b) se e somente se by = Y}, para v uma raiz p-ésima primitiva da

unidade. Logo, existem infinitas &lgebras de Hopf de dimensao p3q.
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A Apéndice

A.1 Teorema g-binomial

Para calcular poténcias de elementos (g, h)-primitivos precisaremos de uma gene-
ralizagdo do bindmio de Newton. Comecaremos por definir os coeficientes g-binomiais.
Neste apéndice usaremos como referéncia (DASCALESCU; RAIANU; NASTASESCU|
2001).

Para n € N defina (n), =1+q+---+¢" ' = %, seq#1le(n),=n,seq=1

Com esta notacao definimos o ¢-fatorial de n por:

(n)g! = (n)g(n —1)g... (1), (0)! = 1.

Definimos o coeficiente g-binomial por:
|
(n) = (@q" ~» para 0 < i <n.
i), (n—=i)gi)!
Proposicao A.1.1. Seja n um inteiro ndo negativo. Entao, o coeficiente q-binomial (’:)
q

satisfaza sequinte relacdo de recorréncia:

1 .
<n+ ) :<.n ) +ql<ﬁ>,onde0§i§n.
1 71— 1 7
q q q

Demonstracdo. Sejam n um inteiro nao negativo e 0 < 1 < n. Entao,

. 1>q e @q: PR s R E f 310

|
—(n) ((n = )gl(i)g! + g (n — (i — 1)) (i — 1),!
T (= (1= 1))gl(E = Dgln — i)!(3)g!
((n — ) (@) +¢'(n+1—1)1(i — 1)q!>
(i — 1)l (n — 1),

((n—i)q!(z’)q(z’—1)q!+qi(n+1— i)g(n — z’)q!(z'—1)q!>
(
(

(i—1)gl(n —1),!
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Lema A.1.2. Sejam A uma dlgebra, a,b € A e 0 # q € K tais que ba = qab. Entdo,

(i) (a+b)" =37, (7;) a™ b, para 0 < i < n.
q

(i) (a+b)" =a" +b" se q € um n-ésima raiz primitiva da unidade.

Demonstracio. Para quaisquer a,b € A tais que ba = qab para algum 0 # ¢ € K. Para
n = 1 a igualdade apresentada em (i) é trivialmente satisfeita. Supondo que a igualdade

é valida para n — 1, entao

Para o segundo item, se ¢ é uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Entao, pela forma
como definimos, se ¢ # 1 temos que (n), = % =0e (n—1),l, (i), #0para 0 <i < n.

O caso ¢ = 1, ou seja, ab = ba segue do binémio de Newton. O
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