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Consideremos o Problema de Cauchy que descreve a dinamica de vi-
bracoes de vigas linear em R sujeitas a efeitos térmicos modelados pela lei
de Cattaneo.

Concentraremos nossa atencao na obtencao de existéncia e unicidade
de solucao e na anélise do comportamento assintético de tal solucao.

Na primeira parte provaremos a existéncia e unicidade de solucoes para
o modelo termoelastico

Ut + Uggar — Plagtt + 00, = 0, em R x [0, +00)
01 + kqr — Ougyr = 0, em R X [0, +00)
T¢: +q+ kO, =0, em R X [0, +00)
Com condigoes iniciais u(x,0) = ug(z); us(x,0) = uy(z); 0(x,0) = Oy (z);
q(x,0) = qo().
Na segunda parte encontramos uma taxa de decaimento para a energia

total

1
E(t) = 5 / [uj + puf, + sy, + 0%+ 7¢°] do
R

associada ao modelo descrito acima.

Palavras Chave: Existéncia e unicidade de solucao, Comportamento

assintotico, Modelo termoelastico, Lei de Cattaneo.
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EXISTENCE, UNICITY AND STABILITY TO SOLUTION
FOR A HYPERBOLIC THERMOELASTIC PROBLEM WITH
DOMAIN NOT LIMITED TO R

AUTHOR: Christian Roéger Vilela Pieper
ADVISOR: Celene Buriol

Consider the Cauchy Problem which describes the dynamics of linear
rafters vibrations in R subjected to thermal effects modeled by the Cattaneo
law.

We will focus our attention on obtaining the existence and uniqueness
of the solution and analyzing the asymptotic behavior of such a solution.

In the first part we will prove the existence and uniqueness of solutions

for the thermoelastic model.

Ut + Uggppr — PUgget + 00, = 0, em R X [0, +00)
Or + kqr — Ougyr = 0, em R X [0, +00)
T¢: +q+ kO, =0, em R X [0, +00)

With initial conditions u(z,0) = ug(z); u(x,0) = uy(x); 0(x,0) = 6y(z);
q(%,0) = qo().

In the second part we find a decay rate for total energy

1
E(t) = 5/ [uj + pug, +uly, + 0%+ 7¢°] do
R

associated with the model described above.

Keywords: Existence and uniqueness of solution, Asymptotic beha-

vior, Thermoelastic model, Cattaneo law.
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Introducao

Atualmente, encontram-se na literatura varios artigos indicando a im-
portancia de se estudar modelos de evolucao descrito por Equagoes Diferen-
ciais Parciais em dominios nao limitados. Dentre eles citamos [Buriol and
Menzalal (2006), Da Luz and Charao (2009) e Racke and Ueda| (2016)) e suas
respectivas referéncias.

Em Buriol and Menzala| (2006) os autores consideram o modelo quase-

linear

ug + A%u 4+ u — M (/ [7ul? dx) Au =0, em R" x [0, +00)
u(z,0) = ug(x); u(z,0) = uy(x), paraz € R”

onde M é uma funcao real nao decrescente satisfazendo
M e C'(RT) e M(s),M'(s) = 0,Vs > 0.

Para n = 2 a fun¢ao u = u (z, t) representa o deslocamento transversal
de uma placa ocupando o dominio = R?, ja para n = 1 o mesmo modela,
por exemplo, o deslocamento de uma viga com dominio 2 = R.

Usando multiplicadores foi mostrado que a solugao u do modelo (|1

satisfaz as seguintes propriedades

/qux—>Oquandot—>+oo, sen > 6
Q

/ Ivul? dz — 0 quando t — +oo, se n > 5,
0

onde () é uma regiao qualquer limitada do R". Ressalta-se aqui, que o modelo

(1) & conservativo.



Da Luz and Charao| (2009) consideram o problema dissipativo

(2)

utt—fyAutt—l—AQU-l—ut:f(ut),x GRn,t 2 0
u(0,2) = ug(x); u(0,2) = uy(x),z € R”

onde 7 ¢ constante e f(u;) ¢ um termo nao linear da forma |u|”.

Usando teoria de multiplicadores, os autores provaram que a energia

total associada a , dada por

1
Bt =5 [ [ut+ Ivul + Buf] do

satisfaz E(t) < clp (1 +1) "
Para tal taxa de decaimento foi considerado Iy < 6,0 > 0, onde
Iy = HuOqug(Rn) + HulH%I?(R”)' O qual, na terminologia matematica, significa

que foram tomados dados iniciais pequenos.

Nesse trabalho consideraremos a equacao de placas uy — UUpey +
Ugzaz, 4 > 0, submetida a efeitos térmicos. No que diz respeito aos efeitos
térmicos, a teoria classica de Fourier para a propagacao do calor apresenta
uma controvérsia pois admite propagacao térmica com velocidade infinita, o
qual nao é o mais adequado para representar varios fendmenos fisicos (mais
detalhes em |Chandrasekharaiah| (1998))).

Para contornar essa questao, uma alternativa é substituir a equacao do
calor parabolico (modelada pela lei de Fourier) por uma equagao do trans-
porte do calor que seja hiperboélica, o que pressupoe velocidade finita de pro-
pagacao. Neste sentido, escolhemos a lei de Cattaneo, ver Cattaneo (1948)),

para representar a conducao do calor no lugar da lei de Fourier.
A seguir daremos uma ideia da construcao do modelo de Cattaneo:

E sabido da lei de Fourier que o fluxo de calor ¢ é proporcional ao de-
rivada primeira da temperatura. Sendo assim, seja 0 = 6 (p,t) (temperatura

em ponto no instante ¢); portanto
g+ kb, =0 (3)

14



onde k > 0 representa a condutividade térmica.

Se usarmos a lei de Fourier, teremos:
pe et + Gy = 0 (4)

onde p > 0 é a densidade de massa e ¢ > 0 denota o calor especifico por
unidade de massa.
Substituindo em temos
o - o, —0,
pc
que é a equacao classica do calor.

Se considerarmos a lei de Cattaneo usaremos no lugar de (3)) a equagao
ag +q+ kb, =0 (5)

onde v > 0 é uma propriedade termoelastica do material.
Derivando (4f) em relagao a t e em relacao a x e substituindo uma
na outra obtemos:

k
Oélgtt + Ht - —993 =0
pPC

que é uma equacao do tipo hiperbolica e com isso temos velocidade finita de
propagacao.
Levando em conta a discussao anterior onde as constantes 7 = a e k

estao definidas em e , respectivamente, consideremos o modelo

Utt + Urgzr — Mlgatt + 00z, = 0, em R x [0, +00)
01 + kqr — 0ugyy = 0, em R X [0, +00) (6)
T +q+ kO, =0, em R X [0, +00)
onde u = u(x,t),0 = 0 (z,t),q = q(x,t) sdo fungdes que representam o
deslocamento transversal e a temperatura conforme mencionados respectiva-

mente em , e .

Acrescentamos ao modelo @ as condicoes iniciais

u(z,0) = ug(x); ur(z,0) = ui(x); 6(x,0) = Og(x); q¢(x,0) = qo(x).  (7)
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Nesse trabalho utilizando a teoria de Semi-Grupos de operadores line-
ares obtemos a existéncia e unicidade de solucao para o modelo @—.
Além disso, usando a técnica considerada em Racke and Uedal (2016))

mostramos que a energia total

1
E(t) = 5/ [uf + puy, +u, + 0%+ 7¢°] da (8)
R

associada ao modelo @— possui a seguinte taxa de decaimento:

Et) < K1 +1)72+2e“E(0),Vt > 0

. 1 7u
de K ¢ dad . = ——.
onde K ¢ dado em (3.39) e C 5730 6

Este trabalho é organizado da seguinte forma:

No capitulo 1, introduzimos as notacoes, principais definicoes, pro-
posicoes e teoremas da Teoria das Distribuicoes, Espacos de Sobolev e de
Semigrupos de Operadores Lineares.

No capitulo 2 é feita a transformacao do sistema @— para a forma
matricial, obtendo-se um problema abstrato, possibilitando a utilizacao da
teoria de semigrupos para mostrar a existéncia e unicidade de solucao.

Por ultimo, no capitulo 3 é provado o decaimento da energia total asso-
ciada ao sistema @—. Para isso, utilizaremos um funcional de Lyapunov
adequado que ¢é obtido através da pertubacao da energia.

Na conclusao apresentamos algumas possibilidades para trabalhos fu-

turos.

16



Capitulo 1

Notacao e Resultados Preliminares

Neste capitulo apresentaremos os principais conceitos e resultados que serao
utilizados no decorrer do trabalho. Em muitos casos as demonstracgoes serao
omitidas por se tratar de resultados conhecidos, mas citaremos as referéncias

de onde estes, junto com as suas demonstracoes, se encontram.

1.1 Notacao

—_

. |-| - valor absoluto ou norma.

2. (1) = (") 12w - produto interno em L*(R).

301 = 1| (g - norma em Z2(R).

4. L;,.(R) - espaco das funcdes localmente integraveis.

5. C'(R4;K) - espago das fungoes continuas de R, em K.

6. C' ((0,400);K) - espaco das fungoes continuas e derivadas continuas de

(0, +00) em K.
7. K’ - dual do espaco K.

A

8. f representa a transformada de Fourier da fungao f.

17



1.2 Definicoes e Resultados de Analise

Nessa secao introduziremos defini¢oes e resultados preliminares que embasa-

rao os resultados apresentados nas secoes seguintes:

Defini¢ao 1.1. Dado um espacgo vetorial H sobre o corpo K (K = RouC),
uma funcao || - || : H — K ¢ chamada norma se, satisfaz as sequintes

propriedades: Vx,y €e H e Va € K,
i) |z >0 elz]| =0<2=0;
i) [loz]] = [alllz]];

itt) ||z + yl| < llz] + [yl

Definicao 1.2. Seja H um espaco vetorial normado. Diz-se que H é com-
pleto, se toda sequéncia de Cauchy em H € convergente.
Um espaco vetorial normado completo com a métrica induzida pela

norma € chamado espaco de Banach.

Definicao 1.3. Seja H um espaco vetorial sobre o corpo K (K =R ouC).
Um produto interno em H é uma aplicag¢ao (-,-)y : HH x H — K que

satisfaz as sequintes propriedades: para todo x,y,z € H e a € K, tem-se
Z) <QZ + Y, Z>H = <37, Z>H + <yv Z>H;

i) (ox, y)y = a (T, y)p;

i) (@, y)g = (Y, )y
i) (z,2)g =2 0e (x,2)g =02 =0.

Definicao 1.4. Dizemos que um espago vetorial H munido com um pro-
duto interno (-, )y € um Espaco de Hilbert se H for completo com a norma

induzida pelo produto interno.

18



Definicao 1.5. Uma aplicacao linear T : X — Y, entre espacos de Banach
X eY, ¢ uma imersao isométrica se ||T(x)|ly = ||z||x, Vx € X.
Uma imersao isométrica sobrejetiva T' € dita um isomorfismo isomé-

trico ou simplesmente isometria.

Definicao 1.6. Seja H um espaco vetorial real. Uma aplicacao a : HxXH —
R ¢ chamada forma bilinear se satisfaz, para todo w,ui, us,v,v1,v9 € H e

para todo A € R
i) a(Aug + ug,v) = Aa(ug,v) + a(ug,v);
i) a(u, Ay + v9) = Aa (u,v1) + a (u, ve).

Definicao 1.7. Uma forma bilinear a : H x H — R, onde H ¢ um espaco
de Hilbert é dita

i) continua se existe constante Cy > 0 tal que

la (u,0)] < Collullal[v]l, Yu, v € H; (1.1)

i1) coerciva se eziste constante Cy = 0 tal que

a(u,u) = Cy|jul|f, Yu € H. (1.2)

Teorema 1.8 (Lax-Milgran). Seja H um espaco de Hilbert real e a : HxH —
R wma forma bilinear continua e coerciva sobre H. Se f € H' onde H' denota

o dual de H, entao existe um tinico u € H tal que
a(u,v) = f(v), Vv € H.
Demonstra¢ao. Encontra-se em Kreyszigl (1978). O

Definigao 1.9. Seja p um nimero real tal que 1 < p < 400 e Q C R"
aberto.

Representa-se por LP(Q)) a classe de equivaléncia de todas as fun¢oes
mensurdveis u, definidas em € tais que |ulP € integrdvel no sentido de Les-

begue, 1sto ¢,

LP(Q)) = {u : Q — R;u é mensurdvele / lulPdx < —I—oo} :
0
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Lema 1.10. Seja 1 < p < 4+00. O espago LF(QQ) é um espaco vetorial real.

Além disso, a funcao

1/p
lally = Nl oy = ( / |u|de) |

define uma norma em LP(Y), que torna o mesmo um espaco de Banach.
Demonstracao. Encontra-se em Brezis (2010). O

Lema 1.11. O espaco L2(Q) ¢ um espaco de Hilbert, munido com o produto

mterno
(u, v) = (U, 0) 2q) = / wodz, Vu,v € L*(Q),
Q

e a respectiva norma

1/2
full = ey = ([ a?az) vue @)
Q

Demonstragao. Encontra-se em Brezis (2010). O

Proposi¢ao 1.12 (Desigualdade de Young). Sejam a e b nimeros reais nao
neqativos.
Sel<p<-+4ooel<q<+4oo sio tais que pt +q ' =1, entdo
a? b
ab < — + —.
p q

Demonstra¢ao. Encontra-se em Medeiros and de Mello, (1985)). O

Corolario 1.13. Se a e b sao nimeros reais nao negativos e € > 0, entao:
ab < ea* + (4e) 1B

Demonstracao. Com efeito, aplicando a Proposicao anterior, com p = 2,

a = (26)Y%a e b = (22)71/%b, segue o resultado. [

Proposigao 1.14 (Desigualdade de Holder). Sejam u € LP(2) e v € LY(Q),
onde 1 < p < 400 el < g < 400 sdo tais que p~* + ¢ ' = 1. Entio
wv € LY(Q) e tem-se a desigualdade

1/p 1/q
/|uv\daz < (/ \u\pdx) : (/ |v|qu> :
0 Q Q
20



Ou ainda, em termos de norma, podemos escrever
[uv|ly < fJullp-[[v]lg-

Demonstragao. Encontra-se em Medeiros and de Mello, (1985)). O

1.3 Espaco das Distribuicoes

Definigao 1.15. Dada uma funcao continua ¢ : 2 C R" — R, onde € é

um aberto, denomina-se suporte de © o conjunto dado por

supp(p) = {x € Q; p(z) # 0},

Representa-se por C5°(£2) o espago vetorial das fungoes de classe C™

em {2, com suporte compacto em §2.

Definicao 1.16. Chama-se de multi-indice qualquer n-upla em N", ou seja,

a= (a1, 0, ,ay) € multi-indice, se aj € N, 7 =1,2,--- n.

n
Define-se |a| = Zaj, onde o = (g, 9, -+, ().
1

Definicao 1.17. Seja © = (21,22, -+ ,2,) € R" e a um multi-indice.
Define-se
D* = 0" :
0x{'0xy? - - - Oxp™
[6%
No caso n = 1 temos, por exemplo, D% = pyet onde a € N.
x

Assim, o ntimero || representa a ordem de derivagao, enquanto que
cada coordenada «; representa a quantidade de derivadas na direcao de z;
que serao calculadas.

Por exemplo, se a = (0,0,---,0), o operador derivagao seréd igual ao
operador identidade, isto ¢, D% = u, para todo u : Q@ C R” — R, onde

é aberto.
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1.3.1 Convergéncia em C;°(2)

Consideremos o espago vetorial topologico C3°(€2), onde €2 é um subconjunto
aberto do R". Diz-se que uma sequéncia (¢¢)ceny de fungoes em C§°(€2)

converge para ¢ em C;°(€2) quando forem satisfeitas as seguintes condicoes:

i) Existe K C Q tal que
supp(Q) € K e supp(p,) € K, Vs € N; (1.3)
i)

D“p. — D“p uniformemente em ) (1.4)

para cada multi-indice o quando ¢ — +o0.

O espago vetorial C3°(2) munido da nogao de convergéncia definida
em ( e (L.4), serd denotado por @(Q) e denominado de FEspaco das

Funcoes Testes.

Definicao 1.18. Uma distribuicao T é um funcional linear continuo sobre
T (Q), isto ¢, dado uma funcio ¢ € 2 (Q) associamos um valor T ()

de tal modo que sejam satisfeitas as sequintes condicoes:

1) T (o1 +p2) =T (p1) + T (p2);
it) Se p. — @, entao T (p.) — T ().
O conjunto de todas as distribuicoes sobre €2 € denotado por @/(Q)
Ou seja,

Q) = { Q) = R: T ¢ linear ¢ contz’nuo} :

Observacao 1.19. @/(Q) ¢ dito Espaco das Distribuicoes sobre €.
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1.3.2 Convergéncia e Derivacao em @/(Q)

Definicao 1.20. Diz-se que uma func¢ao u : 2 — R € localmente integrdvel
em ) quando u € integravel a Lesbegue em todo compacto K C . O espaco

das funcoes localmente integrdveis é denotado por Lj,.(Q), isto €,

uwe L. (Q) e / lu|dx < +o0,
K
para todo compacto K C ).

Definicao 1.21. A sequéncia de distribuicoes escalares (15 o converge para

a distribuicao escalar T em @/(Q) quando
<T§7§0> — <T7 90> 6mR7 \VIQO € @(Q)

Observacao 1.22. Com esta notacao de convergéncia, @/(Q) € um espaco

vetorial topologico e temos a sequinte cadeia de imersoes continuas e densas
D (Q) = LP(Q) < LL(Q) — @/(Q), para 1 < p < +o0. (1.5)
Mais detalhes sobre (1.5)) encontra-se em|Medeiros and Miranda (2000).

Definicao 1.23. Dada uma distribuicao T sobre € e dado um multi-indice
a € N" definimos a deriwada distribucional ou deriwada no sentido das
distribuicoes de ordem o de T como sendo a distribuicao
D°T: &/ (Q) =R
o = (DT ) = (=1)*NT, D). (1.6)

1.4 Espacgos de Sobolev

Definicao 1.24. Definimos por W™P(Q), com m € N el < p < 4o0,
o espago vetorial de todas as fungoes u € LP(QY) tal que, para todo |a] <
m, D% € LP(QQ), sendo D*u a derivada de u no sentido das distribuicoes,
15to €,

WmP(Q) = {u e LP(Q); Du e LP(Q),Va = (aq,a9, -+ ,ap) ;o <m}.
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Proposicao 1.25. Os espacos W™P(Q), com m € N el < p < +oo,

munido com a norma

1/p
lullwnsy = { > | Dul”| .
|a|<m
sao espacos de Banach.
Demonstragao. Encontra-se em Medeiros and Miranda (2000)). O

Observagao 1.26. No caso particular em que p = 2, o espago W™2(Q) ¢
um espago de Hilbert, o qual é denotado por H*> = H?(SQ).

Definigao 1.27. O espaco W (Q) é definido como sendo o fecho de Q)
em W™P(Q).

Defini¢ao 1.28. O dual topoldgico Wy (Q) ¢é representado por WP (Q)
onde

I1<p<+4oocompt+qgtl=1

Observacao 1.29. Quando p = 2, WOm’Q(Q) ¢ denotado por HZ(Q), e seu
dual € denotado por H™™(£2).

Observacao 1.30. Dos teoremas de imersao, temos que:
HH(Q) — L*(Q) = (L2(Q) — H1(Q); (1.7)

Mais detalhes sobre os teoremas de imersao encontramos em Medeiros

and Miranda, (2000).
9\

Lema 1.31. O operador <I — ,um) . L*(R) — H*(R) ¢ limitado.
x

Demonstracao. Devemos mostrar que existe M > 0 tal que:

2\,
‘ (I — M@) fll < MJf|, para todo f € L*(9).

H(R)
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Consideramos daf a seguinte igualdade
U — Uyy = f. (1.8)

Com isto, observemos que se ||u|]| = 0 a desigualdade acima torna-se
2

valida. Nota-se que u = <[ — MW) f € H*(Q). Além disso, multiplicando
x
(1.8)) por u, integrando em R e usando a desigualdade de Holder, obtemos:

/umxw/ugdx:/mdx <Al
R R R

lull* + pallw[1* < (Ll

segue daf e do fato de H'(R) — L*(R), ver Brezis| (2010)), que

logo

ulli gy < ILFMlull < Ml Il ey, onde My > 06 tal que [lufl < Millullpr)

Consequentemente,
[ull g ry < Ml f]- (1.9)

No entanto, de (L.8), temos ||uz,|| < || f|l + |Jull. Logo, de (L.9) segue
que

laall < A+ Millully < I+ MENFIF< MIF], onde M =1+ M.

Portanto,

[ull g2(r) = [Juae|] < M|, (1.10)
2

0
onde ([1.10]) segue do fato de 5 H*(R) — L*(R) ser uma isometria (veja
T

Medeiros and Mirandal (2000)), e portanto,

-1
< MJIfll
H(R)
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1.5 Teoria de Semigrupos de Operadores Lineares

Apresentaremos nessa secao resultados importantes para a obtencao dos re-

sultados do préoximo capitulo.

Definigao 1.32. Seja X um espaco de Banach e L(X) a dlgebra dos semi-
grupos lineares limitados de X.
Dizemos que uma aplicagio T : RT™ — L(X) é um semigrupo de ope-

radores lineares limitados de X se:
i) T(0) =1, onde I € o operador identidade de L(X);
it) T(t+s)=T)T(s), para todo t,s € R*.

Definigao 1.33. Uma familia {T'(t)},5, de operadores lineares num espago

de Banach X, é chamado semigrupo fortemente continuo se além de (i) e

(¢4) da Definigao [1.32, ¢ satisfeita a sequinte condicio:
para todo (x,t) € X x|[0,+00), (x,t) = T(t)xr € X € continua em cada ponto.

Observacao 1.34. Chamamos de semigrupo de classe Cy, ou ainda Cy-

semigrupo, a um semigrupo fortemente continuo.

Definigao 1.35. Seja X um espago de Banach e {T(t)},5, um semigrupo de
operadores lineares limitados em X. O operador linear A: Dy C X — X
definido em

T(t)x —
Dy= {:L’ € X; lim wem’ste}

t—0+

e dado, para cada x € D 4, por:

T —
Az = lim M)z —z
t—07T t

é chamado o gerador infinitesimal de {T'(t)},,-

Definicao 1.36. Um operador linear A definido em um espaco de Hilbert
H, se diz dissipativo se, para todo x € Dy,

(Az, z)y < 0.
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Teorema 1.37 (de Lumer-Phillips). Seja A um operador linear numa espaco
de Hilbert H com dominio D 4 denso em H. Se A € dissipativo e existe Ay > 0
talque a imagem de oI — A € todo espago H, isto é, Im(\I —A) = H (dito
mazimal), entdo A € gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragoes

em H.
Demonstracao. Encontra-se em Pazy| (2012). O

Teorema 1.38. Suponha que {T'(t)},5< L(H) ¢ um Cy-semigrupo. Entio,
existem M > 1 e w € R tais que ||T(t)| cqny < Me*, para todo t > 0.

Demonstracao. Encontra-se Pazy| (2012). O

Teorema 1.39. Seja H um espaco de Banach e seja A o gerador infinite-
simal de um Cy-semigrupo T(t) em H, satisfazendo |T(t)|| < Me*'. Se B
¢ um operador linear limitado em H entao A+ B é gerador infinitesimal de

um Cy-semigrupo S(t) em H, satisfazendo ||S(t)]| < Me@HMIBDL,
Demonstracao. Pazy| (2012). O
O préximo teorema da uma resposta quanto & possibilidade de se re-

solver o problema abstrato

d
{ 52 = AZ, para todo t >0 (1.11)

Z(0) = Zy € H,

onde A: Dy C H — H é um operador linear num espaco de Banach H.

Antes disso, vejamos a seguinte definicao:

Definicao 1.40. Dizemos que uma funcao Z : R, — H ¢ uma solugao

cldssica ou solugao forte de (|1.11)) se
Z € C(Ry; D(A)) N C" ([0, 00); H)
e Z satisfaz (1.11)).

Teorema 1.41. Assumindo que A é o gerador infinitesimal de um Cpy-

semigrupo em H, entao a sequinte condicao € satisfeita:
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para cada Zy € D(A), o problema de Cauchy (1.11)) possui inica solugao

classica /.

Demonstracao. Pazy| (2012). [

1.6 Transformada de Fourier e o Teorema de Plancherel

Nesta secao iremos apresentar a Transformada de Fourier e algumas pro-
priedades que seguem do mesmo. Iremos também, enunciar o teorema de
Plancherel.

Ainda, apresentaremos alguns resultados para funcoes complexas.

Os resultados aqui enunciados serao de extrema importancia no ultimo
capitulo. Estes, juntamente com as suas justificativas, podem ser encontrados
em |(Cavalcanti and Cavalcanti| (2009)), Figueiredo (2000), Rivera (1999) e
Yosida, ((1965)).

Definicao 1.42. Uma funcao f definida em R™ ¢ dita ser rapidamente de-
crescente no infinito se f € infinitamente diferencidvel e

pe(f) = sup sup (1 + [[z[[f.)" [(D*f) ()] < +o0, VK € N.

la|<K zeR™

O espaco das fungoes rapidamente decrescente no infinito é denotado
por S(R™) e este ¢ um espago vetorial com as operagoes de soma e produto
por escalar de fun¢oes usuais.

No espago S(R"), definimos a seguinte nogao de convergéncia:

Definigao 1.43. Seja (fc) oy uma sequéncia em S(R").

Dizemos que fo — 0 em S(R"™) quando para todo k € N, pi (f.) = 0
em R.

Ainda, f. — f em S(R") se pr (fc— f) — 0 em R.

As formas lineares definidas em S(R"), continuas no sentido da con-

vergéncia definida em S(R"™) sdo denominadas distribuicoes temperadas.
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O espaco vetorial de todas as distribuicoes temperadas com a conver-

géncia pontual de sequéncias é representado por S’(R").

Definigao 1.44. Se f € S(R") ou f € LYR"), entio a Transformada de
Fourier de f ¢ dada por:

Ff=1¢=1/= (27r1)”/2 /Rn e f () da.

Observemos que F esta bem definida pois

/ e f(z)dr < le™ f(z)] dz < |f(z)|dz < +oo.
n Rn I

Lema 1.45. Podemos provar que S(R") — L*(R").
Proposicao 1.46. Se T e S sao distribuicoes temperadas, entdo:
F(aT + BS) =aFT + pFS,Va,p € R.
Proposicao 1.47. Se T € S'(R"), entao:
F(DOT) = ilolgll Fr

O proximo resultado nos diz que a Transformada de Fourier F : L*(R") —

L*(R™) é um isomorfismo isométrico:

Teorema 1.48 (de Plancherel). A aplicagio F : L*(R™) — L*(R") satisfaz

(£.3) = (£.9), para todo f.g € LA(R").

Do Teorema de Plancherel segue o seguinte resultado:

Corolario 1.49. Para toda funcio f € LA(R") temos || f|| = || f]|.

Nos dois proximos Lemas, f, g juntamente com as suas Transformadas
de Fourier f, g pertencem a L?(R").
Estes resultados, assim como os demais desta secao, como j& haviamos

comentado, serao utilizados no capitulo 3.
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Lema 1.50. Se f = f1 + ifs, entio

%{)fr}:me{fﬁ}. (1.12)

(2
Demonstracao. De fato, como sabemos ’f’ = fZ + f2 assim, basta obser-

varmos que

QRe{fft} = 2Re{(f1 +if2) (fi —if2)}
= 2Re{(fifi; + fofoe) + i (fofi — frfo)}
= 2(fifir + fafor)

- sinem =g}

0
Lema 1.51. Se f = fi +ifs e § = g1 + igs, entio
Re{fﬁ} — Re {gf} (1.13)
Re {ifﬁ} — _Re {z'gf}. (1.14)
Ainda,
% [Re {ng — Re {ftg} + Re {fgt} . (1.15)

Demonstragao. Com efeito, mostraremos primeiramente a validade de (|1.13)):

Re{f3} = Re{(fi+if2) (9 —ig)}
Re{(fig1 + f292) + i (f291 — f192)}
= Re{(g1f1 + 92f2) +i(g2f1 — g1f2)}
Re{(g1 +1ig2) (f1 —if2)} = Re {Qf} :
Ainda, analisando o lado esquerdo de , temos:

Re{z’f?}} = Re{i(fi+ifs) (g1 —ig2)}
= Re{i[(fig1 + fag2) + i (fa91 — f192)]}
= Re{—(foqr — fi92) + i (fign + f292)}
= f192 — fag1. (1.16)
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—Re {ng} = —Re{i(g1 +ig2) (f1 —if2)}
= —Re{i[(g1fr + g2f2) +i(92/1 — 91/2)]}
= —Re{—(92/i —a1f2) +i(g1f1 + g2f2)}
= g2/1 — 91 /e (1.17)

Portanto de ((1.16]) e ((1.17)) segue a validade da igualdade ([1.14)).

Por fim, mostremos a tltima igualdade:

Por um lado, temos

Re{fig} +Re{far} = Re{(f+ifa) (91— ige)}
+ Re{(fi +if2) (91 —ig2:)}
= Re{(fug1 + fog2) +i(forq1 — fug2)}
+ Re{(fig1; + f292¢) + i (fag1, — f192¢)}

= Jug1 + f292 + f191; + f202;. (1.18)

E por outro lado,

2Re{fﬁ} = QRG{(flgl‘f'fng)‘Fi(fZgl_fng)}

ot ot
0 0 0
= o (i + fog) = o (i) + 5 (fog2)
= fugi + figu + fug2 + +fag2- (1.19)
Logo, de (1.18) e (1.19)) segue ([1.15]). O
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Capitulo 2

Existéncia e Unicidade de Solucao

2.1 Introducao e o Problema Principal

Neste capitulo vamos obter a existéncia e unicidade de solucao para o

modelo @—, apresentado na introducao:

Ut + Uggzr — Pyt + 00, = 0,V (z,t) € R x [0, +00)
Or + kqy — Ouger = 0,V (2,t) € R X [0, +00)
Tq +q+ kb, =0,V (z,t) € R x [0, +00)
\ u(x,0) = ug(x), us (z,0) uy(z), 0 (x,0) = Oy(x), q(z,0) = qo(x), Vo € R
(2.1)

onde u, 6,k e T sdo constantes positivas dadas e u := u (x,t), 0 := 0 (x,t) e
q:=q(x,t),comz eRetel0 +o0),

No que segue, vamos descrever o procedimento que sera usado para
provar a existéncia e unicidade do problema de wvalor inicial (PVI) (2.1)
acima:

Primeiramente aplicaremos uma mudanca de varidavel adequada em

(2.1) com o objetivo de reescrevé-lo na forma

?

L7 =(A+B)Z
Z(0) = Z,

onde A e B sao operadores lineares definidos num certo espaco de Hilbert H,
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o qual sera descrito posteriormente.

Apos, a fim de utilizar o Teorema (de Lumer-Phillips), provare-
mos que o operador A é dissipativo e mazximal. Ainda, serd provado que B é
um operador linear limitado em H.

Por fim, de posse dos resultados acima descritos e fazendo uso da teoria

de Distribuicoes e Semi-Grupos seré possivel provar o seguinte resultado:

Teorema 2.1. O Problema de Cauchy descrito em (2.1) possui inica solugao

Z =A{u,v,0,q}. Isto ¢, existe unico
Z € C(Ry; D) N C* ([0, 00); H)

que seja solugao de (2.1)), onde D := H*(R) x H*(R) x H'(R) x H'(R).

2.2 Resultados Preliminares

Considerando a mudanca de variavel v = u; e aplicando uma pertubagao u
na primeira equacao de (2.1)), para quaisquer (z,t) € R x [0, 400), podemos

reescrever tal PVI como

(
U =0

o\ 1 o\ —1 1

) v + <I — ,u%) (Uggas +u) + 6 ([ — u%) 0, (I Maﬁ) (22)
0; + kg, — vy =0 ’

G +7 g+ 7 %0, =0

\

com condicoes iniciais dadas por

w(0, z) = uo(z),
v(0,2) = vo(x),
0(0,2) = Oo(x),
q(0, ) = qo(x).

Observagao 2.2. Note que a forma na qual o PVI (2.1)) foi reescrito estd
2

bem posto ja que o operador < ¢ um isomorfismo (veja|Medeiros

I=r5s

2\ —1
and Miranda (2000)) portanto, (I — u%) eziste.
x
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Feito isto, ponhamos Z(x,t):=Z=[u v 0 q]T

Zo(x) = Zo = [uo(x) vo(z) Oo(x) qo(x)]", para todo z € R e todo t > 0. E,

€

além disso, sejam A e B duas matrizes dadas por:

I 0 I 0 0 |
—1 -1
—(1-pf) (&+1) 0 —6(I-pk) 0
A = (9 5'2 8 5 (23)
0 02, 0 —kZ
] 0 0 T kL T |
e — —
0
—1
I— 8-)
B= ( Hor . (2.4)
0
0

Com o que temos em (2.3) e (2.4) podemos reescrever (2.2) como:

{ 4Z= (A4 B)ZY (r.8) € R x [0, 420 29

Z(x,0) = Zy,Vr € R

Antes de definirmos os operadores lineares A e B, os quais foram cita-
dos no inicio deste capitulo, tratemos de exibir o espaco H que estes estarao

definidos, assim como o produto interno e norma em H.

Seja assim, H o espaco dado por
H = H*(R) x H'(R) x L*(R) x L*(R). (2.6)

Em H definimos a forma bilinear (-,-)y : H x HI — R onde para

quaisquer Z; = [ug vy 64 ql]T , Zo = [ug v9 Oy qQ]T pertencentes a H, temos:

(Zv, Za)yg = (ur, ug) +(u,,, uz,, )+ (01, v2) + 4 (01, v2,) + (01, 02) +7 (g1, g2)
(2.7)
onde (-,-) & o produto interno do L?(R) definido no Lema [1.11]
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Observagao 2.3. Note que a forma bilinear (-, )y : H x H — R definida

acima € um produto interno de H.

Proposicao 2.4. Tem-se que H dado em (2.6) € um Espaco de Hilbert com
o produto interno definido em (2.7)).

Demonstragao. Ora, como HP(R) para p > 1 é um espaco de Hilbert.
Logo, como o produto cartesiano finito de espacos de Hilbert e o L? (R),

sao espagos de Hilbert, segue que H definido em (2.6 também o é. O

Ainda, em H definimos a norma abaixo:
1Z1E = [lull® + lao|* + 1 + pllosl* + 101 + 7llal*, YZ € H (2.8)
a qual é induzida pelo produto interno (2.7)).
Agora, seja D C H dado por
D= {[u v0q" € H;ue H3(R), ve HX(R), 0 € H'(R) e g € HI(R)} ,

ou ainda,

D = H3R) x H*(R) x H'(R) x H'(R). (2.9)

Assim, em D definimos o operador A : D C H — H o qual para

qualquer Z € D é dado por:

v
~1 ~1 ~1
02 0> i
AZ = | (1 B ”?) Haawe = <I B “’W>“ -0 (] N “W) % | (2.10)
5Umx - kqgv
| —77 g — 77k0, |
Queremos definir também o operador B : D C H — H, onde
_ . -
-1
I-p)
BZ = ( Hoz )% | vz eD. (2.11)
0
L. 0 -
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Observagao 2.5. Note que, de (2.3)-(2.4) e (2.10)-(2.11)), seque que

(A+ B)Z = AZ 4+ BZ, para todo Z € D.

No que se segue, provaremos que o operador linear A definido em ([2.10))
esta nas hipoteses do teorema de Lumer-Phillips, isto €, iremos mostrar que
A é dissipativo e maximal. Mas, inicialmente vejamos alguns Lemas técnicos

que irao auxiliar na prova destes resultados.

Lema 2.6. Para quaisquer f,g € H, vale

(o) oo e

Demonstracao. Sejam f, g duas aplicacoes quaisquer de H. Dai

62 -1 82
o) o)
52\ ! o2
= (o) 1o ] o
92\ * 92\ '] o2
= /R (I—u@> f| gdx —,u/R [([—M@) f] @gdx.

Considerando a derivada no sentido das distribuicoes, observe que

92\ '] 92 o2 92\
/]R [(Iu@) f] @gdx = —M/R@ l(lu@) f] gdw.

Assim:
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N\ P o\
- (“*W) f‘*@(“f@) flgdl‘

- /R (I—uaa—;> (1—%8—;) 1]‘"] gdr = /R(fg) dz.

Concluindo assim, a prova do Lema. ]
Nos proximos dois Lemas iremos utilizar o resultado enunciado e pro-
]T

vado acima. Além disso, estaremos considerando [u v 6 g]° um elemento

qualquer de D C H. Sendo assim, temos:

Lema 2.7. Sendo u e v funcionais quaisquer de H*(R) e H*(R), respecti-

vamente, seque que

9\
_,u/ <] - ,U_Q) Upzee | Vpdr = _/uxxvxxdx
R Ox . R

92\
+ /R (I—u@) Upprr | V.
E ainda,

92\ 92\
—,LL/R (I—u@>u vfcdac:—/]Ruvdx-l—/R (I—u@>u vdex.
Demonstracao. Primeiramente, provemos a primeira igualdade.
9>\ 9>\
_IU/R [(IM@> Uxa:x:c] vpdr = IU/R [(IN@> Upzre | Ve AT
92\
- - I — p—=— zrxr | |7 MUzxx d
AT

Somando e subtraindo adequadamente o operador identidade I, obte-

1mos:
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Provando entao, o que querfamos.

Agora, mostraremos a validade da segunda afirmacao deste lema. As-

sim,




Concluindo a prova do lema. ]

Lema 2.8. Para todo v € H*(R) e todo § € H'(R) temos que:

82\ ! 2\ !
—mS/R <I—u@) 0, vpydr = —(S/RQUMda:Jr(S/]R (I—u@> 0, vdz.

Demonstrag¢ao. Nas hipoteses deste lema e utilizando o Lema temos

(-
; K] w2 2) ]

[— (s ] dz

I
|
%\%

I — 'u62

(-1 )
[ (AR
(-

I
|
%\

I
|
%\

+/R

1

0*
0\ )
] — y—
uxmmxvdx + /R < Ma.%'Z) 996,73 de

82\
R R 8.1:

Mostrando, assim, o que queriamos. ]

[
%\

Tendo-se a validade dos Lemas técnicos 2.7 e 2.8 estamos em con-

di¢oes de enunciar e provar o seguinte resultado:

Teorema 2.9. O operador linear A dado em (2.10) € dissipativo, isto é,
para todo Z € D seque que (AZ, Z)y < 0, onde tal produto interno é o que
estd definido em (2.7)).
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Demonstracao. Seja Z = [u v 6 q]T € D qualquer. Dai, aplicando AZ e Z

em (-, )y temos

(AZ, Z)y = (v, u) + (Vg Usy)

82 -1 82 -1 62 -1
+ < - (I_:u@>uxxmc— (I_M@>u_5<l_:u@)9$l y U

+ ([0vye — kg, 0) + 7 < [—Tﬁlq — Tﬁlk%] ,q> .

Ou ainda, usando as propriedades de produto interno

(AZ,Z)y = (v,u) + <vm,um1> 1
(1) ) (| (1] )

+ <UI17 0> —k <Qx7 0> o <Q>Q> —k <€x7 Q> .

Agora, aplicaremos no que esta posto acima, a definicao do produto

interno em L*(R), obtendo,

(AZ . Z)yy = /Uudx+/vzxuxxdx
R R

92\ ! 92\ !
92\ ! 92\ !
92\ ! 92\ !
— ué[([—u@)u]vxdx—uéé[(I—u@>9m] v dx

+ (5/vx9da}—k/qﬁdx—/qux—k/qudx.
R R R R
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Por fim, do Lema e Lema podemos reescrever a igualdade

anterior como

(AZ . Z)yy = /vudx+/vmumdx
R R

2 2
_ /(] Mﬁa )ummvdx /R<[—p%>uvdx

— /uvdaz—l—/
R R
92\ !
— 5/9vmdx+5/ <I—,u—2) 0,.|vdz
R R Ox
+ 5/Ux9da:—k:/qx9dx—/quJJ—k/qudx.
R R R R

Portanto, fazendo os devidos cancelamentos concluimos que
(AZ, Z)y = — / ¢*dz, ou seja, (AZ, Z)y < 0.

R
Logo, de fato A é um operador linear dissipativo. ]

Na proxima se¢ao vamos obter elementos que nos ajudem a mostrar que

o operador linear A definido em ¢ maximal, ou de maneira mais formal,

queremos provar que, dado U = [f g h p]T € H existe Z = [uv 0 q]T eD
tal que

(I—-A)Z="U. (2.12)

A existéncia de tal elemento Z € DD sera consequéncia da aplicacao do
teorema de Laz-Milgran em operadores b(-,-) e F'(-) adequados, definidos em
um determinado Espaco de Hilbert K.

Veremos que, de acordo como serao definidos, b serd uma forma bilinear
continua e coerciva sobre K e F' pertencera ao dual de K.

Analisando entao a igualdade temos que Z = [u v 0 ¢]" devera

satisfazer o seguinte sistema
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u—v=7f
Uppzr + U+ 0020 + U — Wap = G — [1Gra
kq, — 0V + 0 =h '
(1+7)g+ kO, =7p

(2.13)

\
Dai, isolando v e ¢ na primeira e quarta linha de (2.13)) temos, respec-

tivamente, que
T k

— 0,. 2.14
1+Tp 1+7 ( )

Substituindo entao (2.14) em ([2.13)), segue que

2
0 — sy — T=bpp = h — EZpy + 6 fra

v=u—feq=

(2.15)

Observagao 2.10. Veja que tendo-se as igualdades dadas em (2.14)), temos
que encontrar Z que satisfaca (2.13)), o qual € equivalente a solucionar o

sistema (2.15)).

2.3 Os Operadores b(-,-) e F(+)

Considere o espaco K dado por
K = H*(R) x L*(R).

Note que com argumentos semelhantes aos usados na Proposigao

concluimos que K é Espaco de Hilbert com o produto interno proveniente

dos espacos H*(R) e L*(R).

No que segue vamos definir os operadores b(-,-) e F(-), os quais nos
referimos anteriormente. Seja b : K x K — R, onde para quaisquer V =

wnl",J=[ubd" €K, temos

b(J, V) = (Upy,wWes) + p (U, wy) + 2 (u,w) (2.16)

2
— 0 {0, wy) + -

(0, M) + 0 (g, ne) + (0,m) -
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Abrindo o produto interno de L*(R) dado no Lema [1.11] temos o

operador b possui a forma integral

b(J, V) = /umwmdxntu/uxwxderZ/uwdx
R R R

]C2
— 6/§xwxdx+ /Hmnxdx%—é/uxnxdx%—/@ndx.
R I+7 Jr R R

Por fim, defina o operador F': K — R por

FV) = [+ gode—p [ (f +g)onsda (2.17)

k
+ /hndx+—T/pnxda:+(5/fmndx,v1/:(w,n)EK.
R 1+’7' R R

Antes de tratarmos das propriedades a cerda dos operadores b e F
definidos acima, veja que se multiplicarmos a primeira equacgao de (2.15)) por
w e a segunda por 7, e apds integrarmos ambas as equagoes em R teremos

ainda um novo sistema equivalente a ([2.15]), o qual é dado por:

( UpzrzzwWdT — 0 | Uppwdr + 2 |, uw dx + 6 [, Oppwde
R R R R

= [p(f + 9)wdz — p [ growdz — p [ frawda
fR Ondx — o fR Ugpndr — 111—27 fR 0.mdx
= [p hndx — 111—1 Jopendz 46 [ faanda

E mais, somando as suas duas equagoes, o novo sistema dado acima, pode
ser escrito como

(R R VR R HIE R

Passaremos agora a provar algumas propriedades dos operadores b(-, )

\

e F () que serao importantes para aplicarmos o Teorema de Lax-Milgran.
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Lema 2.11. O operador b : K x K — R definido em (2.16)) é uma forma
bilinear e F : K — R dado em (2.17)) € linear.

Demonstragao. O resultado segue da forma na qual os operadores b(-,-) e
F(-) estao definidos. Pois, o produto interno em L?(R) é uma forma bilinear
e , portanto, b(-, -) também seré.

Ja F(-) é uma soma finita de integrais sobre R, e portanto linear. [

Os proximos dois resultados tratam de importantes propriedades de
b(-,-) e F(+).

Proposicao 2.12. A forma bilinear b(-,-) definida em (2.16|) € continua e

coerciua.

Demonstra¢ao. Provaremos primeiramente a continuidade de b(, ).

Pelas desigualdades triangular e de Holder (Proposicao [1.14])), vem

(L, VI < [ {uaw, waw) | 4 pf (e, wa) [+ 2] (u, w) | + 0] (02, wa) |
k?
0l’7 X 5 Ty "I 07
+ 1o O me) | 4 0] s e [+ 16, ) |
< uge || lwae || + pllue|[llwsl| 4+ 2[ull[[w]] + 6|0z [|w=]| (2.19)
k2
+ 1 10allnell + ollwellime [ + Il in]
2
Tomando, C, = max {2, 0, 1, r}, obtemos a seguinte majoracao:
T
b(J. V)| < Collluae|[|lwsall + llue[llwz | + [[ulllle]] + [162]}]ws|]

(L2 e R e A )
Co (1uaell + [Jull + 162[ + 101 (lwsz | + [lwll + NIzl + lln])
Co (lullz= + 1101l 1) (lwllzz + l[nlla) = Coll 2|V Ik, ¥ 2,V € K.

N+

Portanto, |b(J, V)| < Gyl Z]|x||V ||k, para qualquer (J,V) € K x K e pela
Definicao [1.7] b(-,-) ¢ continuo.
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]{32
Ainda, pondo C| = min {1,
1+

} temos que
-
b(J,J) = (Upg, Ugy) + 10 (Ug, ) + 2 (u, u) — 6 (O, uy)

k2
7 (04,0:) + 0 (uy, 0,) + (0,0)

2
e ll® + pllue ” + 2l + 17— 101" + 161

> C1 (|ugsl” + [Jull* + (162117 + [16]]7)
= C (lullze +1101171)
= C1]|Z|%,. YV e K.

Logo, b(J,J) > C1||J||%, para todo V € K. Donde pela Defini¢ao
[1.7] (i1), segue que b(-,-) & coerciva.

Concluindo assim a prova. ]

Proposicao 2.13. O funcional linear F definido em (2.17)) pertence ao dual
de K.

Demonstra¢ao. Como por definigao F'(+) é linear, para que F' € K’ é sufici-
ente que F'(+) seja continuo. Entdo, vamos mostrar tal continuidade.

Seja V = [w,n]" € K e considere a constante

kT
Cy = maX{Hf +gll, (N2l + 0] fazll), pll f + gl ||PH} :

1+71

Dat, [F(V)| < /(f+g)wd:v +u|/(f+9)wmd$|+|/hndw
R R R
kT
* 1+T/R”“ /Rf“"

/N

/Rl(f+g)w| df6+u/R|(f+g)wm\dﬂf+/th77! a1

k

.
1+T/Rlpnl T+ /R\f n| do

1f+ gllllwll + w1l f + gllllwe|l + [[AI]I7]] (2.20)
kT
X 5 rxr
1+THPHH?7 |+ &1 £z 7]
[waa || + [l + {7zl + [[7]])

lwllzz 4 [nllz1) = Col|V |-

/N

N+

Cy (
Cy (
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Note que a validade de (2.20) é devido a Desigualdade de Hélder.
Portanto, como visto acima, |F(V)| < Cs||V||k, para todo V € K. O

que implica na continuidade da F'(+). O

Tendo-se provado as duas Proposicoes anteriores enunciaremos o se-

guinte teorema:

Teorema 2.14. Eriste inico J = [u 0]" € K tal que a igualdade
w w
n Ui

¢ satisfeita para todo V = [w n]" € K.
Demonstracao. Pela Proposicao temos a continuidade e coercitividade
da forma bilinear b(-, ). Ja pela Proposigao obtemos que o funcional
linear F'(+) pertence a K’ (espago dual de K).

Logo estamos nas hipoteses do Teorema (de Laz-Milgran). Por-

u w

0

Ui

tanto existe tnico J € K tal que
b(J,V)=F(V),VV € K,

provando assim o que queriamos. []

O teorema acima ji nos garante a existéncia de u € H*(R) e § € L*(R).
Além disso, nos garante a unicidade dos mesmos.

Porém, para que estes componham tal Z = [u v 0 q]T, que satisfaz
[2.13)), ¢ necessério que v € H3*(R), v € H*(R), 0 € H'(R) e ¢ € H'(R). E

afim de obtermos isto que temos o proximo resultado.

Proposicao 2.15. Temos que J = [u Q]T dado pelo Teorema |2.14| é tal

que
ue H}R) e € HY(R).

Além disso, existem e sao tinicos v € H*(R) e ¢ € HY(R) de tal modo
que

Z=Tluv0q" satisfaz o sistema (2.13).
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Demonstra¢ao. Consideremos aqui, J = [u Q]T dado pelo Teorema 2.14]

Em (2.18)) tomando w = 0 e aplicando J dado acima, segue que

k2
0.n.d 0 | uym.d ond 2.21
1+T/R?7w+/Runx+/Rnx (2.21)

k
= [+ 2 [+ [ fende v e 2@

Em particular, assumindo n uma aplicagao qualquer em 7 (R) e ana-
lisando cada parcela da equacao (2.21]) como a derivada de uma distribuicao

fundamental (ja que 6,0, uy, h, p, for € Li,.(R)), obtemos

k2
- /Hmndx - 5/umndx+/9ndx
1+7’ R R R

k
- / hndl’ - —T/paﬂH- 5/ fmxndl'; V77 S @(R)
R 1+7 R R
Segue daf e da igualdade de fungoes no sentido das distribuicoes, que
k2 kT

_—Hxx_5 Tx 0=h-—
I1+7 e+ 1+7

Do+ 0 frr €m @/(R).

Com isto, segue que 6 é solucao da equacao

k2 kT

L+7 N i 1+ 7 0fax € (R) (2.22)
0 1 -1 - :
Como o operador | I — 92 ) H*(R) - H (R) é isometria e, por
x
[2.22)) temos, 0., € H}(R) segue que
0 € H'(R). (2.23)

Considerando agora em (2.18)) n = 0 e com argumentos anélogos aos

utilizados acima, segue que

/ummwdx—u/umwdx—i—Z/uwdm—HS/Hmwda:
R R R R

= /(f—l—g)wdx—l—/(f—i—g)xwdx, Vwe Z/(R). (2.24)
R R
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Donde,
/
Upzze — Mgy + 22U+ 00, = [+ fo + 9+ g, em @ (R)
Assim, U é solucao da equacao

2

Portanto, da isometria (I — %) . HY(R) — HY(R) e por (2.25)
T

concluimos que Uy 0 € HH(R). Daf,
u € H*(R). (2.26)

Agora, como por (2.14) v = u — f, tendo-se que f € H*(R) e por
[2.26)) temos u € H*(R) C H*(R), concluimos que

v € H*(R). (2.27)

Por fim, de (2.14)) e (2.13)), temos que

T k
_1+7'p 147

O, e qy =k ov,, —k 0+ kA

q

das quais segue que ¢ € L*(R) e q, € L*(R), respectivamente. Portanto,

q € H'(R). (2.28)

Logo, por (2.26)), (2.27)), (2.23)) e (2.28) obtemos a existéncia de

Z=[uvbq"eHR) x H(R) x HY(R) x H'(R) = D.4.

Além disso, por construcao segue que Z é unico. ]

Finalmente, tendo-se provado o resultado anterior estamos em condi-

coes de provar o seguinte teorema:

Teorema 2.16. O operador linear A definido em (2.10) é mazimal.
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Demonstra¢ao. DadoU = [f g h p]T € H temos pela Proposicao [2.15|que
existe tnico Z = [u v 6 q]T € D4 que satisfaz o sistema ([2.13]).
Mas, dizer que Z satisfaz (2.13)) é equivalente a dizer que

(I-A)Z=U.

Logo, em resumo, dado U = [f g hp]T € H, existe Gnico Z =
[uv@q" € Dytal que (I —A)Z = U, ou ainda Im(I — A) = D4. Por-

tanto, A é maximal. O

2.4 Prova do Teorema [2.1]

O que faremos agora, ¢ provar o resultado principal deste capitulo apresen-
tado no Teorema [2.1] ou seja, mostrar a existéncia e unicidade de solugao
para o Problema de Cauchy .

Para isso, veremos uma sequéncia de resultados que nos levara a con-

cluir o que queremos.

Proposicao 2.17. Seja A : Dy — H o operador linear dado em ([2.10)).

Entao, A é gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contracoes em H.

Demonstracao. Pelo Teorema [2.9] A ¢ dissipativo e pelo Teorema 0
mesmo é maximal.

Ainda, observando que D 4 é denso em H. Portanto, o operador linear
A esté nas hipoteses do Teorema de Lax-Milgran.

Logo, A é gerador infinitesimal de um Cj-semigrupo de contragoes em

H, como queriamos provar. ]

Antes de prosseguirmos obtendo resultados que nos levem a provar o

Teorema (2.1} vejamos um resultado a cerca do operador B dado em ([2.11]).
Lema 2.18. O operador linear B definido em (2.11)) é limitado.

Demonstracao. Com efeito, o fato de B ser limitado é uma consequéncia do

Lema [1.31] O
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Proposicao 2.19. O operador linear A+ B : 1D — H ¢ gerador infinitesi-
mal de um Cy-semigrupo S(t) em H.

Demonstracao. De fato, pela Proposicao segue que A é gerador infi-

nitesimal de um Cy-semigrupo em H, digamos que tal semigrupo ¢ denotado
por {T'(t)} C L(H).
Pelo Teorema [1.38] temos que existem M > 1 e 3 € R tais que

1T )] ) < Me™, para todo t > 0.

Ainda, pelo Lema temos que B é um operador linear limitado.
Logo, segue do Teorema [1.39] que A + B ¢é gerador infinitesimal

de um Cp-semigrupo S(t) em H. Ainda, tal semigrupo satisfaz ||S(t)|| <
Mo B+MIBIE 3

De posse dos dois dltimos resultados, estamos aptos a apresentar uma

prova do Teorema e de um resultado complementar, os quais dizem que:

O Problema de Cauchy descrito em (2.1) possui inica solugao Z =
{u,v,0,q}. Isto ¢, existe iinico Z € C(Ry;D) N C([0,00);H) que seja
solucao de (2.1), onde

D := H}R) x H*(R) x H(R) x H'(R).
Além disso,

Proposigao 2.20. Se tomarmos Zy = (uo(x), u1(z), 0p(z), go(z)) € D (A*)
em ([2.1), isto €, Zy € H* x H*> x H* x H* temos que (2.1)) possui uma tinica

solucao forte

Z € C (Ry; D (A%)NC'([0,00); D (A)). (2.29)
Demonstragio. (Teorema, e Proposicao
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Com efeito, segue do Teorema aplicado a Proposicao que
o PVI (2.5) o qual é descrito por

b7 = (A+ B)Z,Y (z,t) € R x [0, 4+00)
Z(x,()) =Zy Vr eR

para cada Zy € D 4.5, possui tinica solucao cléssica
Z ={u,v,0,q}. (2.30)

Mas, da maneira em que os operadores A e B estao definidos, respec-
tivamente, em e , e pela mudanca de variavel feita anteriormente
em temos que resolver o Problema de Cauchy , que ¢é equivalente
a resolver o PVI ([2.5)).

Sendo assim Z dado em ([2.30) é também solugao de (2.1)).

Logo, o Problema de Cauchy possui unica solu¢ao Z = [u v 6 q]T.

Ou ainda, para cada Z; € D existe e é inico
Z € C(Ry;D) NG ([0, 00); H)

que ¢é solugao de ([2.1]), concluindo assim a prova do teorema. ]
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Capitulo 3

Decaimento da Energia Total

3.1 Introducao

O objetivo deste capitulo é mostrar o decaimento da energia total
associada ao Problema de Cauchy @—( para o caso particular 6 = 1,
E=1,0<pu<1ler <1, implicando em p + 57 < 6, o qual é baseado em
Racke and Ueda (2016). O casod >0e d # 1,k >0e k # 1, p > 1 nao
serd, feito aqui . Porém, o mesmo também pode ser encontrado em Racke

and Ueda/ (2016)).

Mais precisamente, neste capitulo vamos provar o seguinte resultado:

Teorema 3.1. Para cada Zy = {ug,u1,00,q0} € D = H*(R) x H*(R) x
H'(R) x H'(R), seja Z = {u,u,0,q} a solucio do modelo (6)-(7]) obtida
no Teorema [2.1].

Entao, a energia total associada a @—

1
E(t) = 5/ [uj + pug, + sy, + 0%+ 7¢°] do
R
satisfaz
E(t) < K1 +t)7 +2¢“E(0), Vt > 0.
Com, C = T, ¢ tante positi
om = — € € uma constante positiva.
Y T 2730 6 P
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Considerando a solugdo Z = {u,u,0,q} obtida pelo Teorema [2.1]
inicialmente no Problema de Cauchy (6)-(7), com 6 =1, k=1, p<1e
T < 1, aplicamos a Definigao da Transformada de Fourier no mesmo,
juntamente com suas propriedades dadas na Proposicao e temos

assim, o seguinte sistema:

Gy + 40+ p& iy — €2é =0
0, + &G + &y = 0 : (3.1)
TG+ G +icd =0

com condicdes iniciais Go(€), @1(€), 00(€), Go(€) e tnica solugio {zl, iy, 0, Q}.

Onde, tal Problema de Cauchy possui energia associada dada por:
L S Y S T 1 R E N C ©
Usando técnica de multiplicadores definimos os seguintes funcionais:
EE)=12[1+781+ (7 +p) E]W (1), (3.3)

e

J(&t) = aré(1+ T,u§2) TRe {zé&}
+ oy (1 + T,u£2)(1 + qu) Re {ﬁté} (3.4)
+ ajanag (1 + T,LL£2)(1 + ,u{“Q) £’Re {ﬂﬂi} :

onde aq, s e ag sao constantes positivas cujos valores serao estipulados mais

adiante.

3.2 Lemas Técnicos

Nesta secao apresentamos uma séries de lemas técnicos que nos auxiliarao

posteriormente.

Lema 3.2. Seja W (&,t) o funcional definido em (3.2). Entao,

%W(f,t) = —21G|*, para todo (€,t) € R x [0, +00).
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Demonstracao. Com efeito, derivando em relacao a t o funcional W temos:
0 0 0
e - 1 2 ~ 12 e 41 ~12
SW et = o {(U+ued) al |+ 2 {¢'al}
0 (142 0 2
+ &{M }+§{T|q| bV (6,1 € R x [0,+00),
dai e pelo Lema [1.50],
a A~ A~
EW &t = 2(1+ ufZ)Re {dpiy} + 2¢'Re {aa} (3.5)
+ 2Re {éét} +2rRe {44}, V (€,1) € R x [0, +00).

Observe que de (3.1]) segue, para todo (£,t) € R x [0, +00):

' 200y =ttty + £ty + p iy = (1 + M§2) ety + iy,
. 0,0 = —icqh — 20,0,
. Taq = —4q — i€04.

Assim, das trés igualdades acima e de (3.5)), para todo
(&,t) € R x [0, +00), temos:

%W (€,1) = 2Re {g%t} + 2Re {—i{(jé _ gzaté} + 2Re {—qé _ zgéé} .

Portanto, pelo Lema [1.51]
%W (6,1) = 26°Re {até} — ¢Re {uf} — 26%Re {até}
— 2Re{dq} + 2Re {iqé = —2Re {4}V (£,1) € R x [0, +00).
d 2
Logo, EW (&,t) = —2]q|", para todo (£,t) € R x [0, +00). Provando
assim o que queriamos. ]

Lema 3.3. Considerando E (&,t) o funcional definido em (3.3)), temos que

a sua derivada em t € dada por

%g (&,t) = — [1 -+ 752}[1 + (T4 w) 52] \(j]z, para todo (&,t) € Rx[0, +00).
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Demonstragao. De fato, do Lema [3.2] segue a prova do resultado. Ja que
0 = 0
S8 &) = S {12147 1+ (T + W) €] W (€ 1)}
0
= 12[1+ 71+ (r+w) €] 5 {W (€.1))
= UL+ (7 ) €] Al Y (€8) € R x [0, +00).
O

Lema 3.4. Assumindo que J (§,t) € o funcional definido em (3.4), entao
0
S (61) = —onang® (1+ 7)1+ u&?) [l
+ ajasasé? (14 7p€?)(1 + p€?) ]
~ mazagg® (14 7u?) |l — ang (14 7pee?) |0
A2
2 (1 + T,LL§2) ‘9‘
arr€? (14 7u€?) |q* + en€ (1 + 7pug?) Re {id }
aras (14 7u€?) €' [az — 1] Re {aé}
o (1 + T,Lsz) £ [752 + (1 - qu)] Re {mltcf} .

Demonstracao. Da definicao de J em (3.4) temos

:

+ 4+ o+ o+

%J(g,t) = & (14 7ue2) [T%Re {zeg}] (3.6)
+ o (1+ TM§2)[(1 + /152) %Re {ﬁté}] (3.7)

+ ajasag (1 + TM§2) £2 [(1 + Méz) %Re {ﬁtﬁ ] . (3.8)

Para concluir a prova do Lema, vamos calcular as derivadas parciais

que encontram-se em ({3.6)), (3.7)) e (3.8]). Assim, observando que por ({3.1)

o (1 + /le) att = _N£2att + fQé
. 0, = —icq — %y
. TG = —4 — €0

e fazendo uso dos resultados obtidos no Lema |[1.51] temos:
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T% Re{idq}| = 7 |Re{ifid} +Re{ifa}]
= rRe{i (—i&G— &) ) — Re{ (7G,) 0 }
— 7€Re {Gq} — 7€%Re {ing} — Re z( G— 259) }
= r¢lq) —T£2Re{zutq}—|—Re{zq€} gRe{éé}
= 7|’ —5’ ‘ — r¢Re {iig} + Re {igh}
Portanto,
. T% Re {03} =Tf‘@|2—§’é’2—T§2Re{ﬂt§}—|—Re {igd}. (3.9)
Ainda,
(1+ 1) 0 - [Re{ad}| = (1+n€?) Re{and } + (1+p?) Re {ind |
= Re{(l + p?) atté} + (1+ p€®) Re {é,ﬁt}
- Re{<—g4a+g2é) 5}
+ (14 p&) Re{(—i&G — &) w }
— _¢'Re {ué} + 2107 — (1+ pe?) ERe {igay}
— (14 p€) & .
Ento,
¢ (1+n) 5 0 - [Re{ad}| = @107 = (1+p) Ela®  (3.10)
— ¢'Re{ad} — (1+pg?) €Re {igin}
Por tltimo,
(14+4€?) o [Re {ii}] = (1+€?) Re {ii} + (1+ 4€) Re {ii }
— Re { (—5471 + §2é> {L} + (1 + p€?) |af
— —¢'Ref{ai} +&Re {0} + (1+ ) Jaf’
= —¢'ad| + E2Re {éﬁ} + (14 pe?) Jaf? .
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Ou seja,

o (1448 5 [Re{ad)] = ¢

id + (1+ ) af® + €Re {éﬁ} .

(3.11)

Dai, substituindo o que foi obtido em (3.9)), (3.10) e (3.11]), respectiva-
mente em (3.6]), (3.7)) e (3.8) obtemos o seguinte:

9 (&t) = o€ (14 Tug) [T§ 1 = ¢ )éf + 7&Re {itq} + Re {zqé}]

+ oo (14 T,u.f { ‘ ‘ (1+ g ) |)* — €'Re {ﬁé
— &(1+ p€®) Re {igas}]
+ anapag (14 7pg?) € | =€ af* + (1+ ) Jaf” + ERe { B} ]

Logo, reorganizando os termos da igualdade acima:

O 1et) = —anan (1+mpe)(1 + pe?) faof

+ anana® (14 7€)1 + p?) ||’

— agonas (1+ 7€) i) — on? (1 + rps?) )éf
nang? (14 7ue?) [0]
arr€? (14 7u€?) |a* + en€ (1 + 7pu€?) Re {iad }
aras (1+ 7€) € fag — 1] Re {ad |
ar (L4 7€) £ [7€ + ao (1 + pé?)] Re {itug} .

+ 4+ o+ o+

Concluindo assim a demonstracao do Lema. ]

Antes de enunciarmos e provarmos o proximos Lemas consideremos
as estimativas pautadas na observacao a seguir, tais quais resultam de uma

aplicacao direta do Lema da Desigualdade de Younyg.

Observacao 3.5. Sejam, €1, €9, €3, €4, €5, € €¢ constantes positivas, as quais

no momento oportuno serao adequadamente estipuladas. Entao,
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1

Q

= ~12
(i7) € ‘u@‘ <eaét i)’ + (451)‘1 ’9

)

- 12
(111) |,0] < 2 |t|” + (4e9) ™" ‘9‘ ,

(1v) |§|‘q9‘ 362 ‘ ‘ (de3)” \Q|2,

(v)

5452|Ut| + (4eq)” 1|Cﬂ27

7€) [teq] < e |t + (de5) ™' 7€% g7,

(vid) o |€]|ed] < eop®€? Ji + (deg) " |d] -

Lema 3.6. Para {ﬂ, iz, 0, cj}, solucao do Problema de Cauchy (3.1), valem

as sequintes estimativas:

an (1+ 74€?) €| Re {igh } < (o + anrpie?) {f o[ + =) "?'2} ’

om0 (1+ 71%) €4 oz — 1] Re {ue}
< (041042043 — 1 Qg + 0410420437',“52

— anaprpe?) € {=€ il + (40) 10}

ar (1+7p8%) [7€ + ag (1 + p&?)] |€| Re {ituq}
< [onas + ajaopé® + aranT g’
{esglinf® + (420 10}
+ g {eslinf® + (4e5) " 727 gl
+ [0417254 + 0410427,“54}
{eon?e? il + (426) " lal* }
Com o, i, (i3, €1, 3,64, €5 € Eg constantes positivas quaisquer.
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Demonstracao. Com efeito, temos que a primeira desigualdade sai direta-
mente aplicando-se a estimativa (iv) da Observagao [3.5]

Agora, aplicaremos a estimativa (i), também da Observagao [3.5| em

aran (1+ Tu§2) ¢*laz — 1] Re {ﬁé} , temos:

o Qg (1 + 7-#52) ' [as — 1] Re {ﬁé}
< arap (1+ 746 € {216 il + (4e1) |0’}
— (Oqozg + qutzTMfQ) (a3 —1)¢&
{5154 [l + (4e1) " |9‘2}
= (alagag — aay + ajanasT e’
— ozlom,ufz) ¢ {6154 \’&\2 + (451)71 |H|2} ~
Entao,
o o (1+ 71€2) € s — 1] Re {aé}
< (041042043 — a1 + ajasosTE?

— cacorp?) € {ei€! i + (421) 6}

Por fim, note que

a1 (1 + Tu€2) [sz + Qo (1 + MfQ)] €| Re {mt‘j}
= (a1 +aq7pg®) [7€ + ar + appué?]
€| Re {@ﬁté}
= [041752 + ajas + aqaopé® + 04172M54
+ alaﬂqu + Oc1CY2TM2§4}
€| Re {itq}
= [onas + a10opg® + aronT g’
€| Re {itg}
+ a7 €| Re {itq }
+ [t + anonrpet] €| Re {idug}
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ou seja,
o (1+ T,ué’Q) [752 + an (1 + ,qu)] €] Re {zﬁté}
= [061062 + ajagué® + 0510‘27_/‘52} €I Re {Zaté}
+ &7 €| Re {ityq}
+ [0417254 + ozlong,LL§4] €| Re {ityq} .

Aplicando na igualdade acima as estimativas (v), (vi) e (vii) da Observagao

3.5] concluimos que

or (1 7€) [7€ + az (1 + 1€%)] €] Re (i)}
< [041&2 + aqaoué® + Oé1Oé2TMfQ}
{5452 Ji|” + (dey) ™! ‘@‘2}
+ g fes |l + (4e5) 7 7€ g}
+ [T + araaTg’] {56M2€2 [
+ (420) AP}
O que encerra a prova do Lema. U

Lema 3.7. Sendo {’&, at,e,q}, solugao do Problema de Cauchy (3.1)), con-
siderando o, o, 3, €1,€3,E4,E5 € € constantes positivas quaisquer, valem

também as estimativas:
2
—ay (14 m§2)7{5352 ]9‘ +(dey)” |(j\2}
<oy (1 + T,u§2) 7 || Re {zéé} <

ar (1+ Tu§2)7{53§2 ’é‘z + (4e3)”" |Q\2} :

0

—onag (1+7p€%) (1+ M€2){82 [ |* + (4e9) ™

< 1o (1 + T,LL§2) (1 + qu) Re {ﬁté} <

Y

a0 (1 + T/sz) (1 + u§2>{82 \ﬁt\Q + (452)71
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—oasas (14 7pg*) 1+ pé’) {% ] + %54 |ﬂ|2}
<ajasas (14 7u€?) (1+ pe?) ERe{wa} <
aronas (14 7pEY1 + pe?) {% |” + %§4 |ﬂ|2} :
Demonstracao. As estimativas apresentadas neste Lema saem diretamente
da aplicagao dos itens (iv), (i7i) e (i) da Observagao (3.5 em ‘fRe {zéé}
Re {ub}| o |¢Re {ai)

)

, respectivamente. []

3.3 O Funcional H (¢,1)

Feita a sequéncia de Lemas da secao anterior, vamos definir um funcional
H (&,t) o qual é uma pertubacao do energia W (£,t) e é obtido utilizando

técnica de multiplicadores.

Definicio 3.8. Sendo € (€,t) o funcional definido em e J (&, t) dado
em (3.4)), definimos o funcional linear H (€,t), por:
H(&t) = (&) +J(&1),V (£1) € R x [0, +00).

Ou ainda,

1/2 [1 + 752}[1 + (7 + p) {52] W (&, t)
1€ (1 + 7',u§2) TRe {zéé}

o (14 7p€2)(1 + p€?) Re {até}
Q103 (1 + 7',u£2)(1 + ,qu) £?Re {ﬂtﬁ} .

H (&, 1)

+ o+ o+

Relembremos que nosso objetivo neste capitulo é provar o resultado

apresentado no Teorema [3.1] ou seja, mostrar que

E(t) < K1 +1t)7 +2¢“E(0), Vt > 0.

61



- 1 7
C K=K W (&, 0 de K >0e(C = ———.
om, |s§1|1<p1 (£,0) onde e 5730 6

Para isso, com o auxilio dos Lemas técnicos apresentados anteriormente
provaremos que o funcional energia W (£, t) possui decaimento exponencial.
Apos, utilizaremos o Teorema [1.48] de Plancherel e técnicas de calculo

para retornar ao funcional E(t) e assim concluir a prova do Teorema (3.1

Vejamos agora dois resultados que irao dar estimativas para —H ()

H (&, 1):

Proposicao 3.9. Seja H (§,t) o funcional dado na Defini¢do [3.8. Entao,
9, 1 R R A2
ZH() < fﬁu+7%%§{u+wﬁﬂmf+&wf+k\}

— (1) (L I ) I

Demonstracao. Com efeito, visto que pela Definigao

H(&,t)=E (&) + J(6,1),V (&) € R x [0,+00),

tem-se que
0 0 s 0
Ou ainda, para todo (§,t) € R x [0, 4+0), do Lema e temos:
0 .
—fH@¢>=:—maﬁ%1+nﬁ%u+uﬁﬂwf

R e
m|—aﬁ(1+n¢%@f
+ arané® (1 + 7pg?) ’9‘2

— [ +7E1+ (r+ ) €7 g

arr€? (14 7u€?) |al* + en€ (1 + 7pu6?) Re {id }
onas (14 71€?) €4 [az — 1] Re {ué}

ar (14 7€) € [7€ + as (1 + pé?)] Re {idg} .
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Dai, aplicando os resultados do Lema obtemos a seguinte estima-

tiva:
%H(g,t) < Hy(§6)+Hs (§,0)+Hs (&, t)+Hy (6,t),V (£,1) € Rx[0,4+00).
Onde,

Hy(&t) = ayas(es+ a3 — 1) + &5 € ||

+ s (e + a3 —1) (74 1) p&t i)

+ ayfag (g — 1) + &6 (T + cop)] T2 ||
Hy(6,1) = oqonler (as—1) —as] (L+7ug) 8 laf,
Hs (&) == o [042 <1 + 0415—1 1) +e3 — 1] (1 —|—Tu§2) £2 0 2,
Hien) = |3 (2 +%2) 1] laf

O e A

i Q 1 1 «
+ =+ =) -1t (r+=2) -1t &Gl

L 4 €5 6 486

Tomando em Hy, Hy, H3 e Hj definidos acima, a; = 1/12, ay = 1/5,
a3 =1/2,e1=e3=1/2,e4=1/4, 5 = 1/21, ecg = 1/24 e lembrando que
T+ /5 < 6/5, para todo (£,t) € R x [0, +00) temos:

1 1 17 5 .
HEEREEIRL

1
5%

1 /1 1 .
<—+——1> (7 + 1) & |y
1

1 1 1 2+6 1~ (2
{3 <§ 1)+ﬂ(7+gﬂ>] T=E [y |

1, 1 i
< _ﬁ£2‘ut‘2_m(1+7)ﬂg4‘ut‘2
12{ 1o+245] Tl

Lo 2
= —ﬁfz\ut‘

H, (£7t) =

1 R 1 R
- JO (1 + T) M§4 ‘Ut‘2 - %TMQfG |Ut|2 .
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Portanto, para todo (§,t) € R X [0, +00),

1

Hy (€,1) < f e |* — 240 (1+7) p* g ~ S0 M 20 g
Ou ainda, para todo (£,t) € R x [0, +00):
1
Hi(§t) < =7 [T+ p€ +rpg +7pPet] € iy
1
= — (1+7u?) € (1 + pu€?) |l (3.12)
Ainda,
11(1/1
a6 = 55 5 (571) ) (e
3
= ﬂ(lJrTMﬁQ) & laf?
<~ (LH ) E10P Y (€,1) € R x [0, +00). (313)
Temos também que,
1 J1 1/2 -1 1 ~|2
Hy(61) = 5 |z (1+ 4/(1/2) ) +§—1] (1+m§2)g2]9)
1[3 2
= 5 _E_ }(14—7‘@52)52‘9‘
< —4i8(1+m52) ¢ éQ,V(f,t) € R x [0,+00). (3.14)
E, por ultimo, sabendo que 7 < 1, para todo (&,t) € R x [0, +00),
temos:
(112 L5
/1 (1/12) 1
¥ (E 2) < / El 4{ 0 1)4 £ |gP
[(1/12
i { 1 (1/21 1/24) }

3
SRE B

g’ 4]

1 1/5 )
o (rag) 1
< —iplit - |+ gou| €1a
S 120 g
< —% (14278 4 p&® + 776 +
_ 1 (1+78) (14 74+ u &)

16
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Entao,

Hy(6,1) < —— (1+7) (1 4+ [r+ 1 €Y 1>, ¥ (&,1) € R x [0, +00).
(3.15)

Portanto, de (3.12),(3.13)), (3.14)) e (3.15)) podemos concluir que:

16 (

S (E) < = (L 7€) € (1+ p€?)
o () €1 - 2 (1) € o]
— 5 (1+7€) (L+[r+ 1€ |a, ¥ (&:8) € R x [0, +00),
Logo,
SHED <~ (L4 7ue) € {(1 + ) [0 + €' af + \9\2}
- 1—16(1+r§2) (L+[7+pu€%)a].
[]

Proposicao 3.10. Seja H (£,t) o funcional dado na Defini¢do tal que
i < 1. Entao,

TE(EN) SH (€0 < EED), ¥ (60) € R x [0,+00)

Demonstragio. Visto que H (€,t) = € (€,t) + J (€, 1), aplicando no mesmo

as estimativas obtidas no Lema [3.7] e reorganizando os seus termos, obtemos

o seguinte:
T(e) <HED)SSED),V(EDERX0,400).  (3.16)

Com,
I (57 t) =1 (57 t) + I (57 t) + I3 (57 t) + 14 (5? t) (317)
S(&,t) =51 (&, t)+ S (&,t) + 55 (&,t) + S4(€,) . (3.18)

Onde, para todo (&,t) € R x [0, 4+00),
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HEn = 50+ {(1+7€) (1t I +u€)
— ajan (1+ T,uﬁz) (262 + a3) } ||

L(&t) = % {(1+7) (7€ + [1 + p&?])

1+ Tpfz) Q103 (1 + MfQ) } ¢! WQ

(1+ 7€) [7€ + (1 — aqanay) (14 pe?)] € al”
Lt = = (14+78) (14 [r+p &) ’ér

~|2
— 1 (1-|—7',u§2 83’7’52‘ ‘

(
1
2
L
2

— oo (1+T,u£ 1-|—u€ ‘ ‘

a1

(1+7¢) [(1+u§ ){ " }+T§2{1—alg3}] ’9’2

Lt = - (1+72) U+ [+ &) 7df

— oy (14 7€) (4e3) "7 |g)

1

5147 {1 e - 2Ll

WV
| = N =

5 (1+48) {(1L+7€) (1+ [+ 4] ©)
s (14 TpE?) [2e2 + ] } [iiy?
(1+7€) (1€ + [1+0€%)

(1 + 7p€%) anasarg (1+ pe?) } €4
(14 7€) (14 [+ ) |4

S (§7t>

_|_

52 (€7t>

_|_

1

S3(€7t) = 5
12
+ 041(1+T,u§2 57{2‘ ‘

2

+ ajam (1+Tu§ 1-|—/L§ (4e9) 1‘9‘

2
< (1 +re) |1+ ug) { 1“2} 752{1+a153}] i
1 61 2
— 5(1+¢§2) _601+ 1&?) + 2] ‘9‘

66



5 (147€) (Lt [+ €) 7laf
oy (1+ 7u€?) (4es) 7 |q)
%(1+7’£2) {1+ [T+u]€2+%}7\d\2

Agora,em I; (£,t) e S; (€,t) com j € {1,2,3,4} pondo oy = 1/12, g =

Si <€7t)

N T

1/5,

a3 =¢e9 =¢e3 = 1/2 e sendo p < 1, temos:

nien) > 3 a+ne) 4 re) fialreue - ok
39

80

1 119
LE) = 5 (1+7E) lr§2+1—20(1+u52)} ¢ af?
119

~12
> g L+ 7E) (L [r+ 4 €)M a

1

BED) = 5 (1+7) [3§<1+u5> —752] i

11
21 |
niet) = 50+ {5+ rae it
11
24

WV

(14 p) (L4 7€) (1+ 7+ u €) ||

2
0

14+ 7€%) (1+ 7+ 4] €)

WV

(1—|—T§ ) (1—|—[7'+,u]§2)7\cj|2

Assim, do que temos acima e por (3.17)) podemos concluir que:

1) = (1+7) (1+[r+p &)

39 119
{30 ()l + et 1al + 5 0] + 3710 |
> ;i(1+75)(1+[7+ﬂ]§2)

~12
{(1 + ) il + €l + 6] + 7 W} -

Portanto,

1€ > 5 (L+ 7€) (L7 +4) 62){(1+u€2) aal? + €4l + \éfwcﬂ?},
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ou ainda,

11

M&ﬂ>%ﬁ@+¢¥ﬂi+h+uh) (1) = (3.19)

Ainda, temos:

S1(60) < 5 (+4e) (147 {144+ 5} laf
41

< g (L4 p€?) (L+7€%) (L4 [r + ] €) )
Sy (€,1) = %(1+T§2) [75 +%(1+u€ )] ¢Hal®
< ;jé<1+ff)<1+wf+4ds%§4mﬁ
Sa(6t) = 5 (L+7€) g1+ + et o]
< ;i (147 (1+[r+p] &) ‘ér
S1(60) = 5 (14 7€) |G+ ue) + 57| ]
< i(r+ﬁd(r+h+um%@f-

Entao, das estimativas acima e de (3.18)) segue que:

S (& < 1+Tf)(1+[7+,u] )
121
{ (1+ k) i+ g€ 1ol + g5 o + 5371}
13

<

3 (1) (Lt [+ 1€
(1 )l + €41l + [of -+ 10 |

DO

Portanto,

(5&-%U+i%O+V+M8ﬁ@+ﬁﬁmﬁ+ﬁw%Wﬁ+7mﬂ,
ou ainda,

S(&,t) < g (1478) (L4 [r+pu] &)W (1) = %é. (3.20)
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Logo, de (3.16)), (3.19)) e (3.20) temos que:

S (147 (L[ + W] €)W (€ 1) < H (1)
< g (L+7€) (L+ [+ pl &) W (&,1). (321)
Ou seja,
SEEN SHEN < EED).
Provando assim o que querfamos. 0

Provados os dois resultados anteriores, buscaremos agora uma relacao
entre H (£,1) e sua derivada parcial em t.

Para isso, afim de simplificar os calculos, fixaremos a seguinte notacao:

2

AE 1) = (1+ ) il + €' a* + o]
B(&t) = (1+76) (1+[r+u &)

e CO=01+78)(1+[r+p&),VE€Re VE>0.

Dai, com a notacao acima definida temos que o funcional € (¢,t) dado

em (3.3)) pode ser reescrito como:

~ 1
E(&1) = SOOAE) +SB(61).V (1) eRx [0, 400).  (322)
E, ainda, podemos definir um funcional & (¢,t) dado por

E(61) = % (14 7ue?) A1) + 1—163 (€.4),V (6,4) € R x [0, 400).
(3.23)

Ora, da forma que temos o funcional & (£, t) anteriormente definido e,

pela Proposicao temos que:

%H (6.4) < —E1(6,4), ¥ (£.1) € R x [0, +00). (3.24)

Com o objetivo de buscarmos tal relacao entre H (€,t) e %H (&,1)

vejamos alguns Lemas:
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Observacao 3.11. Note que, (1 + qu) > 0. Entao, (1+ M§2) +7E% > 762,
ou seja, (1 + [7 + 52) > 1€

Portanto, (1 + 7',u£2) (1 + [7 + p] 52) > (1 + T;LSQ) €%, Ou ainda,
(1 + T,LL£2) TE2
S (1+7p) A+ [r+p&) <(1+78) (L+[r+p&).

Logo,

0< (1+7ug) 78 < C(9).

Lema 3.12. Considerando o funcional g(ﬁ,t) dado em , para todo
(&,t) € R x [0, +00), temos que:
< C
(1+78)EEEL) < T@ [(1+7E) AL L)+ B 1)
Demonstracio. Considerando o funcional € reescrito em , para todo
(&,t) € R x [0, +00) segue que
[(1+7ue?) €] E (1)
= [(1+7u€)§](1+T£)(1+[T+u]€2)A(§,t)
(14 7u”) €] B
{(1+7) L+ [r+p] &) [(1+7pE%) EAE )]
1+78) (1+ 7+ p &) B )}
2 2
L) W i) 0y gy ea e, + B6, )

2
a9

= - [(1+7&) eAE D+ B(&1)].

I\ll\DI>—l_|_

_|_

<

—~ DN~ D

Provando assim o que queriamos. ]

Lema 3.13. Sendo &, o funcional definido em (3.23)) temos:
TE(E) = [(1+78) EA(Et) + B(&,1)] .V (&1) € R x [0, +00).

L (1+7ug?) CAE )+

Demonstracio. De fato, segue de (3.23) que & (€,1) = o

1

1_63 (&, 1).
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Dai, para todo (£,t) € R x [0, +00)

60 > 5 (1+70E) CAE D) + 7B (D)

7!
= S+ @AEn+BEn],  (32)
ou seja, 71& (6,1) = (1+ 7€) EA(E,t) + B(&,1), para todo (&,1) € R x
[0, +00) Como queriamos provar. O

3.4 Decaimento Exponencial da Energia Total

Nesta se¢ao provaremos que a energia total W (£, 1), definida em (3.2)) possui
um decaimento exponencial. Antes, porém, com os resultados obtidos nos

Lemas da secao anterior, poderemos provar o seguinte resultado preliminar:

Teorema 3.14. Se H (£,t) € o funcional definido em (3.8)). Entao,

1 (1+7pg?) &
2730 C(¢)

Demonstracao. Dos Lemas |3.12| e [3.13| temos que:

%H (€.6)+ H (€,1) <0,V (£,1) € Rx [0, +00). (3.26)

)

(L+ 7€) €E(6 1) < — 2 [(L+76) CAE) + B(&.1)]
< 7!02(5)51 (€,1),V (£,1) € R x [0, 4+00)(3.27)
Ou seja,
(et <2 (Lt 71E) € (6,4),V (£,8) ER x [0, 400).  (3.28)

C(©)
Ainda, usando a estimativa obtida em (3.10]) e a relacao entre os fun-
cionais & (&,1) e £ (€,t) dadas em (3.28), temos que:

24 (1 + T,uf'Q) &2
- TH3C(6)

Portanto, de ([3.24)) e por (3.29)) segue que:

1 (1+7p?) &
2730 C(§)

~& (&) <

H(E), V(1) ERx [0, +00).  (3.29)

%H(g,t)g H(&,t),V (£,t) € Rx [0, 400).
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Logo,

1 (1 + TM€2) £2

0 oy 6N <0V (61 ER[D,+o0). (330)

0
[]

Com isto, vamos mostrar que o funcional W (&, t) possui decaimento

exponencial:

Teorema 3.15. A energia total W (€,t) definida em (3.2) possui decaimento

exponencial dado por
13— shontct
W (&, t) < T7° PSP (E,0),V (€,1) € R x [0, +00).

- (1+7ug?) €
Onde, p(&) = Trey A+ r 1)

Demonstra¢ao. Podemos olhar a desigualdade ({3.26)) obtida no Teorema [3.14]

como uma Equacdao Diferencial Ordindria Linear de Primeira Ordem cujo

fator integrante é
B & t) = e com

(1 + T,uf2) €2
C(§)
Com isto e de (3.30),para todo (£,t) € R x [0, +00) temos:

p(€) =

SN HEn] = SHEN T p@OHED <O (33

Mas integrando em [0, +o00) e aplicando o Teorema Fundamental do

Cllculo, temos:

/Ot {%[5 (£7t)H(§7t)]}dS = ﬁ(f,t)H(ﬁ,t) —ﬁ(f,O)H(f,O)
= BENH(EN - HED). (332

Logo, segue de (3.31)) e (3.32) que:

B(& 1) H (&,1) — H(£0) <0,V (1) € Rx0,+00).
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Ou ainda,

H(&,1) < [B(EH)] T H(E0),V(£,t) € R x [0, +00). (3.33)

Assim, observando ([3.21)) e (3.33]) temos que devido a (3.21]) temos que

H(&,0) < g (1+ 7'£2) (1+ [T+ ] 52) W (£,0) , podemos concluir que,

para todo (£,t) € R x [0, +00), vale:

;11 (1+7€%) (1+[r+ &) W ()
S ;i (1+78) (14 [r + 1) [B (& 0] W (£,0).
Logo,
1 (142 re?
(f t) 1? [2730 <1+T§2>(1+[T+H]f2)t‘| |4 (f, 0) , i (f, t) cER x [07 —|-OO).
Ou seja,

W (€,1) < DO (€0, (£,1) € R x [0, +00)

]

Com o Teorema acima provamos que a energia total associada ao sis-

tema ((3.1)) possui decaimento exponencial.

3.5 Relacao Entre W (£,t) e E ()

O que sera feito agora é através do Teorema de Plancherel relacionar o funci-
onal W (£, t) com o operador E(t) definido no Teorema e apos, usando
o resultado obtido no Teorema mostraremos que F(t) possui também

um decaimento.

Consideremos entao o préoximo resultado:

Proposigao 3.16. Sendo E(t) o funcional definido no Teorema e
W (&, t) dado em (3.8)), temos:

1
§/RW(g,t)dg — B(), V>0,
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Demonstracao. De fato, visto que
[wienas = [ |a+nelaf+eap+ |of +T\q\]

_ /\ut\ dé+u/!€ut| d€+/|
n /R‘e‘ d§+T/R!c§| d¢.

Assim, aplicando em (3.34) o (1.49) do Teorema de Plancherel temos

/W(g,t)dg — /ufdx+u/ufxdx+/u§xdm
R R R R
+ /Qde—i—T/Qde.
R R

/W({,t)déz/ [uj + puf, + w2, + 0% + 7¢%] dz.
R R

(3.34)

Ou seja,

Logo,
/ W (&,t)dE = 2E(t), YVt > 0.
R

3.6 Prova do Teorema

Antes de seguirmos buscando elementos que provarao o resultado principal
deste capitulo, enunciamos o préximo Lema. O mesmo nao tera suas justi-

ficativas aqui apresentadas, mas sua prova pode ser encontrada em Horbach

(2016).

Lema 3.17. Sejam k > —n, 9 > 0 e C > 0. Entao existe wma constante
K > 0 dependendo de n tal que

/| | el gl de < K(1+1)7",
¢l<1

para todo t > 0.

74



Entao, finalmente, mostremos o Teorema principal deste capitulo o

qual diz que:

Para cada Zy = {ug,u1,00,q} € D = H*(R) x H*(R) x H'(R) x
H'(R), seja Z = {u,u,0,q} asolucio do ([6)-(7) obtida no Teorema .
Entao, a energia total associada a @—

1
E(t) = 5/ [u; + pug, +usy, + 0%+ 7¢°] do
R
satisfaz
E(t) < K1 +1t)7 +2¢“E(0), Vt > 0.
Com C = = "¢ i ¢ tante positi
om = —— € € ullla constante positiva.
2730 6 b

Demonstragao. [Do Teorema (3.1| Inicialmente lembrando que pelo Teo-
rema

W (1) < %—WWW (€,0),V (£,1) € R x [0, +00),
com, p(€) = [(1+ 7€) €] / [(1+ 7€) (1 + [ + 1)),

1
Ainda, pela Proposicao |3.16 5/ W (&,t)de = E(t), Vt > 0.
R

Assim,

1 1
B(f) < 5 / e~ (€,0) €, Vt > 0. (3.35)
R

O que faremos agora ¢ dividir o restante da prova em duas partes. Pri-
meiramente avaliaremos a integral em (]3.35)) para regiao de baixa frequéncia,
isto é, para |£| < 1. Apos, faremos uma estimativa na regiao de altas frequén-
cias, ou seja, em |£| > 1.

Com isto, juntando as duas partes teremos uma estimativa para E(t),

provando assim o que queremos.
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Entao, considerando p < 1,7 < 1 e €] < 1, notemos que

(1+78) (14 [7+ u) &) <6, dai ! 51

(L+7) (L+[r+p]€?) 6
Ainda, (1 + T,u£2) €2 > €% Portanto,

p(&) = %62, ou ainda, — p(&) < —% 2, (3.36)
Assim, usando ([3.36)) segue que
[ oW e < [ e EOw o)
€l<1

1€]<1

< sup W (£, 0) /|§ e‘ﬁ%f%d&’, vVt > 0.
<1

€I<1
Ou seja,
[ e g ode < sw v eo) [ emniag vz o
fl<1 <1 <1
(3.37)
L Lema [3.17 tomando k = 0.n = 1.0 = 2 ¢ ¢ = — ¥
020, Nno . omando = n — = (& = —— €
g Y ) ) 2730 6 )

assim, o aplicando no lado direito da inequacgao (3.37)), obtemos que existe

K := K(n) > 0 tal que:

/ e~ 7O (£,0)de < K(1+1)7%, ¥t > 0. (3.38)
gl
Onde,
K = K sup W (£,0). (3.39)
€|<1

Consideremos, agora, 4 < 1,7 < 1 e [£] > 1 teremos:
(L+78) A+ [r+pl€) = L+(r+p)&+7+7[r+p)¢
< @+ p+T[r+p) <6

Dai, p(§) > %, ou ainda, —p(§) < —%. Disto obtemos o seguinte:

/ e~ PO (¢,0)dE < / "W (£,0) d¢
€>1 €11

= e ¢ W (€,0)d¢
§1>1
_ 1 7w
< Ot - e
e /RW(QO) d¢, onde C 5730 6
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1
Mas pela Proposicao 5/ W (£,0)d¢ = E(0). Entao, disto e da
R

estimativa anterior concluimos que:

/ TP O (€,0) dé < 2¢-C1E(0), Vit > 0. (3.40)
g1

Ora,

13 1 13 1

— | e m?OY (£,0)de = — / tem O (¢,0)de

22 Jr 22 [ig<a

T / e~ PO (£,0) de| , Vi > (3.41)
€[>1

Portanto, de (3.38)), (3.40) e (3.41) segue que:

13 , i
> e~ mP Y (€,0)de < K(1+1t)"“"E(0), Vt > 0.
R

Logo, da estimativa obtida acima e de (3.35)) concluimos que
E(t) < K1 +1t)7 +2¢“E(0), Vt > 0.

Concluindo, assim, a prova deste teorema. ]
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Conclusao e Consideracoes Finais

Ao final desse trabalho podemos destacar alguns pontos relevantes,
tals como para a busca de solucao do sistema @— num espaco adequado

e taxa de decaimento para a energia total associada a tal sistema.

O capitulo 1, referente aos resultados preliminares, foi de extrema im-
portancia pois neste estava todo o embasamento para o prosseguimento desse
trabalho. Em enfase estao os teoremas de Lax-Milgran e de Lumer-Phillips
os quais foram fundamentais para conseguirmos a existéncia e unicidade do
sistema em questao.

No capitulo 2 determinamos a existéncia e unicidade de solucao do mo-
delo considerado. Encontramos, também, o espaco adequado onde tal solucao
se encontra. Nao somente os teoremas de Laz-Milgran e de Lumer-Phillips
foram importantes para obtermos tais resultados mas também tiveram ex-
trema importancia a teoria de Semigrupos a qual estd apresentada em Pazy
(2012).

Por ltimo, no capitulo 3, ja tendo-se determinada a existéncia e unici-
dade da solucao do modelo @—, baseado na técnica encontrada em Racke
and Ueda, (2016)), foi feito um estudo para determinar o comportamento as-
sintotico da solucao em um caso particular. Aqui, destacamos a importancia
da teoria de Fourier, em particular, a Transformada de Fourier e suas pro-
priedades, assim como o teorema de Plancherel, para a obtencao da taxa de

decaimento para a energia total associada ao modelo abordado.

Para trabalhos futuros, destacamos o estudo do comportamento assin-

totico do modelo @— para os casos que aqui nao estudamos, alguns dos



quais uma parte sao abordados por Racke and Uedal (2016). Mais precisa-
mente, no decaimento, considerar 1 > 1 e ainda § # 1 e k # 1. Salientamos

também podemos estudar o modelo @— em R" paran > 1.

Por fim, destacamos que apesar das dificuldades encontradas, o que se é
esperado, este trabalho serviu de grande aprendizado permitindo o estudo de
diversos conceitos, por exemplo, teoria de Fourier, Distribuicoes e Semigrupos

entre outros, possibilitando o uso dos mesmos em trabalhos futuros.
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