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RESUMO
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EXISTÊNCIA, UNICIDADE E ESTABILIDADE DE SOLUÇÃO

PARA UM PROBLEMA TERMOELÁSTICO HIPERBÓLICO
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AUTOR: Christian Róger Vilela Pieper

ORIENTADORA: Celene Buriol
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Consideremos o Problema de Cauchy que descreve a dinâmica de vi-

brações de vigas linear em R sujeitas a efeitos térmicos modelados pela lei

de Cattaneo.

Concentraremos nossa atenção na obtenção de existência e unicidade

de solução e na análise do comportamento assintótico de tal solução.

Na primeira parte provaremos a existência e unicidade de soluções para

o modelo termoelástico
utt + uxxxx − µuxxtt + δθxx = 0, em R× [0,+∞)

θt + kqx − δuxxt = 0, em R× [0,+∞)

τqt + q + kθx = 0, em R× [0,+∞)

.

Com condições iniciais u(x, 0) = u0(x);ut(x, 0) = u1(x); θ(x, 0) = θ0(x);

q(x, 0) = q0(x).

Na segunda parte encontramos uma taxa de decaimento para a energia

total

E(t) =
1

2

∫
R

[
u2
t + µu2

tx + u2
xx + θ2 + τq2

]
dx

associada ao modelo descrito acima.

Palavras Chave: Existência e unicidade de solução, Comportamento

assintótico, Modelo termoelástico, Lei de Cattaneo.



ABSTRACT

Dissertation

Graduate Program in Mathematics

Federal University of Santa Maria

EXISTENCE, UNICITY AND STABILITY TO SOLUTION

FOR A HYPERBOLIC THERMOELASTIC PROBLEM WITH

DOMAIN NOT LIMITED TO R

AUTHOR: Christian Róger Vilela Pieper

ADVISOR: Celene Buriol

Consider the Cauchy Problem which describes the dynamics of linear

rafters vibrations in R subjected to thermal e�ects modeled by the Cattaneo

law.

We will focus our attention on obtaining the existence and uniqueness

of the solution and analyzing the asymptotic behavior of such a solution.

In the �rst part we will prove the existence and uniqueness of solutions

for the thermoelastic model.
utt + uxxxx − µuxxtt + δθxx = 0, em R× [0,+∞)

θt + kqx − δuxxt = 0, em R× [0,+∞)

τqt + q + kθx = 0, em R× [0,+∞)

.

With initial conditions u(x, 0) = u0(x);ut(x, 0) = u1(x); θ(x, 0) = θ0(x);

q(x, 0) = q0(x).

In the second part we �nd a decay rate for total energy

E(t) =
1

2

∫
R

[
u2
t + µu2

tx + u2
xx + θ2 + τq2

]
dx

associated with the model described above.

Keywords: Existence and uniqueness of solution, Asymptotic beha-

vior, Thermoelastic model, Cattaneo law.
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Introdução

Atualmente, encontram-se na literatura vários artigos indicando a im-

portância de se estudar modelos de evolução descrito por Equações Diferen-

ciais Parciais em domínios não limitados. Dentre eles citamos Buriol and

Menzala (2006), Da Luz and Charao (2009) e Racke and Ueda (2016) e suas

respectivas referências.

Em Buriol and Menzala (2006) os autores consideram o modelo quase-

linear utt + ∆2u+ u−M
(∫

Rn
|5u|2 dx

)
∆u = 0, em Rn × [0,+∞)

u(x, 0) = u0(x); ut(x, 0) = u1(x), para x ∈ Rn

(1)

onde M é uma função real não decrescente satisfazendo

M ∈ C1
(
R+
)
e M(s),M ′(s) > 0, ∀s > 0.

Para n = 2 a função u = u (x, t) representa o deslocamento transversal

de uma placa ocupando o domínio Ω = R2, já para n = 1 o mesmo modela,

por exemplo, o deslocamento de uma viga com domínio Ω = R.
Usando multiplicadores foi mostrado que a solução u do modelo (1)

satisfaz as seguintes propriedades∫
Ω

u2 dx→ 0 quando t→ +∞, se n > 6

e ∫
Ω

|5u|2 dx→ 0 quando t→ +∞, se n > 5,

onde Ω é uma região qualquer limitada do Rn. Ressalta-se aqui, que o modelo

(1) é conservativo.



Da Luz and Charao (2009) consideram o problema dissipativo{
utt − γ∆utt + ∆2u+ ut = f (ut) , x ∈ Rn, t > 0

u(0, x) = u0(x);ut(0, x) = u1(x), x ∈ Rn
(2)

onde γ é constante e f(ut) é um termo não linear da forma |ut|p.
Usando teoria de multiplicadores, os autores provaram que a energia

total associada a (2), dada por

E(t) =
1

2

∫
Rn

[
u2
t + |5u|2 + |∆ut|2

]
dx

satisfaz E(t) 6 cI0 (1 + t)−1.

Para tal taxa de decaimento foi considerado I0 < δ, δ > 0, onde

I0 = ‖u0‖2
H3(Rn) + ‖u1‖2

H2(Rn). O qual, na terminologia matemática, signi�ca

que foram tomados dados iniciais pequenos.

Nesse trabalho consideraremos a equação de placas utt − µuxxtt +

uxxxx, µ > 0, submetida a efeitos térmicos. No que diz respeito aos efeitos

térmicos, a teoria clássica de Fourier para a propagação do calor apresenta

uma controvérsia pois admite propagação térmica com velocidade in�nita, o

qual não é o mais adequado para representar vários fenômenos físicos (mais

detalhes em Chandrasekharaiah (1998)).

Para contornar essa questão, uma alternativa é substituir a equação do

calor parabólico (modelada pela lei de Fourier) por uma equação do trans-

porte do calor que seja hiperbólica, o que pressupõe velocidade �nita de pro-

pagação. Neste sentido, escolhemos a lei de Cattaneo, ver Cattaneo (1948),

para representar a condução do calor no lugar da lei de Fourier.

A seguir daremos uma ideia da construção do modelo de Cattaneo:

É sabido da lei de Fourier que o �uxo de calor q é proporcional ao de-

rivada primeira da temperatura. Sendo assim, seja θ = θ (p, t) (temperatura

em ponto no instante t); portanto

q + kθx = 0 (3)
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onde k > 0 representa a condutividade térmica.

Se usarmos a lei de Fourier, teremos:

ρc θt + qx = 0 (4)

onde ρ > 0 é a densidade de massa e c > 0 denota o calor especí�co por

unidade de massa.

Substituindo (3) em (4) temos

θt −
k

ρc
θx = 0,

que é a equação clássica do calor.

Se considerarmos a lei de Cattaneo usaremos no lugar de (3) a equação

αqt + q + kθx = 0 (5)

onde α > 0 é uma propriedade termoelástica do material.

Derivando (4) em relação a t e (5) em relação a x e substituindo uma

na outra obtemos:

αθtt + θt −
k

ρc
θx = 0

que é uma equação do tipo hiperbólica e com isso temos velocidade �nita de

propagação.

Levando em conta a discussão anterior onde as constantes τ = α e k

estão de�nidas em (5) e (3), respectivamente, consideremos o modelo
utt + uxxxx − µuxxtt + δθxx = 0, em R× [0,+∞)

θt + kqx − δuxxt = 0, em R× [0,+∞)

τqt + q + kθx = 0, em R× [0,+∞)

(6)

onde u = u (x, t) , θ = θ (x, t) , q = q (x, t) são funções que representam o

deslocamento transversal e a temperatura conforme mencionados respectiva-

mente em (1), (3) e (5).

Acrescentamos ao modelo (6) as condições iniciais

u(x, 0) = u0(x);ut(x, 0) = u1(x); θ(x, 0) = θ0(x); q(x, 0) = q0(x). (7)

15



Nesse trabalho utilizando a teoria de Semi-Grupos de operadores line-

ares obtemos a existência e unicidade de solução para o modelo (6)-(7).

Além disso, usando a técnica considerada em Racke and Ueda (2016)

mostramos que a energia total

E(t) =
1

2

∫
R

[
u2
t + µu2

tx + u2
xx + θ2 + τq2

]
dx (8)

associada ao modelo (6)-(7) possui a seguinte taxa de decaimento:

E(t) 6 K̃(1 + t)−
1
2 + 2e−CtE(0), ∀t > 0

onde K̃ é dado em (3.39) e C =
1

2730

τµ

6
.

Este trabalho é organizado da seguinte forma:

No capítulo 1, introduzimos as notações, principais de�nições, pro-

posições e teoremas da Teoria das Distribuições, Espaços de Sobolev e de

Semigrupos de Operadores Lineares.

No capítulo 2 é feita a transformação do sistema (6)-(7) para a forma

matricial, obtendo-se um problema abstrato, possibilitando a utilização da

teoria de semigrupos para mostrar a existência e unicidade de solução.

Por último, no capítulo 3 é provado o decaimento da energia total asso-

ciada ao sistema (6)-(7). Para isso, utilizaremos um funcional de Lyapunov

adequado que é obtido através da pertubação da energia.

Na conclusão apresentamos algumas possibilidades para trabalhos fu-

turos.
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Capítulo 1

Notação e Resultados Preliminares

Neste capítulo apresentaremos os principais conceitos e resultados que serão

utilizados no decorrer do trabalho. Em muitos casos as demonstrações serão

omitidas por se tratar de resultados conhecidos, mas citaremos as referências

de onde estes, junto com as suas demonstrações, se encontram.

1.1 Notação

1. |·| - valor absoluto ou norma.

2. 〈·, ·〉 = 〈·, ·〉L2(R) - produto interno em L2(R).

3. ‖ · ‖ = ‖ · ‖L2(R) - norma em L2(R).

4. L1
loc(R) - espaço das funções localmente integráveis.

5. C (R+;K) - espaço das funções contínuas de R+ em K.

6. C ((0,+∞);K) - espaço das funções contínuas e derivadas contínuas de

(0,+∞) em K.

7. K′ - dual do espaço K.

8. f̂ representa a transformada de Fourier da função f .

17



1.2 De�nições e Resultados de Análise

Nessa seção introduziremos de�nições e resultados preliminares que embasa-

rão os resultados apresentados nas seções seguintes:

De�nição 1.1. Dado um espaço vetorial H sobre o corpo K (K = R ouC),

uma função ‖ · ‖ : H −→ K é chamada norma se, satisfaz as seguintes

propriedades: ∀x, y ∈ H e ∀α ∈ K,

i) ‖x‖ > 0 e ‖x‖ = 0⇔ x = 0;

ii) ‖αx‖ = |α|‖x‖;

iii) ‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖.

De�nição 1.2. Seja H um espaço vetorial normado. Diz-se que H é com-

pleto, se toda sequência de Cauchy em H é convergente.

Um espaço vetorial normado completo com a métrica induzida pela

norma é chamado espaço de Banach.

De�nição 1.3. Seja H um espaço vetorial sobre o corpo K (K = R ouC).

Um produto interno em H é uma aplicação 〈·, ·〉H : H×H −→ K que

satisfaz as seguintes propriedades: para todo x, y, z ∈ H e α ∈ K, tem-se

i) 〈x+ y, z〉H = 〈x, z〉H + 〈y, z〉H;

ii) 〈αx, y〉H = α 〈x, y〉H;

iii) 〈x, y〉H = 〈y, x〉H;

iv) 〈x, x〉H > 0 e 〈x, x〉H = 0⇔ x = 0.

De�nição 1.4. Dizemos que um espaço vetorial H munido com um pro-

duto interno 〈·, ·〉H é um Espaço de Hilbert se H for completo com a norma

induzida pelo produto interno.
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De�nição 1.5. Uma aplicação linear T : X −→ Y, entre espaços de Banach
X e Y, é uma imersão isométrica se ‖T (x)‖Y = ‖x‖X, ∀x ∈ X.

Uma imersão isométrica sobrejetiva T é dita um isomor�smo isomé-

trico ou simplesmente isometria.

De�nição 1.6. Seja H um espaço vetorial real. Uma aplicação a : H×H −→
R é chamada forma bilinear se satisfaz, para todo u, u1, u2, v, v1, v2 ∈ H e

para todo λ ∈ R

i) a (λu1 + u2, v) = λa (u1, v) + a (u2, v);

ii) a (u, λv1 + v2) = λa (u, v1) + a (u, v2).

De�nição 1.7. Uma forma bilinear a : H × H → R, onde H é um espaço

de Hilbert é dita

i) contínua se existe constante C0 > 0 tal que

|a (u, v)| 6 C0‖u‖H‖v‖H, ∀u, v ∈ H; (1.1)

ii) coerciva se existe constante C1 > 0 tal que

a (u, u) > C1‖u‖2
H, ∀u ∈ H. (1.2)

Teorema 1.8 (Lax-Milgran). Seja H um espaço de Hilbert real e a : H×H→
R uma forma bilinear contínua e coerciva sobre H. Se f ∈ H′ onde H′ denota
o dual de H, então existe um único u ∈ H tal que

a (u, v) = f(v), ∀v ∈ H.

Demonstração. Encontra-se em Kreyszig (1978).

De�nição 1.9. Seja p um número real tal que 1 6 p < +∞ e Ω ⊆ Rn

aberto.

Representa-se por Lp(Ω) a classe de equivalência de todas as funções

mensuráveis u, de�nidas em Ω tais que |u|p é integrável no sentido de Les-

begue, isto é,

Lp(Ω) =

{
u : Ω −→ R;u é mensurável e

∫
Ω

|u|pdx < +∞
}
.
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Lema 1.10. Seja 1 6 p < +∞. O espaço Lp(Ω) é um espaço vetorial real.

Além disso, a função

‖u‖p = ‖u‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u|pdx

)1/p

,

de�ne uma norma em Lp(Ω), que torna o mesmo um espaço de Banach.

Demonstração. Encontra-se em Brezis (2010).

Lema 1.11. O espaço L2(Ω) é um espaço de Hilbert, munido com o produto

interno

〈u, v〉 = 〈u, v〉L2(Ω) =

∫
Ω

uvdx, ∀u, v ∈ L2(Ω),

e a respectiva norma

‖u‖ = ‖u‖L2(Ω) =

(∫
Ω

u2 dx

)1/2

, ∀u ∈ L2(Ω).

Demonstração. Encontra-se em Brezis (2010).

Proposição 1.12 (Desigualdade de Young). Sejam a e b números reais não

negativos.

Se 1 < p < +∞ e 1 < q < +∞ são tais que p−1 + q−1 = 1, então

ab 6
ap

p
+
bq

q
.

Demonstração. Encontra-se em Medeiros and de Mello (1985).

Corolário 1.13. Se a e b são números reais não negativos e ε > 0, então:

ab 6 εa2 + (4ε)−1b2.

Demonstração. Com efeito, aplicando a Proposição anterior, com p = 2,

a = (2ε)1/2a e b = (2ε)−1/2b, segue o resultado.

Proposição 1.14 (Desigualdade de Hölder). Sejam u ∈ Lp(Ω) e v ∈ Lq(Ω),

onde 1 < p < +∞ e 1 < q < +∞ são tais que p−1 + q−1 = 1. Então

uv ∈ L1(Ω) e tem-se a desigualdade∫
Ω

|uv|dx 6

(∫
Ω

|u|pdx

)1/p

·
(∫

Ω

|v|qdx

)1/q

.

20



Ou ainda, em termos de norma, podemos escrever

‖uv‖1 6 ‖u‖p ·‖v‖q.

Demonstração. Encontra-se em Medeiros and de Mello (1985).

1.3 Espaço das Distribuições

De�nição 1.15. Dada uma função contínua ϕ : Ω ⊆ Rn −→ R, onde Ω é

um aberto, denomina-se suporte de ϕ o conjunto dado por

supp(ϕ) = {x ∈ Ω;ϕ(x) 6= 0}.

Representa-se por C∞0 (Ω) o espaço vetorial das funções de classe C∞

em Ω, com suporte compacto em Ω.

De�nição 1.16. Chama-se de multi-índice qualquer n-upla em Nn, ou seja,

α = (α1, α2, · · · , αn) é multi-índice, se αj ∈ N, j = 1, 2, · · · , n.

De�ne-se |α| =
n∑
1

αj, onde α = (α1, α2, · · · , αn).

De�nição 1.17. Seja x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn e α um multi-índice.

De�ne-se

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 ∂x

α2
2 · · · ∂x

αn
n
.

No caso n = 1 temos, por exemplo, Dα =
∂α

∂xα
, onde α ∈ N.

Assim, o número |α| representa a ordem de derivação, enquanto que

cada coordenada αj representa a quantidade de derivadas na direção de xj

que serão calculadas.

Por exemplo, se α = (0, 0, · · · , 0), o operador derivação será igual ao

operador identidade, isto é, D0u = u, para todo u : Ω ⊆ Rn −→ R, onde Ω

é aberto.
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1.3.1 Convergência em C∞0 (Ω)

Consideremos o espaço vetorial topológico C∞0 (Ω), onde Ω é um subconjunto

aberto do Rn. Diz-se que uma sequência (ϕς)ς∈N de funções em C∞0 (Ω)

converge para ϕ em C∞0 (Ω) quando forem satisfeitas as seguintes condições:

i) Existe K ⊆ Ω tal que

supp(Ω) ⊆ K e supp(ϕς) ⊆ K, ∀ς ∈ N; (1.3)

ii)

Dαϕς → Dαϕ uniformemente em Ω (1.4)

para cada multi-índice α quando ς → +∞.

O espaço vetorial C∞0 (Ω) munido da noção de convergência de�nida

em (1.3) e (1.4), será denotado por D (Ω) e denominado de Espaço das

Funções Testes.

De�nição 1.18. Uma distribuição T é um funcional linear contínuo sobre

D (Ω), isto é, dado uma função ϕ ∈D (Ω) associamos um valor T (ϕ)

de tal modo que sejam satisfeitas as seguintes condições:

i) T (ϕ1 + ϕ2) = T (ϕ1) + T (ϕ2);

ii) Se ϕς → ϕ, então T (ϕς)→ T (ϕ).

O conjunto de todas as distribuições sobre Ω é denotado porD
′
(Ω).

Ou seja,

D
′
(Ω) =

{
D (Ω)→ R;T é linear e contínuo

}
.

Observação 1.19.D
′
(Ω) é dito Espaço das Distribuições sobre Ω.
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1.3.2 Convergência e Derivação emD
′
(Ω)

De�nição 1.20. Diz-se que uma função u : Ω→ R é localmente integrável

em Ω quando u é integrável a Lesbegue em todo compacto K ⊆ Ω. O espaço

das funções localmente integráveis é denotado por L1
loc(Ω), isto é,

u ∈ L1
loc(Ω)⇔

∫
K

|u|dx < +∞,

para todo compacto K ⊆ Ω.

De�nição 1.21. A sequência de distribuições escalares (Tς)ς∈N converge para

a distribuição escalar T emD
′
(Ω) quando

〈Tς , ϕ〉 −→ 〈T, ϕ〉 emR , ∀ϕ ∈D (Ω).

Observação 1.22. Com esta notação de convergência,D
′
(Ω) é um espaço

vetorial topológico e temos a seguinte cadeia de imersões contínuas e densas

D (Ω) ↪→ Lp(Ω) ↪→ L1
loc(Ω) ↪→D ′

(Ω), para 1 6 p < +∞. (1.5)

Mais detalhes sobre (1.5) encontra-se em Medeiros and Miranda (2000).

De�nição 1.23. Dada uma distribuição T sobre Ω e dado um multi-índice

α ∈ Nn, de�nimos a derivada distribucional ou derivada no sentido das

distribuições de ordem α de T como sendo a distribuição

DαT :D (Ω)→ R

ϕ 7→ 〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α| 〈T,Dαϕ〉 . (1.6)

1.4 Espaços de Sobolev

De�nição 1.24. De�nimos por Wm,p(Ω), com m ∈ N e 1 6 p < +∞,

o espaço vetorial de todas as funções u ∈ Lp(Ω) tal que, para todo |α| 6
m, Dαu ∈ Lp(Ω), sendo Dαu a derivada de u no sentido das distribuições,

isto é,

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω); Dαu ∈ Lp(Ω), ∀ α = (α1, α2, · · · , αn) ; |α| 6 m} .

23



Proposição 1.25. Os espaços Wm,p(Ω), com m ∈ N e 1 6 p < +∞,

munido com a norma

‖u‖Wm,p(Ω) =

∑
|α|6m

‖ Dαu‖p
1/p

,

são espaços de Banach.

Demonstração. Encontra-se em Medeiros and Miranda (2000).

Observação 1.26. No caso particular em que p = 2, o espaço Wm,2(Ω) é

um espaço de Hilbert, o qual é denotado por H2 = H2(Ω).

De�nição 1.27. O espaçoWm,p
0 (Ω) é de�nido como sendo o fecho deD (Ω)

em Wm,p(Ω).

De�nição 1.28. O dual topológico Wm,p
0 (Ω) é representado por W−m,p(Ω)

onde

1 6 p < +∞ com p−1 + q−1 = 1.

Observação 1.29. Quando p = 2, Wm,2
0 (Ω) é denotado por H2

0(Ω), e seu

dual é denotado por H−m(Ω).

Observação 1.30. Dos teoremas de imersão, temos que:

H1
0(Ω) ↪→ L2(Ω) =

(
L2(Ω)

)′
↪→ H−1(Ω); (1.7)

Mais detalhes sobre os teoremas de imersão encontramos em Medeiros

and Miranda (2000).

Lema 1.31. O operador
(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

: L2(R)→ H2(R) é limitado.

Demonstração. Devemos mostrar que existe M > 0 tal que:∥∥∥∥∥
(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

f

∥∥∥∥∥
H2(R)

6M‖f‖, para todo f ∈ L2(Ω).
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Consideramos daí a seguinte igualdade

u− uxx = f. (1.8)

Com isto, observemos que se ‖u‖ = 0 a desigualdade acima torna-se

válida. Nota-se que u =

(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

f ∈ H2(Ω). Além disso, multiplicando

(1.8) por u, integrando em R e usando a desigualdade de Hölder, obtemos:∫
R
u2 dx+ µ

∫
R
u2
xdx =

∫
R
fudx 6 ‖f‖‖u‖,

logo

‖u‖2 + µ‖ux‖2 6 ‖f‖‖u‖,

segue daí e do fato de H1(R) ↪→ L2(R), ver Brezis (2010), que

‖u‖2
H1(R) 6 ‖f‖‖u‖ 6M1‖f‖‖u‖H1(R), onde M1 > 0 é tal que ‖u‖ 6M1‖u‖H1(R).

Consequentemente,

‖u‖H1(R) 6M1‖f‖. (1.9)

No entanto, de (1.8), temos ‖uxx‖ 6 ‖f‖ + ‖u‖. Logo, de (1.9) segue
que

‖uxx‖ 6 ‖f‖+M1‖u‖H1(R) 6 ‖f‖+M 2
1‖f‖ 6M‖f‖, onde M = 1 +M 2

1 .

Portanto,

‖u‖H2(R) = ‖uxx‖ 6M‖f‖, (1.10)

onde (1.10) segue do fato de − ∂2

∂x2
: H2(R)→ L2(R) ser uma isometria (veja

Medeiros and Miranda (2000)), e portanto,∥∥∥∥∥
(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

f

∥∥∥∥∥
H2(R)

6M‖f‖.
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1.5 Teoria de Semigrupos de Operadores Lineares

Apresentaremos nessa seção resultados importantes para a obtenção dos re-

sultados do próximo capítulo.

De�nição 1.32. Seja X um espaço de Banach e L(X) a álgebra dos semi-

grupos lineares limitados de X.

Dizemos que uma aplicação T : R+ → L(X) é um semigrupo de ope-

radores lineares limitados de X se:

i) T (0) = I, onde I é o operador identidade de L(X);

ii) T (t+ s) = T (t)T (s), para todo t, s ∈ R+.

De�nição 1.33. Uma família {T (t)}t>0 de operadores lineares num espaço

de Banach X, é chamado semigrupo fortemente contínuo se além de (i) e

(ii) da De�nição 1.32, é satisfeita a seguinte condição:

para todo (x, t) ∈ X×[0,+∞), (x, t)→ T (t)x ∈ X é contínua em cada ponto.

Observação 1.34. Chamamos de semigrupo de classe C0, ou ainda C0-

semigrupo, a um semigrupo fortemente contínuo.

De�nição 1.35. Seja X um espaço de Banach e {T (t)}t>0 um semigrupo de

operadores lineares limitados em X. O operador linear A : DA ⊆ X → X

de�nido em

DA =

{
x ∈ X; lim

t→0+

T (t)x− x
t

existe

}
e dado, para cada x ∈ DA, por:

Ax = lim
t→0+

T (t)x− x
t

é chamado o gerador in�nitesimal de {T (t)}t>0.

De�nição 1.36. Um operador linear A de�nido em um espaço de Hilbert

H, se diz dissipativo se, para todo x ∈ DA,

〈Ax, x〉H 6 0.
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Teorema 1.37 (de Lumer-Phillips). Seja A um operador linear numa espaço

de Hilbert H com domínio DA denso em H. Se A é dissipativo e existe λ0 > 0

talque a imagem de λ0I−A é todo espaço H, isto é, Im(λ0I−A) = H (dito

maximal), então A é gerador in�nitesimal de um C0-semigrupo de contrações

em H.

Demonstração. Encontra-se em Pazy (2012).

Teorema 1.38. Suponha que {T (t)}t>0⊆L(H) é um C0-semigrupo. Então,

existem M > 1 e ω ∈ R tais que ‖T (t)‖L(H) 6Meωt, para todo t > 0.

Demonstração. Encontra-se Pazy (2012).

Teorema 1.39. Seja H um espaço de Banach e seja A o gerador in�nite-

simal de um C0-semigrupo T (t) em H, satisfazendo ‖T (t)‖ 6 Meωt. Se B
é um operador linear limitado em H então A+B é gerador in�nitesimal de

um C0-semigrupo S(t) em H, satisfazendo ‖S(t)‖ 6Me(ω+M‖B‖)t.

Demonstração. Pazy (2012).

O próximo teorema dá uma resposta quanto à possibilidade de se re-

solver o problema abstrato{
d
dtZ = AZ, para todo t > 0

Z(0) = Z0 ∈ H,
(1.11)

onde A : DA ⊆ H→ H é um operador linear num espaço de Banach H.

Antes disso, vejamos a seguinte de�nição:

De�nição 1.40. Dizemos que uma função Z : R+ → H é uma solução

clássica ou solução forte de (1.11) se

Z ∈ C (R+;D(A)) ∩ C1 ([0,∞);H)

e Z satisfaz (1.11).

Teorema 1.41. Assumindo que A é o gerador in�nitesimal de um C0-

semigrupo em H, então a seguinte condição é satisfeita:
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para cada Z0 ∈ D(A), o problema de Cauchy (1.11) possui única solução

clássica Z.

Demonstração. Pazy (2012).

1.6 Transformada de Fourier e o Teorema de Plancherel

Nesta seção iremos apresentar a Transformada de Fourier e algumas pro-

priedades que seguem do mesmo. Iremos também, enunciar o teorema de

Plancherel.

Ainda, apresentaremos alguns resultados para funções complexas.

Os resultados aqui enunciados serão de extrema importância no último

capítulo. Estes, juntamente com as suas justi�cativas, podem ser encontrados

em Cavalcanti and Cavalcanti (2009), Figueiredo (2000), Rivera (1999) e

Yosida (1965).

De�nição 1.42. Uma função f de�nida em Rn é dita ser rapidamente de-

crescente no in�nito se f é in�nitamente diferenciável e

pk(f) = sup
|α|6K

sup
x∈Rn

(1 + ‖x‖2
Rn)

k |(Dαf)(x)| < +∞, ∀k ∈ N.

O espaço das funções rapidamente decrescente no in�nito é denotado

por S(Rn) e este é um espaço vetorial com as operações de soma e produto

por escalar de funções usuais.

No espaço S(Rn), de�nimos a seguinte noção de convergência:

De�nição 1.43. Seja (fς)ς∈N uma sequência em S(Rn).

Dizemos que fς → 0 em S(Rn) quando para todo k ∈ N, pk (fς) → 0

em R.
Ainda, fς → f em S(Rn) se pk (fς − f)→ 0 em R.

As formas lineares de�nidas em S(Rn), contínuas no sentido da con-

vergência de�nida em S(Rn) são denominadas distribuições temperadas.
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O espaço vetorial de todas as distribuições temperadas com a conver-

gência pontual de sequências é representado por S ′(Rn).

De�nição 1.44. Se f ∈ S(Rn) ou f ∈ L1(Rn), então a Transformada de

Fourier de f é dada por:

Ff = f̂(ξ) = f̂ =
1

(2π)n/2

∫
Rn
e−ixξf(x)dx.

Observemos que F está bem de�nida pois∫
Rn
e−ixξf(x)dx 6

∫
Rn

∣∣e−ixξf(x)
∣∣ dx 6

∫
Rn
|f(x)|dx < +∞.

Lema 1.45. Podemos provar que S(Rn) ↪→ L2(Rn).

Proposição 1.46. Se T e S são distribuições temperadas, então:

F(αT + βS) = αFT + βFS, ∀α, β ∈ R.

Proposição 1.47. Se T ∈ S ′(Rn), então:

F(DαT ) = i|α|ξ|α|FT.

O próximo resultado nos diz que a Transformada de FourierF : L2(Rn)→
L2(Rn) é um isomor�smo isométrico:

Teorema 1.48 (de Plancherel). A aplicação F : L2(Rn)→ L2(Rn) satisfaz〈
f̂ , ĝ
〉

= 〈f, g〉 , para todo f, g ∈ L2(Rn).

Do Teorema de Plancherel segue o seguinte resultado:

Corolário 1.49. Para toda função f ∈ L2(Rn) temos ‖f‖ = ‖f̂‖.

Nos dois próximos Lemas, f, g juntamente com as suas Transformadas

de Fourier f̂ , ĝ pertencem a L2(Rn).

Estes resultados, assim como os demais desta seção, como já havíamos

comentado, serão utilizados no capítulo 3.
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Lema 1.50. Se f̂ = f1 + if2, então

∂

∂t

{∣∣∣f̂ ∣∣∣2} = 2Re
{
f̂

¯̂
ft

}
. (1.12)

Demonstração. De fato, como sabemos
∣∣∣f̂ ∣∣∣2 = f 2

1 + f 2
2 assim, basta obser-

varmos que

2Re
{
f̂

¯̂
ft

}
= 2Re {(f1 + if2) (f1t − if2t)}

= 2Re {(f1f1t + f2f2t) + i (f2f1t − f1f2t)}

= 2 (f1f1t + f2f2t)

=
∂

∂t

{
f 2

1 + f 2
2

}
=

∂

∂t

{∣∣∣f̂ ∣∣∣2} .
Lema 1.51. Se f̂ = f1 + if2 e ĝ = g1 + ig2, então

Re
{
f̂ ¯̂g
}

= Re
{
ĝ

¯̂
f
}

(1.13)

e

Re
{
if̂ ¯̂g
}

= −Re
{
iĝ

¯̂
f
}
. (1.14)

Ainda,
∂

∂t

[
Re
{
f̂ ¯̂g
}]

= Re
{
f̂t¯̂g
}

+ Re
{
f̂ ¯̂gt

}
. (1.15)

Demonstração. Com efeito, mostraremos primeiramente a validade de (1.13):

Re
{
f̂ ¯̂g
}

= Re {(f1 + if2) (g1 − ig2)}

= Re {(f1g1 + f2g2) + i (f2g1 − f1g2)}

= Re {(g1f1 + g2f2) + i (g2f1 − g1f2)}

= Re {(g1 + ig2) (f1 − if2)} = Re
{
ĝ

¯̂
f
}
.

Ainda, analisando o lado esquerdo de (1.14), temos:

Re
{
if̂ ¯̂g
}

= Re {i (f1 + if2) (g1 − ig2)}

= Re {i [(f1g1 + f2g2) + i (f2g1 − f1g2)]}

= Re {− (f2g1 − f1g2) + i (f1g1 + f2g2)}

= f1g2 − f2g1. (1.16)
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Agora,

−Re
{
iĝ

¯̂
f
}

= −Re {i (g1 + ig2) (f1 − if2)}

= −Re {i [(g1f1 + g2f2) + i (g2f1 − g1f2)]}

= −Re {− (g2f1 − g1f2) + i (g1f1 + g2f2)}

= g2f1 − g1f2. (1.17)

Portanto de (1.16) e (1.17) segue a validade da igualdade (1.14).

Por �m, mostremos a última igualdade:

Por um lado, temos

Re
{
f̂t¯̂g
}

+ Re
{
f̂ ¯̂gt

}
= Re {(f1t + if2t) (g1 − ig2)}

+ Re {(f1 + if2) (g1t − ig2t)}

= Re {(f1tg1 + f2tg2) + i (f2tg1 − f1tg2)}

+ Re {(f1g1t + f2g2t) + i (f2g1t − f1g2t)}

= f1tg1 + f2tg2 + f1g1t + f2g2t. (1.18)

E por outro lado,

∂

∂t
Re
{
f̂ ¯̂g
}

=
∂

∂t
Re {(f1g1 + f2g2) + i (f2g1 − f1g2)}

=
∂

∂t
(f1g1 + f2g2) =

∂

∂t
(f1g1) +

∂

∂t
(f2g2)

= f1tg1 + f1g1t + f2tg2 + +f2g2t. (1.19)

Logo, de (1.18) e (1.19) segue (1.15).
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Capítulo 2

Existência e Unicidade de Solução

2.1 Introdução e o Problema Principal

Neste capítulo vamos obter a existência e unicidade de solução para o

modelo (6)-(7), apresentado na introdução:


utt + uxxxx − µuxxtt + δθxx = 0, ∀ (x, t) ∈ R× [0,+∞)

θt + kqx − δuxxt = 0, ∀ (x, t) ∈ R× [0,+∞)

τqt + q + kθx = 0, ∀ (x, t) ∈ R× [0,+∞)

u (x, 0) = u0(x), ut (x, 0)u1(x), θ (x, 0) = θ0(x), q (x, 0) = q0(x), ∀x ∈ R
(2.1)

onde µ, δ, k e τ são constantes positivas dadas e u := u (x, t), θ := θ (x, t) e

q := q (x, t), com x ∈ R e t ∈ [0.+∞).

No que segue, vamos descrever o procedimento que será usado para

provar a existência e unicidade do problema de valor inicial (PVI) (2.1)

acima:

Primeiramente aplicaremos uma mudança de variável adequada em

(2.1) com o objetivo de reescrevê-lo na forma{
d
dtZ = (A+ B)Z

Z(0) = Z0

,

onde A e B são operadores lineares de�nidos num certo espaço de Hilbert H,
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o qual será descrito posteriormente.

Após, a �m de utilizar o Teorema 1.37 (de Lumer-Phillips), provare-

mos que o operador A é dissipativo e maximal. Ainda, será provado que B é

um operador linear limitado em H.

Por �m, de posse dos resultados acima descritos e fazendo uso da teoria

de Distribuições e Semi-Grupos será possível provar o seguinte resultado:

Teorema 2.1. O Problema de Cauchy descrito em (2.1) possui única solução

Z = {u, v, θ, q}. Isto é, existe único

Z ∈ C (R+;D) ∩ C1 ([0,∞);H)

que seja solução de (2.1), onde D := H3(R)×H2(R)×H1(R)×H1(R).

2.2 Resultados Preliminares

Considerando a mudança de variável v = ut e aplicando uma pertubação u

na primeira equação de (2.1), para quaisquer (x, t) ∈ R× [0,+∞), podemos

reescrever tal PVI como

ut = v

vt +
(
I − µ ∂2

∂x2

)−1

(uxxxx + u) + δ
(
I − µ ∂2

∂x2

)−1

θxx =
(
I − µ ∂2

∂x2

)−1

u

θt + kqx − δvxx = 0

qt + τ−1q + τ−1kθx = 0

, (2.2)

com condições iniciais dadas por
u(0, x) = u0(x),

v(0, x) = v0(x),

θ(0, x) = θ0(x),

q(0, x) = q0(x).

Observação 2.2. Note que a forma na qual o PVI (2.1) foi reescrito está

bem posto já que o operador
(
I − µ ∂

2

∂x2

)
é um isomor�smo (veja Medeiros

and Miranda (2000)) portanto,
(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

existe.

33



Feito isto, ponhamos Z(x, t) :=Z=[u v θ q]T e

Z0(x) :=Z0 = [u0(x) v0(x) θ0(x) q0(x)]T , para todo x ∈ R e todo t > 0. E,

além disso, sejam A e B duas matrizes dadas por:

A =


0 I 0 0

−
(
I − µ ∂2

∂x2

)−1(
∂4

∂x4 + I
)

0 −δ
(
I − µ ∂2

∂x2

)−1

0

0 δ ∂2

∂x2 0 −k ∂
∂x

0 0 −τ−1k ∂
∂x −τ−1I

 (2.3)

e

B =


0(

I − µ ∂2

∂x2

)−1

0

0

 . (2.4)

Com o que temos em (2.3) e (2.4) podemos reescrever (2.2) como:{
d
dtZ = (A+B)Z, ∀ (x, t) ∈ R× [0,+∞)

Z(x, 0) = Z0, ∀x ∈ R
. (2.5)

Antes de de�nirmos os operadores lineares A e B, os quais foram cita-

dos no início deste capítulo, tratemos de exibir o espaço H que estes estarão

de�nidos, assim como o produto interno e norma em H.

Seja assim, H o espaço dado por

H = H2(R)×H1(R)× L2(R)× L2(R). (2.6)

Em H de�nimos a forma bilinear 〈·, ·〉H : H × H −→ R onde para

quaisquer Z1 = [u1 v1 θ1 q1]
T , Z2 = [u2 v2 θ2 q2]

T pertencentes a H, temos:

〈Z1, Z2〉H = 〈u1, u2〉+〈u1xx, u2xx〉+〈v1, v2〉+µ 〈v1x, v2x〉+〈θ1, θ2〉+τ 〈q1, q2〉 ,
(2.7)

onde 〈·, ·〉 é o produto interno do L2(R) de�nido no Lema 1.11.

34



Observação 2.3. Note que a forma bilinear 〈·, ·〉H : H×H −→ R de�nida

acima é um produto interno de H.

Proposição 2.4. Tem-se que H dado em (2.6) é um Espaço de Hilbert com

o produto interno de�nido em (2.7).

Demonstração. Ora, como Hp(R) para p > 1 é um espaço de Hilbert.

Logo, como o produto cartesiano �nito de espaços de Hilbert e o L2(R),

são espaços de Hilbert, segue que H de�nido em (2.6) também o é.

Ainda, em H de�nimos a norma abaixo:

‖Z‖2
H = ‖u‖2 + ‖uxx‖2 + ‖v‖2 + µ‖vx‖2 + ‖θ‖2 + τ‖q‖2, ∀Z ∈ H (2.8)

à qual é induzida pelo produto interno (2.7).

Agora, seja D ⊆ H dado por

D =
{

[u v θ q]T ∈ H;u ∈ H3(R), v ∈ H2(R), θ ∈ H1(R) e q ∈ H1(R)
}
,

ou ainda,

D = H3(R)×H2(R)×H1(R)×H1(R). (2.9)

Assim, em D de�nimos o operador A : D ⊆ H −→ H o qual para

qualquer Z ∈ D é dado por:

AZ =


v

−
(
I − µ ∂2

∂x2

)−1

uxxxx −
(
I − µ ∂2

∂x2

)−1

u− δ
(
I − µ ∂2

∂x2

)−1

θxx

δvxx − kqx
−τ−1q − τ−1kθx

 . (2.10)

Queremos de�nir também o operador B : D ⊆ H −→ H, onde

BZ =


0(

I − µ ∂2

∂x2

)−1

u

0

0

 , ∀Z ∈ D. (2.11)
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Observação 2.5. Note que, de (2.3)-(2.4) e (2.10)-(2.11), segue que

(A+B)Z = AZ + BZ, para todo Z ∈ D.

No que se segue, provaremos que o operador linearA de�nido em (2.10)

está nas hipóteses do teorema de Lumer-Phillips, isto é, iremos mostrar que

A é dissipativo e maximal. Mas, inicialmente vejamos alguns Lemas técnicos

que irão auxiliar na prova destes resultados.

Lema 2.6. Para quaisquer f, g ∈ H, vale∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

f

][(
I − µ ∂

2

∂x2

)
g

]
dx =

∫
R

(fg) dx.

Demonstração. Sejam f, g duas aplicações quaisquer de H. Daí∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

f

][(
I − µ ∂

2

∂x2

)
g

]
dx

=

∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

f

][
g − µ ∂

2

∂x2
g

]
dx

=

∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

f

]
gdx− µ

∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

f

]
∂2

∂x2
gdx.

Considerando a derivada no sentido das distribuições, observe que

∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

f

]
∂2

∂x2
gdx = −µ

∫
R

∂2

∂x2

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

f

]
gdx.

Assim:

∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

f

][(
I − µ ∂

2

∂x2

)
g

]
dx

=

∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

f

]
gdx− µ

∫
R

∂2

∂x2

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

f

]
gdx
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=

∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

f − µ ∂
2

∂x2

(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

f

]
gdx

=

∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

f

]
gdx =

∫
R

(fg) dx.

Concluindo assim, a prova do Lema.

Nos próximos dois Lemas iremos utilizar o resultado enunciado e pro-

vado acima. Além disso, estaremos considerando [u v θ q]T um elemento

qualquer de D ⊆ H. Sendo assim, temos:

Lema 2.7. Sendo u e v funcionais quaisquer de H3(R) e H2(R), respecti-

vamente, segue que

−µ
∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

uxxxx

]
x

vxdx = −
∫
R
uxxvxxdx

+

∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

uxxxx

]
vdx.

E ainda,

−µ
∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

u

]
x

vxdx = −
∫
R
uvdx+

∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

u

]
vdx.

Demonstração. Primeiramente, provemos a primeira igualdade.

−µ
∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

uxxxx

]
x

vxdx = µ

∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

uxxxx

]
vxxdx

= −
∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

uxxxx

]
[−µvxx] dx

Somando e subtraindo adequadamente o operador identidade I, obte-

mos:
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−µ
∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

uxxxx

]
x

vxdx

= −
∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

uxxxx

][{(
I − µ ∂

2

∂x2

)
− I
}
v

]
dx

= −
∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

uxxxx

][(
I − µ ∂

2

∂x2

)
v

]
dx

+

∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

uxxxx

]
vdx

= −
∫
R
uxxxxvdx+

∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

uxxxx

]
vdx

= −
∫
R
uxxvxxdx+

∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

uxxxx

]
vdx.

Provando então, o que queríamos.

Agora, mostraremos a validade da segunda a�rmação deste lema. As-

sim,

−µ
∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

u

]
x

vxdx

= µ

∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

u

]
vxxdx

= −
∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

u

]
[−µvxx] dx

= −
∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

u

][{(
I − µ ∂

2

∂x2

)
− I
}
v

]
dx

= −
∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

u

][(
I − µ ∂

2

∂x2

)
v

]
dx

+

∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

u

]
vdx

= −
∫
R
uvdx+

∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

u

]
vdx.
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Concluindo a prova do lema.

Lema 2.8. Para todo v ∈ H2(R) e todo θ ∈ H1(R) temos que:

−µδ
∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

θxx

]
x

vxdx = −δ
∫
R
θvxxdx+δ

∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

θxx

]
vdx.

Demonstração. Nas hipóteses deste lema e utilizando o Lema 2.6 temos

− µδ

∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

θxx

]
x

vxdx

= µ

∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

θxx

]
vxxdx

= −
∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

θxx

]
[−µvxx] dx

= −
∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

θxx

][{(
I − µ ∂

2

∂x2

)
− I
}
v

]
dx

= −
∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

θxx

][(
I − µ ∂

2

∂x2

)
v

]
dx

+

∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

θxx

]
vdx

= −
∫
R
uxxxxvdx+

∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

θxx

]
vdx

= −
∫
R
θvxxdx+

∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

θxx

]
vdx.

Mostrando, assim, o que queríamos.

Tendo-se a validade dos Lemas técnicos 2.7 e 2.8 estamos em con-

dições de enunciar e provar o seguinte resultado:

Teorema 2.9. O operador linear A dado em (2.10) é dissipativo, isto é,

para todo Z ∈ D segue que 〈AZ,Z〉H 6 0, onde tal produto interno é o que

está de�nido em (2.7).
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Demonstração. Seja Z = [u v θ q]T ∈ D qualquer. Daí, aplicando AZ e Z

em 〈·, ·〉H temos

〈AZ,Z〉H = 〈v, u〉+ 〈vxx, uxx〉

+

〈[
−
(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

uxxxx −
(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

u− δ
(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

θxx

]
, v

〉

+ µ

〈[
−
(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

uxxxx −
(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

u− δ
(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

θxx

]
x

, vx

〉
+ 〈[δvxx − kqx] , θ〉+ τ

〈[
−τ−1q − τ−1kθx

]
, q
〉
.

Ou ainda, usando as propriedades de produto interno

〈AZ,Z〉H = 〈v, u〉+ 〈vxx, uxx〉

−

〈(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

uxxxx, v

〉
−

〈(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

u, v

〉

− δ

〈(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

θxx, v

〉
− µ

〈[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

uxxxx

]
x

, vx

〉

− µ

〈[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

u

]
x

, vx

〉
− µδ

〈[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

θxx

]
x

, vx

〉
+ δ 〈vxx, θ〉 − k 〈qx, θ〉 − 〈q, q〉 − k 〈θx, q〉 .

Agora, aplicaremos no que está posto acima, a de�nição do produto

interno em L2(R), obtendo,

〈AZ,Z〉H =

∫
R
vudx+

∫
R
vxxuxxdx

−
∫
R

(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

uxxxxvdx−
∫
R

(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

uvdx

− δ

∫
R

(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

θxxvdx− µ
∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

uxxxx

]
x

vxdx

− µ

∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

u

]
x

vxdx− µδ
∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

θxx

]
x

vxdx

+ δ

∫
R
vxθdx− k

∫
R
qxθdx−

∫
R
q2 dx− k

∫
R
θxqdx.
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Por �m, do Lema 2.7 e Lema 2.8 podemos reescrever a igualdade

anterior como

〈AZ,Z〉H =

∫
R
vudx+

∫
R
vxxuxxdx

−
∫
R

(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

uxxxxvdx−
∫
R

(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

uvdx

− δ

∫
R

(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

θxxvdx−
∫
R
uxxvxxdx

+

∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

uxxxx

]
vdx

−
∫
R
uvdx+

∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

u

]
vdx

− δ

∫
R
θvxxdx+ δ

∫
R

[(
I − µ ∂

2

∂x2

)−1

θxx

]
vdx

+ δ

∫
R
vxθdx− k

∫
R
qxθdx−

∫
R
q2 dx− k

∫
R
θxqdx.

Portanto, fazendo os devidos cancelamentos concluímos que

〈AZ,Z〉H = −
∫
R
q2 dx, ou seja, 〈AZ,Z〉H 6 0.

Logo, de fato A é um operador linear dissipativo.

Na próxima seção vamos obter elementos que nos ajudem a mostrar que

o operador linearA de�nido em (2.10) é maximal, ou de maneira mais formal,

queremos provar que, dado U = [f g h p]T ∈ H existe Z = [u v θ q]T ∈ D
tal que

(I −A)Z = U. (2.12)

A existência de tal elemento Z ∈ D será consequência da aplicação do

teorema de Lax-Milgran em operadores b(·, ·) e F (·) adequados, de�nidos em
um determinado Espaço de Hilbert K.

Veremos que, de acordo como serão de�nidos, b será uma forma bilinear

contínua e coerciva sobre K e F pertencerá ao dual de K.

Analisando então a igualdade (2.12) temos que Z = [u v θ q]T deverá

satisfazer o seguinte sistema
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u− v = f

uxxxx + u+ δθxx + v − µvxx = g − µgxx
kqx − δvxx + θ = h

(1 + τ)q + kθx = τp

. (2.13)

Daí, isolando v e q na primeira e quarta linha de (2.13) temos, respec-

tivamente, que

v = u− f e q =
τ

1 + τ
p− k

1 + τ
θx. (2.14)

Substituindo então (2.14) em (2.13), segue que{
uxxxx − µuxx + 2u+ δθxx = f + g − µgxx − µfxx

θ − δuxx − k2

1+τ θxx = h− kτ
1+τ px + δfxx

(2.15)

Observação 2.10. Veja que tendo-se as igualdades dadas em (2.14), temos

que encontrar Z que satisfaça (2.13), o qual é equivalente a solucionar o

sistema (2.15).

2.3 Os Operadores b(·, ·) e F (·)

Considere o espaço K dado por

K = H2(R)× L2(R).

Note que com argumentos semelhantes aos usados na Proposição 2.4

concluímos que K é Espaço de Hilbert com o produto interno proveniente

dos espaços H2(R) e L2(R).

No que segue vamos de�nir os operadores b(·, ·) e F (·), os quais nos
referimos anteriormente. Seja b : K × K −→ R, onde para quaisquer V =

[ω η]T , J = [u θ]T ∈ K, temos

b(J, V ) = 〈uxx, ωxx〉+ µ 〈ux, ωx〉+ 2 〈u, ω〉 (2.16)

− δ 〈θx, ωx〉+
k2

1 + τ
〈θx, ηx〉+ δ 〈ux, ηx〉+ 〈θ, η〉 .
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Abrindo o produto interno de L2(R) dado no Lema 1.11, temos o

operador b possui a forma integral

b(J, V ) =

∫
R
uxxωxxdx+ µ

∫
R
uxωxdx+ 2

∫
R
uωdx

− δ

∫
R
θxωxdx+

k2

1 + τ

∫
R
θxηxdx+ δ

∫
R
uxηxdx+

∫
R
θηdx.

Por �m, de�na o operador F : K −→ R por

F (V ) =

∫
R
(f + g)ωdx− µ

∫
R
(f + g)ωxxdx (2.17)

+

∫
R
hηdx+

kτ

1 + τ

∫
R
pηxdx+ δ

∫
R
fxxηdx, ∀ V = (ω, η) ∈ K.

Antes de tratarmos das propriedades à cerda dos operadores b e F

de�nidos acima, veja que se multiplicarmos a primeira equação de (2.15) por

ω e a segunda por η, e após integrarmos ambas as equações em R teremos

ainda um novo sistema equivalente a (2.15), o qual é dado por:

∫
R uxxxxωdx− µ

∫
R uxxωdx+ 2

∫
R uω dx+ δ

∫
R θxxωdx

=
∫
R(f + g)ωdx− µ

∫
R gxxωdx− µ

∫
R fxxωdx∫

R θηdx− δ
∫
R uxxηdx− k2

1+τ

∫
R θxxηdx

=
∫
R hηdx− kτ

1+τ

∫
R pxηdx+ δ

∫
R fxxηdx

.

E mais, somando as suas duas equações, o novo sistema dado acima, pode

ser escrito como

b

([
u

θ

]
,

[
ω

η

])
= F

([
ω

η

])
, ∀

[
u

θ

]
,

[
ω

η

]
∈ K. (2.18)

Passaremos agora a provar algumas propriedades dos operadores b(·, ·)
e F (·) que serão importantes para aplicarmos o Teorema de Lax-Milgran.
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Lema 2.11. O operador b : K × K −→ R de�nido em (2.16) é uma forma

bilinear e F : K −→ R dado em (2.17) é linear.

Demonstração. O resultado segue da forma na qual os operadores b(·, ·) e

F (·) estão de�nidos. Pois, o produto interno em L2(R) é uma forma bilinear

e , portanto, b(·, ·) também será.

Já F (·) é uma soma �nita de integrais sobre R, e portanto linear.

Os próximos dois resultados tratam de importantes propriedades de

b(·, ·) e F (·).

Proposição 2.12. A forma bilinear b(·, ·) de�nida em (2.16) é contínua e

coerciva.

Demonstração. Provaremos primeiramente a continuidade de b(·, ·).
Pelas desigualdades triangular e de Hölder (Proposição 1.14), vem

|b(J, V )| 6 | 〈uxx, ωxx〉 |+ µ| 〈ux, ωx〉 |+ 2| 〈u, ω〉 |+ δ| 〈θx, ωx〉 |

+
k2

1 + τ
| 〈θx, ηx〉 |+ δ| 〈ux, ηx〉 |+ | 〈θ, η〉 |

6 ‖uxx‖‖ωxx‖+ µ‖ux‖‖ωx‖+ 2‖u‖‖ω‖+ δ‖θx‖‖ωx‖ (2.19)

+
k2

1 + τ
‖θx‖‖ηx‖+ δ‖ux‖‖ηx‖+ ‖θ‖‖η‖.

Tomando, C0 = max

{
2, δ, µ,

k2

1 + τ

}
, obtemos a seguinte majoração:

b(J, V )| 6 C0(‖uxx‖‖ωxx‖+ ‖ux‖‖ωx‖+ ‖u‖‖ω‖+ ‖θx‖‖ωx‖

+ ‖θx‖‖ηx‖+ ‖ux‖‖ηx‖+ ‖θ‖‖η‖)

6 C0 (‖uxx‖+ ‖u‖+ ‖θx‖+ ‖θ‖) (‖ωxx‖+ ‖ω‖+ ‖ηx‖+ ‖η‖)

= C0 (‖u‖H2 + ‖θ‖H1) (‖ω‖H2 + ‖η‖H1) = C0‖Z‖K‖V ‖K, ∀Z, V ∈ K.

Portanto, |b(J, V )| 6 C0‖Z‖K‖V ‖K, para qualquer (J, V ) ∈ K × K e pela

De�nição 1.7, b(·, ·) é contínuo.
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Ainda, pondo C1 = min

{
1,

k2

1 + τ

}
temos que

b(J, J) = 〈uxx, uxx〉+ µ 〈ux, ux〉+ 2 〈u, u〉 − δ 〈θx, ux〉

+
k2

1 + τ
〈θx, θx〉+ δ 〈ux, θx〉+ 〈θ, θ〉

= ‖uxx‖2 + µ‖ux‖2 + 2‖u‖2 +
k2

1 + τ
‖θx‖2 + ‖θ‖2

> C1

(
‖uxx‖2 + ‖u‖2 + ‖θx‖2 + ‖θ‖2

)
= C1

(
‖u‖2

H2 + ‖θ‖2
H1

)
= C1‖Z‖2

K, ∀V ∈ K.

Logo, b(J, J) > C1‖J‖2
K, para todo V ∈ K. Donde pela De�nição

1.7 (ii), segue que b(·, ·) é coerciva.
Concluindo assim a prova.

Proposição 2.13. O funcional linear F de�nido em (2.17) pertence ao dual

de K.

Demonstração. Como por de�nição F (·) é linear, para que F ∈ K′ é su�ci-
ente que F (·) seja contínuo. Então, vamos mostrar tal continuidade.

Seja V = [ω, η]T ∈ K e considere a constante

C2 = max

{
‖f + g‖, (‖h‖+ δ‖fxx‖), µ‖f + g‖, kτ

1 + τ
‖p‖
}
.

Daí, |F (V )| 6

∣∣∣∣∫
R
(f + g)ωdx

∣∣∣∣+ µ

∣∣∣∣∫
R
(f + g)ωxxdx |+|

∫
R
hηdx

∣∣∣∣
+

kτ

1 + τ

∣∣∣∣∫
R
pxηdx

∣∣∣∣+ δ

∣∣∣∣∫
R
fxxηdx

∣∣∣∣
6
∫
R
|(f + g)ω| dx+ µ

∫
R
|(f + g)ωxx| dx+

∫
R
|hη| dx

+
kτ

1 + τ

∫
R
|pxη| dx+ δ

∫
R
|fxxη| dx

6 ‖f + g‖‖ω‖+ µ‖f + g‖‖ωxx‖+ ‖h‖‖η‖ (2.20)

+
kτ

1 + τ
‖p‖‖ηx‖+ δ‖fxx‖‖η‖

6 C2 (‖ωxx‖+ ‖ω‖+ ‖ηx‖+ ‖η‖)

= C2 (‖ω‖H2 + ‖η‖H1) = C2‖V ‖K .
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Note que a validade de (2.20) é devido a Desigualdade de Hölder.

Portanto, como visto acima, |F (V )| 6 C2‖V ‖K, para todo V ∈ K. O

que implica na continuidade da F (·).

Tendo-se provado as duas Proposições anteriores enunciaremos o se-

guinte teorema:

Teorema 2.14. Existe único J = [u θ]T ∈ K tal que a igualdade

b

([
u

θ

]
,

[
ω

η

])
= F

([
ω

η

])
, ∀

[
ω

η

]
∈ K.

é satisfeita para todo V = [ω η]T ∈ K.

Demonstração. PelaProposição 2.12 temos a continuidade e coercitividade

da forma bilinear b(·, ·). Já pela Proposição 2.13 obtemos que o funcional

linear F (·) pertence a K′ (espaço dual de K).

Logo estamos nas hipóteses do Teorema 1.8 (de Lax-Milgran). Por-

tanto existe único J ∈ K tal que

b(J, V ) = F (V ), ∀V ∈ K,

provando assim o que queríamos.

O teorema acima já nos garante a existência de u ∈ H2(R) e θ ∈ L2(R).

Além disso, nos garante a unicidade dos mesmos.

Porém, para que estes componham tal Z = [u v θ q]T , que satisfaz

(2.13), é necessário que u ∈ H3(R), v ∈ H2(R), θ ∈ H1(R) e q ∈ H1(R). E

a�m de obtermos isto que temos o próximo resultado.

Proposição 2.15. Temos que J = [u θ]T dado pelo Teorema 2.14 é tal

que

u ∈ H3(R) e θ ∈ H1(R).

Além disso, existem e são únicos v ∈ H2(R) e q ∈ H1(R) de tal modo

que

Z = [u v θ q]T satisfaz o sistema (2.13).
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Demonstração. Consideremos aqui, J = [u θ]T dado pelo Teorema 2.14.

Em (2.18) tomando ω ≡ 0 e aplicando J dado acima, segue que

k2

1 + τ

∫
R
θxηxdx + δ

∫
R
uxηxdx+

∫
R
θηdx (2.21)

=

∫
R
hηdx+

kτ

1 + τ

∫
R
pηx + δ

∫
R
fxxηdx, ∀η ∈ L2(R)

Em particular, assumindo η uma aplicação qualquer emD (R) e ana-

lisando cada parcela da equação (2.21) como a derivada de uma distribuição

fundamental (já que θ, θx, ux, h, p, fxx ∈ L1
loc(R)), obtemos

− k2

1 + τ

∫
R
θxxηdx − δ

∫
R
uxxηdx+

∫
R
θηdx

=

∫
R
hηdx− kτ

1 + τ

∫
R
pxη + δ

∫
R
fxxηdx, ∀η ∈D (R)

Segue daí e da igualdade de funções no sentido das distribuições, que

− k2

1 + τ
θxx − δuxx + θ = h− kτ

1 + τ
px + δfxx emD

′
(R).

Com isto, segue que θ é solução da equação

k2

1 + τ
θxx = δuxx − θ + h− kτ

1 + τ
px + δfxx ∈ H−1(R). (2.22)

Como o operador

(
I − ∂2

∂x2

)
: H1(R) → H−1(R) é isometria e, por

(2.22) temos, θxx ∈ H−1(R) segue que

θ ∈ H1(R). (2.23)

Considerando agora em (2.18) η ≡ 0 e com argumentos análogos aos

utilizados acima, segue que∫
R
uxxxxωdx− µ

∫
R
uxxωdx+ 2

∫
R
uωdx+ δ

∫
R
θxxωdx

=

∫
R
(f + g)ωdx+

∫
R
(f + g)xωdx, ∀ω ∈D (R). (2.24)
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Donde,

uxxxx − µuxx + 2u+ δθxx = f + fx + g + gx emD
′
(R).

Assim, U é solução da equação

uxxxx = µuxx − 2u− δθxx + f + fx + g + gx ∈ H−1(R). (2.25)

Portanto, da isometria

(
I − ∂2

∂x2

)
: H1(R) → H−1(R) e por (2.25)

concluímos que uxxxx ∈ H−1(R). Daí,

u ∈ H3(R). (2.26)

Agora, como por (2.14) v = u − f , tendo-se que f ∈ H2(R) e por

(2.26) temos u ∈ H3(R) ⊆ H2(R), concluímos que

v ∈ H2(R). (2.27)

Por �m, de (2.14) e (2.13), temos que

q =
τ

1 + τ
p− k

1 + τ
θx e qx = k−1δvxx − k−1θ + k−1h

das quais segue que q ∈ L2(R) e qx ∈ L2(R), respectivamente. Portanto,

q ∈ H1(R). (2.28)

Logo, por (2.26), (2.27), (2.23) e (2.28) obtemos a existência de

Z = [u v θ q]T ∈ H3(R)×H2(R)×H1(R)×H1(R) = DA.

Além disso, por construção segue que Z é único.

Finalmente, tendo-se provado o resultado anterior estamos em condi-

ções de provar o seguinte teorema:

Teorema 2.16. O operador linear A de�nido em (2.10) é maximal.
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Demonstração. Dado U = [f g h p]T ∈ H temos pela Proposição 2.15 que

existe único Z = [u v θ q]T ∈ DA que satisfaz o sistema (2.13).

Mas, dizer que Z satisfaz (2.13) é equivalente a dizer que

(I −A)Z = U.

Logo, em resumo, dado U = [f g h p]T ∈ H, existe único Z =

[u v θ q]T ∈ DA tal que (I −A)Z = U , ou ainda Im(I − A) = DA. Por-

tanto, A é maximal.

2.4 Prova do Teorema 2.1

O que faremos agora, é provar o resultado principal deste capítulo apresen-

tado no Teorema 2.1, ou seja, mostrar a existência e unicidade de solução

para o Problema de Cauchy (2.1).

Para isso, veremos uma sequência de resultados que nos levará a con-

cluir o que queremos.

Proposição 2.17. Seja A : DA −→ H o operador linear dado em (2.10).

Então, A é gerador in�nitesimal de um C0-semigrupo de contrações em H.

Demonstração. Pelo Teorema 2.9, A é dissipativo e pelo Teorema 2.16 o

mesmo é maximal.

Ainda, observando que DA é denso em H. Portanto, o operador linear

A está nas hipóteses do Teorema 1.8 de Lax-Milgran.

Logo, A é gerador in�nitesimal de um C0-semigrupo de contrações em

H, como queríamos provar.

Antes de prosseguirmos obtendo resultados que nos levem a provar o

Teorema 2.1, vejamos um resultado a cerca do operador B dado em (2.11).

Lema 2.18. O operador linear B de�nido em (2.11) é limitado.

Demonstração. Com efeito, o fato de B ser limitado é uma consequência do

Lema 1.31.
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Proposição 2.19. O operador linear A+ B : D −→ H é gerador in�nitesi-

mal de um C0-semigrupo S(t) em H.

Demonstração. De fato, pela Proposição 2.17 segue que A é gerador in�-

nitesimal de um C0-semigrupo em H, digamos que tal semigrupo é denotado

por {T (t)} ⊆ L(H).

Pelo Teorema 1.38, temos que existem M > 1 e β ∈ R tais que

‖T (t)‖L(H) 6Meβt, para todo t > 0.

Ainda, pelo Lema 2.18 temos que B é um operador linear limitado.

Logo, segue do Teorema 1.39 que A + B é gerador in�nitesimal

de um C0-semigrupo S(t) em H. Ainda, tal semigrupo satisfaz ‖S(t)‖ 6

Me(β+M‖B‖)t.

De posse dos dois últimos resultados, estamos aptos a apresentar uma

prova do Teorema 2.1 e de um resultado complementar, os quais dizem que:

O Problema de Cauchy descrito em (2.1) possui única solução Z =

{u, v, θ, q}. Isto é, existe único Z ∈ C (R+;D) ∩ C1 ([0,∞);H) que seja

solução de (2.1), onde

D := H3(R)×H2(R)×H1(R)×H1(R).

Além disso,

Proposição 2.20. Se tomarmos Z0 = (u0(x), u1(x), θ0(x), q0(x)) ∈ D
(
A2
)

em (2.1), isto é, Z0 ∈ H4×H3×H2×H2 temos que (2.1) possui uma única

solução forte

Z ∈ C
(
R+;D

(
A2
))
∩ C1 ([0,∞);D (A)) . (2.29)

Demonstração. (Teorema 2.1 e Proposição 2.20)
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Com efeito, segue do Teorema 1.41 aplicado à Proposição 2.19 que

o PVI (2.5) o qual é descrito por{
d
dtZ = (A+B)Z, ∀ (x, t) ∈ R× [0,+∞)

Z(x, 0) = Z0, ∀x ∈ R

para cada Z0 ∈ DA+B, possui única solução clássica

Z = {u, v, θ, q} . (2.30)

Mas, da maneira em que os operadores A e B estão de�nidos, respec-

tivamente, em (2.3) e (2.4), e pela mudança de variável feita anteriormente

em (2.2) temos que resolver o Problema de Cauchy (2.1), que é equivalente

a resolver o PVI (2.5).

Sendo assim Z dado em (2.30) é também solução de (2.1).

Logo, o Problema de Cauchy (2.1) possui única solução Z = [u v θ q]T .

Ou ainda, para cada Z0 ∈ D existe e é único

Z ∈ C (R+;D) ∩ C1 ([0,∞);H)

que é solução de (2.1), concluindo assim a prova do teorema.
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Capítulo 3

Decaimento da Energia Total

3.1 Introdução

O objetivo deste capítulo é mostrar o decaimento da energia total

associada ao Problema de Cauchy (6)-(7) para o caso particular δ = 1,

k = 1, 0 < µ 6 1 e τ 6 1, implicando em µ + 5τ 6 6, o qual é baseado em

Racke and Ueda (2016). O caso δ > 0 e δ 6= 1, k > 0 e k 6= 1, µ > 1 não

será feito aqui . Porém, o mesmo também pode ser encontrado em Racke

and Ueda (2016).

Mais precisamente, neste capítulo vamos provar o seguinte resultado:

Teorema 3.1. Para cada Z0 = {u0, u1, θ0, q0} ∈ D = H3(R) × H2(R) ×
H1(R) × H1(R), seja Z = {u, ut, θ, q} a solução do modelo (6)-(7) obtida

no Teorema 2.1.

Então, a energia total associada a (6)-(7)

E(t) =
1

2

∫
R

[
u2
t + µu2

tx + u2
xx + θ2 + τq2

]
dx

satisfaz

E(t) 6 K̃(1 + t)−
1
2 + 2e−CtE(0), ∀t > 0.

Com, C =
1

2730

τµ

6
e K̃ é uma constante positiva.
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Considerando a solução Z = {u, ut, θ, q} obtida pelo Teorema 2.1,

inicialmente no Problema de Cauchy (6)-(7), com δ = 1, k = 1, µ 6 1 e

τ 6 1, aplicamos a De�nição 1.44 da Transformada de Fourier no mesmo,

juntamente com suas propriedades dadas na Proposição 1.46 e 1.47 temos

assim, o seguinte sistema:
ûtt + ξ4û+ µξ2ûtt − ξ2θ̂ = 0

θ̂t + iξq̂ + ξ2ût = 0

τ q̂t + q̂ + iξθ̂ = 0

, (3.1)

com condições iniciais û0(ξ), û1(ξ), θ̂0(ξ), q̂0(ξ) e única solução
{
û, ût, θ̂, q̂

}
.

Onde, tal Problema de Cauchy possui energia associada dada por:

W (ξ, t) =
(
1 + µξ2

)
|ût|2 + ξ4 |û|2 +

∣∣∣θ̂∣∣∣2 + τ |q̂|2 . (3.2)

Usando técnica de multiplicadores de�nimos os seguintes funcionais:

Ẽ (ξ, t) = 1/2
[
1 + τξ2

][
1 + (τ + µ) ξ2

]
W (ξ, t) . (3.3)

e

J (ξ, t) = α1ξ
(
1 + τµξ2

)
τRe

{
iθ̂ ¯̂q
}

+ α1α2

(
1 + τµξ2

)(
1 + µξ2

)
Re
{
ût

¯̂
θ
}

(3.4)

+ α1α2α3

(
1 + τµξ2

)(
1 + µξ2

)
ξ2Re

{
ût ¯̂u
}
,

onde α1, α2 e α3 são constantes positivas cujos valores serão estipulados mais

adiante.

3.2 Lemas Técnicos

Nesta seção apresentamos uma séries de lemas técnicos que nos auxiliarão

posteriormente.

Lema 3.2. Seja W (ξ, t) o funcional de�nido em (3.2). Então,
∂

∂t
W (ξ, t) = −2 |q̂|2, para todo (ξ, t) ∈ R× [0,+∞).
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Demonstração. Com efeito, derivando em relação a t o funcional W temos:

∂

∂t
W (ξ, t) =

∂

∂t

{(
1 + µξ2

)
|ût|2

}
+
∂

∂t

{
ξ4 |û|2

}
+

∂

∂t

{∣∣∣θ̂∣∣∣2}+
∂

∂t

{
τ |q̂|2

}
, ∀ (ξ, t) ∈ R× [0,+∞),

daí e pelo Lema 1.50,

∂

∂t
W (ξ, t) = 2

(
1 + µξ2

)
Re
{
ût ¯̂utt

}
+ 2ξ4Re

{
û¯̂ut
}

(3.5)

+ 2Re
{
θ̂

¯̂
θt

}
+ 2τRe

{
q̂ ¯̂qt
}
, ∀ (ξ, t) ∈ R× [0,+∞).

Observe que de (3.1) segue, para todo (ξ, t) ∈ R× [0,+∞):

• ξ2θ̂ ¯̂ut = ûtt ¯̂ut + ξ4û¯̂ut + µξ2ûtt ¯̂ut =
(
1 + µξ2

)
ûtt ¯̂ut + ξ4û¯̂ut,

• θ̂t
¯̂
θ = −iξq̂ ¯̂

θ − ξ2ût
¯̂
θ,

• τ q̂t ¯̂q = −q̂ ¯̂q − iξθ̂ ¯̂q.

Assim, das três igualdades acima e de (3.5), para todo

(ξ, t) ∈ R× [0,+∞), temos:

∂

∂t
W (ξ, t) = 2Re

{
ξ2θ̂ ¯̂ut

}
+ 2Re

{
−iξq̂ ¯̂

θ − ξ2ût
¯̂
θ
}

+ 2Re
{
−q̂ ¯̂q − iξθ̂ ¯̂q

}
.

Portanto, pelo Lema 1.51,

∂

∂t
W (ξ, t) = 2ξ2Re

{
ût

¯̂
θ
}
− ξRe

{
iq̂

¯̂
θ
}
− 2ξ2Re

{
ût

¯̂
θ
}

− 2Re
{
q̂ ¯̂q
}

+ 2ξRe
{
iq̂

¯̂
θ
}

= −2Re
{
q̂ ¯̂q
}
, ∀ (ξ, t) ∈ R× [0,+∞).

Logo,
∂

∂t
W (ξ, t) = −2 |q̂|2, para todo (ξ, t) ∈ R× [0,+∞). Provando

assim o que queríamos.

Lema 3.3. Considerando E (ξ, t) o funcional de�nido em (3.3), temos que

a sua derivada em t é dada por

∂

∂t
Ẽ (ξ, t) = −

[
1 + τξ2

][
1 + (τ + µ) ξ2

]
|q̂|2 , para todo (ξ, t) ∈ R×[0,+∞).
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Demonstração. De fato, do Lema 3.2 segue a prova do resultado. Já que

∂

∂t
Ẽ (ξ, t) =

∂

∂t

{
1/2

[
1 + τξ2

][
1 + (τ + µ) ξ2

]
W (ξ, t)

}
= 1/2

[
1 + τξ2

][
1 + (τ + µ) ξ2

] ∂
∂t
{W (ξ, t)}

= −
[
1 + τξ2

][
1 + (τ + µ) ξ2

]
|q̂|2 , ∀ (ξ, t) ∈ R× [0,+∞).

Lema 3.4. Assumindo que J (ξ, t) é o funcional de�nido em (3.4), então

∂

∂t
J (ξ, t) = −α1α2ξ

2
(
1 + τµξ2

)(
1 + µξ2

)
|ût|2

+ α1α2α3ξ
2
(
1 + τµξ2

)(
1 + µξ2

)
|ût|2

− α1α2α3ξ
6
(
1 + τµξ2

)
|û|2 − α1ξ

2
(
1 + τµξ2

) ∣∣∣θ̂∣∣∣2
+ α1α2ξ

2
(
1 + τµξ2

) ∣∣∣θ̂∣∣∣2
+ α1τξ

2
(
1 + τµξ2

)
|q̂|2 + α1ξ

(
1 + τµξ2

)
Re
{
iq̂

¯̂
θ
}

+ α1α2

(
1 + τµξ2

)
ξ4 [α3 − 1] Re

{
û

¯̂
θ
}

+ α1

(
1 + τµξ2

)
ξ
[
τξ2 + α2

(
1 + µξ2

)]
Re
{
iût ¯̂q

}
.

Demonstração. Da de�nição de J em (3.4) temos

∂

∂t
J (ξ, t) = α1ξ

(
1 + τµξ2

) [
τ
∂

∂t
Re
{
iθ̂ ¯̂q
}]

(3.6)

+ α1α2

(
1 + τµξ2

)[(
1 + µξ2

) ∂
∂t

Re
{
ût

¯̂
θ
}]

(3.7)

+ α1α2α3

(
1 + τµξ2

)
ξ2

[(
1 + µξ2

) ∂
∂t

Re
{
ût ¯̂u
}]

. (3.8)

Para concluir a prova do Lema, vamos calcular as derivadas parciais

que encontram-se em (3.6), (3.7) e (3.8). Assim, observando que por (3.1)

•
(
1 + µξ2

)
ûtt = −µξ2ûtt + ξ2θ̂

• θ̂t = −iξq̂ − ξ2ût

• τ q̂t = −q̂ − iξθ̂

e fazendo uso dos resultados obtidos no Lema 1.51, temos:

55



τ
∂

∂t

[
Re
{
iθ̂ ¯̂q
}]

= τ
[
Re
{
iθ̂t ¯̂q
}

+ Re
{
iθ̂ ¯̂qt

}]
= τRe

{
i
(
−iξq̂ − ξ2ût

)
¯̂q
}
− Re

{
i (τ q̂t)

¯̂
θ
}

= τξRe
{
q̂ ¯̂q
}
− τξ2Re

{
iût ¯̂q

}
− Re

{
i
(
−q̂ − iξθ̂

)
¯̂
θ
}

= τξ |q̂|2 − τξ2Re
{
iût ¯̂q

}
+ Re

{
iq̂

¯̂
θ
}
− ξRe

{
θ̂

¯̂
θ
}

= τξ |q̂|2 − ξ
∣∣∣θ̂∣∣∣2 − τξ2Re

{
iût ¯̂q

}
+ Re

{
iq̂

¯̂
θ
}
.

Portanto,

• τ
∂

∂t

[
Re
{
iθ̂ ¯̂q
}]

= τξ |q̂|2− ξ
∣∣∣θ̂∣∣∣2− τξ2Re

{
ût ¯̂q
}

+ Re
{
iq̂

¯̂
θ
}
. (3.9)

Ainda,(
1 + µξ2

) ∂
∂t

[
Re
{
ût

¯̂
θ
}]

=
(
1 + µξ2

)
Re
{
ûtt

¯̂
θ
}

+
(
1 + µξ2

)
Re
{
ût

¯̂
θt

}
= Re

{(
1 + µξ2

)
ûtt

¯̂
θ
}

+
(
1 + µξ2

)
Re
{
θ̂t ¯̂ut

}
= Re

{(
−ξ4û+ ξ2θ̂

)
¯̂
θ
}

+
(
1 + µξ2

)
Re
{(
−iξq̂ − ξ2ût

)
¯̂ut
}

= −ξ4Re
{
û

¯̂
θ
}

+ ξ2 |θ|2 −
(
1 + µξ2

)
ξRe

{
iq̂ ¯̂ut

}
−
(
1 + µξ2

)
ξ2 |ût|2 .

Então,

•
(
1 + µξ2

) ∂
∂t

[
Re
{
ût

¯̂
θ
}]

= ξ2 |θ|2 −
(
1 + µξ2

)
ξ2 |ût|2 (3.10)

− ξ4Re
{
û

¯̂
θ
}
−
(
1 + µξ2

)
ξRe

{
iq̂ ¯̂ut

}
.

Por último,(
1 + µξ2

) ∂
∂t

[
Re
{
ût ¯̂u
}]

=
(
1 + µξ2

)
Re
{
ûtt ¯̂u

}
+
(
1 + µξ2

)
Re
{
ût ¯̂ut

}
= Re

{(
−ξ4û+ ξ2θ̂

)
¯̂u
}

+
(
1 + µξ2

)
|û|2

= −ξ4Re
{
û¯̂u
}

+ ξ2Re
{
θ̂ ¯̂u
}

+
(
1 + µξ2

)
|û|2

= −ξ4
∣∣û¯̂u
∣∣+ ξ2Re

{
θ̂ ¯̂u
}

+
(
1 + µξ2

)
|û|2 .
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Ou seja,

•
(
1 + µξ2

) ∂
∂t

[
Re
{
ût ¯̂u
}]

= −ξ4
∣∣û¯̂u
∣∣+
(
1 + µξ2

)
|û|2 + ξ2Re

{
θ̂ ¯̂u
}
.

(3.11)

Daí, substituindo o que foi obtido em (3.9), (3.10) e (3.11), respectiva-

mente em (3.6), (3.7) e (3.8) obtemos o seguinte:

∂

∂t
J (ξ, t) = α1ξ

(
1 + τµξ2

) [
τξ |q̂|2 − ξ

∣∣∣θ̂∣∣∣2 + τξ2Re
{
iût ¯̂q

}
+ Re

{
iq̂

¯̂
θ
}]

+ α1α2

(
1 + τµξ2

) [
ξ2
∣∣∣θ̂∣∣∣2 − ξ2

(
1 + µξ2

)
|ût|2 − ξ4Re

{
û

¯̂
θ
}

− ξ
(
1 + µξ2

)
Re
{
iq̂ ¯̂ut

}]
+ α1α2α3

(
1 + τµξ2

)
ξ2
[
−ξ4 |û|2 +

(
1 + µξ2

)
|ût|2 + ξ2Re

{
θ̂ ¯̂u
}]

.

Logo, reorganizando os termos da igualdade acima:

∂

∂t
J (ξ, t) = −α1α2ξ

2
(
1 + τµξ2

)(
1 + µξ2

)
|ût|2

+ α1α2α3ξ
2
(
1 + τµξ2

)(
1 + µξ2

)
|ût|2

− α1α2α3ξ
6
(
1 + τµξ2

)
|û|2 − α1ξ

2
(
1 + τµξ2

) ∣∣∣θ̂∣∣∣2
+ α1α2ξ

2
(
1 + τµξ2

) ∣∣∣θ̂∣∣∣2
+ α1τξ

2
(
1 + τµξ2

)
|q̂|2 + α1ξ

(
1 + τµξ2

)
Re
{
iq̂

¯̂
θ
}

+ α1α2

(
1 + τµξ2

)
ξ4 [α3 − 1] Re

{
û

¯̂
θ
}

+ α1

(
1 + τµξ2

)
ξ
[
τξ2 + α2

(
1 + µξ2

)]
Re
{
iût ¯̂q

}
.

Concluindo assim a demonstração do Lema.

Antes de enunciarmos e provarmos o próximos Lemas consideremos

as estimativas pautadas na observação a seguir, tais quais resultam de uma

aplicação direta do Lema 1.13 da Desigualdade de Young.

Observação 3.5. Sejam, ε1, ε2, ε3, ε4, ε5, e ε6 constantes positivas, as quais

no momento oportuno serão adequadamente estipuladas. Então,
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(i) |ξ|2
∣∣ût ¯̂u∣∣ 6 1

2
|ût|2 +

1

2
ξ4 |û|2 ,

(ii) ξ2
∣∣∣û ¯̂
θ
∣∣∣ 6 ε1ξ

4 |û|2 + (4ε1)
−1
∣∣∣θ̂∣∣∣2 ,

(iii)
∣∣∣ût ¯̂θ∣∣∣ 6 ε2 |ût|2 + (4ε2)

−1
∣∣∣θ̂∣∣∣2 ,

(iv) |ξ|
∣∣∣q̂ ¯̂
θ
∣∣∣ 6 ε3ξ

2
∣∣∣θ̂∣∣∣2 + (4ε3)

−1 |q̂|2 ,

(v) |ξ|
∣∣ût ¯̂q∣∣ 6 ε4ξ

2 |ût|2 + (4ε4)
−1 |q̂|2 ,

(vi) τ |ξ|
∣∣ût ¯̂q∣∣ 6 ε5 |ût|2 + (4ε5)

−1 τξ2 |q̂|2 ,

(vii) µ |ξ|
∣∣ût ¯̂q∣∣ 6 ε6µ

2ξ2 |ût|2 + (4ε6)
−1 |q̂|2 .

Lema 3.6. Para
{
û, ût, θ̂, q̂

}
, solução do Problema de Cauchy (3.1), valem

as seguintes estimativas:

α1

(
1 + τµξ2

)
|ξ|Re

{
iq̂

¯̂
θ
}
6
(
α1 + α1τµξ

2
){

ε3ξ
2
∣∣∣θ̂∣∣∣2 + (4ε3)

−1 |q̂|2
}
,

α1α2

(
1 + τµξ2

)
ξ4 [α3 − 1] Re

{
û

¯̂
θ
}

6
(
α1α2α3 − α1α2 + α1α2α3τµξ

2

− α1α2τµξ
2
)
ξ2
{
ε1ξ

4 |û|2 + (4ε1)
−1 |θ|2

}
α1

(
1 + τµξ2

) [
τξ2 + α2

(
1 + µξ2

)]
|ξ|Re

{
iût ¯̂q

}
6
[
α1α2 + α1α2µξ

2 + α1α2τµξ
2
]{

ε4ξ
2 |ût|2 + (4ε4)

−1 |q̂|2
}

+ α1ξ
2
{
ε5 |ût|2 + (4ε5)

−1 τ 2ξ2 |q̂|2
}

+
[
α1τ

2ξ4 + α1α2τµξ
4
]{

ε6µ
2ξ2 |ût|2 + (4ε6)

−1 |q̂|2
}
.

Com α1, α2, α3, ε1, ε3, ε4, ε5 e ε6 constantes positivas quaisquer.
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Demonstração. Com efeito, temos que a primeira desigualdade sai direta-

mente aplicando-se a estimativa (iv) da Observação 3.5.

Agora, aplicaremos a estimativa (ii), também da Observação 3.5, em

α1α2

(
1 + τµξ2

)
ξ4 [α3 − 1] Re

{
û

¯̂
θ
}
, temos:

α1 α2

(
1 + τµξ2

)
ξ4 [α3 − 1] Re

{
û

¯̂
θ
}

6 α1α2

(
1 + τµξ2

)
ξ2
{
ε1ξ

4 |û|2 + (4ε1)
−1 |θ|2

}
=
(
α1α2 + α1α2τµξ

2
)

(α3 − 1) ξ2{
ε1ξ

4 |û|2 + (4ε1)
−1 |θ|2

}
=
(
α1α2α3 − α1α2 + α1α2α3τµξ

2

− α1α2τµξ
2
)
ξ2
{
ε1ξ

4 |û|2 + (4ε1)
−1 |θ|2

}
.

Então,

α1 α2

(
1 + τµξ2

)
ξ4 [α3 − 1] Re

{
û

¯̂
θ
}

6
(
α1α2α3 − α1α2 + α1α2α3τµξ

2

− α1α2τµξ
2
)
ξ2
{
ε1ξ

4 |û|2 + (4ε1)
−1 |θ|2

}
.

Por �m, note que

α1

(
1 + τµξ2

) [
τξ2 + α2

(
1 + µξ2

)]
|ξ|Re

{
iût ¯̂q

}
=
(
α1 + α1τµξ

2
) [
τξ2 + α2 + α2µξ

2
]

|ξ|Re
{
iût ¯̂q

}
=
[
α1τξ

2 + α1α2 + α1α2µξ
2 + α1τ

2µξ4

+ α1α2τµξ
2 + α1α2τµ

2ξ4
]

|ξ|Re
{
iût ¯̂q

}
=
[
α1α2 + α1α2µξ

2 + α1α2τµξ
2
]

|ξ|Re
{
iût ¯̂q

}
+ α1ξ

2τ |ξ|Re
{
iût ¯̂q

}
+
[
α1τ

2ξ4 + α1α2τµξ
4
]
µ |ξ|Re

{
iût ¯̂q

}
,
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ou seja,

α1

(
1 + τµξ2

) [
τξ2 + α2

(
1 + µξ2

)]
|ξ|Re

{
iût ¯̂q

}
=
[
α1α2 + α1α2µξ

2 + α1α2τµξ
2
]
|ξ|Re

{
iût ¯̂q

}
+ α1ξ

2τ |ξ|Re
{
iût ¯̂q

}
+
[
α1τ

2ξ4 + α1α2τµξ
4
]
µ |ξ|Re

{
iût ¯̂q

}
.

Aplicando na igualdade acima as estimativas (v), (vi) e (vii) daObservação

3.5, concluímos que

α1

(
1 + τµξ2

) [
τξ2 + α2

(
1 + µξ2

)]
|ξ|Re

{
iût ¯̂q

}
6

[
α1α2 + α1α2µξ

2 + α1α2τµξ
2
]{

ε4ξ
2 |ût|2 + (4ε4)

−1 |q̂|2
}

+ α1ξ
2
{
ε5 |ût|2 + (4ε5)

−1 τ 2ξ2 |q̂|2
}

+
[
α1τ

2ξ4 + α1α2τµξ
4
] {
ε6µ

2ξ2 |ût|2

+ (4ε6)
−1 |q̂|2

}
.

O que encerra a prova do Lema.

Lema 3.7. Sendo
{
û, ût, θ̂, q̂

}
, solução do Problema de Cauchy (3.1), con-

siderando α1, α2, α3, ε1, ε3, ε4, ε5 e ε6 constantes positivas quaisquer, valem

também as estimativas:

−α1

(
1 + τµξ2

)
τ

{
ε3ξ

2
∣∣∣θ̂∣∣∣2 + (4ε3)

−1 |q̂|2
}

6 α1

(
1 + τµξ2

)
τ |ξ|Re

{
iθ̂ ¯̂q
}
6

α1

(
1 + τµξ2

)
τ

{
ε3ξ

2
∣∣∣θ̂∣∣∣2 + (4ε3)

−1 |q̂|2
}
,

−α1α2

(
1 + τµξ2

) (
1 + µξ2

){
ε2 |ût|2 + (4ε2)

−1
∣∣∣θ̂∣∣∣2}

6 α1α2

(
1 + τµξ2

) (
1 + µξ2

)
Re
{
ût

¯̂
θ
}
6

α1α2

(
1 + τµξ2

) (
1 + µξ2

){
ε2 |ût|2 + (4ε2)

−1
∣∣∣θ̂∣∣∣2} ,
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−α1α2α3

(
1 + τµξ2

)(
1 + µξ2

){1

2
|ût|2 +

1

2
ξ4 |û|2

}
6 α1α2α3

(
1 + τµξ2

) (
1 + µξ2

)
ξ2Re

{
ût ¯̂u
}
6

α1α2α3

(
1 + τµξ2

)(
1 + µξ2

){1

2
|ût|2 +

1

2
ξ4 |û|2

}
.

Demonstração. As estimativas apresentadas neste Lema saem diretamente

da aplicação dos itens (iv), (iii) e (i) da Observação 3.5 em
∣∣∣ξRe

{
iθ̂ ¯̂q
}∣∣∣ ,∣∣∣Re

{
ût

¯̂
θ
}∣∣∣ e ∣∣ξ2Re

{
ût ¯̂u
}∣∣, respectivamente.

3.3 O Funcional H (ξ, t)

Feita a sequência de Lemas da seção anterior, vamos de�nir um funcional

H (ξ, t) o qual é uma pertubação do energia W (ξ, t) e é obtido utilizando

técnica de multiplicadores.

De�nição 3.8. Sendo Ẽ (ξ, t) o funcional de�nido em (3.3) e J (ξ, t) dado

em (3.4), de�nimos o funcional linear H (ξ, t), por:

H (ξ, t) = Ẽ (ξ, t) + J (ξ, t) , ∀ (ξ, t) ∈ R× [0,+∞).

Ou ainda,

H (ξ, t) = 1/2
[
1 + τξ2

][
1 + (τ + µ) ξ2

]
W (ξ, t)

+ α1ξ
(
1 + τµξ2

)
τRe

{
iθ̂ ¯̂q
}

+ α1α2

(
1 + τµξ2

)(
1 + µξ2

)
Re
{
ût

¯̂
θ
}

+ α1α2α3

(
1 + τµξ2

)(
1 + µξ2

)
ξ2Re

{
ût ¯̂u
}
.

Relembremos que nosso objetivo neste capítulo é provar o resultado

apresentado no Teorema 3.1, ou seja, mostrar que

E(t) 6 K̃(1 + t)−
1
2 + 2e−CtE(0), ∀t > 0.
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Com, K̃ = K sup
|ξ|61

W (ξ, 0) onde K > 0 e C =
1

2730

τµ

6
.

Para isso, com o auxílio dos Lemas técnicos apresentados anteriormente

provaremos que o funcional energia W (ξ, t) possui decaimento exponencial.

Após, utilizaremos o Teorema 1.48 de Plancherel e técnicas de cálculo

para retornar ao funcional E(t) e assim concluir a prova do Teorema 3.1.

Vejamos agora dois resultados que irão dar estimativas para
∂

∂t
H (ξ, t)

e H (ξ, t):

Proposição 3.9. Seja H (ξ, t) o funcional dado na De�nição 3.8. Então,

∂

∂t
H (ξ, t) 6 − 1

7!

(
1 + τµξ2

)
ξ2

{(
1 + µξ2

)
|ût|2 + ξ4 |û|2 +

∣∣∣θ̂∣∣∣2}
− 1

16

(
1 + τξ2

) (
1 + [τ + µ] ξ2

)
|q̂|2 .

Demonstração. Com efeito, visto que pela De�nição 3.8

H (ξ, t) = Ẽ (ξ, t) + J (ξ, t) , ∀ (ξ, t) ∈ R× [0,+∞),

tem-se que

∂

∂t
H (ξ, t) =

∂

∂t
Ẽ (ξ, t) +

∂

∂t
J (ξ, t) , ∀ (ξ, t) ∈ R× [0,+∞).

Ou ainda, para todo (ξ, t) ∈ R× [0,+∞), do Lema 3.3 e 3.4 temos:

∂

∂t
H (ξ, t) = −α1α2ξ

2
(
1 + τµξ2

)(
1 + µξ2

)
|ût|2

+ α1α2α3ξ
2
(
1 + τµξ2

)(
1 + µξ2

)
|ût|2

− α1α2α3ξ
6
(
1 + τµξ2

)
|û|2 − α1ξ

2
(
1 + τµξ2

) ∣∣∣θ̂∣∣∣2
+ α1α2ξ

2
(
1 + τµξ2

) ∣∣∣θ̂∣∣∣2
−
[
1 + τξ2

][
1 + (τ + µ) ξ2

]
|q̂|2

+ α1τξ
2
(
1 + τµξ2

)
|q̂|2 + α1ξ

(
1 + τµξ2

)
Re
{
iq̂

¯̂
θ
}

+ α1α2

(
1 + τµξ2

)
ξ4 [α3 − 1] Re

{
û

¯̂
θ
}

+ α1

(
1 + τµξ2

)
ξ
[
τξ2 + α2

(
1 + µξ2

)]
Re
{
iût ¯̂q

}
.
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Daí, aplicando os resultados do Lema 3.6 obtemos a seguinte estima-

tiva:
∂

∂t
H (ξ, t) 6 H1 (ξ, t)+H2 (ξ, t)+H3 (ξ, t)+H4 (ξ, t) , ∀ (ξ, t) ∈ R×[0,+∞).

Onde,

H1 (ξ, t) := α1 [α2 (ε4 + α3 − 1) + ε5] ξ
2 |ût|2

+ α1α2 (ε4 + α3 − 1) (τ + 1)µξ4 |ût|2

+ α1 [α2 (α3 − 1) + ε6 (τ + α2µ)] τµ2ξ6 |ût|2 ,

H2 (ξ, t) := α1α2 [ε1 (α3 − 1)− α3]
(
1 + τµξ2

)
ξ6 |û|2 ,

H3 (ξ, t) := α1

[
α2

(
1 +

α3 − 1

4ε1

)
+ ε3 − 1

] (
1 + τµξ2

)
ξ2
∣∣∣θ̂∣∣∣2 ,

H4 (ξ, t) :=

[
α1

4

(
1

ε3
+
α2

ε4

)
− 1

]
|q̂|2

+

[
(α1 − 2) τ +

(
α1α2 {1 + τ}

4ε4
− 1

)
µ

]
ξ2 |q̂|2

+

[{
α1

4

(
1

ε5
+

1

ε6

)
− 1

}
τ +

{
α1

(
τ +

α2

4ε6

)
− 1

}
µ

]
τξ4 |q̂|2 .

Tomando em H1, H2, H3 e H3 de�nidos acima, α1 = 1/12, α2 = 1/5,

α3 = 1/2, ε1 = ε3 = 1/2, ε4 = 1/4, ε5 = 1/21, e ε6 = 1/24 e lembrando que

τ + µ/5 6 6/5, para todo (ξ, t) ∈ R× [0,+∞) temos:

H1 (ξ, t) =
1

12

[
1

5

(
1

4
+

1

2
− 1

)
+

1

21

]
ξ2 |ût|2

+
1

12

1

5

(
1

4
+

1

2
− 1

)
(τ + 1)µξ4 |ût|2

+
1

12

[
1

5

(
1

2
− 1

)
+

1

24

(
τ +

1

5
µ

)]
τµ2ξ6 |ût|2

6 − 1

7!
ξ2 |ût|2 −

1

240
(1 + τ)µξ4 |ût|2

− 1

12

[
− 1

10
+

1

24

6

5

]
τµ2ξ6 |ût|2

= − 1

7!
ξ2 |ût|2

− 1

240
(1 + τ)µξ4 |ût|2 −

1

240
τµ2ξ6 |ût|2 .
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Portanto, para todo (ξ, t) ∈ R× [0,+∞),

H1 (ξ, t) 6 − 1

7!
ξ2 |ût|2 −

1

240
(1 + τ)µξ4 |ût|2 −

1

240
τµ2ξ6 |ût|2 .

Ou ainda, para todo (ξ, t) ∈ R× [0,+∞):

H1 (ξ, t) 6 − 1

7!

[
1 + µξ2 + τµξ2 + τµ2ξ4

]
ξ2 |ût|2

= − 1

7!

(
1 + τµξ2

)
ξ2
(
1 + µξ2

)
|ût|2 . (3.12)

Ainda,

H2 (ξ, t) =
1

12

1

5

[
1

2

(
1

2
− 1

)
− 1

2

] (
1 + τµξ2

)
ξ6 |û|2

= − 3

240

(
1 + τµξ2

)
ξ6 |û|2

6 − 1

240

(
1 + τµξ2

)
ξ6 |û|2 , ∀ (ξ, t) ∈ R× [0,+∞). (3.13)

Temos também que,

H3 (ξ, t) =
1

12

[
1

5

(
1 +

1/2− 1

4(1/2)

)
+

1

2
− 1

] (
1 + τµξ2

)
ξ2
∣∣∣θ̂∣∣∣2

=
1

24

[
3

10
− 1

] (
1 + τµξ2

)
ξ2
∣∣∣θ̂∣∣∣2

6 − 1

48

(
1 + τµξ2

)
ξ2
∣∣∣θ̂∣∣∣2 , ∀ (ξ, t) ∈ R× [0,+∞). (3.14)

E, por último, sabendo que τ 6 1, para todo (ξ, t) ∈ R × [0,+∞),

temos:

H4 (ξ, t) =

[
1/12

4

(
1

1/2
+

1/5

1/4

)
− 1

]
|q̂|2

+

[(
1

12
− 2

)
τ +

(
(1/12)(1/5) {1 + τ}

4(1/4)
− 1

)
µ

]
ξ2 |q̂|2

+

[{
1/12

4

(
1

1/21
+

1

1/24

)
− 1

}
τ

+

{
1

12

(
τ +

1/5

4(1/24)

)
− 1

}
µ

]
τξ4 |q̂|2

6 −113

120
|q̂|2 −

[
23

12
τ +

29

30
µ

]
ξ2 |q̂|2 −

[
3

48
τ +

49

60

]
τξ4 |q̂|2

6 − 1

16

[
1 + 2τξ2 + µξ2 + τ 2ξ4 + τµξ4

]
|q̂|2

= − 1

16

(
1 + τξ2

) (
1 + [τ + µ] ξ2

)
|q̂|2 .
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Então,

H4 (ξ, t) 6 − 1

16

(
1 + τξ2

) (
1 + [τ + µ] ξ2

)
|q̂|2 , ∀ (ξ, t) ∈ R× [0,+∞).

(3.15)

Portanto, de (3.12),(3.13), (3.14) e (3.15) podemos concluir que:

∂

∂t
H (ξ, t) 6 − 1

7!

(
1 + τµξ2

)
ξ2
(
1 + µξ2

)
|ût|2

− 1

240

(
1 + τµξ2

)
ξ6 |û|2 − 1

48

(
1 + τµξ2

)
ξ2
∣∣∣θ̂∣∣∣2

− 1

16

(
1 + τξ2

) (
1 + [τ + µ] ξ2

)
|q̂|2 , ∀ (ξ, t) ∈ R× [0,+∞).

Logo,

∂

∂t
H (ξ, t) 6 − 1

7!

(
1 + τµξ2

)
ξ2

{(
1 + µξ2

)
|ût|2 + ξ4 |û|2 +

∣∣∣θ̂∣∣∣2}
− 1

16

(
1 + τξ2

) (
1 + [τ + µ] ξ2

)
|q̂|2 .

Proposição 3.10. Seja H (ξ, t) o funcional dado na De�nição 3.8 tal que

µ 6 1. Então,

13

12
Ẽ (ξ, t) 6 H (ξ, t) 6

11

12
Ẽ (ξ, t) , ∀ (ξ, t) ∈ R× [0,+∞).

Demonstração. Visto que H (ξ, t) = Ẽ (ξ, t) + J (ξ, t), aplicando no mesmo

as estimativas obtidas no Lema 3.7 e reorganizando os seus termos, obtemos

o seguinte:

I (ξ, t) 6 H (ξ, t) 6 S (ξ, t) , ∀ (ξ, t) ∈ R× [0,+∞). (3.16)

Com,

I (ξ, t) := I1 (ξ, t) + I2 (ξ, t) + I3 (ξ, t) + I4 (ξ, t) (3.17)

e

S (ξ, t) := S1 (ξ, t) + S2 (ξ, t) + S3 (ξ, t) + S4 (ξ, t) . (3.18)

Onde, para todo (ξ, t) ∈ R× [0,+∞),
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I1 (ξ, t) :=
1

2

(
1 + µξ2

) {(
1 + τξ2

) (
1 + [τ + µ] ξ2

)
− α1α2

(
1 + τµξ2

)
(2ε2 + α3)

}
|ût|2

I2 (ξ, t) :=
1

2

{(
1 + τξ2

) (
τξ2 +

[
1 + µξ2

])
−

(
1 + τµξ2

)
α1α2α3

(
1 + µξ2

)}
ξ4 |û|2

>
1

2

(
1 + τξ2

) [
τξ2 + (1− α1α2α3)

(
1 + µξ2

)]
ξ4 |û|2

I3 (ξ, t) :=
1

2

(
1 + τξ2

) (
1 + [τ + µ] ξ2

) ∣∣∣θ̂∣∣∣2
− α1

(
1 + τµξ2

)
ε3τξ

2
∣∣∣θ̂∣∣∣2

− α1α2

(
1 + τµξ2

) (
1 + µξ2

)
(4ε2)

−1
∣∣∣θ̂∣∣∣2

>
1

2

(
1 + τξ2

) [
(1 + µξ2)

{
1− α1α2

4ε2

}
+ τξ2 {1− α1ε3}

] ∣∣∣θ̂∣∣∣2
I4 (ξ, t) :=

1

2

(
1 + τξ2

) (
1 + [τ + µ] ξ2

)
τ |q̂|2

− α1

(
1 + τµξ2

)
(4ε3)

−1τ |q̂|2

>
1

2

(
1 + τξ2

){
1 + [τ + µ] ξ2 − α1

2ε3

}
τ |q̂|2 .

E,

S1 (ξ, t) :=
1

2

(
1 + µξ2

) {(
1 + τξ2

) (
1 + [τ + µ] ξ2

)
+ α1α2

(
1 + τµξ2

)
[2ε2 + α3]

}
|ût|2

S2 (ξ, t) :=
1

2

{(
1 + τξ2

) (
τξ2 +

[
1 + µξ2

])
+

(
1 + τµξ2

)
α1α2α3

(
1 + µξ2

)}
ξ4 |û|2

S3 (ξ, t) :=
1

2

(
1 + τξ2

) (
1 + [τ + µ] ξ2

) ∣∣∣θ̂∣∣∣2
+ α1

(
1 + τµξ2

)
ε3τξ

2
∣∣∣θ̂∣∣∣2

+ α1α2

(
1 + τµξ2

) (
1 + µξ2

)
(4ε2)

−1
∣∣∣θ̂∣∣∣2

6
1

2

(
1 + τξ2

) [
(1 + µξ2)

{
1 +

α1α2

4ε2

}
+ τξ2 {1 + α1ε3}

] ∣∣∣θ̂∣∣∣2
=

1

2

(
1 + τξ2

) [61

60
(1 + µξ2) +

13

12
τξ2

] ∣∣∣θ̂∣∣∣2
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S4 (ξ, t) :=
1

2

(
1 + τξ2

) (
1 + [τ + µ] ξ2

)
τ |q̂|2

+ α1

(
1 + τµξ2

)
(4ε3)

−1τ |q̂|2

6
1

2

(
1 + τξ2

){
1 + [τ + µ] ξ2 +

α1

2ε3

}
τ |q̂|2

Agora, em Ij (ξ, t) e Sj (ξ, t) com j ∈ {1, 2, 3, 4} pondo α1 = 1/12, α2 =

1/5,

α3 = ε2 = ε3 = 1/2 e sendo µ 6 1, temos:

I1 (ξ, t) >
1

2

(
1 + µξ2

) (
1 + τξ2

){
1 + [τ + µ] ξ2 − 1

40

}
|ût|2

>
39

80

(
1 + µξ2

) (
1 + τξ2

) (
1 + [τ + µ] ξ2

)
|ût|2

I2 (ξ, t) =
1

2

(
1 + τξ2

) [
τξ2 +

119

120

(
1 + µξ2

)]
ξ4 |û|2

>
119

240

(
1 + τξ2

) (
1 + [τ + µ] ξ2

)
ξ4 |û|2

I3 (ξ, t) =
1

2

(
1 + τξ2

) [29

30
(1 + µξ2) +

23

24
τξ2

] ∣∣∣θ̂∣∣∣2
>

11

24

(
1 + τξ2

) (
1 + [τ + µ] ξ2

) ∣∣∣θ̂∣∣∣2
I4 (ξ, t) =

1

2

(
1 + τξ2

){11

12
+ [τ + µ] ξ2

}
τ |q̂|2

>
11

24

(
1 + τξ2

) (
1 + [τ + µ] ξ2

)
τ |q̂|2

Assim, do que temos acima e por (3.17) podemos concluir que:

I (ξ, t) >
(
1 + τξ2

) (
1 + [τ + µ] ξ2

){
39

80

(
1 + µξ2

)
|ût|2 +

119

240
ξ4 |û|2 +

11

24

∣∣∣θ̂∣∣∣2 +
11

24
τ |q̂|2

}
>

11

24

(
1 + τξ2

) (
1 + [τ + µ] ξ2

){(
1 + µξ2

)
|ût|2 + ξ4 |û|2 +

∣∣∣θ̂∣∣∣2 + τ |q̂|2
}
.

Portanto,

I (ξ, t) >
11

24

(
1 + τξ2

) (
1 + [τ + µ] ξ2

){(
1 + µξ2

)
|ût|2 + ξ4 |û|2 +

∣∣∣θ̂∣∣∣2 + τ |q̂|2
}
,
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ou ainda,

I (ξ, t) >
11

24

(
1 + τξ2

) (
1 + [τ + µ] ξ2

)
W (ξ, t) =

11

12
Ẽ . (3.19)

Ainda, temos:

S1 (ξ, t) 6
1

2

(
1 + µξ2

) (
1 + τξ2

){
1 + [τ + µ] ξ2 +

1

40

}
|ût|2

6
41

80

(
1 + µξ2

) (
1 + τξ2

) (
1 + [τ + µ] ξ2

)
|ût|2

S2 (ξ, t) =
1

2

(
1 + τξ2

) [
τξ2 +

121

120

(
1 + µξ2

)]
ξ4 |û|2

6
121

240

(
1 + τξ2

) (
1 + [τ + µ] ξ2

)
ξ4 |û|2

S3 (ξ, t) =
1

2

(
1 + τξ2

) [61

60
(1 + µξ2) +

13

12
τξ2

] ∣∣∣θ̂∣∣∣2
6

13

24

(
1 + τξ2

) (
1 + [τ + µ] ξ2

) ∣∣∣θ̂∣∣∣2
S4 (ξ, t) =

1

2

(
1 + τξ2

) [61

60
(1 + µξ2) +

13

12
τξ2

] ∣∣∣θ̂∣∣∣2
6

13

24

(
1 + τξ2

) (
1 + [τ + µ] ξ2

) ∣∣∣θ̂∣∣∣2 .
Então, das estimativas acima e de (3.18) segue que:

S (ξ, t) 6
(
1 + τξ2

) (
1 + [τ + µ] ξ2

){
41

80

(
1 + µξ2

)
|ût|2 +

121

240
ξ4 |û|2 +

13

24

∣∣∣θ̂∣∣∣2 +
13

24
τ |q̂|2

}
6

13

24

(
1 + τξ2

) (
1 + [τ + µ] ξ2

){(
1 + µξ2

)
|ût|2 + ξ4 |û|2 +

∣∣∣θ̂∣∣∣2 + τ |q̂|2
}
.

Portanto,

S (ξ, t) 6
13

24

(
1 + τξ2

) (
1 + [τ + µ] ξ2

){(
1 + µξ2

)
|ût|2 + ξ4 |û|2 +

∣∣∣θ̂∣∣∣2 + τ |q̂|2
}
,

ou ainda,

S (ξ, t) 6
13

24

(
1 + τξ2

) (
1 + [τ + µ] ξ2

)
W (ξ, t) =

13

12
Ẽ . (3.20)
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Logo, de (3.16), (3.19) e (3.20) temos que:

11

24

(
1 + τξ2

) (
1 + [τ + µ] ξ2

)
W (ξ, t) 6 H (ξ, t)

6
13

24

(
1 + τξ2

) (
1 + [τ + µ] ξ2

)
W (ξ, t) . (3.21)

Ou seja,
11

12
Ẽ (ξ, t) 6 H (ξ, t) 6

13

12
Ẽ (ξ, t) .

Provando assim o que queríamos.

Provados os dois resultados anteriores, buscaremos agora uma relação

entre H (ξ, t) e sua derivada parcial em t.

Para isso, a�m de simpli�car os cálculos, �xaremos a seguinte notação:

A (ξ, t) :=
(
1 + µξ2

)
|ût|2 + ξ4 |û|2 +

∣∣∣θ̂∣∣∣2 ,
B (ξ, t) :=

(
1 + τξ2

) (
1 + [τ + µ] ξ2

)
|q̂|2

e C(ξ) =
(
1 + τξ2

) (
1 + [τ + µ] ξ2

)
, ∀ξ ∈ R e ∀t > 0.

Daí, com a notação acima de�nida temos que o funcional Ẽ (ξ, t) dado

em (3.3) pode ser reescrito como:

Ẽ (ξ, t) =
1

2
C(ξ)A (ξ, t) +

τ

2
B (ξ, t) , ∀ (ξ, t) ∈ R× [0,+∞). (3.22)

E, ainda, podemos de�nir um funcional Ẽ1 (ξ, t) dado por

Ẽ1 (ξ, t) :=
1

7!

(
1 + τµξ2

)
ξ2A (ξ, t) +

1

16
B (ξ, t) , ∀ (ξ, t) ∈ R× [0,+∞).

(3.23)

Ora, da forma que temos o funcional Ẽ1 (ξ, t) anteriormente de�nido e,

pela Proposição 3.9 temos que:

∂

∂t
H (ξ, t) 6 −Ẽ1 (ξ, t) , ∀ (ξ, t) ∈ R× [0,+∞). (3.24)

Com o objetivo de buscarmos tal relação entre H (ξ, t) e
∂

∂t
H (ξ, t)

vejamos alguns Lemas:
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Observação 3.11. Note que,
(
1 + µξ2

)
> 0. Então,

(
1 + µξ2

)
+τξ2 > τξ2,

ou seja,
(
1 + [τ + µ] ξ2

)
> τξ2.

Portanto,
(
1 + τµξ2

) (
1 + [τ + µ] ξ2

)
>
(
1 + τµξ2

)
τξ2. Ou ainda,(

1 + τµξ2
)
τξ2

6
(
1 + τµξ2

) (
1 + [τ + µ] ξ2

)
6
(
1 + τξ2

) (
1 + [τ + µ] ξ2

)
.

Logo,

0 <
(
1 + τµξ2

)
τξ2 6 C(ξ).

Lema 3.12. Considerando o funcional Ẽ (ξ, t) dado em (3.3), para todo

(ξ, t) ∈ R× [0,+∞), temos que:(
1 + τξ2

)
ξ2Ẽ (ξ, t) 6

C (ξ)

2

[(
1 + τξ2

)
ξ2A (ξ, t) +B (ξ, t)

]
.

Demonstração. Considerando o funcional Ẽ reescrito em (3.22), para todo

(ξ, t) ∈ R× [0,+∞) segue que[(
1 + τµξ2

)
ξ2
]
Ẽ (ξ, t)

=
1

2

[(
1 + τµξ2

)
ξ2
] (

1 + τξ2
) (

1 + [τ + µ] ξ2
)
A (ξ, t)

+
τ

2

[(
1 + τµξ2

)
ξ2
]
B (ξ, t)

6
1

2

{(
1 + τξ2

) (
1 + [τ + µ] ξ2

) [(
1 + τµξ2

)
ξ2A (ξ, t)

]
+
(
1 + τξ2

) (
1 + [τ + µ] ξ2

)
B (ξ, t)

}
=

(
1 + τξ2

) (
1 + [τ + µ] ξ2

)
2

[(
1 + τµξ2

)
ξ2A (ξ, t) +B (ξ, t)

]
=

C (ξ)

2

[(
1 + τξ2

)
ξ2A (ξ, t) +B (ξ, t)

]
.

Provando assim o que queríamos.

Lema 3.13. Sendo Ẽ1 o funcional de�nido em (3.23) temos:

7! Ẽ1 (ξ, t) >
[(

1 + τξ2
)
ξ2A (ξ, t) +B (ξ, t)

]
, ∀ (ξ, t) ∈ R× [0,+∞).

Demonstração. De fato, segue de (3.23) que Ẽ1 (ξ, t) =
1

7!

(
1 + τµξ2

)
ξ2A (ξ, t)+

1

16
B (ξ, t).
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Daí, para todo (ξ, t) ∈ R× [0,+∞)

Ẽ1 (ξ, t) >
1

7!

(
1 + τµξ2

)
ξ2A (ξ, t) +

1

7!
B (ξ, t)

=
1

7!

[(
1 + τµξ2

)
ξ2A (ξ, t) +B (ξ, t)

]
, (3.25)

ou seja, 7! Ẽ1 (ξ, t) >
(
1 + τξ2

)
ξ2A (ξ, t) + B (ξ, t), para todo (ξ, t) ∈ R ×

[0,+∞) Como queríamos provar.

3.4 Decaimento Exponencial da Energia Total

Nesta seção provaremos que a energia totalW (ξ, t), de�nida em (3.2) possui

um decaimento exponencial. Antes, porém, com os resultados obtidos nos

Lemas da seção anterior, poderemos provar o seguinte resultado preliminar:

Teorema 3.14. Se H (ξ, t) é o funcional de�nido em (3.8). Então,

∂

∂t
H (ξ, t) +

1

2730

(
1 + τµξ2

)
ξ2

C (ξ)
H (ξ, t) 6 0, ∀ (ξ, t) ∈ R× [0,+∞). (3.26)

Demonstração. Dos Lemas 3.12 e 3.13 temos que:

(
1 + τµξ2

)
ξ2Ẽ (ξ, t) 6

C (ξ)

2

[(
1 + τξ2

)
ξ2A (ξ, t) +B (ξ, t)

]
6

7!C (ξ)

2
Ẽ1 (ξ, t) , ∀ (ξ, t) ∈ R× [0,+∞).(3.27)

Ou seja,

− Ẽ1 (ξ, t) 6 −
2
(
1 + τµξ2

)
ξ2

7!C (ξ)
Ẽ (ξ, t) , ∀ (ξ, t) ∈ R× [0,+∞). (3.28)

Ainda, usando a estimativa obtida em (3.10) e a relação entre os fun-

cionais Ẽ1 (ξ, t) e Ẽ (ξ, t) dadas em (3.28), temos que:

− Ẽ1 (ξ, t) 6 −
24
(
1 + τµξ2

)
ξ2

7!13C (ξ)
H (ξ, t) , ∀ (ξ, t) ∈ R× [0,+∞). (3.29)

Portanto, de (3.24) e por (3.29) segue que:

∂

∂t
H (ξ, t) 6 − 1

2730

(
1 + τµξ2

)
ξ2

C (ξ)
H (ξ, t) , ∀ (ξ, t) ∈ R× [0,+∞).
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Logo,

∂

∂t
H (ξ, t) +

1

2730

(
1 + τµξ2

)
ξ2

C (ξ)
H (ξ, t) 6 0, ∀ (ξ, t) ∈ R[0,+∞). (3.30)

Com isto, vamos mostrar que o funcional W (ξ, t) possui decaimento

exponencial:

Teorema 3.15. A energia totalW (ξ, t) de�nida em (3.2) possui decaimento

exponencial dado por

W (ξ, t) 6
13

11
e−

1
2730p(ξ)tW (ξ, 0) , ∀ (ξ, t) ∈ R× [0,+∞).

Onde, p (ξ) =

(
1 + τµξ2

)
ξ2

(1 + τξ2) (1 + [τ + µ] ξ2)
.

Demonstração. Podemos olhar a desigualdade (3.26) obtida no Teorema 3.14

como uma Equação Diferencial Ordinária Linear de Primeira Ordem cujo

fator integrante é

β (ξ, t) = e
1

2730p(ξ)t, com

p (ξ) =

(
1 + τµξ2

)
ξ2

C (ξ)
.

Com isto e de (3.30),para todo (ξ, t) ∈ R× [0,+∞) temos:

∂

∂t
[β (ξ, t)H (ξ, t)] =

∂

∂t
H (ξ, t) + p (ξ)H (ξ, t) 6 0. (3.31)

Mas integrando em [0,+∞) e aplicando o Teorema Fundamental do

Cálculo, temos:

∫ t

0

{
∂

∂s
[β (ξ, t)H (ξ, t)]

}
ds = β (ξ, t)H (ξ, t)− β (ξ, 0)H (ξ, 0)

= β (ξ, t)H (ξ, t)−H (ξ, 0) . (3.32)

Logo, segue de (3.31) e (3.32) que:

β (ξ, t)H (ξ, t)−H (ξ, 0) 6 0, ∀ (ξ, t) ∈ R× [0,+∞).
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Ou ainda,

H (ξ, t) 6 [β (ξ, t)]−1H (ξ, 0) , ∀ (ξ, t) ∈ R× [0,+∞). (3.33)

Assim, observando (3.21) e (3.33) temos que devido a (3.21) temos que

H (ξ, 0) 6
13

24

(
1 + τξ2

) (
1 + [τ + µ] ξ2

)
W (ξ, 0) , podemos concluir que,

para todo (ξ, t) ∈ R× [0,+∞), vale:

11

24

(
1 + τξ2

) (
1 + [τ + µ] ξ2

)
W (ξ, t)

6
13

24

(
1 + τξ2

) (
1 + [τ + µ] ξ2

)
[β (ξ, t)]−1W (ξ, 0) .

Logo,

W (ξ, t) 6
13

11
e
−

[
1

2730

(1+τξ2)τξ2
(1+τξ2)(1+[τ+µ]ξ2)

t

]
W (ξ, 0) , ∀ (ξ, t) ∈ R× [0,+∞).

Ou seja,

W (ξ, t) 6
13

11
e−

1
2730p(ξ)tW (ξ, 0) , ∀ (ξ, t) ∈ R× [0,+∞).

Com o Teorema acima provamos que a energia total associada ao sis-

tema (3.1) possui decaimento exponencial.

3.5 Relação Entre W (ξ, t) e E (t)

O que será feito agora é através do Teorema de Plancherel relacionar o funci-

onal W (ξ, t) com o operador E(t) de�nido no Teorema 3.1 e após, usando

o resultado obtido no Teorema 3.15 mostraremos que E(t) possui também

um decaimento.

Consideremos então o próximo resultado:

Proposição 3.16. Sendo E(t) o funcional de�nido no Teorema 3.1 e

W (ξ, t) dado em (3.8), temos:

1

2

∫
R
W (ξ, t) dξ = E(t), ∀t > 0.
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Demonstração. De fato, visto que∫
R
W (ξ, t) dξ =

∫
R

[(
1 + µξ2

)
|ût|2 + ξ4 |û|2 +

∣∣∣θ̂∣∣∣2 + τ |q̂|2
]

dξ

=

∫
R
|ût|2 dξ + µ

∫
R
|ξût|2 dξ +

∫
R

∣∣ξ2û
∣∣2 dξ (3.34)

+

∫
R

∣∣∣θ̂∣∣∣2 dξ + τ

∫
R
|q̂|2 dξ.

Assim, aplicando em (3.34) o (1.49) do Teorema de Plancherel temos∫
R
W (ξ, t) dξ =

∫
R
u2
t dx+ µ

∫
R
u2
txdx+

∫
R
u2
xxdx

+

∫
R
θ2 dx+ τ

∫
R
q2 dx.

Ou seja,∫
R
W (ξ, t) dξ =

∫
R

[
u2
t + µu2

tx + u2
xx + θ2 + τq2

]
dx.

Logo, ∫
R
W (ξ, t) dξ = 2E(t), ∀t > 0.

3.6 Prova do Teorema 3.1

Antes de seguirmos buscando elementos que provarão o resultado principal

deste capítulo, enunciamos o próximo Lema. O mesmo não terá suas justi-

�cativas aqui apresentadas, mas sua prova pode ser encontrada em Horbach

(2016).

Lema 3.17. Sejam k > −n, ϑ > 0 e C > 0. Então existe uma constante

K > 0 dependendo de n tal que∫
|ξ|61

e−C|ξ|
ϑ
t |ξ|k dξ 6 K(1 + t)−

n+k
ϑ ,

para todo t > 0.
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Então, �nalmente, mostremos o Teorema principal deste capítulo o

qual diz que:

Para cada Z0 = {u0, u1, θ0, q0} ∈ D = H3(R) × H2(R) × H1(R) ×
H1(R), seja Z = {u, ut, θ, q} a solução do (6)-(7) obtida no Teorema 2.1.

Então, a energia total associada a (6)-(7)

E(t) =
1

2

∫
R

[
u2
t + µu2

tx + u2
xx + θ2 + τq2

]
dx

satisfaz

E(t) 6 K̃(1 + t)−
1
2 + 2e−CtE(0), ∀t > 0.

Com C =
1

2730

τµ

6
e K̃ é uma constante positiva.

Demonstração. [Do Teorema 3.1] Inicialmente lembrando que pelo Teo-

rema 3.15

W (ξ, t) 6
13

11
e−

1
2730p(ξ)tW (ξ, 0) , ∀ (ξ, t) ∈ R× [0,+∞),

com, p (ξ) =
[(

1 + τµξ2
)
ξ2
]
/
[(

1 + τξ2
) (

1 + [τ + µ] ξ2
)]
.

Ainda, pela Proposição 3.16
1

2

∫
R
W (ξ, t) dξ = E(t), ∀t > 0.

Assim,

E(t) 6
13

22

∫
R
e−

1
2730p(ξ)tW (ξ, 0) dξ, ∀t > 0. (3.35)

O que faremos agora é dividir o restante da prova em duas partes. Pri-

meiramente avaliaremos a integral em (3.35) para região de baixa frequência,

isto é, para |ξ| 6 1. Após, faremos uma estimativa na região de altas frequên-

cias, ou seja, em |ξ| > 1.

Com isto, juntando as duas partes teremos uma estimativa para E(t),

provando assim o que queremos.
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Então, considerando µ 6 1, τ 6 1 e |ξ| 6 1, notemos que

(
1 + τξ2

) (
1 + [τ + µ] ξ2

)
6 6, daí

1

(1 + τξ2) (1 + [τ + µ] ξ2)
>

1

6
.

Ainda,
(
1 + τµξ2

)
ξ2 > τµξ2. Portanto,

p(ξ) >
τµ

6
ξ2, ou ainda, − p(ξ) 6 −τµ

6
ξ2. (3.36)

Assim, usando (3.36) segue que∫
|ξ|61

e−
1

2730p(ξ)tW (ξ, 0) dξ 6
∫
|ξ|61

e−
1

2730
τµ
6 ξ

2tW (ξ, 0) dξ

6 sup
|ξ|61

W (ξ, 0)

∫
|ξ|61

e−
1

2730
τµ
6 ξ

2tdξ, ∀t > 0.

Ou seja,∫
|ξ|61

e−
1

2730p(ξ)tW (ξ, 0) dξ 6 sup
|ξ|61

W (ξ, 0)

∫
|ξ|61

e−
1

2730
τµ
6 ξ

2tdξ, ∀t > 0.

(3.37)

Logo, no Lema 3.17 tomando k = 0, n = 1, ϑ = 2 e C =
1

2730

τµ

6
e,

assim, o aplicando no lado direito da inequação (3.37), obtemos que existe

K := K(n) > 0 tal que:∫
|ξ|61

e−
1

2730p(ξ)tW (ξ, 0) dξ 6 K̃(1 + t)−
1
2 , ∀t > 0. (3.38)

Onde,

K̃ = K sup
|ξ|61

W (ξ, 0) . (3.39)

Consideremos, agora, µ 6 1, τ 6 1 e |ξ| > 1 teremos:(
1 + τξ2

) (
1 + [τ + µ] ξ2

)
= 1 + (τ + µ) ξ2 + τξ2 + τ [τ + µ] ξ4

6 ξ4 (2τ + µ+ τ [τ + µ]) 6 6ξ4.

Daí, p(ξ) >
τµ

6
, ou ainda, −p(ξ) 6 −τµ

6
. Disto obtemos o seguinte:∫

|ξ|>1

e−
1

2730p(ξ)tW (ξ, 0) dξ 6
∫
|ξ|>1

e−CtW (ξ, 0) dξ

= e−Ct
∫
|ξ|>1

W (ξ, 0) dξ

6 e−Ct
∫
R
W (ξ, 0) dξ, onde C =

1

2730

τµ

6
.
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Mas pela Proposição 3.16
1

2

∫
R
W (ξ, 0) dξ = E(0). Então, disto e da

estimativa anterior concluímos que:∫
|ξ|>1

e−
1

2730p(ξ)tW (ξ, 0) dξ 6 2e−CtE(0), ∀t > 0. (3.40)

Ora,

13

22

∫
R
e−

1
2730p(ξ)tW (ξ, 0) dξ =

13

22

[∫
|ξ|61

+e−
1

2730p(ξ)tW (ξ, 0) dξ

+

∫
|ξ|>1

e−
1

2730p(ξ)tW (ξ, 0) dξ

]
, ∀t > 0.(3.41)

Portanto, de (3.38), (3.40) e (3.41) segue que:

13

22

∫
R
e−

1
2730p(ξ)tW (ξ, 0) dξ 6 K̃(1 + t)−CtE(0), ∀t > 0.

Logo, da estimativa obtida acima e de (3.35) concluímos que

E(t) 6 K̃(1 + t)−
1
2 + 2e−CtE(0), ∀t > 0.

Concluindo, assim, a prova deste teorema.
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Conclusão e Considerações Finais

Ao �nal desse trabalho podemos destacar alguns pontos relevantes,

tais como para a busca de solução do sistema (6)-(7) num espaço adequado

e taxa de decaimento para a energia total associada a tal sistema.

O capítulo 1, referente aos resultados preliminares, foi de extrema im-

portância pois neste estava todo o embasamento para o prosseguimento desse

trabalho. Em enfase estão os teoremas de Lax-Milgran e de Lumer-Phillips

os quais foram fundamentais para conseguirmos a existência e unicidade do

sistema em questão.

No capítulo 2 determinamos a existência e unicidade de solução do mo-

delo considerado. Encontramos, também, o espaço adequado onde tal solução

se encontra. Não somente os teoremas de Lax-Milgran e de Lumer-Phillips

foram importantes para obtermos tais resultados mas também tiveram ex-

trema importância a teoria de Semigrupos à qual está apresentada em Pazy

(2012).

Por último, no capítulo 3, já tendo-se determinada a existência e unici-

dade da solução do modelo (6)-(7), baseado na técnica encontrada em Racke

and Ueda (2016), foi feito um estudo para determinar o comportamento as-

sintótico da solução em um caso particular. Aqui, destacamos a importância

da teoria de Fourier, em particular, a Transformada de Fourier e suas pro-

priedades, assim como o teorema de Plancherel, para a obtenção da taxa de

decaimento para a energia total associada ao modelo abordado.

Para trabalhos futuros, destacamos o estudo do comportamento assin-

tótico do modelo (6)-(7) para os casos que aqui não estudamos, alguns dos



quais uma parte são abordados por Racke and Ueda (2016). Mais precisa-

mente, no decaimento, considerar µ > 1 e ainda δ 6= 1 e k 6= 1. Salientamos

também podemos estudar o modelo (6)-(7) em Rn para n > 1.

Por �m, destacamos que apesar das di�culdades encontradas, o que se é

esperado, este trabalho serviu de grande aprendizado permitindo o estudo de

diversos conceitos, por exemplo, teoria de Fourier, Distribuições e Semigrupos

entre outros, possibilitando o uso dos mesmos em trabalhos futuros.
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