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RESUMO

BORDO ASSINTOTICO DE SUPERFICIES MINIMAS EM H? x R

AUTOR: Matheus Pimentel Gomes
ORIENTADORA: Patricia Kruse Klaser

Neste trabalho, vamos apresentar alguns exemplos de superficies minimas no H? x R, bem
como a descricao dos bordos produto e geodésico das mesmas. Nosso principal objetivo
é provar o Teorema 5.1 do artigo de Kloeckner e Mazzeo (2017), cuja consequéncia é a
caracterizacao das curvas « (fechadas e simples) no bordo geodésico do H? x R que podem
ser minimamente preenchidas, isto é, para as quais existe uma superficie minima completa
propriamente mergulhada ¥ no H? x R tal que o bordo geodésico de ¥ é exatamente a

curva «.

Palavras-chaves: H? x R. Superficies minimas. Bordo geodésico. Bordo produto.



ABSTRACT

ASYMPTOTIC BOUNDARY OF MINIMAL SURFACES IN H? x R

AUTHOR: Matheus Pimentel Gomes
ADVISOR: Patricia Kruse Klaser

In this work, we present some examples of minimal surfaces in H? x R, and also a des-
cription of the product and geodesic boundary of these surfaces. Our main goal is to
prove Theorem 5.1 of the Kloeckner and Mazzeo’s (2017) paper, which characterizes the
(simple closed) curves « in the geodesic boundary of H? x R which can be minimally
filled, that is, for which there is a complete properly embedded minimal surface ¥ with

geodesic boundary exactly the curve a.

Key-words: H? x R. Minimal surfaces. Geodesic boundary. Product boundary.
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1 Introducao

As superficies minimas sao bastante estudadas dentro da geometria diferencial. A
motivacgao inicial foi o Problema de Plateau, que consiste em buscar uma superficie que

minimiza a drea limitada por uma curva fechada e simples em R3.

Neste trabalho, temos o interesse de entender o comportamento assintético das
superficies minimas. Para isso, vamos definir o bordo geodésico de uma variedade, cuja
motivacdo vem do R”. Considere o conjunto das semirretas em R™. E possivel mostrar
que estarem em um mesmo semiplano e serem paralelas define uma relacao de equivaléncia
nesse conjunto. Assim, o bordo geodésico do R™ é definido dessa forma, como o conjunto
das semirretas quocientado por essa relacao. Essa construgao usa, essencialmente, o fato
das geodésicas (retas em R™) estarem definidas para todo tempo. Com isso, esse conceito
pode ser estendido para uma determinada classe de variedades riemannianas - Variedades
de Hadamard. Chamamos de compactificacao geodésica de uma variedade riemanniana

0 espago que surge da uniao da variedade com seu bordo geodésico.

O plano hiperbélico (H?) é um dos principais exemplos de geometria nao-euclideana,
isto é, aquelas em que nao vale algum dos axiomas de Euclides. Sua principal caracteris-
tica, do ponto de vista da geometria riemanniana, é o fato de sua curvatura seccional ser
constante e negativa. Além disso, o H? também é um exemplo de variedade de Hadamard.

Logo, tem sentido considerar a sua compactificacao geodésica.

Neste trabalho, abordaremos o espaco H? x R, que é um exemplo de um espaco
de curvatura seccional nao positiva. Ha duas maneiras de considerar a compactificacao
geodésica dessa variedade - a compactificacdo geodésica de H? x R e a compactificacao

produto, que surge ao fazer o produto da compactificacdo de H? e da compactificacao de
R.

A partir disso, temos como principal objetivo estudar que curvas no bordo geo-
désico de H? x R podem ser minimamente preenchidas, isto é, para as quais existe uma

superficie minima em H? x R cujo bordo geodésico seja uma dada curva (fechada e sim-
ples).
Existem alguns resultados relacionados a este problema, especialmente conside-

rando o bordo produto de H? x R. Citamos, por exemplo, Earp e Toubiana (2012), onde

eles provaram o seguinte teorema.

Teorema 1.0.1. Seja o C 9,(H? x R) (bordo produto de H?> x R) um arco. Assuma que

exista uma linha vertical L C 9,(H? X R) e um sub-arco o/ C « tal que:

(1) dNL#D eda’NL =0;
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(2) o esta em um dos lados determinados pela linha L;

(3) o C 8,(H? x (to,to + 7)), para algum nimero real to.

Entdo ndo existe nenhuma superficie minima e merqulhada ¥ em H? x R, tal que 3 tenha

como bordo a curva a.

O teorema acima déa condi¢bes para que um determinado arco no bordo produto
de H? x R nao seja minimamente preenchido. Ainda, os autores provaram a existéncia
de uma familia de curvas que podem ser minimamente preenchidas, a qual também sera

descrita nesse trabalho, bem como o bordo geodésico e produto das mesmas.

Nelli e Rosenberg (2007), utilizando o modelo do disco de Poincaré para o H?,

provaram um teorema que, entre outras coisas, afirma o seguinte.

Teorema 1.0.2. Seja of dois circulos no bordo assintético de H? x R definidos por
{22 + 23 = 1, z3 = +t}. Entdo, para cada t € (0,27), existe uma superficie de rotacao

(catenoide hiperbélico) Cy, para o qual o bordo produto é of U ay .

Além disso, eles verificaram que os catenoides hiperbélicos sdo superficies minimas
em H? x R, assim como os catenoides sdo em R?. Também, no mesmo artigo, foi provada
a existéncia dos helicoides hiperbodlicos. Neste trabalho, construiremos essas duas familias

de superficies minimas.

Os dois artigos referenciados acima dao exemplos de curvas que podem ser mi-
nimamente preenchidas no bordo produto de H? x R. O seguinte teorema, provado por

Nelli e Rosenberg (2007), descreve de maneira mais geral esse comportamento.

Teorema 1.0.3. Seja I' uma curva de Jordan continua em 0,(H? x R) que é grdfico ver-
tical. Entdo existe ¥ uma superficie minima que € grdfico sobre H? e 0 9,5 € exzatamente

a curva I'. O grdfico é unico.

Tao importante quanto estudar o bordo produto de H? x R é estudar o seu bordo
geodésico, que surge naturalmente ao considerar a compactificacdo geodésica de H? x R.
Com isso, nosso principal objetivo serd provar o seguinte teorema, cuja consequéncia ¢ a

caracterizagao das curvas no bordo geodésico que podem ser minimamente preenchidas.

Teorema 1.0.4. Seja X uma superficie completa, propriamente mergqulhada e minima
contida em H? x R. Entdo para qualquer ponto p no bordo geodésico de H?, a interseccio
do bordo geodésico de > com a Weyl Chamber W=(p) (ver Definicio ¢ ou vazia, ou

somente o pélo p* no final da Weyl Chamber, ou um intervalo fechado contendo p.

Esse resultado foi provado no Teorema 5.1 do artigo de Kloeckner e Mazzeo (2017),

o qual também é o artigo que usamos como base neste trabalho. Os capitulos desta
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dissertacao foram organizados de maneira a apresentar os objetos necessarios para provar

esse teorema.

O capitulo 2 foi reservado para as preliminares do estudo a ser feito e foi dividido em
4 partes. Na primeira parte, vamos relembrar algumas nogoes da geometria riemanniana
e fixar notacoes. Depois, apresentaremos o plano hiperbélico H? nos modelos do semi-
plano superior e do disco. Também, vamos apresentar algumas isometrias do mesmo.
No terceiro momento, vamos desenvolver as curvas de curvatura geodésica constante em
H?, cuja importancia é semelhante a importancia dada a circulos e retas em R?. Por
fim, apresentaremos as variedades de Hadamard e a construcao do bordo assintético e da

compactificagdo geodésica das mesmas.

O capitulo 3 foi dividido em 3 partes. Na primeira, vamos construir o H? x R e
as duas compactificagoes do mesmo que serao abordadas nesta dissertagao: a compacti-
ficacao geodésica e a compactificacao produto. No segundo momento, vamos construir
os catenoides e os helicoides hiperbdlicos, junto com seus respectivos bordos (produto e
geodésico). Aqui, também construiremos uma familia de superficies minimas que cha-
maremos de barreiras, que terdao importancia na demonstracao do teorema central. Na
terceira parte, vamos provar o Principio da Tangéncia, que afirma que duas superficies

minimas tangentes, que nao se cruzam, devem coincidir.

No 1ultimo capitulo, temos o objetivo de provar o teorema central desta disser-
tagao, bem como um corolario que classifica as curvas no bordo geodésico que podem
ser minimamente preenchidas. Além disso, discutiremos alguns exemplos relacionados ao

teorema.
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2 Preliminares

Neste capitulo temos o objetivo de apresentar os objetos que serao a base ao longo
do texto: o plano hiperbélico H? e o bordo assintético das variedades de Hadamard.

Ainda, usaremos este espaco para fixar algumas notagoes.

2.1 Variedades riemannianas

Os resultados que apresentaremos aqui sao bem conhecidos da literatura, por isso
suas demonstragoes serao omitidas. O leitor podera encontra-las em Carmo (2015), bem
como alguns exemplos. Suporemos também que o leitor tem alguma familiaridade com

esses conceitos.

2.1.1 Meétrica, conexao, geodésicas, curvatura seccional e campos de Jacobi

Definigao 2.1.1. Seja M uma variedade diferencidvel n dimensional e denote por X (M)
o conjunto de campos de vetores em M que sao de classe C*°. Dado p € M, considere um
produto interno (-,-), em T,M. Dizemos que o produto interno é uma métrica rieman-
niana se ele varia diferenciavelmente no sequinte sentido: dados dois campos de vetores
X, Y e X(M), a aplicagao p — (X (p),Y (p)), € diferencidvel em M.

Com isso, uma variedade diferenciavel n dimensional com uma métrica rieman-
niana é dita variedade riemanniana n dimensional. A equivaléncia entre duas dessas

estruturas é dada pelas isometrias, que passamos a definir.

Definicao 2.1.2. Sejam M, N variedades riemannianas. Considere f : M — N um
difeomorfismo, isto €, f é uma bijecio tal que f e f~' sdo diferencdveis. Dizemos que f é

uma isometria entre M e N se:

(u,v)p = (dfp(u), dfp(v)) yy Yu,v € T,M e Vp e M.

Lembremos que a derivada é uma das ferramentas utilizadas para desenvolver o
calculo em superficies regulares do R3. Assim, precisamos de uma estrutura que estenda
esses conceitos para variedades riemannianas, o que é feito através da conexao riemanni-

ana.

Definigao 2.1.3. Seja M uma variedade riemanniana. A conexdo riemanniana ¥V € uma
aplicagdo

Y X(M) x X(M) — X(M),
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que indicamos por (X,Y) — VxY, e que satisfaz as sequintes propriedades:

i) VigxegZ = fVxZ +gVyZ,
ii) Vx(Y +2) =VxY +VxZ,
iii) Vx(fY)=fVxY +X(f)Y,
iv) X(Y,Z) = (VxY,Z) + (Y, VxZ),

V) VXY—VyX = [X,Y],
onde X, Y, Z € X(M) e f, g sio fungoes reais C> de M.

Se somente as condigdes i), ii) e iii) sdo satisfeitas dizemos que V é uma conexao
afim em M. Ao adicionarmos as condigoes iv) e V), que representam a compatibilidade
com a meétrica e a simetria da conexao, respectivamente, fazemos dessa conexao afim a

conexao riemanniana de M, que é Unica e garantida pelo seguinte teorema.

Teorema 2.1.4 (Levi-Civita). Dada uma variedade riemanniana M, existe uma dnica

conezao afim V em M satisfazendo as condigoes:

a) V é simétrica,

b) V é compativel com a métrica.

Ainda, para todo X,Y,Z € X(M), vale a sequinte iqualdade:

(Z,VyX) = ;{X(Y, H+Y(Z,X)—-Z(X,)Y)—([X,Z2],Y) = ([Y, Z], X) — ([ X, Y], Z)}.

De acordo com Carmo (2015), a conexao riemanniana também ¢é conhecida como
a conexao de Levi-Civita. No que segue, consideraremos as variedades riemannianas
munidas de sua conexao. Ainda, decorre dessa conexdo a maneira pela qual podemos
“derivar” campos de vetores ao longo de curvas em variedades riemannianas, o que fica

caracterizado pela seguinte proposi¢ao:

Proposicao 2.1.5. Seja M uma variedade riemanniana. Entao eriste uma unica corres-

podéncia que associa a um campo de vetores V ao longo da curva diferencidvel ¢ : I — M

DV

=) ao longo de c, denominado derivada covariante de V ao

um outro campo vetorial (

longo de c, tal que:

a) Z(v+w)=2v 4 D

b) Z(fV) =3V + o,
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onde W é um campo de vetores ao longo de ¢ e f é uma funcio diferencidvel em I
Ainda, se V é induzido por um campo de vetores Y € X (M), i.é., V(t) = Y(c(t)), entdo
B =VowY

()4 -

dt

A observagao importante aqui é que, se X,Y € X(M), entdo VxY (p) s6 depende

de Y ao longo de uma curva em M tal que o vetor tangente em p seja X (p).

Vamos estabelecer agora a nogao de paralelismo:

Definigao 2.1.6. Seja M uma variedade riemanniana. Um campo vetorial V ao longo

DV __

de uma curva ¢ : I — M € chamado paralelo quando 7 =

Podemos provar, com a definicdo acima, que dada uma curva ¢ em M e um vetor
Vo € Ty M, existe um tnico campo de vetores V paralelo ao longo de ¢ tal que V (tg) =

Vh. Esse campo é chamado de transporte paralelo de Vj ao longo de c.

Antes de definirmos as geodésicas e a aplicacao exponencial, fagamos uma ultima

obervagao sobre o que foi feito até aqui.

Considere M uma variedade riemanniana e z : U C R” — M uma parametrizacao
local de M. Seja {X;}i—1.._» 0 conjunto dos campos coordenados que formam, localmente,
uma base de T'M (fibrado tangente). Assim,

Vx, X;(p) = Xi: 'Y (p) Xk (p).

De acordo com Carmo (2015), as fungoes Ffj sao conhecidas como os coeficientes
da conexao com relacdo a parametrizacdo x ou como os simbolos de Christoffel. Vale

ressaltar que é possivel encontrar uma expressao para 0os mesmos.

Definigao 2.1.7. Sejam M uma variedade riemanniana e v : I — M uma curva dife-

rencidvel. Dizemos que y é geodésica se 2(7/(t)) = 0 para todo t em 1.

As curvas geodésicas tem um papel importante dentro do estudo da geometria

diferencial e ha varios resultados que as envolvem. Nesse sentido, destacaremos alguns.

Proposicao 2.1.8. Seja M uma variedade riemanniana. Dadosp € M ev € T, M, existe

uma inica geodésica y : I — M tal que v(0) = p e+ (0) = v. Denotaremos essa geodésica

por Ypw-

Ainda, é possivel provar que existe um ntmero € > 0 tal que, se v € B.(0) C T,,M

entdo a geodésica 7, , estd deifinida no intervalo [0,1].

Definigao 2.1.9. Dado p € M, considere € > 0 tal que se |v| < €, entdo a geodésica
Ypo estd definida no intervalo [0,1]. Defina a aplicagio exponencial em p (exp,) por

exp,, : Be(0) C T,M — M, com exp,(v) = 7p,u(1).
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A aplicagao exponencial representa o ponto exp,v = ¢ € M, que é obtido ao

percorrer uma distancia |v| sobre a geodésica que passa por p e tem dire¢ao v.

Proposicao 2.1.10. Dado p € M, existe um nimero 6 > 0 tal que exp, : Bs(0) C

T,M — M é um difeomorfismo sobre a sua imagem.

Assim, as geodésicas ficam localmente caracterizadas pela aplicacdo exponencial
como 7,,,(t) = exp,(tv), onde t € [0, ¢), para algum e suficientemente pequeno. Além da
importante caracterizaciao obtida pela proposicao acima, destacamos um fato interessante
decorrente da mesma: a estrutura diferencidvel de M existe a partir da estrutura rieman-
niana de M, isto ¢, cada exp, pode ser tomada de forma que seja uma parametrizagao

local, dando assim a estrutura diferenciavel de M.

Proposicao 2.1.11. Se uma curva diferencidvel v : la,b] — M, com pardmetro pro-
porcional ao comprimento de arco (i.é.,|y| = 1), tem comprimento menor ou igual ao
comprimento de qualquer outra curva diferencidvel ligando v(a) a v(b) entao v é uma

geodésica.

A proposicao acima garante que se uma determinada curva minimiza comprimento
entao ela é geodésica. O contrario, em geral, é falso. Podemos ter uma geodésica ligando

dois pontos sem que esse seja 0 menor caminho entre eles.

No que segue, estamos interessados em definir a curvatura seccional de uma vari-

edade riemanniana.

Definigao 2.1.12. A curvatura R de uma variedade riemanniana M é uma correspon-
déncia que associa a cada par X,Y € X(M) uma aplicagio R(X,Y) : X(M) — X (M)
dada por

R(X,Y)Z =VyNVxZ —VxVyZ+ VixyZ, Z € X(M).

Um fato importante é que a curvatura depende somente de um ponto, no seguinte

sentido. Dado p € M e z,y,z € T,M, temos:
R(‘T’ y)Z = (R(X’ Y)Z)(p),
para quaisquer XY, Z € X(M) tais que X (p) =z,Y(p) =y e Z(p) = =.

A seguinte proposicdo nos permite definir a curvatura seccional de uma variedade

riemanniana.

Proposicao 2.1.13. Seja o C T,M um subespago bi-dimensional do espaco tangente
T,M e sejam x,y € o dois vetores linearmente independentes. Entao
R Y )
K(o,y) = <2 (:L; Y)T, y) :
|z[?|y[* = (z, y)

nao depende da escolha dos vetores x,y € 0.
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Definicao 2.1.14. Dado p € M e um subespago bi-dimensional o C T,M o nimero real
K(x,y) := K(o,p), onde {x,y} € uma base qualquer de o, é chamado curvatura seccional

de o em p.

Segundo Carmo (2015), a curvatura seccional coincide com a nocao de curvatura
de uma variedade riemanniana introduzida por Riemann, além de estender a noc¢ao de

curvatura gaussiana das superficies regulares do R3.

A partir de agora, passaremos a definir os campos de Jacobi e algumas proposi¢oes

relacionadas a eles.

Definig¢ao 2.1.15. Seja v : [0,a] — M uma geodésica de M. Um campo de vetores J ao

longo de v € um campo de Jacobi se satisfaz a sequinte igualdade:

CZZJ“) +R(Y(8), J()y'(t) = 0, Vt € [0,a].

Adotaremos a seguinte notacgao:
D
%J(t) = J'(t).
Proposigao 2.1.16. Seja v : [0,a] = M uma geodésica normalizada e seja J um campo
de Jacobi ao longo de v com J(0) = 0. Considere v(0) = p e 7'(0) = v, tome v(s)
uma curva em T,M com v(0) = av e v'(0) = J'(0). Entao existe uma funcio f(t,s) =
exp, tv(s) tal que J(t) = %(t,O).

A Proposicao [2.1.16] caracteriza os campos de Jacobi que se anulam na origem.
De maneira mais geral, também ¢é possivel caracterizar os campos de Jacobi que nao se

anulam na origem, usando uma fungao semelhante a dada na Proposic¢ao [2.1.16

Agora, daremos uma importante caracterizacao para campos de Jacobi em varie-

dades riemannianas cuja curvatura seccional é constante e igual a —1.

Proposigao 2.1.17. Seja M uma variedade de curvatura seccional constante K = —1.
Suponha que J é um campo de Jacobi ao longo da geodésica normalizada v e J é normal
ay', com J(0) =0. Entdo existe w(t) um campo paralelo e unitdrio ao longo de ~y tal que

((t),w(t)) =0, para todo t no dominio, tal que:

J(t) = senh(t)w(t).

2.1.2 Imersdes isométricas e segunda forma fundamental

Definicio 2.1.18. Sejam M™ e M variedades diferencidveis de dimensio m e n res-

pectivamente. Uma funcdo f : M — M ¢é uma imersdo se para todo p em M, a
dfy - T,M — Ty M € injetiva.
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Segue da defini¢ao que n —m = k > 0, pois df,, é injetiva para todo p. Dizemos
que o numero k é a codimensao da imersao. No caso particular em que f também um

homeomorfismo sobre sua imagem, dizemos que f é um mergulho.

Agora, se M é uma variedade riemanniana, esta induz de maneira natural uma

métrica riemanniana em M, fazendo:

(w, 0)p = (dfyp(w), dfy (V) yys Y, v € T, M.

Nesse caso, dizemos que f é uma imersao isométrica de M em M.

Observacao: Note que essa é a maneira pela qual definimos o produto interno no
espaco tangente das superficies regulares do R?. Na sequéncia, definiremos objetos cuja

motivacao da construcao é proveniente desse contexto.

Para este trabalho é suficiente supor M C M e considerar a imersdo como a funcao
inclusdo de M em M. Ainda, vamos admitir que a dimM = n, que a dimM = m e que k

é a codimensio da imersao.

Para cada ponto p € M, o produto interno em T,M decompde T,M na soma
direta
T,M =T,M & (T,M)",

onde (T,M)* é o complemento ortogonal de T, M em T, M.

Indicaremos a conexdo riemanniana em M por V. E possivel provar que se X e Y
sao campos de vetores em M e X,Y sao extensoes locais a M, entdo a conexdo em M ¢é
dada por:

T AT
VXY - (VYY) y
onde (VY)? representa a componente tangencial do campo sobre T'M. Para mostrar que

essa € a conexao em M, basta verificar que a conexao assim definida cumpre as condi¢oes
da Definicao 2.1.3]

Proposigao 2.1.19. Se X|Y € X(U), U C M aberto, a aplicagio B : X(U) x X(U) —
X(U)* dada por
B(X,Y) =VgY — VxV

¢ bilinear e simétrica.

Como B é bilinear, em um sistema de coordenadas, o valor de B(X,Y)(p) depende

apenas de X (p) e Y (p), isso decorre da observacio feita apés a Proposigio 2.1.5

Definicao 2.1.20. Seja f a imersdo de M em M. Dado p € M, a aplicacio B definida

acima € dita a sequnda forma fundamental de f em p.
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Dado p € M e fixado 1 um vetor normal em 7, M, a aplicacao H, : T, M xT,M —
R dada por
Hy(z,y) = (B(z,y),n), z,y € T,M,

é, pela Proposicao 2.1.19], uma forma bilinear simétrica. Com isso, fica associada uma

aplicacao linear auto-adjunta S, : T,M — T,M por
<Sﬁ($>7 y> = Hn(llf, y) = <B($7 y)a 77>

As igualdades acima relacionam o produto interno entre os vetores tangentes a M

em p e os vetores no complemento ortogonal de T, M.

A seguinte proposicao nos da uma expressao para a aplicacao linear auto-adjunta
S-

Proposi¢ao 2.1.21. Sejap € M, v € T,M en € (T,M)*. Seja N uma extensio local

de n normal a M. Entdo

Neste trabalho, nos interessa o caso particular em que M é uma hipersuperficie,

isto é, a codimensao da imersao ¢ igual a 1. Vamos explorar um pouco mais esse caso.

Sejam M uma hipersuperficie contida em M, p € M e n € (T,M)*, |n| = 1.
Como 9, é auto-adjunta, existe uma base de autovetores em T, M que a diagoliza e todos
os autovalores sao reais. Se escolhermos uma orientagio para M e M (admitindo que é
possivel orientéd-las), entdao o vetor 7 fica unicamente determinado ao exigirmos que sendo
{e1,...,e,} uma base na orientagdo de M, {ey,...,e,,n} seja uma base na orientacao
de M. Nesse caso, os vetores ¢; que diagonalizam S, sdo ditos a diregdes principais e
os autovalores \; sdo ditos as curvaturas principais da imersao. Isso motiva a seguinte

definicao.

Definicao 2.1.22. Dado p € M e usando as notacoes acima, dizemos que o numero

H(p) =L\ + ...+ \,) € a curvatura média da imersdo em p.

Note que a defini¢ao acima estende as hipersuperficies a nocao de curvatura Gaus-

siana e de curvatura média desenvolvida na geometria das superficies do R3.

2.1.3 Campo gradiente e operador Laplaciano

Nesta subseccao, vamos definir o campo gradiente e o laplaciano de uma fungao

real definida em uma variedade, que serdo utilizados mais adiante no texto.

Definicao 2.1.23. Sejam M wma variedade riemanniana e f uma fungdo real diferen-

ciaqvel em M. O campo gradiente de f (grad f) em M € definido por:

(grad f(p),v) = df,(v), p € M,v € T,M.
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Note que, se {Ey, ..., E,} é um referencial ortonormal em M, entao

i=1 i=1
Para definir o operador Laplaciano de uma funcgao real, precisamos antes definir a

divergéncia de um campo de vetores.

Definigao 2.1.24. Sejam M uma variedade riemanniana e X € X(M). A divergéncia
do campo X é definida como a fungio divX : M — R dada por div X (p) = tr A, onde
A:T,M — T,M ¢ a aplicagio linear dada por A(Y (p)) = VyX(p).

E possivel provar que essa definicao estende a divergéncia de campos de vetores
em R". Um fato importante que decorre da algebra linear é que, se {ey,...,e,} formam

uma base ortonormal de 7),M, entao o trago de A é dado por

trA=> (V. X, e).
i=1
Definicao 2.1.25. Seja M uma variedade riemanniana. O operador Laplaciano é defi-

nido por

A:DM) — D(M)
f = Af=divgradf,

onde D(M) é o conjunto das fungoes C>°(M).

De novo, é possivel mostrar que essa definicdo generaliza a nog¢ao do operador

Laplaciano vista em R".

2.2 O plano hiperbélico H?

Nesta secdo, temos o objetivo de apresentar o plano hiperbélico H? como varie-
dade riemanniana e introduzir alguns objetos importantes do mesmo, a saber: circulos,
horocirculos e hipercirculos. Entretanto, antes de apresentarmos esses conceitos, daremos

uma breve ideia do seu surgimento.

Segundo Pansonato e Binotto (2010), a origem desse espaco esta relacionada com a
negac¢ao de um dos postulados de Euclides, mais especificamente, a negagao de uma versao
equivalente do quinto postulado. A equivaléncia diz o seguinte: “por um ponto fora de
uma reta pode-se tragar uma Unica reta paralela a reta dada”. Por negacao, estamos
assumindo que por esse ponto passam, no minimo, duas retas paralelas a reta dada. Com
isso, a geometria hiperbodlica é desenvolvida assumindo os outros quatro postulados e a

negacao do quinto. O plano hiperbdlico é um exemplo de uma geometria nao-euclideana.
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A abordagem desse espaco sera feita utilizando a geometria riemanniana, isto é,
consideraremos uma variedade diferenciavel e atribuiremos uma métrica riemanniana,
conforme a Defini¢io 2.1.1] Apresentaremos o H? em dois modelos: o modelo do semi-
plano superior e o modelo do disco. O objetivo sera descrever as geodésicas e a curvatura

do H? no modelo do semi-plano e, por fim, mostrar que esses modelos sdo isométricos.

2.2.1 Modelo do semi-plano superior

Considere M = {(x,y) € R?y > 0}. Note que a fungao identidade do semi-plano
superior do R? em M é uma parametrizacao. Com isso, temos que M é uma variedade

diferencidvel.

Considere x : U C R? — M uma parametrizacao local de M e denote por X; e

X, os campos coordenados que formam uma base de TM. Sejam X,Y € X (M), assim

onde a; e b; sdo fungdes reais diferenciaveis em M. Defina (-,-), : T,M x T,M — R

1 2
por (X(p),Y(p)), = (> ai(p)bi(p)). Disso, segue que (-, ), varia diferenciavelmente
com p. Logo, (M, (-,-)) é uma variedade riemanniana, que passamos a chamar de H?Z.

y(p)? =

Vale ressaltar que o produto interno em H? é um multiplo do produto interno candnico
do R%.

Agora, temos o objetivo de descrever as curvas geodésicas em H?. Para isso, é
iente identifi tos de H? i-pl i 1 Assi
conveniente identificar os pontos de com o semi-plano superior complexo. Assim,

dado (z,y) = p € H?, identificaremos p com z € C fazendo 2z = x + iy.

Proposicao 2.2.1. A aplicacio ¢ : H?> — H?, dada por

az+b

¢(z) = cz+d

a,b,c,d € R com ad —bc =1,
¢é uma isometria de H?>.

Demonstragio. Mostremos que ¢ estd bem definida, ou seja, ¢(z) € H? Vz € H2. De

fato, usando a identificagdo com C, temos:

az+b alr+iy)+b  ar+b+ ayi

4(2) = cz+d  clr+iy)+d  cx+d+cyi’
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multiplicando e dividindo pelo conjugado do denominador, segue que:

() = aa:—l—b—i—ayi(

cx +d+ cyi

cr +d — cyi
cr +d— cyi

ac(z? + y*) + (ad + be)x + bd + iy
2x? 4 2cdr + d? + 2y?

)

escrevendo a segunda igualdade em coordenadas e fatorando o denominador, temos:

#(z) = ( (1)

ac(z® + y?) + (ad + be)x + bd Y )
(cx +d)? + (cy)? T(ex 4+ d)? + (ey)?)

Assim, como y(¢(2)) > 0, segue que ¢(z) € H?, V2 € H2.

Para verificar que ¢ é uma isometria, mostremos que ¢ é um difeomorfismo que

preserva o produto interno nos espagos tangentes a z e ¢(z), para todo z € HZ.

Segue de (2.1) que ¢ é diferencidvel, pois a expressao em coordenadas de ¢(z) é

diferenciavel para todo z.
Para verificar que ¢ é uma bijecdo, defina f : H? — H? por

_—dz+b
oz —a

f(2)

Um célculo semelhante ao anterior mostra que f(z) € H? e que f é diferencidvel. Ainda,
fazendo a composigdo de f com ¢, ndo é dificil verificar que (¢ o f) = (f o ¢) = Id. Logo,

f = ¢! e, portanto, ¢ é um difeomorfismo. Resta ver que ¢ preserva o produto interno.

Dados z € H? e u,v € T,H?, mostremos que

<d¢z(u)> d¢2(v)>¢(z) = (u, v)..

Note que d¢, = ¢/(z). Assim, dado u € T,H?, temos:

o _ (alcz +d) — claz + b) B u
d:(u) = ¢/ (z)u = ( (cz +d)? > m

Ainda, observe que z —Z = 2y(z) e que ¢'(z) € C. Com isso, denotando por (-,-). 0
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produto interno canénico em C, temos:

<d¢z(u>ad¢2(v)>¢(z) = <¢’(z)u, ¢,(Z)U>¢(Z)

B (u,v)e 1faz+b az+b -
 (ezH+d)Xcz+d)2 \2\cz+d  cz+d

(u,v). (1 ((az+b)(cz+d)—(cz+d)(a2+b>>—2

ez + df(cz+ 4 \2 (e d)(cz+
_  (wve Azt df(ez+d)

(cz + d)?(cz + d)? (z = 2)

(u, v,

(y(2))?
= (u,v),

Portanto, ¢ é isometria.

]

Observacao: As aplicagoes que sao da forma da Proposicao sao chamadas de

Transformagoes de Mobius.

A proposicdo acima nos auxilia a caracterizar as curvas geodésicas em H?, o que

serd feito apds provarmos alguns lemas.

Lema 2.2.2. Seja vy : [a,b] — H?, com y(t) = (co, ), onde co € R e a,b> 0. Entioy é
geodésica. Equivalentemente, as curvas em H? com trago sobre uma semirreta euclideana

perpendicular ao eizo Ox sdo geodésicas.

Demonstragdo. Para provar o lema, mostremos que v minimiza o comprimento entre
quaisquer dois de seus pontos. Dada ¢ : [a,b] — H?, com c(t) = (z(t),y(t)), uma curva
qualquer tal que c(a) = (cg,e?) e c¢(b) = (co,e’), calculemos o comprimento de v e o

comprimento de c.
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)= [ W= [ = [ @dt: [lat=b-a

Agora,

o) = | e @)ldt = / ’ ¢ (yé))z ((/(6)? + (' (£))?)dt > /ab %) dt=In (%) e

Com isso, v tem o comprimento menor do que qualquer outra curva ligando os pontos

v(a) e v(b) e |[¥'| = 1. Logo, pela Proposigao 2.1.11], v é geodésica.

]

Agora, vamos mostrar que a imagem do semi-eixo Oy pela isometria dada por
2211 ¢ um semicirculo euclideano com centro no eixo Oz ou uma semirreta euclideana

perpendicular ao eixo Ozx.

Note que, por ({2.1)), temos:

_ (ac(z® +y*) + (ad + be)x + bd Y
¢(2) = ( (cx +d)? + (cy)? e+ d)? + <cy>2> '

Com isso, segue que:

¢(O+iy):<acy2+bd Y >

2y + d?’ c2y? + d?
Defina a curva o por:

a:(0,+00) — H?

t — a(t)z(

2
act® + bd t ) ‘ (2.2)

22 + d27 22 + d2

Assim, a estd bem definida e, como isometrias preservam geodésicas, o é geodésica.

Provemos o seguinte Lema:

Lema 2.2.3. Seja a curva o dada por , onde a,b,c,d € R sao constantes tais que
ad—bc = 1. Entao a imagem de o estd contida em um semi-circulo euclideano com centro

no eixo Ox ou em uma semirreta euclideana perpendicular ao eizo Ozx.

Demonstracao. Vamos mostrar que, para qualquer condi¢ao sobre as constantes a, b, c,d €
R, com ad — bc = 1, a imagem de « é um semicirculo com centro no eixo Ox ou uma

semirreta perpendicular ao eixo Ox.
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e caso c# 0ed#0.

Note que, tomando o limite quando t — 0 e quando ¢t — oo, temos:

) ) act® + bd t b
lim o(t) = lim <62t2 SRR d2> = <d,0> =pm

, P act? + bd t (%)
o) = (G mm ) = (50) =
Ainda, por valer ad — bc = 1, temos que p; # po. Considere ¢y o ponto médio entre

p1 € po. Assim, ¢y é dado por:

1
00:p1+p2:<a+b70> _ (ad—i—bc O).

2 2\c d 2¢cd

Considere a distancia euclideana r entre ¢ e py, logo

ad + be b 1
7’—|Co—p1|—‘<20d70> - <d’0>|_ |20d]

Afirmacao: A distancia euclideana entre a imagem de « e ¢y é constante igual a r.

De fato, usando a relagao ad — bc = 1, segue que

(act2+bd ad + be t )’

) —c| = -
jat) = col 22 4 2 2cd 2?2 + d?

B At? — d? ¢
|\ 2cd(c2t? + d2)" 22 + d?

(02t2 _ d2)2 N t2
(2¢d)?(22 + d2)2 (P12 + d?)?

(212 — d2)2 + (2cd)2t2
(2cd)2 (22 + d2)2

1| (2t +d?)?
12cd| \| (c?t? + d?)?

1
12¢d]|

Logo, a imagem de o é uma semi-circunferéncia centrada no eixo Ox.

ecasoc=0ed#0

Segue que,

alt) = act? +bd 't (bt
o\t a2 A4 d2) \d &)

Logo, a imagem de a é uma semirreta perpendicular ao eixo Ox.
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ecasoc#0ed=0

Assim,

t? + bd t 1
alt) = act” + :<a )

22 4+ d?7 22 + d? c’ 2t

Logo, a imagem de « é uma semirreta perpendicular ao eixo Ow.

Portanto, independente das escolhas de a, b, ¢, d, temos somente as duas possibili-

dades para a imagem da curva a. O que conclui a demonstragdo do Lema.

]

Note que, dados um ponto p no semi-plano superior do R? e uma direcao v em
R? (Ju| = 1), existe uma curva « com imagem sobre uma semi-circunferéncia centrada no
eixo Oz (ou com imagem sobre uma semirreta perpendicular ao eixo Ox) passando por p

tal que o vetor tangente em p é exatamente v.

De fato, se v é perpendicular ao eixo Ox, basta tomarmos uma curva « normalizada
(|o/] = 1) com imagem sobre a semirreta que passa por p e é perpendicular a Oz. Agora,
suponha que v nao é perpendicular ao eixo Ox. Nesse caso, considere o ponto pg € Ox tal
que (p — po,v) = 0. Assim, basta considerarmos uma curva « normalizada com imagem

sobre a circunferéncia que tem centro em pg e raio |p — pol.

Observe que nao é necessario que |v| = 1, pois é possivel ajustar a velocidade da
curva o para que a mesma tenha o vetor v como tangente no ponto p, para qualquer v
dado.

Proposicao 2.2.4. As geodésicas em H? tém traco sobre uma semi-circunferéncia eu-

clideana centrada no eixo Ox ou sobre uma semirreta euclideana perpendicular ao eixo

Ozx.

Demonstragio. Dado (p,v) € TH?, pela Proposigio [2.1.8 existe uma tnica geodésica v
que passa por p com velocidade v. Pela observagao acima, existe uma curva a que passa
por p com velocidade v, tal que a imagem de « esta contida em um semi-circulo euclideano

com centro no eixo Ox ou em uma semirreta euclideana perpendicular ao eixo Ozx.

Agora, se v é perpendicular a Oz, a tem a imagem contida em uma semirreta

perpendicular ao eixo Oz. Pelo Lema [2.2.2] a é geodésica. Logo, v = a.

Por outro lado, se v nao é perpendicular a Ox, a esta contida em uma semi-
circunferéncia euclideana ¢ com centro no eixo Ox. Suponha que os pontos (p,0) e
(p2,0) sao a intersecgdo de ¢ com o eixo Ox. Seja ¢ a isometria dada pela Proposigao
2.2.0 e tome a = pa,b = p1,c = 1,d = 1. Assim, pelo Lema[2.2.3] temos que « é geodésica.

A menos de reparametrizar «, temos que v = «.
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]

A Proposicao caracteriza as geodésicas de H? no modelo do semi-plano supe-
rior. A partir de agora, passaremos a determinar a curvatura seccional dessa variedade.
Para isso, precisaremos de dois lemas, sendo o primeiro o exercicio 5, do capitulo 8 de
Carmo (2015), e o segundo é uma adaptacao de um exercicio proposto por Fernando Coda

em uma de suas aulas.

Lema 2.2.5. Seja M uma variedade diferencidvel. Considere uma funcao positiva p :
M — R e g,g duas métricas riemannianas em M, tais que g(X,Y) = pug(X,Y), para
todo X,Y € X(M). Sejam V e V as conexdes riemannianas de (M,g) e (M,g), respec-

tivamente. Entao
VyY =VyY + S(X,Y),

onde S(X,Y) =

i{(Xu)Y + (YY) X —g(X,Y)grad u} e o grad i é tomado com relagao
a métrica g, isto €

, X(p) = g(X, grad ).
Demonstracao. Vamos mostrar que
VxY =VxY + S(X,Y)

¢ a conexao riemanniana de (M, 7).

Para isso, devemos verificar os cinco itens da definicao [2.1.3] Os itens i), ii), iii) e
v) seguem das propriedades da conexao V e de S. Com isso, basta verificar que a conexao

definida acima é compativel com a métrica g, isto é:
X(g(Y,2)) =g(VxY, Z2) +g(Y,Vx 2). (2:3)
Note que o primeiro membro da igualdade (2.3)) é:

X@Y,2)) = X(ug(Y,Z2))
= X(ug(Y.Z) + pX(9(Y, Z))
= X(uwg(Y.Z) + pg(VxY, Z) + pg(Y,VxZ).

O segundo membro da igualdade (2.3)) é:

9(VxY, Z)+g(Y,VxZ) = p(g(VxY +S(X.Y),Z) +g(Y,VxZ + S(X, Z)))
= ,U9<VXY72)+M9(S(X>Y)>Z>
+ ng(Y,VxZ) +pg(Y, S(X, 2)).

Com isso, para a validade da igualdade (2.3)), é suficiente mostrar que vale:

X(wg(Y,Z2) = u(g(S(X,Y), 2) + (Y, S(X, Z)))- (2.4)
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Mas,
w(g(S(X.Y), 2) +9(Y,S(X,2))) = ug (;ﬂ(X(H)Y+Y(M)X—g(X,Y)gradM),Z>

r g (Y, - (X(0)Z + Z()X — g(X. Z) grad m) ’

Agora, usando as propriedades da métrica g e notando que g(grad u, Z) = Z () e g(Y, grad p) =

Y (1) no segundo membro da igualdade acima, temos:
py(S(X,Y), 2) + 9(Y, 5(X, 2))) = X(w)g(Y, 2).

O que conclui a demonstracao do Lema.

]

Lema 2.2.6. Seja M=R?. Considere g a métrica canénica de R?* e g uma métrica em R?
tal que g = e** g, onde u é uma funcao real diferencidvel em R%. Dado p € R?, denote por

K5 a curvatura seccional de (R%,g) e Ayu o laplaciano de u com relag¢Go métrica candnica
Pu O0%u

@ + 673/2 Entdo:

g, isto é, Agu =

_ g9
Ky - eQu
Demonstragio. Note que a conexao V de (R?, g) é a derivada usual do R2. Ainda, dado

p € R? a curvatura K3 em p ndo depende da escolha da base em T,R?. Considerando a

base canonica {eq, es}, segue que:

K. — g(R(elaeQ)ehe?)
g — 2 2 = 27
|€1|§|€2|§ g(er, ez)

(2.5)

onde
P(Gl, 62)61 = ve2§6161 — Vq?ezel + v[el,@]el. (26)

Agora, usando o Lema em cada parcela de (2.6)), temos:

vwvelel = v52v61€1 + 5(62, Velel) + VQS(el, 61) + 5(62, 5(61, 61)),

velv@el = V81v6261 + 5(61, Vezel) + VeIS(eQ, 61) + 5(61, 5(62, 61)),
v[el,eg]el = V[el,eg]el + S([eh 62], 61)'
Voltando na equacao ([2.6) e oservando que S(e2, V¢ e1) = S(er, Vee1) = S([er, €], €1) =

0, pois V¢, €1 = Ve,e1 = [e1, e2] = 0, segue que:

R(ey,e2)er = Ve, S(e1,e1) + S(es, S(er,e1)) — Ve, S(ea, 1) — S(er, S(es, eq)) (2.7)

Na sequéncia, adotaremos a seguinte notacao:

ou ou

— = Uy e — = Uy,
ox dy v
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Note que grad(e?") = 2 e**(uy,, u,). Ainda, temos:
1

S(er,e1) = 5 2u (€1<62u)€1 +ei(e™)er —gler, er) gmd(ezu))
1
= S (g(el, 2% (uy, uy))er + gler, 2% (uq, uy))er — 2 (uy, uy))
= (uq, —uy)
e
1
S(eg,e1) = 5 o2 (eg(e2“)el + e1(e*)ey — gley, 1) grad(e%))

1 u U U
= o (g(62,2e2 (U, uy))er + gler, 2% (ug, uy))es — 2€° (ux,uy))

= (uy,uy).

De maneira semelhante, podemos calcular S(es, S(eq,e1)) e S(eq, S(eq,e1)). Assim, cada
parcela de (2.7)) é dada por:

Ve,S(e1,e1) = @(uw _uy) = (uyxa _uyy)7
S(ez, S(er, e1)) = (2uqguy, uz —ul),
v€15(€27€1) = %(uyaux) = (sz,numc)a

S(er, S(ea, e1)) = (2uguy, u2 — uz)
Substituindo cada parcela em (2.7)), temos:

Bleren)er = (ttyer —tiyy) + Cutaty, 62 — 02) = () — (2t 2 — )
= (0, = (Uaz + uyy))
= (0, (23)

Note que

lei2 = * |e;|2 = e, parai=1,2.

Finalmente, usando ([2.8]) em ({2.5)), segue que:

G(R(e1,e2)eq, €2)

K- —
le1[Zleal2 — (e, e2)?

g

e g((07 _Agu)7 62)
edu

Agu

e2u :
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Com o Lema [2.2.6, podemos provar a seguinte Proposicao.

Proposicao 2.2.7. A curvatura seccional do H? é constante iqual a —1.

Demonstragio. Considere M o semi-plano superior do R%. Agora, nas mesmas condicoes

do Lema 2.2.6] defina a fun¢ao u por:
u: M — R
1
(l’,y) = U(ZE,y) =In ()
Y
Agora, fazendo § = e** g, temos:

1
E(X, Y)p = 729()(’ Y)Pv \V/ny € X(M)

y(p)
Com isso, (M,g) = H?. Pelo Lema a curvatura seccional de H? em p é dada por:
Agu
KE = = e2u
_ oy
y(p)~?
= —1.

2.2.2 Modelo do disco

Considere o conjunto D = {(x,y) € R* 2* + y* < 2}, isto é, D é a bola aberta de
centro (0,0) e raio 2. Note que D é uma variedade diferencidvel com a estrutura do R?.

Dados p € M e u,v € T,M, defina o produto interno em D por:

<u7 U>D - %@jﬂ U>7

(=)

onde (-, -) denota o produto interno candnico do R?. Com isso, (-, -)p define uma métrica

riemanniana em D. A variedade riemanniana (D, (-, -)p) serd denotada por D?.

Vamos mostrar que D? é isométrica ao HZ.

Proposicao 2.2.8. A variedade riemanniana D? € isométrica ao H2. Mais precisamente,

- (O’ 1)

€ uma isometria.
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Demonstragio. Note que f(p) € H? para todo p em D?. De fato, considere p = (z,y) e
f(p) = (z(f(p)), y(f(p))), assim

y(f(p) = 4—2F2

p+(0,2)]2

4y +8—|p+(0,2)]?
lp+ (0,2)]2

dy +8 — 2% —y? — 4y —4
p+(0,2)?

4 — |pf?

P (0.2)F (29)

Agora, defina:

g:H2 — D?
p+(0,1)

47@7L 0.1 + (0, —2).

p — g(p) =

Com isso, go f = fog=1d. De fato,
-2
( A(p+(0,2))lp +(0,2)[ — (0,1) + (O, 1)‘2> +(0,-2)

e e = e 0.2+ 0,217 - 0.0+ 0.1)

16(p + (0,2))[p + (0,2)| >
16|p + (0,2)[~*p + (0,2)/[?

+ (0, —-2)
= p+(0,2) + (0,-2)

=P

Um célculo semelhante mostra que (f o g)(p) = p. Logo, g = f~. Como f e f~! sdo
fungoes diferenciaveis, segue que f é um difeomorfismo. Resta ver que f é isometria, isto
é, que f preserva o produto interno entre os espagos tangentes de p e f(p). Para isso,

dados p € D? e v € T,D?, é suficiente verificar que:

{dfp(v), dfyp(v))u = (v, v)p,
onde (-, -)g denota o produto interno de H?. Note que

vlp +(0,2) = 2(p + (0,2)){v, (p + (0, 2))) 2
4 P+ (0.2 Vo € R”.

dfy(v) =

(df, (v), df, (v)) 16 ) (2.10)

T+ (0,2
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Agora, usando (2.9)) e (2.10)), temos:

{dfy(v), dfy(v))
(y(f(p)))?
16|p + (0,2)|™*
(4 = |p?)?lp + (0,2)]~

16
= 16 (1 B 112)2@}7”)

= (v,v)p.

(dfp(v), dfp(v))s

(v,0)

Portanto, f ¢é isometria.

O

E possivel provar que as geodésicas em ID? sdo retas passando pela origem e arcos

de circulo que cortam o bordo do disco D ortogonalmente.

2.2.3 Algumas isometrias do H?>

Nesta subseccao vamos apresentar algumas isometrias que tém particular impor-
tancia neste trabalho. Como ja sabemos que as Transformagoes de Mobius sao isometrias

do H?2, vamos mais uma vez identificar o H? com o semiplano superior complexo.

Definigao 2.2.9. Uma aplicacio f : H*> — H? da forma f(z) = Az, X > 0, € dita uma

dilatacao.

Nao é dificil ver que as dilatagoes sao isometrias, pois basta tomar os coeficientes

na Transformacio de Mobius como sendo a = A\/vX\,b=0,c=0,d = 1/V/\.

Definigao 2.2.10. Uma aplicagio f : H* — H? da forma f(z) = z + X\, A € R, € dita

uma translacao horizontal.

E direto ver que as translagoes horizontais sao isometrias, ja que sao Transforma-

¢oes de Mobius.

Definicao 2.2.11. Uma aplicagio f : C — C da forma

zZ— 20

f(2)

= —75 12, 20€C
|z — 20]?

¢ dita uma inversao de polo. O ponto zy € chamado de polo da inversdo.

Vamos explorar algumas propriedades geométricas da inversao e, por fim, verificar

que quando o polo é um ponto sobre o eixo Oz a inversdao é uma isometria do H?2.
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Convém aqui, para deixar mais clara a argumentacao, considerar zy = 0 e, assim,
f(2) = z/|z]*. Com isso, a imagem de z através da inversio f é um ponto que estd na
reta determinada por z e passando pela origem de C. Ainda, f(z) = z se, e somente se,
z € St. De fato,
z

z:f(z)(:)z:w(:)|z|2:1<:)2651.
z

Com isso, f fixa S'. Como
2l _ 1
£ = o=
E{ L
segue que se |z| < 1, entdo |f(z)| > 1 e se |z| > 1, entao |f(2)| < 1. Geometricamente, f

permuta as regides do interior e exterior de S*.

Na sequéncia, vamos provar um Lema sobre as inversdes. Aqui, é conveniente

identificar C com R?

Lema 2.2.12 (da inversdo). Sejam py € R? e iy, a inversao em py. Suponha que o :
R — R? € uma curva cujo trago é uma reta que ndao contém py. Entdo (ip, o ) tem trago
sobre uma circunferéncia tal que tl}rinoo(ipo oa)(t) = pg. Inversamente, se 3 : (0,27) — R?
¢ uma curva cujo trago € uma circunferéncia tal que 11_{% B(t) = tligl7r B(t) = po, entdo o
trago de (ip, o B) € uma reta paralela a reta tangente a circunferéncia em py. Em outras
palavras, a inversio tem a propriedade de levar retas (que nao contenham o ponto de

inversdo) em circulos e circulos (que contenham o ponto de inversao) em retas.

Demonstracio. Dados py € R? e r uma reta em R? que ndo contém py, vamos mostrar
que a imagem de r através da inversao em py ¢ uma circunferéncia. Note que, a menos
de reorientar o R?, podemos supor que py = (0,0) e que r é paralela ao eixo Ox. Seja
ip : R? — {(0,0)} — R? a inversdo na origem e r uma reta paralela a Ox. Com isso,
podemos supor que a reta r é imagem de «, onde «a(t) = (¢,¢), para algum ¢y fixo.

Agora, compondo iy com «, temos:

(igoa)(t) = _ (2.11)
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Mostremos que a distancia de ig(a(t)) a (0,1/2¢y) é constante. De fato,

A 1 t Co 1
t)—(0,—]| = %3
(ZOOOé)() (7260)‘ |<t2—|—6(2)7t2+03> (’200)|

t2 N (c§ —12)?
n \ (12 + )2 4312 + )?

4312 + ¢ — 232 + t4
1T AP

1 (c% + 12)2 /
B 2lco| \ (3 +t2)2,que ¢ constante.

Com isso, temos que a imagem de (ipoa) estd contida numa circunferéncia. Para verificar

que a imagem é toda a circunferéncia excetuando o ponto (0,0), note primeiro que, por

2.11)), tgrinoo(io oa)(t) = (0,0). Assim, z(t) =

3 Dbode ser tomado arbitrariamente
t° + ¢
proximo de 0. Como z(t) pode assumir valores positivos e negativos, por conexidade, a

imagem tem que ser toda a circunferéncia excetuando (0,0). O que encerra a primeira

parte da demonstracao.

Suponha agora que  é uma curva cujo traco é uma circunferéncia tal que Pi% p(t) =
tl_lngr B(t) = po. Novamente, a menos de considerar uma reorientagao de R?, podemos su-
por que py = (0,0) e que a circunferéncia definida por § tangencia Ox em (0,0). Com isso,
suponha que 3(t) = (rsent,r —rcost), onde r é um nimero positivo fixado e t € (0, 27).

Agora, compondo ig com 3, temos:

rsent r—1rcost
)2

oo = (

r2sen?t + (r —rcost)? r2sen?t + (r —rcost
- rsent r —1rcost
— \2r(r —rcost)’ 2r(r — rcost)

B sent 1
 \2(r—rcost)’ 2r )’

Com isso, a imagem da circunferéncia é paralela ao eixo Ox. Para verificar que a imagem

é toda a reta com altura 1/2r, denote por z(t) a primeira coordenada de (ig o 5)(t) e
note que se t — 0, entdo z(t) — +oo e se t — 2w, entdao x(t) — —o0, 0 que encerra a

demonstragao.

]

Agora, vamos verificar que as inversdes sao isometrias do H? quando z, € Oz.
Note primeiro que a aplicagdo z +— —Z, que é uma reflexdo na reta {x = 0}, é uma

isometria do H2. De fato, essa aplicacdo tem imagem em H? quando toma valores em
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H2. Ainda, em R? essa aplicacao é linear, portanto é um difeomorfismo. Resta ver que

preserva o produto interno em H?. Dado (z,y) = z € H? e u,v € T,H?, temos que:

(df. (). df. (o)) ) = ;2<f<u>,f<v>>e

Logo, é uma isometria.
Note que a aplicacao h : H? — H?2, dada por
—zz+ 22 -1
0 i e
zZ— 20
¢ uma Transformacio de Mobius com coeficientes a = —zy,b = 22 — 1,¢ = 1,d = —z.
Assim, a composicao g(z) = f(h(z)), onde f é a reflexdo em {z = 0} acima mencionada,

é uma isometria do H2. Mas ¢ é exatamente a inversao em zg, pois

+Zo.

1 — 1 1 — —
o(2) = + 20(z — 20) o (z zo>+20: Z— 2

— = — + ZO = — — — D)
z 20 z 20 z 20 \%Z 20 z 20

Logo, as inversoes com polo no eixo Ox sdo isometrias do HZ.

2.3 Curvas de curvatura geodésica constante em H?>

Nesta seccao, temos o objetivo de definir e de explorar curvas de curvatura geo-
désica constante em H?, mais precisamente, os circulos hiperbélicos, horocirculos e hiper-
circulos. Tais curvas desempenham um papel importante no estudo do plano hiperbdlico,
pois, por terem curvatura geodésica constante, essas curvas sao como retas e circulos na

geometria euclideana.

2.3.1 Curvatura geodésica das curvas em H?>

Nesta subseccao, vamos definir a curvatura geodésica das curvas em H? e obter

uma expressao que relaciona a curvatura de uma curva em H? com a curvatura em R2

Definigao 2.3.1. Sejam M? uma variedade riemanniana de dimensdo 2 e o uma curva
em M? parametrizada por comprimento de arco. Dado p € a, considere n o vetor normal

a curva o em p e unitdrio. A curvatura geodésica (k) da curva o em p € dada por:

kg =—(Van, o).
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Note que a Definicao estende a nocao de curvatura de curvas em R2. De fato,
considere o uma curva em R? parametrizada por comprimento de arco, n o vetor normal
a a que faz o conjunto {a’,n} ser uma base positivamente orientada de R? e denote por

k= (a",n) a curvatura de «, com isso

(n,) =0
:>o/((77,o/>> =0
L (Vand) = (Vo

=k, = k. (2.12)

Vamos provar uma proposicao que relaciona a curvatura geodésica das curvas em H? com
a curvatura das curvas em R2. Na verdade, vamos provar algo um pouco mais geral, como

enunciaremos a seguir.

Proposicao 2.3.2. Seja M uma variedade diferencidvel de dimensdo 2 e g, G duas mé-
tricas riemannianas em M. Denote por M = (M,g) e M := (M,q) as variedades
riemannianas associadas a g e g. Suponha que g = pg, onde i1 € uma fungao diferencia-
vel positiva. Se o € uma curva em M e kg a sua curvatura, entdo a curvatura de o em
M ¢ dada por:
B, = 2piky — n(u)’
200/t

onde n € o vetor normal e unitario sequndo a métrica g.

Demonstracao. Seja o uma curva parametrizada por comprimento de arco em M e denote

por @ a mesma curva mas em M. Como § = pg, temos que se n é o vetor normal em

p € a, entao n = (\;7_) ¢ normal e unitario no ponto p € @. O mesmo ocorre com o
1

/
- . — « , s
vetor tangente o em p que, por valer a relacao acima, o = ( ¢ tangente e unitario
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no ponto p € @. Assim, a curvatura geodésica de @ no ponto p é dada por:

=
«Q
I
|
T~
\\‘
.
~—
Q]

Agora, usando o Lema [2.2.5] segue que:

—\;ﬁwafmo/b = \/1_< e . ( (i +n(wa’ = (o', n)ygrad i), '),
Yy )
= ﬁwan, g 2u\/ﬁ< o)
_ kg n(w)
Vi 2p/h
2uky — n(p)

20/

]

Note que a métrica hiperbdlica cumpre a condigdo da Proposicao [2.3.2] basta
tomar M como o semiplano superior e u(p) = 1/y(p)?, onde p é o ponto onde produto

interno estd sendo tomado.

A Proposicao junto com o fato da curvatura geodésica estender a curvatura
de curvas em R? nos d4 uma ferramenta para calcular de maneira mais simples a curvatura
geodésica de curvas em H?, especialmente aquelas curvas cujos valores da curvatura sao

constantes em R?, os circulos e as retas.

2.3.2  Circulos hiperbdlicos

Nesta subseccao, apresentaremos os circulos hiperbdélicos e algumas de suas pro-

priedades.

Definicao 2.3.3. Um circulo hiperbolico é um circulo euclideano estritamente contido em
HZ2.
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Usando a Proposicao mostraremos que os circulos hiperbdlicos tem curvatura

geodésica constante.

Proposicao 2.3.4. A curvatura geodésica do circulo hiperbolico € constante e estrita-

mente maior que 1.

Demonstragio. Seja pg = (g, yo) 0 centro de um circulo de raio r, com r < y,. Considere
«a uma parametrizagao por comprimento de arco do circulo euclideano. Com isso, a

curvatura geodésica do circulo hiperbélico num ponto p é dada por:

T _ 2pkg —n(p)
! 2uy/p
onde k, é a curvatura do circulo euclideano e 1 é o vetor normal (interior) ao circulo e

unitario em p. Assim, como a curvatura do circulo euclideano é 1/r, segue que:

T 2wk —n(p)
! 20/t
3
Y 2
= b (—(grad e + 3427’>

(g ()

- Ly, 2

yir y*r

]

Queremos dar um sentido intrinseco para os circulos hiperbdlicos provando que os
mesmos sao circulos geodésicas, isto é, a distancia a um ponto fixo é constante. Convém,
para esse e outros casos, obter uma expressao para a curvatura geodésica em funcao do

raio da esfera geodésica. Nesse sentido, vamos provar dois lemas.

Lema 2.3.5. Seja M uma variedade riemanniana. Dado py € M"™, considere a
funcio d definida em M™ ™ que calcula a distancia até po, dada por d(p) = d(po, p). Entdo
Ad(p) = —nH(p), onde H(p) é a curvatura média em p da esfera geodésica (orientada

para o interior) de centro py que contém p.

Demonstragio. Dado p € M™! considere € > 0 e S.(pg) a esfera geodésica de raio € e

centro py que contém p. Note que d(Sg(po)) = €.

Afirmacao: gradd(p) é ortogonal a T,S,(py) e é unitario.
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Para a primeira parte, considere v € T,S.(py) € mostremos que grad d(p) L v. Seja
a uma curva em Se(po) tal que a(0) = p e &/(0) = v. Como o C Sc(po), (do a)(t) =
eVt € I. Assim, (do«)'(t) =0, mas

0= (doa)(0) = ddy(v) = (gradd(p), v).

Logo, grad d(p) L v.

Para a segunda parte, seja v a geodésica parametrizada por comprimento de arco
que liga pp a p. Com isso, v(€) = p. Ainda, pelo Lema de Gauss, 7'(¢) L T,,Sc(po) e, como
a codimensao de S¢(po) é 1, o grad d(p) é um multiplo de ~/(¢), isto é, grad d(p) = ay/(e).
Disso, decorre que (grad d(p),~'(¢)) = a. Mas

(1) =
= aan|_ = S|
= (gradd(y(1),7' ()], = 1

t=¢

= (gradd(p),7'(e)) = 1

Logo, a = 1 e, portanto, grad d(p) = 7/(¢), que é unitério.

Como Se(po) é uma hipersuperficie, n = gradd(p) é a tnica dire¢do normal a
T,Se(po). Sejam

Sn:TpSE(po) — Tpsﬁ(po)
v Sy(v) = =(Vyn)"

a transformagio auto-adjunta associada a segunda forma fundamental e {Ey, ..., E,} a
n

base ortonormal que a diagonaliza. Com isso, H(p) = — Z A;, onde \; sao os autovalores
i=1
de S,. Como 7 é ortogonal a T,S.(po) e |n| =1, {Ex, ..., E,,n} é uma base ortonormal de

T,M" . Ainda, note que (V,n,n) = 0, pois

(m,m) =1
=n(n,n = n(l)

=2(V,n,m) = 0
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Assim, denotando por F, 1 = 1, temos que:

n+1

divgradd(p) = > (Vg gradd, E;)(p)

i=1

n

= Y (Ven E)p) + (Vyn,n)(p)

i=1

n

= 2 A(Ven)" + (Ven)", E)(p)

]

Note que quando a dimensao de M ¢ igual a 2, a curvatura média de uma curva
coincide com a curvatura geodésica da mesma. De fato, basta notar que o espaco tangente

tem dimensao 1. Logo, todo vetor é um autovetor. Assim

kg = _<VO/7770/> = <S77<a,)70/> = A

O proximo lema da uma expressao para o Laplaciano da distancia a um ponto em
H2

Lema 2.3.6. Dado py, € H?, considere d : H> — R a funcdo distancia até py dada por

d(p) = d(po,p). Entao
Ad(p) = coth(d(p)).

Demonstragio. Dado p € H2, considere € a distancia de p a py e 7 a geodésica parametri-
zada por comprimento de arco tal que v(0) = po,v(€) = p,7'(0) = v. Pelo lema anterior,
grad d(p) = '(€) e é ortogonal a T,,S.(po). Seja E1 € T,,S:(po) tal que |E;| = 1. Com isso,
{E;,gradd(p)} formam uma base ortonormal de T,H?. Assim,
Ad(p) = divgradd(p)
= (Vg gradd(p), E1) + (Vgradd(p) grad d(p), grad d(p))
= (Vg gradd(p), E1). (2.13)

Considere J um campo de Jacobi ao longo da geodésica 7 tal que J seja normal a +' e
J(0) = 0. Pela Proposicao [2.1.17]
J(t) = senh(t)w(t),
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onde w(t) é paralelo e unitario ao longo de v e (7/,w) = 0. Tome w como o transporte
paralelo do vetor E; tal que w(e) = E;. Ainda, por J ser de Jacobi e J(0) = 0, pela
Proposigao , existe f : (—0,0) x [0,¢e] — H? tal que f(s,t) = exp,(tv(s)), onde v(s)
é uma curva em T,H? que cumpre v(0) = v e v'(0) = vy, com a propriedade de f,(0,t) ser
de Jacobi. Se escolhermos vy = w(0), temos que f4(0,t) = J(t), pois fs(0,0) = J(0) =0
e

D

Pron|_, = Z(dtexppe - 0/0)

dt t=0 % t=0

= d(expy)iw - w(O)‘ + o (d(epr>tv ' U,(O))‘

t=0 dt t=0

= w(0)

= J(0).

Logo, como as condig¢oes iniciais da equacao diferencial associada ao campo de Jacobi

coincidem, segue que f5(0,¢) = J(t). Com isso,

fs(0,€) = senh(e)w(e)

= senh(e)E,
N fs(0,¢€)
= b= senh(e)

Ainda, por f;(0,¢) = ~+'(e) = grad d(p) e usando ([2.13)), temos:
Ad(p) = (Vg gradd(p), E)

[
= s y 1 4 7t
<Vse{mft senht (0 )tze
= L ut 0
T genhZ¢ eI
= AU ) 0.0
2senh? ¢ t=c
= ;f (senh2 t)(O t)
2senh®t”" g
_ QSenhtc;)sht(O’t)
2senh”t t—e
= coth(e)
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Proposicao 2.3.7. Dados py € H? e € > 0, o conjunto de pontos a uma distincia € de

po € um circulo hiperbolico.

Demonstracao. Usaremos o fato da curvatura geodésica ser um objeto de “segunda or-
dem”, isto é, dado um ponto p, um vetor v no espago tangente em p e a expressao da
curvatura geodésica ky(s), s € I, existe uma tnica curva «(s), s € I, que passa por p, tem

v como tangente em p e ky(s) como curvatura.

Seja C' um circulo hiperbdlico de curvatura geodésica K. Dado p € C, considere
a geodésica v perpendicular a C' em p e seja py € H? o ponto obtido ao percorrer sobre ~y
uma distancia coth™ (K) de p. Assim, o circulo geodésico de centro py e raio coth™ (K)
passa por p e tem curvatura geodésica igual a K (Lema e Lema . Ainda,
escolhendo F; na demonstragdo do Lema [2.3.6] como sendo o vetor tangente ao circulo
hiperbdlico em p (possivel pois E; é qualquer tangente e unitario ortogonal a v em p),
segue que o circulo hiperbdlico e a circulo geodésico compartilham o ponto p, o vetor

tangente em p e possuem a mesma curvatura. Portanto, eles coincidem.

]

A partir de agora, dado um circulo C' fixaremos como r o raio euclideano e R o

raio hiperbdlico do circulo C.

Por fim, vamos fazer uma observacao que reflexdes em geodésicas que passam pelo
centro de um circulo hiperbdlico deixam o circulo invariante. De fato, decorre de um caso
de congruéncia de triangulos. Seja py o centro do circulo hiperbdlico C' e v um geodésica
que passa por pg. Sejam p € C, R(p) o refletido de p com relagdo a 7 e p a projegao de
p sobre 7. Pelo caso lado, angulo, lado, o tridngulo A(p,p, po) é congruente ao tridngulo

A(R(p),P,po). Logo, R(p) esta sobre o circulo hiperbdlico C.

2.3.3 Horocirculos
Nesta subseccao, apresentaremos os horocirculos e algumas de suas propriedades.

Definicao 2.3.8. Dado p € Ox, um horocirculo centrado em p € a interseccio de um
circulo euclideano tangenciando Ox em p com o H2. Ou o horocirculo é uma reta eucli-
deana paralela a Oz e, nesse caso, dizemos que p = oo € o centro do horocirculo. Dois

horocirculos sdo ditos concéntricos se possuem o mesmo centro.

A escolha de p = oo para o centro do horocirculo quando este é uma reta paralela

pode ser motivada da seguinte forma.

Suponha (x9, %) = po € H? um ponto fixo e v a geodésica vertical que passa por
po. Para cada (x,y) = p € 7 existe um circulo de raio euclideano r e centro em p passando

por py. Se y < yo, entdo quando r — yo/2, o circulo euclideano tangencia Ox no ponto
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(20,0), o que significa que R — o0, ja que os pontos do circulo estao ficando cada vez
mais proximos de Ox. Mas o circulo euclideano tangenciando Oz é um horocirculo. Caso
Yy > Yo, entao quando r — oo, R — oo e o circulo euclideano se degenera numa reta
paralela a Ox passando por pg, o que também é um horocirculo. Isso, intuitivamente,
significa que os horocirculos sdo obtidos como limite de circulos hiperbdlicos quando
R — oo (na verdade, é possivel provar esse fato). Ainda, isso justifica a escolha do centro

de um horocirculo que é uma reta paralela a Ox ser oco.

Proposicao 2.3.9. A curvatura geodésica dos horocirculos é constante igual a 1.

Demonstracao. Suponha que o horocirculo h esta centrado em oco. Assim, o horocirculo
é uma reta paralela ao eixo Ox. Seja o uma parametrizacao por comprimento de arco da
reta h. Com isso, dado p um ponto no horocirculo h, a curvatura geodésica em p é dada
por:
%, = 24tkg = 1)
20/
onde k, é a curvatura da reta e n é o vetor normal (apontado para cima) & h e unitario

em p. Como a curvatura da reta é igual a 0, temos:

- —n(p)
k, = S

3

Y
= L grad i)

4(p)e),

Agora, se h nao estd centrado em oo, entdao h estd centrado em algum ponto
po € Ox. Por uma inversao de polo em py, a imagem isométrica de h é uma reta paralela

a Ozx. Como a curvatura é invariante por isometria, segue o resultado.

Agora, vamos explorar algumas propriedades dos horocirculos.

Proposicao 2.3.10. Seja h um horocirculo centrado em p. FEntdao as geodésicas que

partem de p cortam h ortogonalmente.

Demonstracio. Suponha que p = oo. Nesse caso, h é uma reta paralela a Ox. Como
todas as geodésicas partindo de p sdo ortogonais ao eixo Ox, elas cortam ortogonalmente

h. Por outro lado, se p # oo, entdo p € Ox. Seja i, a inversao de polo em p. Com isso,
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temos que i, é uma isometria de H?. Pelo Lema da inversdo, a imagem isométrica das
geodésicas partindo de p através de i, sao semirretas perpendiculares ao eixo Oz. J4 a
imagem de h é uma reta paralela ao eixo Oz. Logo, a imagem isométrica de h é cortada
ortogonalmente pelas imagens isométricas das geodésicas partindo de p. Portanto, como

isometrias preservam angulos, segue o resultado.

]

Proposicao 2.3.11. Sejam hy e hy horocirculos concéntricos em p. FEntao a distancia

entre hy e ha € constante.

Demonstracao. Suponha que p = oo. Com isso, hy e hy sdo retas paralelas ao eixo Ox.
Assim, a distancia entre hy e hy é o comprimento de um segmento de geodésica que tem
trago sobre a reta perpendicular a ambos. Como essa distancia nao varia, a distancia
entre eles é constante. Caso p # oo, considere 4, a inversao de polo em p. De maneira
semelhante ao que foi feito anteriormente, a imagem isométrica de hy e hy através de 4,
sao retas paralelas ao eixo Ox. Portanto, como isometrias preservam distancias, segue o

resultado.

]

Por fim, note que reflexdes em geodésicas que partem do centro do horocirculo
deixam o horocirculo invariante. De fato, considere um horocirculo h centrado em oo (os
outros casos se reduzem a esse a menos de uma inversao). Como h tem centro em oo, h é
uma reta paralela ao eixo Ox. Note que as geodésicas que partem de oo sao perpendicu-
lares a Oz e, por isso, perpendiculares a h. Escolha v uma dessas geodésicas. A projecao
ortogonal de um ponto p € h sobre v é obtida através de um arco de circunferéncia cen-
trado no ponto limite de v com o eixo Oz, pois esse é o0 arco de geodésica que passa por p
e chega ortogonal a . Pela simetria dessa circunferéncia em relagao a v, segue o refletido
de p tem que estar sobre h. Logo, h é invariante por reflexdes em geodésicas que partem

do seu centro.

2.3.4 Hipercirculos

Nesta subsecgao apresentaremos os hipercirculos.
Definicao 2.3.12. A interseccao de uma reta ou de um circulo euclideano com H?, que
cortam Oz sequndo um angulo «, sao ditos hipercirculos.

Observagao: No caso particular em que o angulo o = 7/2 o hipercirculo é uma
geodésica.

No que segue, abordaremos conceitos invariantes por isometrias. Logo, vamos

considerar somente o caso em que o hipercirculo é uma semirreta, pois, caso contrario,
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podemos usar uma inversao de polo em um dos pontos de interseccao do circulo euclideano
com o eixo Oz e, dessa forma, obter uma semirreta que corta Oz segundo o mesmo angulo

de interseccdo da circunferéncia com Ox (Lema da inversao).

Proposicao 2.3.13. A curvatura geodésica dos hipercirculos é constante e igual a cos «,

onde o € angulo com o eizo Ox.

Demonstracao. Seja h um hipercirculo cujo angulo com Ox é . Seja  uma parametri-
zagao por comprimento de arco de h. Com isso, a curvatura em um ponto p € h é dada

por:
%, = 24tkq = 1)
28/
onde k, é a curvatura da reta e n é o vetor normal (apontado para fora) a h e unitério

em p. Como a curvatura da reta é igual a 0, temos:

E _ _77(#)
g 21t

3 —2
- L 0,— |, (—sena, cos «)
2 Y3 R

= COSs .

]

A principal propriedade dos hipercirculos é que eles descrevem o conjunto de pontos

que estao equidistantes de uma geodésica, como veremos com a seguinte proposicao.

Proposicao 2.3.14. Seja h um hipercirculo que corta Ox sequndo um angulo . Entdo

existe v uma geodésica tal que a distancia entre h e vy é constante.

Demonstragdo. Sejam h o hipercirculo que corta Ox segundo um angulo o e p o ponto
de interseccao com Ox. Considere a geodésica v que é perpendicular a Oz em p. Vamos
mostrar que os pontos ¢ € v estdo a uma distancia constante de h. Ora, a distdncia em
H? entre ¢ € v e h é dada pelo comprimento do segmento de geodésica que liga ortogo-
nalmente ¢ a h. Logo, esse segmento esta sobre o arco da semicircunferéncia centrada
em p e raio p (pois essa é a geodésica ortogonal a v e a h). Agora, fixada uma dessas
semicircunferéncias, a distancia entre quaisquer outros dois pontos em v e h é obtida
pela dilatagao da semicircunferéncia fixada. Como dilatagoes sao isometrias, segue que a

distancia entre v e h é constante. Portanto, segue o resultado.
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]

Convém, para o que vamos fazer adiante na dissertacao, relacionar a curvatura
geodésica do hipercirculo com o laplaciano da distancia até a geodésica a qual ele é
equidistante. Isso, num certo sentido, é semelhante ao que foi feito no caso dos circulos
hiperbdlicos, quando relacionamos o laplaciano da distancia a um certo ponto fixo com
a curvatura geodésica. Para isso, vamos usar uma parametrizaciao conveniente do H?, a

qual passamos a descrever.

Seja f : R? — H? uma fungao dada por f(s,t) = e®(tanht,secht). Note que
secht > 0 Vt. Com isso, a imagem de f estd contida em H? e, assim, f estd4 bem definida.

Afirmacao: f é bijecao.

e Injetividade: Suponha que e*!(tanht;,secht;) = e (tanh ¢y, sechty). Assim,

e’ tanht; = e*2tanhi,
e’*secht; = e*sechis.
Segue que:
e’ coshty
est  coshty
cosht

2 tanh to = tanht;

cosh t;
sinh tg = sinh tl

t2 — tl

Disso e da injetividade da func¢ao exponencial, temos que s; = s9. Logo, f é injetiva.

e Sobrejetividade: Dado (z,y) = p € H?, queremos encontrar (s, to) tal que f(so,ty) =
(z,y). Para tal, basta tomar t; = senh™'(z/y) e 5o = In (y cosh (senh_l(x/y)>).

Com isso, temos que f(sg, %) = (z,y). Logo, f é sobrejetiva.

Portanto, vale a afirmagdo. Agora, como f é diferencidvel e a inversa de f, dada
por (z,y) — (senh_l(a:/y),ln (y cosh (senh_l(x/y)))>, também ¢é diferenciavel, segue

que f parametriza HZ.

Note que, dado sy € R, a curvat — f(sg,t) tem trago sobre uma semicircunferéncia

com centro em (0,0). De fato, basta notar que

(e tanh t)? + (e® secht)? = e*%.
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Com isso, para cada sq fixo, a curva t — f(sg,t) é uma geodésica. Por outro lado, quando
fixamos t = t; temos que a imagem de f estd sobre a semirreta que parte da origem, isto é,
a curva s — f(s,y) parametriza hipercirculos que partem da origem e sdo equidistantes
da geodésica vertical que tem limite em (0,0). Note também que f; é unitario e normal

a esses hiperciculos. De fato,

(fis f) psy = (e°(sech®t, —tanhtsecht), e®(sech®t, — tanh ¢ sech t)) (.

5, sech t 4 tanh? ¢ sech? ¢
e2s sech” t

= 1
Como s +— f(s,tp) parametriza o hipercirculo, f; é tangente ao hipercirculo. Assim,
(fis fs) ps) = (e*(sech®t, —tanhtsecht),e®(tanht,secht)) (s
= 0.
Portanto, f; é normal e unitario ao hipercirculo. Com isso, podemos calcular a curvatura
geodésica do hipercirculo utilizando a parametrizacao f.

Seja 7 a geodésica vertical perpendicular a Ox na origem e f(so,ty) = p € H.
Como a curva t — f(sp,t) é uma geodésica, |f;| = 1 e f(so,0) estd sobre v, ty é exatamente
a distancia de 7 ao hipercirculo h parametrizado por s — f(s,ty). A curvatura geodésica

de h pode ser obtida fazendo:

k() = —<vfs< 5, f> (0

T7sT | fs]

t=to

- rfsyz<Vftf57fs>f<so’ “‘

t=to
(e F 00 ) ()
2|f8|2 7 " t=to
= ;ft ( cosh? t) (t)
2 cosh? t t=to
= tanht,

Note que nos restringimos ao caso em que a geodésica v é ortogonal a Ox e tem
limite em (0,0). Caso nao seja, suponha primeiro que o limite da geodésica nao seja a
origem, mas ainda seja ortogonal a Ox. Podemos usar uma transla¢ao horizontal (que
é uma isometria) para fazer com que seu limite seja a origem. Quando a geodésica é
qualquer, podemos usar uma inversao de polo e depois uma translacao horizontal para

obter o resultado.



Capitulo 2. Preliminares 48

Agora, como a curvatura geodésica é invariante por isometrias, provamos a seguinte

proposicao.

Proposicao 2.3.15. Dada v uma geodésica em H?, a curvatura geodésica dos hipercir-

culos h equidistantes de vy € dada por
ky(h) = tanh(d),
onde d € a distancia de h a 7.

Agora, vamos mostrar que o laplaciano da funcao distdncia a uma geodésica =y

num ponto p é exatamente a curvatura do hipercirculo equidistante de v passando por p.

Proposicao 2.3.16. Sejam v uma geodésica em H? e d : H? — R a funcdo que calcula a
distancia até -y, dada por d(p) = d(~y,p). Considere p € H? e h o hipercirculo equidistante
de 7y passando por p. Entio Ad(p) = k,(h).

Demonstracao. Podemos supor, sem perda de generalidade, que v é a geodésica vertical

que tem limite na origem de H?2.
Dados p € H? e h o hipercirculo equidistante de v passando por p, assuma que

grad d(p) seja unitario e perpendicular a h no ponto p. Com isso:

Ad(p) = divgradd(p) = (Vg gradd(p), E1) + (Vraaar) grad d(p), grad d(p))
= (Vg, gradd(p), Ex),

onde E; é um vetor tangente e unitario a A no ponto p. Assim, usando a parametrizacao

f de H? dada acima e escolhendo o par (s, %) tal que f(so,t9) = p, temos que:

Ad(p) = (Vg, grad d(p), E1) = <V fo fos Tp I > = k,(H).

|£5]

Portanto, é suficiente mostrar que grad d(p) é unitario e ortogonal a h no ponto p. De fato,

(s,t)=(s0,t0)

considere v € T),h, assim existe a uma curva em h tal que «(0) = p e @/(0) = v. Como as
curvas de nivel da funcao distancia sao hipercirculos com extremos que coincidem com os
extremos da geodésica v, temos que d(a(t)) = K,Vt. Com isso

d

- %k
=0 dt

t=to

(gradd(p),v) = 0.

Logo, grad d(p) é ortogonal a h no ponto p. Agora, seja 5 a geodésica parametrizada por
comprimento de arco ortogonal a v e a h que passa por pem t =ty e por vy em ¢t = 0. Com

isso, temos que grad d(p) é um multiplo de f'(ty), isto é, grad d(p) = af'(ty). Disso, decorre
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que (gradd(p), f'(to)) = a. Ainda, por J ser ortogonal a v e a h, d(ﬁ(t)) =t,t € [0,

Assim,

d

d
Zd(s)

=t dt

t=to

(gradd(p), f'(to)) = 1.

Logo, a = 1 e, portanto, grad d(p) = §'(to), que é unitario. O que conclui a demonstragao.
]

Vamos observar agora que reflexdes em geodésicas que sao perpendiculares a ge-
odésica equidistante do hipercirculo deixam o hipercirculo invariante. De fato, considere
h um hipercirculo, v a geodésica a qual h é equidistante e [ uma geodésica ortogonal a
~v. Note que a reflexdao em [ deixa ~ invariante, pois a projecao ortogonal de ~ sobre 3 é
percorrida sobre . Com isso, dado p € h, o refletido de p deve estar a mesma distancia de
v que p esta, pois isometria preserva distancia. Agora, o refletido de p nao pode estar no
hipercirculo simétrico em relagao a vy, pois a reflexdao em  mantém os pontos das regioes

delimitadas por . Assim, o refletido de p deve estar sobre o hipercirculo h.

Finalizamos esté seccao concluindo que as isometrias do H? que preservam orien-
tagao se classificam em 3 tipos: Elipticas (quando preservam circulos hiperbélicos concén-
tricos), Parabodlicas (quando preservam horocirculos concéntricos) e Hiperbélicas (quando
preservam hipercirculos equidistantes de uma certa geodésica). De fato, é possivel provar
que s6 existem esses trés tipos de isometrias em H? (BENEDETTI; PETRONIO, 2012).

2.4 Variedades de Hadamard: bordo assintotico e compactificacao

geodésica

Nesta secao, temos o objetivo de definir as variedades de Hadamard e construir o

bordo assintotico e a compactificagao geodésica dessa classe de variedades.

2.4.1 Variedades de Hadamard

Nesta subsec¢ao, definiremos as variedades de Hadamard e apresentaremos alguns

exemplos importantes para o restante da dissertagao. Comecemos com algumas definigoes.

Definigao 2.4.1. Uma variedade riemanniana M € (geodesicamente) completa se para
todo p € M, a aplicagio exponencial, exp,, estd definida para todo v € T),M, isto é, se as

geodésicas que partem de p tem o parametro definido em toda a reta.
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Exemplo 2.4.2. O R™ com a métrica canonica é completo. De fato, note que as ge-
odésicas em R™ sao retas. Assim, se v € geodésica entao existem py,v € R" tais que

v(t) = po + tv, para todo t € R.

Exemplo 2.4.3. O H? ¢ completo. Com efeito, pela Proposicdo mostramos que o
traco de qualquer geodésica pode ser obtido através da curva o dada em |2.2, com uma
escolha adequada dos valores de a,b,c,d € R, com ad — bc = 1. Note que « estd definida
em (0,00). Assim, compondo o com a exponencial e : R — (0,400), t — €', temos que

as geodésicas ficam definidas para todo t € R. Portanto, H? é completo.

O seguinte teorema caracteriza as variedades de Hadamard, sua demonstragao

pode ser encontrada em Carmo (2015).

Teorema 2.4.4 (Hadamard). Seja M wuma variedade riemanniana completa, simples-
mente conexa, com curvatura seccional K(p,o) < 0, para todo p € M e todo o C T,M.
Entao M ¢ difeomorfa a R", n = dim M; mais precisamente, exp, : T,M — M ¢é um

difeomorfismo.

O Teorema de Hadamard tem diversas aplicagdes no estudo da geometria diferen-
cial. Podemos citar, por exemplo, o fato de ndo haver uma métrica riemanniana na esfera
S™ C R™! com curvatura seccional ndo positiva, pois, se houvesse, S™ seria difeomorfa

ao R™, o que é uma contradicao.

Neste trabalho, usaremos o Teorema de Hadamard para definir a classe de varie-

dades riemannianas que decorre do mesmo.

Definicao 2.4.5. Dizemos que M ¢é uma variedade de Hadamard se M é completa,
simplesmente conexa e com curvatura seccional K(p,0) < 0, para todo p € M e todo
o CT,M.

Note que as variedades de Hadamard sao difeomorfas ao R (dim M = n) atra-
vés da exp,, sendo essa a principal propriedade que utilizaremos para construir o bordo
assintético dessas variedades. Como exemplos da Definicao [2.4.5] temos o H? e o R™.

2.4.2 Bordo assintético e compactificacdo geodésica

Esta subseccao é destinada a construgao do bordo assintético e da compactificagao
geodésica das variedades de Hadamard. Antes de defini-los, vamos motivar a construcao
partindo do R".

Considere em R™ o conjunto S formado pelas semirretas do R™. Dizemos que duas
semirretas determinam uma mesma direcao do R" se sao paralelas e estao num mesmo

semi-plano. Com isso, é possivel verificar que determinar uma mesma direcao do R™ define
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uma relacdo de equivaléncia em S. Assim, dizemos que uma direcao do R" é dada pela
classe de equivaléncia de uma semirreta r. O conjunto das direcdes do R™ é dito o bordo
assintotico de R, denotado por 0, R". Finalmente, dizemos que R* = R" U 9, R" é a

compactificagdo geodésica do R".

De fato, é possivel colocar uma topologia em R™ que o torna compacto e que a

topologia induzida em R" é a topologia candnica do R".

No que segue, M denotarda uma variedade Hadamard.

Definicao 2.4.6. Seja M uma variedade de Hadamard. Definimos por raio geodésico a
geodésica 7y : [0, +00) — M, com |¥'| = 1. O conjunto dos raios geodésicos serd denotado

por R.

Note que a Defini¢ao tem sentido, pois as variedades de Hadamard sao com-

pletas, isto é, as geodésicas sempre estao definidas para todo ¢t € R.

Defini¢ao 2.4.7. Sejam 1,7, € R. Dizemos que 1 e 2 sdo assintdticos (71 ~ v2) se
eziste C' > 0 tal que d(v1(t),v2(t)) < C, para todo t > 0.

Com isso, decorre da desigualdade triangular que (~) define uma relacao de equi-

valéncia em R.

Definicao 2.4.8. Seja M uma variedade de Hadamard. Definimos o bordo assintético de
M (0sM) como o conjunto O M := R/ ~.

Definigao 2.4.9. Seja M uma variedade de Hadamard. Definimos o fecho de M (M)
como o conjunto M := O,,M U M.

Estamos interessados em definir uma topologia em M. Para isso, mostremos a

seguinte proposicao.

Proposigao 2.4.10. Dados « : [0,+00) — M™ raio geodésico e p € M™. Entao existe

um dnico vy : [0,4+00) — M™ raio geodésico com y(0) =p ey ~ a.

Para a prova, usaremos o seguinte Lema, cujos detalhes podem ser encontrados
em Eberlein (1996), seccao 1.7.

Lema 2.4.11. Se a e 3 sao raios geodésicos em M, entao f : [0,+00) — R, f(t) =
d(a(t), B(t)) € convezxa e, assim, para cada I = |a,b] C [0, 400),

f(s) < max{f(a), f(b)} = max{d(a(a), 5(a)),d((b), 5(b))}, Vs € I.
Demonstragao. (Proposigao
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Seja (t,) C [0, +00) uma sequéncia tal que t,, — +o0. Para cada n € N, defini-
mos 7, como o segmento geodésico normalizado que liga p a «a(t,). Notemos que v/, (0)
define uma sequéncia de vetores em S™ ' C T,M. Como S™ ! é compacta, a menos de
subsequéncia, existe v € S™! tal que 1/,(0) — v. Considere 7 : [0,4+00) — M, onde
v(t) = exp,(tv). Note que v(0) = p.

Afirmacao: O raio geodésico ~ é assintético a a.

Consideremos C' > 0 tal que d(p, a(0)) < C e a sequéncia (s,) C [0,400) tal que
Yn(sn) = a(t,). Dai, pela desigualdade triangular:

d(a(0),a(ts)) < d(a(0),p) +d(p,a(t,))
= d(a(0), a(tn)) — d((0),1a(sn)) < d(a(0),p)
=t,— s, < d(a(0),p)

Donde, a ultima desigualdade segue do fato de « e ,, serem geodésicas normalizadas. Por

outro lado,

AN
=
=
2
)
N
~—
+
=
2
)
—
BN
(V)
3
~—
~—

d(p, yn(sn))
= d(1(0),1m(sn)) — d(a(0),a(t,)) < d(p,a(0))
= S, —t,

IN A
=
=
2
=

Com isso, pelas desigualdades acima, temos:
|tn - Sn’ S d(a(()),p) é C

Agora, como s,, = +oco (pois t, — +00), dado s > 0, tome ny € N tal que s < s,,, V1 > ny.
Pelo Lema [2.4.11] a funcao f(s) = d(7,(s), a(s)) é convexa. Com isso, Vs € [0, s,,], temos
que:
d(7n(s), a(s)) < max{d(1n(0), a(0)), d(yn(sn), a(sn))}-
Note que,
d(1(0), a(0)) = d(p,a(0)) < C

d(m(sn), a(sn)) = d(a(tn), a(sn)) = [tn — sn| < C.
Assim, d(v,(s),a(s)) < C. Mas

Jim Tn(s) = lim exp,, sv, = exp, sv = ~(s).

Com isso,

IN

lim d(y,(s), a(s)) lim C

n—0o0 n—00

= d(y(s),a(s)) < C,Vs>0.
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Logo, vale a afirmacao.
Agora, para provar a unicidade de tal raio geodésico, lembremos que para varie-
dades de Hadamard vale a seguinte desigualdade:
A? + B2 —2ABcosf < C?,
onde A, B, C' sao as medidas dos lados de um triangulo geodésico e 6 é o angulo oposto ao
lado C. Mais detalhes podem ser encontrados em Carmo (2015), Teorema de Preissman.

Com isso, se § é um raio geodésico partindo de p distinto de v, entdo a distancia

entre eles vai para infinito, quando ¢t — oco. De fato, note que

(d((1), B(1)))? (d(7(0),7()))? + (d(B(0), B(t)))* = 2d(7(0), 7(t))d(B(0), B(t)) cos
t2 + 1% — 2t% cos

> 2t*(1 — cos )

v

v

Assim, quando t — oo, a distancia entre v e § vai para infinito. Logo, v e 8 nao sdo as-

sintoticos. Portanto, vale a unicidade do raio geodésico . O que conclui a demonstracao.

]

Com a Proposicao [2.4.10| podemos definir uma topologia em M que o torna com-
pacto e ¢ tal que a topologia de M induzida em M coincide com a topologia de M, o que

sera feito a seguir.

Considere a aplicagao ¢, : B1(0) C T,M — M dada por:

exp,, (1_5”|z‘) , x € By(0)

Pp(x) =
[/Vx] y L € 831(0)7

onde v, : [0, +00) — M é raio geodésico tal que v,(0) = p e 7.(0) = z.
T

1 — |z

é uma bijecao

Agora, mostremos que ¢, é uma bijegao. De fato, como a funcao = — , T E

x
1 — |z
com M. Pela Proposicao [2.4.10, dado um raio geodeésico a e um ponto p, existe um tinico

B1(0), é uma bijegao com o R", segue do Teorema |2.4.4|que exp, (

raio geodésico v passando por p tal que « é assintético a . Disso, segue que 0., M esta

em bijecao com o 9B;(0). Portanto, ¢, é uma bijecao.

Defina os conjuntos abertos em M como sendo:
T:={ACM; ¢,'(A) C Bi(0) é aberto}.
Proposigao 2.4.12. O espago topoldgico (M, T) tem as sequintes propriedades:

o M ¢ compacto;
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e a topologia induzida em M (A C M é aberto < A =UNM, onde U C M é aberto)

¢ a topologia natural de M,

e a topologia T nao depende do ponto p.

Demonstracio. Usando as notacoes acima, para verificar que M é compacto basta no-
tar que ¢, ¢ uma bijecao continua definida num compacto. Disso segue que ¢, ¢ um

homeomorfismo entre B;(0) e M. Logo, M é compacto.

Para a segunda afirmacao, denote por M* o espago topolégico M munido da
topologia induzida de M. Mostremos que M e M* sdo iguais como espacos topolégicos,
isto é, as topologias coincidem. De fato, se A C M é aberto, entdo A C M é aberto.
Disso segue que A C M* é aberto, pois A = AN M. Agora, dado A C M* aberto, temos
que A =U N M, para algum U C M aberto. Note que:

¢, (A) = ¢, (UNM)
= ¢, (U)Ne," (M)

onde V' C R™ é aberto. A igualdade acima mostra que ¢,'(A) C By(0) é aberto. Como
¢p | B,(0) ¢ um homeomorfismo de By (0) em M, segue que ¢, |, o) (¢, ' (A)) C M é aberto,

isto é, A C M é aberto. Portanto, as topologias coincidem.

Agora, para a tltima afirmacdo, considere p,q € M e os espacos topoldgicos M, e
M,, obtidos através de ¢, e ¢,. Para mostrar que M, é homeomorfo a M,, basta escolher
uma isometria linear ¢ que envia T, M em T, M. Com isso, a aplicacao ¢, o i‘m o ¢;1 é
um homeomorfismo entre M, e M,. Portanto, a topologia em M nao depende do ponto.

O

Definicao 2.4.13. Seja M wuma variedade de Hadamard. O espaco topolégico M =

M U O M com a topologia definida acima € dito a compactificacao geodésica de M.

Dessa forma, a Proposicao [2.4.12] e a Defini¢ao dao precisao a motivacao
usada no comego da subseccg¢ao, notando que duas semirretas em R™ sao assintéticas se,

e somente se sao paralelas e tém o mesmo sentido.

Como exemplo de bordo assintético e compactificacdo geodésica temos o H2. Va-
mos mostrar que d,,H? = OxU{co}, onde oo é definido como o ponto limite das geodésicas
verticais. Note que 0,,H? C Ox U {0}, pois as geodésicas em H? sdo semirretas ortogo-
nais a Oz ou semicircunferéncias centradas em Oz. Logo, elas tem limite em Oz ou em
0o. Para verificar a outra inclusdo, vamos fixar (zg,yo) = po € H? e mostrar que todos os

pontos de Ox sao limite de alguma geodésica partindo de py. Ora, 0 0o e o ponto (zg,0)
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sao limites da geodésica vertical passando por py. Agora, da geometria euclideana, para
cada ponto ¢y € Oz (distinto de (z,0)) existe uma semicircunferéncia centrada em Ox
que passa por ¢g e po. Com isso, para cada ponto gy € Oz, existe uma geodésica partindo
de po cujo limite é qo. Logo, Oz U {oo} C 0, H2. Portanto, vale 0,,H? = Oz U {o0} e,
assim, H2 = H? U Oz U {oo}.

Agora, para o 0,,D?, basta notar que as geodésicas partindo da origem tem limite
em cada um dos pontos do bordo do disco D. Portando, D? = D? U dD.
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3 H? x R e superficies minimas

Neste capitulo, vamos apresentar a variedade H? x R e duas formas de compacti-
ficacdo da mesma. Num segundo momento, vamos definir as superficies minimas dentro
do H? x R e exibir alguns exemplos, um dos quais terd importancia na demonstracio
do teorema central deste trabalho. Por fim, vamos verificar que o problema de procurar
superficies minimas mergulhadas em H? x R est4 relacionado com uma equacao diferen-
cial parcial (EDP) eliptica e como utilizar os resultados dessa teoria no contexto deste
trabalho.

A partir de agora, H? representa o plano hiperbélico.

31 OH*xR

Nesta seccao, vamos descrever o objeto de estudo deste trabalho, o H? x R. Antes,
como H? x R ¢ uma variedade produto, vamos fazer algumas obervacoes sobre esse tipo

de variedade.

Sejam M; e M, variedades riemannianas. Considere a variedade M; x M;. Com
isso, dado (p,q) € My x Ms, temos que Ty 4 (M; x My) = T,M; @ T;M,. O produto
interno em 71y, o) (M; x M,) dado por:

<U1 + ug,v1 + U2>(p7q) = <ulavl>p + <U2,'U2>q, Uy, V1 € Tle € U, Vg € TqM27

define uma métrica riemanniana em M; X My, a qual passamos a chamar de métrica
Y
produto. Ainda, denotando por V! e V? as conexdes de M; e M, respectivamente, a

conexao riemanniana de M; x M, com a métrica produto cumpre o seguinte:
Vv (X1 4+ X)) = Vi X1 + V3, Xo, X1,Y; € X (M), Xo, Yy € X(My).

Para verificar essa igualdade, basta verificar que a conexao acima cumpre as condigoes de
Levi-Civita (Teorema [2.1.4]). Ainda, observe que para X; € X (M;) e Yo € X(M>)

Voiy, (X1 +0) = VX, + V5,0 =0,
isto é, a conexao de um campo de vetores tangente a M; na direcao de um campo de
vetores tangente a M, é 0.

Consideraremos o espaco H? xR com a métrica produto e, a partir de agora, vamos

denotar a conexdao em H? por V¥ e em R por VE.

Agora, temos o objetivo de compreender como se comportam as geodésicas em

funcao de suas partes em H? e R. Seja v uma curva em H? x R. Assim, podemos
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escrever v como () = (71(t),7(t)),t € R, onde 71,72 sao as componentes em H? e R,
respectivamente. Vamos mostrar que v é uma geodésica se, e somente se y; e 7, sao

geodésicas nos seus espagos fator. De fato, note que:

Vo' = Vi + V.

! !
71 2

Logo, como a soma ¢é direta, segue o resultado. Ainda, isso prova que H? x R é uma
variedade completa, ja que cada um dos seus fatores o é. Vamos provar o seguinte lema,

que relaciona a distancia em H? x R tal como o Teorema de Pitigoras relaciona distancias

em R2.

Lema 3.1.1. Sejam p,q € (H? x R), onde p = (p1,p2) € ¢ = (q1,q2). Entdo:

d(p,q)?* = du(p1, q1)* + dr(pa2, ¢2)°.

Demonstracao. Vamos provar a seguinte afirmacao:

Afirmagao: A seguinte igualdade é verdadeira:

d(y(t1), ¥(t2))* = du(n(t1), 1 (t2))? + dr(2(t1), 12(t2))?, Vti,t2 € R,

onde v = (71, 72) ¢ uma geodésica em H? x R.

De fato, observe que para v uma geodésica qualquer em uma variedade completa
com || = k, vale:

2

dy(t) () = ( / o))

([

- k2’t2 - tl‘Z
— |t2 - tl‘k’2|t2 - t1|

b2 / 2
= l—tl [ 1y()Pd
1
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Agora, seja v = (71, 72) uma geodésica em H? x R. Temos que:

Aot ) = le—al [ OP
— la—ul [0 ey @)
= fa =l [ (A0 O + O350t
— fa—tl [ (PR + bR )
— fa—tl [ OB+ - 1) [ bR

= dH(’yl(tl)77l(t2))2 + dR(VQ(t1)772(t2))2a tha lo € R?
Onde a primeira e a ultima igualdade decorrem da observacao anterior.

Logo, considerando v a geodésica que liga p a ¢, segue o resultado.

]

Nosso préximo passo é mostrar que a curvatura seccional do H? x R ¢ ndo positiva,

mais precisamente, vamos mostrar que K (p, o) € [—1,0],Vp € (H*xR) e Vo C T,(H*xR).

Sejam p € (H? x R) e u,v € T,(H? x R) dois vetores unitdrios e linearmente

independentes. Note que podemos escrever
u=(u,uz) = (u1,0)+ (0, u2)

v=(v,v2) = (v1,0)+ (0,vy)

onde wu;,v;, i = 1,2, sdo as componentes do espaco tangente em H? e R, respectivamente.

Segue das propriedades da curvatura e do fato da curvatura em R ser igual a 0 que:
(R(u,v)u,v) = (R¥(uy, v1)ug, vy (3.1)

Agora, vamos analisar as possibilidades para os vetores u, v.

e Caso u,v sejam tangentes a HZ.
Nesse caso, a curvatura seccional em p é igual a —1, pois é exatamente a curvatura
de H?

e Caso u seja tangente a R e v tangente a HZ.

Nesse caso, como u ¢ tangente a R, u; = 0. Logo, por (3.1)), a curvatura em p é

igual a 0.
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e Caso u e v nao sejam tangentes a R e a HZ.

Como u e v sdo unitarios, suas projecoes em H? tem norma menor que 1. Ainda,
note que as projecoes u; € vy sao linearmente independentes, pois, caso nao fossem,
poderfamos tomar um dos vetores da base do plano tangente a H?2, e esse caso ja

foi considerado. Assim, pela curvatura de H? ser constante e igual a —1, temos:

(R™(uy,v1)uy, v1)m

\Ulfﬁ\vlﬁn - <U17U1>]%1

= -1

= (R™(u,v)u,v)m = —|u|glulg + (w,v)f € [-1,0]

Logo, K(p,0) € [-1,0],Vp € (H> x R) e Vo C T,(H? x R).

Decorre disso e do que foi feito anteriormente que o H? x R é completo e de
curvatura seccional nao positiva. Agora, como o produto de duas variedades simplesmente

conexas ainda é simplesmente conexa, provamos a seguinte proposicao.

Proposigao 3.1.2. O H? x R ¢ uma variedade de Hadamard.

Com isso, tem sentido considerar a compactificacdo geodésica do H? x R. Na
verdade, vamos considerar dois tipos de compactificacdo do H? x R, a compactificacdo
geodésica e a compactificagdo produto, que surge de fazer o produto cartesiano das com-

pactificacoes geodésicas de H? e de R.

Convém fixar uma notacdo para o que segue. Denotaremos por X o espaco H? x R,
a compactificacio geodésica de X serd denotada por X := H2 x R e a compactificacio
produto por X' := H? x R, com a topologia produto. Ainda, o bordo assintético de X’

serd denotado por d,X e, no caso de X", denotaremos por 0, X.

3.1.1 Compactificacio geodésica do H? x R

Nesta subseccao vamos classificar as geodésicas de X com o objetivo de entender

a compactificacao geodésica e de descrever o bordo assintotico de X.

Proposicao 3.1.3. Sejam v = (71,72) e B = (b1, B2) raios geodésicos em X com suas

respectivas decomposicoes. Entdao v ~ [ se, e somente se vy; ~ [;, 1 =1,2.
Demonstragio. Pelo Lema [3.1.1} para cada t € [0, +00), temos:

d(y(), B(t))* = d(71(t), Bi(£)* + d(72(t), Ba(1))*.

Logo, vale o resultado.
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Sejay = (71, 72) um raio geodésico em X e sua respectiva decomposicao. Definimos
que v é uma geodésica vertical quando v, é constante, isto é, sua velocidade v; é igual a
0. Geometricamente significa que a projecdo de 7 sobre H? é um ponto. As geodésicas
verticais possuem duas classes, as que “sobem” e as que “descem”, que correspondem
as duas diregoes de R. Essas dire¢oes chamamos de polos e denotamos por p* (quando

“sobem”) e por p~ (quando “descem”).

Da mesma forma, definimos que v é uma geodésica horizontal quando 7, é cons-
tante, isto é, v = 0. Note que se v é uma geodésica horizontal, entao v ~ ~,, onde v, é
uma a-translagao vertical de . De fato, basta notar que a distancia entre v e v, ¢ igual
a |a| < +o0o0. Com isso, a classe de geodésicas horizontais estd em bije¢do com o O, H?, o
qual passamos a chamar de equador. Aqui, a motivacao para a definicio é pensar o H?

no modelo do disco.

Considere, para cada ponto ¢ no equador, a classe das geodésicas que liga g a p*,
isto é, sao os raios geodésicos v = (71,72), onde ; tem limite em ¢ e v, é constante ou
tem limite em p*; ou y; é constante e ¥, tem limite em p*. Note que, como v é um raio
geodésico, sua velocidade escalar v é igual a 1. Com isso, temos que |v1|4 + |va]3 = 1,

onde vy e vy representam as velocidades de 71 e 5. Logo, podemos identificar tais classes

PR —_ (%) £
com o Rt, fazendo Rt 3 ¢ = tan ﬁ , caso v; # 0, e ¢ = pT caso contrario. Com
U1

isso, temos um segmento no d,X que liga um ponto p no equador ao pt, tais pontos serao
representados somente pela razao entre as velocidades vy e v5. De maneira semelhante e
identificando com R, podemos construir um segmento que liga p a p~. Assim, temos a

seguinte definicao.

Definic¢ao 3.1.4. Dado p um ponto no equador, o segmento contido no 0,X que conecta
p ap* (x ==%) é chamado de Weyl Chamber e é denotador por W*(p).

Figura 1 — Representacdo da compactificagdo geodésica

P!

H? x R

=

equador Qﬂz

Fonte: o autor
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Denotaremos um ponto x € 9,X por x = (p,q), onde p representa um ponto no

equador e g representa a altura do ponto na W*(p).

Observe que, dados (p,q) € 0,X e (po,q) = xo € X, existe v € T, X tal que
Yaow(t) = (p,q), quando t — oco. Agora, se ¢ > 0 (¢ < 0), entdo v tem uma componente
vertical vy # 0. Com iS80, Vg0, (t) = Pt (p7), quando t — oco. Logo, provamos a seguinte

proposicao.

Proposigao 3.1.5. Seja (pn,qn) = x, C X uma sequéncia tal que x,, — (p,q) € 0,X,
com q # 0. Entao dado qo € R, d(qn,q0) — 00 quando n — oo.

3.1.2 Compactificacao produto

Nesta subsec¢ao vamos apresentar a compactificagdo produto de X, que é obtida
ao fazer o produto das compactificacos de H? e R com a topologia produto. Note que tem

sentido considerar tais compactificacoes pois H? e R sao variedades de Hadamard.

Considere o modelo do disco para o H?. Podemos representar X como o interior
de um cilindro infinito, onde cada seccdo transversal ao eixo ¢ uma cépia de H?, numa

certa altura h € R. Agora, para entender o d,X, note que:

X’ = H2xR
= (0 H* UH?) x (0, RUR)
= (0soH? X 05,R) U (02 x R) U (H? x 05oR) U (H? x R)

Com isso, fazendo a interseccao X' N 0,X, temos que o 9,X ¢é dado por:
0, X = (0:H? X OR) U (0H? x R) U (H? x O, R).

Supondo p* e p~ os dois pontos que representam o J,,R, temos que o primeiro conjunto
representa dois circulos de alturas p* e p~, o segundo representa a “casca” do cilindro e
o terceiro representa dois discos, cujos bordos sdo o primeiro conjunto. Assim, podemos
representar X' por um cilindro finito onde o 0,X ¢ exatamente a “casca” do cilindro junto

com os discos e circulos acima mencionados.
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Figura 2 — Representacao da compactificagdo produto

HZ x R

< > circulo

e L e

H* J

Fonte: o autor

3.2 Superficies minimas em H? x R

Nesta seccao, vamos definir e apresentar alguns exemplos de superficies minimas
em X, bem como verificar que o problema de encontrar tais superficies esta relacionado

com uma EDP (equacao diferencial parcial).

Lembremos que uma hipersuperficie ¢ uma imersao cuja codimensao ¢ igual a
1. No caso particular em que a dimensao de uma hipersupericie » ¢é igual 2, dizemos

simplesmente que X é uma superficie.

Definicao 3.2.1. Seja X uma superficie em X. Dizemos que X é uma superficie minima

se H(p) =0Vp € X, onde H(p) € a curvatura média de ¥ em p.

Vamos abordar superficies mergulhadas em X, isto é, ndo possuem auto-interseccao.
H& duas maneiras naturais de representar uma superficie ¥ mergulhada em X, que sao
considerar ¥ como o gréfico sobre uma fatia horizontal H? x {0} ou como grafico sobre
um Flat da forma v x R, onde ~ é uma geodésica em H?. O primeiro caso vamos chamar

de gréficos verticais, enquanto que o segundo chamaremos de graficos horizontais.
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Figura 3 — Gréfico vertical e grafico horizontal

H*

Fonte: o autor

Note que existe uma diferenca entre esses tipos de graficos, pois, no caso dos
graficos horizontais, o espago de chegada nao é a reta real. Assim, devemos abordar esse
problema de maneira mais geral, o que faremos através dos graficos de Killing, o que nao

sera necessario para os graficos verticais, o qual resolveremos primeiro.

Queremos encontrar uma funcao u com dominio em H? e assumindo valores reais

cujo grafico é uma superficie minima. Para isso, provemos dois lemas.

Lema 3.2.2. Sejam M uma variedade riemanniana de dimM =n+1 e f: M — R uma

fungdo real tal que f € C(M). Suponha que a é um valor reqular de f, isto é, df, é
sobrejetiva ¥p € M, onde M = f~'(a) com a métrica induzida de M. Entdo vale que:

) gradf)
nH = —div| =—— |,
(!gradf\

onde n é a dimensdao de M e H a fun¢do curvatura média de M.

Demonstragio. Note que grad f ¢ nao nulo para todo p € M. De fato, como df, é

sobrejetiva para todo p € M, temos que existe v € T,M tal que df,(v) # 0. Com isso,

0 # df,(v) = (grad £(p), ).

Agora, como grad f é ortogonal as superficies de nivel de f, segue que grad f é ortogonal
a M.

Considere {Ey, ..., E,} um referencial ortonormal em M. Como grad f é ortogonal

d
a M, temos que {El, ) grad f

" T grad f] é um referencial ortonormal em M. Com isso, se
gra
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_grad f o
T gradf] T

N(p), segue que o divergente do campo N em p é dado por:

n+1

divN(p) = Z<inN,Ei>(p)

=1

n

= Y (VEN, E)(p) + (VN N)(p)

Portanto, temos que vale

_( grad f )
nH = —div .
<|grad f]

]

Lema 3.2.3. Sejam M uma variedade riemanniana e u : M — R uma fungdo real tal
que u € C®°(M). Entdo existe uma funcio diferencidvel F': M x R — R tal que o grifico

de u (Gr(u)) € a imagem inversa de um valor reqular de F.

Demonstragio. Defina a fungdo F': M x R — R por F(p,t) = u(p) —t. Com isso, temos
que F' ¢é diferencidvel. Note que dF{,; ¢é sobrejetiva para qualquer (p,t) € M x R, pois
a dimensao do contradominio é igual a 1 e o grad F((p,t) = (grad u(p), —1), assim existe

um vetor em T, (M x R) que nao estd no nicleo de dF{, ;. Logo, temos que

F7H0) = {(p,t) € M x R;u(p) =t} = {(p,u(p)) € M x R}.
O

Agora, seja u : 2 C H?> — R uma fungdo real tal que u € C*(Q). Pelo Lema
3.2.3) existe F': H? x R — R, dada por F(p,t) = u(p) — ¢, tal que F~1(0) = Gr(u). Pelo
Lema [3.2.2) F~1(0) tem grafico minimo se, e somente se:
) grad F
d — | =0. 3.2
1V<|gmdF|> (32)
Note que grad F' = (grady u, 0)+ (0, —1). Disso e pela parte em R do grad F' ser constante,

d
div eract =0, (3.3)
1+ | grad ulf

podemos escrever (3.2) como:
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onde o divergente e o gradiente sdo com relacdao a H?. Logo, u tem grafico minimo se, e

somente se vale ((3.3).

Vamos agora desenvolver a EDP (3.3) em coordenadas. Para isso, considere o H?
no modelo do semi-plano superior. Com isso, podemos escrever X no seguinte sistema de

coordenadas:
X ={(x,y,t) eR}ztcRey>0}

o 0
—, —, — por Ox, 0y, Ot, respec-
oz’ oy’ ot © Y P
tivamente. Assim, usando a defini¢gdo da métrica produto em X, temos que {ydz, ydy, Ot}

Denotaremos os campos de vetores coordenados

forma um referencial ortonormal. Ainda, usando Levi-Civita (Teorema [2.1.4)), os tnicos

simbolos de Christoffel nessas coordenadas nao-nulos sao:

1 1 1
MY =—=, TV =— T%=T%, =
Yy Y Y

Agora, vamos desenvolver a equagao (3.3) em coordenadas. Note que, usando a

seguinte propriedade do divergente:
div fY = fdivY + (grad f,Y), (3.4)

onde Y é um campo de vetores e f é uma fungao real diferenciavel, podemos escrever:

d A 1
div gracy = “ + <grad , grad u> = 0.
V14 |gradulf V14| graduly 1+ |gradul? i

(3.5)
Vamos calcular cada um desses termos separadamente. Note que
grad u = ydr(u)ydx + ydy(u)ydy = y*(u0x + u,0y) (3.6)
e
| grad ulfy = (grad u, grad u)m = y*(ul + u). (3.7)

Ainda, observe que:

1 1
grad ( ) = grad(| grad ul3),

1+ |gradul}] 2(1 + | grad )3/

mas

grad(|gradulfy) = yox(| grad ulfy)ydzr + ydy(| grad ul;)ydy
2 20,2 | 2 2 2,2 | 2
=y ﬁx(y (ui + uy)>835 +y ay(y (uz + uy)>8y

= 25" (Uplpy + UyUyy)OT + 2y° (yQ(umuw + Uty ) + y(uZ + uf/))ay
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Com isso, temos que:

o 1 - Y (g + Uy sy )0 + Y <y2(uwumy + uytyy) + y(uZ + uz))ay
& (14 | grad ul?)3/? '

V14 |gradulf
Assim, usando (3.6)) e (3.8) podemos escrever:

3/2
1+ |gradul? . (149202 +u2))”

(3.8)

y? <92 (Ut Uy + uzuyy) T YUy (“i + ui))
3/2
(1 + y?(u2 + ui))

(3.9)
Agora, para o Au, temos que:

Au = divaradu
= (Vyaz grad u, yoz)m + (Vo grad u, yoy)u
= (Vou(y*(us07 + u,0y)), 0z) + (Vo (y* (us0z + u,y)), 0y)
= (Vou(y*us07), 07) + (Vou (y*u,dy), 0x) + (Vo (y*u,0x), 0y) + (Vay(y*u,dy), 9y)
= 0z(y*u,)(0z,07) + y*u,(Vo.0r, 0z) + 0x(y*u,)(dy, 0x) + y*u,(Va,0y, Ox) +
+0y(y*uz) (0, Oy) + y*ua Vo, 01, dy) + 0y(y*uy)(dy, 9y) + y*uy (Va,0y, y)
= YUse + VUL, + yPu, Y, + yPulY, + 2yuy + yPuy, + v, Y,

= yQ(um + Uyy) — YUy + 2yu, — yuy,

= Y (g + Uyy)- (3.10)
Usando e , podemos reescrever como:
Y (U + Uy B Y (U2 Uag + Unlyliay) + Y (Uatylay + ulty,) + yPu, (U2 + ul) -
(14202 +u2))"” (14202 +u2))™”

Finalmente, obtemos:

Uz (1 + yQuz) + gy, (1 + yPul) — 2y2uxyuzuy — yuy(ui + uz) =0 (3.11)
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Portanto, o problema de encontrar graficos verticais minimos é equivalente a encontrar
solucoes da EDP dada em (3.11). Na préoxima seccao, vamos verificar que essa EDP é do

tipo eliptica e entender como alguns resultados dessa teoria sao tteis neste contexto.

Exemplo 3.2.4 (Plano horizontal). Os planos horizontais sio a familia da forma m =
H? x {t}, para algum t € R. Para verificar que m; é minimo, note que ele é grdfico sobre
H? x {0} da fungdo u(p) =t. Com isso, u cumpre a igualdade . Portanto, Gr(u) é
minimo. Note que Oym; € o equador. De fato, basta notar que m € uma t—translacio de
H? x {0}, cujo bordo geodésico é o equador. Jd o Oym € um circulo de altura t com relagio

a H? x {0} no 9,X. De novo, basta notar que ele é uma t—translagio de H* x {0}.

No que segue, vamos abordar o problema dos graficos horizontais. Para isso, vamos

precisar de algumas definigoes e resultados.

Lembremos da teoria das equacoes diferenciais ordinarias (EDO’s) que dados um
campo de vetores Y € X (M) e p € M, existe uma aplicagdo ¢ : (—¢,€) x V. — M, onde
p € V. .C M é uma aberto, com a propriedade que % (t,q)‘tzo = Y(q), onde ¢ € V.
Ainda, a aplicagao q — ¢(t,q) é diferenciavel para todo t, a qual chamamos de fluxo de

Y em V. Isso motiva a seguinte definicao.

Definicao 3.2.5. Seja M uma variedade riemanniana e Y € X(M). Dizemos que Y é

um campo de Killing se o fluxo de'Y ¢é uma isometria de M para todo t.

Exemplo 3.2.6. Seja M = H? x R. O campo de vetores em H? x R dado por Y = 0x é
de Killing. De fato, o fluxo associado a este campo é dado por ¢i(x,y,z) = (x +t,y,2)
e, como translagoes horizontais sao isometrias do H?, seque que ¢y é uma isometria de
H? x R.

Proposicao 3.2.7. Seja Y € X(M) um campo de Killing. Se M é completa, entio o
fluxo ¢ de'Y € completo, isto €, estd definido para todo t € R.

Demonstra¢io. Uma prova desta proposigdo pode ser encontrada em Nunes (2017), Pro-

posicao 2.3.
[

Agora, vamos a defini¢do de um grafico de Killing.

Definicao 3.2.8. Seja M uma variedade riemanniana que admite um campo de Killing
Y € X(M) que ndo se anula. Considere N C M wma hipersuperficie transversal a 'Y
e ¢y o fluro associado ao campo Y. Suponha que o fluxo é completo. Entdo dado um
subconjunto @ C N e v : Q — R uma funcao definida em um dominio €2, definimos o

Y —grifico de Killing de v por

Gry (v) = {¢up) (p);p € O}
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E possivel mostrar que essa definicao estende, num certo sentido, a definicdo do

grafico de uma funcao real definida em R2.

Agora, vamos enunciar uma proposicao que da uma condi¢ao necessaria e suficiente

para que um Y —grafico de Killing seja minimo.

Proposigao 3.2.9. Seja M™™' uma variedade completa com' Y € X (M) um campo de
Killing que nao se anula. Seja N C M uma hipersuperficie transversal a Y. Dada uma
funcao v : Q C N — R, temos que v possui Y —grifico de Killing minimo, na orientagdo

dada pelo vetor normal n tal que (Y,n) > 0 se, e somente se satisfaz a sequinte igualdade:

—0 (3.12)

div Y| grad v (grad v, grad(|Y]))
V1+[YPlgradvl2) (/1 +(V]?| grad vf?

Demonstra¢io. Uma prova desta proposicao pode ser encontrada em Nunes (2017), Teo-

rema 2.8.

]

Agora, usando o mesmo sistema de coordenadas em X considerado anteriormente,
temos que o Flat F':= v x R, onde 7y é a geodésica {x = 0} em H?, é uma hipersuperficie
de X ortogonal ao campo dz, o qual é de Killing (Exemplo . Logo, podemos
considerar um dz—gréafico de Killing sobre um dominio 2 C F, sendo essa a maneira

precisa de considerar graficos horizontais.

Seja v : Q C F — R. O conjunto ¥ := {(v(y,t),y,t) € X ; (y,t) € Q} é um

Odx—grafico de Killing minimo se, e somente se

div |0x|x grad v N (grad v, grad(|0z|x)) x B
\/1+ |0z|%| grad v|% \/1—|—|8x|§(|gradv]§(

o que, usando a propriedade do divergente usada anteriormente, pode ser reescrito como:

A
Oc]x Av + <grad 9] x ,gradv> +
\/1+ |0x|3% | grad v|% \/1—1— |0z|3% | grad v|%

X
+(gradv,grad(|8x|x)>x

\/1 + |0z|% | grad v[%

= 0. (3.13)

Assim como antes, calcularemos cada termo separadamente. Note que

gradv = ydy(v)ydy + ot(v)ot
= y*v,0y + v,0t.
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Com isso, temos que:

Av =

div grad v

(Vyay grad v, yOy)ym + (Vs grad v, 0t)

(Vay(y*v,0y + v,0t), 0y) + (Var(y*v,0y + v,0t), )

(Vay (y*v,0y), 0y) + (Vay (v:0t), dy) + (Var(y*v,0y), 0t) + (Vo (v,0t), 0t)
Oy(y*vy)(dy, By) + y*vy(Va, 0y, Dy) + dy(v,) (0L, By) + vi(Va,0t, y) +
+0t(y*v,) {0y, Ot) + y*v, (V5 0y, Ot) + Ot (v,) (O, Ot) 4+ v:(V 5,01, Ot)

2yvy + Yoy, + Y0, Y, + 0l + 570, Tf, + vy + 0Ty,

y2vyy + Vit + Yuy (314)

Agora, observe que [0z|x = 1/y e |gradv[% = y*v; 4+ v7. Com isso

|8JJ‘X .
grad = grad
\/1—|—|8:c|§(]gradv\_%( \/y +y 112-1-’Ut

- y@y( )yay—l—
\/y + y?v2 + vf

+0t ot
\/y + y?v2 + vf

y + 3 v +yt VyUyy + Y vtvty)ay
(y + y?ul + v7)3/?

_ (yZ’UyUty + vtvtt)ﬁt
(v* + yPvy +vf)**

Assim, segue que

o

1+ 102k | grad vl%

|0x|x ) gradv> _y3vy + Y203 4 y 0y, + yPuyvy,

. (y? + y2v3 + v )32

2 2
YUy Ut Uty Uy Uy

— 3.15
(y* + y2vy + v§)*/? (319
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Como |0z|x = 1/y, temos que

grad(|0z|x) = ydy(1/y)ydy + 0t(1/y)ot

Logo,
(grad v, grad(|0z|x)) x _ YUy (3.16)
\/1+ |0x|% | grad v|% \/y2+y%§+v§
Agora, usando (3.14)), (3.15)) e (3.16]) podemos reescrever (3.13]) como:
YW oy +ou +yvy) YUy + Y0y YUy + P00y + P vive
(> + yPvy + )12 (> + y2vy + 07)*?
_ Yly = 0
(y* + y*vy + vi)'/?
Finalmente, obtemos que v tem grafico minimo horizontal se, e somente se
Vg (Y° + 07) + v (1 + Uf,) — 2000, — yu, (1 + 05) =0 (3.17)

Novamente, o problema de encontrar graficos minimos horizontais é equivalente a encon-
trar solugdes da EDP dada em (3.17)), a qual também verificaremos ser do tipo eliptica.

Exemplo 3.2.10 (Plano vertical - Flat). O Flat F := v x R, onde vy é uma geodésica
em H?, é um exemplo de superficie minima em X . Para verificar isso, basta notar que F
¢ grafico sobre F' da fungdo v = 0, que cumpre a igualdade . Suponha que py e po
sdo os limites de v. Com isso, temos que O,F sao as Weyl Chambers W*(p1) e W*(p2),
x = +. De fato, para verificar isso, basta ajustar a velocidade com que um raio geodésico
sobre F' vai para o ponto p1 ou pa. O O,F € formado pelos segmentos verticais em 0, X
que passam por py e pa, unidos com v X {p*t} e v x {p~}. De fato, basta notar que em
cada altura t de X, a intersecgio F'N (H? x {t}) = x {t}.

3.2.1 Barreiras

Nesta subseccao, vamos construir uma familia de superficies minimas que tera
importancia na demonstracao do teorema principal deste trabalho, donde vem a motivacao

para a escolha deste nome para esta familia - Barreiras.

As barreiras foram inicialmente construidas por Earp e Toubiana (2012), onde os
eles usaram o modelo do disco para essa construcao. No artigo de Kloeckner e Mazzeo
(2017), o qual estamos tomando como base, essa mesma familia foi descrita no modelo
do semi-plano superior. No entanto, apresentaremos aqui uma construgao mais intrinseca

das barreiras, isto é, ndo usaremos um modelo para esta construcao.
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Proposigao 3.2.11 (Barreiras). Seja v uma geodésica em H? e considere py,py € OxoH?
0s pontos limites de . Fize A uma componente conexa de H?\ v e denote por ¢ := 05A 0
arco em O, H? determinado por py e pa. Entdo existe uma familia de superficies minimas,

mergulhadas e completas {H(dy, ¢)}a,>0 em A, com as sequintes propriedades:

(1) H(dy,c) corta H* x {0} ortogonalmente;

(2) as curvas de nivel de H(dy,c) sao hipercirculos com extremos em py e pa, 0 que

significa que H(dy,c) € invariante por translagoes hiperbdlicas ao longo de v;
(3) 9,H(dy,c) é o arco c;

(4) 0,H (dp,c) € a uniao de 4 segmentos no 0,X, dados por {p1} x [-L,L]Ucx {L} U
{p2} x [-L,L]Ucx {—L}, onde L = L(dy) > 7/2;

(5) d(H (dy,c),y x R) = dp.
Tais superficies serdo chamadas de Barreiras e denotadas por H(dy,c).

Antes de provarmos essa proposi¢ao, vamos enunciar e provar dois lemas, que terao

utilidade neste e em outro contexto.

Lema 3.2.12. Seja ¥ C X wma superficie. Suponha que X tem altura limitada, isto é,
para todo (p,q) € ¥ tem-se |q| < K, para algum K € R. Entdo 0, C 0,H? ou 9,% = 0.

Demonstragio. Suponha por absurdo que isso ndo ocorra. Assim, existe (a,b) € 0,%
com b # 0. Com isso, existe (p,,q,) = x, C ¥ uma sequéncia tal que x, — (a,b).
Pela Proposicao , dado ¢o € R, d(gn,q) — o0, quando n — oo. Absurdo, pois
lgn| < K, ¥Yn € N.

]

Lema 3.2.13. Seja f : [z, +00) — R uma funcao diferencidvel tal que f(xo) = o e
f'(xg) = L > 0. Entdo existe a integral

6 1
[
204/ f(z) — xo
para algum 0 > xq e suficientemente prozimo de xg.

Demonstracao. Considere € > 0 tal que L > e. Pela definicdo da derivada em x, existe

d > 0 tal que, se |z — xg| < 0 entdo

f(l“)—fo.

T — 2o

L—e<
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Com isso, temos que

1 1
<

- — )z — 20)

\/ WW_%)

1
der < dx

/acg f(x)_l'o \/L—E xo \/x—l'o

Portanto, como existe a integral a direita, segue o resultado.

Agora, vamos a demonstracao da Proposicao [3.2.11

Demonstracio. Seja @ C H? o dominio definido como na proposicio. Vamos procurar
uma funcao u definida em €2 tal que a unido do grafico de u com o grafico de —u tenha

as propriedades desejadas. Facamos a construcao para u.

Seja u : 0 — R a fungdo procurada. Para que Gr(u) tenha as propriedades (1) e
(2), suponha que u(p) = f(d(p)), onde d(p) = d(p,~) é a fungao distancia a geodésica .
Queremos mostrar a existéncia de f : [dy, +00) — R que cumpre f(dy) =0e¢ xli_)rglo f'(z) =
+00, onde a hipdtese sobre a derivada representa a condi¢do de que a superficie seja
ortogonal a H? x {0}. Ainda, como queremos que Gr(u) seja minimo, é necessirio e

suficiente que u satisfaca:

d
div eract = 0. (3.18)
1+ |gradulf

Agora, vamos mostrar a existéncia da f e verificar que valem as condigbes (3) e (4). Para
isso, note que

gradu = grad(f od) = f'(d) grad d.
Ainda, como grad d é unitario (Proposicao [2.3.16)), temos que
|gradu* = f'(d)*.

Com isso, podemos reescrever (3.18) como:

" VI Y FUC Y
VI +|gradult 1+ f1(d)?

7'(d) @
1+f/(d)2Ad+<g d( d)2) g dd>
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Observe que Ad = tanh(d) (Proposi¢oes [2.3.15| e [2.3.16]). Denote por
f'(d)
1+ f/(d)?

Por isso e pela definigdo de gradiente, podemos reescrever (3.19) da seguinte forma:

g9(d) = (3.20)

g'(d) + g(d) tanh(d) = 0.

Agora, tomando o limite d — dy em (3.20)), temos que g(dy) = 1. Com isso, temos o

seguinte problema de valor inicial (PVI):

O qual, pelo método das variaveis separaveis, tem solugao dada por

cosh(dp)

= — . 3.21
g(d) cosh(d) (3.21)
Assim, substituindo (3.21]) em ([3.20]), obtemos a seguinte expressao:
cosh(d,
O —
\/cosh (d) — cosh®(dy)
Com isso, a existéncia da f é equivalente a existéncia de solucao do seguinte PVI:
"(d cosh(dp)
f ( ) \/cosh2 —cosh?(dp)
O qual tem solucao do tipo
h(d
cosh{do) ds, (3.22)

f(d) _/d 2 2
0 \/ cosh”(s) — cosh”(dyp)

desde que exista a integral. De fato, a integral (3.22)) poderia ter problema na vizinhanga

de dy, ja que o denominador se aproxima de 0. Mas observe que

h*(s) — cosh?(d 2 cosh h
lim <22 (5) = cosh(do) = lim =& () senh(s) = 2 cosh(dp) senh(dy) > 0
s—dg S — do s—do 1

Pelo Lema , existe a integral numa vizinhanca de dy. Com isso, garantimos a
existéncia de f. Agora, trocando f por — f, obtemos uma fun¢ao —u cujo grafico (Gr(—u))
é simétrico, em relacdo a H? x {0}, a Gr(u). Defina 3 := Gr(u) UGr(—u). Observe que ¥
¢ uma superficie mergulhada de classe C?, exceto na curva o (Gr(u)NGr(—u)). Ainda, ao
longo de «, X ¢ tangente a superficie a x R. Logo, T),X estd bem definido para todo p € 3.
E possivel mostrar que ¥ é uma superficie de classe C? incluindo a curva «, notando que

Y. pode ser vista como grafico em outra diregdo (que depende de p € «). Agora, como a
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curvatura média H s6 envolve derivadas até segunda ordem e esta é uma funcao continua
dessas derivadas, temos que H(p) = 0,Vp € ¥\ «, implica que H(p) = 0,Vp € «, pois
« tem medida nula em . Portanto, ¥ é uma superficie minima, completa e mergulhada
que cumpre as condigoes (1) e (2) da proposigao. Vamos verificar agora que valem as

propriedades (3) e (4). Para isso, note que

h(d,
lim f(d) = lim / cosh(do) ds =1L, (3.23)
d—+o00 d—+o0 Jd, \/COSh COShQ(do)
: : < 1 -
pois quando s — +00, o integrando se comporta como a fungio —=———=, que ¢ in-
cosh®(s)

tegravel no infinito, j& que o decaimento é exponencial. Isso nos ajuda a entender o
comportamento assintético da superficie, ja que quando d — +o00 os pontos estao se

aproximando de 9, H?2.

No caso da compactificacao geodésica, a existéncia do limite implica que a
superficie tem altura limitada. Logo, pelo Lema|3.2.12] o bordo geodésico esta contido no
equador e, mais especificamente em ¢, ja que a superficie é grafico sobre (). Para verificar
que o arco ¢ esta contido no bordo geodésico da superficie, considere p € ¢ e z,, C {2 uma
sequéncia tal que x,, — p. Assim, a sequéncia (z,,u(zr,)) é uma sequéncia na superficie
que converge para um ponto no bordo. Com isso, (z,,u(z,)) — (p,0). Logo, o bordo

geodésico da superficie é exatamente o arco ¢, o que significa que vale a propriedade (3).

Para o bordo produto, note que qualquer sequéncia x,, em {2 que tenha limite em
p € ¢, tem d — +00. Assim, u(z,) tem limite em L. Logo, o segmento ¢ x {L} estd no
bordo da superficie. Agora, como f tem dominio conexo e é continua, f assume todos
os valores em [0, L]. Assim, dado Ly € [0, L], considere d € [dy, +0o0) tal que f(d) = Lo.
Seja h o hipercirculo em Q que dista d de v. Tome uma sequéncia z,, no hipercirculo h
tal que x,, — p;. Como u(x,) = Lo, Vn € N, temos que a sequéncia (z,, u(z,)) contida na
superficie converge para o ponto (pi, Ly) € 0,X. Logo, o segmento {p;} x [0, L] esta no
bordo produto da superficie. De maneira semelhante e usando o grafico de —u obtemos
que {p1} x [—-L, 0] estd. Assim, o segmento {p;} x [—L, L] esta contido no bordo produto
da superficie. Um argumento andlogo mostra que {ps} x [—L, L] também estd. Agora,

vamos mostrar que L > /2. Para isso, vamos explorar um pouco mais a condi¢ao sobre

dp.

Considere, mais uma vez, a integral dada em (3.22). Vamos fazer a seguinte

mudanca de variaveis
_ cosh(s) .
~ cosh(dy)
Com isso, segue que

cosh?(s) = (v + 1)? cosh?(dy)
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s — cosh(dp) Jo
\/(v +1)2 cosh?(dy) — 1
h
Ainda, quando s — d, temos que v — M — 1) := K(d); quando s — dy, v — 0.
cosh(dy)

Assim, podemos reescrever (3.22)) como
cosh?(dp)

K(d)
q) — dv.
- V(04 1)2 cos®(do) — 1/ (v + 1)? cosh? (do) — cosh?(do)

Fatorando o cosh?(d), obtemos o seguinte:

(3.24)

K(d) dv
ra= [ 2
0 o+ 1)2 = 1y/(v+ 1)2 — sech®(do)
Agora, como a integral (3.24)) é equivalente a integral dada em (3.22)), existe o limite

quando d — 4o00. Logo, podemos definir a seguinte fungao:

dg S (0, +OO) (325)

Fldo) = [ —

0 (0 +1)2 = 1y/(v + 1) — sech?(do)

Lembremos que dj é a distancia inicial a geodésica y. Com isso, a funcao F' descreve o

comportamento no infinito de f em funcdo da distancia a . Agora, para mostrar que

L > 7/2, vamos verificar que F' é ndo-crescente e que . liI}rl F(dy) = m/2. Mostremos
0—> 100

que F é decrescente. Seja d; > dy, com isso

cosh(dy) > cosh(dp)
cosh™(dy) > cosh™?(dy)

—cosh™?(d;) > —cosh™?(dp)

\/(v +1)2 — cosh™2(d;) > \/(v +1)2 — cosh™?(dp)

1 1
\/(v +1)2 — cosh™2(dp) \/(U +1)2 — cosh™*(d;)
dv

v

+o00 dv 400
/0 V@ +1)2 = 14/ (v +1)% — cosh™(dy) /0 J@+1)2 = 1y/(v + 1)2 — cosh™(dy)

F(dy) > F(dy)

Logo, F' é nao crescente. Agora, quando dy — 400, o integrando em ({3.25)) se comporta
1

como a funcao . Assim, fazendo a mudanca

Jo+1)2—1/(v+1)2
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segue que
dv

de = ——
o (v+1)2

Ainda,

v— 400 = x—0,

v—>0 = z—1.

Com isso, podemos reescrever a integral (3.24) no limite, dy — 400, como

0 x 2 p 1 dx
— Tr = -
/1 Vo2 —1vxz2 /0 V1—22
1
= arcsen I‘o

m
57
O que encerra a demonstra(;éo.

]

Observemos que as translagoes verticais das barreiras nao alteram o comporta-
mento do bordo geodésico das mesmas, pois a mesma construgao poderia ser feita com
dominio  C H? x {t}, para algum ¢ € R. No entanto, essas translagdes alteram o bordo

produto das barreiras, deslocando-as uma altura ¢t de H? x {0}.

3.2.2 Catenoides hiperbdlicos

Nesta subsec¢ao temos o objetivo de construir os catenoides hiperbdlicos. Mais
especificamente, queremos construir um objeto que tenha as propriedades que um cate-
noide do R? possui. Tal familia de superficies foi descrita por Nelli e Rosenberg (2007),
onde os autores usaram o modelo do disco para essa construcao. No entanto, faremos

uma construgao mais intrinseca dessa familia, nao utilizando um modelo especifico.

Uma das maneiras de obter o catenoide em R? ¢é através de uma rotacao especifica
da curva catenaria. No entanto, queremos contrui-los a partir das propriedades que o
mesmos possuem. Lembremos que os catenoides sao superficies minimas cujas curvas de
nivel sdo circulos centrados num ponto py € R? x {0}. Além disso, dado B,(py) C R? uma
bola de centro py e raio r, é possivel mostrar que existe um catenoide que é gréafico (na
verdade, um dos ramos) sobre o dominio R? \ B,(py), que corta ortogonalmente o plano

{z = 0}. Nesse sentido, procuramos um analogo em X.

Proposigao 3.2.14 (Catenoides hiperbdlicos). Sejam py € H? e dy > 0. Entdo existe
uma familia de superficies minimas, mergulhadas e completas {C(po, do) }ap>0 em X, com

as sequintes propriedades:
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(1) C(po,do) corta H?* x {0} ortogonalmente em OBg,(po) x {R};

(2) as curvas de nivel de C(pg,dy) sao circulos hiperbolicos centrados em py, o que

significa que C(po,dy) € invariante por rotagoes em torno de po;
(3) 9,C(po,do) € 0 equador O H?;

(4) 9,C(po,do) sao dois circulos no 0,X de altura L e —L com relagao ao equador, para
algum L = L(dy) € R;

(5) C(po,doy) C (H?\ Bay(po)) x R.

Tais superficies serao chamadas de Catenoides hiperbolicos e serao denotadas por
C(pOa dO) :

Antes de comecarmos a demonstragao da Proposicao [3.2.14] observamos que a
construcao dos catenoides ¢, em diversos pontos, andloga a construcao das barreiras, com

a diferenga da funcao distancia considerada.

Demonstragio. Sejam € := {p € H> ; p ¢ By,(po)} e u : @ — R a fungdo procurada.
Para que Gr(u) tenha as propriedades (1) e (2), suponha que u(p) = f(d(p)), onde
d(p) = d(p,po) é a fungao distdncia ao ponto py. Queremos mostrar a existéncia de
f : [do,+00) — R que cumpre f(dy) = 0 e xli_}n(}o f'(z) = +o00, onde a hipdtese sobre a
derivada representa a condigao de que a superficie seja ortogonal a H? x {0}. Ainda, como

queremos que Gr(u) seja minimo, é necessario e suficiente que u satisfaga:

dhr( grad u ) —0. (3.26)

1+ |gradul

Mostremos a existéncia de f. Note que

gradu = grad(f od) = f'(d) grad d.
Como grad d é unitario (Lema [2.3.5)), temos que
| grad ul* = f(d)*.

Com isso, podemos reescrever (|3.26)) como:

0 — div grad u _ div f'(d)gradd
1+ | gradul} 1+ f'(d)?

&Ad + <grad () , grad d>
1+ f'(d)? 1+ f'(d)?
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Note que Ad = coth(d) (Lema [2.3.6). Denote por

1)
d = . .
o) = s (3.28)

Disso e da definigao de gradiente, reescrevemos (3.27) da seguinte forma:
g (d) + g(d) coth(d) = 0.

Agora, fazendo o limite d — dy em ([3.28)), obtemos g(dy) = 1. Assim, temos o seguinte
PVI:
g'(d) + g(d) coth(d) =0

O qual, pelo método das varidveis separaveis, tem solucao dada por
senh(dyp)
= — . 3.29
gld) =+ @ (3.29)
Agora, substituindo (3.29) em (3.28]), temos a seguinte expressao:
senh(d,
fl(d) — - ( 0) - .
\/senh (d) — senh?(dy)
Logo, a existéncia da f é equivalente a existéncia de solugao do seguinte PVI:
"(d) — senh(dp)
f< ) \/senhQ(d)fsenhQ(do)
O qual tem solucao do tipo
h(d
senh(do) ds, (3.30)

f(d) _/d 2 2
0 \/ senh”(s) — senh”(dy)

desde que exista a integral. Note que a integral (3.30) poderia ter problema numa vizi-

nhanca de dj, j4 que o denominador se aproxima de 0. Mas observe que:

h?(s) — senh? 2senh h
li SO (s) = senh(do) _ ), 2sen (? cosilS) _ o senh(dy) cosh(dy) > 0.

s—dp S — do s—dp

Pelo Lema , existe a integral numa vizinhanca de dy. Logo, provamos a exis-
téncia da fungdo f. Com um argumento analogo ao que foi feito nas barreias (Proposi¢ao
[3.2.11)), podemos unir Gr(u) com Gr(—u) para obter uma superficie © minima, mergu-
lhada e completa satisfazendo as propriedades (1) e (2). Agora, verificaremos que valem
também as propriedades (3) e (4). Para isso, vamos analisar o limite quando d — +o0

em (3.30]), para obter informagao sobre o comportamento assintético da superficie.

h(d
lim f(d) lim / senh(do)
d—+o0 R ey \/senh — senh?(dp)

ds =L, (3.31)
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pois quando s — +00, 0 integrando se comporta como a fungdo ————, que ¢ inte-
senh”(s)
gravel no infinito, pois o decaimento é exponencial.

Para a compactificagao geodésica, temos que a superficie tem altura limitada, ja
que existe o limite (3.31)). Assim, pelo Lema [3.2.12] o bordo geodésico esta contido no
equador. De fato, ele é todo o bordo geodésico da superficie. Basta tomar uma sequéncia

T, — p € O H? e notar que (z,, u(x,)) — (p,0). Logo, vale a propriedade (3).

No caso do bordo produto, qualquer sequéncia em €2 que tenha limite em p € 9, H?,
tem d — +oo. Com isso, u(x,) tem limite em L. Logo, como vale para qualquer p € d,,H?,
o bordo geodésico de Gr(u) é um circulo no 9,X de altura L com relagdo ao equador.
Agora, usando o Gr(—u) e um argumento analogo, obtemos que um circulo de altura —L

no 9,X também estd no bordo produto da superficie.

]

E possivel provar que o L na proposicao é no maximo 7/2 (NELLI; ROSENBERG,
2007), obtendo assim uma cota superior para a altura dos catenoides hiperbdlicos no bordo
assintético, diferente do que ocorre com os catenoides do R3. Para isso, seria necessario
desenvolver a condi¢ao sobre dy na Proposicao fazendo uma analise semelhante

aquela que foi feita no caso das barreiras.

Uma construgao semelhante a que foi feita para as barreiras e para os catenoides
hiperbdlicos leva a construcao de uma outra familia de superficies minimas, os horocate-
noides. Para obté-la, basta considerar como dominio {2 o complementar de um horodisco

(interior de um horocirculo).

3.2.3 Helicoides hiperbélicos

A hélice, em geometria, é a curva tridimensional que combina o movimento de
translacao e de rotacdo de um ponto ao longo de um eixo. A partir da hélice podemos
construir o helicoide. Suponha que Oz seja o eixo de rotacao da hélice. Por cada ponto da
hélice, tragamos uma reta paralela ao plano xOy que intercepta Oz. A superficie gerada
por essas retas é chamada de helicoide. Uma parametrizacio em R? para essa familia de

superficies é dada por:
z(u,v) = (veosu,vsenu,au), 0<u<2m, —oo<wv<4o00, a€R.

E possivel verificar que essa familia ¢ minima em R3.

Nesta subsecc¢ao, vamos verificar que existem helicoides hiperbélicos, isto é, um
analogo dos helicoides dentro de X. Essa familia de superficies foi descrita por Nelli e

Rosenberg (2007), onde eles utilizaram o modelo do disco para esta construgao.
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Neste trabalho, vamos considerar uma parametrizacao dos helicoides e verificar
que esta superficie ¢ minima. Usaremos o modelo do disco para o H?, com coordenadas
polares, em funcao da natureza da superficie. Com isso, temos uma identificacdo dos
pontos em X em coordenadas cilindricas, isto é, representaremos um ponto (z,y,t) € X
através de (r,0,t), onde r = /z? +y?, 2 = rcosf e y = rsend, com r < 2. Dados

(v1,v2) =2 v € T, X e (u1,u2) =: u € T, X, temos que o produto interno entre u e v é dado

por:
(u,v), = <U1,U1>(r79) + (ug, vo)y
Up, v
(1-7)
2
Vamos denotar por K, := (1 — 7/ Assim, como {Jr, 00,0t} forma uma base orto-

normal em R?, {K,.0r, K,.00,0t} forma uma base ortonormal em X. Usando Levi-Civita
(Teorema [2.1.4)), os tinicos simbolos de Christoffel nao-nulos sao:

LKL K K
]‘—‘TT:_E7 QGZE’FgT:F%’:_E'

Consideremos a familia de helicoides cuja rotagao é em torno do eixo t. Com isso,
temos que z(r,6) = (r,0,a0), onde r < 2, 6 € (0,27) e a € R, parametriza uma volta de
um a—helicoide. De fato, basta notar que z é o grafico da funcao f : H> — R, dada por
f(r,0) = ab, cujas curvas de nivel sdo semirretas (raios geodésicos) partindo da origem
em H? que dependem da altura fixada, e estas completam uma volta ao longo do eixo
t. Para verificar que essa familia ¢ minima, vamos mostrar que eles sdo graficos verticais

minimos de f, isto é, cumprem a condigao

grad f

0 = div
1+ |grad f|3

- ; )
_ + {grad erad 3.32
it lerad s\ (\/1+|gradf|%ﬂ) sedd) B3

Calculemos cada parcela separadamente. Note que

grad f = K,0r(af)K,0r + K,.00(a0)K,.00
= aK?00, (3.33)

| grad f[3; = (grad f, grad f)a = a* K.
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Ainda, temos que
1 1
grad = grad | ———
(\/H\gradf!?m) (\/HGQK?)
a? 9
- _ 21T K2 grad(K?). (3.34)
Mas
grad(K?) = K,0r(K?)K,0r + K,00(K?)K,00
= 2K’K.or. (3.35)
Substituindo (3.35)) em (3.34)), obtemos:
1 *K3K!
grad () Sl (3.36)

"R

1+ a?K?

Segue de (3.33) e (3.36) que

1 *K3K!
<grad (W) , grad f> = —(aK?) (M) (Or,00)yg = 0. (3.37)

H

Com isso, para que valha (3.32)), é suficiente mostrar que Af = 0. De fato, note que

Af = divgrad f

= (Vi orgrad f, K, 0r)g + (V.90 grad f, K, 00)y

2 K2
705 (Vor(aK700), 0r) + 25 (Vap(aK206), 06)

r

= Or(aK?)(00,0t) + aK*(V,.00,0r) + 00(aK?)(00,00) + aK?2(V 5000, 00)

= aK?T7, + aK?2TY,

r

= 0.

Logo, os graficos verticais dados pela f sdo minimos. Portanto, os a—helicoides (H (a))

sao superficies minimas de X.

Mostremos que 9,H(a) = 9,X. Note que 0,,H* C d,H(a). De fato, dado p €

0. H?, basta considerar uma sequéncia z, C 7, onde v é uma raio geodésico em H?>

partindo da origem, que tem limite em p. Com isso, (x,, f(x,)) — (p,0), pois f(x,) é
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constante. Sejam p € 9,X \ 0-,H? e v o raio geodésico em X que parte da origem, tal
que [y] = p. Com isso, temos que v corta H(a) infinitas vezes, uma para cada volta do
helicoide. Tome z,, C H(a) sequéncia de pontos formada pela intersec¢ao de v com H (a).

Com isso, x, — p, pois x, C . Logo, p € d,H (a). Portanto, 0,H (a) = 0,X.

Agora, pela construgao do helicoide, temos que 0,H (a) é uma a—hélice em 0,X.
Afirmamos que (9,,H? x 0,,R) C 9,H(a). De fato, seja (¢, p*) € (OH? X d5,R), onde
* = £. Considere a sequéncia z,, obtida ao fazer d,H (a) N ({¢} x R*), onde n representa
a intersec¢ao da n—ésima volta da a a—hélice com a reta {q} x R*. Com isso, temos que
x, ¢ uma sequéncia em d,H (a) tal que z,, — (¢, p*). Logo, segue o afirmado. Ainda, essa
mesma construcio pode ser usada para mostrar que H? x {p*} também estd no bordo
produto do helicoide. Para isso, basta notar que uma geodésica vertical v partindo de
um ponto p € H? corta o helicoide infinitas vezes, uma cara cada volta, e o limite de 7 é
o ponto (p,p*). Portanto, o 9,H (a) é a a—hélice no 9,X unida com os discos superior e

inferior.

3.3 Equacoes diferenciais parciais elipticas e Principio da Tangén-
cia

Brevemente, equagoes diferenciais parciais (EDP’s) sdo equagoes onde as incdgni-
tas sdo derivadas parciais de uma funcao. Ha diversas maneiras de classificar esse tipo
de equacao. Neste trabalho, vamos abordar um tipo especifico de EDP - as elipticas.
Nosso principal objetivo nesta seccao é provar o Principio da Tangéncia, que afirma que
duas superficies minimas e mergulhadas em X que tenham uma intersecgdo (mas nao se

cruzam) devem coincidir.

Assumiremos que as fungoes nesta seccao tem contradominio em R.
Defini¢ao 3.3.1. Sejam Q C R? um dominio e L : C*(2) — C°(Q2) um operador, onde
L dado por

Lu = 11 Ugy + A12Ugy + W21 Uy + 22Uy + blum + bguy. (338)

Dizemos que L é um operador linear eliptico se L € linear e a matriz simétrica a;;j(x,y)
¢ definida positiva, isto €, se os dois autovalores A(x,y) e A(x,y) sao positivos, para todo
(x,y) € Q. Se, além disso, existir \g tal que 0 < N\g < X < A, entdo L € dito estritamente

eliptico.

Seja L : C*(Q2) — C°(Q) um operador. Considere o seguinte problema:

Lu= fem
u = ¢em OS2,
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onde ¢ é uma funcao conhecida. Se L for um operador linear eliptico e impormos alguma
regularidade sobre as fungoes f e ¢ e o dominio €2, é possivel garantir a existéncia e
unicidade da fungao u (GILBARG; TRUDINGER, 1983). Esse tipo de problema (EDP
com uma condigdo de fronteira) é conhecido como problema de Dirichlet. A prova da
unicidade da funcao u usa o seguinte teorema como base, o qual também faremos uso

nesta seccao.

Teorema 3.3.2 (Principio do Maximo Forte). Seja L um operador linear estritamente
eliptico e suponha que Lu > 0 num dominio 2. Suponha que u tem um ponto de mdzimo

no interior de ). Entdo u é constante em §).

Demonstracao. Uma prova deste teorema pode ser encontrada em Gilbarg e Trudinger
(1983), capitulo 3.

]

Definigao 3.3.3. Dizemos que uma EDP é do tipo eliptica (e linear) se operador associado

a equagdo for do tipo eliptico (e linear).

O principal exemplo de uma EDP eliptica é a equacdao de Laplace, que, em R2, ¢
dada por
Af =divgrad f = for + fyy =0,

onde f é uma funcdo de classe C? e o divergente o gradiente sdo tomados com respeito
a métrica euclideana. Os proximos dois exemplos que abordaremos tém particular inte-
resse para este trabalho, que s@o as EDP’s relacionadas aos graficos minimos verticais e
horizontais, de fungoes u e v (usando as mesmas notagoes das equagoes e ),

respectivamente:

Uz (1 + yzui) + wyy (1 + yPul) — 2y2uxyumuy — yuy(ui + uz) =0 (3.39)

Vg (Y° + 07) + v (1 + vz) — 204,00y — Yuy (1 + vf/) =0. (3.40)
Vamos verificar que ambas sao elipticas.

Considere a equacao (3.39). Nesse caso, a matriz simétrica associada aos coefici-

entes de segunda ordem ¢ dada por:
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Assim, o polinémio caracteristico p(A) associado é dado por:
PA) = N = (2+ v (ug +up)) A+ 1+ 7 (ug + uy),

cujas rafzes sao A(z,y) = 1 e A(z,y) = 14 y*(u} + ). Logo, a EDP dada em (3.39) é

eliptica.

Agora, para a equagao ([3.40]), temos que a matriz simétrica associada aos coefici-

entes de segunda ordem ¢é dada por:

y* + vf —ViUy
CLij = 1 9
— Uy + v,
Com isso, temos que o polindmio caracteristico associado é dado por:

p(A) =X — (02 + 07 + y* + DA+ (1 + v2) + 07

Note que as raizes A(x,y) e A(x,y) sdo dadas por:

(v§+vf+y2+l) + \/(v§+v?+y2+1)2 —4(y2(1+v§) + v?)
5 .

Mas,

0> —4(y*(1+ US) +v?)

= (P + P+ 1) > (ot + 1) — AP+ ) + o)

= (UZ—F’U?—{—yQ—l—l)>i\/(vg+vg+y2+1)2_4(y2(1+,05)+vg)

(V2 + 0247+ 1) £ /(02 + 02 + 92+ 1)? — 42 (1 +02) + 0})

5 > 0.

=

Logo, a EDP dada em (3.40)) ¢ eliptica.
H4 um inconveniente com as EDP’s (3.39) e (3.40)): elas nao sao lineares. Existe,

porém, uma maneira de amenizar esse problema. Suponha que u e v sdo fungdes sobre
um dominio em H? e seus gréaficos sao superficies minimas mergulhadas. Vamos mostrar
que existe um operador linear estritamente eliptico L tal que Lw = 0, onde w = u — v.
Assim, para esse operador L, poderemos usar o Principio do Maximo e obter um resultado

importante sobre o comportamento de u e v.

A prova da seguinte proposicao foi baseada na demonstracao do Lema 3.2.3 de
Lépez (2013).
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Proposigao 3.3.4. Seja Q C H? um dominio e up € C®(Q), k = 1,2, continua até
o bordo. Suponha que o grdfico de uy seja minimo, isto é, satisfaz a EDP dada em
3.39). Entdo existe um operador linear estritamente eliptico L : C*(Q2) — C*(Q) tal

que Lw =0, onde w = uy — uy.

Demonstragio. Sejam € C H? um dominio e uy, : C*°(€2) — R duas fungdes cujos graficos

em X sao minimos. Com isso, temos que:
(k) o (L 42 (ur)2) + () yy (1+ 17 (ur)2) — 207 () oy (k) () — 4 (i )y ()2 4 (u)3) = 0.
Com base na EDP acima, defina a funcdo F': R® — R dada por

F(x1, 29,23, 24, x5, 26) = (1 + arg)xl — 2202475 + (1 + 23) 23 — w615(T5 + x?)

Agora, vamos definir as seguintes fungoes: m,n,o,p,q,r : [0,1] x Q@ — R, dadas por

(omitiremos o ponto (x,y) para nao sobrecarregar a notagao)

m(t) = (1 —1t)(u1)ee + t(u2)ee,
n(t) = (L—1)(u1)ay + t(u2)ay,
o(t) = (L—=1t)(u1)yy + t(uz)yy,
p(t) = (1=t)y(ur)s + ty(uz)a,
q(t) = (1 —=ylur)y + ty(uz)y,
r(t) = 1/y°

Note que F(m(0),n(0),0(0),p(0),q(0), R(0)) = F(m(1),n(1),0(1),p(1),q(1), R(1)) = 0,
pois essa composicao é exatamente a EDP dada acima, para £k =1 e k = 2. Disso e do

teorema fundamental do calculo, obtemos:
0 = F(m(1),n(1),0(1),p(1),q(1), R(1)) — F(m(0),n(0), 0(0),p(0),¢(0), R(0))

= [ L FGm(#),n(e) o(0) p(0) 1), 7(0)it

0

Queremos derivar essa funcdo em relacdo a t e, para isso, vamos omitir a varidvel para

nao sobrecarregar a notacgao. Observe que fazendo w = uy — uy, temos que:

/ / / / / /
m =Wgg , M =Wgy , O = Wyy , P =YWy , § = YWy , f =0.
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Assim,

Ld

0 = | ZFm(t),n(t),ot),pt),qt), r(t))dt

1
_ /0 %(U +¢*)m — 2npq + (1 +p*)o — rq(p* + ¢*) ) dt

B /01 (1 + ¢)m' + m((24q') = 2(n(pd' + p'q) + n'pa) +

+(1+p)0 + o(2pp) — r(2q(pp + qd') + 4 (P° + ¢*)) ) dt

= ([ @+ ait) wae—2 ([ parie) ey + ([ (4 p2)t)

1

1
+ (/0 y(—2nq + 2po — 2pqr)dt) wy + (/0

y(2mq — 2np — r¢® + (p* + qz))dt> Wy
(3.41)

Considere as fungoes em ) definidas por:

1 1 1
an :/0 (1 +q2)dt , Q12 = Q21 = _/0 (pg)dt , ag :/0 (1 +p2)dt,

1 1
by = /0 y(—2nq + 2po — 2pqr)dt | by = /0 y(2mg — 2np —rq® + (p* + ¢*))dt.

Defina o operador L : C*(2) — C*(2) por
Lv = a11Vz0 + Q12Vzy + A21Vye + 200Uy + 010, + bovy,. (3.42)

Com isso, temos que L é linear e, por (3.41]), Lw = 0. Vamos mostrar que L é estritamente

eliptico. De fato, considere a matriz @,;;, dada por:

_ 1+¢* —pg
Q5 = 9 .
-pq l1+p

Note que o polinémio caracteristico é dado por:
P =N = Q+pP+ N+ + ¢+ 1.

Assim, os autovalores sdo dados por A = 1 e A = 1+ p? + ¢%. Logo, o menor autovalor da,

matriz a;; ¢ dado por
1_
Az, y) =/ Az, y)dt = 1.
0

Portanto, L é estritamente eliptico.
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Proposicao 3.3.5. Sejau,; : Q; C H? — R, i = 1,2, cujo grifico de u; sobre €; é minimo.
Suponha que exista g € intQy Nint Qs tal que ui(q) = uz(q). Se uy > uy em Qy N Qo,

entdo up = uy em €2y N .

Demonstracao. Seja us — u; = w : 3 Ny — R. Pela Proposigao e por u; ter
grafico minimo, existe um operador linear estritamente eliptico L tal que Lw = 0. Por
hipétese, existe ¢ € 3 N Qs tal que p = (q,u1(q)) = (¢, u2(q)). Como w é nao positiva,
q é um ponto de maximo de w. Pelo Principio do Méximo Forte (Teorema , w é

constante em €2 N €y. Portanto, us = uy

O

Agora, vamos passar ao caso dos graficos horizontais. A prova da seguinte propo-

sicao foi baseada na demonstracao do Lema 3.2.3 de Lépez (2013).

Proposigao 3.3.6. Seja QQ C F, onde F é o Flat {x = 0} e Q é um dominio limitado.
Suponha que v, € C*(Q), k = 1,2, seja continua até O) e o grdfico de vy seja minimo,
isto €, satisfaz a EDP dada em . Entao existe um operador linear estritamente
eliptico L : C=(2) — C*(Q2) tal que Lw = 0, onde w = vy — v;.

Demonstracao. Note que, como v tem grafico minimo sobre o dominio {2, temos que:

(V)2 (U2 + (0)2) 4 (Vk)yy (1 + (08)2) — 2(0k)ay (08)2 (0r)y — Y(vk)2 (1 + (vi)2) = 0.
Com base na EDP acima, defina a funcdo I : R® = R dada por
F (21,79, T3, T4, Ts, T6) = 11(2 + 72) + 23(1 + 2]) — 2207475 — 2674(1 + 23).

Agora, defina as seguintes fungoes: m,n,o,p,q,r : [0,1] x Q@ — R, dadas por (omitiremos
o ponto (z,y))

m(t
t
t
t
t

) = y.

3

S

) (1 =1)(v1)
) (1 —1)(v1)
) = (1 =8)(v1)yy + t(v2)yy,
) (1 —1)(v1)
) (1 —1)(v1)

<

(
(
o
(
(
(

<

Com isso, temos que F'(m(0),n(0),0(0), p(0),¢(0), R(0)) = F(m(1),n(1),0(1),p(1),q(1), R(1))

0, pois essa composicao é exatamente a EDP dada acima, para k =1 e k = 2. Disso e do

teorema fundamental do calculo, obtemos:

0 = F(m(1),n(1),0(1),p(1),q(1), (1)) — F(m(0), n(0), 0(0),p(0),¢(0), R(0))

Ld

= | g m(t),n(t),0t), p(t), a(t), r(t))dt.
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Vamos derivar essa funcao em relacao a t e, para isso, omitiremos a variavel ¢t para nao

sobrecarregar a notacao. Observe que fazendo w = us — uy, temos que:
/ / / / / /
m:wzzan:w:cyyozwyyup:wmaq:wy’fZO‘
Logo,
1d

0 = | Fm(),n(t),ot),p(t), (t), r(t))dt

- /01 jt((m(r? +¢%) + o(1+p*) — 2npg — rp(1 + p?) ) dt

1
= /0 (m2aq’ +m'(r* + ¢*) + 02pp + 0 (1 + p?) —
—2(n(pg + P'q) + n'pq) — r(p2pp’ + p'(1+p*) ) dt
Lo o ! 2 1
= /0 (r* + ¢°)dtwg, —I—/O (14 p*)dtw,, — 2/0 (pq)dtw,, +

1 1
+/ (20p — 2nq — 2p°r + (1 + p*))dtw, + / (2mp — 2np)dtw,.  (3.43)
0 0
Defina as func¢oes em €2 dadas por
1 1 1
ap = /0 (r? +¢*)dt , a1y = az; = —/0 (pg)dt , aze = /0 (1+ p?)dt,
1 1
by = / (20p — 2nq — 2p°r + (1 4+ p*))dt , by = 2/ (mq — np)dt.
0 0
Seja L : C*(Q2) — C*(2) dado por
Lu = A11Ugy + A12Ugy + 21 Uyy + A22Uyy + blux + bguy. (344)

Com isso, temos que L é linear e, por (3.43), Lw = 0. Vamos mostrar que L é estritamente

eliptico. Considere a matriz @;;, dada por

[P+ —pg
CLZ']' = 9 .
-pq l+p
Observe que o polinémio caracteristica é dado por

PN =X -+ +r+F DA+ 1+ + &

Assim, os autovalores sao dados por

p2+q2—|—r2—|—1—\/(p2+q2+7“2—|—1)2—4(T2(1+p2)+q2)

A= 9
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1 p2—|—q2+r2+1+\/(p2+q2+r2+1)2—4(r2(1+p2)+q2)
- 5 _

Note que

0> —4(r*(1+p*) + ¢*)

= PP+ 1) > P+ ) A4 pY) + )

= PP+@+r*+1) >:I:\/(p2+q2—|—r2+1)2—4(r2(1+p2)—|—q2)

(P + ¢+ + 1) £/ + ¢+ + 12 =4 (14 %) + ¢?)
2

> 0.

Logo, os autovalores sdo positivos para todo (z,7) € Q. Como Q é compacto e os au-
tovalores sdo funcdes continuas em 2, existe ko > 0 tal que X > ko. Com isso, o menor

autovalor de a;; ¢ dado por

1 1
A@@:AA@wmzﬁ%m:m

Portanto, L é estritamente eliptico.

]

Proposicao 3.3.7. Sejam F um Flat ev; : Q; C F — R,i = 1,2, cujo grafico sobre €);
¢ minimo. Suponha que ezista g € int 2y Nint Qs tal que v1(q) = v2(q). Se vi > vy em

Q1 N Qy, entao v = vy numa vizinhanca de q.

Demonstragio. Seja © C €3 N Qy uma vizinhanca compacta de ¢ (possivel pois ¢ estd no
interior). Seja vy — v; := w : @ — R. Pela Proposi¢ao e por v; ter grafico minimo,
existe um operador linear estritamente eliptico L tal que Lw = 0. Por hipdtese, temos
que w(q) = 0 e w é ndo positiva em Q. Com isso, temos que ¢ é um ponto de maximo
interior de w. Pelo Principio do Méximo Forte (Teorema , w é constante em ).

Portanto, v; = v9 numa vizinhanca de q.

O
Teorema 3.3.8 (Principio da Tangéncia). Sejam My e My duas superficies minimas e

merqulhadas em X. Suponha que My e My sejam conexas e que exista um ponto de toque

interior entre My e My, mas My ndo cruza Ms. Entao M, = M.
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Figura 4 — Toque tangenciando / toque cruzando

| A

7\ "

M, M, M,

Fonte: o autor

Para provarmos o Principio da Tangéncia, vamos usar as Proposi¢oes e
e, numa vizinhanca do ponto p de interseccao entre M; e My, concluir que elas coincidem.
Para isso, devemos argumentar que M; e M, sao localmente graficos verticais ou horizon-
tais. De fato, seja N(p) o vetor normal em p. Se N(p) tem a coordenada ¢t # 0, entao
M; e M, podem ser obtidas como graficos verticais numa vizinhanga de p. Se N(p) tem
a coordenada t = 0 e x # 0, entdo M; e My podem ser obtidas como graficos horizontais
numa vizinhanca de p. Agora, caso N(p) seja paralelo ao eixo Oy, as superficies M; e M,
nao sao graficos verticais nem horizontais. Entretanto, ha uma maneira de resolver esse

inconveniente e trata-las como graficos horizontais, a qual passamos a descrever.

Seja ¥ uma superficie minima e propriamente mergulhada em X tal que N(xg)
seja paralelo ao eixo Oy no ponto zy, onde N(xg) é o vetor normal a ¥ no ponto .
Observe que a inversdo de polo num ponto p € H? induz uma isometria f, em X fazendo
fo(q,t) = (ip(q),t). Com isso, escolhendo  uma geodésica em H? tal que 8 x R contém
o ponto zy € ¥, temos que X é Y —grafico de Killing sobre § x R, onde Y é o campo
associado ao fluxo que percorre horocirculos centrados em um dos limites de 3 (escolha um
e denote por p). Isso decorre do fato dos horocirculos cortarem as geodésicas que partem
de seu centro ortogonalmente. Assim, a isometria f, leva § X R em um Flat f,(8 x R),
que ¢ a translacdo do flat F':= {z = 0} ao longo do eixo z, e f,(X) passa ser dz—grafico
de Killing sobre F', ja que f, leva o fluxo associado a ¥ no fluxo dado pelas translacoes
ao longo do eixo x. Logo, a menos de isometria, podemos considerar as superficies M; e

Mj como graficos horizontais ou verticais numa vizinhanca do ponto de toque.
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Figura 5 — Isometria f,

Fonte: o autor

Demonstragao. (Principio da Tangéncia)

Vamos mostrar que M; C Ms. Para isso, defina

U={pe M ;pe M}

Afirmacao: O conjunto U C M, é aberto, fechado e nao vazio.

Por hipétese, U é nao vazio. Para mostrar que U é fechado, considere d a funcao
distancia entre M; e M,. Com isso, temos que U = d~'(0). Como d é continua, U C M, é
fechado. Agora, para mostrar que U é aberto, suponha que M; toca My em um ponto p.
Vamos mostrar que existe uma vizinhanca de p tal que M; coincide com M,. Como M;
e Ms sao mergulhadas em X, elas sao localmente grafico vertical ou horizontal. Suponha
que seja o caso vertical. Assim, existem w1, us : 01, C H? — R funcoes cujos gréaficos
parametrizam uma vizinhanca de p em M; e em M,, respectivamente. Por hipdtese, M,
nao cruza Ms. Logo, podemos supor us > u; e, pela Proposicao [3.3.5, u; = uy numa
vizinhanga. Com isso, M; = Ms coincidem numa vizinhanca de p. O caso que o grafico
¢é horizontal numa vizinhanca de p é analogo. Logo, temos que U C M, ¢é aberto e, com
isso, vale a afirmacao. Portanto, por M; ser conexa, U = Mi, o que implica M; C M.

Para verificar que My C M, é anédlogo, o que encerra a demonstragao.
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4 Teorema Principal

Neste capitulo, vamos apresentar a prova do teorema principal desta dissertagao,
que é referente ao Teorema 5.1 do artigo de Kloeckner e Mazzeo (2017). Além disso,
apresentaremos a prova do Corolario 5.2 do mesmo artigo, que caracteriza as curvas
(fechadas e simples) no bordo geodésico de X que podem ser minimamente preenchidas.

Por fim, vamos apresentar alguns exemplos relacionados a este problema.

4.1 Caracterizacdo das curvas que podem ser minimamente preen-

chidas

Nesta secc¢ao, temos o objetivo de apresentar a prova do teorema principal desta
dissertacao. No segundo momento, vamos caracterizar as curvas que podem ser minima-

mente preenchidas.

Definicao 4.1.1. Seja I' uma curva fechada e simples no bordo geodésico de X. Dize-
mos que I' pode ser minimamente preenchida se existe X C X wuma superficie minima,

mergulhada e completa tal que 0,2 € exatamente a curva I'.

Agora, vamos a prova do Teorema 5.1 do artigo de Kloeckner e Mazzeo (2017).

Teorema 4.1.2. Seja > uma superficie completa, propriamente mergulhada e minima
contida em X . Entio para qualquer p € O,H?, a intersec¢io de 9,5 com a Weyl Chamber
W=*(p) € ou vazia, ou somente o polo p* no final da Weyl Chamber, ou um intervalo

fechado contendo p.

Demonstragdo. Assuma que 0,% toque o interior de W (p) no ponto (p,q). Mostremos
que (p,0) € 9,X. Suponha por absurdo que isso nao ocorra. Nesse caso, existe ¢ um arco
equatorial que contém p e U uma vizinhanca de ¢ em X’ que néo intercepta . Seja 7
a geodésica em H? x {0} que tem limites nos extremos do arco c. Note que, escolhendo
dy suficientemente grande, temos que H(dy,c¢) C U, consequentemente H(dy,c) N'X = ().
Considere as translagoes verticais Hy(dp, c), onde t representa o deslocamento vertical
da barreira H(dy,c). Observamos na construgao das barreiras (Proposigao que
o bordo geodésico das barreiras é invariante por essas translagoes. Logo, ao variar t,
qualquer contato de Hy(dp, ¢) com X deve ocorrer no interior. Pelo Principio da Tangéncia
(Teorema , esse contato é impossivel, pois caso ocorresse, implicaria a igualdade de
¥ com Hy (dy,c), para algum ¢, € R. Além disso, a unido de Hy(do,c),t € R, iguala o
conjunto A :={z € X ; d(y xR,z) > dy e = estd para o lado de c}. Mas (p,q) € 0,X
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estd em 0,A, pois o raio geodésico partindo de um ponto em A na direcao de (p, ¢) nao
deixa o conjunto A. Assim, como ¥ N Hy(do,c) = 0, temos que 9,% nao toca o ponto

(p, q), absurdo. Logo, p € 9,%.

Figura 6 — Ilustragdo do teorema (1)

p pt

(p.q) 2 (P, q)

Fonte: o autor

Agora, vamos mostrar que 9,3 deve tocar W*(p) ao longo de um intervalo con-
tendo p. Suponha por absurdo que isso nao ocorra. Assim, existem (p,7) € W (p) \ 0,%
er’ >rcom (p,r') € 9,%. Com isso, existe U uma vizinhanca de de (p,r) em X’ tal que
UNY =0. Considere ¢ um arco equatorial que contém p e é tal que ¢ x {r} C U. Agora,

fixe um ponto qualquer ¢y € H? e defina:

D :={(q,t) € X ; t > rdulq,q)}-

O conjunto D descreve a regiao que estd acima de um cone em X com vértice em (g, 0).
Considere ¥ a parte de ¥ que estd na regiao D, isto é, X = ¥ N D e observe que
0D = {(q,t) € X ; t = rdu(q,q)}. Com isso, temos que o bordo interior (o bordo que
nao é geodésico) de ¥’ esta contido no 9D e fora do aberto U, pois X NU = (). Ainda,
note que o circulo de altura r no 9,X estd contido em 9,D. De fato, considere o raio
geodésico B = (f1, 52) em X partindo de (qo,0), tal que 2 r. Com isso, temos que

|1

B C D, pois
dR(O,BQ(t)) _ tUg —
du(qo, B2(t)  tlv1]

Assim, os pontos em [ cumprem a condicao de estarem em D. Logo, como essa argumen-

tac@o vale para qualquer ponto no equador, segue o afirmado. Com isso, temos que o 9,%’
intercepta o J,X somente acima do circulo de altura r e, por (p,r) € U N9,D, podemos
escolher um arco ¢ C ¢, com p € ¢, de modo que o bordo interior de X’ esteja fora do
semi-espago determinado por v x R, onde v é a geodésica que tem limite nos extremos de
. Considere as translacoes H;(do, ), t € R, onde dy é grande o suficiente para garantir

que Hy(dy, )N = (. Com isso, ao variar ¢, deve haver um ponto de contato entre ¥’ e



Capitulo 4. Teorema Principal 94

Hy,(do, ), para algum t; € R. O que implica a igualdade de X' e Hy,(do, ), absurdo. O

que encerra a demonstracao do teorema.

Figura 7 — Ilustracdo do teorema (2)

P

Fonte: o autor

]

Como consequéncia desse teorema temos a caracterizacao das curvas que podem

ser minimamente preenchidas, o que vamos discutir a seguir.

Corolario 4.1.3. O trago de qualquer curva (fechada e simples) no bordo geodésico de
X que pode ser minimamente preenchida estd contido no equador ou é perpendicular ao

mesmo.

Demonstragdo. Seja I' C 9,X uma curva fechada e simples e ¥ a superficie que tem como
bordo a curva I'. Suponha por absurdo que I' seja transversal (ou paralela) ao equador.
Assim, I' toca as Weyl Chambers de um segmento contido no equador. Pelo Teorema
m, a regiao limitada pela curva e o segmento contido no equador estao em 9,3. Logo,

a curva [ deve conter toda essa regiao. Absurdo, pois I' deixaria de ser uma curva.
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Figura 8 — Curvas que nao sao minimamente preenchidas

Fonte: o autor

]

O préximo resultado é referente ao Corolario 5.2 do artigo de Kloeckner e Maz-
zeo (2017). A partir dele, podemos caracterizar as curvas que podem ser minimamente

preenchidas.

Corolario 4.1.4. As curvas (fechadas e simples) no 0,X que podem ser minimamente

preenchidas estao em uma das sequintes formas:

(1) o equador;

(2) a uniao de um arco equatorial ¢ = pipy e duas Weyl Chambers W€ (py), W¢(p2),
cee{+ —};

(3) @ uniao de quatro Weyl Chambers W (p1), W (pa), W~ (ps) e W (p4) e dois arcos

equatoriais disjuntos paps € pap1, possivelmente reduzidos a pontos;

(4) a unido de duas curvas do tipo 2 com diferentes € e disjuntos arcos c.

Demonstragio. Seja I' C 9,X uma curva fechada e simples. Se I' nao toca nenhuma Weyl
Chamber exceto no equador, entao I' é todo o equador, ja que é fechada. Com isso, temos

o caso 1.

Por outro lado, se I' toca (p1,q) € W¢(p1), para algum p; no equador, temos
que I' deve conter toda a Weyl Chamber W (p;), se ¢ > 0, ou toda W~ (p;), se ¢ < 0.
Caso contenha W (p;), I' deve chegar até p™ e retornar até o equador por uma outra
Weyl Chamber W (py). Se I' continua pelo equador até o ponto p;, temos uma curva
no segundo caso. Um caso semelhante ocorreria se I' contivesse toda W~ (p,), pois ela

retornaria por uma W~ (gz) até o equador, e entdo até o ponto p;.
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Agora, considere que I' contém W (p;) e retorne ao equador por W+(gz). Nesse
caso, I' tem duas possibilidades distintas da anterior: percorrer o equador até um ponto
ps # p1 e descer pela W~ (p3) (subir levaria a uma contradi¢ao, ja que I' deveria tocar
pt, ou seja, uma auto-intersecgao) até o ponto p~, retornando por outra Weyl Chamber
W~ (p4) até o equador, para entao se ligar ao ponto p; (qualquer outra possibilidade levaria
a uma contradi¢ao, por uma auto-interseccao com pt ou p~). Nesse caso, estaremos na
curva do tipo 3, o que pode, possivelmente, ter 2,3 ou 4 (maximo) pontos extremos no

equador.

Se I' é uma curva desconexa, temos uma possibilidade, que sdo duas curvas do
tipo 2, uma contendo p* e outra contendo p~. Qualquer outra possibilidade levaria a

uma auto-intersec¢ao nos polos p™ ou p~, ou no equador.

Figura 9 — Tipos de curvas minimamente preenchiveis

£ +
2 » 8,x
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OnH! o )

Fonte: o autor

O

A partir do Coroldrio [£.1.4] temos a caracterizagdo das curvas que podem ser

minimamente preenchidas. No entanto, ainda nao temos a garantia de que exista uma
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superficie ¥ que tenha como bordo geodésico uma curva em algum dos tipos acima. Vamos

discutir essa questao na préxima seccao.

4.2 Exemplos diversos

Nesta seccao, vamos apresentar alguns exemplos de superficies minimas, completas

e mergulhadas em X cujo bordo geodésico é uma das curvas do Corolario [4.1.4]

Lembremos que os catenoides hiperbélicos (Proposigao [3.2.14) tem como bordo
geodésico o equador. Logo, temos uma superficie nas condi¢des do Teorema que

tem como bordo uma curva do tipo (1).

Vamos construir uma superficie nas condi¢des do Teorema que tenha como
bordo uma curva do tipo (2). Sejam - uma geodésica em H? e d a fungao distancia
até 7. Considere p € Q, onde Q é um dos semi-espagos determinados por v, e u(p) =
fld(p)) =—1In (tanh(d/ 2)) Vamos mostrar que o grafico de u sobre €2 é minimo. Para
isso, lembremos que o grafico de u e minimo se, e somente se (Proposigao

/ _ _f'd)
g'(d) + tanh(d)g(d) = 0, onde g(d) = m
Note que )
o tanh®(d/2) —1
Jd) = 2 tanh(d/2)
Com isso, temos que ,
o(d) = tanh*(d/2) — 1

tanh?(d/2) + 1

. 2tanh(d/2)(1 — tanh®(d/2))
g(d) = (tanh?(d/2) + 1)2 '

Agora, usando a seguinte propriedade da tangente hiperbdlica:

d) _ 2tanh(d/2)

d
tanh(d) = tanh | + &
anh(d) = tan <2+2 1+ tanh®(d/2)’

obtemos

2tanh(d/2)(1 — tanh?(d/2))

( tanh®(d/2) — 1
(tanh*(d/2) + 1)2

¢’ (d) + tanh(d)g(d) = tanh?(d/2) + 1

anh(d)

2tanh(d/2)(1 — tanh?*(d/2))  2tanh(d/2)(tanh®(d/2) — 1)
(tanh®(d/2) + 1)2 (tanh?(d/2) +1)2

~ 2tanh(d/2)(1 — tanh(d/2) + tanh(d/2) — 1) _0
B (tanh?(d/2) + 1)2 '

Logo, u tem grafico minimo. O bordo geodésico do grafico de u é uma curva do tipo

(2). De fato, sejam p; e py os pontos limites da geodésica . Note que quando d — +o0,
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u — 0. Com isso, os pontos do arco equatorial que liga p; a ps estdo no bordo geodésico
do grafico de u. Agora, para mostrar que W (p;) e W (py) também estdao no bordo,
observe que quando d — 0, u — +00. Queremos encontrar uma sequéncia (z,) C Q, que
tem limite em (p;), cuja velocidade com que u(z,) vai para infinito seja controlada, para
pode obter todos os pontos de W (p;). Para isso, escolha (x,) C Q tal que x, — p; e
d(vy,x,) = kﬁ’ onde k£ € R é uma constante. Assim, x,, estd sobre hipercirculos cada vez
mais proximos de 7. Com isso, temos que k representa a velocidade com que u(x,) vai
para infinito. Se k é grande, u(x,) vai rdpido para infinito e obtemos um ponto W+ (p;)
proximo de p™. Se k é pequeno, obtemos um ponto em W (p;) préximo de p;. Logo,
W (p1) estd no bordo geodésico do gréfico de u. De maneira semelhante, obtemos que

W (ps) também estd no bordo do grafico de u.

Observe que a funcao u definida acima também pode ser usada para descrever
uma superficie cujo bordo é uma curva do tipo (4). Para isso, basta considerar v; e 7,
duas geodésicas em H? cujos extremos sejam distintos e inverter o sinal da u para uma

delas.

Por fim, lembremos que o Flat tem como bordo geodésico duas Weyl chambers
completas. Com isso, temos uma curva do tipo (3) que tem p; = p3 e py = py. Para obter
uma superficie que tenha como bordo uma curva do tipo (3) onde os pontos no bordo nao

coincidam, temos o seguinte teorema.

Teorema 4.2.1. Suponha que I' é uma curva (simples e fechada) em 0,X tal que seus
arcos no disco superior e inferior sejam ou vazios ou geodésicas completas em H? e, além
disso, para cada linha vertical L C 0,X, as componentes de L \ ' sejam intervalos de

comprimento maior que w. Entao I' pode ser minimamente preenchida.

Demonstracao. Uma prova deste teorema pode ser encontrada em Kloeckner e Mazzeo
(2017), Proposicao 4.4.

]

Vamos aplicar esse teorema da seguinte forma: vamos descrever uma curva ' em
0,X que pode ser minimamente preenchida tal que I' é equivalente a uma curva do tipo
(3) em 9,X. Sejam v e vy, geodésicas em H? e p;,psy os extremos de 1 e p3,py 08
extremos de y,. Considere os segmentos verticais L, Lo, L3, Ly em 0,X, onde L, liga
(p1,0) a (p1,p™), Lo liga (p2,0) a (p2,p™), Ls liga (p3,0) a (p3,p~) e Ly liga (p4,0) a
(ps,p~). Ainda, seja c1,cy os arcos em 0,X na altura 0 que ligam (p;,0) a (ps3,0) e
(p2,0) a (p4,0), respectivamente. Com isso, temos que a curva I' em 9,X dada pela unido
de vy x {p™}, L1, ¢1, L, y2 X {p~}, L4, ¢2, Ly pode ser minimamente preenchida (Teorema
por ¥. Assim, o J,% é exatamente uma curva do tipo (3).
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