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Resumo

Dissertagao de Mestrado
Programa de Pés-Graduacao em Matematica

Universidade Federal de Santa Maria

ALGEBRA DE HOPF TRANCADA A PARTIR
DE UM PAR COMBINADO DE GRUPOS

AUTOR: TTAGO LUIZ FERRAZZA
ORIENTADORA: DAIANA FLORES
Local e Data da Defesa: Santa Maria, 15 de agosto de 2014.

Sejam (F,G,>,<) um par combinado de grupos finitos e o0 : F x F — (k*)% e
7:Gx G — (KX)F dois 2-cociclos. Nem sempre o produto bicruzado R = k% *7 kF’
é uma bialgebra, tampouco uma algebra de Hopf trancada. O objetivo deste trabalho
é estudar condicoes necessarias e suficientes sobre o, 7 e uma dada tranca c tal que
R seja uma &algebra de Hopf trancada na categoria dos moédulos de Yetter-Drinfeld
sobre alguma algebra de Hopf H, além de apresentar a interpretacao cohomoldgica
desse resultado.

Palavras-chave: algebra de Hopf, par combinado, algebra de Hopf trancada,

produto bicruzado, cohomologia, médulo de Yetter-Drinfeld.



Abstract

Dissertation
Graduate Program in Mathematics

Universidade Federal de Santa Maria

BRAIDED HOPF ALGEBRA ARISING FROM
A MATCHED PAIR OF GROUPS
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Let (F,G,>,<) be a matched pair of finite groups and o : F x F' — (k*)¢ and
7Gx G — (k*)F two 2-cocycles. In general, the bicrossed product R = k& %7 kF
is not a bialgebra, neither a braided Hopf algebra. The purpose of this work is to
study necessary and sufficient conditions over o, 7 and a braid ¢ such that R is a
braided Hopf algebra in the category of Yetter-Drinfeld modules over some Hopf
algebra H, in addition to present the cohomological interpretation of this result.

Keywords: Hopf algebra, matched pair, braided Hopf algebra, bicrossed pro-
duct, cohomology, Yetter-Drinfeld module.
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Introducao

Uma &lgebra de Hopf é uma algebra sobre a qual existe também uma estrutura de
codlgebra, tal que essas duas estruturas satisfazem uma certa condicao de compati-
bilidade, além disso esta possui um endomorfismo satisfazendo condigoes que podem
ser expressas usando as estruturas de algebra e de codlgebra. Os primeiros exemplos
de algebras de Hopf foram observados em topologia algébrica por H. Hopf em 1941.
Sejam k um corpo, F' e G grupos finitos. Considere (F, G, >, <) um par combinado
de grupos, isto é,>: G x F' — F é uma acao a direitade Gem F,<: GXx FF — G

uma agao a esquerda de F' em G satisfazendo

grry = (gex)((gaz)>y)
gh<z = (g<(h>x))(h<x).

Além disso, considere também o : ' x F — (k%) e 7: G x G — (kI)* 2-
cociclos, com esses ingredientes podemos construir o produto bicruzado R = k& +TkF
o qual ndo é, em geral, uma algebra de Hopf. Em [6] mostra-se que R é uma algebra
de Hopf se e somente se o e 7 satisfazem determinadas condicoes, as quais equivalem
a dizer que o par (7,0) é um 1-cociclo num determinado complexo. Esta construgao
pode ser vista também em [1] e [4].

Uma caracteristica importante das algebras de Hopf assim construidas é que
se a caracteristica de k nao divide a ordem de F' e nem a ordem de G estas sao
semissimples e cosemissimples.

Em [1], N. Andruskiewitsch e S. Natale observam que se (7, ) nao é um 1-cociclo,
R pode admitir uma estrutura de dlgebra de Hopf trancada com uma tranga unica-
mente determinada. Com isso os autores podem obter novos exemplos de algebra de

Hopf via bosonizacao ou biproduto de Radford.



Essa dissertacao foi organizada da seguinte maneira, no primeiro capitulo sao
apresentados conceitos béasicos referentes a par combinado de grupos e algebras de
Hopf, além de verificar as condicoes necesséarias e suficientes para que R seja uma
algebra de Hopf. Para finalizar este capitulo apresenta-se uma interpretagao coho-
mologica desse resultado, ou seja, que R é uma algebra de Hopf se e somente se o
par (7,0) é um 1l-cociclo num determinado complexo.

No segundo capitulo sao apresentadas as defini¢oes categoérica e nao categorica
de algebra de Hopf trangada com o objetivo de mostrar que mesmo que (7,0) nao
seja um 1-cociclo, R pode admitir uma estrutura de algebra de Hopf trancada, pos-
sibilitando a construgao de uma algebra de Hopf usual através da bosonizacao.

Ainda no segundo capitulo é considerado o caso particular em que as agoes <
e > consideradas sao as triviais, apresentando, entao, uma descricao mais precisa
das condigbes que o par (7,0) deve satisfazer para que R seja uma algebra de Hopf
trancada. Finaliza-se esse capitulo apresentando os conceitos necessarios para provar
o isomorfismo Opext(kF, k%) = H(Tot(C")).

Por fim, no terceiro capitulo, apresenta-se o conceito de realizacao diagonal sobre

grupos finitos, que é um caso particular de realizacoes, seguido de um exemplo.



Capitulo 1

Algebra de Hopf associada a um

par combinado de grupos

O objetivo deste capitulo é mostrar que todo par combinado de grupos da ori-
gem a uma &lgebra de Hopf (trancada ou nao). Inicialmente, serdo apresentados as

definicoes e resultados relevantes na construcao desta dlgebra de Hopf.

1.1 Par combinado de grupos

Além da definicao de par combinado de grupos, nesta secao serda mostrado que
ter um par combinado de grupos é equivalente a existéncia de uma fatoracao exata

de um grupo. Para mais informagoes sobre par combinado de grupos, ver [5].

Definicao 1.1.1. Uma acao a esquerda de um grupo G sobre um conjunto X € uma
aplicagio - : G x X — X que associa a cada par (g,x) € G x X o elemento g - z,

satisfazendo:
i. g-(h-x)=gh-x
. lg-x==x,

para todo g, h € G,z € X.

De forma andloga define-se agao a direita.

Definicao 1.1.2. Sejam F e G grupos finitos, juntamente com > : G X F' — F

uma acao a esquerda de G em F e <: G X FF — G uma agao a direita de F' em



G. Diz-se que (G, F,<,>) € um par combinado de grupos se essas agoes satisfazem

as sequintes iqualdades, para todo g,h € G e x,y € F
i. gray=(grx)((gaz)>y),
it. gh<x=(g<(h>x))(h<x).
O par combinado de grupos (G, F,>, <) serd denotado simplesmente por (G, F).

Exemplo 1.1.3. Quaisquer dois grupos finitos G, F' formam um par combinado de

grupos com acoes triviais.

Exemplo 1.1.4. Sejam G e F os sequintes subgrupos de M4(R) (o grupo multiplica-
tivo das matrizes 4 X 4 com entradas em R), G={g(a,b) € My(R);a,b € R,b>0} e
F={f(z,y) € My(R);z,y € R, x>0}, onde g(a,b) = (g;j) tal que go1 = a, gs3 = b,
gi =1, para i = 1,2,4, e 0 nas outras posigoes, e f(x,y) = (fi;) tal que fi1 = x,
faa=vy, fu=1, parai=2,3,4, e 0 nas outras posigoes.

Note que
g(a1,b1) - gag, bo) = glay 4+ ag, by - b2) e f(wr,y1) - f(22,2) = f(21- 22,01 + Y2),

de onde g(a, b)_l = g(_a7 b_l); f(xay)_l = f(m_la _y) € 9(07 1) = [4 - f(17 0): 0 que
garante que G e F' sao grupos com a multiplicacao usual de matrizes. Mais ainda,

(F,G) forma um par combinado de grupos com as agoes
f(z,y)>gla,b) = glax,b) e f(z,y)<1g(a,b) = f(z, ).
Observagao 1.1.5. Da Definicao 1.1.2, seque que:
i. gv1=1, para todo g € G,
1. l<x =1, para todo x € F'.
Observe que 1 € usado para representar o elemento neutro tanto de G quanto de F.

De fato, g1 =gr1.1=(g>1)((g<1)>1)=(g>1)(gr1). Como gr1l € Fe F

é grupo, entao g1 = 1. De forma semelhante, 1 <z = 1.

Lema 1.1.6. Seja (G, F) um par combinado de grupos. Entao, para quaisquer g € G

ex € F, tem-se que:



i (9az)t=g"<a(gra),

i.  (goxz)t=(g<x)>at.

Demonstracao: Pelo item (ii) da definicdo de par combinado de grupos e pela

observacao anterior, segue que

(gt a(gra))(gar) =g lgaz=1<x =1

Como G é um grupo, entao g-' < (g x) = (¢9<x)~!. Analogamente se mostra

(ii.).

O
A préxima proposi¢ao mostra que se (G, F') é um par combinado de grupos,
entao pode-se definir uma estrutura de grupo para F' x G.

Proposicao 1.1.7. Seja (G, F) um par combinado de grupos. Entdao o produto

cartesiano F' X G € um grupo com a opera¢ao

(@, 9)(y, h) = (z(g>y), (g y)h),
para todo x,y € F' e g,h € G. Esse grupo serd denotado por F <1 G.

Demonstragao: Para mostrar que vale a associatividade, tomando x,y,z € F e

g,h,l € G, por um lado tem-se

[(z,9)(y, M](z,1) = (z(g>y), (gay)h)(2,1)
= (z(gry)((gay)h>2),(g<y)h<2)l)
= (z(g>y)((gay) > (h>2)),((gay) < (b 2))(h>2)D).

Por outro lado,

(z, 9y, h)(z, )] = (2, 9)(y(h>2),(ha2)l)
= (z(gry(hv2)),(gay(h>2))(ha2)l)
= (z(gry)((gay)> (h>2)), ((gay) < (h>2))(ha2)l).

Portanto [(x, 9)(y, 1)](z,1) = (x,9)[(y, 1) (2, 1)].



Observe também que (1, 1)(z, g) = (1(1>z), (1<z)g) = (x,9) = (x(g>1), (g<1)1) =
(x,9)(1,1), ou seja, (1,1) é a unidade de F' <1 G. Basta agora verificar a existéncia
do elemento inverso. Considere (¢~ '> a7t gt <z7!) € F x G. Pelo Lema 1.1.6,
tem-se que

(z.9)(g vt g az™) = (a(ge (g pah), (ga(g P2 )(g  aah))

= @ea), (g ar ) (g e ) = (1,1).

De forma andloga, mostra-se que (¢~ ' >z~ g t<ax™1) (2, g) = (1,1). Consequente-

mente ' >1 G é um grupo.
O

Observagao 1.1.8. Definindo ¢ : G — F<xxG ey : ' — F <1 G as aplicagoes
dadas, respectivamente, por o(g) = (1,9) e ¥(z) = (x,1), seque que ambas sao ho-

momorfismos injetores de grupos. Dessa forma, é possivel ver F' e G como subgrupos

de F' 1 G.

Definicao 1.1.9. Uma fatoragao exata de um grupo ¥ € um par de subgrupos finitos
G e F tais que a operacao multiplicacao induz uma bijecio m : F'x G — ¥. Dessa
forma, denota-se ¥ = FG, ou seja, cada elemento de X € escrito de forma unica

como o produto de um elemento de F' por um de G.

A proposicao a seguir relacionara par combinado de grupos e fatoragao exata
de um grupo, dizendo que um par combinado de grupos pode ser visto como uma

fatoragao exata de um grupo, e vice-versa.

Proposicao 1.1.10. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
1.  FG € a fatoracao de um grupo,
it. (G, F) éum par combinado de grupos.

Demonstracao: (i. = ii.) Sendo ¥ = FG a fatora¢do exata de um grupo, para
cada par (g,x) € G X F existem, e sao unicos, elementos g>x € F e g<x € G tais
que gr = (g>x)(g<z). Agora, resta mostrar que < e > descritos dessa forma sao

acoes e satisfazem as condicoes de par combinado de grupos.



De fato, sejam g,h € G e x € F. Como F e GG sao subrgrupos de X, entao

(gh)x = g(hz). Como consequéncia disso,

(ghvx)(gh<x) = g(h>z)(h<x)
= (9> (hex))(ga(her))(haz).

Pela unicidade, segue que
ghex =g (h>x) e ghazx = (g<(h>z))(hax).

Analogamente, como g(zy) = (gz)y em X, para quaisquer g € G e z,y € F,

tem-se

(gray)(g<xy) = (grz)(g<z)y
= (g>)((gaz)>y)((9az)2y),

de onde

gray = (grz)((g<z)>y) e gazy = (g<x)Qy.

Além disso, como 1g = g =gl = (g 1)(g<1), segue que l = grleg=g<l.
De forma semelhante, de z1 =z =1z = (1px)(1<z) tem-se z = lpz el =1<uz.
Portanto (G, F') é um par combinado de grupos com as agoes < e b.
(1. <= ii.) Como (F < 1)(1 > G) C F G, para verificar a igualdade resta mostrar
que F <1 G C (F < 1)(1 > G). De fato, para qualquer (z,g) € F > G, tem-se

(x,9) = (z(1r1),(1<l)g)
= (2,1)(L,g) € (Fx=1)(1xG).

Suponha agora que existam (z/,1) € Fx1le (1,¢") € 1 <G tais que (2/,1)(1,9') =
(x,g). Mas entao

(z,g) = ('T/’ 1)(179/) = (xlvg,)'

De onde segue que x = 2’ e g = ¢’. Portanto (F > 1)(1 a1 G) é uma fatoracao exata
de Fx G.



1.2 Agebra de Hopf

Afim de compreender o que é uma &algebra de Hopf, serao apresentadas algumas
defini¢oes e proposicoes, além de exemplos para o bom entendimento destes novos
conceitos. Para maiores detalhes sobre algebras de Hopf, ver [3] e [7].

Em todo o trabalho, k é considerado um corpo e ® = &, caso nao seja especifi-

cado o contrario.

Defini¢ao 1.2.1. Uma k-dlgebra A é uma tripla (A,m,u) onde A é um k-espago
vetorial, m : ARA — A eu :k — A sao aplicagcoes k-lineares tais que os sequintes

diagramas sao comutativos:

AQARA T . Ao A koA 2L A0 A L2 Ak
id®ml lm Xml %
ARA —— A A

s

Onde as aplicagoes @ e ) sao os isomorfismos canonicos, ou seja, p : kQA — A é
dado por p(A®a) = Aa e ) : AQk — A ¢ dado por Y(a®\) = a. As aplicagoes
m, u sao chamadas multiplicacao e unidade, respectivamente. A comutatividade do

primeiro diagrama é denominada associatividade.

Uma k-algebra A é dita comutativa se my =myo7,onde 7: AQA — ARA é
a aplicacao dada por 7(a®b) = b®a e denominada flip.

Seguem alguns exemplos de dlgebras.

Exemplo 1.2.2. O conjunto M,(k) das matrizes de ordem n x n com entradas em
k € uma dlgebra com a multiplica¢do usual e u : k — M, (k) dada por u(a) = al,

onde I é a matriz identidade de ordem n X n.

Exemplo 1.2.3. Sejam G um grupo e kG o k-espago vetorial com base G, ou seja,
os elementos de kG sao somas finitas da forma deG Agg. Assim, kG é uma dlgebra,

conhecida como dlgebra de grupo, com as operagoes



O A Mh) =D Adagh e u(ly) = Le = Lile.

geG heaG g,heC

Exemplo 1.2.4. Sejam G um grupo e k¢ o k-espaco vetorial formado pelas funcoes

de G em k. Entdo kC tem estrutura de dlgebra dada por:

m(o@B)(g) = a(9)3(9), u(l) = lye,

para todo 0,3 € k®, g€ G.
Veja que k& tem uma base dada pelos idempotentes centrais dg, g € G, onde

17 - h)
59(h) = 597/1 = g
0, g#h.

Dadas duas algebras, pode-se definir a partir destas uma nova dlgebra, como pode

ser visto na seguinte proposigao.

Proposicao 1.2.5. Sejam A e B duas dlgebras sobre um corpo k. Entao, A® B

também € uma dlgebra sobre k via:
Mags = (Ma@mp)(1dRTRId), e uaes(lk) = 1a®1p.

Demonstracao: (ideia) De fato, magp(magp®@id) = magp(id@magp) pois o flip
reduz essa igualdade a verificacao da associatividade das multiplicagbes em A e em
B, que ja sao satisfeitas ja que, por hipotese, A e B sao algebras. Da mesma forma,
mostra-se que mazp(UazpRidagp) = @, onde ¢ : kQ(A®B) — AR B é definida por

P(A®(a®b)) = A(a®b), para todoa € Aeb € B. .

Definigao 1.2.6. Sejam A e B duas k-dlgebras. Diz-se que uma aplica¢cao k-linear

f:A— B é um morfismo de dlgebras se os sequintes diagramas comutam

AoA—Y . BoB AL.B
mA\L lmB :& TUB
A ; B k

Definicao 1.2.7. Seja A uma k-dlgebra. Um k-espaco vetorial M ¢ dito um A-

modulo a esquerda se existe uma aplicacao k-linear - AQM — M, denominada

9



acao, denotada por u(a®@m) = a-m, para todo a € A,m € M, tal que os sequintes

diagramas comutam

AQAQM M Ao M koM "N oM
mA&dy l llﬁ xul
AOM — M M

Definigao 1.2.8. Sejam A uma k-dlgebra e M, N A-mddulos a esquerda. Uma
aplicacao k-linear f : M — N € dita um morfismo de A-mddulos se o sequinte

diagrama comuta

AOM 5 Ao N
MMl/ lﬂN
M N

A nocao de codlgebra também é importante para a compreender este trabalho.

Defini¢ao 1.2.9. Uma k-codlgebra C é uma tripla (C, A, ) onde C € um k-espago
vetorial, A : C' — CRC' e : C' — k sao aplicagoes k-lineares tais que os sequintes

diagramas sao comutativos:

(]

o— CoC k@C~2—C CRk
. A

N i ol oL

CeC ——CaCaC CoC

As aplicagoes A, € sao chamadas comultiplicacdo e counidade, respectivamente.

A comutatividade do primeiro diagrama é denominada coassociatividade.

Uma k-codlgebra C' é dita cocomutativa se Ac = 7 0 Ag, onde 7 é a aplicagao
flip.

Um primeiro exemplo de coalgebra é o dual de uma &lgebra de dimensao finita.

Para mostrar isso, sera necessario utilizar o seguinte lema.

Lema 1.2.10. Sejam M e N k-espacos vetoriais. Entao p: M*@N* — (MQN)*
definida por p(f®g)(m®n) = f(m)g(n), para quaisquer f € M*, g € N*, m € M

10



en € N, é uma aplicagcao k-linear injetora. Mais ainda, se M e N tem dimensao

finita, tem-se que p é um isomorfismo.

Demonstragao: A linearidade de p se dd como consequéncia da bilinearidade do
produto tensorial juntamente com a linearidade das aplicacoes f € M* e g € N*.
Para mostrar a injetividade, seja x = 22:1 fi®g; € Kerp tal que {g;}1<i<n é um
conjunto linearmente independente (isso é possivel devido a bilinearidade do produto

tensorial). Entdo, para quaisquer m € M e n € N tem-se que

l

0= p(z fi®gi)(men) = Z film)gi(n) = (3 fi(m)g)(n),

=1

Consequentemente, S\_, fi(m)g; = 0, para todo m € M. Como {g;}1<ic; é um
conjunto linearmente independente, segue que f;(m) = 0, para todo m € M e sendo
assim f; = 0, para todo 1 < i < [. Portanto, z = 0 e desta forma p é injetiva.

Agora, supondo M e N com dimensao finita, tem-se
dimy (M®N)* = dimy MRN = dimy M.dimy N = dimy M*.dimy N* = dim M*QN*,

e segue que p é um isomorfismo.

Observagao 1.2.11. De forma mais geral, supondo Vi, Vs, ..., V,, k-espagos vetorias,
tem-se que p : (Vi@V,®...@V,)* — VeV, ®..V* é uma aplicagio k-linear

injetora. Além disso, se cada V; tem dimensao finita, entao p € um isomorfismo.

A seguir, sera introduzido outro conceito necessario para mostrar que o dual de
uma algebra de dimensao finita é uma coalgebra.

Lembre que dados M e N k-espagos vetoriais e y : M — N uma aplicagao
k-linear, a aplicacao dual de p é definida como p* : N* — M*, onde p*(f) = f o u,
para todo f € N*.

Note que, como u e f sao k-lineares, para qualquer f € N* segue que u* é

k-linear.

Proposicao 1.2.12. Seja (A, m,u) uma k-dlgebra de dimensao finita. Entdo o seu

dual A* ={f: A—k; f € aplicacdo k-linear} é uma k-codlgebra.
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Demonstracao: Defina A = p~ltom* e e = ypou*, onde ¢ : k* — k é 0 isomorfismo
trivial, ou seja, ¥(A*) = A*(1), e tome f € A*. Observe que

e(f) = @Wou")(f) = v(u (f) =(fou)
= fou(ly) = f(u(ly)) = f(1a).

Além disso,

A(f) =" g:®hi, gihi € A",

i=1

Por outro lado,

A(f) = (p~ om™)(f)

Aplicando p em ambos os membros da igualdade, obtem-se

p(A(f)) =m*(f) = fom.

Logo,

1=1

(D gi®hi)(a@b) =) gi(@hi(b) = f(ab),
i=1
para todo a,b € A, ou seja,
A(f) = igi@)hi se e somente se igi(a)hi(b) = f(ab), (1.2.1)

i=1 =1

para todo a,b € A.

Desta forma, basta verificar a comutatividade dos diagramas que fazem de A*
uma codlgebra. Com efeito, seja f € A* tal que A(f) =D " | ¢;®h;, onde A(g;) =
32, 91,995 e A(hy) = Y7, hi;@hy;. Entio,

v

(ARid)A(f) = (ARid)(> _ g:0hi) =Y _ g,@g15@h;.
i i
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Por outro lado, (idRA)A(f) = (id2A) (32, g:®hi) = 2, ; g:®@hi;®hj;. Agora, observe
que, para todo a,b,c € A,

E:gm®%j a®b®@==§:(¢ﬁ a)gy;(b))hi(c)
= Zgl (ab)h f((ab)e) = f(abe).
De forma semelhante,
Zgz®h' ®hi;) (a@b®c) = Zgz b)hi;(c)

= Z gi(a f(abe),

para todo a,b,c € A. Logo p(}_; ; g;;®9;;@hi) = p(3_; ; i®hi;®R};). Mas p é um

isomorfismo, dessa forma
Zgw®g”®h = Zgz@)h’ ®hy;,

e consequentemente A é associativa.
Por fim,

(e®id)(A(f)) = (5®id)(z gi®h;) = 25(91')@}%

%

= Zgi(lA)®hi = 1k®z gi(1a)h; = 1x® f.

De fato, f(a) = f(laa) =Y, gi(1a)hi(a) = (3, 9:(1a)h;)(a), para todo a € A, entao
> 9i(La)hi = f.
Analogamente (id®e)A(f) = f®]1k, e portanto A* é uma coalgebra.

Seguem alguns exemplos de coalgebras.

Exemplo 1.2.13. Seja G um grupo, entio kG € uma k-codlgebra com as sequintes

estruturas:
A(g) = g®g e e(g) = L,
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para todo g € G. Isso quer dizer que qualquer espago vetorial tem uma estrutura de

codlgebra.

Exemplo 1.2.14. Seja C um k-espaco vetorial com base {s,c}. Tem-se que C é

uma codlgebra com as estruturas,

A(s) = s®c+ c®s, A(c) = c®c — s®s,
e(s) =0, g(c) =1.

Exemplo 1.2.15. Seja M, (k) o k-espaco vetorial das matrizes de ordem n X n com

entradas em k e considere sua base {E;;}i;, com 1,7 =1,...,n. Onde

eij =1
Eij = (eij) = { em =0, (I,m)#(i,5).

Entao M, (k) é uma codlgebra via:

n

Al(e) =D (ea)®(ery), e((ei;)) = 0i5-

=1

Assim como acontece com as algebras, dadas duas codlgebras, pode-se definir a

partir destas uma nova coalgebra.

Proposicao 1.2.16. Sejam C e D duas codlgebras sobre o corpo k, entao CQD é

uma codlgebra sobre k via:
AC@D = (Zd@T@Zd)(AC(X)AD), €C®D(C®d) = €C(C)€D(d),

para todo ¢ € C ed € D, onde T € a aplicagdo flip.

Também pode-se definir morfismo de codlgebras, dualizando a ideia de morfismo

de algebra.

Definicao 1.2.17. Sejam C, D duas codlgebras. Uma aplicacao k-linear g : C' — D

¢ dita um morfismo de codlgebras se os sequintes diagramas comutam,

c—12 D c—2-D

Ai \LA \lm
ec

CxC = D®D k
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Exemplo 1.2.18. Supondo G um grupo finito, pode-se concluir que (kG)* é uma
codlgebra, a qual é isomorfa como codlgebra a k&, ou seja, o k-espaco vetorial k¢

com as respectivas comultiplicacao e counidade

A(dy) = Zdt@ét‘lg’ £(dg) = dg(1) = dg,1-

teG

Sabe-se que o dual de uma algebra de dimensao finita é uma coalgebra. Uma
pergunta natural é: o dual de uma coalgebra é uma algebra? A resposta é sim e,

neste caso, nao hé restricoes sobre a dimensao da codlgebra que se quer dualizar.

Observacao 1.2.19. Neste trabalho serd denotado (id®@A)A(c) = (A®id)A(c) =

c1®co®cs, que € conhecida como a notagao de Sweedler, porém sem o uso do simbolo
>
Proposigao 1.2.20. Se A € uma dlgebra e C' € uma codlgebra, entdo
Hom(C,A) = {f: C — A; f é uma aplicacao k-linear }
tem estrutura de dlgebra via:
(f xg)(x) = m(f@g)A(z) = f(21)g(x2),
onde a unidade desta dlgebra € uy o ec.

Demonstracao: De fato,

(f * (g% h))(x) = f21)(g * h)(x2) = f21)(g(w2)h(x3))
(f(z1)g(w2))h(xs) = (f * g) (1) h(22)
((f * g) * h)(x).

Além disso,

(uagc * f)(x) = uaec(z1) f(z2) = Lacc(21) f(22)
= Laf(ec(xr)m2) = 1af ().

A operacao * apresentada acima é denominada produto de convolugao. Como
um caso particular, seja C' uma k-codlgebra, entdo C* = {f : C' — k; f é aplicagao

k-linear} é uma k-algebra via o produto de convolugao.
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Definicao 1.2.21. Seja C uma k-codlgebra. Um k-espaco vetorial M ¢é dito um C-
comodulo a esquerda se existe uma aplicacao k-linear p: M — CQM , denominada
coagdo, denotada por p(m) = m_; ® my na notagdo de Sweedler, para todo m € M,

tal que os sequintes diagramas comutam

M oM koM <2 M
Pl lAc®idM 6% lp
COM ——=CaCaM CoM

Definicao 1.2.22. Sejam C' uma codglgebra e M, N C'-comoddulos a esquerda. Uma
aplicagao k-linear f : M — N é dita um morfismo de C'-comddulos se o sequinte

diagrama comuta

M—T N
PMl J/PN

Existem alguns conjuntos que possuem estrutura tanto de dlgebra quanto de
coalgebra. Se, além disso, estas estruturas satisfazem uma certa compatibilidade,

esses conjuntos sao denominados bidlgebras.

Definigao 1.2.23. Uma bidlgebra B é uma quintupla (B, A, e, m,u) onde (B, m,u)
¢ uma dalgebra, (B,A,e) é uma codlgebra e, além disso, A e € sao morfismos de
algebras.

Observagao 1.2.24. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
. m ewu sao morfismos de codlgebras,
1. A e e sao morfismos de dlgebras.
Para maiores detalhes, consulte Proposicao 4.1.1 em [3].

Exemplo 1.2.25. Seja G um grupo. Entao a codlgebra kG € uma bidlgebra consi-

derando a multiplicacdo usual e u(a) = alg, para todo a € k.
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Exemplo 1.2.26. Seja G um grupo. Entio k¢ é uma bidlgebra com as sequintes

estruturas, considerando a base {64} geq:

0g0h = Ognlg,  u(ly) =lya =Y 05 A(0) =D 6:®b1y,  e(0y) = 541

geG teG

Exemplo 1.2.27. Se H ¢ uma bidlgebra, entao HP, H®P e H°PP também sao

bidalgebras, onde:
i. H? = (H,A,e,m u), com m® =mpgor,
it. HP = (H, A e,m,u), com A? =10 Ay,
iii. HoPeoP = (H, A, s, m, ).

Note que nao existe nenhuma estrutura de codlgebra compativel com a estrutura
de algebra sobre M, (k) dada pela multiplicacao usual. Pois caso contrério ker ¢ seria
um ideal de M, (k), e como os unicos ideais de M, (k) sdo os triviais, tem-se, pelo

Teorema do Nicleo e da Imagem, uma contradicao.

Definicao 1.2.28. Sejam B uma k-bidlgebra e S : B — B uma aplicacao k-linear.

Se § € a inversa da identidade pelo produto convolug¢ao, ou seja, se
Sxid=ugoep,
entio S ¢ denominada “antipoda”de B.

Definicao 1.2.29. Seja H uma bidlgebra. Se H possui uma antipoda, entdo H €
dita uma dlgebra de Hopf.

Exemplo 1.2.30. A dlgebra de grupo kG ¢é uma dlgebra de Hopf com antipoda
S(g)=g7"

Exemplo 1.2.31. O dual da dlgebra de grupo, o qual é isomorfo a k& também é

uma dlgebra de Hopf com antipoda S(6q) = dg-1.

Observacao 1.2.32. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. FEntao, para
todo g,h € H tem-se:

i.  S(hg) =S(9)S(h),
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i.  S(ly) =1y,

iii.  A(S(h)) =Y. S(ha)®@S(hy),

1.3 Algebra de Hopf associada a um par combi-

nado de grupos

Nesta secao G, F' denotarao dois grupos finitos, > : G x F — F uma acao a
esquerda de G sobre F e < : G x ' —> G uma acao a direita de F' sobre G. A
dlgebra k¢ 7 kF nem sempre é uma algebra de Hopf, para tanto, é necessario que

(G, F,1>,<) seja um par combinado de grupos finitos.

1.3.1 Produto semidireto

Sejam I' um grupo, A uma k-algebra comutativa e —: ' x A — A uma agao por
automorfismo de édlgebras de I' sobre A, isto é, (z — ab) = (x — a)(x — b). Com
isso, pode-se construir uma &algebra, denotada por A x kI' e denominada produto
semidireto a esquerda de A e I', com a seguinte estrutura: A x kI' = A®ykI" como

k-espago vetorial,
(az)(by) = a(xr = b)zy e u(ly) = laar = Lalyr,

onde ax é a notacao utilizada para representar o elemento a®x € ARQKI.

Esta é uma algebra associativa, e isso sera mostrado para um caso mais geral na
secao seguinte.

Considerando I' = F, a &lgebra comutativa A = k¢ e a acao por automorfismo
de édlgebras — induzida pela agao <: G x F — G, ou seja, (x — ¢)(h) = ¢(h<z),
para todo z € F,¢ € k% h € H. Em particular, (z — §,)(h) = 6,(h<x) = §yqp1(h),
para todo = € F, g, h € GG. Observe que, por um lado tem-se

T — (040n) = = — (0g,n0n)

= g,h(shq:v*l
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e por outro, tem-se

(ZL‘ - 59)(1' - 5h) = gda&*léhdx*l
= 5g<1:c—1,h<lx—16h<1x—1

= 5g,h 5h<190—1 )

de onde — é uma acao por automorfismo de dlgebras. Dessa forma, tem-se que
G , ‘ <. . . T ~
k% x kF' é uma élgebra associativa com unidade u(lx) = > ., d, e multiplicacao

dada por
(591‘) (5hy) = 59(I - 5h)$y = 595h<13:*1xy = 5g,h<1m*169xy = 5g<$,h59xy'

Agora, se F' e G forem finitos, tem-se que a dlgebra A = k% xkF ¢é finita com base
{0,2}gecrer. Mais ainda, B = kG x k', o produto semidireto a direita, também
¢ uma algebra, onde > : G X F' — F' induz a acao por automorfismo de algebras

—: k¥ x G — k' dada por 8, < g = 0,-1,, €

(902)(hdy) = ghdepoydy € u(le) = 3 sep Oa-

Assim, pode-se dar a algebra A uma estrutura de codlgebra a partir da dualizacao
da estrutura de dlgebra de B, pois B* é linearmente isomorfo a A . Essa estrutura

de coalgebra de A é dada por

A(bgz) = Zét(t_lg > ) @04-1,, £(6gz) = d41.
teG

Com efeito, tem-se
(6gx)(h(5yl52) = ((5gx)(hl(5y7lbz(5z) = 5y,ll>z(59,hl(5z7x.
Por outro lado, para cada t € GG, segue que

5t(tilg > $)(h(5y)(5t—1g$(l(sz) = 5t,h6y,t_lgl>l‘5t_1g,l(52,x
= 5g,hl5y,h—1g>xdz,x

= 5g,hl(5y,ll>z (Sz,m .
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Logo, se G e F sdo grupos finitos entdo A = k& x kF tem estrutura de &lgebra e
de coalgebra. A proposigao seguinte apresenta uma condi¢ao necesséria e suficiente

para que A seja uma bidlgebra.

Proposicao 1.3.1. O produto semidireto A = k& xkF, com as estruturas apresenta-
das anteriormente, é uma bidlgebra se e somente se (G, F,<,>) € um par combinado

de grupos.
Demonstragao: Inicialmente serao demonstradas as seguintes equivaléncias:
i. A(1) =1®1 se e somente se g1 = 1 para todo g € G,

ii.  A(zy) = A(x)A(y) se e somente se t >zy = (t>x)((t <z)>y) para todo
le G7w7y € Fa

ii.  A(xd,) = A(z)A(d,) se e somente se (s<(t>x))(t<x) = st <z, para todo
s,t € G,z € F,

iv.  e(xd,) =e(x)e(d,) se e somente se 1<z = 1, para todo z € F.

De fato,

A=A )= &l 'he )@, = Y di(g>1)@4,.

heG 1L,heG 1,geG

Como {6,2®0py; g, h € G, z,y € F'} é uma base para A®A, segue que A(1) = 1®1 =
Zs,heG 0s®0dy, se e somente se g>1 = 1 para qualquer g € G.
Para mostrar (ii.), tome x,y € F' e t € G. Entao,

A@)AY) = Y (> 2)dn(ney) @5,y

s,t,mneG

- Z 5s<1(tl>:1:),m5s(t > {23') (TL > y) ®5t<1w,n5txy

s,t,mneG

=Y S(tra)((taz)py)@duay.

s,teG

Por outro lado, A(zy) = >_, cq ds(t> 2y)@dzy. Conclui-se entdo, que A(zy) =
A(x)A(y) se e somente se t>zy = (t>x)((t<x)>y) para todo t € G,x,y € F.
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Para mostrar (7ii.), sejam = € F e g € G. Entao,

A@)AG,) = (D du(te2)@6,) () du(uge 1)@6,-141)

s,teG ueG
= () d(tr2)@62) () 0,06,-1,1)
s,teG ueG

A(I‘)A((Sg> = Z 5s<1 tba:) 2f[>x)<®5t<wvu 1 5tx

s,t,ueG
= Z 05 (t > ) @0 pan, (sa(tor))~1g0t L
s,teG
- Z 0s(t> ) @0
s,teG

(s<(tbz))(taz)=g

Por outro lado,

- A((Z 05)(0g)) = A(Z Osaz,05T)

seG seG
= A(gap—17) 25 Yg<aa™ )D,T)@(ssfl(ngfl).x
seG
= Z Is(t>x) @0
s,teG
stdr=g

Como {0,2®0,y; g, h € G, x,y € F} forma uma base para A®A, segue que A(xd,) =
A(z)A(d,) se e somente se (s < (t>2))(t<z) = st <z, para todo s,t € G,x € F.

Por fim, sejam g € G e x € F. Entdo €(xd;) = €(0gqp-12) = 0gqp-11. Por
outro lado, e(x)e(d,) = d,1 e, consequentemente, (xd,) = e(x)e(d,) se e somente se
1<z =1, para todo z € F.

Agora, se k¢ x kF' é uma bidlgebra entdo A e ¢ sao morfismos de algebras e
portanto valem as equivaléncias (i) — (iv) e (G, F,<,>) é um par combinado de
grupos.

Reciprocamente, se (G, F,<,>) é um par combinado de grupos, fica facil verificar

que k¢ x kF é uma bidlgebra.
O
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Proposigao 1.3.2. Se (G, F,<,>) € um par combinado de grupos entdo k% x kF é
uma dlgebra de Hopf.

Demonstracao: Defina S : k¢ x kF' — k% x kF por
8(5933) = 5(9496)71(9 > .’17)_1,

para todo z € F,g € . Basta mostrar que S ¢ a antipoda de k& x kF, ou seja,
que S ¢é a inversa da identidade com respeito ao produto de convolucao, em outras

palavras, basta mostrar que
m(1dRS)A(0gx) = €(042) ke i,

para todo §,z € k¢ x kF. De fato,

m(id@S)A(dgx) = Y Oy (te2)S(6r)

teG

= Z 5gt_1 (t > I‘)(S(th)—l (t > l’)il
teG

= Z 59,5717(“135)714(»:3)71 Ogr—1 (toz)(te x)_l

teG

= Z 5gt—17(t<u;)—1<1(tbx)—1dgt—1 L.
teG

Note que, pelo fato de < e > serem as ag¢oes do par combinado (G, F) e pelo Lema
1.1.6, tem-se (t<z) ' < (t>z)™t =71 Assim

m(Zd@S)A(5gl') = 6g71 Zdt = g,lllkGM[kF = 5(6g$)1kc><1]kF'

teG O

1.3.2 Produto bicruzado

O produto cruzado é uma generalizacao da nogao de produto semidireto, neste,
a estrutura de algebra do produto semidireto é deformada por um 2-cociclo.
Sejam [' um grupo, A uma k-algebra comutativa, —: I' x A — A uma acao

por automorfismos de dlgebras e o : I' x ' — A* um 2-cociclo normalizado para o
kI-moédulo A* (unidades de A).
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Lembre que ¢ é um 2-cociclo normalizado se satisfaz as seguintes condic¢oes

(x = o(y,2))o(z,yz) = o(zy, 2)o(x,y), o(l,z)=1=0(z,1),

para todo z,y,z € I', onde a segunda igualdade é chamada de condi¢cao de norma-
lizacao.

Seja Ax,KkI" a dlgebra definida por Ax,kI" = @, cr Ax como um k-espago vetorial,
com multiplicagao dada por (az)(By) = a(z — B)o(x,y)ry.

De fato, sejam o, 3,7 € A e z,y,z € ['. Entao,

m(idem)(ar@pyRvyz) = m(ax@L(y — v)o(y, 2)yz)

a(r = (By — 7)oy, 2)))o(x,yz)ryz
(x = B)(zy = 7)(x = oy, 2))o(x,yz)zyz
(

Nxy = v)o(wy, z)o(x,y)ryz.

I
Q

B
&

x;

I
Q

Por outro lado,

m(m®id)(az@fy®7yz) = m(a(z = B)o(z, y)ry®7z)
= a(z = Blo(z,y)(zy = 7)o(zy, 2)zyz.

Portanto, m(id®@m) = m(m®id). A verificagdo da comutatividade do diagrama
da unidade é imediata.

Definido dessa forma, o k-espaco vetorial Ax,kI" é denominado I'-produto cruzado
a esquerda de I' sobre A determinado por — e o. A nocao de I'-produto cruzado a
direita sobre A determinado por uma acao a direita «—: A x I' — A e um 2-cociclo
7:I'x ' — A* para o kI'-moddulo a direita A*, k', x A, é definida analogamente.

Vale observar que se o for trivial, ou seja, o(z,y) = 1 para todo =,y € I, tem-se
que A x, kI' = A x kI', o produto semidireto. Mais ainda, se — e ¢ s@o triviais,
entao A x, kI' = AI', o anel de grupo.

Considerando I' = F, A = k% — induzida por <e o : F x F — (k*)¢ um
2-cociclo normalizado, tem-se que k& x, kF é uma k-algebra associativa com unidade

Lycukr = D se: 0s1 € com multiplicacao dada por:
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(0g7)(Ony) = 0g(x = On)o(,y)2y = dg0par—10 (2, y)TY
= 5g,h<1x*1590'(xa y)xy = 5g<:c,h59(z O'I(ZL', y)él)l‘y’

leG

ou seja,

(042) (0nY) = Ogaz n0g04(x, y) Y. (1.3.2)

Observe que para quaisquer z,y € F, tem-se que o(x,y) € (k*)%, entao o(z,y) =
> e o4(x,y)d,. Consequentemente as condi¢oes de 2-cociclo e de normalizacao de

O se resumem

0941<y7 Z)O'g(l',yZ) = O-Q(xyv Z)O-g@j?y) e (133>

og(x,1) =1 =041, 2) (1.3.4)

para todo g € G, z,y,z € F.

De fato, como (z — o(y, 2))o(x,yz) = o(zy, 2)o(x,y), segue que

Z os(zy, 2)os(x,y)ds = Z os(zy, 2)0s Z oz, y)0;

seG seG teG
= o(vy, z)o(r,y)
= (z = 0o(y,2))o(r,yz2)

= (ZL‘ - Z 09(y7 Z)ég) Z O'h(l', yz)éh

geG heG

= Z 09(y7 2)6941*1 Z O'h(l‘, yz)éh

geG heG

= Z O'gqm(ya 2)59 Z O-h(x7 yz)(sh

geG heG

= Z O'gdx(ya Z)O'g(l', y2>5g-

geG

Como {d,},cc forma uma base para k¢, segue (1.3.3). Da condigdo de norma-

lizacao, tem-se que

24



D 8y =1l =o(Lz) =) 0o,(l,x),,

geG geG

de onde segue (1.3.4).

Como no caso do produto semidireto, considere agora o kG-produto cruzado sobre
k', kG , xk*, determinado pela acdo « induzida por > e pelo 2-cociclo normalizado
7:GxG— (k¥)F.

Note que escrevendo 7 = Y. 7,0,, as condigoes de 2-cociclo e de normalizacao

sao, respectivamente:

Te(gh, k) Tkse (g, h) = T2 (h, k)T2(g, hE) e (1.3.5)

(L, g9) =1=1(g.1) (1.3.6)

com g,h, ke G,x € F.

Tem-se entdao que kG , * k' tem estrutura de algebra via:

(géz)(héy) = ghéw,hDyTy(ga h>5y e u(lk) = erF Oz

Assim, pode-se dar uma estrutura de codlgebra para k *, kF dualizando a estrutura
de algebra de kG , x k¥, ou seja, k¢ *, kF tem uma estrutura de codlgebra, a qual é

dada por

A(byr) = 7alt,t ' g)6(t ' gb ) @014z, gE Gz €T, (1.3.7)
teG

EKGx kF — ExG QEKE - (138)

Com efeito, basta verificar a equivaléncia (1.2.1). Tomando g, h,l € G,z,y,z € F,

tem-se
(042)(héyld,) = (9,2) (hléy 1.5 (R, 1)0,) = Oy ip20g. iz (h, ).

Por outro lado, para cada t € G, segue que
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.ttt 19)0(t g x)(hoy)o-142(16.) = Ta(t, t’lg)5t7h5y,t_1g,>15t_1g,lézyx
- T:p(ha hilg)(sg,hléy,h—lgbx(sz,z
- Tw(ha l)ég,hlay,lbz(;z,a:-

A partir de agora, R = kY «7 kF serd considerado com estrutura de algebra e de
coalgebra dadas por ¢ (induzida pela agao <) e 7 (induzida pela ac¢do ), respecti-
vamente, definidas anteriormente. Com estas estruturas, R ¢ denominado produto
bicruzado.

Como foi visto anteriormente, para k& xkF ser uma algebra de Hopf, é necessario
e suficiente que (G, F,<,>>) seja um par combinado de grupos. Entao, é razodavel se
perguntar quais condicoes sobre o, 7,< e > devemos impor para que R = k¢ «7 kF

seja uma bialgebra? A proposicao a seguir respondera essa pergunta.

Proposigao 1.3.3. O produto bicruzado R = K€ xLkF, com a estrutura apresentada
anteriormente, é uma bidlgebra se e somente se para todo g, h € G,x,y € F, valem

as sequintes iqualdades:

g (%, Y)Tuy(g, h) = o4(h >z, (h<x)>y)on(x,y)T.(9, h)7y (9 < (R >z), h<ax)(1.3.9)

o1(z,y) =1=m1(g,h) (1.3.10)
gray = (g>z)((gaz)>y) (1.3.11)
gh<z = (g<(h>x))(h<x). (1.3.12)

Demonstragao: Inicialmente, serao mostradas as seguintes equivaléncias
i. A(1) =1®1 se e somente se t>1=1¢e 7(s,t) =1, para todo s,t € G
i. A(zxy) = A(x)A(y) se e somente se valem (1.3.9) e (1.3.11);

ili. A(zdg) = A(x)A(d,) se e somente se vale (1.3.12);
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iv. e(zy) = e(z)e(y) se e somente se o1(z,y) = 1, para todo x,y € F}
v. e(xéy) = e(x)e(dy) se e somente se 1 <z = 1, para todo = € F.

De fato,

A1) =) nis, )t 1)@51 = > 5,86,

s,teG s,teG

se e somente se t>1 =1 e 7y(s,t) = 1, para todo s,t € G, pois {d;®0},}gnec € uma
base de k& ®kC.

Para demonstrar (ii.), tome x,y € F, segue que

A(:ch) = Z O—st(x>y)7—xy<37t)5s(t[>:Ey)@dtl'y'

s,teG

Por outro lado, tem-se

A@)A(y) = Y 7ulst)7y(u,0)8,(t > 2)5,(v > y) @66,y

s,t,u,veG

= > mls ) )otez,oey)o(z,y)

s,t,u,veG
X 634(t>a}),u5t<1m,1)55 (t > I) (U > y) ®(5tl’y

- Z To(s, )y (s<(t>x), tay)os(t>z, (tax)>y)
s,teG

X oy(z,y)0s(t>z)((t<z) > y) Ry,

Assim, A(xy) = A(x)A(y) se e somente se valem (1.3.9) e (1.3.11).
Para todo =z € F, g € GG, tem-se que

A(wdy) = A((Y_ d52)(5))

s,e€G

= A(Z Osaz,g0s (T, 1)057)

seG
= A((qux—lx)
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A(zd,) = Z (5,5 Hgaa )0, (s H(gaax ™) T) @051 (gaz—1)T

seG
= Z To(8,1)0s(t > ) R
s,teG
t=s—1(gaz—1)
= > 7uls, )0t ) @0,
s,teG
g=stdzx

A@)A(Gy)= (D mls, )35t > 2)26x) (D mi(u,u™" g)8u(u™" (9> 1))20,-141)

s,teG wel@
= Z Tx(sa t)ésq(tbx),ués (t > -T) ®5t<11’,u_1g5tx
s,t,ueG
= Z Tx(sat)ds(t>$)®5t$
s,t,ueG
sd(tbx)=u
uilg:tqz
= Z 7:(8,1)05(t > ) R0,
s,teG

g=(s<(tpz))(t<z)

de onde A(zd,) = A(x)A(dy) se e somente se vale (1.3.12).
Além disso, e(zy) = (X o4z, y)dgry) = 3 04(x,y)e(dgry) = > 04(x,y)dg1 =

geG geG geG
o1(x,y). Por outro lado, e(z)e(y) = 1, para quaisquer z,y € F. Consequentemente,

e(zy) = e(x)e(y) se e somente se o1(x,y) = 1, para quaisquer z,y € F.

Por fim, e(2dy) = €(0gap-1(x,1)0gqp-12) = 0gqp—1,1. Por outro lado, e(z)e(dy) =
dg1. Logo, e(zé,) = e(x)e(d,) se e somente se 1 <x = 1, para todo = € F.

Agora, supondo que R é uma bidlgebra, tem-se que A e £ sdao morfismos de
algebras. Entao, usando as equivaléncias (i) — (v), segue a implicagao da proposigao.

Reciprocamente, assumindo que valem (1.3.9)-(1.3.12), fica simples verificar que

R é uma biélgebra. .

Mais ainda, pode-se mostrar que R possui uma antipoda, independentemente

de ser uma bialgebra.

Proposicao 1.3.4. O produto bicruzado R possui inversa da identidade com respeito

ao produto de convolugao em EndR.
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Demonstragao: Defina § : R — R como

S(047) = 0(gary-1((g>2) ", 9> ) (97, 9) (gary 1 (gD @) (1.3.13)
Basta mostrar que m(id®S)A = ue. De fato,

m(id®S)A(Gyx) = m(idRS)(D_ To(gt " t)dg— (t> )@

teG

= ) mlgt ™ t)0g (> 2)S ()

teG

= Z To(gt " )0 pany (E> )t ) T (0 )7
teG

X 6gt71 (tbl’)a(tqz)fl(tbx)_l

= Z Tx(gt_17 t)o-(tQm)*l ((t > l’)_l, A x)_lTJ:(t_la t)_l
teG
X O-gtfl (t > :L‘, (t > z)_l)5gt71,(t<13?)71<1(tl>$)71 gtil .

Note que dgi—1 (1) 1a(tpa)-1 = Ogt—14-1 = g1, OU s€ja,

m(id@S)A(S,x) = > Tal(gt ™ )0 pary1 (t> )t 2) (b, 1)

teG@
X Ugt_l (t > :C, (t > :C)il)dg’légt—l .
Observe ainda que pondo z = y~! = x na condicao de 2-cociclo de o, obtem-se

La)=o,(v,27"), geGxeF

Ogan(
Utilizando o fato de (t<x) ' =t <(t>x), e pondo g =t~ e z =t >z, segue que
Oary1 ((t>z) tva) =0 (t>a, (tra)™!), te€GxeF
Ou seja,
m(id@S)A(Syx) = 7algt " )0 (pany (Lo 2)  to2) (b 1)

teG

X Oy (tDx, (t> ) )0y 0,1
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m(id@S)A(d,x) = 041 > 6 = dg1l = (e®e)(54x)1.

teG o

Dessa forma, tem-se que R é uma dlgebra de Hopf se e somente se valem (1.3.9),
(1.3.10), (1.3.11) e (1.3.12).

Essas condicoes sobre o e 7 podem ser interpretadas a partir de um ponto de
vista diferente. Assumindo inicialmente que (G, F') é um par combinado de grupos,
tem-se que k¢ #7 kF' é uma algebra de Hopf se e somente se (7,0) é um 1-cociclo

num certo complexo. Veremos isto na proxima secao

1.4 Interpretacao cohomolégica

O objetivo desta secao sera apresentar, do ponto de vista cohomoldgico, a condigao
necessaria e suficiente para que R seja uma algebra de Hopf. Para tanto, serao apre-
sentadas algumas defini¢oes para melhor compreender essa nova interpretacao. Para
maiores detalhes, ver [8].

No que segue, A denotara um anel comutativo.

Defini¢ao 1.4.1. Um complezo de cadeia de A-mddulos C. é uma familia {A;}iez
de A-modulos, junto com morfismos de A-modulos d = d,, : A, — A,_1 tais que
cada composicao dod : A, — A,_o € zero, ou seja, Imd, C Kerd,_,. As aplicacoes
d, sao denominadas diferenciais de C. Para cada n € Z, o niucleo de d,, € um R-
submddulo de A,, chamado de n-ciclo e denotado por Z, = Z,(C.), e a imagem de
dpvy @ Aprr — Ay, € um R-submodulo de A, chamado de n-fronteira e denotado
por B, = B,(C).

Como dod = 0, seque que 0 C B, C Z, C A, para todon € Z. Dessa forma, pode-se
definir o n-ésimo A-mddulo homoldgico de C, o qual é o quociente H,(C) = Z,,/ By,
de A,,.

Assim, um complexo de cadeia C' é visto na forma de sequéncia

An-‘rl d An d An—l
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onde dod = 0.

Exemplo 1.4.2. Seja A, = {Zs,+}, para todo n > 0, e A, = 0, quando n < 0.
Para n > 0, considere os diferenciais d,, : Zgs — Zs como d,(x + 8Z) = 4x + 8Z.
Note que (dod)(x + 8Z) = 16x + 8Z = 0+ 8Z, portanto C. é um complexo de cadeia

de Z-mdodulos.

Analogamente, definine-se complexo de cocadeia de R-médulos C"; “invertendo-

se as flechas”, ou seja, d = d" : A" — A" onde dod = 0. Assim, C- é visto como

d An-‘rl d A" d An—l d

onde d od = 0. Nesse caso, Z" é o R-submédulo de A™dos n-cociclos e B™ o R-

submédulo de A™ das n-cofronteiras.

Definigao 1.4.3. Um complexo duplo (ou bicomplexo) de R-mddulos C é uma

familia {Apn}tmnez de R-mddulos junto com morfismos de R-mddulos
dh :Am,n — Am—l,n € dv :Am,n — Am,n—l

tais que dp odp, = d,od, =d,od, +d,od, =0.

Assim, um bicomplexo de R-mddulos C' é apresentado da seguinte forma:

dp, dp,
Amfl,nJrl Am,n+1 Am+1,n+1 < e
dv d'v d’U
dp dp
Am—l n Am,n Am+1,n < e
du dv d“
dp, dp,
Amfl,nfl Am,nfl Aerl,nfl < e
du dv d“
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onde cada linha e cada coluna define um complexo de cadeia de R-moédulos, além de
dyody+dyod, =0. Essa condicao é chamada de condicao de anticomutatividade e
permite definir os complexos totais Tot(C.) = Totll(C) e Tot®(C') como

Tot(C), = [] Ann e Tot*(C.)y = B Amn,

m—+n=r m-+n=r

onde d = d;,; = dp, + d,, define morfismos de R-mddulos

d:Totll(C), — Totll(C),_, e d :Tot®(C.), — Tot®(C.),_4

com dod = 0, tornando Tot!l(C ) e Tot®(C.) complexos de cadeias de R-médulos.

De fato, dod = (dy, + d,) o (dy, + dy,) = dpdy, + dpd, + dydp, + dpd, =0+ 0+ 0 = 0.

Definigao 1.4.4. Diz-se que um bicomplexo C . ¢é limitado se cada linha diagonal

m +n =t possui um numero finito de R-mddulos nao nulos.

Exemplo 1.4.5. Se os R-mddulos diferentes de {0} de um bicomplexo se concen-
tram no primeiro quadrante (a posicio dos quadrantes sio dadas considerando o

“centro”do complexo duplo em Ayy), entao esse bicomplezo € limitado.

Note que, se C.. é um complexo duplo limitado, entdo Totll(C ) = Tot®(C.).

De forma semelhante se define o complexo duplo de cocadeias de R-modulos C',
que é igual ao bicomplexo C , mas com as flechas dos diferenciais invertidas. Assim,
Totll(C+) e Tot®(C~) sdo complexos de cocadeia de R-médulos, onde d" = d =
d" + d¥, também denotado por d = d**.

Com isso, ja pode-se apresentar, do ponto de vista cohomoldgico, a condig¢ao
necessaria e suficiente para que k¢ *7 kF' seja uma dlgebra de Hopf.

Tome (G, F,>,<) um par combinado de grupos e o grupo ¥ = F 1 G.

Seja By = ®144,er ZF[x1] - - |7,] 0 ZF-mdbdulo livre a esquerda que tem como
base elementos do tipo {[z1|---|z,];1 # x; € F'}. Mais ainda, B, pode ser visto

como um ZG-médulo a esquerda via
s (x[zr] - |zg]) = (spx)[(s<z) > ai|(sqamy) > o - [(s Qa1 -+ - Tgm1) B T),

para todo s € G,x, 21, -+ ,x, € F,x; # 1. E portanto, um Z3-médulo a esquerda.

De fato, tome [,t € ¥, com | =xg et =yh, z,y € F,g,h € G. Tem-se que
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Lzl - fagl) = 2g - (2] - - o)) = @ - (g - 2lan] - -~ Jag))
=a-((gr2)l(gaz)p ol |(g<zwr- - 241) > 24))

=x(g>2)[(gaz)>ay| - [(gQzzy - Tgm1) > Tyl

Lembrando que It = (xg)(yh) = z(g9y)h = x(g>y)(g <y)h, segue que

It-(z[za| - |zg]) =2(g > y) (g <y)h) > 2)[(((g <y)h) < 2) > 21|((g Qy)h < 221) B 24|
- |(((gay)h) <z zgo1) > ay)).

Por outro lado,

L-(t-zlz] - Jxg]) =1 (yho2)[(haz) x| [(h<Qzay - zy—1) D xy))
=x-(g-(yh>2)[(haz)>aq| - |[(h<azay - x4m1) > xy]))
=z (9> (y(h>2)[(g 2 (y(h>2)) > ((haz)>z)|

(g < (y(h>2))((haz)>z)) > ((h<zy) > o)
(g (y(he>2))((haz)pay)---

X ((h<zay - Tg2)>xg1)) > (h<zmy - x41) > xy)].

Note que as propriedades de par combinado de (F, &) permitem verificar algumas

igualdades, sendo elas:

r(gey)((g<ay) > (hr2))
z(gey)((gay)he 2),

z(g v (y(h>2)))

(g <(y(he2))) > ((ha2)> 1)

((gay)<(h>2))p (haz)>x)
[((gay)a(h>2))(h<z)]>a
[(g<y)h<az]>x
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(g <(y(h>2))((haz)>z)) e ((h<azer) > xs) = ((99y) < (y(he2))((h <2) > 1))

> ((h<zx)>xg)

(
(
(
(
(

(g<y)<(hezzy)) > ((h<zxy) > xs)
((gay) < (h>zx1))((h<z21)) > 22)
(

gy h < zzy) > xs.

Seguindo esse raciocinio, mostra-se também que

(ga(y(h>2))((h<az)pxy) - ((h<azzy - xg—2) P xg—1)) > (h<azay - 24 1) > 2y)

=(((gay)h) Qzr1my -+ 241) > 24

Logo,

L (8- (2l - o)) = 18- (2l ] - - ),

ou seja, B, ¢ um Z>-mddulo a esquerda.
Seja B, o complexo de cadeia de Z>-moddulos dado por

dy da

0 Z = By By By

onde
du([o1] -+ feal) =1 [aa] - 2]+ 205 (< 1) o] [aizisa - -foal + (= 1)1 -],
e:By=7ZF -7, e(x)=1,paratodoz € F.

Note que cada aplicacao d,, é ZX-linear. Com efeito, seja | = xg € ZY. Entao

Lz |an] = x[gp o] [(g<ay -2y — 1) D] e
Lodplaa - lon] = 1 (21]a] - - [ag]
n—1
+ 3 (D] - @i - ] + (=1 [z1] - e a])
i=1
:x(gbxl)[(gdxl)bxgl---|(g<1x1--~:cn,1)>xn]
—|—Z wlgs x| (9w wimy) > 2w

g axy s mp)bay] + (—1)"x[gea |- [(g<Xy - - Xp—2) Xy
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Como (F,G) é um par combinado, tem-se ainda que

((gar- i) pa)((g<amr - 33) > air) = (9921 @im1) B 23)
X (((g @y @i1) 4@) > Ti41)

= (g<Q@y - Tio1) D TiTiy-

Por outro lado,

dn(l- 1|+ |xn]) = dp(zlg> |- - [(g<xy - 2 — 1) D 2y))
=xd,([g> x| - |(g<ay- 2 — 1) > ay))
=a(g>a1)[(gQar) > ao| - [(g 91 Tpo1) T

n—1
+ xZ(—l)i[Q >ayfc [(g Q@ @) b X
i=1
o |(gxys s xn ) bay] + (=) zlgra |- [(g<xy - 2 bT, ]

de onde [ - d,[zq|- - |z,] = dy(l - [x1]- - |xy]), ou seja, que cada d,, é ZX-linear.
Claramente d,,_1d,, = 0.

Considere agora B] = @i14gecclgn| - |1]ZG o ZG-mébdulo livre a direita com
base {[gn|---|g1];1 # ¢; € G}. De forma semelhante a anterior, cada B/ tem
estrutura de ZX-moédulo a direita considerando a acao a direita de F' em B dada

por

(Ign] - 1g1]9) - * = [gn < (gn-1- - Grg>@)| - [g2 2 (19 > ) |91 < (g > 2)](g < @).

Com isso, cada B/, é também um ZY-mddulo a esquerda via t - ([gn] - |g1]g) =

([9n] -+ - lg1]g) - t71. Seja B’ o complexo de cadeia de ZX-mdédulos dado por

onde

n—1
dolgnl -+ 191) = [gnl - lg2lgr + D (=1)'[gnl- - 1gi1gil- - -|on] + (=1)"[gn1 - |n],
i=1

e:B,=72G — 7, e(x)=1, paratodo g € G.
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Agora, tendo esses dois complexos, considerando ® = ®z, pode-se construir um com-

plexo duplo de cadeias de Z>-mddulos, que sera denotado por B._,

dé@idi —dé@idJ{
1dxdy

Bi® By B{® By
d’1®idi —d’1®idl
By® By e By® By

onde as aplicagoes das colunas impares recebem o sinal negativo para que dd, +

dydp, = 0.

Observagao 1.4.6. Note que cada ZX-mddulo a esquerda B,® B, € livre com base
[gp] -+ - lg]@[z1| - - - |z], onde 1 # x; € F,1 # g; € G.

Com efeito, seja t € ¥ e considere a estrutura de Z¥-médulo de B,®@B, dada por

t-(lgpl - --lgrl@lanl -+ |agl) = ¢~ [gp| - - [ @1 - [aa] - - - [ag).

Entao, tomando ¢t = zg com x € F, g € G, segue que

2 - (o] - lgr] @[] - - |2g)) = g - [go - - - lgn]@g - [24] - - - ]
— [gp‘ R ’91] .g*1$*1®$g. [:L-1| e |33'q}
= [gol - -lgulg™ -2 @a((gr Di(g<a ) b o - [(g <1y - 24 1) > 2)])
=[gp<a(gpr---qug )| a(gT maT)](g™

@elgoar] - [(gazs @) o).

az™h)

Assim, para cada [gy| - - |gi]g'®@a'[2}] - - - |a] € B,@ By, pondo g = (¢’ ax)™", 2’ =z

e gi = g;<(gi—1 <4919 > ), segue que
g,] -+ - 1g]g' @' (23| - - |xg] = wg - ([gp] - - [ga] @[] - - - |74)),

ou seja, cada B,® B, é um Z¥-médulo livre a esquerda.

Considere k* como um ZY-médulo a esquerda trivial. Aplicando Homy(—,k*)
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a B _, obtem-se o complexo duplo de cocadeias denotado por D,

|

DOl Dll
DOO DlO

e como cada B,® B, é um Z¥-médulo livre, cada D% = Homgz(B, ®7B,,k*) é
identificado como Map, (GP x F9,k*), que é o grupo abeliano das aplicagoes f :
GP x F1 — k* tais que f(gp, ..., 91; %1, ..., ¥4) = 1 sempre que ¢g; = 1 ou x; = 1 para
algum 1 <:<p, 1 <j<q.

Note que a primeira linha e a primeira coluna de D podem ser excluidas pois,
como FY = G° =1, tem-se Map, (G° x F',k*) = Map,(G* x F,k*) = 1 para cada
i.

Obtem-se, entao, o complexo duplo C*

| |

Mapy (G? x F* k) —2 > Map, (G* x F2,k*) —— - -

/ |

Map. (G' x F1,k¥) 48>Map+(G1 X F2 k%) ——= - -
onde para cada f : GP x F1 — k*, 0f e 0'f sdo dadas, respectivamente, por

af(gpa — 01521, ---7$q+1) = f(gp 4 (prl g1 >$1)7 w01 115 X2, ---7$q+1)

. —1)¢
X f(gp,...,gl,xl,...,xixzﬂ,...,xqﬂ)( )
i=1

X F(Gps s 1301, ey ) T

37



a/f(gp+1> — 01521, ---axq)(fl)q = f(gp+17 -~ 92,01 > T, (91 <75131) > T,
s ey xgm1) > xy)
P
X Hf(9p+1; ooy 9i4+1Gis -5 915 21,4 '_'7%)(—1)1
i=1

(~1yr+t

X

F(Gps ooy 1371, o0y T)

Note que Jf é como acima, pois

Of (Gps s 915215 ooy Tg1) = [((1d@dg11)([gp| - - - |gr]@[21] - - - |2441]))
= f(gpl - - - lgn]@(21[22] - - - |2 441]
+ ' (—1)' 1] - |ziwip] - |2qs]

+ (=1 ] [ag])

Of (Gps -+ 913 1, s Tqi1) = ([gp|~--|91] (@1]a] - - [2441]))

% H f(gpl -] @[] - - - |wiwipal - - |$q+1])(_1)i

X f([9p| - |g1]®[l’1| . |xq])(_1)q+1

= f(xl([gp| o gr] s m®[wa] - |Tga]))

X Hf Gl l91]® [1’1|-««|xixi+1’...|xq+1]>(*l)i

X f([gp| . |g1]®[w1| o |xq])(_1)q+1

=T f([gp_1 cee gy [>.ZE1‘ R |91 <1£L'1] . $1®[$2| ... ‘xq—i-l])

><Hf 0] -+ lg1] @[] - - [Tiiga ] - - [ ]) Y

< f(lgp] -+ lga] @[] - - ag)) TV
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8f(gp, 91521, ~-->~"Uq+1) = f([gpfl g1 D513'1| s |g1 <1SC1] : $1®[$2| T !%H])
q
< [ £lgol - -l @z - - |wiwiga | - - Jagaa) TV
i=1

a+1

X f(lgpl - - - lgr] @[] - - - g )TV

Observe que a mudanga [g,| - - - |g1|®@z1[z2] - - - |2 = 1 - ([gp] - - - |1] - T1®[22] - - - |24])
ocorre por que B;,®Bq+1 é um ZX-modulo livre e por que a estrutura de ZX-maddulo
de k* é a trivial.

Finalmente, escrevendo o,(z,y) = 0(g;,y) e 7.(g9, h) = 7(h, g; x), o fato de

ag(1,2) = 04(x,1) = o1(x,y) = 1 = 7(1,9) = 7(9,1) = 11(g, h),

para todo g,h € G,z,y € F, equivale a dizer que (1,0) € Map,(G* x F' k*) &
Map, (G' x F? k*). Além disso, as condi¢oes de 2-cociclos de o e 7, juntamente

com a igualdade (1.3.9), equivalem a afirmar que §1”(7,0) = 1, onde
§tot: Tot(C)t — Tot(C)2.
Mais explicitamente, considerando as projecoes
pi: Tot(C)" = @17 Map, (Gm7+2 x FI,K*) — Mapy (G" x F', k).

Entao, por 7 ser um 2-cociclo, tem-se que

(87 (7,0)) (g, h, kyz) = O'7(g, h, k; x)
=7(g9,hk>x)"'7(g, hk; 2)7(gh, k; 2) "' (h, k) = 1,

para todo g, h,k € G,x € F. E por o ser um 2-cociclo, tem-se que

ps (81 (r,0))(g; 2.y, 2) = Do (g; 2, y, 2)
= o(gawy, 2)o(gizy, 2) " olgw,yz)o(giz,y) ™ =1,

para todo g € G, z,y,z € F. Agora, como vale a igualdade (1.3.9), tem-se que
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(01 (7,0))(g, hi w,y) = O7(g, b, y) 0o (g, b 2, y)
= Tuy(9, h) "' 7.(g, h)ty(g < (h>x),h<az)og(z, y)~
x og(hvx, (h<z)>y)op(z,y) =1,

para todo g, h € G,z,y € F.
Portanto, supondo inicialmente (G, F') um par combinado de grupos, tem-se que

k¢ %7 kF' é uma 4lgebra de Hopf se e somente se (7,0) é um 1-cociclo no complexo
de cocadeia Tot(C~).

1.5 Semissimplicidade e cossemissimplicidade

O objetivo nesta secao é mostrar que desde que a caracteristica de k nao divida
a ordem de F e a ordem de G, tem-se que a algebra de Hopf R = k¢ x7 kF é
semissimples e cossemissimples.

Para demonstrar isto, sera necessario introduzir a nogao de integrais.

Definicao 1.5.1. Seja H uma bidlgebra. Uma aplicagao N € H* é dita uma integral
a esquerda para H se h*A = h*(1)\ para todo h* € H*.

O espaco das integrais a esquerda para H sera denotado por fl Claramente, fl

¢ um subespaco de H*.

Exemplo 1.5.2. Tome A =}, . hé, € R*. Seque que

(90)A = (90.) (D _hé1) =D g,hé1 = ghta(g, h)dy150,101

heG heG heG

= Zgth(g7h)5x,151 = Z (90 (1))H'61 = go=(1)A,

heG heG

desde que T1(g,h) = 1 e g6,(1) = 90.(D se0s1) = D e 09,5021 = 021 para todo
g,h € G ex € F. Portanto A é uma integral a esquerda para R.

Se H é uma algebra de Hopf de dimensao finita, pelo Coroldrio 5.26 em [3], tem-se
que fz tem dimensao 1. Neste caso, pode-se definir o conceito de integrais para H

por outro caminho.
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Lembre que a aplicacdo 0 : H — H*™* dada por 0(h)(h*) = h*(h), para todo
h € H /h* € H* é um isomorfismo de k-algebras. Agora, suponha que 0(t) € H**
¢ uma integral a esquerda para H*. Uma vez que qualquer elemento em H** é da

forma 6(1), para algum [ € H, isto significa que

O(ht) = O(h) = 0(t) = O(h)(1-)0(t)
e(h)0(t) = 0(h)()0(t) = 0(c(h)t),

onde a terceira igualdade segue da Proposicao 1.2.20 para o caso particular de H*.
Como 6 ¢ injetora, segue que ht = e(h)t, para todo h € H. Logo, 0(t) é uma
integral a esquerda para H* se e somente se ht = £(h)t, para todo h € H.

Isto justifica a seguinte definigao.

Definicao 1.5.3. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita. Uma integral a
esquerda em H € um elemento t € H tal que ht = e(h)t para qualquer h € H.

Exemplo 1.5.4. Tomet =} .01y € R. Segue que

(042)t = ((5990)(2 nhy) = Z dgxh1y = Z Ogaz104(x,y)0,2y

yelr yeF yeF

= Z 8g104(x,y)0,ay = Z e(0,2)01y = e(d,x)t,

yeF y'eF

desde que o1(z,y) =1 e e(dyx) = 641, para todo x,y € F e g € G. Portanto t € uma

integral a esquerda em R.

Definicao 1.5.5. Uma dlgebra A € dita semissimples se A é soma de subdlgebras

simples.

Definicao 1.5.6. Uma codlgebra C' € dita cossemissimples se C' € soma de subco-

ég%lgebms simples.
Em [3] sdo dadas as seguintes caracterizagdes para esses conceitos.

Proposigao 1.5.7. (Theorem 5.2.10, [3]) Seja H uma dlgebra de Hopf de di-
mensao finita. Entao H é uma dlgebra semissimples se e somente se £(t) # 0 para

alguma integral a esquerdat € H.
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Proposicao 1.5.8. (Exercise 5.5.9, [3]) Seja H uma dlgebra de Hopf. Entdo
H ¢ uma codlgebra cossemissimples se e somente se existe uma integral a esquerda

A€ H* tal que \(1) = 1.

Por fim, note que

() ==(3 ) = 3 dua = ||

yeF yeF
A1) =D 61> 6:1) = > Sndra = |Gl.
heG seG h,seG

Fixe A e t apresentados nos exemplos anteriores. Como o espago das integrais
a esquerda em H e para H tem dimensao 1, tem-se que qualquer integral ¢ em
H ¢ dada da forma ¢’ = at, de onde tem-se que (') = a|F|. Da mesma maneira,
qualquer integral X’ para H é dada da forma X' = g\, de onde segue que X'(1) = §|G]|.
Assim, R é uma algebra de Hopf semissimples e cossemissimples se e somente se a

caracteristica do corpo k nao divide |F| nem |G/.
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Capitulo 2

Algebra de Hopf trancada
associada a um par combinado de

grupos

Agora que se conhecem as condigoes sob os cociclos ¢ e 7 para que o produto
bicruzado k“*Tk F' seja um agebra de Hopf, pode-se perguntar o que é necessério para
que essa algebra seja uma algebra de Hopf trancada, com uma tranca previamente
estabelecida. Esse sera o objetivo deste capitulo, a construcao original pode ser vista

em [1].

2.1 Algebra de Hopf trancada

Essa secao tem por finalidade apresentar a definicao do que é uma &lgebra de
Hopf trancada na categoria dos médulos de Yetter-Drinfeld. Para isso, inicialmente

serd apresentada a definigao de categoria. Para detalhes ver [2].
Definicao 2.1.1. Uma categoria pequena C consiste de
e um conjunto de objetos A, B, -- -,
e uma familia disjunta de conjuntos, Hom(A, B), para cada par de objetos (A, B),

e uma lei de composi¢ao: se f € Hom(A,B) e g € Hom(B,C) entio fg €

Hom(A,C), caso contrdrio fg nao estd definido,
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e para cada objeto A existe um elemento distiguido 1, € Hom(A, A),
satisfazendo dois axiomas:

i. A composicio é associativa, isto €, se f € Hom(A,B), g € Hom(B,C) e
h € Hom(C, D) entdo (fg)h = f(gh),

it. 1af = f = flp, para todo f € Hom(A, B).

Os elementos de Hom(A, B) sao chamados de morfismos ou flechas de A para
B, e escreve-se f: A — B em vez de f € Hom(A, B). O elemento distinguido 1,4 é
chamado de morfismo identidade em A.

Seguem alguns exemplos de categorias.

Exemplo 2.1.2. Categoria dos conjutos, Set, onde os objetos sao conjuntos, as fle-
chas sao funcoes entre os conjuntos, a composicao € a usual e o morfismo identidade

¢ a funcao identidade.

Exemplo 2.1.3. Categoria Vecy, onde os objetos sio os espacos vetoriais sobre o
corpo k, as flechas sao as aplicagoes k-lineares, a composicao € a usual e a unidade

€ a funcgao identidade.

Exemplo 2.1.4. Categoria dos H-mddulos a esquerda, gy M, onde os objetos sao
H-modulos a esquerda, as flechas sao morfismos de H-modulos, a composicao é a

usual e a unidade € a identidade.

Exemplo 2.1.5. Categoria dos H-comddulos a esquerda, ¥ M, onde os objetos sio
H-comaodulos a esquerda, as flechas sao morfismos de H-comaodulos, a composicao é

a usual e a unidade € a identidade.

Exemplo 2.1.6. Sejam C e D categorias. Entao, C XD é uma categoria cujos objetos
sao pares (C, D), onde C € C,D € D e as flechas sao pares (f,g), com f € C,g € D.

E possivel relacionar duas categorias, esse novo conceito é a nocao de mofismos

entre categorias, o qual é denominado funtor.

Definicao 2.1.7. Sejam C e D duas categorias. Um funtor F' : C — D € uma

fungdo que associa a cada objeto C' € C um unico objeto F(C) € D e a cada flecha
f:C — D uma dnica flecha F(f): F(C) — F(D), tal que,
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i. Se go f € uma composicio de flechas em C, entdo F(go f) = F(g) o F(f) ¢

uma composicao de flechas em D;
ii. F(14) = 1pay, para todo objeto A € C.

Exemplo 2.1.8. Seja C uma categoria. O funtor diagonal associa a cada objeto
A€eC oobjeto Ax AeC xC, e a cada flecha f em C a flecha f x f em C x C.

Exemplo 2.1.9. Sejam C e D duas categorias. O funtor projecao sobre C associa a
cada objeto (A, B) € C x D o objeto A € C e a cada flecha (f,g) € C x D a flecha
fecC.

Definicao 2.1.10. Sejam C e D categorias e dois funtores F,G : C — D. Uma
transformacao natural n: F'— G é uma familia {na : F(A) — G(A); A € C} de
flechas em D tal que para quaisquer objetos A, B € C e cada flecha f : A — B em

C, o sequinte diagrama comuta,

Além disso, se ny € um isomorfismo para todo A € C, entao n é chamado de

isomorfismo natural.
Uma classe especial de categorias sao as categorias monoidais.

Defini¢ao 2.1.11. Uma categoria monoidal é uma séxtupla (C,®,a,l,r, 1) onde C
¢ uma categoria, 1 é um objeto em C, chamado unidade, e valem as segquintes

afirmacoes,
. ®:C x C— C é um funtor,

ii. as aplicagoes axyz : (XQY)®Z — XY ®Z), rx: X®@1 — X e
Ix: 18X — X sao isomorfismos naturais que satisfazem a comutatividade

dos sequintes diagramas
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(XQY)2Z)W

(XR(YRZ)QW (XRY)®(Z'W)
aX,Y®Z,W\L J{ax,y,zgyw
id
X@(YRZ)2W) Xz w X®((YR(ZW))
(X®1)QY Ly X@(19Y)
M %
X®Y

denominados axioma do pentagono e do triangulo, respectivamente.

Observacgao 2.1.12. Se os isomorfismos naturais a,l, r, que fazem de uma categoria,
uma categoria monoidal, sao os triviais, entao esta categoria € denominada categoria

monoidal estrita.
Seguem alguns exemplos de categorias monoidais.

Exemplo 2.1.13. A categoria Set é monoidal, onde o produto tensorial ® € o
produto cartesiano, a unidade € um conjunto unitdrio qualquer, a associatividade é

a canonica e 08 isomorfismo naturais r,l sao oS triviais.

Exemplo 2.1.14. A categoria Vecy ¢ monoidal, onde o produto tensorial ® = Qy,
a unidade € o corpo Kk, a associatividade é a canonica e 0s isomorfismo naturais r,l

$a0 08 triviais.

Dentre as categorias monoidais, existem ainda aquelas que sao denominadas

trancadas. Mas antes sera introduzido o conceito de pré-tranca.

Definicao 2.1.15. Seja C uma categoria monoidal. Diz-se que a aplicagao cyw :
VW — WV é uma pré-tranca para C, se ¢ é uma transformacao natural tal

que, para quaisquer objetos U, V,W € C, os sequintes diagramas sao comutativos
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ay,v,w

URV)W Us(VaW)
cu,veidy T
(Vel)eW (VW)U
V®(U®W)idv®cUWV®(W®U)
idyQey,w
 UsVew) VY Ue(WeV) -
URV)eW UeW)aV

WeUeV) — (Wal)aV

ayw Uy
Nesse caso, (C,c) € dita uma categoria monoidal pré-trangada.

Definigao 2.1.16. Uma categoria monoidal pré-trancada (C,c) € dita trangada se ¢

¢ um isomorfismo natural.

Exemplo 2.1.17. A categoria monoidal Set ¢ trancada com a tranca definida por

cuv(u,v) = (v,u).

Exemplo 2.1.18. A categoria monoidal Vecy € trancada com a tranca definida por

cov(u®@v) =v®u.

Definicao 2.1.19. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Diz-se que M € um
modulo de Yetter-Drinfeld a esquerda sobre H se M ¢é um H-mdodulo a esquerda e
um H-comaodulo a esquerda e para todo h € H e m € M, tem-se a sequinte condi¢ao

de compatibilidade,
p(h . m) = hlm_lS(h3)®h2 - Mmy.

Exemplo 2.1.20. Seja H uma k-dlgebra de Hopf. Qualquer k-espaco vetorial V' é

um modulo de Yetter-Drinfeld a esquerda sobre H com acdo e coagdo triviais.
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Exemplo 2.1.21. Seja H uma k-dlgebra de Hopf. Tem-se que H € um maodulo
de Yetter-Drinfeld a esquerda sobre si mesmo considerando a agcao h' - h = h'h e a
coacao p(h) = hiS(hs)®hy, para todo h,h' € H.

Considere a categoria dos médulos de Yetter-Drinfeld & esquerda 2D que tem
como objetos k-espacos vetoriais que sao médulos de Yetter-Drinfeld a esquerda. As
flechas sao morfismo tanto de H-moédulos quanto de H-comoddulos, a composicao e a
associatividade sao as usuais, a unidade é o morfismo identidade e o objeto identidade

é o corpo k.

Teorema 2.1.22. Se H é uma dlgebra de Hopf com antipoda bijetiva S, entao YD

¢ uma categoria monoidal trancada.

Demonstragao: Tem-se que (YD, ® a,l,7,1) é uma categoria monoidal, onde ®
é o funtor tensorial usual sobre o corpo k, o objeto unidade de #YD é 1 = k, o

morfismo a dado por

axy,z : (X®Y)®Z — X®(Y®Z)
(zRY)Rz — r(yRz)

para todo X,Y,Z € £ YD, e os morfismos rx e lx, para todo X € YD sao dados,

respectivamente, por

Ix kX — X ry : Xk — X

1y ®Rr— TRl — x

Note que ® é um funtor. De fato, se M, N € YD, entaio M@N é um H-médulo via
h-(m®n) = hy - m®hsy -n e um H-comddulo via p(m®n) = m_1n_1@myR@nyg, para
todo m®n € M®N. Mais ainda,

ol - (m®on)) = p(hy - m®hy - 1)
= (hy-m)_1(ha - m)_1®(hy - m)o®(hg - m)g
= him_1S(h3)han_1S8(he)@hs - me®hs - ng
= hiym_1e(h3)n_1S(hs)@hs - mo®hy - ng
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p(h-(m&n)) =him_1n_18(hs)®(c(hs)h2) - me®@hy - ng
= him_1n_1S8(h4)@hg - my®hs - ng
= him_1n_1S(h3)®hy - (me®@ny)
= h1(m®n)_1S(h3)®@hs - (Mm&n)o.

Portanto, M ® N é um objeto em 2YD. Além disso, sejam f : M — M’ e
g : N — N’ morfismos em ZYD. Note que o morfismo f®g definido por (f®g)(m®
n) = f(m)®g(n) pertence a YD. De fato, tem-se

(f@g)(h- (m@n)) = (f@g)(hs - m@hy - n) = f(hy - m)@g(hs - n)
— Iy f(m)@hs - g(n) = h - (f(m)@g(n))
— h- (f@g)(m@n),

Logo, f ® g é um morfismo de H-mddulos. Além disso,

p((f®g)(m@n)) = p(f(m)®g(n)) = (f(m))-1(g(n))-1@(f(m))o®(g(n))o
=m_1n_1® f(me)®g(ne) = (idg® f®g)(m_1n_1@me®ny)
= (idg® f@g)(p(men)).

Assim, f ® g é um morfismo de H-comddulos, e consequentemente ® é um funtor.
Tem-se ainda que 1 = k é um objeto de ZYD, pois é um H-médulo via h - k =
e(h)k, um H-comédulo via p(k) = 1y®k. Além disso,

= hllHS(hg)(XJ&(hg)k = h11H8<h3)®h2 - k.

E facil verficar que a aplicacao a é uma transformacao natural. De fato, para

cada trio M, N, R € YD, segue que ay; n g ¢ um morfismo de H-mddulos, ou seja,

a'M,N,R(h : ((m®n)®7“))) = CLM,N7R(h1 . (m®n)®h2 : ’I")
= CLM7N7R((h1 . m®h2 . n)®h3 . ’I")
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apynr(h- (MN)@7r))) =h - m®(hy - n®hs - 1)
= hy - m®hy - (@)
=h-(mR(nr))
= h-apynr((MN)RT),

para todo m € M,n € N,r € R,h € H, e também um morfismo de H-comddulos,

ou seja,

plamnr(M@n)®r)) = p(M®(n®T))
=m_1(n®r)_1@me®(n®r)y
=m_1(n_17_1)@my®(no®ro)
= (idg®an,n,r)((M-1n-1)r-1®((M®ng) ®@10))
= (idg®an,n,r)((M@N) 171 @((M&N)o@10))
= (idg®@ay,n,r)p((M&N)@T),

para todo m € M,n € N,r € R. Além disso, tomando f: M — M', g: N — N’
e s: R — R flechas em #YD, tem-se que

(f@(g@h))(am .y r(m@n)@r) = (f@(g@h))(m@(n®r))
fm)@(g@h)(n@r)
f(m)@(g(n)@h(r))

anr v g ((f(m)@g(n))@h(r))
= ap N r ((f®g)(m@n)@h(r))
= amnr ((f@9)@h) ((m@n)®r),

para todo m € M,n € N,r € R, de onde segue que a é uma transformacao natural.
Mais ainda, como ¢é imediato verificar que a aplicacao a~! definida por a]}[l, N, r(M®
(n®@r)) = (m®@n)®r é o inverso de a, para todo trio M, N, R € BYD, segue que a é
um isomorfismo natural.

Também é facil verificar que r é um isomorfismo natural, onde 7,; (m) = m®1y,

para qualquer M € #YD e m € M. Analogamente, tem-se que [ é um isomorfismo
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natural e I3 (m) = 1,®m, para todo M € EYD e m € M.

A demonstracao da comutatividade dos diagramas do pentagono e do triangulo
¢é imediata. Portanto gyD ¢ uma categoria monoidal.

Definindo ¢y x(m®n) = m_; - n®my, para todo M, N € YD, m € M,n € N,

mostra-se que ¢ é uma pré-tranga para 2YD. Com efeito,

CMJV(h . (m®n)) = CM,N(hl : m®h2 : n) = (hl : m),l . (hg . n)®(h1 : m)o
= ((hl . m),lhg) . 7”L®(h1 . m)o = (h1m71> . n®h2 Mo
= hl . (m,1 . n)®h2 cMo = h- (m,1 . n®m0)

=h-cyn(men),
para todo h € H, ou seja, ¢y y ¢ um morfismo de H-mdédulos. Além disso, como

p(m_1-n®@mg) = (m_1-n)_1(mo)_1®(m_1 - n)o®(mo)o
((m-1)1 - n)-1(m-1)2@((m-1)1 - n)o@mo

=(m_1)1 - n_1®(m_1)2 - ng®myg

plearn (m@n))

=m_1n_1®(mg)_1 - no®(mo)o
= (idg®@cyrn)(m-_1n_1 @my®@mny)

= (idg@cy,n)p(men),

para todo M,N € YD, m € M,n € N, segue que ¢y ¢ um morfismo de H-
comédulos.
Mais ainda, ¢y n € uma transformacao natural. De fato, dados f: M — M’ e

g: N — N’ flechas em ZYD, segue que

(9®f) ocun(men) = (g f)(m_1 - n®@mg) = g(m_1 - n)® f(mo)
2y - g(n)@ fme) 2 (F(m))— - g(n)@(F(m))o
= e v (f(m)®g(n))
= car v © (f@g)(men).

Observe que em (1) é usado o fato de que g é morfismo de H-mdédulo e em (2) que

f é morfismo de H-comddulo. Por fim, basta verificar a comutatividade dos dois
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diagramas de pré-tranga. Com efeito, para todo trio M, N, R € #YD, e para todo
mée M,n € N,r € R, tem-se que

an,r,MOCM,NeRO N N,R((MAN)Rr)=an, g v oCa,ner(M (NRT))
=aypm(m_1 - (N®r)@my)
=an,rm(((M-1)1-n®(Mm_1)2 - 7)@my)
=(m-1)1 - n®@((m-1)2 - r@mo)
=m_1 - n®((my)_1 - 7®(mg)o)
=(idn®cp,r)(M_1 - R (MRT))
=(idN®car,r)oan,m,r((M-1 - M) ®7)
=(tdn®cpr,r)oan m,r((M-1 - N®MH) R7)
=( )

idN®ca,r) o an,v,rO (Car,NRidg) ((MSN)2r),

e que

(ear,mRidn) oy g o (idaRen, ) (MR(n@r))=(car #Ridn ) 0ayy gy (MS(1-1 - 1@N0))

e r®idy ) ((Mn_y - 1)@nyg)

(
(

m_y - (n_y - 7)®@mgy) @ng
:<(m—1n—1) : T®m0)®n0
:al_?,,lM,N((m—ln—l) -r®(me®mnyg))
:a’l_%,lM,N((m@)n)—l -r®@(m®n)o)
:az_z,lM,N o caen,r((MEN)®7)

:al_%,lM,N © CMgN,R © aj_vfl,N,R(”@(W))-

Portanto £YD é uma categoria monoidal pré-trancada.

1

Por fim, defina ¢™* como cy'y,(n®@m) = me@S~!(m_y) - n. Note que ¢y, é a

inversa de ¢y v, para quaisquer M, N € 2YD. De fato,

cN,M(m0®S_1(m_1) n)
= (mg)-1- (S~ (m_1) - n))®(mg)o
= ((mo)-18~(m_1)) - n®(my)o

CM.N © CR,’IM(n@)m)
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e © ey (n@m) = ((m_q)28™H((m-1)1)) - n@myg
=ep(m_1)ly - n®@my
=1y - n®€H(m_1)m0

=nm.
Além disso,

cn © e (m@n) = ety (m_y - n@mo) = (me)o®@S ™ ((mg)_1) - (m_y - n)
= m0®5_1((m_1)2)(m_1)1) cn = m0®6H(m_1)1H n

=ep(m_1)me®1lyg -n =m®en.

Logo ¢ é invertivel, consequentemente ¢ é um isomorfismo natural. Portanto, YD

¢ uma categoria monoidal trancada.
O

Pode-se também definir dlgebra e codlgebra em #YD.

Definigao 2.1.23. Uma dlgebra A em EYD ¢é uma dlgebra (A, m,u) tal que m e
u sio flechas em EYD. Analogamente, uma codlgebra C' em BYD é uma codlgebra
(C,A,€) tal que A e € sio flechas em BYD.

Proposigao 2.1.24. Sejam (R, mpg,ur) e (S,mg,us) dlgebras em BYD. Entao
(RS, m,u) é uma dlgebra em BYD, onde m = (mr®@mg)(idpRcsprRids) e u =
(up@us)l ' Além disso, se (R, Ag,er) e (S, Ag,es) sio codlgebras em YD, entdo
(R®S, A, €) é uma codlgebra em YD, onde A = (idrRcRids)(Ar®RAs) € e(r®s) =
er(r)es(s), para todor € R, s € S.

Demonstragao: Sera mostrado somente para algebra pois para coalgebra é analogo.
Note que m,u € YD pela forma como estao definidos, pois sdo composigoes de
flechas em ZYD. Portanto, basta verficar que m, u satisfazem a comutatividade dos

diagramas de algebra. Para isso, sejam r,7’,7” € Re s,s',s” € S. Entao

m(midgs) ((res)@(r'es)2(r'@s"))=m((r(s-1 - 1) ©sos') @ (r" ©5"))
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=r(s-1 - (r'(s2y - 7)) @s0(sps”)
(r@s)@(r'(sLy - r")@sps"))

—m(
=m(idpes@m)((r®s)(r'®@s’) (1" @s")).

Note que o diagrama da unidade também comuta pois, para quaisquer r € R, s € S,

tem-se que

m o (u®idpgs) (L ®@1®5) = M(1pR1gRT®s)
=1g(ly - 1)®1gs
=res
= kQr ® s.

Logo, (RS, m,u) é uma dlgebra em ZYD.

Com isso, ja é possivel definir o que é uma bidlgebra em £YD, e consequen-

temente, uma dlgebra de Hopf em ZYD.

Definigao 2.1.25. Seja H uma dlgebra de Hopf. Uma bidlgebra na categoria YD ¢é
uma colecio (B, m,u, A\, ¢) tal que B é um objeto de EYD, (B, m,u) é uma dlgebra
em BYD, (B, A, &) é uma codlgebra em YD e A: B — BB e e : B — k sdo

morfismos de dlgebras.

Definigao 2.1.26. Seja H uma dlgebra de Hopf e B uma bidlgebra em £YD. Caso
exista a inversa da identidade com respeito ao produto de convolugio em End(B),

B ¢ dita uma dlgebra de Hopf na categoria 2YD.

Observagao 2.1.27. Uma k-dlgebra de Hopf usual é uma dlgebra de Hopf trancada
na categoria Vecy.

E possivel definir algebra de Hopf trancada sem utilizar o conceito de categorias.

Naturalmente ha uma relacao entre estas duas definigoes.
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Considere H uma algebra de Hopf e B uma algebra de Hopf na categoria ZYD.
Entao B tem estrutura de algebra e de codlgebra e ¢’ = c¢p g é um isomorfismo linear,
pois, por hipdtese, ¢ € um isomorfismo natural.

Note que, como a associatividade da categoria YD é a trivial, a comutatividade

dos diagramas da Definicao 2.1.15 se resume nas igualdades,

cp,Bop = (1dp®cp p)(cp®idg),

03®ng = (0373 X Z‘dB)('L'dB(X)CB,B).

Assim, como ¢ é uma transformacgao natural, segue que o seguinte diagrama é comu-

tativo,

CB,BRB

F(B®B, B) G(B® B, B)
F(CB’B,idB)\L \LG(CB,B:idB)

F(B®B, B) G(B®B, B)

CBgB,B

onde os funtores F' e G sao dados por

F:2yDx 8yD — Hyp
(A,B) +—A®B
(f.9) +—f®g,

e G: 8YyDx ZyD — ZYD
(A, B) — B® A
(f.9)  r—g0f

Ou seja, tem-se que

(d ®id)(id®)(d ®id) = cpgp p(d ®id)
= (id®c’)0373®3
= (id®d)(d ®id)(id® ).



Ainda usando o fato de que ¢ é uma transformacao natural, segue que os diagra-

mas abaixo também sao comutativos,

BoB®B -2 B BoB
mB®idB l \leB@ynB
B®B— ——B®B

BoB®B 22", B BB
idB®mBl \LmB@dB
B®B B®B

CB,B

Ou seja, tem-se que

c(ideom) = (m®id)(id®c)(c®id),
c(m®id) = (idom)(c®id)(id®c).

Analogamente mostra-se que

(A®id)c = (1d®c)(c®id)(idRA),
(id®c)c = (c®id)(id®c)(ARid).

Assim, a definicao de algebra de Hopf trancada na categoria dos médulos de

Yetter-Drinfeld implica na seguinte definicao.

Definicao 2.1.28. Seja H um k-espago vetorial com estrutura de dlgebra e de
codalgebra. Diz-se que H é uma dlgebra de Hopf trancada se existe uma aplicagcao

k-linear invertivel c : HOQH — H®H, a qual satisfaz as sequintes condigoes:

1. ¢ € solugao da equacao das trancas
(c®id)(id®c)(c®id) = (id®c)(c®id)(id®c);

1. as aplicagcoes da estrutura de H comutam com a tran¢a. Onde, m comuta com
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c se e somente se

c(idom) = (m®id)(id®c)(c®id) (2.1.1)

(id@m)(c®id)(id®c) = ¢(m®id) (2.1.2)

Similarmente, A comuta com ¢ se e somente se
(A®id)c = (1d®c)(c®id)(1dRA) (2.1.3)

(id®c)c = (e®id)(id®c)(ARid); (2.1.4)

iti. € : H — k é um homomorfismo de dlgebras, A(ly) = 1lg®1y, e A: H —
HgH € um homomorfismo de dlgebras; onde o produto em HRH é “torcido”por
c, ou seja, Mmugn = (Mg ®@mpy)(id@c®id). Mais ainda, a aplicagio identi-
dade possui uma inversa S com respeito ao produto convolugao, denominada

antipoda.

Se apenas as condicoes 1. e i1i. sao satisfeitas, entao H é dita uma dlgebra de Hopf

pré-trancada.

Mais ainda, se H for de dimensao finita e sua tranca for rigida, segue que a
Definigao 2.1.28 implica na definicao de dlgebra de Hopf trancada na categoria dos

modulos de Yetter-Drinfeld. O que serd visto agora.

Definicao 2.1.29. Um dual a esquerda de um objeto V' em uma categoria monoidal
C é uma tripla (V*,ey,d,), onde V* € Ceey : V*QV — 1 edy : 1 — VRV*

sao morfismos tais que

1% 10V 22N yoyrey SV, vy v
v Vi1 VN gy gy YEVL pep Ve

sao a identidade de V' e de V*, respectivamente.
As aplicagoes ey e dy sao chamadas evaluagao e coevaluagao, respectivamente.
Definicao 2.1.30. Um dual a direita de um objeto V' em uma categoria monoidal C

¢ uma tripla (*V,ei,,d.), onde*V € C ee, : VR*V — 1 ed, : 1 — *VRV sao
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morfismos tais que

V VRl LV VeV % 19V

v,

%

10V Vo ve Y MY g g W

sao a identidade de V' e de *V, respectivamente.

Definicao 2.1.31. Seja H uma dlgebra de Hopf e V' uma dlgebra de Hopf trancada
em LYD. Assim, V € dita rigida se possui um dual a esquerda V* e um dual @
direita *V em HyD

Proposigao 2.1.32. A subcategoria de YD formada pelos mddulos de Yetter-
Drinfeld de dimensdo finita sobre H € rigida.

Demonstragao: Seja V € YD com dimensao finita n. Tome v!,--- 0™ uma base
de Ve fl,--. f* € V* sua base dual. Tem-se que V* é um médulo de Yetter-

Drinfeld sobre H se forem consideradas as seguintes acao e coagao, respectivamente,
(h- f)(w) = f((S)(h) - v), p(f) = fa@fo= ZS D@ f()f,

paratodo he H,f e V* v e V.
Considere agora ey : V*®@V — k, ey (f®v) = f(v), o morfismo usual de
evaluagao. Dados v € V, f € V* h € H, segue que

ev(h-(fov)) = (hi- [)(he-v) = [(S(h1)hy - v) = e(h)f(v)
=h-ey(fov),

(id®ey)p(fov) = (id®ey)(f1v1® fo®@vo) = fo1v-1® fo(vo)
= S o) f(vg)v_a®1 = e(v_1) fvg)®1
= 1@ f(v) = pe,(fRv).

Ou seja, e, € TYD. Da mesma forma, mostra-se que o morfismo usual de coevaluacao
dy :k—VeV* 1= 3" v'®f, estd em HYD.
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Mais ainda, como, para todo v € V', tem-se que

n

(id@ey)(dy @id)(10v) = (id@ey)(>_v'® f'@v)

=1
—Zv ®f (v Zfl '@l
=v®]1.

E para todo f € V* tem-se que

(ey ®id)(id®dy)(f®1) = (ev®z’d)(f®§n:vi®fi)

—Zf ®f2—1®2f

=1/,

segue que V* é um dual a esquerda de V.
Analogamente, considerando *V o mesmo k-espaco vetorial VV*, mas com as se-

guintes agao e coagao, respectivamente,

(h- f)(v) = F(ST(h) ), p(f) = ZS(vL)@f(vé)f%

para todo h € H, f € *V,v € V, tem-se que *V é um dual a direita de V.
Portanto, V' é rigido.

Pode-se definir algebra de Hopf trancada rigida sem mencionar categorias.

Essa definigdo aparece em [6]. Mas antes, segue a definigao de tranga rigida.

Defini¢ao 2.1.33. Sejam H uma dlgebra de Hopf trancada de dimensdo finita, {e;}
uma base para H e {ef} a base dual. Consideree: H*QH — k ed :k — HRH* a
evaluagao e coevaluagao usuais, respectivamente, ou seja, e(f@h) = f(h), para todo
feH heH, edl) =) e®e. Atranca c de H € dita rigida se a aplicacio
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¢ H'®@H — H®H* definida por ¢¢ = (e®id®id)(id®@c®id)(id®id®d) € um

1somorfismo.

Definicao 2.1.34. Um dlgebra de Hopf trancada H € dita rigida se tiver dimensao

finita e sua tranca for rigida.

Observando a demonstragao da Proposicao 2.1.32, nota-se que a Definigao 2.1.31

¢ equivalente a Definicao 2.1.34.

Definicao 2.1.35. Sejam R uma dlgebra de Hopf trancada e H uma dlgebra de Hopf.
Diz-se que R € realizdvel sobre H se existem uma ac¢ao a esquerda HQR — R e
uma coacao a esquerda R — R H, tais que R é uma dlgebra de Hopf trancada na
categoria 2YD dos mddulos de Yetter-Drinfeld sobre H, onde a tranga ¢ corresponde

a tranga em LYD.

O Teorema 5.7 em [6] afirma que uma algebra de Hopf trancada de dimensao
finita R é realizavel sobre uma algebra de Hopf H se e somente se R é uma algebra
de Hopf trancada rigida. Assim, como R = k¢ 7 kF tem dimensdo finita, basta
encontrar uma tranga rigida para R, afim de que R seja realizavel sobre alguma

algebra de Hopf H. Isto sera feito na préxima segao.

2.2 Algebra de Hopf trancada associada a um par

combinado de grupos

Nesta secao, considere (G, F,<,>) um par combinado de grupos, o : F x F —»

(k)% e7:G x G — (kX)F 2-cociclos normalizados satisfazendo

Ul(xvy) =1= 7_1(97 h)a

para todo =,y € F,g,h € G.

O objetivo desta secao é apresentar condicoes necessarias e suficientes para que
as estruturas de algebra e de codlgebra associadas aos dados <,>, 0 e 7 definam uma
algebra de Hopf trancada.

Para isso, denote R =k +7 kF e defina ¢ : RQ R — R® R por

c(0gzR6pY) = Q10nYR0,, (2.2.5)
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para todo z,y € F,g,h € G, onde Q : G? x F? — k* é uma aplicacao.

Proposicao 2.2.1. Com as notagéoes acima, (R,c) é uma dlgebra de Hopf pré-

trancada se e somente se vale a sequinte condi¢ao de compatibilidade:

Tgh (T, Y)Tay (9, h):szf(LZ?;:izg)’ag(hbm, (h<zx)>y)on(x, y)12(g, h)Ty(9<(h>z), haz), (2.2.6)
para todo x,y € F,g,h € G.

Demonstracao: Como c¢ é diagonal, ou seja, R tem uma base {0,2}seqrecr tal
que (04T @0hY) = Q(g.2),(hy)OnY D Igx, para algum ¢ .. ny € k*, entdo c satisfaz
automaticamente a equagao das trancas. Note que gy q),(hy) = Q;’z e k*.

Além disso, pela Proposicao 1.3.3 tem-se que a counidade é um morfismo de
algebras e A(1) = 1®1. Pela Proposigao 1.3.4 tem-se que existe a antipoda.

Resta mostrar que a condigao (2.2.6) é equivalente a comultiplicacao A : R —

R2R ser um morfismo de algebras. Com efeito,

A((647)(0nYy)) = A(Ogaw,n0g(,y)0g7y)

= Ogarn0g(T,9) Y Tay(t, 171 9)00(t " g > ) @6,-152.
teG

Por outro lado,

A(G2)A(Bhy) = ) 7t t71g)0n(t g 2)@6,-142)

teG
X () 7y(s, 57 h)0s(s7 h o y) @614y)
seG
— — x,s7 1
= Z Tz(tat 19)7—31(3’8 1h)Qti197:Dy5t<(t*1g>x),sdt*1g<1x,s*1h
s,teG

X oyt gea, s he y)oy (@, y) 0 (T g x) (sT R D y)R6-1 3y
z,s”1 — —
= § Tx(t,t_lg)Ty(S,S_lh)Qtllg:DyO't(t g, s hy)
s,teG

ta(t—lgpa)=s
t_1g<mc=s_1h

X op-1,(2,9)0:(t g ) (s h > y) @017y

Como (G, F,>,<) é um par combinado de grupos, segue que h = s(t7lg<z) =
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(t<(t™lgox))(ttg<z) =t(t7'g) <z = g<x, de onde segue que

x, —lgax
A7) AGhY) = Ogarn D mlt,t ') (ta(t  gpa), t g am)QPY S50

teG
x ot gpa, (T gax) b y)o1,(z,y)0(t ge ) (T g<az) b y)
® 0147y
—1
= Sgazh Z .t g, (t<a(t g x),t g x)QfL(fg’tZ;@f;’M)
teG

xoy(t g x, (7 g ax) > y)oy1g(,y)6 (1 g > 2y)20i1 42y,

Portanto, A é um morfismo de algebras se e somente se

x,(tLgaz)>y

02, y) 7oy (t, 17 g) = Tu(t,t )T, (t< (T g 2),t g < T)Qy 1 g ot goa)
<ot tgrw, (T g az) e y)o (@, y),

quando g <z = h. Pondo s = t !¢, segue que A é um morfismo de dlgebra se e

somente se vale (2.2.6).

Proposicao 2.2.2. FExiste uma tunica tranca ¢ : RQR — R®R que faz de R uma
dlgebra de Hopf pré-trancada, que é dada por (2.2.5), onde Q : G*> x F? — (k)* é
a aplicacao definida por

Qg:z = U(hd(gbx)’l)g(l‘a (g < x)il > y)o-im(gbx)’l(g >, y)ilo-g(w7 (g < l’)il > y)il

XTx((gdx)*lby)(h < (g > x)—l’ g)T(gdm)*lbyULv g4 $)_1Tx(h < (g > [L’)_l, g)_1> (227)

para todo g, h € G,z,y € F.
Em particular, toda estrutura de dlgebra de Hopf trancada sobre R € realizdvel

sobre alguma dlgebra de Hopf H.

Demonstracao: Note que a igualdade (2.2.7) é equivalente a (2.2.6), basta fazer
uma mudanga de varidveis, e, se ¢ é obtida a partir de (2.2.7), (R, c) é uma algebra
de Hopf pré-trancada.

Os axiomas da associatividade, coassociatividade, unidade, counidade e antipoda

em R, juntamente com a multiplicatividade de A : R — RXR, ou seja, Am =

62



(me@m)(id®c®id)(A®A), determinam a unicidade da tranca ¢, que é dada pela
férmula (mem)(S@AMRS)(A®A). Com efeito,

(mem)(SRAMRS)(ARA)

mem)(S®(mem)(id®c®id)(AQA)RS)(ARA)
(mem)(iddme@m@id)(S®idRc®id®S)
(IdROARA®Id)(ARA)
(mem)(m(S®id)A®cm(id®S)A)(ARA)
=(mem)(ue®@c@ue)(ARA)

O

=—C.

Portanto, para 7 e ¢ fixados, a tranca ¢ que faz de R uma &algebra de Hopf
pré-trancada é tnica, a qual é dada a partir de (2.2.7).

Particularmente, todas as trangas sao diagonais na base d,z, g € G,z € F, sendo,
entao, rigidas. Assim, como a dimensao de R é finita, pelo Theorem 5.7 de [6], toda

estrutura de algebra de Hopf sobre R é realizavel.
O

z,1l

Observacao 2.2.3. Note que (1.3.10) € equivalente a afirmar que Q;:% = Q) =
h=0Qy1=1
De fato,

= ong(Lg T e y)on(ly) oy(lg o y)

X Tg—lby(hv g>Tg_1l>y(h7 g>717—1 (h7 g>71
- Tl(ha g)_17

. 1 ,
ou seja Y= 1 se e somente se T h =1. De forma analo a, mostra-se as outras
) g,h ) I

equivaléncias.
O

Para que R seja uma &algebra de Hopf trancada, resta apresentar as condicoes
para que valha a condigao (ii.) da defini¢ao 2.1.28, ou seja, que m e A comutam com

a tranca. Eo que serd feito no seguinte resultado.

Lema 2.2.4. A multiplicagao m : RQ R — R comuta com ¢ se e somente se para
todo x,y,z € F,g,h € G,
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YE Ty
Qg, Qg, Qg,fmy’

Qg = QynQyarn
E a comultiplicagio A : R — R® R comuta com c¢ se e somente se para todo
g,hleGry€eF,

, I

Q;zl - Qx l>ng,l ’
, h

Q;h?{l = Q 0 yQ

Demonstragao: Sera mostrado a equivaléncia da primeira igualdade com a primeira
igualdade da definicao de m comutar com ¢, pois as outras sao mostradas de forma

andloga. Note que para quaisquer g, h,l € G, z,y,z € F, tem-se que

c(id@m) (0,2 @0,y R612) = (0,2 Q@01 (Y, 2)0hay,200Y2)
= Q ,Zzo-h(ya )5h<ly,z5hyz®5gx'

Por outro lado,

(m®id)(id®c)(c®id)(d,r @0,y ®0,2) = (M®id)(id®c)(Qy ) 0ny R0,7®0;2)
= (m®id)(Qy Qg oy @z R0,)
= Q Qg l 0h<y7 )5h<1y,z(5hyz®5g‘ra

ou seja, c(id@m) = (m®id)(id®c)(c®id) se e somente se Q)" = Q1 Q7).

Os resultados obtidos podem ser resumidos no seguinte teorema.

Teorema 2.2.5. Seja ¢ : ROR — RRR dada por (2.2.5), onde Q : G*x F?* — (k)*
¢ a aplicagdo definida por (2.2.7). Entdo (R,c) é uma dlgebra de Hopf trancada se
e somente se sao assequradas as sequintes condig¢oes de compatibilidade, para todo

g, h,leG x,yz€F:
i Qg = QghQyhay’

ii. Qgi” = QurQys;
iii. QU = QUL
iv. Qgilh = Qi Qi
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Ou equivalentemente, se existe uma dlgebra de Hopf H tal que R é uma dlgebra de
Hopf trancada em 2YD.

Essa dlgebra de Hopf H nao é necessariamente unica, ver [6].

Definigao 2.2.6. Um par (1,0) de 2-cociclos T : G — (K*)F" e 0 : F? — (k¥)©,
satisfazendo (1.8.4), (1.3.6) e (1.3.10), junto com as condigoes de compatibilidade
(i.) — (iv.) do Teorema 2.2.5 é denominado braided compatible datum para o par

combinador: G X F — F,<:G X F — G.

Observagao 2.2.7. Desde que R seja uma dlgebra de Hopf trangada, entao, por [6],

a antipoda S comuta com a trancga c, ou seja, ¢(S®id) = (iIdRS)c. Assim, como

(S®@id) (0 @0py) = C<0(g<1x)* ((gpa) gp ) ' 7a(g™, 9)  O(gan)-1 (9> ) ' D4y)

-1 1

Qg:i -1 ho-(gqx) 1((9 > x)ilhg > :C) Tw(gilag)iléhy®5(g<1x)_1(g Dx)i ;

e por outro lado

(id@S)c(6yx@0ny) = (id®S)(Qgyony@y)
= Qurony @0 (gary-1 (g 7)™, g 1) ' 7a(g ™, ) Ogany-1 (g 2) 7

seque a igualdade Q) = QEZ:Q:’Z, para todo g,h € G,x,y € F.

Cohomoldgicamente, como j& foi visto que p;(8i(7,0)) = 1 = p3(6t°(r,0)), a

Proposicao 2.2.1 pode ser reformulada da seguinte maneira:

Coroléario 2.2.8. Seja c: RQR — R®R dada por (2.2.5). Entio R é uma dlgebra

de Hopf pré-trancada se e somente se

Quh = P (r,0)(ha(gra) ™ gia, (gax) oy) ™)
= [0r(h<(gr o) g (gaz) toy)doha(gea)tgm (gaz) oyt

para todo g, h € G,x,y € F.

Demonstracao: Basta ver que
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Qg =120y (1, 0)(ha(gr ), g, (gaz) T ey) )

= [0r(h<(gpx) " gz, (9g<z)  py)do(h<(grz) ", gz, (gaz)™

>y)]

1 -1

= O'(h<1(gl>x)*1)g<x7 (g < I)_l > y)o'hq(gwc)*l (g >, y)_lo-g(xa (g 4 17)_ > y)
1

X Ta:((gq:v)*lby)<h d (g > w)—l) g)T(gdz)*lby(hv g< "L‘)_ITx(h < (g > x)—l’ g)_ .

2.3 Braided compatible datum para acoes triviais

Nessa secao, as agoes < e > serao consideradas as triviais, ou seja ¥ = F x G. A
partir disso, serao estudadas as condigoes de compatibilidade sobre os cociclos o e T
afim de que o produto bicruzado correspondente R =k *7 kF' seja uma élgebra de
Hopf trancada com tranca nao trivial.

Sejam o0 : Fx F — (k¥)% e 7 : G x G — (k*)F 2-cociclos satisfazendo as
condigoes de normalizacao (1.3.4), (1.3.6) e (1.3.10).

Neta secao, serao usadas as defini¢oes e notacoes estabelecidas na segao 1.4.

Pela trivialidade da acao >, tem-se que

80—5](1:7 Y, Z) = qum(y, Z)O'Q<Iy, z)_lag(x, yz)o'g(x7 y)‘l
= 0y(y, 2)a4(zy, 2) " og(z, y2)o,(z,y) 7 = 1,

para todo g € G, x,y,z € F.

Logo, 0, € Map, (F? k*) é um 2-cociclo.

Desta forma, denotando por Z2 (F,k*) o subgrupo das aplicagoes f € Map (M? k)
tais que f é um 2-cociclo, pode-se considerar o : G — Z2(F,k*). Analogamente,
T F — 72(G,kX).

Consequentemente, d'c : G x G — ZE(F,k*) e 0o € Z3(G,Z3(F,k*)). De

fato, observe que

do(h,g;z,y) = olhigez,(gax)>y)o " (hg;z,y)o(g;z,y)
= o(hyz,y)o " (hg;z,y)o(g; z,y).
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Como a parcela que depende de = e y permanece inalterada, esta serd omitida a

partir daqui.

d(@0)(l,h,g) = d'(o(h,g)o(l, hg)a(lh, g) " a(l,h)™")
= a(h)a(hg) " a(g)a(l)o(lhg)~ o (hg)
a(lh)ra(lhg)a(g) to(l) o (lh)o(h)™*

Analogamente, mostra-se que 9t € Z2(F, Z% (G, k>)).

Lema 2.3.1. i. Para todo x,y € F,qg,h € G, tem-se
Qs = [0'o(h, g;x,y)0r(h, g;z,y)] (2.3.8)

. Suponha que T 1 F — Z3(G,k*) seja um homomorfismo de grupos. Entdo
R € uma dlgebra de Hopf trancada se e somente se o € Hom(G/|G,G]®
G/|G,G),Hom(F/[F, F]® F/[F, F|,k*)).

Nesse caso, a tranca ¢ : RQR — R®R € trivial se e somente se o é um

homomorfismo de grupos.

Demonstragao: A parte (i.) segue da férmula Q;’z = 6 (1, 0)(h<(g>x)™, g; 2, (g<
z)"tey)T
7 um homomorfismo de grupos, segue que (pela trivialidade de <, a parte “g, h”nao

reescrita com as agoes triviais. Para mostrar a parte (ii.), considera-se

interfere na conta, entao serd desconsiderada)

or(x,y) = 7(y)r(zy) '7(x) = 7(2)7(2) " 7(y) '7(y) = 1.

Assim, R é uma algebra de Hopf trancada se e somente se Qj;g = do(h,g;x,y)?
que, pela parte (i.) do Lema 2.2.4, ocorre se e somente se d'c € Hom(G/|G, G]®
G/|G, G|, Hom(F/[F, FI®F/[F, F],k*)). Mas entao, c ¢é trivial se e somente se @ = 1

ou, equivalentemente, ¢ é um homomorfismo de grupos.
O

No que segue, sera apresentado um exemplo de dlgebra de Hopf trancada que

nao é comutativa, nem cocomutativa.
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Considere k o corpo C dos numeros complexos. Sejam p um nimero primo
impar e G = F' = F,®F, o espaco vetorial de dimensao 2 sobre o corpo F, com
p elementos. Sera considerada a notagao de adicao sobre G e F. Os elementos de

F serao denotados por letras romanas x,y, ... e os elementos de GG por letras gregas

a, B, ...

Proposigao 2.3.2. Sejam a e b inteiros modulo p tais que ab # 0 mod p. Tome
T € Hom(F, Z3(G,C*)) dado por

27 (g af’ —a!
Taa) (o 0), (o, ) = 7 TP gy, 0.0, 8,5 €F,,
e o : G — Hom(A*F,C*) dado por

278 (g2 2)(zy' —a
o (@) (@, y) = e OV gy oy o, B ET,,

Entdo, o produto bicruzado R associado a o e T € uma dlgebra de Hopf trancada,
com tranga ndo trivial ¢ dada por (2.2.5), e
(zy),(2"y') _ 25 (aad/ +bBB")(xy —2'y)
Qagyats) = €7

para todo x,y, 2",y «, 5,0/, 8 € F,. Mais ainda, R € nao comutativa e ndo coco-

mutativa.

Demonstragao: Note que 7 é um homomorfismo de grupos, pois
27 T alB —a! 27 z! NaB —a'
Ty (0 B), (o, 3)) =er (z+y)(af' =o' B) =5 (2" +y') (@B ~a'B)
Assim, resta mostrar que @ = (9'c)~!. De fato

8/0'<(Oél, ﬂ/)a (Oé, 5)7 (ZU, 3/); (xla y/)) = (U(a’,ﬂ’))710(a’,ﬁ’)+(a,,8) (O-(a,ﬂ))il
L T @a b8 (e —a'y)

« 6% (ac'?+2a0’ at+aa® +bB"2+2b8' B+b52) (zy' —x'y)

% eiiﬂ'i(aa2+bﬁ2)(xy,—xly)

_ il at b B) (ay —a'y)

4ami

para todo x,y, 2.y, o, 8,0/, 5" € F,. Note ainda, que Qgg;g?éﬁ =e¢ » # 1 desde

i
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que p é impar e a # 0 mod p, consequentemente ¢ nao ¢ trivial.

Observe que

5(171)(1, 0)5(171) (0, 1) = 0'(171)«]., O), (0, 1))(5(171)7(171)6(171)(1 + O, 0 + 1)
= ¢ @05, 1(1,1)
= 6%((1—”))(5(1’1)(1, 1)

Por outro lado,

0,1)(0,1)6(1,1)(1,0) = o(1,1)((0,1), (1,0))0(1,1),(1,1)01,1)(0 + 1,1 + 0)
—2mi(,
=er ( +b)5(1,1)(17 1)7

ou seja, m # mr. Consequentemente, R nao é comutativa. Analogamente mostra-se

que

2mi g
A(S01)(1,0)) = Y e *0s(1,0) ® §—s1-(1,0)
(s,t)eG

# Z e® *3(_s1-(1,0) ® 5.(1,0)

(s,t)eG
= 1A(001(1,0)),

ou seja, R é nao cocomutativa.

2.3.1 Comutatividade

Nesta subsecao serd introduzido o conceito de uma algebra de Hopf trancada R
ser comutativa ou cocomutativa trancada. KEste conceito nao serd utilizado neste

trabalho, mas que é interessante cita-lo.

Definicao 2.3.3. Seja R uma dlgebra de Hopf trancada com tranca c. Diz-se que R

€ comutativa tran¢ada se m = mc e que € cocomutativa trancada se A = cA.
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Proposigao 2.3.4. Seja R = kY «7 kF'. Entdo valem as sequintes afirmagoes:

1. R € comutativa trancada se e somente se F' ¢ abeliano, < € trivial e

QiY = o4(x,y)oy(y,x)~", para todo z,y € F,g € G,

1. R € cocomutativa trancada se e somente se G € abeliano, > € trivial e

Qyn = T=(9, h)7e(h,g)~",  para todox € F,g,h € G.

Demonstracao: De fato, pois

m(5g:13®5hy) = gdm,hag(‘ray)égxy

me(dgx@0py) = m(Qyony®@0,7)
= Qg:zdhqy,go—h(yax)éhyx‘

Portanto m = mc se e somente se

5g<1x,hag(x7 y)égxy = Qz:zéhqy,go—h(y7 l)dhy.iﬂ

que € valido se e somente se h<y = g, g<dz = h, g = h, 2y = yx e QY =

og(x,y)og(y, )~ Ou seja, F ¢é abeliano, < é trivial e Q&Y = og(x,y)o,(y,z)".
Para mostrar a cocomutatividade, observa-se que

A(Ggr) = 7u(t,t ' g)6,(t g b ) @014
teG

“lgpz,z -
cA(0yz) = fo(t,t_lg)Q;t;{{Z’ Si-1,2@0:(t g )
teG

- Z Ta (glila Z)ngiai’lgilélx®5gl—l (l > l‘)
leG
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Dessa forma, tem-se que A = cA se e somente se

>ttt )6t g 2) @010 = gl DRI 51x @0y (1 1),
teG leG

ou equivalentemente, se t lgpx =z, gt ! =t"lge Q,, = (7 g, )i (t ),
1

paratodoz € F,g,t € G. Ouseja, G é abeliano, > é trivial e Q;Z = 7.(g9, W) 7:(h, g)~
o

2.4 Equivaléncia de algebras de Hopf

Nessa segao, R = k& 7 kF serd considerada uma algebra de Hopf.

Diz-se que a sequéncia de algebras de Hopf e aplicacoes de algebras de Hopf

l— S "SR .T .1

¢ uma extensdo de dlgebras de Hopf (ou somente extensao) se i é injetiva, m é
sobrejetiva e R®™ = {a € R;a1 @ (ag) = a®@m(1)} = S. Nesse caso, diz-se que esta
extensdo é uma extensao de kF por k¢.

Com isso, sejam i : kY — R a inclusao natural e 7 : R — kF a projecao

natural.

Proposicao 2.4.1. FExiste uma sequéncia exata de dlgebras de Hopf

1 k¢ — > R—" >kF 1. (2.4.9)

Demonstragao: De fato, note que

Z'(551511) = Z'((Sg,hfsg) = g,h‘sgl
= Ogar,n0gl = (641)(0n1)
=i(04)i(0n), e

iuge (1) = i(lge) = 1 = up(ly),
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de onde ¢ é um morfismo de dlgebras. Mais ainda, como 71(g,h) = 1, para todo

g,h € G, tem-se que

Al’%i((sg) = AR(égl)
= Z Tl(t7 t_lg)(;t(t_lg > 1) (29 5157191

teG

= 51 @514l

teG

= (i®1)(D_ 6 ® 8i-1y)

teG
(1 © )0 (), ¢
5Ri(5g) = 6R(égl) = 0g1 = EkG(ég)a

de onde 7 é um morfismo de codlgebras. Analogamente, mostra-se que m é um
morfismo de codlgebras e, usando que oi(x,y) = 1, para todo z,y € F, mostra-se
que 7 é um morfismo de algebras.

Observe também que

(id @ m)A(0gx) = Y 7t t ' g)ou(t g 1) @6,-150
teG

= Z (6t )0t g > 2) @7 (0p-147)
teG

= Z (6, )0 (t g > 1) R4 7
teG

= 7,(9,1)6,(1> z)@x
= 042 @ .

Por outro lado,
dpx@m(l) =040 @1,

de onde (6,2); ® m((d,7)9) = 6,2 @ w(1) se e somente se x = 1, ou seja, R™ = k¢,

provando assim o resultado.
O
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Definigao 2.4.2. Sejam R e R' duas dlgebras de Hopf. A aplicacao linear © :
R — R' € dita um morfismo de dlgebras de Hopf se preserva a multiplicacao, a

comultiplicacao, a unidade e a counidade.

Sejam

duas extensoes de algebras de Hopf. Um isomorfismo de dlgebras de Hopf © : R —

R’ é um isomorfismo de extensoes de dlgebras de Hopf se o seguinte diagrama comuta

1 St R T .7 1
zdl © \L zdl
1 SV g™ .7 1

Proposicio 2.4.3. Sejam R = k& «7 kF e R = k® *7, kI dlgebras de Hopf e
considere as extensoes correspondentes como em (2.4.9). Sejav € Map, (G x F,k*)
e defina © : R — R’ na forma ©(0,2) = v(g,x)d,x, para todo g € G,z € F. Entao
© € um isomorfismo de extensoes de dlgebras de Hopf se e somente se (T,0) =
(7/,0")d6%'v. Mais ainda, qualquer isomorfismo de extensoes © : R — R’ provém

de um unico v.

Demonstracao: Note que © é um morfismo de dlgebras se e somente se o4(x, y)v(g, 2y) =
oy (r,y)v(g, )v(g<x,y) e v(g,1) = 1 para todo g € G. De fato, por um lado tem-se

que

Om(d,z@0ny) = O((d42)(dny))
= @(5g<1x,h0-g($7y)5gxy)
594x,hag(x7 y)l/(g7 xy)égx?%

e por outro, tem-se que

m(O®O)(6,xR6,y) = O(J,x)0(0ny)
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m(O®0)(0,x00y) = v(g,)v(h,y)(04)(dny)
= (g, 2)v(hy)0gaen0y (2, y)dgTy.

De onde ©m=m(O®0) se e somente se o4(z,y)v(g, 2y) =0, (z,y)v(g, v)v(9<r,y). E
mais, O(1) = >, v(g,1)d,1 que é igual a 1 se e somente se v(g,1) = 1 paratodo g €
G. Veja ainda que © é um morfismo de codlgebras se e somente se 7..(g, h)v(gh, z) =

7.(g,h)v(g,h>x)v(h,z) e v(1,2) = 1, para todo x € F. Com efeito,

(O2O)A(G,x) = (O80)() 7wl t ' g)o(t g 2)@6142)

= Z (Lt g vt t ige )t g, 2)0 (T g > ) @61,
teq

Por outro lado, tem-se que

AO(byz) = A(v(g,z)dyx)
- ZT;(tvtilg)ét(tilg>$)®5t—1gl’.

teG

Desta forma, (O®0)A(6,2) = AB(J,x) se e somente se 7.,(g, h)v(gh, x) = 7,(g, h)v(g, h>
x)v(h, z). Finalmente, c© = ¢, ou seja, 0,1 = v(g,2)d, 1, para todo g € G,z € F, se
e somente se v(1,z) = 1, para todo x € F. Além disso, o fato de v(1,z) = 1, para
todo z € F, e v(g,1) = 1, para todo g € G, prova que 7 = 'O e Oi = 7', respecti-
vamente. Consequentemente, © é um isomorfismo, provando a primeira afirmacao.

Agora, suponha que © : R — R’ é um isomorfismo de extensoes de dlgebras
de Hopf. Desde que 7 = 7’0, segue que O(z)z~ € k¢, para todo z € F. Defina
v(g,z) por O(x)a~" = 3 ,v(g,2)d, Segue de ©i = i’ que Oi(d,) = O(d,1) =
i'(0,) = 641 e, portanto, como © é um morfismo de algebras, ©(0,z) = O(5,1)0(z) =
0g10(x) = 041(> e v(t, x)d0ex) = v(g, x)dgx. Note que a unicidade de v é dada pela

sua construcao.
m

Essas informagoes serao utilizadas agora para a demonstragao de um impor-

tante resultado que faz uma ligacao entre os conceitos de extensao de algebras de
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Hopf trancadas e cohomologia.

Considere Opext(kF,k%) o conjunto das classes de equivaléncias de todas as
extensoes de kF' por k¢ associadas ao par combinado (F,G), as quais duas a duas
estao relacionadas se existe um isomorfismo de extensoes de algebras de Hopf entre
elas. Sendo assim, as extensoes de R e R’ estao relacionadas se e somente se (7,0) =
(1',0")0"' v, para algum v € Map, (G x F.k*).

Proposicao 2.4.4. A aplicagio (1,0) — KE+TKkF de Z'(Tot(C+)) — Opext(kF, k%)
define uma bijecao entre H(Tot(C*)) e Opext(kF,k%).

Demonstragao: Com efeito, é evidente que essa aplicacao é sobrejetiva, e a Pro-
posicao 2.4.3 mostra que as relagoes de equivaléncias em H'(Tot(C*)) (ver a Secao
1.4) e em Opext(kF,k%) sdo exatamente as mesmas, mostrando que a aplicacio é
injetiva.

O

Corolario 2.4.5. O grupo dos automorfismos da extensao (2.4.9) € isomorfo ao
Z9(Tot(C+)).

Demonstragao: Usando a Proposicao 2.4.3, os automorfismos se dao quando (7,0) =
(1',0"), ou seja, quando 0iv = 1. E como cada automorfismo é dado por um unico

v, segue o isomorfismo.
O

Vale observar que se o é uma cofronteira, ou seja, se existe uma aplicacao v €
Map, (G x F,k*) tal que o = v, entdo R é isomorfo ao produto bicruzado k& *™ kF.
Com efeito, tome 7" dada por 7/(h, g;x) = 7(h, g; x)v(h; g>x) " v(hg; 2)v(g; ), de

onde (1,0) = (7/,1)0"v.
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Capitulo 3

Realizacoes diagonais sobre grupos

finitos

Nesse capitulo sera discutida uma classe particular de realizacoes, as quais pos-
sibilitam a construcao de exemplos de algebras de Hopf.

Novamente, considera-se (F,G) um par combinado de grupos, o : F x F —»
(K)%eT: GxG — (k*)F dois 2-cociclos satisfazendo as condigoes de normalizagio
(1.3.4), (1.3.6) e (1.3.10), e R = k& 7 kF.

Fixe um grupo finito C' e considere H = kC'. Para cada grupo finito L, denota-
se por Z(L) o seu centro e por Lo grupo dos homomorfismos L — k*. Sejam
2:GxF — Z(C)e x : G x F —s C funcdes, e considere : H® R — R e
p: R — C ® R dadas, respectivamente, por

M(U@(Sgﬂf) = (X(g,x),u> 591‘7 u € Ca p(égx) = Z(g,ZE)@(SgﬁL‘,

para quaisquer g € G,z € F,u € C. Essas aplicagoes definem uma estrutura de
H-modulo e H-comdédulo sobre R, respectivamente. Para que p seja uma agao, esta
deve satisfazer as seguintes igualdades pu(id® ) = p(m®id) e pu(uc ®id) = 1, onde
1 denota o isomorfismo canonico. De fato, para quaisquer u,v € C,g € Gex € I,

tem-se que

u(id@p) (u@uedyr) = p(u(x(g, ), v) 6gz) = (x(g, ), u) (x(g, ), v) dgz
= (x(g, @), uv) oy = p(uv®d,)
= u(m®id)(L®vR,x),
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para todo u,v € C, 0,z € R. Além disso,
Hluc®id) (1 @8,e) = p(le®d,2) = (x(g, ), 1¢) b,z = 8,0

J& p é uma coagao se satisfaz as igualdades (Ac®id)p = (id®p)p e (ec®id)p = p.
Seja o, € R,

(A®id)p(d,7) = (A®id)(2(g, 2)®5,7) = 2(g, ) ®2(g, T) @z
= (id®p)(z(g, 2)@0y7) = (id®p)p(dgx), e
(ec®id)p(d,7) = (ec®id)(2(g, 2)Ryx) = k@0, ~ O .

Particularmente, se R € ZYD e escrevendo p(a) = a_;®ay, a € R, a tranca

¢: R®R — R®R é dada por c(a®b) = a_; - b®ay, para todo a,b € R, ou seja,
c(0gz®0py) = 2(g, ) - Ony@ogx = (X (h,y), 2(g, x)) ony ©g.

O lema a seguir apresenta uma série de condigdes necessarias e suficientes para

que R seja um moédulo de Yetter-Drinfeld sobre H.
Lema 3.0.6. Com as notacoes acima, valem as sequinte equivaléncias:

i. A multiplicagao de R dada por (1.5.2) é um morfismo de H-mddulos se e

somente se

x(g,zy) = x(g,7)x(g <2, y), para todo g € G, x,y € F. (3.0.1)

it. A comultiplicagao de R dada por (1.8.7) é um morfismo de H-mdédulos se e

somente se

X(gh,z) = x(g,h>2x)x(h,z), para todo g,h € G,x € F. (3.0.2)

1. A multiplicacdo de R € um morfismo de H-comddulos se e somente se

2(g,xy) = 2(g9,x)z(g<x,y), para todo g € G,x,y € F. (3.0.3)
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. A comultiplicagcao de R é um morfismo de H-comddulos se e somente se

2(gh,x) = z(g,h>x)z(h,x), para todo g,h € G,x € F. (3.0.4)
Demonstragao: Sejam a € H,g,h € G,z,y € F. Entao

Mprer(a@6,7@6,y) = m((x(g, ), a) d,x@(x(h, y), a) ony)
X(g,7),a) (x(h,y), @) Sgaen04(T,Y)dg7y
x(g,2),a) (x(g9m,y),a) o4(x,y)dzy.

o~ o~

Por outro lado,

pr(id@m)(a®5,x@04Y) = pr(a®08yar 10y (T, y)dyzy)
= (x(9,2Y), @) Ogaxn0g (2, y)dgry).

Consequentemente, miursr = pr(id®@m) se e somente se x(g,zy) = x(g,2)x(g <
z,y),para todo g € G,x,y € F, ou seja, vale (i.). De forma semelhante, A é um

morfismo de H-médulos se vale Apg = piger(1d2A). Com efeito, por um lado tem-se

Apr(a®d,e) = A((x(g,2),a) 3,2)

= (x(g,2),a) Z (Lt g)0(t g > 1) R4,
teG

e por outro

Prer (@A) (a®d,x) = MR@R((I@Z (6,7 g)0 (T g > 1) @01 47)

teG

= Z 7. (t, t_lg) <X(t, tlgn x), a> <X(t_1g, x), a> 5t(t_1g > x)® 01,42
teG

Como {6,2®0py;9,h € G,x,y € F'} é uma base para R® R, segue (ii.). J& para
que m seja um morfismo de H-comddulos, este deve satisfazer a igualdade prpm =

(1d@m)prer. Sejam g, h € G, ¢,y € F, entao
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pRm((ng@éhy) = pR((qum,hag(xa y)5g$y)
= 0gar,n0¢(T,Y)2(g, 1Y) @47y, €

(1d@m) prer(8g2@0py) = (id@m)(z(g, x)z(h, y) @,z R0nyY)
= Z(ga ZL’)Z(h, y)®6g<lx,h0-g($a y)®5gxy

Consequentemente, prm = (id®@m)prer é equivalente a (3.0.3).

Por fim, para que A seja um morfismo de H-comddulos, deve valer (id®A)pg =

prerA. Tem-se

(1Id@A)pr(d,x) = (IdRA)(2(g, x)®047)

= z(g, x)®z (6,71 g)0 (T g > 1) @61,
teG

= Z 2(g, 7)) @7 (t, t 71 9)6(t g 1) @417,
teG

e por outro lado,

prerA(S,7) = prer(Y | Te(t, 17 9)0u(t 7 g > 1) @0, 147)
teG

= Z 2ttt g )2t g, 1) @7 (6t )0 (T g 1) @61,
teG

Pondo h =t g, tem-se g = th e pelo fato de {0,2®0,y; g,h € G, z,y € F} ser uma

base para R® R, segue (iv.). .

Observe que, se valem as igualdades (3.0.1)-(3.0.4), obtem-se as seguintes

normalizagoes:
2(l,z) =1, =z(g,1)=1, x(L,x)=1, x(¢9,1)=1, xz€F, geG, (3.0.5)
Mais ainda,
pla-d,2) = p((x(g,2),a) 6y7) = (x(9,7), @) 2(g, 1) @I,
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e por outro lado,

a1(6,7) 15 (az)®ay - (6,7)0 = az(g, v)a ' ®a - Sz
= 2(g,2)®(x(9,2),a) d,x.

Portanto, p(a-d,x) = a1(64x)-15(a3)@as - (64x)o. Assim, para que R seja um médulo
de Yetter-Drinfeld sobre H, basta que z e x satisfagam as igualdades (3.0.1)-(3.0.4),
ja que as normalizagbes (3.0.5) garantem que a unidade e a counidade de R sejam
morfismos de médulos de Yetter-Drinfeld.

As condicoes que aparecem no Lema 3.0.6 podem ser interpretadas em termos de
cohomologia. Sejam M um grupo abeliano e Map,(G™ x F", M) o grupo abeliano
das fungbes f : G™ X F" — M tais que f(gm, - ,91;%1, -+ ,&,) = 1 desde que um
dentre os elementos ¢y, -, gm OU x1,- - ,x, seja igual a 1. Considere o complexo
duplo C~ (M) dado por

| |

Map, (G* x F*, M) —2—~ Map, (G* x F*, M) —— - --
s| |
Mapy (G* x F*, M) —2 > Map, (G* x F2, M) —— .
onde os diferenciais 0 e @ sao definidos como em C".
Lema 3.0.7. Com as notacoes anteriores, valem as sequintes equivaléncias:
i. A fungio x : G x F — C satisfaz as condicées (3.0.1) e (3.0.2) se e somente
se x € Z(Tot(C-(C))).
it. A fungao z : G x F — Z(C) satisfaz as condigies (3.0.3) e (3.0.4) se e
somente se z € Z°(Tot(C-(Z(C)))).

Demonstragao: Basta mostrar que vale a equivaléncia (i.), pois a equivaléncia (ii.)

é analoga. Note que 0{%x = 'y @ Jx e que

Ix(g, hyx) = x(h; g>z)x(gh; )" x(h; z),
ox(g;7,y) = x(g<x;9)x(g; 2y) " x(g; ),
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para todo g,h € G,z,y € F. Assim, 0’y = 1 se e somente se y satisfaz (3.0.2), e

Ox = 1 se e somente se x satisfaz (3.0.1).
O

Exemplo 3.0.8. A acao a esquerda > : G x F' — F induz uma ac¢ao a direita
i Mapy(F,Z(C)) x G — Map,(F, Z(C)) na forma (¢ — g)(x) = ¢(g > ).
Seja ¢ € Mapy(F,Z(C)) e considere a funcio zy : G x F' — Z(C) dada por
2y(g, ) = 0'Y(g;2) = (Y(g> ) Mp(x). Sejam g,h € G e x € F, note que

zp(gh, @) = (U(ghe 2)) (@) = (U(g> (b)) (he 2) (W (h> ) ()
= 2y(g, h > x)zy(h, ),

ou seja, zy satisfaz a propriedade (3.0.4). Mais ainda, z, € a 1-cofronteira de ¢ “na
primeira varidvel”.

E possivel ainda verificar o seguinte resultado.

Lema 3.0.9. Seja ¢ : F — Z(C') um homomorfismo de grupos. Entdo z, satisfaz
a condi¢io (3.0.3).

Demonstragao: Observe que

25(g,zy) = (W(g > zy)) U (zy).

Por outro lado,

2(9,0) 2 (g ax,y) = (W(g> ) (W((g<g) > y) (@)Y (y).

Desde que ¢ seja um homomorfismo de grupos, como g>zy = (g9<z)((g <g)>vy),

tem-se que as duas expressoes sao iguais.
m

O préximo teorema é uma consequeéencia da Proposicao 1.3.3 e uma apro-
ximagao do Teorema 2.2.5.

Teorema 3.0.10. Suponha que z: GXF — Z(C) ex : GXF — C satisfacam as
condigoes (3.0.1)-(3.0.4) do Lema 3.0.6. Entio R € uma dlgebra de Hopf tran¢ada

sobre kC se e somente se
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ogn(®,Y)7ey(9,h) = (x(g < (h> ), (haz) > y), z(h, x)) og(h>x, (haz)>y)

xop(z,y)1e(g, h)Ty(g < (h>z), h <), (3.0.6)

para todo g,h € G e x,y € F. Se isso ocorre, diz-se que (z,x) € uma realiza¢ao

diagonal de R sobre kC'. .

Observacao 3.0.11. Considere as condigoes

ogn(z,y) = (x(g<a(h>z), (hax)>y), z(h,x)) og(h>x, (h<z)>y)on(x,y), (3.0.7)

Tay(9,h) = 72(g, W)y (9 < (h>2), h <), (3.0.8)

para todo g,h € G, x,y € F. E facil verificar que quaisquer duas condigoes entre
(3.0.6), (3.0.7) e (3.0.8) implicam na terceira. Da mesma forma, pode-se considerar

as condigoes

ogn(z,y) = o4(h>z, (h<z)>y)on(z,y), (3.0.9)

Tay(9, 1) = (x(9 < (h> ), (haz) >y), 2(h, 2)) T(9, h)Ty(9 < (R > ), h <2).(3.0.10)

Essa observacao pode ser usada a fim de produzir exemplos de realizacoes diago-
nais e é uma ferramenta facilitadora na procura por braided compatible datum em
muitos casos.

Por exemplo, supondo R = k%7 kF uma dlgebra de Hopf trancada e o 2-cociclo
o: FxF — (k)% uma cofronteira. Entao R é isomorfo ao produto bicruzado
k& %7, kF com o’ = 1, de onde ¢’ satisfaz (3.0.9) e 7' deve satisfazer (3.0.10).

Suponha que R admite uma realizacao diagonal sobre kC' e considere o biproduto
de Radford R#kC, ou seja, R#kC = RxkC' como espaco vetorial com multiplicacao,

comultiplicacao, unidade e counidade dadas, respectivamente, por

(0gx#a)(dpy#b) = dyx(a - py)Fab = (x(h,y), a) d,xdpy#ab
= (X(h, ), a) dgaun04(x, y)dgryFab,
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A(Sgr#ta) =D [(ma(t,t9)0,(t g > 2)#2(g, 2)a) ® (61 2 #a)],

teG
u(ly) = 1p#lke = 1paxc,

e(0gr#a) = e(dyx)e(a) = 641,
para todo g,h € G, x,y € Fea,be C.

Proposicao 3.0.12. Com as notagoes anteriores, as sequintes afirmacoes sao validas:

1. A extensao 1 k¢ —X s R— T S kF 1 € realizavel sobre kC,

1. Existem sequéncias exatas de dlgebras de Hopf

1 kG R#kC kF@kC

1 (3.0.11)

1 k¢ @kC

R#kC kE 1, (3.0.12)

onde todas as aplicacoes sao canonicas.

Demonstragao: De fato, para provar (i.) basta considerar as agoes e coagoes tri-
viais de kC' sobre k¢ e kF' de forma que k% kF € YD, ji que as normalizagoes
(3.0.5) garantem que as aplica¢oes canonicas i e m sejam morfismos de médulos de
Yetter-Drinfeld.

Para provar (ii.) note primeiramente que para os biprodutos de Radford correspon-
dentes tem-se k¢#kC = kY ®kC e kF#kC = kF ®kC. Além disso, as condicoes
(3.0.5) implicam que a a¢éo e coac@o de kC' nos elementos d,, com g € G, assim como
nos elementos x € F', sao ambas triviais. Usando isso e considerando a inclusao e a

projegao, respectivamente, em (3.0.11) por

i(0g) = 041#1¢, T(dgr#a) = dy12#a,

e analogamente para (3.0.12),
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i(0g#a) = 641#a, T(6gr#a) = g7,

para todo g € G, x € F, a € C. Portanto, estas aplicagoes sao de morfismos de

algebras de Hopf e fazem de (3.0.11) e (3.0.12) sequéncias exatas.

3.1 Um exemplo de realizacao diagonal

Nesta secao sera apresentado um exemplo de realizacao diagonal sob algumas
consideracoes adicionais.

Seja k um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero. Seja > a agao
trivial, < : G x F' — G age por automorfismos de grupos e o grupo ¥ = FG é
isomorfo ao produto semidireto associado F' x G. Além disso, < induz por trans-
posi¢do agoes a esquerda de F' sobre Hom(G, Z(C)) e Hom(G, é), ou seja, tem-
se (x — ¢)(9) = ¢(g<x), para todo g € G, x € F, e ¢ € Hom(G,Z(C)) (ou
Hom(G,C)).

Lema 3.1.1. As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

i. O conjunto das aplicacées x : G x F — C que satisfazem (3.0.1) e (3.0.2)

estd bijetivamente relacionado com Z'(F, Hom(G,C)).

it. O congunto das aplicagoes z : G X F' — Z(C') que satisfazem (3.0.3) e (3.0.4)
estd bijetivamente relacionado com Z'(F, Hom(G, Z(C))).

Demonstragao: A prova serd feita para a afirmagao (i.), j4 que a prova de (ii.)
é analoga. Basta corresponder x & Y : ' — Hom(G, C) onde X(x)(g) = x(g,2),
para todo g € G, z € F. A condicao (3.0.2) garante que x(x) € Hom(G, é‘), ja que
a agao > estd sendo considerada a trivial, e a condi¢ao (3.0.1) afirma que Y é um

1-cociclo. De fato,

X(x,y) = (x = X)X (zy)"'X(x)
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e OY = 1 se e somente se (x — X(y))X(zy)~"'X(z) = 1, para todo z,y € F, se e
somente se ((z — X(y))X(zy)"'X(2))(g) = 1, para todo z,y € F e g € G, mas

((z = XW)X(zy) "' X(@))(g) = (x = X)) (@)X (zy) " (9)X(x)(g9)
= XW)(g<x)X(zy) "' (9)X(x)(9)
=x(g <2z, y)x(g,zy) ' x(g,x) = 1.

Corolario 3.1.2. Suponha que |G| e |Z(C)| sejam relativamente primos. Se z :
G x F — Z(C) satisfaz (3.0.3) e (3.0.4), entio z(g,x) = 1, para todo x € F,
geQq.

Demonstragao: De fato, se |G| e |Z(C)| sao relativamente primos, entao Hom(G, Z(C)) =

1, de onde, pelo Lema 3.1.1, tem-se que z(g,x) = 1, para todo x € F', g € G.

Exemplo 3.1.3. Seja p um nimero primo e suponha que dimR = p?, ou seja,
|X| = p3. Com isso, pode-se assumir que |G| = p* e que G € normal em . Com
efeito, sejal = gr € 3, tem-se que [N~ = (gx)h(z7tg™) = g(h<z)(hoz)x~tg™! =

V'=g(h<x)g™! € G, para todo h € G. Prossequindo, assuma também

g(h<az)zzlg™
que p nao divide a ordem de C'. Entao, como Z(C') é um subgrupo de C, seque que
|G| e |Z(C)| sao relativamente primos, de onde, pelo Coroldrio 3.1.2, z = 1. Assim
Qg% = (x(h,y), z(g,x)) = 1, para todo z,y € F, g,h € G, ou seja, a tranca ¢ € a

trivial e portanto R é uma dlgebra de Hopf usual.

Fixe 7 € Z'(F, Hom(G, Z(C))) e X € Z'(F,Hom(G,()), ou seja,

(z — Z(y))z(z) = Z(zy), e (z — X(W)X(z) = X(zy),

para todo x,y € F', os quais sao os l-cociclos correspondentes as aplicacoes z :
GXxF —Z(C)ex:GXF — C, respectivamente, como no Lema 3.1.1. Suponha
ainda que o e 7 satisfacam as condigoes do Teorema 3.0.10.

Considere a acdo de F sobre Z?(G,k*) dada por (z - f)(g,h) = f(g<z,h<x),
onde g,h € G, x € F, e que esta bem definida pois < é uma acao por automorfismos

de grupos.
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Lembre que a aplicagao 7 : G x G — (k*)¥ pode ser vista como uma aplicagio

F — Map, (G x G,k*), que serd denotada por 7 (7 = >___,T.0,). Note que 7 é

zelF
um 2-cociclo se e somente se a imagem de 7 estd contida em Z%(G,k*). De fato, se

7(F) € Z*(G, Bbbk*), entao

para todo g,h,l € G, x € F, que ocorre se e somente se 7 é um 2-cociclo, ja que
T = ZxGF ?xéz

Proposi¢io 3.1.4. Sejam Z € Z'(F,Hom(G,Z(c))) e X € Z'(F,Hom(G,C)).
Considere o € Z2(F, (k*)%) um 2-cociclo normalizado tal que a sequinte igualdade

ocorre

agn(®,y) = {(x = X(y))(h), 2(x)(9)) on(x, y)og(2,y), (3.1.13)

para todo v,y € F, g, h € G. Seja7: G x G — (K um 2-cociclo normalizado e
assuma que a condi¢ao de normalizacdo (1.3.10) € satisfeita.
Entio R € uma dlgebra de Hopf trancada sobre kC' se e somente se T : F —

Z%(G,k*) € um 1-cociclo.

Demonstragao: Observe que

agn(2,y) = (. = X(y))(h), 2(2)(9)) on(2, y)oy(2, y)
= (X(W)(h <), 2(2)(9)) on(2, y)oy(, y)
= (x(haz,y), 2(g,2)) on(e, y)og(z,y),

para todo g, h € G, x,y € F'. Como > esta sendo considerada a agao trivial, usando
a Observagao 3.0.11, pelo Teorema 3.0.10, R é uma algebra de Hopf trancadase e

somente se

Twy(97 h) = Tm(g7h>7—y(g<]x7 h<](l}) - TI(Q? h)([L’ ’ Ty)(gv h)?

para todo z,y € I, g,h € G, que é exatamente a condicao de 1-cociclo de T.
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Exemplo 3.1.5. Se 7 € o 2-cociclo trivial, entdo T € o 1-cociclo trivial, de onde R

¢ uma dlgebra de Hopf trancada com R = kE®KkE como codlgebra.
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