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Um resultado chave na teoria de algebras de Hopf finito dimensionais é a férmula de
Radford para S*. Ela garante que para a antipoda S de uma algebra de Hopf H de
dimensao finita sobre um corpo k, tem-se para todo a € H,

S*a) = gla = a—aY)g™!,
onde g e a sao os elementos modulares de H. Esta féormula foi provada inicialmente por
Larson em [[Lal], Teorema 5.5, para toda algebra de Hopf H unimodular de dimensao
finita e posteriormente extendida por Radford em [[R1], Teorema 2] para toda algebra de
Hopf quase triangular de dimensao finita. Também por este mesmo autor foi desenvolvida
em [[R1], Proposigao 1], férmula similar para S? no caso em que H é uma algebra de Hopf
de dimensao qualquer. O objetivo deste trabalho é fornecer um texto autossuficiente que
ajude a compreender as notacoes e demonstracoes que envolvem a férmula para S* no caso
em que H é uma algebra de Hopf quase triangular de dimensao finita e uma férmula para
8?2 de uma algebra de Hopf quase triangular de dimensao qualquer, ambas estudadas por
Radford em [R1]. Exemplos de dlgebras de Hopf e dlgebras de Hopf quase triangulares,
bem como aplicagoes destas férmulas em cada contexto também serao apresentados ao
longo do texto.

Palavras-chave: Algebras de Hopf, quase triangular, antipoda.



ABSTRACT

Dissertation
Graduate Program in Mathematics
Federal University of Santa Maria

ON THE ANTIPODE OF A QUASITRIANGULAR HOPF
ALGEBRA
AUTHORESS: JESSICA BOSCHI
ADVISOR: JOAO ROBERTO LAZZARIN
Date and Location of Defense: Santa Maria, July 25", 2014.

A key result in the theory of finite dimensional Hopf algebras is Radford’s formula for S*.
It ensures that for S the antipode of a finite dimensional Hopf algebra H over a field k,
then for every a € H,
S'(a) =gla —=a—al)g™,

where g and « are the modular elements of H. This formula was originally proved by
Larson in [[Lal], Theorem 5.5], for any unimodular finite dimensional Hopf algebra H
and later extended by Radford in [[R1], Teorema 2] for every finite dimensional quasi-
triangular Hopf algebra. Also by this author, similar formula was developed for S2, in
[[R1], Proposition 1], for any Hopf algebra of arbitrary dimension. The goal of this work
is to provide a self-contained text that helps to understand notations and statements that
involve the formula for S* in the case where H is a finite dimensional quasitriangular Hopf
algebra and the formula for §? for any Hopf algebra of arbitrary dimension, both studied
by Radford in [R1]. Examples of these different Hopf algebras and related applications of
Radford’formulas for the antipode will be presented throughout the text.

Keywords: Hopf algebras, quasitriangular, antipode.
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INTRODUCAO

Talvez um dos resultados mais conhecidos sobre a antipoda S de uma algebra de
Hopf de dimensao finita H, seja o teorema de Larson-Sweedler que nos garante que a
antipoda desta algebra de Hopf é bijetiva. E também conhecido na literatura que se nao
exigirmos H de dimensao finita, entao a ordem da antipoda de uma algebra de Hopf pode
nao ser finita, isto é, S™ # Id para todo n > 0, ver por exemplo [La2], o que nos permite
pensar sobre uma possivel classificacao das algebras de Hopf no que diz respeito a ordem
da antipoda de H.

Uma primeira resposta nesta direcao, aparece na teoria de algebras de Hopf finito

dimensionais com a férmula de Radford para S*:
S'(h) = gla —=h~a g™,

para todo h € H, onde g e « sao os elementos modulares de H. Esta formula foi provada
inicialmente por Larson em [[Lal], Teorema 5.5], para toda &lgebra de Hopf H unimodular
de dimensao finita e posteriormente extendida por Radford em [[R1], Teorema 2] para toda
algebra de Hopf quase triangular de dimensao finita. Também por este mesmo autor foi
desenvolvida em [[R1], Proposicao 1], férmula similar para S? no caso em que H é uma
algebra de Hopf de dimensao qualquer. Apds isso muitas outras versoes da férmula de
Radford para §* apareceram, como pode se ver em [Ka| para o caso em que H é algebra
de Hopf sobre anéis comutativos que sao algebras de Frobenius, em [Doi] no caso de
biFrobenius &dlgebras, em [Ha] para quasi-Hopf élgebras, em [Ni| para dlgebras de Hopf
fracas e mais recentemente em [Be] para o caso em que H é uma co-Frobenius Hopf
algebra.

O objetivo deste trabalho ¢ fornecer um texto autossuficiente que ajude a compre-
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ender as notacoes e demonstracoes que envolvem as ideias de Larson e Radford para a
férmula da S*, no caso em que H é uma &lgebra de Hopf quase triangular de dimensao
finita e para a férmula da S? de uma &dlgebra de Hopf quase triangular de dimensao qual-
quer, ambas apresentadas por Radford em [R1]. Para tanto, o presente trabalho ¢ dividido
em quatro capitulos. O primeiro é um capitulo de pré-requisitos dividido em duas segoes:
algebras e codlgebras. Basicamente definimos estas estruturas, fixamos algumas notacoes
e desenvolvemos exemplos que serao fundamentais para os préximos capitulos.

O segundo capitulo é dividido em quatro secoes, na segunda delas, definimos uma
algebra de Hopf a partir da definicao de bialgebras que é tratada na primeira se¢ao. Da
mesma forma que fizemos no Capitulo 1, estas duas secoes sao basicamente formadas de
defini¢oes e construcoes de exemplos. No caso da secao sobre algebras de Hopf damos
énfase a antipoda, dando propriedades e destacando em cada exemplo qual a estrutura
desta aplicacao. Na terceira secao definimos os elementos tipo grupo e na quarta secao
definimos os elementos integrais. Usamos as propriedades destes elementos e as acoes que
definimos na quarta secao em varias partes do texto, mas principalmente, estas segoes
serao extremamente tuteis para o entendimento do ultimo capitulo. Também na quarta
secao apresentamos o Teorema de Larson-Sweedler, o qual diz que se H é uma algebra de
Hopf de dimensao finita sobre um corpo k, entao a antipoda S é bijetiva.

No Capitulo 3, a primeira secao refere-se a uma condicao suficiente para S? ser um
automorfismo interno, o que consequentemente torna S uma bijecao, sem pedirmos H de
dimensao finita. Na segunda secao apresentamos as algebras de Hopf quase triangulares
através de duas definicoes equivalentes e usando o resultado da secao anterior vemos que a
S? de uma &lgebra de Hopf quase triangular é interno, ou seja, S ¢ bijetiva. Dizer que S? é
interno significa que para todo a € H, §?(a) = uau™"', onde u € H, mais especificamente,
dizemos que &2 é um automorfismo interno induzido por u. Em geral S? nao é interno. De
fato, existem exemplos em [R2] sobre corpos algebricamente fechados em que isso ocorre.

Ainda no Capitulo 3 segunda secao, damos dois exemplos que sao familias de
exemplos de algebras de Hopf quase triangulares. No primeiro aparecem as algebras
de Sweedler e no segundo, o duplo de Drinfeld de uma &lgebra de Hopf qualquer de
dimensao finita. Como subsecao desta secao apresentamos algumas equivaléncias dos
itens da definicao de algebra de Hopf quase triangular e assim ao final do capitulo por

meio destas equivaléncias mostramos que kG, com G um grupo ciclico de dimensao finita
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¢ mais um exemplo de dlgebra de Hopf quase triangular.

No Capitulo 4, pedimos que H seja de dimensao finita, desta forma na primeira
se¢ao, usando elementos modulares conseguimos finalmente provar a Féormula de Radford
para 8*. Na segunda se¢io, trabalhando com (H, R) uma 4lgebra de Hopf quase triangular
de dimensao finita, obtemos uma férmula para S*. Mais ainda, provamos a existéncia de
um elemento tipo grupo h € H tal que S*(a) = hah™! para todo a € H, ou seja, S*
serd um automorfismo interno induzido por um elemento tipo grupo h. Terminamos o
capitulo e também o trabalho apresentando uma condicao necesséria e suficiente para S?

ser interno, relacionando com a proposicao de suficiéncia dada no Capitulo 2.



Capitulo 1

PRE-REQUISITOS

Tendo-se em mente que o leitor ja tenha familiaridade com produto tensorial,
usaremos a notacao A ® B para indicar A ®, B quando se tratar de um produto tensorial
entre dois k-espacos vetoriais, onde k sempre denota um corpo. Também consideraremos
conhecidas as terminologias basicas da teoria de anéis e modulos como podem ser encon-
trados em [Mi] ou [H]. Iniciaremos esse capitulo de pré-requisitos com alguns resultados
e defini¢oes bésicas referentes as estruturas conhecidas como dlgebras. Em seguida, fare-
mos o mesmo com as coalgebras. As principais referéncias utilizadas neste capitulo foram:

[DNR], [G], 1], [Maj] [Mo], [R] e [Sc].

1.1 Algebras

Nesta secao definiremos uma algebra e alguns termos relacionados. Daremos
alguns exemplos de algebras nesta secao e outros mais adiante quando definirmos algebras

de Hopf.

Definig¢ao 1.1.1. Uma dlgebra sobre k associativa com unidade é uma tripla (A, m,u),
onde A é um k-espaco vetorial, m : AQ A — A eu:k — A sdao aplicagoes k-lineares,

chamadas de multiplicacao e unidade respectivamente, tais que os sequintes diagramas

comutam:
AQAQ AT A0 A ko A2, A0 A1 Agk
ida®@m m ) m f
AR A

m
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onde ¢ e 1 sao isomorfismos que identificamk @ A e ARk por A, respectivamente.

Observacao 1.1.2. No diagrama acima, os isomorfismos indicados por ¥ e ¢ sao as
aplicagoes de multiplicacao por escalar e i1d4 é a aplicacao identidade de A. Chamaremos
as algebras associativas sobre o corpo k simplesmente de k-algebras. Também sera comum
denotarmos sem aviso prévio, m(a ® b) simplesmente por ab, para todo a,b € A, sempre

que isto nao causar dividas na notagao.

Os diagramas comutativos da defini¢ao sao, respectivamente, equivalentes a

mo (m®ida) =mo (idy @ m) (1.1)

mo(u@idA):idA:mo(idA®u) (12)

que sao conhecidos como axiomas da associatividade e da unidade respectivamente. Jus-
tificamos estes nomes escrevendo m(a ® b) = ab, pois assim, (ab)c = a(bc) para todo

a,b,c € A esendo u(ly) = 14, entdo 14a = a = al, para todo a € A.

Definigao 1.1.3. Sejam (A,ma,uas) e (B,mp,up) k-dlgebras ¢ f : A — B uma
aplicacao. Dizemos que f é um homomorfismo de k-dlgebras se f é k-linear e os

sequintes diagramas comutam:

Ao A—1% . BeB A—7L . B
mA mp uA
up
A B k

Dizer que os diagramas acima sao comutativos ¢ o mesmo que dizer que:
(a) f(ab) = f(a)f(b) para todo a,b € A;
(b) f(lA) = 1p.

Definicao 1.1.4. Seja A uma k-dlgebra e I um k-subespago vetorial de A. Dizemos
que I € um ideal a esquerda de A se I € um ideal a esquerda do anel A, isto €, se

ma(A®I) C I. De modo andlogo, definimos ideal a direita e ideal bilateral.
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No exemplo a seguir definiremos a algebra oposta que tem esse nome porque a
multiplicagao é a oposta da multiplicacao da algebra original. Para definirmos essa mul-
tiplicacao precisamos antes definir o isomorfismo twist:

Sejam A e B dois k-espagos vetoriais, o isomorfismo twist é uma aplicacao
7:A® B — B® A definida como: 7(a ® b) = b ® a, para quaisquer a € Aebe B. E

facil ver que 72 = id 0 p.

Exemplo 1.1.5. Seja (A, m,u) uma k-dlgebra e denotemos por m? (chamada de multi-
plicacao oposta) a seguinte composi¢ao m?® = mo 7. E f4cil ver que (A, m u) satisfaz
os diagramas da Definicao 1.1.1 e que portanto também é uma k-algebra. Esta algebra é

conhecida como a algebra oposta de A e muitas vezes denotaremos simplesmente por

AP,

Por definigao, ab = ba para todo a,b € A se e somente se m(a ® b) = m(a ® b)

para todo a,b € A. Assim temos a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 1.1.6. Uma dlgebra comutativa sobre o corpo k é uma k-dlgebra (A, m,u)

tal que m = m°P.
Nas notagoes do Exemplo 1.1.5 temos A comutativo se e somente se A = A.

Exemplo 1.1.7. Sejam k um corpo e G um grupo. Indicaremos por kG o conjunto

de todas as combinagoes lineares formais do tipo ) kyg com k;, € k e g € G, onde os
geG
elementos k, sao todos nulos, salvo um numero finito. Definimos em kG as seguintes

operacoes:
(Z kqg) + (Z k;Q) = Z(kg + k;).g € (Z kgg)-(z knh) = Z kef,
geqG geG geqG geG heG feG

na qual kf = > kykj,. Naturalmente, kG é um k-espaco vetorial via:

gh=f
A(Z kqg) = Z()‘-kg>97

geG geG

e desde que {1;.g | g € G} forma uma base de kG segue que kG ¢ livre. E facil ver que

kG satisfaz a definicao de k-algebra que é, entao, conhecida como algebra de grupo.

Exemplo 1.1.8. Sejam A e B duas k-algebras. Entdao, A ® B é uma k-algebra com

multiplicagao e unidade definidas como:
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m=magp = (Ma@mp)(idy T Ridg) e u=usgp = (us @ ug).

Verificaremos aqui a associatividade e a unidade através dos axiomas dados em (1.1) e

(1.2). Sejam aq,aq,a3 € A e by, by, by € B, temos:
[m o (m®idagp)|((a1 ®b1) @ (a2 @ b)) @ (a3 ® b)) = m((a1a2 ® bibs) ® (a3 @ b))

= ((11&2)@3 X (blbz)bg.

Por outro lado,
[m o (idagp @ m)]((a1 © b)) © (a2 @ b)) ® (a3 @ b3)) = m((a1 @ b1) @ (aza3 ® babs))

= a1 (a2a3) & b1 (bgbg)

Como A e B sao algebras associativas, A ® B é associativa. Além disso temos, para todo

acAebeB,
[mo (u®idagp)](lk® (a®b)) = Mm(lagp @a®@b) =m(la®1pRa®b)

= 1Aa®13b:a®b.

Por outro lado,

[mo (idagp @u)]((a@b)@1x) = MaRbR lagp) =m(a@bR 14 ® 1p)

= aly®blg=a®b.

Portanto A ® B é uma k-algebra.

1.2 Coalgebras

Com a inversao das setas nos diagramas da definicao de k-algebra surge o con-
ceito de k-coalgebra. Veremos que as codlgebras sao exatamente os duais das algebras,
quando a algebra dada tiver dimensao finita e que as algebras sao os duais das codlgebras

independente da dimensao da codlgebra dada.

Definigao 1.2.1. Uma codlgebra sobre o corpo k € uma tripla (C,A,e) onde C' é um
espaco vetorial sobre k e A : C — C®C ec : C — k sao aplicacoes lineares,

chamadas comultiplicagao e counidade respectivamente, tais que os sequintes diagramas
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sao comutativos:

C A C®C k® C LA C ok
. A
A ide®A e®ido ido®e
C®C—mr>C0C®C CodC

onde as aplicagoes ¢ : C — k@ C e & : € — C ® k dadas respectivamente por:
olc) =1y ®c e &(c) = c® 1y, para todo ¢ € C, sdo os isomorfismo candnicos e idc € a

aplicacao identidade de C'.
Observacao 1.2.2.

1. Podemos trocar o corpo k por um anel comutativo com unidade, mas para nossos

objetivos isto nao serd necessario.

2. Em geral denotaremos uma k-coalgebra simplesmente por C' ficando assim A, € e a

estrutura do corpo k subentendidos.

Os diagramas comutativos da definicao sao, respectivamente equivalentes a
(A®ide) o A= (ide ®A)o A (1.3)

(e®ide) o A =ide = (ide ® €) o A. (1.4)

Usualmente, (1.3) se refere ao axioma da coassociatividade e (1.4) se refere ao
axioma da counidade.

Observando que A(c) € C'® C para todo ¢ € C, temos que A(c) é um somatério
de tensores bésicos do tipo a ® b, com a,b € C, assim fazer cdlculos com A(c) dado
na sua forma explicita se torna muito exaustivo. Para simplificar um pouco, utilizamos
a chamada notacao sigma ou Notacao de Heyenman-Sweedler. No que segue, no
intuito de fixar notacao, iremos dar uma ideia de como funciona tal notacao. Para melhor
compreensao ver [DNR] ou [R] ou [G].

Seja (C, A, e) uma k-coalgebra e ¢ € C entdo A(c) =) ¢1; ® ¢y, com ¢j; € C, para
j =1,2. O que a notagao sigma propoem e que sera utilizadai ao longo de nosso trabalho

¢ que denotemos este somatério simplesmente por A(c) = Y~ ¢y ® ¢2). Podemos ainda
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omitir o simbolo de somatoério e escrevermos simplesmente:
A(c) = cay @ ¢(2).

Vejamos quais sao as implicacoes imediatas desta notagao quando usamos os axi-

omas da defini¢ao de codlgebra:

(A®@ido)(Ale)) = (A®ido)(ca) @ cm) = Aley) @ ey = ) gy @ C)p) @ )

Por outro lado,

(ide @ A)(A(e)) = (ide ®@ A)(cy ® c@)) = ¢y © Alc)) = ¢y @ cr)gy @ C) -

Portanto, por (1.3) e pela notagao sigma temos:

)1y ® C1)(9) B €2) = €(1) B €2) () ® C(2)(9) = €(1) B €(2) B C(3),

para todo ¢ € C' e escrevemos diretamente Ag(c) = C(1) ® ¢(2) ® C(3)-
Também podemos fazer (¢ ® idc)A(c) = (e ®ide)(cay ® c)) = 1o ® e(cq))ce) e,
por outro lado (ide ® €)A(c) = (ide ® €)(ca) ® c(2)) = cye(c)) ® 1o. Assim por (1.4) e

pela notagao sigma temos, para todo ¢ € C"
e(cm)e) = ¢ = caele)- (1.5)

Mais geralmente, se Ay = A:C — C®C,eemgeral, A, : C —(C®R---C
—_——

n+1 vezes

definida por A, = (A®idy ) o A,

comn € N, n > 2, onde id}, = idc ® id‘g’l, para s > 1, pode-se provar que,
A, = (id @ A®idy ") o A,

para todo n > 2 e para qualquer p € {0,...,n — 1}. Consequentemente, para todo n

temos que
q An—l(c) — C(l) R ® C(n);

para todo ¢ € C' (ver detalhes em [DNR] a partir da pagina 4).

A seguir apresentamos alguns exemplos de codlgebras.
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Exemplo 1.2.3. Sejam (C,A¢,e¢) e (D, Ap,ep) duas k-codlgebras. Entao, (C ® D) é
uma k-coalgebra com comultiplicacao e counidade dadas por
A:C®D— (C®D)®(Ce D) e e:C®D—k

A = (ide ® T®idp) o (Ac ® Ap) e=po(ec®ep),

onde ¢ : k ® k — k é o isomorfismo canonico: k; ® ko — ki1ky para todo ki, ko € k. Mais

explicitamente, ¢ € C' e d € D, entao usando a notagao sigma temos:
Alc®d) = [(ide®T®idp)o(Ac® Ap)l(c®d)
= (ide ® T ®idp)(c(1) ® c2y @ dy @ d(2))
= cy®@da) @cp) @d e
e(c®@d) = ec(c)ep(d).

Com esta notagao fica facil verificar que A¢ e e¢ satisfazem os diagramas da Definigao

1.2.1.

Assim como em algebra temos o exemplo de algebra oposta, podemos também

definir a coalgebra oposta. E o que faremos no exemplo a seguir.

Exemplo 1.2.4. Sejam (C, A, €) uma k-coalgebra e AP = 7oA entdao C? = (C, A°P ¢)
¢ uma k-coalgebra. Observando que pela notacao sigma A“P(c) = ¢y ® cq), para todo
¢ € C, fica facil verificar que AP satisfaz os diagramas da Definicao 1.2.1. Portanto,

CP = (C, AP ) é uma codlgebra sobre k, conhecida como codlgebra oposta.

Definicao 1.2.5. Uma codlgebra cocomutativa sobre k é uma codlgebra C tal que

A=A,

Assim podemos dizer que C' é cocomutativa se e somente se C' = CP.

Veremos agora que as codlgebras sao exatamente os duais das algebras, quando a
algebra dada tiver dimensao finita e que as algebras sao os duais das coalgebras indepen-
dente da dimensao da codlgebra dada. Antes porém, fixemos um pouco de notacao da
algebra linear. Seja V um k-espago vetorial, entao V* = {f : V. — k; [ é k-linear} é
um k-espaco vetorial. Além disso, se V e W sao k-espagos vetoriais e o : V. — W é

uma transformagao linear, entao ¢* : W* — V* dada por: ¢*(f)(v) = f(¢(v)), para
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todo f € W* ewv € V, é também uma transformacao linear. A aplicacao ¢* é chamada
de transposta da aplicacao .
O préximo lema é um resultado bem conhecido da algebra linear cuja demonstragao

pode ser vista em [DNR] pégina 16.

Lema 1.2.6. Sejam V' e W k-espacos vetoriais e p : V¥ @ W* — (V @ W)* dada por
p(f@g9)(vew)= f(v)g(w), com feV* ge W veV, weW entdio:

(1) p € k-linear.
(1i) p € injetora.
(1ii) Se V e W tem dimensao finita entao p € isomorfismo.

Na proxima proposicao mostraremos que o espago dual C* de uma codlgebra
(C,A,¢), quando munido do produto f * g := [A* o p|(f ® g) onde f,g € C*, é uma

algebra. Tal produto é conhecido na literatura como produto de convolucgao.

Proposigao 1.2.7. Seja (C, A, €) uma k-codlgebra entao (C*, me«, uc+) € uma k-dlgebra
com mes = A*op euc = €*o1h, onde A* e e sdo as transpostas de A e e respectivamente

ek — k* € o isomorfismo canonico.

Demonstracao. Vejamos primeiramente de que forma a multiplicacao mc+ atua nos ele-
mentos de C* ® C*. Sejam f,g € C* entdo me=(f ® g) = [A o pl(f®¢g) = p(f ® g) 0 A,

assim para todo ¢ € C' temos

me-(f @ g)(c) =p(f @g)oAlc) = p(f @g)(cay@c@) = fleay)glc)

Para a unidade uc+ temos que uc«(1x) = (* 0 ¢)(1x) = ¥(1k)e entdo para todo ¢ € C
temos: uc+(1x)(c) = Y(lk)e(c) = lg«e(c) = e(c). Logo uc«(1lg) = €. Dessa forma, vemos
que a multiplicacao e a unidade de C* estao bem definidas e claramente sao k-lineares.
Para mostrarmos que (C*, mc«, uc+) é uma k-algebra falta mostrarmos que os
axiomas da associatividade e da unidade sao validos. De fato, para todo f,g,h € C* e

c € C temos
(fxg)xh)(c) = (f*xg)lcay)hlc@) = fleq)q))gca)q)hlce)
= flew)gle@)hles) = Fle)glem) ) hlce) )
= flew)(g*h)(c@) = (f * (g x h))(c).
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Logo (f*g)xh = fx*(g=*h), ouseja, C* é associativa. Vejamos que uc«(1g) ¢é a
unidade da algebra C*,
(uc-(L) = f)(e) = (e* [)(c) =elcw)flee) = flelca)ew) = fle) = flewelee))
= flew)elee) = (f xe)(c) = (f * uc+(1k))(c)

para todo ¢ € C' e f € C*. Logo (C*, m¢g+, uc+) é uma k-algebra. ]

Agora, se A é uma k-dlgebra de dimensao finita, entao vale a reciproca da Pro-

posicao 1.2.7, ou seja, o seu dual algébrico A* é uma k-coalgebra.

Proposicao 1.2.8. Se (A, m,u) € uma k-dlgebra de dimensao finita, entao (A*, Ap«,€+)
¢ uma Kk-codlgebra, com Ays = p~tom* ecq- = 0 ou*, onde m* e u* sio as transpostas
de m e u respectivamente e Y’ : k* — k é o isomorfismo dado por ¢'(g) = g(1x) para

todo g € k*.

Demonstracao. Primeiramente vejamos que propriedade a A4« satisfaz. Seja f € A*,
Aa-(f) = fay @ f2), por outro lado, Au-(f) = (p~' om*)(f). Aplicando p em ambos os
lados da iltima equagao obtemos: p(Aa«(f)) = m*(f) = fom. Assim, para todo a,b € A

temos
p(Aa-(f))a®b) = f(m(a®b)) < p(fa)® f2))(a®@b) = f(ab)
< foy(a)fe)(b) = f(ab).

Portanto, obtemos

Aa-(f) = fa) ® foy & flab) = fy(a) fz)(b) para todo a,b € A. (1.6)

Por sua vez e 4+ satisfaz:

ea(f) = (W ou”)(f) =¢'(f ow) = (f o u)(x) = f(La). (1.7)

Vamos mostrar que os axiomas da coassociatividade e da counidade sao vélidos.

Seja f € A* tal que Au+(f) = fi1) ® fi2) entdo

(Aar @ida-)An(f) = (Aar ®ida) (o) ® fro)) = Ba-(f) ® Jro) = fy gy @ o) @ ey,

por outro lado,

(idar © Ap)Au-(f) = (ida @ Ap=)(fr1) @ fi2)) = fry @ BDa-(f2) = fy © f 1) @ )0
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Para mostrarmos a igualdade das equagoes acima, lembremos que a aplicagao p
definida no Lema 1.2.6, pode ser vista como um isomorfismo de Vi* @ V5 @ V5 em (V} ®
Vo @ V3)*, se Vi, V5 e V3 sdo espagos vetoriais de dimensao finita. Assim vejamos o que

acontece ao aplicarmos p nas equagoes acimas
Py ®@ fy @ fo)la®b®ce) = fu)q(a)f) e 0)f(c)  (por (1.6))
= fw(ab)fip)(c) (por (1.6))
= [f((ab)e),

e de modo similar obtemos

P(fo) @ f)0) @ foyp)(@@b®c) = fuyla)fe(be) = flalbe)),

para todo a,b,c € A. Como p é injetiva, segue que A« é coassociativa. Finalmente,

observando que (fa)fe)(1a))(a) = fay(a)fie)(1a) = f(a-14) = f(a) para todo a € A,

obtemos
(idA* (%9 5A*)AA* (f) = (idA* (%9 5A*)(f(1) X f(Q)) = f(l) (%9 €A*<f(2)) (pOl" 17)

= foy® fio(la) = foyfo(la) @ Ik = f® 1y ~ f.

]

Para todo V', W espagos vetoriais sobre o corpo k podemos escrever Hom(V, W) =
{f :V - W/ f éklnear}. No caso especifico de V' ser uma codlgebra e W ser
uma algebra, com uma pequena adaptacao do que fizemos acima, podemos mostrar que

Hom(V, W) é uma k-algebra.

Proposicao 1.2.9. Sejam (A, m,u) uma k-dlgebra e (C,A,e) uma k-codlgebra, entao
Hom(C, A) € uma k-dlgebra com produto definido por fxg=mo (f ® g) o A para todo
f,g € Hom(C, A) e unidade dada por uoe.

Terminamos este capitulo com a definicao de homomorfismo de coalgebras. Da
mesma forma, que invertendo as setas dos diagramas de algebra temos o conceito de
codlgebra, também a definicao de um homomorfismo de k-codlgebras decorre da inversao

das setas nos diagramas de homomorfismo de k-algebras.

Defini¢ao 1.2.10. Sejam (C,Ac,ec) e (D,Ap,ep) k-codlgebras. Entdo, uma fun¢ao

k-linear f : C — D ¢é dita um homomorfismo de k-codlgebras se os sequintes
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diagramas comutam:

C J D c—2 =D
Ac Ap €c D
CedC D® D k

g&g

Dizer que os diagramas acima sao comutativos é o mesmo que dizer que:
(a) Apog=(9®g)oAc;

(b) epog=cc.



Capitulo 2

ALGEBRAS DE HOPF

Iniciamos este capitulo com a secao de bidlgebras, para a partir deste conceito, na
segunda se¢ao, desenvolvermos o conceito de algebras de Hopf. Daremos destaque para as
propriedades da antipoda e apresentaremos varios exemplos que sao base para muitos dos
resultados contidos nos proximos capitulos. Na terceira e quarta secoes vemos os conceitos
de elementos tipo grupo e elementos integrais de uma algebra de Hopf, respectivamente,
que serao utilizados no Capitulo 4, principalmente as propriedades dos elementos tipo
grupo e dos elementos integrais, que contribuirao bastante na obtencao de resultados
referentes a antipoda de uma &algebra de Hopf quase triangular. O principal resultado de
todo o capitulo é dado no final da ultima se¢ao: o Teorema de Larson-Sweedler. Este
teorema nos diz que se H é uma algebra de Hopf de dimensao finita, entao S é bijetiva.

As principais referéncias utilizadas aqui foram: [DNR], [G], [I], [Maj] [Mo], [R], [Sc] e [S].

2.1 Bialgebras

Tomando conjuntos que possuem estruturas de dlgebra e de codlgebra simulta-
neamente tendo uma certa compatibilidade entre essas estuturas, surge o conceito de

bidlgebras.

Defini¢ao 2.1.1. Dizemos que uma quintupla (A,m,u, A &) é uma bidlgebra sobre k

(ou uma k-bidlgebra) quando:
(i) (A,m,u) é uma k-dlgebra;

(ii) (A,A,¢e) € uma k-codlgebra;
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(iii) A e e s@o homomorfismos de k-dlgebras.

Observagao 2.1.2. E possivel demonstrar que o item (iii) da definicao de bidlgebra é

equivalente a: (iii’) m e u sdo homomorfismos de k-codlgebras.

Exemplo 2.1.3. Sejam G um grupo e k um corpo, entao H = kG definida no Exemplo

1.1.7 é uma bidlgebra sobre k (com unidade 15 = 1x1g), com as seguintes aplicagoes:

m(g ® h) = gh, u(lk) = lklg, A(g) =g®g e 5(9) = li,

para todo g,h € G. Definimos apenas nos elementos da base de kGG, pois as aplicagoes
sao estendidas linearmente para todos os elementos. Assim, é facil ver que as aplicacoes
acima sao k-lineares e satisfazem os diagramas da definicao de codlgebra. Resta verificar

que A e ¢ sao homomorfismos de algebras. De fato, para todo g,h € G temos

A(m(g © h))
Au(li))
e(m(g ©h))
e(u(li)) =

A(gh) = gh ® gh = mugu(g® g@h @ h) = mueu((A ® A)(g @ h)),

A(lglg) = Ixle @ Ixlg = u(ly) @ u(ly) = (v @ u)(1k ® 1) = ugen (1),
e(gh) = e = mu(li @ 1x) = mu(e(g) @ e(h)) = mi((e ® €)(g @ h)),

(1klg) 1k = uk(lk).

Exemplo 2.1.4. Se H é uma bidlgebra de dimensao finita, entao H* é uma bialgebra de-
nominada bidlgebra dual. De fato, se (H, m,u, A, ¢) é uma bidlgebra de dimensao finita
entao pelos Exemplos 1.2.7 e 1.2.8, temos que (H*, mpy«,uy-, Ay, eg+) é uma algebra e

uma coalgebra com:

mH* = (A* o) p) g *7 UH*(llk) — E’ AH* — p_]- 1) m* e €H* — w o u*‘

Vamos entao mostrar que Ag« e e+ sao homomorfismos de algebras. Para todo f,g € H*

ea,be H temos
mu-(f @ g)(ab) = f((ab)x))g((ab)z) (A é hom de dlgebras)
= flawbn))glapbe)  (pela propriedade (1.6))
= [folam)fio (bw)llgm (@)@ (be)]
= [fwlam)gw (ae)llfe)(ba)ge (be)]
= (foy x9m)(@)(fi2) * 92))(b)
= mxo ((fy *9) ® (fiz) * 92)) (@ @ D).
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Por outro lado, temos pela propriedade (1.6) que

mu-(f @ g)(ab) = (f *g)(ab) = (f * g))(a)(f * 9)2)(b)
= mgo((f*9))®(f*9)e)(a®b), paratodo f,ge H" ea,bec H.

Como my ¢ um isomorfismo, segue-se que (f1) * 9(1)) @ (fi2) * 92) = (f *9)) @ (f *9)2)-
Logo, Ag«(f*g) = (f * g)(l) ® (f = g)(2) = (f(l) * g(l)) ® (f(2) * g(2)). Por outro lado, para
todo f,g € H* temos

Muen+ © (Ag @ Ap=)(f ®9) = mueu-(fa) ® fro) ® 9a) ® 9(2))

= (o) *90) @ (f2) * 912))-

Assim Ag- ompys = myggp © (Ag @ Ag-).
Precisamos mostrar agora que Ag« o ugs = Ug+gy+, como uy-(lx) = € isso se

resume a mostrar que Ay« o = ¢ ® e. De fato, para todo a,b € H temos
my © (AH* o) 5)(@ & b) = Mmyo (8(1) X E(Q))(CL & b) = mk(a(l)(a) X 8(2)(b))

= cy(@)e(b) = £(ab) = £(a)e(b) = my 0 (e ® ) (@ b).

Como my ¢ injetivo temos que Ap« oe = ¢ ® . Logo, Ay« é um homomorfismo de
algebras.

De modo similar provamos que para todo f,g € H* valem

eg-omp(f®g) = myegk(en @eg)(f @ g) e e oug-(1x) = uk(ly),

logo eg+ € homomorfismo de algebras e portanto, H* é uma bidlgebra.

Um homomorfismo de bidlgebras nada mais é que um homomorfismos de algebras

e coalgebras simultaneamente, vamos formalizar esta definicao para uso posterior.

Definicao 2.1.5. Sejam A e B k-bidlgebras. Um homomorfismo de bidlgebras f :

A — B € uma funcao k-linear que € um homomorfismo de dlgebras e de codlgebras.

2.2 O Conceito de algebra de Hopf

Uma algebra de Hopf nada mais é que uma bidlgebra com uma antipoda. Defini-
remos aqui o que é a antipoda e faremos diversos exemplos com esta aplicagao, que é o

principal ingrediente de todo o trabalho.
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Defini¢ao 2.2.1. Dizemos que uma bidlgebra (H,m,u, A, ) sobre k é uma dlgebra de

Hopf se existir uma funcao k-linear S : H — H tal que o sequinte diagrama comuta:

H®H<2 H 2 H®H
SRidy UOE idyg RS

H®H H Ho®H

m m

Em termos de composicao o diagrama acima nos diz que

mo(S®idy)oA=poec=mo (idg ®S) o A. (2.1)

Aplicando esta equacao em um elemento a € H temos

S(aqy)ae) = e(a)ly = an)S(ag). (2.2)

A aplicacao S é chamada antipoda de H.

Podemos ver pela equagao (2.1) que a antipoda S é a inversa da aplicagao iden-
tidade de H na algebra de convolucao Hom(H, H) = End(H), isto é, através de (2.1)
temos S*idy = idgom(m,r) = idy *S. Com isso, podemos afirmar que quando a antipoda
existe ela ¢é unica.

Vejamos algumas propriedades da antipoda.
Proposicao 2.2.2. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S, entdo

(1) S é um anti-homomorfismo de dlgebras, ou seja, para todo a,b € H temos

S(ba) = S(a)S(b) e  S(lg)=1g;

(ii) S € um anti-homomorfismo de codlgebras, ou seja, para todo a € H temos

A(S(a)) = S(a@)) ® S(ap)) e e(S(a)) = ¢(a).

Demonstracao. (i) Consideremos H ® H com estrutura de codlgebra dada no Exem-
plo 1.2.3 e H com estrutura de algebra. Assim, podemos considerar a algebra de
convolugao Hom(H ® H, H) com a estrutura definida na Proposi¢ao 1.2.9. Sejam
F,.G,M € Hom(H ® H, H), definimos para todo a,b € H, F(b® a) = S(a)S(b),
G(b®a) = S(ba) e M(b® a) = ba. Vejamos que M ¢ a inversa a esquerda para F
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e a inversa a direita para G. Para todo a,b € H temos:

(MxF)b®a) = M((b®a)n)F((b®a)e)=Mbw ®aw)F(be © aw)
= bwamS(a@)S(be) = bae(a)1uS(be) = &(a)bnS(be)
= ¢g(a)e(b)ly =e(b)e(a)ly = epgr(b@a)ly
= u(eaen(b®a)) = idyommenm(b®a) e

(GxM)(b®a) = G((b®a)a)M((b®a)) = G(ba) @ an)M(be) © a)
= S(bmam)beae = S(ba)w)(ba)e@) = &(ba)ly
= e(b)e(a)ly =epeu(b®@a)ly = uleper (b ® a))

= iduomaenm(b® a).

Como M é ainversa a esquerda para F' e a direita para G na algebra Hom(H® H, H)
e esta dlgebra é associativa tem-se que G = G * lgommenn) = G * (M« F) =

(G* M) * F = 1yommuenm * F = F. Logo §(a)S(b) = S(ba).

Agora, usando a equacdo (2.2) para o elemento 1y temos S(1g)ly = e(1y)ly =
1#S(1g), ja que A(ly) = 15 ® 1. Como e ¢ homomorfismo de dlgebras temos que
e(ly) = e(ly - 1y) = e(1y)e(lny), logo e(1y) = 1x. Portanto S(1y) = 1y o que

completa a demonstracao de que & é um anti-homomorfismo de dlgebras.

Consideremos H como uma coalgebra e H ® H com estrutura de algebra dada no
Exemplo 1.1.8. Assim, podemos considerar a algebra de convolugao Hom(H, H® H )
com a estrutura dada na Proposi¢ao 1.2.9. Sejam F,G € Hom(H, H® H), definimos
para todo a € H, por F(a) = A(S(a)) e G(a) = S(ap)) ®S(aq)). Da mesma forma
que fizemos em (i), mostra-se que A é uma inversa a esquerda para F' e inversa
a direita para G com respeito ao produto convolucao, portanto G = F', ou seja,
A(S(a)) = S(ap) ® S(aq)).

Falta mostrarmos que ¢(S(a)) = €(a). Usando a equacdo (1.5), o fato de que ¢ é

homomorfismo de algebras e a equagao (2.2) respectivamente, temos

e(S8(a)) = e(S(e(a)az)) = e(e(a1)S(a2)) = e(a1)e(S(az)) = elam)Slag)) = e(a).

Assim mostramos que § é um anti-homomorfismo de codlgebras o que conclui a

demonstracao.
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Vejamos a seguir alguns exemplos de algebras de Hopf, apresentando os detalhes no
que concerne nosso foco principal que sao as antipodas das dlgebras de Hopf apresentadas,

outros detalhes podem ser vistos nas referéncias indicadas a cada exemplo.

Exemplo 2.2.3. Ja vimos no Exemplo 2.1.3 que kG é uma bidlgebra, vamos mostrar
agora que H = kG é uma algebra de Hopf com antipoda S(g) = ¢~ ' que estendida
linearmente sobre todos os elementos de kG satisfaz os diagramas da definicao 2.2. De

fato,
(Sxidp)(g) = S(9)g=9'9=1c=g99 " =9S(g) = (idy xS)(g) e

(uoe)lg) = u(ly) = le.

Exemplo 2.2.4. Seja k um corpo e n um nimero natural. Assumimos que existe uma
n-ésima raiz primitiva da unidade ¢ € k. Consideremos a algebra H gerada sobre k por

dois elementos g e x sujeitos as relagoes:
g"=1 2"=0 e xg=qgr. (2.3)

Ouseja, H=k < g,x / g* =1, 2" =0, g = qgx >. Esta dlgebra é conhecida como

algebra de Taft e denotamos H = H,, 4, onde

Alg)=9g®yg, Alz)=10z+2®g, g =1 e ex)=0

e antipoda determinada por S(g) = ¢! S(z) = —zg™ L.
Usando a férmula binomial quantica [ver [Sc]], podemos mostrar que as aplicagoes acima
estao bem definidas e que A e ¢ satisfazem a definigao de algebra de Hopf. Como nosso
proposito é estudar propriedades relativas as antipodas, mostraremos com detalhes que S
acima definida satisfaz a Definicao 2.2. Com efeito,
(mo(S®id)oA)(zr) = mo(S®id)(I1®z+r®g)=m(l®r—29 ' ®g)
= o —2g7'g=0=u(0) = u(s()),
(mo(id®8)oA)(z) = mo(ideS)(1®z+r®g)=m(-1Qzg '+20g¢")
= —a2g '+ 297" =0=u(0) = u(e(z)).
(mo(S®id)oA)(g) = mo(S®id)(g®g)=m(g~ ®g)=1=u(l)=u((g)),

(mo (id®8)oA)(g) = mo(id®S)(g®yg)=ygg ' =1=u(l)=ule(g)).
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Portanto os diagramas da Definicao 2.2 comutam e assim, H, ,, com as aplicacoes que

definimos, é uma algebra de Hopf.

Exemplo 2.2.5. Se H = (H,m,u,A,¢,S) é uma algebra de Hopf, entdo H ® H é uma
algebra de Hopf. Pelos Exemplos 1.1.8 e 1.2.3 ¢é facil ver que as seguintes aplicagoes dao
estrutura de algebra e codlgebra para H ® H:

UHgH = U@ U EHgH — EX¢E

Verifiquemos que a antipoda de H ® H é Sgog =S ® S.

[muen © (Swen ® idgsn) © Apeu)(a ® b)
= My © (Suen @ idyen)(an) ® buy ® ap) @ b))
= mueu(S(aq)) @ S(ba)) ® ap) @ b))
= Slaw)ae) @ Sba))be) = (a)ln @ (b)1n

= u(e(a)) @u(e(b)) = ungu(cnsu(a ® b)),

para todo a,b € H. Analogamente, mygy © (idgon ® Spen) © Agen = Unen © EHeH-

Logo, H ® H é uma algebra de Hopf.

Exemplo 2.2.6. Se H = (H,m,u,A,¢,S) é uma algebra de Hopf e S é invertivel, entao
H = (H°®? m° u,A,e,81) e H®P = (H®P m,u, AP e,81) sdo dlgebras de Hopf.
De fato, ja vimos nos Exemplos 1.1.5 e 1.2.4 que (H,m, u) é a dlgebra oposta e que
(H, AP ¢) é a codlgebra oposta, assim é facil ver que H? e HP sao bidlgebras. Vamos
mostrar que quando S ¢ invertivel entdao S~! é a antipoda de ambos H e HP. Por 2.2
temos

S(awy)a@) = €(a)lg = aq)S(a)), paratodoa € H.

Assim, aplicando S™! e lembrando que S(1y) = 1y obtemos

S Haw))aq) = e(a)ly = S '(ap))(aw), para todo a € H.

Com isso, ja observamos que o diagrama da definicao de algebra de Hopf é comutativo,
pois se tivermos a multiplicagdo oposta temos a)S™(aw)) = e(a)ly = (a@)S Haqw)),
para todo a € H e com a comultiplicacio oposta temos S~'(an))apy = e(a)ly =

S (ag))(aq)), para todo a € H.
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Observagao 2.2.7.

(1) E possivel mostrar que se H é uma algebra de Hopf com antipoda S entao, H é
uma algebra de Hopf se, e somente se HP é uma algebra de Hopf se, e somente se

S é bijetiva.

(2) Mais adiante iremos mostrar que se H tem dimensao finita entao S é bijetiva, assim

poderemos trabalhar com H e HP como algebras de Hopf nesse caso.

Exemplo 2.2.8. Se H é uma algebra de Hopf de dimensao finita, entao a bidlgebra dual
H* é uma algebra de Hopf com antipoda Sy« = S*.
No Exemplo 2.1.4 vimos que H* é uma bidlgebra, vamos mostrar entao que se S é a

antipoda da algebra de Hopf H entao &* é a antipoda de H*. Seja f € H* entao temos
(mpe o (idy @ S") 0 Ap=)(f) = fo) *S™(fw) = foy * (fiz © 5),
(mp- o (8" @idy-) o Ap-)(f) = S*(fa)) * fioy = (fay 0 8) * fio) e
(w0 )(f) = uw-(f(1m)) = f(Im)un-(1x) = f(1n)e.

Aplicando cada uma das equagoes acima em a € H temos
(fay * (figy 0 8))(a) = fuylaw) f2)(S(aw) = flawSlaw)) = fle(a)ln) = f(1n)e(a) e
((fay o S) * fioy)(a) = fay(S(am)) fo)(a) = f(S(aw))ap) = flela)lu) = f(1n)e(a).

Assim, my« o (idy @ 8*) o Ay« = uy+ o g+ = mpy= o (S8* @ idy+) o Ay~ e, portanto, H*

¢ uma algebra de Hopf com antipoda &*.

Definigao 2.2.9. Sejam H e H' dlgebras de Hopf sobre k com antipodas S e S respectiva-
mente. Um homomorfismo de dlgebras de Hopf f : H — H' é um homomorfismo
de bidlgebras que satisfaz f oS = S o f. Um isomorfismo de dlgebras de Hopf é

um homomorfismo de dlgebras de Hopf bijetivo.

Proposicao 2.2.10. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita sobre um corpo k,
entao a aplicagao 0 : H — H*™*, dada por 0(a)(f) = f(a), coma € H e f € H*, é um

1somorfismo de dalgebras de Hopf.

Demonstracao. Ja temos que H ~ H** como espacos vetoriais. Sejam a,b € He f € H*

temos
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[mpe o (0 @0)](axb)(f) = (0(a)*0(0b))(f) = 0(a)(f1))0(b)(fi2)) = fn)(@)f2)(D)
= [f(ab) = 0(ad)(f) = [0 omp](a®@D)(f) e
(Ooun)(l)(f) = 0(u)(f) = f(lu) = en-(f) = un=- (1) f,

logo, 6 é um homomorfismo de dlgebras. Agora seja p : H** ® H* — (H* ®@ H*)* o

isomorfismo canoénico, para todo a € H, f,g € H* temos
p(Apeo00)(a)(f®g) = (0(a))w)(f)(0(a))e(g) = 0(a)(f *g) = (f*g)(a) e
p((0@0) o A)a)(f ®g) = 0law)(f)0(aw)(g) = flaw)glaw) = (f *g)(a),

entao, como p é injetiva, Ag« 06 = (f ® 0) o A. Além disso,

(e 0 0)(a) = en+-(6(a)) = (0(a))(Lu-) = (0)(a)(e) = £(a),

logo, # é também um homomorfismo de codlgebras. Verificaremos agora a igualdade

oS =500, de fato para todo a € H e f € H* temos
(OoS)(a)(f) = (0(S(a)(f) = f(S(a)) = (foS)(a) e
(870 0)(a)(f) = 87(0(a)(f) = (0(a))S"(f) = (S*(f)(a) = (f o S)(a).

Portanto, # é um homomorfismo de algebras de Hopf. Mais ainda, # é bijetiva, suponhamos
que a #b,a,b € Hequeb(a)(f)=0(b)(f), para todo f € H*, entao f(a) = f(b), como f
é k-linear temos que f(a)— f(b) = f(a—b) = 0, para todo f € H*, logo a = b, mostrando
a injetividade de 0. A sobrejetividade segue do fato de 6 ser injetiva, juntamente com o

fato de H ter dimensao finita. O

Proposicao 2.2.11. Sejam H uma dlgebra de Hopf e F : H ® H — Homy(H*, H)
definida por F(a ® b)(p) = p(a)b para todo a,b € H e p € H*. Entio F € uma aplicagdo

linear, injetiva e, quando H ¢ de dimensao finita, F € bijetiva.

Demonstracao. Analogo ao Lema 1.2.6. O]

2.3 Elementos tipo grupo

Dedicamos esta secao a definicao e propriedades basicas dos elementos tipo grupo,

devido a importancia que ele tera nos capitulo 3 e 4 desse trabalho. Poderiamos tomar
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esse elemento sobre uma codlgebra, porém vamos usar a estrutura de algebra de Hopf de

forma geral, portanto no que segue H denota uma algebra de Hopf H = (H, m,u, A, ¢, S).

Definicao 2.3.1. Um elemento a € H, a # 0 é chamado um elemento tipo grupo
se Ala) = a ® a. Denotaremos G(H) = {a € H/A(a) = a ® a} como o conjunto dos

elementos tipo grupo de H.

Na observagao abaixo, mostraremos algumas propriedades a respeito de elementos

tipo grupo.
Observagao 2.3.2.

1. Se a é um elemento tipo grupo, entao £(a) = 1. De fato, suponhamos a € H um
elemento tipo grupo, entao pela propriedade da counidade temos que £(a)a = a,

como a # 0, e(a) = 1.
2. Desde que ¢ é k-linear, se ¢(a) = 1 para a € H, entao a # 0.

3. Seja a € H um elemento tipo grupo, entao S(a) é um elemento tipo grupo que é o
inverso multiplicativo de a. De fato, vamos primeiramente mostrar que S(a) € H
é¢ um elemento tipo grupo de H. Como & é um anti-homomorfismo de coalgebras,
temos: A(S(a)) = (S®@S)(10A(a)) =S(a)®@S(a) e e(S(a)) =e(a) = 1. Logo,
S(a) é um elemento tipo grupo de H. Agora, usando 2.2, aS(a) = ¢(a)l = S(a)a.
Assim, como £(a) = 1 quando a é elemento tipo grupo, temos que S(a) é o inverso

multiplicativo de a.

4. O conjunto G(H) é um grupo sobre a multiplica¢do. De fato, desde que 15 € G(H)
e a associatividade é herdada de H, e ainda, pelo item acima a™! = S(a) € G(H),
resta mostrarmos que G(H) é fechado para a multiplicagdo. Mas, se a,b € G(H)
entdo A(ab) = A(a)A(b) = (a®a)(b®b) = ab® ab e e(ab) = ¢(a)e(b) = 1. Logo
abe G(H).

Proposicao 2.3.3. G(H) forma um conjunto linearmente independente em H.

Demonstra¢ao. Suponhamos que G(H) nao seja linearmente independente. Considere
n o menor nimero natural para o qual existem g, g1, ...,g9, € G(H) elementos distintos

tais que g = Z Aig; para alguns escalares )\;. Claramente, todos os A; sao nao nulos e

i=1n
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g1, ---, §n S20 linearmente independentes pois de outra forma, teriamos uma combinagao
linear com menos que n elementos tipo grupo. Se n = 1, entao g = A\1g; e aplicando &
obtemos A\ = 1, logo g = ¢g; uma contradi¢ao. Assim, tomemos n > 2. Aplicando A na
relacao g = Zi:m Aigi obtemos: ¢ ® g =" | \;g; ® g, substituindo g, temos
Z AiNjgi @ g5 = Z Aigi @ gi,

i=1

ij=1
segue-se disso que A\;\; = 0 para i # j que é uma contradigao. O]

Para o préximo resultado, lembre que:

Algy(H,k) ={f : H — k| f é um homomorfismo de k-dlgebras}.

Proposicao 2.3.4. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita, entao G(H*) =
Alg]k(H, ]k)

Demonstragao. Seja f € H*. Entao f é um elemento tipo grupo se Ay«(f) = f® f e
eg+-(f) = 1. Da definigao de codlgebra dual, Ay« (f) = f ® f < f(ab) = f(a)f(b), para
todo a,b € H e ainda ey«(f) = f(1y). Portanto, f € G(H*) se e somente se f é um

homomorfismo de dlgebras de H em k.

2.4 Integrais

Os elementos integrais poderiam ser definidos sobre bidlgebras, porém como nosso
interesse é defini-los como ferramenta de estudo para obtencao de resultados que envolvem
antipodas, vamos defini-los somente sobre H, uma algebra de Hopf de dimensao finita
sobre o corpo k. Nesta secao veremos propriedades que os elementos integrais possuem
e alguns exemplos, além de definirmos agoes que serao utilizadas no decorrer do texto.
Encerramos esta secao, e consequentemente, o capitulo com o Teorema de Larson-Sweedler
que nos diz que a antipoda é bijetiva quando H é de dimensao finita. Para maiores detalhes

dessa segao ver [R], [Sc] e [S].

Defini¢ao 2.4.1. Uma integral a esquerda (respectivamente & direita) de H é um

elemento A € H que satisfaz ak = e(a)A\ (respectivamente Aa = e(a)A), para todo a € H.
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Denotamos o conjunto de integrais a esquerda de H por Z;(H) e o conjunto de

integrais a direita de H por Z.(H).
Proposicao 2.4.2. Os conjuntos T;(H) e Z,(H) sao ideais bilaterais de H.

Demonstracao. De fato, vamos mostrar que Z;(H) = {A € H, aA = €(a)A, YV a € H}
¢ um ideal de H. Primeiramente, note que Z;(H) é um k-subespaco vetorial de H, pois

para quaisquer Ay, Ay € Z;(H) e k € k, temos
a(A1 +ANy) = a4+ als =ce(a)A +e(a)Ay = e(a)(Ay + Ay),
a(kA1) = (ak)A; = e(ak)A; = e(a)kA; = e(a)(kAy),

para todo a € H, logo Ay + Ay € Z)(H) e kA, € Z)(H). Além disso, como mpy(a ® A) =
al = e(a)\, para todo a € H e A € Z;(H) temos que e(a)\ € Z;(H) e assim, Z;(H) é um
ideal & esquerda de H. Também my(A ® a) = Aa € Z;(H), pois para todo b € H, temos

b(Aa) = (bA)a = (¢(b)A)a = £(b)(Aa),

logo, Aa € Z;(H). Portanto, Z;(H) ¢ um ideal bilateral de H. Analogamente, mostra-se
que Z, é um ideal de H. O

Observagao 2.4.3. Note que uma integral a esquerda (respectivamente a direita) ndao

nula de H gera um ideal unidimensional a esquerda (respectivamente a direita) de H.

Lembremos que quando H é de dimensao finita, a counidade para a bidlgebra dual
H* é dada por: eg«(p) = p(1) =< p,1 >, para todo p € H*. Cabe notar que estamos
induzindo uma notagao bastante usual da algebra linear: se f € V*ev € V entao < f,v >
denota f(v). De agora em diante e até o fim desta dissertagao vamos usar qualquer uma

das notacoes, sem aviso prévio e conforme a conveniéncia. Podemos definir também:

Defini¢ao 2.4.4. Uma integral a esquerda (respectivamente a direita) de H* € um
elemento A € H* tal que p\ =< p,1 > X (respectivamente \p =< p,1 > \), para todo
pe H”.

Do mesmo modo feito aos conjuntos de integrais de H, denotamos o conjunto
de integrais a esquerda (respectivamente a direita) de H* por Z;(H*) (respectivamente
Z.(H*)). Também aqui temos que Z;(H*) e Z.(H*) sao ideais de H* e que uma integral
nao-nula a esquerda (respectivamente a direita) de H* gera um ideal unidimensional a

esquerda (respectivamente a direita) de H*.
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Definicao 2.4.5. Definimos acoes de H em H* por

(a > p)(b) =plba) =<p,ba> e (p<a)(b) =plab) =< p,ab >

e ainda acoes de H* em H por

p—a=auwpla) =aq) <pae > ¢ a—p=plag))ae =<p,aq) > a@),

ondep e H ea,be H.

Ficara implicito que a multiplicacao entre elementos de H* é o produto de con-
volucao representado por * e dado na Secao 1.2.
Seja H uma algebra de Hopf de dimensao finita, entao existe um isomorfismo linear

f:H — H* tal que

flab) = f(b) < S(a) e fla=p)=fla)p (2.4)

para a,b € H e p € H*, conforme Teorema 8.4.2 encontrado em [R] pagina 271. Aqui
discutiremos as implicagdes das equagoes (2.4). Os elementos correspondentes a identidade

multiplicativa de H e H* sobre o isomorfismo f serao a base de nossa analise.
Seja A = f(1) e A = f~!(e), entao f(a) = f(a-1) = f(1) < S(a) =X < S(a) e
f(A —p) = f(A)p = ep = p nos mostram que

fla)=A=<8(a) e [(p)=A<p

para todo a € H e p € H*, entao usando estas equagoes para reescrever a = f~(f(a)) e

p= f(f'(p)) obtemos

a=AN—AN<S8) e p=A<S(A~—p) (2.5)

para a € H e p € H*. Em particular, tomando a = 1 e p = ¢ deduzimos

1=A~X e e=X=<S(A) (2.6)

Aplicando € em ambos os lados da primeira equacao de (2.6) e aplicando a segunda

equagao de (2.6) em 1, temos
I=¢e1) = e(A=2)=e(MAm)A2) = MAweh@)) =< A A> e
I1=¢(1) = A<SA)1)=XSA)1) =< \,S(A) >.



38

Assim vale a seguinte igualdade

< AMA>=1=<\SA) >. (2.7)

Vejamos que A é uma integral a direita de H* e A é uma integral a esquerda de H. De

fato, para todo p € H* e para todo a € H temos

Ap=f()p=f(l=p)=<p1>f(l)=<p,1>X e

flah) = f(A) < S(a) = e < S(a) = e(a)e = f(e(a)A),

entao concluimos que A é uma integral a direita para H* e como f ¢é injetiva, A é uma
integral a esquerda de H.

Vejamos agora que
dim Z.(H*) < 1. (2.8)

Suponhamos que X € Z.(H*), entao X' = f(a) para algum a € H, jd que f é sobrejetiva.
Entao para todo p € H* temos N'p =< p,1 > X =< p,1 > f(a) = f(< p,1 > a). Por

outro lado, N'p = f(a)p = f(a — p). Assim, como f é injetiva concluimos que:

a+—p=<p,1>a paratodopée H".

Aplicando € em ambos os lados desta dltima equagao, vem que < p,a >=< p,1 > £(a)
para todo p € H*. Portanto, a = ¢(a)l, aplicando f em ambos os lados, vem que
f(a) =¢€(a)f(1) o que significa que N = g(a)A. Assim, se existir uma integral nao nula a
direita de H*, ela gera todas as outras integrais a direita de H* e dim Z.(H*) = 1, caso
uma tal integral nao exista, entao dim Z,.(H*) = 0.

Com estes comentarios estabelecidos podemos enunciar agora o seguinte teorema:

Teorema 2.4.6. Suponha H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita com antipoda S

sobre o corpo k. Entao:

(a) Os ideais das integrais a esquerda e integrais a direita de H e de H* sao unidimen-

S10Na1S.

(b) Suponha que A € uma integral a esquerda ou a direita nao nula de H e que \ € uma

integral a esquerda ou a direita nao nula de H*. Entao < A\, A ># 0.

(¢) Suponha que A é uma integral a esquerda de H e A € uma integral a direita de H*

tal que < \,A >=1. Entao:



(d)

(e)
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(1) A= (A<S(a)) =a e A< (S(A ~—p)) =p para todo a € H e p € H*.

(i) A= A=1¢e\ < (S(A)) =e.

Suponha que A € H € uma integral a esquerda ou a direita nao nula de H. Entdo
(H,~) é um H*-mddulo livre a direita e (H,—) é um H*-mddulo livre a esquerda

com base {A}.

Suponha que N\ € H* é uma integral a esquerda ou a direita nao nula de H*. Entdo
(H*, <) é um H-mddulo livre a direita e (H*,>) é um H-mddulo livre a esquerda

com base {\}.

Demonstracao. (a) Mostramos em (2.8) que dim Z,.(H*) = 1. Para completar a prova

(b)

basta entao notar que o ideal das integrais a esquerda de H é o ideal das integrais a
direita de H? e que H ~ (H*)*. Assim o ideal das integrais a esquerda, ou integrais
a direita, de uma &dlgebra de Hopf de dimensao finita H, pode ser identificado com

o ideal de integrais a direita de H*.

Vimos em (2.7) que < A, A >%# 0 no caso em que A é uma integral a direita de H*

e A é uma integral a esquerda de H. Para generalizar observe que
L(H*) = L(H), L(H”)=ZL(H"") =1.(H),
L((H™)") = Z.(H") e Z.((H*")") =TL((H?*P)") =I1,(H").

Assim, supondo que A # 0 é uma integral a esquerda ou a direita de H e que A # 0 é
uma integral a esquerda ou a direita de H*, entao A é uma integral a esquerda de H
e A é uma integral a direita de H*, onde H é uma das algebras de Hopf H, HP | H?

ou HP <P,

J& mostramos em (2.5) e (2.6) que os itens (i) e (ii) sdo vélidos para o caso especial
onde A e A s@o definidos por f(A) =€ e f(1) = A. Agora suponhamos que A’ € Z; e
N € T, satisfaz < M, A’ >=1. Como A’ = aA e X = B\ para algum «, § € k, pela
parte (a), segue que < N, A’ >=1S<a\fA>=1S af < \NA>=1<af =1

Portanto ambos os itens (i) e (ii) sdo vélidos para A" e .

Como H é de dimensao finita, (H, <) é um H*-mddulo livre a direita com base {A}

e (H*,<) ¢ um H-mdédulo livre a direita com base {A}, onde A é uma integral a
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esquerda nao nula de H e A é uma integral a direita ndo nula de H* pela parte (a)
e por (2.5). Podemos usar a demonstragao feita na parte (b) para mostrar que (d)

e (e) se reduzem a estes casos especiais.

Vejamos a seguir um exemplo.

Exemplo 2.4.7. Seja H = H,,, a 4lgebra de Taft de dimensdao n? sobre o corpo k dada

no Exemplo 2.2.4, entao

Il(H):k(Z_:gjm”_l) e IT(H):k(z_:qjgjx”‘l)

Vejamos primeiramente que os elementos A; = > g/z" L e A, = Y ¢?g/2" ! sao de fato

integrais a esquerda e a direita respectivamente.

n—1 n—1 n—1
vl = Y xga" =) fgea" =D gdga" =0=c(x)A e
=0 Jrary Jrary
n—1
gAl _ Zggjxnl Zgznl_lkzgznl )Al
=0

Como z e g geram H, , como algebra e € é homomorfismo de algebras segue que para
todo h € Hn,qa hAl = €(h)Al

Da mesma forma, para todo h € H,,, temos que A.h = ¢(h)A, pois

Az = qugjxn =0=c(z)A, e

Ag = quwnlg—quq“ qu“ gt = Zq“ st
= 1qugjx”_1:5(g)/\r.
=0

Observemos que:

n—1 n—1 n—1
Mg = ) ga"lg=> ¢q¢" Zq Y = g e =g,
=0 j=0 J=0

ou seja, Ay € Z,.(H).
Por fim, como a dimensao de H ¢ finita, entao pelo Teorema 2.4.6 parte (a),

dim T;(H) = 1, além disso 0 # A, € Z;(H) entao segue que A; gera Z;(H). Da mesma
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forma, vé-se que A, gera Z,(H).

Definicao 2.4.8. Uma dlgebra de Hopf unimodular é uma dlgebra de Hopf de dimensao
finita tal que I; = Z,.

Exemplo 2.4.9. Seja G um grupo e H = kG, a algebra de grupo, entao Z;,(H) = Z.(H) =
k(Y g). De fato, suponha que h = > A\je, € Z;(H), entao temos efh = e(es)h para
geG geG
todo e € H. Como £(ef) = 1k, para todo ef € H temos que egh = h. Por outro lado,
erh =er > Ageg = > Ageyg = > Ap-14e4. Logo Ap-1, = A, para todo g, f € G o que
gelG geqG geG

implica que existe k € k tal que \; = k para todo g € G. Portanto Z;(H) = k() g). De
geG

forma andloga Z,.(H) = k(> g). Portanto kG é uma &lgebra de Hopf unimodular.

geG

Finalizamos este capitulo com o bem conhecido Teorema de Larson-Sweedler que

fornece condigoes suficientes para que a antipoda seja bijetiva.

Teorema 2.4.10 (Larson-Sweedler, 1969). Seja H wuma dalgebra de Hopf de dimensao
finita sobre k, entdo S € bijetiva e S(I;) = I,.

Demonstragao. A parte (¢)-(i) do Teorema 2.4.6 implica que a antipoda de uma algebra
de Hopf de dimensao finita sobre um corpo é bijetiva. Basta ver que S é injetiva. De fato,
se S(a) = S(b) entao por (c)-(i) obtemos a = A — (A < S(a)) = A — (A < S(b)) = 0.
Seja h € Z;(H) entao S(h)a = S(h)S(S7(a)) = S(S7(a)h) = S(e(S a))h) =
S(e(a)h) = e(a)S(h), para todo a € H, logo S(h) € Z,(H). Agora seja t € Z,(H), entao
aS7H(t) = §7H(S(a)STH(t) = §7H(tS(a)) = ST (e(S(a)t) = ST (e(a)t) = (a)STH(D),
para todo a € H, logo S7!(t) € Z;(H), ou seja, t € S(Z;(H)). Portanto, S(Z;) =Z,. O

Observacao 2.4.11. Da mesma forma, S(Z,) = Z;. Além disso, como a dimensdio é

finita, H* € uma dlgebra de Hopf e entao o resultado vale também para integrais de H*.



Capitulo 3

A S?2 DE UMA ALGEBRA DE
HOPF QUASE TRIANGULAR

Comecamos este capitulo buscando uma condicao suficiente para S? ser interno,
onde § ¢ a antipoda de uma algebra de Hopf qualquer. A seguir, definimos uma algebra de
Hopf quase triangular e damos alguns exemplos importantes como a algebra de Sweedler e
o Duplo de Drinfeld. Estabelecemos também algumas relagoes com a defini¢ao e resultados
acerca da antipoda de uma algebra de Hopf quase triangular. O principal resultado sera
o teorema que afirma que se (H,R) é uma dlgebra de Hopf quase triangular entao S? é

interno. A principal referéncia para a construgao deste capitulo foi o artigo [R1].

3.1 Uma condicao suficiente para S? ser interno

Tomando H uma algebra de Hopf com antipoda S sobre o corpo k, apresentamos

lguns 1 iliara b digoes, S? é i i 5
alguns lemas que nos auxiliarao a provar, que sob certas condigoes, ¢ mterno, 1sto e,
S%(a) = uau™! para todo a € H, com u € H. Neste caso, S serd bijetiva. Seguiremos

omitindo o simbolo de somatoério ao usarmos a Notagao Sigma.
Lema 3.1.1. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S sobre o corpo k, entdao

(1) Para a,h € H, a equagao
a<lh= S(h@))a h(l)

define uma ac¢dao maodulo a direita de H sobre si mesma.

(ZZ) Para todo a, b eH vale S((S(a(l)))(2))b(S(a(1)))(1)a(2) == 82(a(1))b8(a(2))a(3).
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(¢4i) Para todo a,b € H vale S*(a)b = (b < S(a)))a)-
Demonstracao.

(i) Segue facilmente pela k linearidade de A e S que

ad(h+g)=a<h+a<g e (a+b)<h=a<<h+b<h

para todo a,b,g,h € H. Também a <1 =S8(1)al =a, pois A(l)=1®1eS(1) =1.

(17) Desde que & é um anti-homomorfismo de codlgebras, pela Proposi¢ao 2.2.2 parte (ii),

temos para todo a € H que (S(a))1) ® (S(a)) @) = S(a@)) @ S(aq)), assim

S((S(aw))@)b(S(am))mae) = S((S(an))b(S(aw))as = S*(aw))bS(a@)as),

para todo a,b € H.

(77i) Para todo a,b € H temos

SQ(CL)Z) = Sz<a(1)€(a(2)))b = SQ(CL(l))b 8(&(2))1 (pOl" 2.2)
= 82((1(1))[) S(CL(Q)<1))CL(2)<2) = 82(a(1))b S(a(g))a(g) (pOI" item (ii))
= S(S(a))@b (Slew))mae) (por item (i))

= (b<aS(am)))aw)-

No préximo lema usaremos a notacao fixada no Exemplo 1.2.4.

Lema 3.1.2. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S sobre o corpo k. Suponha que
X =Y X,® X' € H® H satisfaz A“P(a)X = X(A(a)) para todo a € H. Entio se
r=> 8(X)X;, tem-se:

(i) v <a=¢(a)z;
(ii) S*(a)x = za, para todo a € H.

Demonstragdo. (i) Desde que X = > X; ® X' € H® H satisfaz A“?(a)X = X (A(a)),
temos

Z a2)X; ® an X' = Z Xia) ® Xia(Q),

para todo a € H. Aplicando idy ® S em ambos os lados da equacao acima, trocando

tensores, e entao multiplicando, isto é, aplicando m o 7 o (idyg ® S) obtemos
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> SlamXNapX; = Y S(X'aw)Xian) (pela Prop. 2.2.2 (i)
Y S(X)S(am)apXi = D Sla)S(X)Xaq  (pela2.2)
D S(XNe(@)1X; = Saw) () S(X")Xi)aq)
ela)r = Slag)r aw),

ou seja, usando a notagado do Lema 3.1.1 (i), temos

r < a=c¢c(a)r paratodoa€ H.

(ii) Para todo a € H, temos
S*(a)r = (z<8(am))ae (pelo Lema 3.1.1 (iii))
= (e(S(aw))r)ag  (por (i)
= (ela@y)x)ag) (pela Prop. 2.2.2 (ii))

= xe(ap))ap) = za.

]

A préxima proposicao apresenta condicoes necessarias para S? ser interno e conse-
quentemente S ser bijetiva. Se H for de dimensao finita, S é bijetiva, conforme o Teorema
de Larson-Sweedler que apresentamos em 2.4.10, no entanto, a proposi¢ao a seguir nao se

restringe ao caso de dimensao finita.

Proposicao 3.1.3. Suponha que H € uma dlgebra de Hopf com antipoda S sobre um corpo
k. Suponha além disso, que R = Y R, @ R € S(H) ® H tem um inverso em H ® H
e que A“P(a) = R(A(a))R™! para todo a € H. Entio u = Y. S(RY)R; € invertivel e

S§%(a) = wau™' para todo a € H. Em particular, S € bijetiva.

Demonstragio. Como existe R~ € H ® H, escrevamos R~ = > U; ® U?. Da hipGtese
temos R (A*P(a)) = (A(a))R ™! para todo a € H, entao

> Usaey ® Uagy = Y JanU; @ ag U,

Aplicando 7 a ambos os lados vem que

> Uawy @ Ujap) =Y apl’ @ amU;,

para todo a € H. Escrevamos agora v =y S(U;)U?, entao pelo Lema 3.1.2 (ii) tem-se:
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S*a)u=ua e S*a)v=va, (3.1)

para todo a € H.

Além disso, R"!'R =1® 1 e assim decorre que,
Y UR@UR = 191
ZS UR)QUR = S(1)®1

(aplicando (S ® idy))
(pela Prop. 2.2.2 (i))
ST SR )QUIR = 1®1 aplicando m)
Zs UHU'R" = 1
ZS WwRY =1

D S(R)S* R = 1

Y SS(RHR)v = L.

definigao de v)

por (3.1))
pela Prop. 2.2.2 (i))

(
(
(
(

Portanto,

S(u)v = 1. (3.2)

Desta tultima equacao, nota-se que v tem uma inversa a esquerda. Com isso é
possivel mostrar que S é injetiva. De fato, seja S(a) = S(b), a,b € H, entao S*(a)v =
S§?%(b)v, pela equagao (3.1) vem que va = vb, assim como v tem inversa a esquerda por
(3.2) tem-se a = b para todo a,b € H.

Agora, como R € S(H)®H por hipétese, u = > S(RY)R; € S(H), assim u = S(w)
para algum w € H. Desse modo, usando as equagoes (3.2) e (3.1) respectivamente, segue
que: 1 =S8(u)v = §*(w)v = vw. Ou seja, v tem inversa também & direita. Como v tem
inversa pelos dois lados e (S(u)v)w = S(u)(vw) temos que S(u) = w = v~!, ou seja, v é
invertivel.

Deste tltimo resultado e por (3.1) decorre que S?*(a) = vav~! para todo a € H.
Em particular S ¢ bijetiva. De fato, para todo a € H, existe b € H, b = S(v"'av) tal que
S) = S(S(vtav)) = S*(vtav) = v(vlav)v™! = a. Isso nos diz que S é sobrejetiva,
que era o que nos faltava verificar.

Como S é bijetiva, u também ¢é invertivel. De fato, como § é bijetiva, existe
S~ aplicacdo inversa da antipoda S, que cumpre as mesmas propriedades que S, assim
aplicando S~! na equacio (3.2) temos que S~ (v)u = 1, também podemos aplicar S~ na

equacao vw = 1, e entao temos que
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Stow)=811) & S Hw)SHv) =1 uS  (v) = 1.

Assim u ¢ invertivel com inversa u~! = §7!(v). Pela equacio (3.1) temos S*(a) = uau™!

para todo a € H e a demonstragao estd completa. O

3.2 Algebra de Hopf Quase triangular

Iniciamos a se¢ao apresentando duas definigbes aparentemente distintas para
algebras de Hopf quase triangulares, em seguida, mostramos a equivaléncia entre elas.
Com isso, nos concentraremos na antipoda de uma algebra de Hopf quase triangular,
mais especificamente nesta secdo, em S?. Mostraremos que as hipéteses da Proposicao
3.1.3 sao satisfeitas sempre que tivermos uma &lgebra de Hopf quase triangular (H,R)
com antipoda S sobre o corpo k, sendo assim, temos sempre S? interno e S bijetiva.

Algumas referéncias gerais desta se¢ao sao [I] [Majl, [R], [R1].

Definicao 3.2.1. Uma dlgebra de Hopf quase triangular sobre um corpo k é um
par (H,R) onde H é uma dlgebra de Hopf sobrek e R =Y. R; ® R* € H® H satisfaz:
(QT1) DAR)OR =Y R, ®R;  R'RY;

(QT2) >R @ A(R) =Y RR; @ RI @ RY;

(QT:3) T e(RIR! =

(QT4) L Rie(R) = 1;

(QT.5) (A®P(h))R = R(A(h)), para todo h € H.

No que segue apresentamos uma outra versao, também conhecida na literatura
da definicao de algebra de Hopf quase triangular para, em seguida, provarmos que tais
defini¢oes sao de fato equivalentes. Esta outra definicao é encontrada, por exemplo, em

[Dri] em outro contexto.

Definigao 3.2.2. Um par (H,R) que consiste de uma dlgebra de Hopf H sobre o corpo
k e um elemento invertivel R € H ® H serda chamado uma dlgebra de Hopf quase
triangular se R = Y. R; ® R satisfaz as sequintes equagoes:

(QT.1") (A®id)(R) = R13Ras;

(QT.2) (id® A)(R) = RygRa s

(QT.3") A“P(a) = RA(a)R™* para todo a € H.

Onde R13, Ra3 € Ri2 sao elementos de H ® H ® H, dados da sequinte forma:
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Riz=» Ri®IOR, Raz=» 1R, ®R' e Rip=» RiOR @L

Tratemos de provar que tais definicoes sao equivalentes. Antes porém, um pouco
de notacao. Com intuito de simplificar a notacao, escreveremos R = R; ® R ao invés de
R =Y. R; ®R’, omitindo assim o simbolo do somatério, no entanto devemos sempre ter
esse somatorio em mente a cada passo em nossos calculos. Os préximos lemas mostram

com clareza de que forma as duas defini¢oes sao equivalentes.

Lema 3.2.3. Sejam H uma dlgebra de Hopf sobrek e R = R; @ R' € H® H, entdo:
(1) (QT.1) € equivalente a (QT.1°);
(17) (QT.2) € equivalente a (QT.2°).

Demonstragdo. (i) De (QT.1’) temos (A ®id)(R) = (A ®id)(R; ® R") = A(R;) @ R*
(§] R173R273 = (Rl X 1 X Rl)(l X Rj X RJ) = ’R,@ &® Rj X RZRJ Assirn,

(A®id)(R) = Ri13Ra3 = A(R) QR =R, @ R; ® R'R.

(74) Do mesmo modo, desenvolvendo ambos lados de (QT.2’) temos
(dRA)R) = (A (R;OR) =R @A(R") e

R173R172 = (Rz R1I® RZ)(R] QR ® 1) = RiRj QR @R
Logo, (Zd X A) (R) = 7—\’,1737?,1’2 <~ Rz X A(Rl) = RZR] X Rj X RZ
[

Lema 3.2.4. Sejam H uma dlgebra de Hopf e R = R; Q@R € HRH, se R é um elemento

wnvertivel em H @ H entao

(1) (QT.1°) implica em (QT.3);

(i7) (QT.2’) implica em (QT.4).

Ou seja, sob essas hipdteses, e(R;)R' e Rie(R') sio idempotentes invertiveis.

Demonstragao. (i) Pelo Lema 3.2.3, (QT.1’) é equivalente a (QT.1), aplicando entao
(m®id) o (¢ ®id®id) em (QT.1) temos que
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e(Ri)Rizy @R’ = e(R)R; ® R'R’  (por (1.5) e Exemplo 2.2.5)
Ri®R = (e(R)®@R)(R; ®R), ou seja
R = (¢(R) @RHR.

Como R é invertivel, multiplica-se R~ & direita a ambos os lados desta ultima
igualdade, assim obtemos 1 ® 1 = ¢(R;) ® R, finalmente aplicando m a ambos os

lados obtemos (QT.3).

(7i) Analogo ao item (i).

[]

Com os Lemas 3.2.3 e 3.2.4 vemos que se (H,R) satisfaz a Defini¢ao 3.2.2, entao

também satisfaz a Definicao 3.2.1. Para a reciproca precisamos ainda do seguinte lema.

Lema 3.2.5. Suponha que H € uma dlgebra de Hopf e R € H ® H satisfaz as equagoes
(QT.1) e (QT.3), entio R € invertivel com inversa R~ = S(R;) ® R'.

Demonstrag¢ao. Primeiro, observe que (QT.3) implica que

Agorade (QT.1), A(R)®R" = R,@R,;Q@R"R’. Aplicando (m®id)o(S®id®id) obtemos
S(Ri1))Ri)®R' = S(Ri)R; ® R'R’. Do mesmo modo, aplicando (m®id) o (id ® S ®id)
em (QT.1) obtemos R;(1)S(Ri2)) ® R' = RiS(R;) ® R'R?.
Logo de (QT.1) e (QT.3) temos,
11 = S(RIR; @ R'R! =R, S(R;) ® R'R’
= (S(R)®R)(R; @R7) = (R; @ R')(S(R;) ®RY),  ou seja,
11 = (S(Ri) ®@RHR =R(S(R;) ® R).

Portanto, R ¢ invertivel e R™! = S(R;) @ R'. O

Dos trés lemas anteriores e mais algumas dedugoes imediatas, chegamos que as
definicoes dadas no inicio desta secao, sao equivalentes. No que segue, utilizaremos a
Definicao 3.2.1 por ser mais conveniente a nossos propositos.

Explicitaremos agora alguns exemplos de dlgebras de Hopf quase triangulares.
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Exemplo 3.2.6. Seja H uma algebra de Hopf cocomutativa e R = 1 ® 1, entao (H,R)
é uma algebra de Hopf quase triangular. Perceba que (QT.1), (QT.2), (QT.3) e (QT.4)
sao imediatos. Para satisfazer (QT.5) devemos ter: A“P(h) = A(h), para todo h € H,

mas como por hipétese H é cocomutativa, isto é sempre valido.

Exemplo 3.2.7. Seja H,, a algebra de Taft dada no Exemplo 2.2.4, suponha que a
caracteristica de k nao seja 2 e considere H = Hj 4, onde ¢ = —1. A élgebra de Taft neste

caso é conhecida como algebra de Sweedler. Para todo « € k, considere

1
Raz5(1®1+1®a+a®1—a®a)+%(I®$+x®a$+%®a$_w®”

Entao para todo o € k, (H,R,) é quase triangular, e mais ainda, se (H,R) é quase
triangular entao existe a € k tal que R = R,.

Com efeito, primeiramente note que R = R; ® R* € H ® H, onde

H=Hy, =k {a,z/a’=1,2° =0,ax = —xa),

ou seja, H tem dimensao 4 como k-espago vetorial, com base {1, a,z,ax}. Entdo R pode

ser gerado por até 16 diferentes elementos de H ® H, mais especificamente, é da forma:

R = k1) +hk(l®a)+ki(a®1)+ki(a®a)+ks(l@x)+ks(x @ 1) + kr(x @ x)
+ ks(1® ax) + ky(ar @ 1) + kip(ar ® ax) + ki1 (x ® ax) + ki2(ar @ ) + ki3(a @ ax)

+ kular ®a)+ kis(x ® a) + kigla® x), onde k; € k,i =1, ..., 16.

O préximo passo, ¢ verificar os cinco itens da Definicao 3.2.1 de algebra de Hopf quase
triangular e observar que forma R deve assumir. Note que como (QT.5) deve ser satisfeito
para todo h € H, entao basta que verifiquemos nos elementos geradores 1,a,x e ax.
Ora, A®P(1)R = RA(1) é sempre valido, ja para que A°P(a)R = RA(a) devemos ter

ks = kg = ks = kg = ki3 = k14 = k15 = k16 = 0, portanto o R procurado é reduzido a:
R = k(1®1)+k(l®a)+ki(a®]1)+ki(a®a)+ k(@) + kio(ar ® ax)

+ ki(x @ ax) + kp(ax @ x).

Falta verificar que A“P(z)R = RA(z) e A“P(ax)R = RA(ax) para completar o item
(QT.5). Deixaremos isso para mais tarde.

Para que R satisfaga (QT.3) devemos ter: ko = —ky e k1 +k3 = 1. E para satisfazer
(QT.4); ks = —kq € ky + ko = 1. Assim concluimos de (QT.3) e (QT.4) que ky +ky =1e
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kg = k5 = —k4. Logo,
R = k(1®1)+k(l®a)+k(a®l)—kla®a)+k(r®x)+ kiolaxr ® ax)

+ kn(r®az) + kpplar ® z).

De (QT.1) temos
® k:1:1ek2:k3:k4:k7:k10:k11:/ﬁg:O,enestecasoRzl(X)lou

o ki =ky=ks= %,/@; = —%,k7 = k11 e kip = —k12 e neste caso,

1
R = 5(1®1+1®a+a®1—a®a)+k7(x®a:)+k10(ax®ax)+k7(:c®a:c) —kio(ax®).

Se R = 1® 1 entdo terfamos de (QT.5) que A*P(h) = A(h), para todo h € Hy_4, 0
que nao ocorre pois a algebra de Taft nao é cocomutativa. Com a segunda opgao, vemos
facilmente que (QT.5) é vélido em todos os geradores de H. Finalmente, usando (QT.2)
obtemos que k7 = kyo e entao, fazendo k7 = 5, € k temos que R = R, para algum

a e k.

Observacgao 3.2.8. Uma algebra de Hopf triangular sobre k é uma algebra de Hopf
quase triangular (H,R) sobre k, R = R; @ R € H® H, onde R™! = R? ® R;, ou seja,
R1=71R.

Exemplo 3.2.9. As dlgebras de Hopf quase triangulares (H,R,) do Exemplo 3.2.7 sdo

triangulares. Para mostrarmos que R,R,' = R,;'R, =1® 1, onde R = 7R, denote-

mos
1
X = 5(1®1+1®a+a®1—a®a),
a
Yy = §(x®x+x®ax+ax®ax—ax®x) e
«
Z = §(x®x+ax®x+ax®ax—x®ax),

Assim R, = X 4+ Y e ainda,

X-X = 191,

o
Z(x@x—l—ax@x—irax@ax—x®ax+x®ax+a$®ax+ax®x—m®x

+ wrx®@r+rRr+rRar—arRar —arRar —r @ ar —r T+ ar Q@ x)

X-Z

= %4(ax ®x) = alar ® x),
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%(x@x—x®aa:—ax@x—aa:@ax+x®ax—x®x—ax®ax—ax®x

Ar®ar —arRr—rRar —rQr—ar@r+ar®@ar+rQr+1r® ax)

Z(_4)(ax ®zx) =—alar ).

facil ver que Y - Z = 0 ® 0 ja que 2 = 0. De modo inteiramente andlogo

«
4
A Rr+ar@ar+rRar —rQr —ar®ar —ar@r —r QT+ R ax)

(rRr+rRartar@ar—ar+rRaw+rr+ar@r —ar @ ar +

%.4@ ®ar) = a(x ® ar),

%(m@x—x®ax—ax®x—ax®ax+ax®x—ax@ax—x@x—x@ax—l—

ArRar —arRr —rQ®ar —r®r—rRar+r @+ axr ® ar + ar @ x)
%.(—4)($®am) = —a(r ® ax),

0®0.

Logo, Ro (X +2)=(X+Y)(X+2)=1R1e(X+Z) Ro=(X+2)- (X+Y)=1®1

e assim temos R;! = X + Z = 7R, é o inverso de R,,. Portanto, (H, R,) é uma algebra

de Hopf triangular.

Um exemplo muito importante dentro das algebras de Hopf quase triangulares é o

Duplo de Drinfeld. Com ele, conseguimos ver que toda algebra de Hopf de dimensao finita

pode ser imersa em uma algebra de Hopf quase triangular. Para isto, antes precisamos

definir as agoes:

Definicao 3.2.10. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda bijetiva e sejam a € H e

p € H*. Entao:

(1) A agdo coadjunta a esquerda de H em H* € dada por

a—p=aq) = p < S_l(a(g));

(13) A agdo coadjunta a direita de H em H* é dada por

p4—a = 571(%)) =D < ag),

onde = e < sao as agoes definidas em 2.4.5. Assim temos para todo b € H
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<a—p,b>=< p,S_l(a(g))ba(l) > e <p4ab>=<p,ambS (aq) > .

Analogamente, invertendo as flechas, temos as agoes a esquerda e a direita de H* em H,

dadas por

p—a=py —a~— () (pe) e a+p=(S)"(pa) = a ppa),

onde as agoes — e — de H* em H sao as dadas em 2.4.5. Assim temos que

p=a=<pagS (o) >ap e asp=<pS (az)a) > ap).

Exemplo 3.2.11. Seja H uma &lgebra de Hopf de dimensao finita sobre um corpo k.
Temos que o k-espago vetorial D(H) := (H*)*“? ® H, denotado por (H*)*? <t H é uma

algebra de Hopf com a seguinte estrutura, dados p,q € H* e a,b € H :

o mpm)(p > a,q>b) = plag)—qz) ™ (a@)“—qq))b;

® upy) =€ X lg;

Apm)(p < a) = p) X ag) @ pay > a);

[ ] ED(H) - €(H*)cop > 8;

Spuy(p > a) = (S(he) = S*(fu)) > (fig = S(hq)))-

Para mais detalhes sobre a demonstragao de que D(H) é algebra de Hopf ver [Ma]. Nosso
objetivo aqui é provar que D(H), conhecido como o Duplo de Drinfeld de H é quase
triangular. Para tanto, considere {h;} uma base para H, {h'} a base dual correspondente
de H*, comi=1,...,neescreva R = > " (e h;) ® (h' > 1). Note que R nao depende
da escolha da base. Com efeito, considere o isomorfismo ¢ : H @ H* — End(H) dado
por p( >, h; ® h)(a) = >, < h',a > h;, ¢ estd bem definida pois h; @ h' é base de
H ® H* e assim ¢ é estendida linearmente a todos os elementos de H ® H*. Perceba
que para todo a € H temos ¢( Y., h; ® h')(a) = >, < h',a > h; = a = id(a), ou seja,
¢ =Y .h; ® h' é o correspondente de idy via este isomorfismo. Logo podemos escrever
R=e®c®l1.

Vejamos primeiramente que R, definido acima, é invertivel. Seja
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entio temos:
RT = (epah;®@h'oal)(exaS(h;) @ W pal)
= ZJ: (e < hy)(eg+ = S(hy)) @ (A 1)(B 1)
_ Z Dy =€) > (7)) “=€)S(hy) @ I (1= (W) 2)) b (1= (1) (1)1
_ Ze D) @)e >4 (h) @S (hy) @ h' (W) ) b e (W) )1

—Zeth ) @ B'hY a1

Note que Y, - h;S(hj) ® h'h? = 1 ® ¢ pois, para todo a € H, temos

<Zh8 Y@ hHW id@a> = ZhS )@ < h'h a4 >
= ZhS ) < Bl agy >< b a@ > ®1
= Z<h’ ) > hi Y < W a@) > S(hy) @
= a(l)S Z<h],a(2)>(hj))®1
J

= a(l)S(a(Q)) ®1= 6(&)1 ®1=1 ®5(a)

= <1®eid®Ra>.

Assim, segue-se que

RT = = (ex1)®(ex1)=1pm ® lpm) = lpmenmr)-

De forma andloga, mostra-se que T'R = 1p(mep(m), portanto T' = R~!. Agora, usando a

Defini¢ao 3.2.1, vamos mostrar que D(H) é quase triangular. Por um lado,

e, por outro,

RORQRR =exihi@exh; @R x1) (W xl)=exih;®e>xh; @hh 1.

Para mostrarmos que ambas as expressoes acima coincidem, devemos mostrar que
>oi(hi)) @ (hi)) @ B = 32, hi @ hy @ BB Com efeito, tomando p,q € (H*)“? ar-

bitrarios, temos por um lado,
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Z <p®qRidy, (hi)a) @ (hi)@) @bk > = < p,(h)q) > ® < q, (hi) @) > QR

:1®1®Z<pq,hi>hi
=1®1®pq
e, por outro

Y <pRq®idy,hi@h;@WH > =" <phi>®<qh;>hH
4,J 4,J

=1®10 Y <ph>hY <qhj>h
: i

=1®1®pg.

Logo, (QT.1) é valida. De forma andloga a (QT.1), pode-se verificar (QT.2). Desde que
R é invertivel, segue-se pelos Lemas 3.2.3 e 3.2.4 que valem (QT.3) e (QT.4). Assim para
que (D(H),R) seja uma algebra de Hopf quase triangular resta apenas verificar (QT.5).
Precisamos mostrar que A% D(H )(p > a)R = RAp)(p > a), para todo p <1 a € D(H).

Por um lado,
Ably (P a)R = (pr) > a@) ® pez) > aqy) (e 03 hi @ ' pa 1)
= (p(l) > a(g))(e D> hz) (24 (p(z) D> a(l))(hi > 1)
= pe > (S71(e) = ag) “— e)hi ® pyhiy) 1 (S (hiy)) = aq) = hiz)]
= pa) X< g, a6 >< €, a(4) > a(5)hi ®p(2)h22) DI S_l(hél)), a3y >< h%S), a1y > Q)

= pa) X a(4)h,~ ®p(2)h22) DA< h%l),S_ ( ag )) > hZ (1) > a(2)-

Por outro lado,
RApmp>=a) = (exh; ® h' pa 1)(p2) > ay @ pay > a))
= (g > h;) (p2) > aqy) @ (R 1) (p1y > ag2))
= ep) X (ST pwy) = hi = pe))ag) @ h'pe) > (S (pay) = 1 p))ag)
=) <SS Hpy), hi@)>< pioy hiy> i) a)® h'pey<<S~(pay), 1>< pes), 1> a

=) X< ST (p2)), hiz) >< Py, higry > hi(2)a(1) ® h'p1) > ag).

Para vermos que ambos os lados coincidem, vamos aplicar as expressoes a que chegamos,

em (b®id ® ¢ ® id) para todo b,c € H, isto é suficiente porque

RApy(pr<a) € D(H)® D(H) ~ (H)*” @ H® (H*)* ® H.



95

Assim, por um lado

(A (Pa)R)(b®id® c® id) =
=< pa)y> ah; ®p(2)hé2) DA< h%l), S_l(a(g)) >< h (1)>a2), b ®id @ c ® id >
=< pay, b>> awyhi® <pea), ¢y ><hiy), ¢@)>< hﬁ)a S (ags)) >< higy, agqy >>< a
=< p,beay > awhi® < h",S’l(a(g))cQ)a(l) > G(2)
=< p,bcay > ap < hi,S_l(a( y)C@)any > h; @ 1>aa)
=< p, bey > a(4)3_1(a(3))c(2)a(1) ® 14 ag)

=<p, bC(l) >4 C(2)a(1) & 1 a(2)

e, por outro,

(RA pny(p<a))(b®id @ ¢ @ id) =
= < pe) X< ST D)), hig) >< Py higy > higyaa) © hipay X ae), b @ id @ ¢ ®@ id >
= < p3), b><P2), S (hiz)) > <Py, higy > hiyamy® <h', cay><p)y, c2) > ag)
=< P, b >< P2, S e) >< Py, ) > c@am® < Py, Cay > g
=< PSS (e@)beqy > c)an) @ 1 ag

=<p, bC(l) >D C(2)a(1) @ 1 a)-

Logo, (QT.5) é vélido para todo p =1 a € D(H), e portanto, a algebra de Hopf (D(H) é

quase triangular com o R dado.

Antes de enunciarmos o principal resultado deste capitulo, precisamos de mais um

lema.

Lema 3.2.12. Sejam H uma dlgebra de Hopf com antipoda S e R € HR® H que satisfaz os
itens (QT.2) e (QT.4) da Definicao 3.2.1. Entio S(R;) @ R' é invertivel em H @ H com
inversa S(R;) @ S(RY). Assim, se (H,R) for quase triangular, R; @ R’ = S(R;) @ S(R?).

Demonstragao. Observe que se vale (QT.4), temos que

1®1 = R;® E('Ri)l =R;® Ri(l)S(Ri@)) =R;® S(Ri(l))'Ri(g).

De (QT.2), aplicando (id ® m)(id ® id ® S) em ambos lados temos, R; ® R'1)S(R'(2)) =
RiR; ® RIS(R"). Do mesmo modo, podemos aplicar em (QT.2), (id ® m)(id ® S ® id),
obtendo R; ® S(R'(1)) R’ (2) = RiR; ®S(R’)R". Logo, juntando estas expressoes obtemos,
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1@ 1=R/R; @ R'S(R") = RiR; ® S(R?)R’ (aplicando S ® id)
=S(RiR;) @ R?S(R") = S(RiR;) @ S(R') R (pela Prop. 2.2.2 (i))
=S(R;)S(R:i) @ RZS(R') = S(R;)S(R;) @ S(R/)R'
=(S(R)) ® R7)(S(R:) ® S(R")) = (S(R;) @ S(R?))(S(Ri) @ RY).

Assim, conclui-se que S(R;) @R é invertivel com inversa S(R;)@S(R"). Agora, se
(H,R) é quase triangular entao por (QT.2) e (QT.4) vale o que acabamos de mostrar, ou

seja, 1@ 1 = (S(R;) @ RY)(S(R;) ® S(RY)), assim multiplicando R a esquerda, obtemos

Ri®R = (Ri®@R)S(R;) @R)(S(Ri) ®S(RY)).

Por outro lado, como valem (QT.1) e (QT.3), o Lema 3.2.4 nos diz que R ¢é invertivel,
com inversa R~ = (§(R;) ® R'), logo da equagao (2.4) temos

R=R;®R' =RR '(S(R) ® S(R")) = (S(R;) ® S(R")).

]

Finalmente, podemos enunciar o resultado principal deste capitulo, com ele garan-
timos que em toda algebra de Hopf quase triangular (H,R), a antipoda S de H é bijetiva.

O mais importante disso, é que S é bijetiva sem exigirmos H de dimensao finita.

Teorema 3.2.13. Suponha que (H,R) é uma dlgebra de Hopf quase triangular com
antipoda S sobre um corpo k. Escreva R = R; @ R' e seja u = S(R)R;. Entdio u

¢ invertivel e 8*(a) = vau™" para todo a € H.

Demonstra¢ao. Como por hipdtese, (H, R) é algebra de Hopf quase triangular segue-se
pelo Lema 3.2.12 que R € S(H) ® S(H) é um elemento invertivel que satisfaz A“P(a) =
RA(a)R™! para todo a € H. Logo todas as hipéteses da Proposicao 3.1.3 sao cumpridas,

donde se conclui a demonstracao. O]

Observagao 3.2.14. Seja (H,R) uma dlgebra de Hopf quase triangular, o elemento

u=S(R)R; que aparece no teorema é conhecido como o elemento de Drinfeld.
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3.2.1 Algumas Equivaléncias

E possivel estabelecer algumas equivaléncias com os itens da definicao de algebra
de Hopf quase triangular. Primeiramente vamos usar uma algebra de Hopf H qualquer,
depois supondo que H é de dimensao finita e que (H,R) é uma &lgebra de Hopf quase
triangular, veremos que as conclusoes dos Lemas 3.2.5 e 3.2.12 podem ser revisitados do
ponto de vista da élgebra de convolugao Homy(H*, HP). Além disso, mostraremos que

(QT.5) da Definigao 3.2.1 pode ser visto em termos de a¢oes de H-mddulos.

Para o que segue, fixemos a seguinte notacao: Seja H uma &algebra de Hopf sobre
o corpo k, j& vimos na Proposigao 2.2.11 que F': H ® H — Homy(H*, H) definida por
F(a ® b)(p) = p(a)b para todo a,b € H e p € H* é k-linear e injetiva e, quando H ¢é de
dimensao finita, F' é um isomorfismo.

Consideremos ainda, um elemento R =R, ® R' € H ® H e fixe f = F(R), neste
caso, [ : H* — H é tal que f(p) = F(R)(p) = p(R;)R' para todo p € H*. A seguinte

observacgao sera utilizada no préximo lema.

Observagao 3.2.15. A aplicagdo my € injetiva, pois

mk(k1®k2):0:k1k3220$k1:() ou kQZO,

logo k1 ® ko = 0. Além disso, my(p ® q) ® id é injetiva para todo p,q € H*. Com efeito,
seja © = Y a; ® b; ® ¢;, podemos supor {¢;}i—1,., linearmente independente. Entao
(mk(p ® q) ®id)(x) =00 = > pla)gb;) ®c; = 00 = > pla;)q(b;)c; = 0, para
todo p,q € H*. Como os ¢;’s formam um conjunto linearmente independente, temos que
> plai)q(b;) = 0, para todo p,q € H*, entdo p(a;) = 0 para todo p € H* ou ¢q(b;) = 0
para todo ¢ € H*. Assim, a; = 0 para todo ¢ =1,...,n ou b; = 0 para todo i = 1,...,n.

De qualquer modo, x = 0 como queriamos mostrar.

Lema 3.2.16. O elemento R satisfaz (QT.1) e (QT.3) se e somente se f é um homo-

morfismo de dlgebras.

Demonstragao. Vamos mostrar que se (QT.1) e (QT.3) sao vélidos entdo f é um homo-
morfismo de dlgebras. Note que f é k-linear, pois F' é k-linear. De (QT.1), tem-se para

quaisquer p,q € H*:
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AR)®R'=R; @ R; ® R'R’ (aplicando (my ® id)(p ® ¢ ® id))
P(Ri1))a(Riz)) ©® R'=p(Ri)a(R;) @ R'R’
(p*q)(R) @ R =1® p(R)Riq(R,)R?  (aplicando my)
(p* q)(Ri)R' =p(R:)R'q(R;) R’
fpxq)=[f(p)f(q).

Também tem-se usando (QT.3) que:

flup-(1x) = (ug-(1x)) (R)R' = e(R)R' = 1y = up(1i).

Portanto, f é um homomorfismo de algebras.
Por outro lado, se f é um homomorfismo de dlgebras, entao vale para quaisquer
p,q € H":
fpxq) = fp)f(q)
(P*)(RIR' = p(R)R'q(R;)R
1® (p*q)(RI)R' = 1@p(R)R'q(R;)R?
p*)(Ri) ®R" = p(Ri)qa(R;) @ R'R’
(Mo (p@q) o A)(R)BR = (m(p®q))(Ri ®R;) @ R'R
(Mo (p®q) ®idAR) @R = (mu(p®q) @id)R; @ R; @ R'R’.

Desde que pela Observagao 3.2.15 (myg o (p ® q) ® id) é injetiva, para todo p,q € H*, vale
(QT.1). Agora usando que f(uy+) = uy temos que

1y = up(le) = flug-(1k)) = (ug-(10))(Ri)R' = e(Ri) R,

segue-se que vale (QT.3). O

Do que acabamos de demonstrar, segue-se pelo Lema 3.2.5 que se f é um homo-

morfismo de dlgebras entao R ¢ invertivel.

Lema 3.2.17. Suponha que H é de dimensdo finita, entio R = R; @ R' satisfaz (QT.2)

e (QT.4) se e somente se f € um anti-homomorfismo de codlgebras.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que se (QT.2) e (QT.4) sao validos entdo f é um anti-

homomorfismo de codlgebras. De (QT.2), tem-se para qualquer p € H* que
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P(R)@AR) = p(RR;) @R @R

Assim, por um lado temos p(R;) @ A(R?) = 1 ® p(R:)A(R?) ~ A(p(R:)RY) = A(f(p)),
para todo p € H*. Por outro lado, usando a propriedade (1.6) dada na Proposigao 1.2.8

temos
P(RR) @R @R" = pu)(Ri)pe)(R;) @R @ R =1 pay(R;)R? @ p1y(R:i) R’
~ pe)(R)R @ pa)(R)R' = f(p@) ® f(pay)
= (e Nrlpe ®@po) = (f © f)TAu-(p),

para todo p € H*. Logo, vale Ao f = (f ® f) o7 o Ag«. Agora, usando a propriedade
(1.7) dada na Proposicao 1.2.8, de (QT.3) obtemos que

e(f(p)) = e(P(RIR') = p(Ri)e(R') = p(Rie(R")) = p(Lr) = en-(p).

para todo p € H*.
Reciprocamente, se f é um anti-homomorfismo de codlgebras tem-se, para todo

p € H* que

= [(pe) ® flpa)
= pe)(R)R? @ pa)(Ri)R’

Af(p

A(p(Ri)R!
1@ p(R)ARY) = 1®pe)(Rj)R! @ pay(Ri)R'
A(
A(R

p(Ri) ® A(R") = Py (Ri)pe)(R;) ® R @R
p(Ri) ®

(p ®idpon)(Ri @ A(R')

’L

T ¢ ¢ T ¢

)
)
)
)
) = p(RR) @R @R
)

= (p®idpen)(RR; @ R @ R).

Além disso, temos para todo p € H* que p(lg) = ex«(p) = e(p(R:)R") = p(Rie(RY)).
Observando que p € H* é arbitrario, segue-se imediato (QT.2) e (QT.4). O

Do que acabamos de demonstrar e pelo Lema 3.2.12, conclui-se que se f é um
anti-homomorfismo de coélgebras entdao S(R;) ® R tem inversa S(R;) ® S(R").

A partir de agora consideremos H de dimensao finita, neste caso vimos no Capitulo
2, pelo Teorema 2.4.10 de Larson-Sweedler que S é bijetiva e pelos Exemplos 2.2.8 € 2.2.6
que H* e HP sao algebras de Hopf. Assim, voltando na notacao fixada no inicio da

secdo, podemos considerar o isomorfismo F : H @ H — Homy(H*, H*P) que é definido
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da mesma forma que F. Supondo, além disso, que (H,R) é uma &lgebra de Hopf quase
triangular, entao podemos estabelecer as conclusoes dos Lemas 3.2.5 e 3.2.12 em termos
da élgebra de convolu¢ao Homy(H*, H*P). Antes porém, enunciaremos alguns resultados

auxiliares que nos levam a estas relagoes.

Lema 3.2.18. Seja (H,R) uma dlgebra de Hopf quase triangular de dimensao finita,
entio [ : H* — HP, dado por f(p) = f(p) = p(R)R’ para todo p € H* é um

homomorfismo de bidlgebras, ou seja, f € homomorfismo de dlgebras e de codlgebras.

Demonstragao. Pelos Lemas 3.2.16 e 3.2.17, temos que se (H,R) é uma &lgebra de Hopf
quase triangular, entao f € Homy(H*, H) é um homomorfismo de dlgebras e um anti-
homomorfismo de codlgebras. Assim decorre imediatamente que f € H omy(H*, HP) é

um homomorfismo de algebras e de codlgebras. [

A partir de agora F' serd o isomorfismo de H ® H em Homy(H*, H*P) definido
por F(a ® b)(p) = p(a)b para todo a,b € Hep € H* e f : H* — H“? dado por
f(p) = F(R)(p) = p(R;)R" para todo p € H*, denotard o homomorfismo de bidlgebras
do Lema 3.2.18. Os préximos lemas, podem ser vistos de maneira mais geral em [S].

Vamos fazer aqui, apenas a parte na qual estamos interessados.

Lema 3.2.19. Se ¢ € um homomorfismo de dlgebras entao ¢ tem uma inversa na dlgebra

de convolugao, dada por p=' = p o S*.
Demonstragao. Seja ¢ € Algy(H*, H®P), entdo ¢ induz o homomorfismo de algebras:
U: Homy(H*,H) — Homy(H*, H*?) via

g —— $og.
De fato, ¥ é k-linear, pois ¢ é k-linear. Além disso, para todo g,h € Hom(H*, H*) temos

U(gxh) = po(gxh)=¢po(myg-o(g@h)oAg)=(pompy)o(g®h)oAgy-
= Mmpyer o (R p)o(gRh)o Ay« =mpero[(pog)®(poh) oAy

= (pog)*(poh)="V(g)x*W(h).

Vale observar que o primeiro * que aparece na equacao acima, refere-se a multi-
plicacdo na algebra de convolucdo Hom(H*, H*), e o ultimo se refere a multiplicagao

em Hom(H*, H*P). Além disso, temos
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U(up« oepy+) =@o (ug+ oep+) = (PO uUg~) 0 Eg+ = Upeop O Efy+,

ou seja, U leva a unidade da élgebra de convolugao Hom(H*, H*) na unidade da algebra
de convolu¢ao Hom(H*, H*P). Logo ¥ é homomorfismo de dlgebras.
Agora, como S* é a antipoda de H*, por definicio S* = id~! na algebra de con-

volugdo Hom(H*, H*), assim temos:

oS =U(S) =V(id ') =V(id) " = (poid) ™t =p .

Portanto, ¢ tem uma inversa o~ = poS*, na algebra de convolugao Homy (H*, HP). [

Observacao 3.2.20. Como f é homomorfismo de algebras pelo Lema 3.2.18, entao o
Lema 3.2.19 também vale para f, ou seja, f~+ = foS*. Mais ainda, f~! é o correspondente

de R™' = S8(R;) ® R pelo isomorfismo F pois, para todo p € H* temos
F(R™(p) = F(S(Ri)@R)(p)=p(S(R:))R' = (poS)(R)R'
= f(po8)=f(S* () = (foS)p) = ()

Assim podemos concluir que no caso de (H,R) ser uma &lgebra de Hopf quase
triangular de dimensao finita, pelos Lemas 3.2.5 e 3.2.19 e pela Observacao 3.2.20 temos
que a inversa de R em H ® H tem uma correspondéncia bijetiva com a inversa de f pelo
produto convolucao.

Da mesma forma, que fizemos para um homomorfismo de algebras, podemos pensar

agora para um homomorfismo de coalgebras.

Lema 3.2.21. Se ¢ é um homomorfismo de codlgebras entao ¢ tem uma inversa na

dlgebra de convolucdio, dada por ¢! = S 1o .
Demonstragao. Seja ¢ € Coalgy(H*, H®P), entao ¢ induz o homomorfismo de algebras:
U : Homyg(H®?, H*?) — Homy(H*, H*?) via

g — goe.

Com efeito, ¥ é k-linear, além disso, para quaisquer g, h € Hom(HP, H*P) temos
U(gxh) = (gxh)op=(mpuero(g@h)oApger)op

= TN fcop O (g ® h) O (AHcop O SO) = TN fcop O (g ® h) (o] (SO ® 90) ) AH*
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= mpyer 0 [(gop)® (hop) oAy =(gop)*(hoy)
= U(g)* U(h).

Observe que o primeiro * que aparece na equacao acima, refere-se a multiplicagao na
algebra de convolugao Hom(HP, H*P), e o ultimo é a multiplicagdo em Hom(H*, H*P).

Além disso, temos

\II(UHcop o EHcop) = ('U,Hcop [e] chop) O QD = Upcop O (EHcop (@) 90) = Upcop O EH*?

ou seja, ¥ leva a unidade da &lgebra de convolugao Hom(HP, HP) na unidade da
algebra de convolugdo Hom(H*, H*P). Logo, ¥ é homomorfismo de algebras.
Agora, como S7! é a antipoda de HP, por definicaio S~! = id~! na &lgebra de

convolugdo Hom(HP, HP), assim temos:

Slop=U(S)=V(id")=V(id) ' = (idop) ' =p .

Portanto, ¢ tem uma inversa o=t = S~! o ¢, na dlgebra de convolucio Homy (H*, HP).

]

Como f é homomorfismo de codlgebras pelo Lema 3.2.18, entao o Lema 3.2.21
também vale para f, ou seja, particularmente f~' = S~! o f. Mais ainda, considerando
(H,R) uma algebra de Hopf quase triangular de dimensao finita, entdo o Lema 3.2.18 nos
diz que f é homomorfismo de bidlgebras, consequentemente pelos dois lemas anteriores,
3.2.19 e 3.2.21 devemos ter f~! = f o S* = S~ o f ou equivalentemente f = So f o S*.
Além do mais, f = So foS* é o correspondente de R = S(R;) ® S(R") pelo isomorfismo
F pois, para todo p € H* temos

F(R)(p) = F(S(R;)®S(R))(p) = p(S(R:)S(R;)
= So(p(S(R))R) =So f(poS)=S8ofoS*(p) = flp)

Assim, deste ultimo lema, e pelo Lema 3.2.12 podemos concluir que no caso de (H,R)
ser uma algebra de Hopf quase triangular de dimensao finita, R € H ® H tem uma
correspondéncia bijetiva com f € Homy(H*, H®P).

Como uma aplicagao do que vimos até agora nesta secao, apresentamos a seguir

um exemplo de algebra de Hopf quase triangular.
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Exemplo 3.2.22. Suponha que n > 1 e k um corpo que tem uma n-ésima raiz primitiva
da unidade w. Seja H = k[G] a élgebra de grupo do grupo ciclico G = (a) de ordem n
sobre k. E claro que (H,1®1) é quase triangular ja que H é cocomutativo (ver Exemplo
3.2.6). Mostremos que para
1 —Im I o m
R - <0§lZm:<nw a ®a )

tem-se (H,R) quase triangular.

Seja n € G(H*)o homomorfismo de algebras determinado por n(a) = w. Tomemos
G’ = (n), desde que pela Proposigao 2.3.3, elementos tipo grupo distintos sao linearmente
independentes, segue-se que G’ tem ordem n. Considerando k[G'] a &lgebra de grupo
do grupo ciclico G’ = (n) sobre k, vejamos que H* = k[G']. Como (k[G])* = H* ~
Alg(H,k) = G(H*), basta ver que G(H*) = k[G’]. E facil ver que k|G'] C G(H*) pois todo
elemento de um grupo é tipo grupo pela prépria maneira que definimos as operagoes em kG
e H* também tem ordem n, entdo este conjunto gera G(H=x). Portanto G(H*) = k[G'].

Definimos f : H* — H por f(n') = a', vamos mostrar que f é um isomorfismo de
bidlgebras. Que f é homomorfismo de espacos vetoriais é imediato, pois f estd definida

na base de H*. Além disso temos, para todo n',ni € H*,
(@) fi'n?) = f(n'™7) = a'™ =d'a? = f(') f(n);
(b) foum(l) = foe*op(ly) = fopoe(ly) = f(1a-) = f(n°) = a° = 1n = un(1x);
(c) Agof(n') =Ap(d) =d'®@d = f()® f(n') = (ff)nen’) = (f&f)oAu-(1');
(d) enof(n) =enla’) =1k =n'(1y) = 1" ou(ly) = Yo (' ou) =Y ou(n') = e (n').

Logo, f é um homomorfismo de bidlgebras. Além disso, é facil ver que f é injetiva pois
f(n) = f(7’) = a' = a’, para 0 < 4,5 < n, logo i = j o que implica que * = 7/. Pelo
fato de H ter dimensao finita e dim H = dim H*, segue entao que f é bijetiva. Portanto,
f é um isomorfismo de bidlgebras.

Agora usando a equagao Z?;OI w" = ndy,, parau = 0,...,n — 1 vamos mostrar que

f=F(R),onde F: H® H — Homy(H*, H) é a aplicagao dada na Proposicao 2.2.11.
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FR)(n) = nmz-mf:%( > n<w’mal>am) =%< > wlmn<a’>aM>

0<l,m<n 0<l,m<n

1
— —Im, |l m | _ = —Il(m—1) m
” ( E w w Xa ) - ( E w a )
0<l,m<n 0<l,;m<n
1
— (n—=0)(m—1) ,m —— (n—Du  u+l
( E w a ) - ( E w a >

0<l,m<n 0<l,u<n

| =

SRS

Mostramos apenas em um elemento 7, porém como f e F(R) sao homomorfismos de
dlgebras, segue imediatamente que F(R)(n’) = f(n?) , para 0 < j < n. Disso segue pelos
Lemas 3.2.16 e 3.2.17 que os itens (QT.1), (QT.2), (QT.3) e (QT.4) da Defini¢ao 3.2.1
sao vélidos. Como H é comutativo e cocomutativo, (QT.5) também é satisfeito. Portanto

(H,R) é quase triangular.

A dltima parte dessa segao consiste em expressar o item (QT.5) da Defini¢ao 3.2.1,

em termos de acoes de H-médulos. Para isso, primeiro precisaremos definir algumas agoes.

Proposicao 3.2.23. Seja H uma dlgebra de Hopf. Entdo, para todo a,b,c € H, p € H*
ege€ Homy(H*, H),

(1) H é um (H, H)-bimddulo pelas agoes

a—b=ab e b+ c=bc

(1) H* é um (H, H)-bimddulo pelas acoes que jd definimos em 2.4.5

(a>=p)() =p(b+a)=p(ba) e (p=<c)(b)=plc—0b)=p(ch).

(1ii) Homy(H*, H) é um (H, H)-bimddulo pelas a¢oes

(a—g)(p) =an) = (g(p < aw)) e (9 a)p)=(9(aq) > Pp)) — a@)-

(tv) Homyg(H*, H) é um H-mddulo a esquerda via a a¢ao

a—g=(aq) = g) — Slag) = aqy = (9 — S(aw)).

(v) As agoes de H-mddulos em Homy(H*, H) sao relacionadas por
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a—g=(aq) — 9g) — a@).

Demonstragio. E facil ver que as acdes dos itens (i), (i) e (iii) séo de H-médulos, prove-

mos que sao bimédulos.

(i) Paratodoa,b,c € H temosa — (b ¢) = a — (be) = a(be) = (ab)e = (a — b) — ¢,
assim H é um (H, H)-bimédulo.
(i) Sejam a,b,c € H e p € H* temos
(@a>(p=0)b) = (p=<c)b—a)=(p=<c)ba) =p(c(ba)) = p((cb)a)
= p((cb) = a) = (a = p)(cb) = (a = p)(c — b)
= ((a>=p) <)),

para todo b € H. Logo, (a > p) < ¢ =a > (p < ¢), ou seja, H* é um (H, H)-

bimodulo.

(i7i) Sejam a,be H,p € H* e g € Homy(H*, H) temos

a—(g=0b)p) = = [(g = D)(p < aw)]
= = [(g(b) = (p < a@))) — b)) e
((a—=g)=b)(p) = [(aég)(b = p)] = b
= [aq) = (9((ba) = p) < a@))] = be)
= — [(g((by = p) < a@)) <= b))

Pelo item (ii) sabemos que by = (p < a)) = (ba) > p) < a() para todo p € H*.
Assim, a — (g — b) = (a — g) < b, para quaisquer a,b € H e g € Homy(H*, H),
o que mostra que Homy(H*, H) é um (H, H)-bimédulo.
(iv) Pelo item (iii), (aq)y = g) — S(a@)) = aq) — (9 — S(a())) assim nao precisamos
usar os parénteses. Para quaisquer a,b € H, g,h € Homy(H*, H) valem:
a—(9+h)=aq = (g+h) = Sla) = (aq) = g +aq) = h) = S(aw)
= aq) = g = Sla) +aq) = h = S(aw)
=a@) = g = Sla) +aq) = h = Sa)

=a—g+a—nh,



(a+b) —g=(a+b)a — g+ S{(a+Db)pz)

=a@) — g~ S(aw) +bay = g = S(bwe) =a—g+b—g,
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a—(b—g) =aq — (b—g) = Slae) =aq = (ba) = g = S(be)) — Slaw)
= (a@) = b)) = g = (S(b)) — S(aw)))
= (amba)) = g+ (S(be)S(a@)) = (ab)qy = g — S((ab) )

= (ab) — g

Portanto, Homy(H*, H) é um H-médulo a esquerda via a a¢ao dada.

(v) Sejam a € H e g € Homy(H*, H), temos para todo p € H*:

((aqy — 9) = a@)(p)

aqy = (9(p = a2)) = (a = g)(p).

]

Usando as agoes que definimos acima, podemos enunciar o tultimo resultado da

secdo, que é uma relacgao do item (QT.5) da defini¢ao de dlgebra de Hopf quase triangular,

com agoes de H-mdédulos. Note que (QT.5) dado por (A“P(a))R = R(A(a)), para todo

a € H é equivalente a a)R; ® aq)R" = Riap) ® R'a(), para todo a € H.

Proposigao 3.2.24. Suponha H uma dlgebra de Hopf, R = R; @ R" € H® H. Seja
f € Hom(H*, H) definido por f(p) = p(R;)R' para p € H*. Dado em Homy(H*, H) as

estruturas de H-mddulos descritas acima. Entdao sdo equivalentes:

(a) a@R; ® an)R" = Riap) ® Rlaw), para todo a € H;

(b) a— f=f+a, para todo a € H;
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(¢) a— f=c¢(a)f, para todo a € H.

Demonstragao. (b) = (a) Suponhamos que (a — f)(p) = (f < a)(p), para todo a € H,

p € H*, entao:
) = (flaq) = p) ©— ap)

amy = ((p < ae)(RIRY) = ((aq) = P(RIR') = ag)
) = (P(Riaw))R') = ag)
) = p(Ria)(R' = ag)
plagRi)ayR" = p(Riaq))Rlae)
1®plagyRi)amR' = 1® p(Riap))R'ae)

p(a(2)Ri) ® a(l)Ri = p(Ria(l)) & Ri(l(g)

Como isso vale para todo p € H*, temos a@p)R; ® a(l)Ri = Riapn) ® Ri&(z) para todo
ac H.
(a) = (b) Basta aplicar os passos feitos acima, de traz para frente.
(b) = (c¢) Usando a Proposigao 3.2.23(iv) e como hipdtese o item (b), para todo
a € H temos:
a—f = (aq = f) = Slag) = (f —aw) = Saw) = f = an)S(aw)
= f+—ela)lyg=c(a)f

(¢) = (b) Usando a Proposi¢ao 3.2.23(v) e como hipétese o item (c) temos para todo
a€ H,
a—f = laq) = f) = ap =claw)f — a@) = [~ elaw)ag = f —a.



Capitulo 4

A S* QUANDO (H,R) E DE
DIMENSAO FINITA

Neste capitulo final usaremos (H, R), onde R = R;®R', para denotar uma 4lgebra
de Hopf quase triangular de dimensao finita. Na secao 4.1, tomaremos H de dimensao
finita, nao necessariamente quase triangular e chegaremos a uma expressao que descreve
S* em funcao dos elementos tipo grupo de H, expressao essa conhecida como férmula de
Radford para S*. O principal objetivo deste capitulo, serd desenvolvido na secao 4.2, onde
mostraremos que se (H,R) é de dimensao finita, entdao S* é um automorfismo interno,
isto é, mostraremos que existe h € H tal que, S*(a) = hah™' para todo a € H, e que
além disso, h = vu é um elemento tipo grupo, com u = S(R")R; e v = S(u)~'. Muitas

ideias das demonstragoes foram baseadas nos textos [I], [Sc] e [R].

4.1 Férmula de Radford para S*

Nesta se¢ao, H denotard uma algebra de Hopf de dimensao finita, nao necessaria-
mente quase triangular, com antipoda §. Usando as notacoes e os resultados de integrais
dados na Secao 2.4, definimos inicialmente os elementos modulares, que desempenham
um papel importante na relacao entre antipoda e integrais. Com isso, buscaremos uma
expressao que descreve S* em funcao dos elementos modulares de H, expressao essa co-

nhecida como férmula de Radford para S*.

Antes de definirmos elementos modulares precisamos fazer alguns comentarios.
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Seja A uma integral a esquerda nao nula de H. Pelo Teorema 2.4.6(a), A gera um ideal
unidimensional de H, assim temos que Aa € Z;(H) para todo a € H e portanto, existe
k € k tal que Aa = kA para todo a € H. Denotando k = a(a) =< a,a >, e observando
que para todo a,b € He 1 €k, <a,a+7b> A= A(a+ 7b) = Aa + TAb é facil ver que

a definde um funcional em H* determinado por

Aa =< a,a > A.

Mais além, < a, 1y >= 1y nos garante Al =< a,1 > A e considerando =,y € H temos

<a,xy >AN=Azy) = (Av)y =< a,y > (Az) =< a,y >< a,z > A,

assim, como A # 0, vemos que o é homomorfismo de algebras e pela Proposicao 2.3.4
a € Alg(H k) = G(H").

Finalmente, mostremos que « independe da escolha da integral A. De fato, supo-
nhamos que existam « e o, tal que Aa =< a,a > A e Na=<a',a > A'. Como qualquer
integral a esquerda nao nula de H é multiplo escalar de A, podemos escrever A’ = kA
para algum k € k assim, < o/,a > kA =< do’;a > N = Na = kAa =k < a,a > A para
todo a € H, donde o/ = « e com isso concluimos que « é determinado exclusivamente
por H.

De modo inteiramente andlogo podemos considerar A integral a direita nao nula
de H* e obter um elemento em H** tal que pA\ =< ¢,p > A para todo p € H*. Isto nos

permite estabelecer a seguinte definicao:

Definigao 4.1.1. (a) Seja A € H uma integral a esquerda nao nula, o elemento o €
G(H*) tal que Aa =< a,a > A para todo a € H, é chamado de elemento tipo

grupo distinguido de H*.

(b) Seja X\ € H* uma integral a direita ndo nula, o elemento g € G(H**) = Algy(H*, k)
tal que p\ =< g,p > X para todo p € H*, é chamado de elemento tipo grupo
distinguido de H.

Estes elementos a e g sao chamados de elementos modulares de H.

Observacgao 4.1.2.

(1) Como g e a sdo elementos tipo grupo, entdo S(g) = g~ ' e Sy+(a) = a1
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(2) Pela definigao de integral a esquerda temos aA = e(a)A para todo a € H, e pela

definigao acima temos Aa = a(a)A para todo a € H, assim podemos dizer que H é

unimodular (Defini¢ao 2.4.8), se e somente se a = .

(3) Analogamente ao item (2) temos que H* é unimodular se e somente se g = 1.

(4) Suponha que H é uma algebra de Hopf de dimensao finita com antipoda S sobre

o corpo k. Sejam A uma integral a esquerda de H e g o elemento tipo grupo

distinguido de H. Entao pelo item (f) do Teorema 10.5.4 da pagina 307 de [R],

(cuja prova omitiremos por ser demasiadamente extensa e depender de vérios outros

resultados que fogem do escopo deste texto) temos

d Ap@Agy =Y Mgy @S (Aw)g. (4.1)

Outra referéncia para a demonstragao da equacao acima é [[R4], Teorema 3(d)].

Para a demonstragao da Férmula de Radford necessitamos de mais alguma teoria.

Lembremos que as agoes que usaremos, sao as mesmas que ja definimos em 2.4.5.

Definicao 4.1.3. Sejam H uma dlgebra de dimensao n e f € H*. Dizemos que f € um

homomorfismo de Frobenius com bases duais (r;,1;), r;,l; € H/1 <i<mn se:
(i) x =r; < f,lixz >, para todo x € H ou
(ii) x =1; < f,xr; >, para todo x € H.

Lema 4.1.4. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita, se ¢ € Z.(H*), entdo

1H¢(h) = h(g)qb(h(l)) = gb(h(l))h(g), para todo h € H.

Demonstragao. Seja ¢ € I.(H*), entao para todo p € H* temos ¢p = p(1)¢ e consequen-

temente, ¢p(h) = p(1)¢(h) para todo h € H. Portanto pela comultiplicagdo de H* tem-se
o(hy)p(he)) = p(1)¢(h) para todo p € H*,h € H, ou seja, p(hwy¢(ha))) = p(1ao(h))

para todo p € H*,h € H. Logo 1H¢(h) = h(g)qf)(h(l)) = gb(h(l))h(g).

O

Proposicao 4.1.5. Sejam A uma integral a direita de H* nao nula e A uma integral a

esquerda de H tal que A = X\ = . Entao, A\ é um homomorfismo de Frobenius com bases

duais (Aqy, S(A2)))-
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Demonstracao. Para todo x € H temos
Aqy <A S(Ag))r > = Aq)(S(Aw)r)e) < A (S(Aw)r)a) > (pelo Lema 4.1.4)
= An(S(Ap)e)re <X (S(Ae)w)re) >
= AS(A@)ze) <A S(A@)ra) >
= c(Am)re) <A SAp)ra) >= 2@ <A SEAa)Ae)ra) >

= T2 < )\,S(A){E(l) >=T2) < A< (S(A)),Zv(l) > .

Como por hipdtese A = A\ = ¢, aplicando em h € H temos (A = A\)(h) = (h), entdo
A(hA) = e(h), como A € Z,(H) temos que A(e(h)A) = €(h) que é o equivalente a dizer
que < A\, A >= 1. Pelo Teorema 2.4.6(c)(ii) temos que isso implica que A\ < (S(A)) = «.
Logo, Ay < A, S(Ay))x >= (9) < €,201) >= 2. O

Com esta proposicao, temos que A € Z,.(H*) é um homomorfismo de Frobenius de
H. Além disso, A determina um isomorfismo H — H*, h — h = A. Agora, fixando
h € H, podemos considerar ¢, € H* definido por ¢,(y) =< A\, hy >, com y € H. Pelo
isomorfismo, existe p = p(h) € H tal que ¢, = p(h) > A, assim para todo y € H,

<A\ hy >=< A\ yp(h) > . (4.2)

Em outras palavras, A < h = p(h) > X para todo h € H e sendo assim, p: H — H é

um isomorfismo linear, que é conhecido como automorfismo de Nakayama com respeito a

A

Proposicao 4.1.6. Seja A\ € H* uma integral a direita nao nula e seja A € H uma
integral a esquerda tal que < \,A >=1. Set =S(A) e a € Alg(H,k) € a fun¢io modular
de H entao,

(a) (S ' (t)), ta)) sao bases duais de .
(b) Para todo a € H, p(a) =< o, apy > S *(a)).
Demonstragao. (a) Para todo a € H temos

< /\,aS_l(t(g)) > t(l) = < )\,CLS_I(S(A(U) > S(A(g)) =< )\,CLA(l) > S(A(Q)).

Como < A\, A >= 1, pelo Lema 4.1 temos que (An),S(A())) sao bases duais de A,
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logo < A, alpy > S(A@)) = a, para todo a € H, o que prova que (S (), t1))

também sao bases duais de \.

Seja a € H, p(a) € H, entao pela parte (a) podemos escrever

pla) = S (o) < A tayp(a) >

e pela defini¢ao de p dada por (4.2), p(a) = S~ (t2)) < A, at(1y >. Agora, aplicando
S? nesta ultima igualdade obtemos, para todo a € H
S*(pla)) = < Aatg) > S(te) (pelo Lema 4.1.4)
= <Aawt) > aptS(s)
= < Aamta) > ae(te)la =< X amta)e(te)) > ag)
= <\ amt > agp) I, alamy)t > a@) = alan)) < At > ag)
= <o,an0) >< A S(A) >ap  (por (2.7))

= <a,an) > Qo).

Em * usamos que, como A € Z;(H) entao t = S(A) € Z.(H), logo usando uma
definicao analoga a que damos para elemento modular de H* tomando uma integral
a esquerda, temos que se t é uma integral a direita de H, vale ht = a(h)t para todo
h € H. Portanto, segue que p(a) =< o, a@) > S~ *(a()) para todo a € H.

O

Proposicao 4.1.7. Seja A € H* uma integral a direita nao nula e seja A € H uma

integral a esquerda tal que < A,A >=1. Set =S8(A) e g € G(H) € o elemento modular

de H, entao

(a) (S(ta))g,te)) sao bases duais de \.

(b) Para todo a € H, p(a) = g7'S*(aq)) < a,a@) > g.

Demonstra¢ao. (a) Primeiramente, note que se g é o elemento modular de H entdo

para todo p € H* temos p x A = p(g)A, aplicando em um elemento x € H temos
p(zy)A@2) = p(g)A(x), ou seja vale p(xny < A, x@2) >) = p(g < A,z >) para todo
p € H* logo

Ty < AT >=g <A1 >. (4.3)
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Usando este fato temos para todo a € H
Stay)g < Mtga> = S(tay)tean) < A teyae >=c(tm)aq) < A teae) >
= an) < N\ e(ta)t@ae) >= aq) < A tag) >
= an) < A e(ae)t >= amelag) < At >

= Q.

Portanto, (S(t(1))g, t(2)) sdo bases duais de .

(b) Como p(a) € H e p é um isomorfismo, para todo a € H temos pela parte (a)
pla) =S(tay)g < A tpla) >, entdo
98 (p(a))g™ = ¢S '(tw) < Atepla) > (por (4.2))
= g<A\ate >SS tg) (por (4.3))
= ante) < Aapte > S ()
= <Xapte > anteS (t)
= <Aapte) > anelte) =< A apt > aq)
= <\ alap)t > aq) =<\t >< a,a@) > ap)

= <a,a2) > aq)-

Assim p(a) = 8* (g7 < @,a@2) > ap)g) para todo a € H. Como g é elemento

modular S(g) = g7, entdao S?(¢g7') =g e S*(g9) = g.

Portanto, p(a) = g7 < a, a) > S*(an))g.

Com isso, podemos finalmente enunciar a férmula de Radford para S*.

Teorema 4.1.8 (Radford, 1976). Suponha H uma dlgebra de Hopf de dimensdao finita.
Sejam g o elemento tipo grupo distinguido de H e o o elemento tipo grupo distinguido de

H*. Entao

t=a™l = (gag™) —a

S*a) =gla™ —~a~—a)g”
para todo a € H.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar primeiramente a segunda igualdade.
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Toa—a)gt = gl(ap) <a Tt ae >) — a)g!

= g(< a™t a2) >< @, (1)) > a(l)(2))g_1

= g(< a, a) > a(2) < oz_l,a(g) >)g_1

= <o,a@q) > ga(g)g’l < ofl,a(g) > .
Por outro lado,
ot = (gag™) —a=(gag )y < ™', (gag )@ > a
= <a ' (gag ) >< a,(gag ) > (9ag "))
= <o Lgasg T ><a,gamyg > gaeg! (€ Alg(H k))

= < ofl,g >< ofl,a(g) >< ofl,g*1 ><a,g >< a,aq) >< oz,gi1 > ga(g)gfl

1

= <,a@) > ga(Q)g’1 <o Tyai@) >

1

Logo, g(a™ — a +— a)g~! = a™! — (gag™) + a. Agora, desde que a dimensao de H ¢é

finita, temos por (2.7) e Teorema 2.4.6(b) que existem integrais A € H* e A € H tais que

< A, A >=1, assim usando as Proposicoes 4.1.6 e 4.1.7 temos, para todo a € H,
<a,amy > S*(ap) = pla) = g7 (8*(ap)) < a,am) >)g  (Aplicando S?)
& <a,ap) > ap) =S (971(S%(an))g) < a,ap) >
< a,aq) > ap) = g’184(a(1))g <, a9 >
g < a,an) > a(2)g_1 = 84(a(1)) <, ag) >

g < a,an > ag) < oz_l,a(g) > gl = 34((1(1)) < a,ap) >< oz_l,a(g) >

-1

r ¢ ¢ 2

gla™! = a=a)g =S (a).

]

Esta demonstracao foi feita baseada em [Sc], outra forma pode ser vista em [R3],

Proposicao 6.

1

Observacao 4.1.9. E fdcil ver que a™! — a ~— a = a — a ~— a7, assim também

podemos escrever a férmula de Radford como S*(a) = g(a — a — a~1)g71L.

Corolario 4.1.10. Se H é uma dlgebra de Hopf de dimensao finita com antipoda S entao

valem:

(a) Se H é unimodular entio S* € interno.
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(b) Se H* ¢ unimodular entio S** € interno.
(c) Se H e H* sao unimodulares entio S* = idy.

Demonstragao. (a) Se H é unimodular entdo a = ¢, assim segue da féormula de Rad-
ford que S*(a) = gle ! — a ~— €)g7! = gag™!, para todo a € H, logo §* é um

automorfismo interno.
(b) Se H* ¢ unimodular entao g = 1, além disso, §**(p) = p o S* para todo p € H*,
assim segue da férmula de Radford que

S**(p)(a) =poSi(a) =po(a™ = aa)=(axpra)(a)

para todo p € H* e a € H. Logo, S** é um automorfismo interno.

(c) Segue imediato dos itens (a) e (b) pois neste caso, g =1 e a =e.

4.2 A 8% de uma Algebra de Hopf Quase Triangular

Os principais resultados dessa se¢ao sao implicagoes da Equagao (QT.5) da De-
finicao 3.2.1 para o caso especial h = A, onde A é uma integral a esquerda, nao nula, de
H. Inspirados na Secao 4.1 acima, buscaremos uma férmula para S*, onde S é a antipoda
de uma algebra de Hopf quase triangular e com isto, apresentaremos condigoes necessarias

e suficientes para 8% ser um automorfismo interno em H.

Definigao 4.2.1. Sejan € G(H*) = Algx(H, k), dizemos que a € H é uma n-integral a
esquerda (respectivamente a direita) se ba = n(b)a (respectivamente ab = n(b)a), para

todo b e H.

Lema 4.2.2. Suponha que H € uma dlgebra de Hopf de dimensao finita com antipoda S

sobre o corpo k, e sejan € G(H*), entao:

(a) Sea € H éuma n-integral a esquerda, entio a1y ® baz) = S(n — b)an)y ® a(z), para
todo b € H;

(b) Sea € H ¢ uma n-integral a direita, entio anyb ® apy = aq) ® a@)S(b — 1), para
todo b € H.
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Demonstra¢ao. (a) Sejam a € H uma n-integral a esquerda e b € H. Por um lado
temos
any ®bap) = ag) @e(b)beae) = elbay)lag) @ beae)
= (S ® 1)(byan) ® bayae) (A é hom. de dlgebras)

= S(ba))(beya)a) @ (bx)a)e)-

Por outro lado,
S —=blany ®aw = Sbwynlbe)an © ae
= S(bay)n(bey)aqy @ ap) (a é n-integral a esquerda)

= S(ba))(be)a)a) ® (be)a)@)-

Assim, ay & ba(g) = 8(7] — b)a(l) & a2y, para todo b € H.
(b) Da mesma forma que fizemos em (a), sejam a,b € H, onde a é agora uma n-integral
a direita, temos
and®ap) = ambuEbe) ® ag) = anba ® ape(be)!

= amba) @ a@be)S(bi) = (aba))a) @ (aba))@2)S(be)-

Por outro lado,
aq) ®@ayS(b+—n) = ap) @ axSn(ba))be) = nba))aq) @ a@S(bw)
= (aba))) ® (abw))2)S(be))-

Assim, a(1)b ® a2) = a@y ® a@S(b — n), para todo b € H.
]

A préxima proposicdo mostra uma importante relacdo entre os grupos G(H) e

G(H").

Proposicao 4.2.3. Seja (H, R) uma dlgebra de Hopf quase triangular de dimensao finita
onde R = R; ® R'. Para cada n € G(H*), considere g, := Rin(R'). Entao,

(a) g, € G(H);

(b) A aplicacao G(H*) — G(H) dada por n —— g, € um anti-homomorfismo de

grupos;
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(c) (an)gy = gn(n — a) para todo a € H;
(d) n € central se e somente se g, € central.

Demonstragao. (a) Para mostrar que g, é um elemento tipo grupo de H, precisamos

mostrar que A(g,) = g, ® g, € que £(g,) = 1. Como H ¢ quase triangular temos
Algy) = A(Rm(R)) (por (QT.1))
= Ri®@R;nN(R'R’) (como 7 é hom. de élgebras)

= Ri®@Rn(R)N(R?) = Rin(R") @ Rn(R?) = g, ® gy.

Finalmente, usando (QT.3), £(g,) = e(Rin(R?)) = n(e(R:)R") = n(1) = 1.

(b) Sejam n,p € G(H*). Vamos usar (QT.2) para mostrar que g,., = g, - g, onde x*
representa a multiplicagao (produto convoluc¢ao) em G(H*) e - é a multiplica¢ao em
G(H).

o = Riln*p)(R) = Rin(Rin))p(Riy) (por (QT2))
RiR(R)p(R) = Rip(RRn(R’) = g, gy-

(¢) Por (QT.5) temos para todo a € H:

; ; Aplicando I
a(g)Ri@)a(l)Rz = Ria(l) ®Rla(2) (& = o)

CL(Q)Ri ® 77(@(1)RZ) _ Ria(l) ® n(Rla@)) (né homomorﬁglo de dlgebras)
an(am)Rn(RY) = Ri(R)awn(ae) =

(a=mn)g, = gy(n—a).

(d) Primeiro observemos que para todo p,q € H* e a € H valem
pla — q) = plglaq))ae) = qlaq)plae) = (g *p)(a) e

plg — a) = playqlagw)) = plaq))q(aw) = (p* q)(a).

Assim, ¢ € H* é central se e somente se a «— ¢ = ¢ — a para todo a € H. Desde
que n € G(H*) é invertivel, todo elemento b € H pode ser tomado como sendo
a =b+ n!, para algum a € H. Disto segue-se que, n é central se e somente se

a+—mn=>b=mn— a (em particular, n central implica H <~ n=H =n— H).
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Pelo item (c) segue que bg, = g,b, para todo b € H. Portanto, n é central se e
somente se g, ¢ central.

]

A parte (c¢) da proposigao acima fornece ferramentas para obtencao de automor-
fismos de algebras de Hopf sobre H*. Vejamos como isso funciona nos lemas a seguir que
serao usados na prova de que a S* de uma dlgebra de Hopf quase triangular é automor-
fismo interno. Os préximos resultados se referem a (H,R) uma algebra de Hopf quase
triangular de dimensao finita, portanto toda a algebra de Hopf H citada é de dimensao

finita.

Lema 4.2.4. Seja n € G(H*), entao T, : H* — H* definido por T,(p) = npn~" para

p € H* é um automorfismo de dlgebras de Hopf.

Demonstracao. Para mostrarmos que 7}, ¢ um automorfismo de algebras de Hopf, preci-
samos mostrar que 7;, ¢ um homomorfismo de bidlgebras, que ¢ bijetivo e que T}, 0 S* =
S* o T, conforme defini¢ao dada em 2.2.9.

Desde que n(p+q)n~" = npn~" +ngn~" e n(kp)n~" = knpn~", para todo p,q € H*
e k € k, segue-se facilmente que 7;, ¢ homomorfismo de espagos vetoriais. Também, para

todo p,q € H* valem

T,omp-(p®q) = T,(pq) =npa)n~" =npn™"n)gn™" = (npn™")(ngn™")
= Mg~ (Tn<p) & Tn(Q)) = Mmpg~ 0 (Tn ® Tn)(p ® Q)a €

1

Tyopm- (1) = T,(e) =nen ' =clm™) = e = pp(1i),

logo T, ¢ homomorfismo de algebras.

Além disso, para todo p € H* temos
Ag-oTy(p) = ptom*oT,(p)=p 'oT,(p)om e, por outro lado,

(T, ®T,) o Ap«(p) = (1,®T,) op tom*o(p) = (T, ®T,) op topom.

Aplicando ambas as expressoes acima em (a ® b) para todo a,b € H, obtemos:

(ptoTyp)om)(a®b) = (p~' oT,(p))(abd)
= Pil(Tn(p) (@)Ty(p)(b) = T, (p) ® T,,(p) e
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((Tn®Tn) op_l opom)(a®b) = ((Tn®Tn)op_l o p)(ab)
= (T, ®T,) 0 p~")(p(a)p(b))
= (Tn ® Tn)(p ®p) = Tn(p) ® Tn(m‘

Logo, Ay« o T, = (T,,® T,)) o Ag+. Também (eg+ o T,))(p) = T,,(p) (1) = (mpn™ 1) (1y) =
n(1e)p(Le)n *(1x) = p(ly) = en-(p), para todo p € H*. Assim, T, é homomorfismo de
codlgebras e, portanto 7, ¢ homomorfismo de bidlgebras.

Obviamente, T;, é bijetora e além disso, para todo p € H* temos: T, o S*(p) =
T,0poS =T,(p)oS e S*oT,(p) = T,(p)oS. Portanto, T,, é um automorfismo de algebras
de Hopf. O

Observagao 4.2.5. Note que T;, = ¢, onde ¢, : H — H ¢ definida por

tyla) =n~" = a1, (4.4)

para a € H. Com efeito, para todo p € H* e todo a € H temos,
ty(p)(a) = p(ty(a)) =p(n~
= p(n(a@)nlaw)awe) =nlaw)plae)n (as)

= npn” (a) = T,(p)(a).

Y~ a—n)=plagn ag) < n)

Lema 4.2.6. Seja t,(a) definida na observacdo acima, entao t,(a) = gnagn*l, para a € H.

Em particular t,, € automorfismo interno.

Demonstragao. Pela parte (c) da Proposicao 4.2.3 temos (a “— 1)g, = g,(n — a) para

todo a € H, onde n € G(H*) e g, € G(H). Assim, podemos escrever
a1 =gy(n—ag,’

e portanto, temos
ty(a) = nt=a=n=n"=(g,(n = a)g,")
= (g9(n = a)g; yn " ((ga(n = a)g; ) 2))
= gn(n = a)wyg, 1 (gn(n = )29, ")
= go(n = a)ygy 0~ ()0~ (0 = a)2)n ™ (9,1
= gy(n = a)uyn ((n— a))n " (g,")
(

= g(n ' = (n—a))g," = gyag,".
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Pelo Lema 4.2.4 e pela Observacao 4.2.5 podemos concluir que ¢, é um automorfismo

interno de H. O

A seguir, veremos uma consequéncia dos lemas acima e da Férmula de Radford

para S* dada em 4.1.8.

Proposicao 4.2.7. Se (H,R) é uma dlgebra de Hopf quase triangular de dimensdo finita
com antipoda S sobre um corpo k, entio S*(a) = hah™!, para todo a € H e h = ggo-1,
onde g e o sao os elementos modulares. Além disso, h € um elemento tipo grupo que pode

ser calculado diretamente de R.

Demonstracao. Sejam g e a os elementos modulares de H. Entao pela formula de Radford
para S* definida em 4.1.8 temos, para todo a € H
§'a) = gla—a—a)g! (por (3.1))
= g (tar(a))g™ (pelo Lema 4.2.6)

= 9(ga-1a g 1)g" = (99a-1)a(gga—1)"" = hah™,

onde h = gg,-1. E facil ver que h € G(H) pois, pela parte (a) da Proposi¢ao 4.2.3
Jo-1 € G(H) e ainda, g é o elemento tipo grupo distinguido de H. Além disso, desde que
g e asdo tnicos em H e g,—1 = R;a!(R?) por definigao, h pode ser calculado diretamente

de R. O

Nosso proximo passo sera enunciar o principal resultado deste capitulo. Com ele,
conseguimos melhorar a férmula para S* obtida na Proposicao 4.2.7 acima, no caso em

que S é a antipoda de uma algebra de Hopf quase triangular de dimensao finita.

Teorema 4.2.8. Suponha que (H,R) é uma dlgebra de Hopf quase triangular de dimensao
finita sobre um corpo k. Escreva R = R;@R', sejamu = S(R)R; ev = S(u)~t. Suponha
que g € o elemento tipo grupo distinguido de H, que o € o elemento tipo grupo distinguido

de H*, e seja h = gg,-1. Entao:
(a) g =v(iL S(R — a)Ry);
(b) g =vuga;

¢) h = vu. Assim vu é um elemento tipo grupo, e S*(a) = (vu)a(vu)™! para todo
(c) po grupo, p

a€ H.
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Demonstra¢ao. (a) Seja A € H uma integral a esquerda nao nula, entdo aA = e(a)A
para todo a € H. Este elemento existe, ja que a algebra de Hopf é de dimensao
finita. Além disso, pela definicao de elemento tipo grupo distinguido de H* vale que
Aa = a(a)A para todo a € H, logo A é uma e-integral a esquerda e uma a-integral

a direita. Pelo Lema 4.2.2 temos para todo b € H,
A(l) (39 bA(Q) =S — b)A(l) (%9 A(g) e (4.5)
Ay @ Apyb = AS(b — a) @ Ag). (4.6)

Usando a equacao (4.5) com b = R% i = 1,...,n e multiplicando ambos os lados a
esquerda por (R; ® 1),i = 1,...n, temos:
> Rihay ®R'Ap) = Z RiS(e — RHA Z RiS(RY)A1) ® A
i=1 i=1
Agora usando a equagao (4.6), com b = R’, ¢ = 1,...,n e multiplicando (R; ® 1),
1 =1,...n a direita, em ambos os lados, temos:
D ApRi@AnR =) ApS(R' = a)Ri® A
i=1 i=1
Afim de simplificar a notagao, a partir daqui, omitiremos o simbolo de somatério nas
expressoes acima. Observemos inicialmente que por (QT.5) temos A R; @ AR’ =

RilA1) @ R'A), assim sendo vale:

Por sua vez, pela equacao (4.1) temos: Aqy®@A2) = S*(A2))g @A), assim podemos

reescrever a equagao (4.7) como

A S(R' — a)R; ® Aqy = RiS(R)S*(Az))g ® Aq (4.8)

Pelo Teorema 2.4.6(d), (H, <) é um H*-mdédulo livre a direita com base A, entéo
existe algum p € H* tal que A <~ p = 1, isso implica que p(An))A2) = 1. Aplicando
(I ® p) em ambos os lados da equacao (4.8) obtemos
A@S(R' = a)R; @ p(Aw) = RiS(R)S*(A@)g @ p(An))
PAW)ARS(R' — a)R; = RiS(R)S* (p(An))Ae)g
S(R"—a)R; = RiS(RY)g.
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Agora, pelo Lema 3.2.12, R;S(R") = S(R;)S*(R}) = S(S(R)R;) = S(u) = v~ 1.
Portanto,
S(R' — a)R; = v 'y,
ou seja, g = v(Y. S(R" — a)R;), como querfamos mostrar.
Vamos mostrar que S(R' + a)R; = ug,, pois com isso, seguird por (a) que g =
vug,. Observe que usando (QT.2) temos
Ri@R —a = Ri@a(Ry))Riy = RiR; @ a(R)R
RiRja(R)) @ R' = Riga ® R'.

Entéao, aplicando (S ® id) o 7 e depois multiplicando, temos

D S(R'— a)R; = S(R)Riga = uga

e assim a parte (b) estd demonstrada.

Pela parte (b) temos que vu = gg, ', mas pela Proposicao 4.2.3(b) temos que g,-1 =
gt. Logo, vu = ggo—1 = h. Pela proposigao anterior, i é um elemento tipo grupo
e §*(a) = hah™!, para todo a € H. Portanto, §* = (vu)a(vu)™', para todo a € H.

O

O préximo coroldrio é uma consequéncia do Teorema 4.2.8(a) e torna a férmula

para S* ainda mais especifica caso H seja unimodular.

Corolario 4.2.9. Suponha que (H,R) € uma dlgebra de Hopf quase triangular de di-

mensao finita sobre o corpo k. Se H € unimodular, entao g = vu, onde g é o elemento

tipo grupo distinguido de H.

Demonstragdo. Pela parte (a) do Teorema 4.2.8 temos g = v(>_ S(R" — a)R;). Assim,

precisamos mostrar que Y. S(R! «— a)R; = u. E f4cil ver que isso vale pois, j& que H é

unimodular pela observacao 4.1.2, a = € entao

Y SR —a)R; = > S(R'— )R = S(e(R{y)Riz)Ri = S(R)R; = u.

Logo g = vu, onde g é o elemento tipo grupo de H. O]

Assim, se (H,R) é uma algebra de Hopf quase triangular de dimensao finita, com
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1

H sendo unimodular, 8*(a) = gag™!, onde g é o elemento tipo grupo distinguido de H.

O préximo corolario se refere ao Teorema 4.2.8(c).

Corolario 4.2.10. Suponha que (H,R) é uma dlgebra de Hopf quase triangular de di-
mensdo finita sobre o corpo k. Escreva R = R; @ R' e seja u o elemento de Drinfeld (ver
Observagio 3.2.14). Entio uS(u) = u?l para algum | € G(H).

Demonstragdo. Pela parte (c) do Teorema 4.2.8 vu = h € G(H) assim temos que h™! =

1

(vu)™' =w vt Logo, S(u) = v ! =uh™! e assim uS(u) = vuh™' = v?*h™! = w?l, com

| = h~! elemento tipo grupo de H. O

Observagao 4.2.11. O elemento uS(u), onde u e o elemento de Drinfeld, é conhecido

como elemento Quantum Casimir de (H,R).

Se (H,R) é uma &algebra de Hopf quase triangular de dimensao finita sobre um
corpo k, entao o produto vug, nao depende de R, isto decorre pelo Teorema 4.2.8(b) pois
vimos que vug, = g, onde g é o elemento tipo grupo distinguido de H. Ja o elemento u

pode muito bem depender de R como o préximo exemplo mostra.

Exemplo 4.2.12. Mostramos no Exemplo 3.2.22 que (H,R) é quase triangular quando
H = k[G] ¢é a élgebra de grupo do grupo ciclico G = (a) de ordem n sobre um corpo
keR =2 <20§l7m<n wmal @ am>. Para este R particular, calculemos o elemento de

Drinfeld. Sen =2, R=3(1®1+1®a+a®1+w 'a®a), entao

w= SRR, — %(8(1)1+S(a)1+S(1)a+8(a)w1a)
= %(1+S(a)+a—3(a)a):%(1+a‘1+a—a_1a)
1/1 1+a> 2
- 5(5*“): 2 2a ¢

Sen =3,

1
R = §(1®1+1®a+a®1+1®a2+a2®1+w_1a®a+w_2a2®a+w_2a®a2+w_4a2®a2),

entao

u = %(1 +8(a) + a+8(a®) + a* + S(a)w ™ a+ S(a)w™?a® + S(a*)wa + S(a®)w*a?)
= %(1 +altat+a?+al+ul+wat+alw i Fw?)
= %(1+a2+a+a+a2+w2+aw+a2w+w2)

1
= §(1+2a+2a2+2w2+aw+a2w)
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B %((1 +2w?) + (2 + w)a + (2 + w)a?).

Para um n qualquer temos

_ 1 m —Iim 1
= ( Z S(a™)w a)
0<l,;m<n

< Z w—lm —m l)
0<l,m<n
Tomando k = —m + [ entdao m = —k + [ e temos

1
§ k+l § (k=1) k
0<k,l<n 0<k,l<n

Podemos calcular também o Quantum Casimir ¢ = uS(u). Tomando n = 3 e o elemento

3I>—‘

de Drinfeld que ja calculamos, temos

1—w
c=—3 ——(w+a+d®).

Complementando o que fizemos na Proposicao 3.1.3, onde encontramos uma
condicao suficiente para S? ser interno, agora sendo H uma algebra de Hopf de dimensao
finita, concluiremos esta secao encontrando uma condicao necessdria e suficiente para S>

ser interno. A proposigao a seguir é motivada pela prova do Teorema 4.2.8(a).

Proposicao 4.2.13. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita com antipoda S
sobre um corpo k. Suponha que A € H € uma integral a esquerda nao nula. Entdo sdo

equivalentes:
(a) 8% € interno;

(b) Existem V.U € H® H tal que Ay @ Ay = V(M) @ Ay)U.

Demonstragdo. (a) = (b) Suponha que exista um u € H invertivel tal que §%(a) = uau™",

para todo a € H, entao por este fato e pela equagao (4.1) temos:

Apy®@Aqy = A ® S? (A )g = Ay @ ulyu~ g =(1® u)(A(l) ® A(g))(l & u_lg),

onde ¢ ¢ o elemento tipo grupo distinguido de H. Tomando V =1®@ue U =1®u g

segue gque:
sred Ap) @ Aqy = V(Ag) @ A)U.

(b) = (a) Assumimos agora que existem V,U € H ® H que satisfazem A ® Aq) =
V(Aay ® A2))U. Escrevemos V =V, @ V' e U = U; ® U’ entao por um lado temos
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Ay @ Mgy = V(Ag) @ Ae))U = (Vi @ V) (M) @ A))(U; @ U7) = VihyU; @ VIAR)UY.
Por outro lado, como a dimensao de H ¢é finita existe S invertivel e podemos escrever

V(Ap) @ Ag) = (Vi@ V)(Ap) ® Ag) = S(STH(Vi))Ap) @ VA,

Sendo A uma integral & esquerda, A é uma e-integral a esquerda, entao pelo Lema 4.2.2(a)

temos

S(STHVI)A@) ® ViAg) = Apy @ VISTH(Vi)Ay). (4.9)

Agora, se A é uma integral a esquerda também é uma a-integral a direita, onde a é o

elemento tipo grupo distinguido de H*, entao pelo Lema 4.2.2(b) temos

(A(l) & A(Q))(Uj X 1) = A(l)Uj X A(g) = A(l) ® A(Q)S(Uj < Oz). (4.10)

Usando as equacdes (4.9) e (4.10) temos
VA @ AU = (Vi@ V)(Ag @ Aw)(U; @ UY)
= Ay @ V'S Vi)Ap)(U; @ U7)
= (1@ V'SHVi)(Aw ® Ap)(U; @ (1 UY)
= (1eV'STI(V))(A @ ApS(UY — a) (10 U))
= Ay @ V'S Vi)AS(U; — a)U?

= A @ulu

com u = V'S HV;) e v = S§(U; — a)U?. Pela equagao (4.1) temos entdo que

A(l) X 82(A(2))g = A(l) ® UA(Q)’U (4.11)

onde g é o elemento tipo grupo de H. Aplicando p ® id para todo p € H* na equagao
(4.11), temos

p(Ay) ® S*(A))g = p(An) @ ulpv < S*(p(An))Aw)g = up(Aa)) A
& S*(A —p)g=u(A — p)v.

Assim a equagio (4.11) é equivalente a S?(A ~ p)g = u(A ~ p)v para todo p € H*.
Pelo Teorema 2.4.6(d), (H, ) é um H*-mddulo livre a direita com base A, ou seja, todo

a € H pode ser escrito como a = A — p, com p € H*. Assim, para todo a € H temos
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S?*(a)g = uav.

1 j4 que ¢ é elemento tipo grupo, temos que

Tomando a = 1 e lembrando que existe g~
1 = uvg™?, ou seja, u é invertivel com inversa vg~!. Portanto, para todo a € H,

S*(a) = vau™,

provando que S? é um automorfismo interno. n



CONCLUSAO

Usando as ideias de Larson e Radford expostas na introdugao deste trabalho, foi
possivel compreender e desenvolver este estudo sobre a antipoda de uma algebra de Hopf
quase triangular. Estudos tais como os vistos no Capitulo 3 dos quais obtivemos que para
uma algebra de Hopf quase triangular (H,R) de dimensao qualquer, S?(a) = uau™"' para
todo a € H, onde u = S(R)R; e com isto concluimos que S? é um automorfismo interno.
Outro resultado obtido neste capitulo foi que a antipoda de uma algebra de Hopf quase
triangular é bijetiva independente da dimensao da élgebra de Hopf.

Finalmente, usando (H,R) uma &lgebra de Hopf quase triangular de dimensao
finita e partindo da Férmula de Radford para S*, obtivemos no Capitulo 4 que S*(a) =
hah=! para todo a € H, onde h é um elemento tipo grupo e também neste caso, quando
exigido que H é unimodular, a férmula se torna S*(a) = gag™! para todo a € H, com g
o elemento tipo grupo distinguido de H. De qualquer modo, obtivemos que S* é também

um automorfismo interno.
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