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RESUMO

Dissertacao de Mestrado
Programa de Pos-Graduagao em Matemaética

Universidade Federal de Santa Maria

EXISTENCIA E COMPORTAMENTO ASSINTOTICO
DAS SOLUCOES DE UM SISTEMA EM
ELETROMAGNETISMO

AUTORA: GRACIELE DE BORBA GOMES AREND
ORIENTADOR: MARCIO VIOLANTE FERREIRA
Data e Local da Defesa: Santa Maria, 27 de fevereiro de 2012.

Neste trabalho, consideramos um sistema de equacoes de Maxwell, que modelam a propagacao
de ondas eletromagnéticas. Primeiramente provaremos a existéncia e unicidade de solugao do
sistema,

eE,—VXxH+0oE=0, em Qx(
puH, +V x E=0, em € x (
V-H=0, em Qx (0,
E(z,0) = Eo(xz) e H(x,0) = Hy(z), em Q
Exvipr=0 e Hvlp=0, em I x (0,00),

=

888

onde @ C R3 é um conjunto aberto, I' é a fronteira 9Q de Q e E(zr,t) =
(Ei(z,t), Ex(w,t), B5(2,t)) e H(z,t) = (Hi(z,t), Ha(z,t), H3(z,t)) denotam o campo elétrico
e 0 campo magnético, respectivamente. As constantes o, € e p (todas positivas) representam
a condutividade elétrica, a permitividade elétrica e a permeabilidade magnética do meio, res-
pectivamente. Denotamos por v(z) = (v1(z), v2(z), v3(z)) a normal unitéria em I' exterior a
Q. Apos, analisaremos o comportamento assintotico da solucao do sistema acima através do

método da perturbacao da energia ou de Lyapunov.

Palavras-chave: Equacoes de Maxwell. Eletromagnetismo. Existéncia e Unicidade de

Solucao. Comportamento Assintotico.
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In this work, we consider a system of Maxwell’s equations, which model the propagation
of electromagnetic waves. First we prove the existence and uniqueness of the solution of the
system

eE,—VXxH+0oE=0, em Qx(
puH, +V x E=0, em € x (
V-H=0, em Qx (0,
E(z,0) = Eo(xz) e H(x,0) = Hy(z), em Q
Exvipr=0 e Hvlp=0, em I x (0,00),

=

888

where @ C R? is an open set, ' is the boundary 99 of Q and FE(x,t) =
(Ei(z,t), Ex(w,t), B5(2,t)) and H(z,t) = (Hi(x,t), Ho(x,t), H3(z,t)) denote the electric field
and magnetic field, respectively. The constants o, ¢ and p (all positive) represent the electrical
conductivity, electrical permittivity and magnetic permeability of the medium, respectively. We
denote by v(z) = (v1(z), v2(x), v3(x)) the unit normal to the boundary I', oriented towards the
exterior of €). After, we analyze the asymptotic behavior of the solution of the above system

by the method of perturbation of the energy or Lyapunov method.

Keywords: Maxwell’s Equations. Electromagnetism. Existence and Uniqueness of Solution.

Asymptotic Behavior.
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inducao elétrica e inducao magnética, respectivamente;

{veL*Q );gf € L*(Q),i=1,--,n}
{ve ()" V-ve l*Q)};

{ve L*(Q)3 V xve L*(N)3};

Q) —H(d wﬂ)

9(9)3H(rot,9)’

{ue LX) V- u=0}:
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{fve Q)3 Vxv=0ev xv|p =0}

{Vpip e HY(Q)};

{V xv;ve H(Q)? e v x v|r = 0};

H(rot 0,Q) N Hy(div 0,Q);

Hy(rot 0,) N H(div 0,Q) = {u = Vy;p € H'(Q); Ap = 0; p|r = constante};
espaco das fungoes continuas de [0,00) em X

espago das fungoes de classe C! de [0, 00) em X.
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INTRODUCAO

Em 1873, James Clerk Maxwell fundou a teoria moderna do eletromagnestismo com a
publicagao de sua obra Treatise on Eletricity and Magnetism, e assim surgiram as equacoes que

hoje em dia levam seu nome.

As equagoes de Maxwell consistem em dois pares acoplados de equacoes diferenciais
parciais e governam o comportamento de um campo eletromagnético. Foram dedicados muitos
anos de estudos sobre o comportamento de campos elétricos e magnéticos para obter estas equa-
¢oes. Podemos citar, por exemplo, os trabalhos de Coulomb, Gauss, Ampére e Faraday. Estas
equacgoes descrevem como cargas elétricas e correntes elétricas agem como fontes dos campos
elétricos e campos magnéticos. Além disso, as equagoes de Maxwell descrevem como um campo
elétrico que varia no tempo gera um campo magnético que também varia no tempo assim como
campo magnético variavel induz corrente elétrica. Este fenomeno de inducao eletromagnética

esta presente, por exemplo, nos radios, computadores, televisores e fornos de microondas.

E grande o niimero de engenheiros e matematicos que tem buscado a analise de proble-
mas de contorno resultantes das equacoes de Maxwell. De inicio, estavam procurando a solucao
através de métodos analiticos e, com o passar dos anos, comecaram a utilizar métodos com-
putacionais para analisar e realizar simulagoes sobre o comportamento das solucoes obtidas.
No campo da matemaética, recentemente tem crescido o interesse em entender as propriedades
matematicas das equagoes de Maxwell e as relagoes que envolvem fendémenos eletromagnéti-
cos. Podemos citar, por exemplo, os trabalhos de Ferreira |7], Ladyshenskaya [13], Nicaise [19],
Nicaise e Pignotti [20], Phung [22], Yin [23] e [24] e Zhou [25].

Em alguns casos o que se faz é uma transformagcao das equacgoes de Maxwell num modelo
simplificado de modo que sua resolucao seja mais acessivel. Por exemplo, o modelo de correntes

induzidas é obtido através das equacoes de Maxwell desprezando as correntes da Lei de Ampére.

Segundo Martinez (2008), o problema das correntes induzidas geralmente esta definido
em todo o espaco com condicoes de decaimento no infinito, no qual a técnica mais usada
para resolver numericamente estas equacoes consiste em restringir as equagoes a um dominio
suficientemente grande que contenha a regiao de interesse e impondo condig¢oes de contorno
adequadas sobre sua fronteira. Existem na literatura distintos métodos numéricos que usam
esta técnica, o método de elementos finitos é o mais utilizado. Suas principais vantagens

sao a flexibilidade em relacao a geometria do problema e as abundantes ferramentas teoricas
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existentes para a andlise da convergéncia.

Os fenomenos eletromagnéticos se descrevem através de quatro campos vetoriais que
dependem da posigio espacial z = (x1, 72, 73) € R e do tempo t > 0. Sao eles: intensidade
do campo elétrico F, deslocamento elétrico D, intensidade do campo magnético H e inducao

magnética 5.

Os campos descritos acima sao gerados por dois tipos de fontes: cargas elétricas e fluxos
de carga elétrica variaveis, chamadas correntes. A distribuicao de cargas é dada por uma
funcao escalar p que representa a densidade da carga elétrica, e as correntes sao descritas por

uma funcgao vetorial de densidade de corrente J.

As equacoes de Maxwell relacionam os campos vetoriais E, D, B e H e as funcgoes p e J.

Tais equacoes, na sua forma diferencial, sao:

oD
E —rot H = —J (].)
0B
wr +rot E=0 (2)
div D =p (3)
div B = 0, (4)

onde div e rot representam os operadores diferenciais divergente e rotacional, respectivamente.

Observemos que em coordenadas cartesianas esses operadores estao definidos por

3
. OF, O0F, 0F, O0F;
F = =
div ; 8902 0901 + 81‘2 + 81‘3

g (OB _OF OR _OF, 0F, OF,
N 61’2 8.1’3’ 61’3 8371 ’ 8:51 8372 ’

onde F representa a funcao vetorial F'(xy, zo, x3) = (F1 (21, 22, x3), Fo(x1, 2, 23), F3(21, 2, xg))

Também utilizamos a notagao V- F' para denotar o divergente de F e V x F' para denotar
o rotacional de F. Além destes operadores, também usaremos o operador gradiente de funcoes

escalares f(z), que denotaremos por grad e definimos como

of of ﬁ)

Oy Oy’ Doy

grad f = (

Um estudo detalhado sobre estes operadores diferenciais seré feito nas Preliminares, secao 1.7.

A equacao (1) é chamada de Lei de Ampére-Maxwell e relaciona o deslocamento elétrico
com a variacao no tempo do campo magnético. Esta lei coincide com a Lei de Ampére com a
adicao do termo %—[t) que foi introduzido por Maxwell e este termo é conhecido como correntes

de deslocamento.



11

A equacao (2) é a Lei de Faraday e relaciona a variagdo do campo elétrico com a indugao

magnética.

A equacdo (3) é a Lei de Gauss e significa que o fluxo da inducdo elétrica através de
uma superficie fechada é igual a carga liquida dentro da superficie, o qual implica que as linhas

de cargas elétricas comecam e terminam com cargas elétricas.

Finalmente, a equagao (4) é conhecida como Lei de Gauss do magnetismo e afirma que

o fluxo da inducao magnética através de qualquer superficie fechada é nulo.

A partir das equagoes (1) e (3) podemos relacionar as densidades p e J através da equagao

dp
VTt oo =0,

conhecida como equacao da conservacao da eletricidade. Levando em consideracao este fato, a

partir de agora, as equagoes fundamentais do sistema de Maxwell serdao as leis (1) e (2).

Para obter um sistema fechado a partir das equagoes de Maxwell (1) e (2), precisamos
de uma informagcao adicional que relacione os campos entre si. Esta informacgao é dada através
das leis constitutivas B = uH e D = ¢FE e pela Lei de Ohm J = o F, onde p é a permeabilidade
magnética, € representa a permitividade elétrica, J é a densidade da corrente e por o esta

denotada a condutividade elétrica.

Os parametros €, 4 e o sao funcoes escalares, nao negativas e limitadas, mas neste

trabalho, adotaremos todas como constantes positivas.

Diante do exposto e considerando p = 0 temos o seguinte conjunto de equagoes:

ey, —VxH+oE=0, em QX (0,00),
puH; +V x E=0, em  x (0,00),
V-H=0, em Q x(0,00).

No instante ¢ = 0, iremos supor que o campo elétrico F(z,0) = Fy(x) e o campo

magnético H(x,0) = Hy(x) em €2 sejam conhecidos.

Além destas condi¢oes iniciais, precisamos de condigoes de fronteira e para isso conside-
ramos {2 um condutor perfeito (onde no seu interior o campo é nulo). Fisicamente, portanto,

faz sentido considerar as seguintes condicoes de fronteira:
Exvir=0 e Hv|p =0, em T x (0,00),

em que v(z) = (v1(z), va(x), v3(z)) denota o vetor normal exterior unitério a z € T'.

A partir do sistema, das condic¢oes iniciais e das condigoes de contorno dadas acima,

nosso trabalho sera provar a existéncia e unicidade de solu¢ao num espaco funcional adequado.

Também vamos estudar o comportamento assintotico da solucao do sistema considerado.
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Tal sistema apresenta uma dissipacao de energia, dada pelo termo o F. A energia associada ao

sistema é dada pela seguinte expressao:

@@(t):%/ﬂ[6|E(:c,t)|2+u|H(x,t)|2} di

e, como veremos mais adiante, satisfaz

d

Lo = —a/ Bz, D)2 dz < 0,
i g

o que mostra o carater dissipativo do sistema em questao.
O trabalho é dividido em trés capitulos, do seguinte modo:

No Capitulo 1 é estudado todo o embasamento tedrico para a resolucao e entendimento
das equacoes de Maxwell. Comecamos trabalhando com os espacos de Hilbert e com os espagos
LP e L. Apos, é feita uma revisao da Teoria das distribuicoes. Depois estudamos os espacos de
Sobolev para, assim, chegar aos espacos funcionais H (rot, ) e H(div, (), sendo esses tltimos os
espacos naturais da teoria matemética do eletromagnetismo. Finalizamos o capitulo estudando

a Teoria de semigrupos de operadores lineares.

No Capitulo 2, consideramos as equagoes de Maxwell e dividimos este capitulo em duas
secoes. Na primeira secao é trabalhada a existéncia e unicidade de solucao do sistema. Aqui,
utilizamos Teoremas como o de Lax-Milgram e o de Lumer-Phillips, encontrados em [2] e [21],
respectivamente. Algumas das idéias utilizadas nesta secao foram retiradas do trabalho de
Nicaise e Pignotti [20]. Na segunda se¢ao, com o intuito de obter solugao mais regular, vamos
restringir o dominio da solucao do sistema. Para isso trabalhamos com uma decomposicao

ortogonal adequada e mostramos que ha solu¢gao no dominio considerado.

Para finalizar, no Capitulo 3, é feito um estudo sobre o comportamento assintotico da
solucao através do método da perturbacao da energia ou de Lyapunov. Aqui, é de fundamental
importancia a utilizacdo da decomposicao ortogonal obtida e provada no capitulo anterior. As
hip6teses sobre o dominio 2 C R3, neste capitulo, sao aquelas fixadas na secao 2.2, ou seja, 2 é
limitado, simplesmente conexo e com fronteira I" de classe C"(r > 2). Damos aqui um enfoque

diferente daquele que foi feito por Phung [22].



Capitulo 1

PRELIMINARES

Os resultados e definicbes que apresentaremos neste primeiro capitulo constituem as

ferramentas basicas que utilizaremos nos capitulos seguintes deste trabalho.

As notacgoes utilizadas sao as classicas. Para os resultados apresentados sem demonstra-

¢ao, indicaremos uma ou mais referéncias.

1.1 Espacos de Hilbert

Definicao 1.1 Seja H um espago vetorial sobre o campo escalar K(K =R ou C). Um produto
interno em H é uma aplica¢ao ( , )y : H x H — K que satisfaz, ¥ x,y,2 € H e « € K:

(a) (x+y,2)n = (2,2)n + (Y, 2)u;

(b) (ax,y)n = a(@,y)u;

(c) (@, y)u = WH;

(d) (z,2)5 >0 e (z,2)y =0 <z =0,

A norma no espaco vetorial H, induzida pelo produto interno ( , )g, serd denotada por

[|.llz- Um espago de Hilbert é um espago com produto interno que é completo com a norma
|-|]m-

No que segue, se V' é um espaco vetorial normado, entdo V' denotara o dual topologico
de V.

Teorema 1.1 (Representacao de Riez-Fréchet) Seja H um espago de Hilbert. Dado f €

H' existe um tinico z € H tal que
f(x) = (z,2)m, V2 €H.

Alem disso, || f||ur = [|2|]u-
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Demonstragao: Ver referéncias [2] e [12]. ]

Definicao 1.2 Seja H um espaco de Hilbert real. Uma aplicacao a : H X H — R é chamada
uma forma bilinear se a(u,.) € linear para cada u € H e a(.,v) € linear para cada v € H.

Dizemos ainda que

(a) a(u,v) € continua se existe constante K tal que

|au, v)| < Kllullullv][m, ¥ u,ve H;

(b) a(u,v) € coerciva se existe constante o > 0 tal que

a(v,v) > allv||}, Vv e H,

O teorema a seguir, cuja demonstragdo pode ser encontrada em [2]|, é de fundamental
importancia no estudo da existéncia de solugoes de equacoes diferenciais parciais e serd utilizado

no Capitulo 2.

Teorema 1.2 (Lax-Milgram) Seja H um espaco de Hilbert real e a : H x H — R uma forma

bilinear, continua e coerciva sobre H. Se f € H', entao existe tinico u € H tal que

a(u,v) = f(v), para todo v € H.

1.2 Os espacos L7

Faremos agora uma breve revisao sobre os espagos LP.

Seja @ C R™ um aberto e 1 < p < 0o. Denotamos por LP(2) o espago das fungoes reais

u, mensuraveis, tais que |ulP é integravel a Lebesgue em , ou seja

LP() ={u:Q — R; u é mensuravel e / |ulPdr < oo}
Q

Naturalmente, os espacos LP sao formados por classes de equivaléncia onde f e g estao

na mesma classe se f = ¢g quase sempre em .

fully = ([ pup a)’

define uma norma, com a qual L?(€2) ¢ um espago de Banach. Quando p = 2, temos que L*(Q)

Em LP(Q2), a funcao

é um espaco de Hilbert munido do produto interno

(u,v)2(0) = / uwvdr, ¥ u,ve L*Q)
)
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e da norma )

o 2y = (/ uPdr)”.
Q

Nos capitulos seguintes, usaremos a notagao ||u|| quando se tratar da norma ||u||z2(q)

de uma fungio de L*(f2). Da mesma forma, ( , ) denotard o produto interno em L*(2).

1.3 O espaco L™

Defini¢ao 1.3 Um nimero real A € dito majorante essencial de uma fungdo u quando u(x) < A

quase sempre.

Definicao 1.4 Seja A o conjunto de todos os majorantes essenciais de uma fun¢ao u. Defi-
nimos o supremo essencial de u, que denotamos por supess u, como sendo o infimo de A, ou

seja, supess u = inf A.
Diz-se que uma funcao u é essencialmente limitada quando sup ess|u| é finito.

Definicao 1.5 Quando p = +oo, L>®(Q)) denotard o espago das fungdes reais, mensurdveis e

essencialmente limitadas em €).

Munido da norma
||u||Loo(Q) = supess|u(x)] = inf{\ € R;u < X ¢.s}
e

o espaco L*(2) é um espago de Banach.

Proposicao 1.1 (Desigualdade de Young) Se a e b sdo nimeros reais nao negativos, 1 <

p<ooe%+%:1, entao
a? bl
ab < — + —.
p q

Demonstragao: Ver [2]. ]

Observacao 1.1 Em algumas situacgoes usaremos a desigualdade de Young na forma mais
conveniente

ab < c¢(e)a? + €b?, (1.1)
onde e > 0 e c(e) = Llel-P.

qP

Proposigao 1.2 (Desigualdade de Holder) Se uw € LP, com 1 < p < oo ev € L%, com

% + % =1, entdo uv € L' e tem-se a desigualdade

/Q o] d < [full,lloll,.
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Demonstragao: Ver [2]. ]
Proposigao 1.3 (Desigualdade de Minkowski) Se u,v € L? entao
Fu o llp<llully + 1 v ll,
onde 1 < p < oo.

Demonstragao: Ver [2]. ]

1.4 Espaco das funcoes teste
Denotaremos por x = (xq,Z2, -+ ,%,) 0s pontos do R™, por o = (a1, a9, -+ ,q,) um
multi-indice e por || a ordem do multi-indice «, ou seja, |o| = > a;.
j=1
Por D denotaremos o operador derivagao

olel

= (%51 (%] :
0x]" 0x3? - - - Qxon

Da

No caso em que o = (0,0, ---0), o operador derivagao sera igual ao operador identidade.

Definicao 1.6 Seja u : 2 C R® — R uma funcao continua. O suporte de u, que denotamos

supp(u), € definido como o complemento do maior conjunto aberto no qual u se anula, isto €,

supp(u) = {z € Q;u(z) # 0}.

Observagao 1.2 A nocao acima nao € adequada quando se trabalha com funcoes de LP. No
entanto, € possivel definir o suporte para funcoes deste tipo trabalhando-se com suas classes de

equivaléncia. Uma abordagem mais detalhada sobre isto pode ser encontrada em [2].

O conjunto das funcoes ¢ : 2 C R™ — R que sao infinitamente diferenciaveis em () e

que tém suporte compacto contido em €2 sera denotado por C5°(€2).

Definicao 1.7 Seja Q um subconjunto aberto do R™. Diz-se que u : 2 C R™ — R € localmente
integravel em ) quando u for integravel sobre cada compacto contido em . O espac¢o vetorial

das fungoes localmente integrdveis serd denotado por L} ().

Definigdo 1.8 Uma funcio u € L;,.(Q) é derivdvel no sentido fraco em Q, quando existe uma
fungdao v € L}, (Q) tal que

loc

Op(z) =— | v(x)p(x)dx °
w25 is = [ v@gtade. v € CR()
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A fungio v € L, .(Q) denomina-se a derivada fraca de u em relacio a xy e representa-se v por

loc
Ou
8mk .

1

Le(€2) possui derivada parcial fraca de ordem k

De modo mais geral, uma funcao u € L

em  quando existe v € L} () tal que

loc

/ u(2) D¥ () = (~1)¥ / v(@)p(e)de,Y o € C(9).
Q

Q

Definigao 1.9 Diz-se que uma sucessao {p,}oen de funcgoes de C3°(2) converge para zero

quando as sequintes condigoes forem satisfeitas:

(a) Todas as fungdes @, da sequéncia possuem seus suportes contidos em um mesmo compacto
de Q;

(b) A sucessao {p,},en converge uniformemente para zero em ), juntamente com todas as

suas derivadas.

Definicao 1.10 Diz-se que uma sucessao {¢,}en de C§O(S2) converge para uma fungao ¢ €
C(Q) quando
O = (v — @) — 0 em Q quando v — oo.

O espago vetorial C3°(€2) com a nogao de convergéncia acima definida ¢ denominado por espago

das fungoes teste e representado por Z(2).

1.5 Teoria das distribuicoes

Definicao 1.11 Denomina-se distribuicao sobre & C R™ a toda forma linear

T: 2Q) — R
¢ — (T,p)

que € continua no sentido da convergéncia definida sobre 2(Q) anteriormente.

Definigao 1.12 Seja S = {T : 2(2) — R; T é uma distribui¢io}. Diz-se que uma sucessao
(T,) € S converge para uma distribui¢cao T em S quando, ¥ ¢ € 2(9),

(Lo, 0))v = (T ).

O conjunto de todas as distribuicoes sobre 2 constitui um espago vetorial sobre R que representa-
se por 2'(2).
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O seguinte lema traz um importante resultado sobre densidade e sua demonstracao

encontra-se em [1], [3] ou [17].
Lema 1.1 O espago C§°(2) € denso em LP(S2), para 1 < p < oo.

Definigao 1.13 Seja a = (g, a9, ,an), 1 < N <n, o; € NU{0} um multi-indice. Defini-
mos a derivada de ordem o de uma distribuicao T sobre Q2 C R™, como sendo o funcional D*T
definido por
DT . 2(2) — R
¢ — (DT, ) = (—1) T, Dog).

1.6 Espacos de Sobolev

Seja 2 um subconjunto aberto do R" e 1 < p < oo. Se u € L?, entao u possui derivadas
de todas as ordens no sentido das distribuicoes, porém nao é verdade, em geral, que D“u seja

distribuicao definida por uma funcao LP. Isto motiva a introdugao dos Espacos de Sobolev.

Definigao 1.14 Define-se por W™P(Q), com m € N, o espago vetorial de todas as fung¢oes
u € LP(Q) tal que, ¥V |a] < m, D € LP(QY), sendo D*u a derivada de u no sentido das

distribuicoes. Para cada w € W™P(Q) definimos a norma de u da sequinte maneira:

lullng = (X [ 1D*u()Pds)" se1<p<oc,
Q

la]<m

_ o _
m,00 — L - .
||u|| 00 maXHD U|| >(Q), SePp ©.¢)
|oo| <m

O espago normado (W™P(Q), || - ||mp) € denominado espago de Sobolev de ordem m. Assim,
WmP(Q) = {u € LP(Q); D € LP(Q) para |a] < m}.

Proposicao 1.4 O espago de Sobolev W™P(Q)), munido da norma

lullos = (32 [ ID*u(o)Pds)”, se1<p< o0
Q

la|<m

e
[[tllmco = max [ D%ul| oo e,
€ um espaco de Banach.
Demonstracgao: Ver [17]. ]

Observacgao 1.3 Quando p = 2, representa-se por W™2(Q)) = H™(Q) e temos que H™(Q)) ¢
espaco de Hilbert .
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Neste caso, a norma e o produto interno sao representados da seguinte maneira, respectiva-

mente:
[—— Z/ID“ 2dx
|oo| <m
e
(U, V) gmQ) = /DO‘ x)D%(z)dz, ¥ u,v € H™(Q).

|a|<m

Definicao 1.15 Denotamos por Wy*(Q2) o fecho de C§°(2) em W™P(Q).

Teorema 1.3 (Rellich-Kondrachov) Seja 2 um subconjunto aberto, limitado e de classe C!

do R™, n > 2. Entao as sequintes imersoes sao compactas:
(a) WIP(Q) — L1(Q),1 < ¢ < nh, sep<n;
(b) WP(Q) = LU(Q),1 < g < o0, se p=rn;

(c) WhP(£2) — C(Q), sep > n.

Demonstragao: Ver [1] ou [3]. ]

1.7 Os espacgos H(rot,(2) e H(div, Q)

Os espagos de Sobolev vistos na secao anterior sao os mais classicos utilizados na teoria

de equacgoes diferenciais parciais.

No entanto, quando se estudam as equacoes que modelam fenomenos eletromagnéticos
- objetivo deste trabalho - outros espacos funcionais devem ser considerados. E sobre este

ferramental funcional béasico em eletromagnetismo que trataremos agora.

Seja € um conjunto aberto de R”. Como antes, Z'({2) denotara o espago das distribui-

coes.

Usaremos seguidamente a notagao V™ para denotar o produto cartesiano
V=V xVx---xV, (n vezes),

do espaco vetorial V.

Em 2'(Q) definimos o operador linear

grad: 2'Q) — 2'(Q)"
vo— gradv:<ﬂ-~- ﬂ),

oz’ ) Oxn

chamado gradiente de v que, em notacgao alternativa, escreve-se Vu.



Definimos também o operador divergente, sobre 2'(2)", do seguinte modo

div: 2'(Q)" — 2'(Q)

n

v — divv= g”i ,
: T4
i=1
onde v = (vq,- - ,v,). Usaremos também a notagao V - v para o divergente do campo v.

Quando n = 3, definimos o rotacional de v € 2'(2)? pondo

rot v — 81)3 _ 8@2 8@1 _ 61)3 81)2 81]1
N 8902 8$‘3’ 8$‘3 8901 ’ 8$‘1 8$‘2 ’

Uma notacao também usada para o rotacional de v é V X v.

E de simples verificacio as seguintes propriedades:

V x (Vo) =0, Vve 2(Q)

V- (Vxv)=0,VveZNQ)?

o que significa que

Im (V) C A (Vx)

Im (Vx) C N (V).

20

Aqui Im e A representam, respectivamente, os conjuntos Imagem e Nicleo dos operadores

indicados.

Sao de facil demonstracao, também, as relagoes

(V-v,0)=(v,-Vp), Vve 2'(Q)"V e 2(0), (1.4)
indicando que div é o transposto formal de —V, e
(Vxv,0)={0Vxe), YveZ(Q)>Vpec2(0)?3 (1.5)
ou seja, rot é o seu proprio transposto formal.
E importante salientar que se v € 2'(Q)" entdo v = (v1,vs,- -+ ,v,), com v; € 2'(1).

Assim,
n

<v7§0> = Z<via90i>7 v ¥ = (9017@2’ to 7§0n) € ‘@(Q)n

i=1
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Nota-se que o dominio mdzimo do operador gradiente em L*(Q) é o espago

ov
0x,~

HYQ) = {v e L2(Q); ~— € [2(Q),i=1,--- ,n}.

Neste trabalho, faremos uso de algumas identidades vetoriais, que sao de facil demons-

tragao e estao condensadas na proposicao a seguir.

Proposicao 1.5 Sejam A e B fungoes vetoriais definidas em R? e ¢ : R® — R uma funcado

escalar. Sao vdlidas as sequintes identidades vetoriais:
(a) V- (AxB)=B-(VxA) —A-(VxB);
(b) V- (pA)=pV-A+A-Vp;

(¢c) A-(BxC)=(AxB)-C=(CxA)-B.

Introduziremos agora os espacgos funcionais basicos utilizados em eletromagnetismo.

Como de habito, ||v|| denotard a norma em L?(Q)", ou seja,

ol =3 [ ol de. onde v = (v ) € 2@
i=1 /9

e (, ) denotara o produto escalar em L?(Q)", isto é,

(u,v):/umda::Z/uividx,
0 — Ja

onde u = (ug, -+ ,up),v = (v1, -+ ,v,) € L*(Q)".

Definimos agora
H(div,Q) = {v € L*(Q)";V -v € L*(Q)},
e o produto escalar, em H(div, (), por
(U, V) H(@iv0) = (u,v) + (V- u,V-0),Y u,v € H(div,Q).
Proposicao 1.6 H(div, ) é um espago de Hilbert com a norma

1
]| e (div,0) = (||UH2 +1V - U||2)2 .

Demonstragao: Como o espago H(div,§2) é normado com a norma induzida pelo produto

interno, basta mostrar que este espaco é completo.

Seja (vp)neny uma sequéncia de Cauchy em H(div, Q). Logo, (vn)nen € (V - Uy)nen S30

sequéncias de Cauchy em L?*(Q2)" e L?(12), respectivamente. Uma vez que L?(2)" e L*(Q) sdo



22
espacos de Banach, garantimos que
v, = v € L*(Q)" e Vv, = g€ L*(Q),

quando n — oo. Vamos mostrar que g =V - v.

Como consequéncia da convergéncia V - v, — g em L?(Q), quando n — oo, obtemos

V- v, = gem 2'(Q), quando n — co. Assim,
(Vv 0) = (g,90), Yo €D(Q). (1.6)

Analogamente, visto que v, — v em L*(Q)", temos v, — v em 2'(Q2)" e, entao,

(Un, @) = (v, ), ¥V @ € ()", (1.7)

Utilizando (1.4) vemos que, para todo n € N,

(V- v, 0) = (v, = V), YV p € D(Q).

Como (—Vy) € 2(22)3, segue de (1.7) que

<V " Un, 90> = <vn’ —V(,O) — <'U’ _VQO)'

Com isso,

(V-vn,0) = (v, =Vp) =(V-v,0), Ve D)

e, por (1.6), concluimos que
(V- v,90)=(g,9), V€ 2(9).

Logo, no sentido das distribuicoes, g = V - v. Temos, portanto,
v € H(div,Q) e ||v, — V|| mdive) — 0 quando n — oo,

donde concluimos que H(div,2) é completo. m
nH(div,Q)

Denotaremos Hy(div, Q) = 2(Q)

Consideremos agora o espago

H(rot,Q) = {v e L*(Q)*;V x v € L*(Q)*}.
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Em H(rot, ) definimos o produto escalar

(u, V) r@ror,0) = (u,v) + (V xu,V xv),¥Y u,v e H(rot, Q).

Note-se que estamos usando a mesma notac¢ao ( , ) para o produto escalar em L?*(Q) e
em L?(Q)3.

Proposicao 1.7 H(rot,Q) é um espago de Hilbert com a norma

1
Wl tror0) = (I[v]]* + [V x o] ?)*.

Demonstragao: Como o espaco H(rot,2) é normado com a norma induzida pelo produto

interno, basta mostrar que este espaco é completo.

Seja (v, )nen uma sequéncia de Cauchy em H(rot,2). Logo, (v)nen € (V X vp)nen s80

sequéncias de Cauchy em L?(Q)3.

Do fato de L*()3 ser um espago de Banach, garantimos que

v, = v € L*(Q)? e V xuv, =g L*N)* quando n — oo.

Vamos mostrar que g =V X v.

Da convergéncia v, — v € L?(Q2)? resulta que v, — v € 2'(Q2)? e, assim,

(U, ©) = (v, 0), VY @€ PD(Q)>. (1.8)

Do fato de V x v, — g € L?(Q2)? obtemos V x v, — g em 2'()? e entdo

(V X v, 0) = {g,0), Y€ D(Q)°. (1.9)

Da identidade (1.5), obtemos

(V X vp, 0) = (Un, VX 0), ¥ p € 2(Q)>.

Como V x ¢ € 2(9Q)3, utilizando (1.8) vem que
(V X 0, 0) = (0, V X @) = (v, V X ),

ou seja,

(V X vy, 0) = (VX 0,0), ¥ p € D(Q)°.
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E, por (1.9), concluimos que
(Vxv,0)=(g,0), V¢ € D(Q°
Logo, no sentido das distribuicoes, g = V x v. Temos, portanto,

v e H(rot,Q) e ||v, — v||aEot,n) = 0 quando n — oo,

donde concluimos que H(rot,€)) é completo. n

Denotaremos Hy(rot, Q) = WH(rot,Q).

Observacio 1.4 E importante notar que
HY Q)" ¢ H(div, Q)

e que

H'(Q)* & H(rot, ).

Como se sabe, da teoria classica dos Espacos de Sobolev, estao bem definidas as aplica-
¢oes trago nos espacos H™(£2). Nos espacos H(div,2) e H(rot, ), a situa¢do é um pouco mais

complicada.

Além disso, considera-se, em geral, restri¢oes a fronteira 02 de 2 do tipo
v-Vlga e v X Vga,

que sao condicoes de fronteira classicas em sistemas que modelam fenomenos eletromagnéticos.

E sobre esses teoremas de traco que falaremos agora.

Por 2(2)" estaremos denotando o espago
2(Q)" = {¢la, € 2(R")"}.

No restante deste trabalho, a normal exterior a {2 em 0f) serd denotada por v.

Teorema 1.4 (Teorema do trago para H(div,2)) Seja Q um conjunto aberto do R"™ com

fronteira O (que denotaremos por T') limitada e lipschitziana. Entao:
(a) O espaco D(Q)" é denso em H(div,Q);

(b) A aplicagao traco

Yo iU — v V|p

definida em 2(Q)" pode ser estendida por continuidade a uma aplicagdo linear, continua e

sobrejetiva, ainda denotada por v, de H(div,Q)) sobre H’%(F);
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(c) O niicleo ker(vy,) de vy, € o espago Hy(div,Q);
(d) Vale a identidade de Green generalizada
(v, Vo) + (V- v,p) = (7,0, @)H,%(F),H%(F),V v e H(div,Q) eV p € H(Q). (1.10)
Demonstragao: Ver [5] ou [10]. ]

Observacao 1.5 A definicao de fronteira T lipschitziana e dos espacos H%(F) e H_%(F) podem
ser encontradas em [1], [3] ou [10].

Do teorema anterior, itens (¢) e (d), conclui-se que
(v, Vo) = —(V -v,9), Vv e Hy(div,Q),V ¢ H(Q), (1.11)
que é uma identidade extremamente util, a ser utilizada repetidas vezes no decorrer do trabalho.

Teorema 1.5 (Teorema do trago para H(rot,f2)) Seja Q um conjunto aberto do R3, com

fronteira O (que denotaremos por T') limitada e lipschitziana. Entao:

(a) O espaco D(Q) € denso em H(rot,Q);

(b) A aplicagao trago
Yr iU — U X Vp

definida em 2(Q)? pode ser estendida por continuidade a uma aplicacdo linear e continua,
ainda denotada por vy, de H(rot,Q) em H=2(I)3;

(¢) O niicleo ker(vy,) de . é o espago Hy(rot,Q);

(d) Vale a identidade de Green generalizada

_ 1(0)3
(1, Vxp)—(Vxu,p) = <’YTU’S0>H_%(F)3,H%(F)3’V ve H(rot,Q),Y ¢ € H(Q)°. (1.12)

Demonstragao: Ver [5] ou [10]. ]

Usando a Proposic¢ao 1.5 (a), a formula (1.12) se escreve
/QV (pxv)de = <%U’90>H*%(F)3,H%(F)3’ Voe H(rot,Q) e Ve HY(Q)?. (1.13)
Tem-se ainda, de (c) e (d) do teorema acima, que

/U-ngodx:/va~g0dx, Y v € Hy(rot,Q), ¥V o € 2(Q)>.
Q Q
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Assim, da densidade de 2(Q2)® em H(rot,)) e da expressio anterior, obtemos a identidade

/U~V><wda::/V><v-wd:c, (1.14)
Q Q

valida para toda v € Hy(rot,2) e toda w € H(rot, ).

No Capitulo 2, trabalharemos com subespagos dos espagos H(div, 2) e H(rot,$)) apre-

sentados anteriormente. Sobre tais subespacos é que falaremos a seguir.

Definimos
H(div 0,Q) = {v € L*(Q)",V -v = 0}
Ho(div 0,9) = H(div 0,Q) N Hy(div, Q).

Proposicao 1.8 O espago Hy(div 0,Q) é um espago de Hilbert com o produto interno de
L2(Q)™.

Demonstragao: De fato, é suficiente mostrar que Hy(div 0, ) é subespago fechado de L*(2)".

Seja entao (f,)nen € Ho(div 0,€2) uma sequéncia convergente tal que
fo = f e LXQ)"

e mostremos que f € Hy(div 0,€).

Como
fn— fem 2'(Q)",

entdo, V ¢ € 2(Q),

Mas V - f,, = 0, para todo n. Logo

(V- fi0)=0,Vye (),

o que mostra que f € H(div 0, ).

Por outro lado, o teorema do trago para H(div,(2) garante que

fo-vle = [,
donde f-v =0, ja que f, - v|r =0, para todo n. [

Proposicao 1.9 Se E € Hy(rot, ) entao V x E € Hy(div 0,1).



27

Demonstragao: J4 sabemos por (1.3) que V - (V x E) = 0. Para ¢ € 2(Q) qualquer vale,
pelas formulas dadas em (1.10) e (1.12), que

OV X))y g vy = [ (VX B)-Vodat [V (VxE) pda

(VX E)-Vodz

I
S~

_ /Q - [V % (Ve)] dz— (3(B). V9 g 1y i
= O7

onde usamos (1.2) e o fato que v, (E) = 0.

. . ~ . ~ 1
Assim, (7,(V x E), @)H,%(F)’H%(F) =0, Ve 2(9Q). Da densidade de 2(2) em H'(Q),
segue que
_ 1
<VV(VXE)7S0>H—%(F)7H%(F) _07 VSOGH (Q)
e, assim, 7,(V x E) = 0. Portanto V x E € Hy(div 0, ). ]

Definimos agora

H(rot 0,Q) = {v € L*(Q)3 V x v = 0}

Hy(rot 0,Q) = H(rot 0,2) N Hy(rot, ).
Proposigao 1.10 Se p € H}(Q) entdo Vp € Hy(rot 0,9).

Demonstragao: Que Vx(Vp) = 0 é 6bvio. S6 precisamos mostrar que . (Vp) = 0. Utilizando

a formula (1.12) temos, para todo ¢ € 2(Q)3, que

<7’r(vp)a (‘0>H_%(I‘)3,H%(F)3 = /Q(Vp) -V X @ dr — /S;(p -V X (Vp) dx

_ /(Vp)-ngod:c.
Q
Pela expressao (1.10) segue que

(VP 0) b o b = /Q Vp- (V x @) dz

= UV X @pledy b by~ [ 2V (T X9 da
= 0,V pec2(Q)°

ja que p € H}(Q) e V- (V x @) = 0. Assim, pela densidade de 2(Q2) em H'(Q), obtemos,

(VD)) ot oo b oy = 0 ¥ 9 € HI(Q),
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o que mostra que v,(Vp) = 0. Portanto Vp € Hy(rot 0,). n

Na demonstracao da existéncia de solucao do sistema de equacoes de Maxwell que estu-
daremos no Capitulo 2, é de fundamental importancia a densidade de Hy(div 0,€) N H(rot,2)
em Hy(div 0,).

Tratando-se de um resultado nao tao comum, apresentaremos aqui a prova desta densi-
dade. As idéias aqui apresentadas foram retiradas de [19]|. Fixaremos, a partir daqui, n = 3,

que é o caso em que estaremos interessados nos préximos capitulos.

Como Hy(div 0,9) é subespago fechado de L*(Q)3, podemos escrever o espago L?(Q2)?

da seguinte maneira:

L*(Q)? = Hy(div 0,Q) @ [Ho(div 0, Q)]*.
Assim, se u € L*(2)3, entao

u=uj +uy, onde u; € Ho(div 0,Q) e uy € [Ho(div 0,Q)]".

Consideremos P a projegao ortogonal de L?(Q)% em Hy(div 0,€)) dada por

P I2(Q)® — Hy(div 0,Q)

u — Uj.
Lema 1.2 P(2(Q)3) é denso em Ho(div 0,9).

Demonstragao: Seja u € Hy(div 0,9) qualquer. Como 2(Q)® é denso em L?(Q)3, existe
sequencia (uy, )neny C 2(02)? tal que

u, — uem L*(Q)*.
Pela continuidade do operador P, segue que

P(u,) = P(u) = u em L*(Q).
Portanto P(u,) é uma sequéncia de P(2(Q)?) que converge para u. Assim esta provado
o lema. -

Lema 1.3 P(2()*) C Hy(div 0,Q) N H(rot,Q), ou seja, PY € Hy(div 0,Q) N
H(rot,Q), V ¥ € 2(Q)3.

Demonstragao: Fixemos ¥ € 2(Q)% e mostremos que PU € Hy(div 0,9) N H(rot,Q). Ob-
viamente, PV € Hy(div 0,9). E suficiente, entdo, mostrar que PV € H(rot,). Como
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PU € [2(Q), PU € 2'(Q)% e assim, V p € 2(Q)?, temos
(VX (PY¥),0) = (PU,Vxyp)
= / PV -V x ¢ dx.
Q
Notemos que, pela Proposigao 1.9, V x ¢ € Hy(div 0,), logo
(V x (PV),p) = /P\I/'VX(pd:L‘
Q

= /\II-wadx
Q
= (U, V x o). (1.15)

Isto mostra que V x (P¥) =V x ¥ em 2'(2). Como ¥ € 2(0)%, V x ¥ € L*(Q)3.
Entdo V x (P¥) € L*(Q)3 e, portanto, P¥ € Hy(div 0,) N H(rot, ). »
Proposigao 1.11 Hy(div 0,Q) N H(rot,Q) € denso em Hy(div 0,).

Demonstragdo: Sabemos, do Lema 1.3, que P(2(Q)*) C Hy(div 0,Q) N H(rot,Q) C
Hy(div 0,9). Como, pelo Lema 1.2, P(2(Q)?) & denso em Hy(div 0,2), entdo Ho(div 0,€2) N
H(rot,2) é denso em Hy(div 0, $2). ]

1.8 Teoria de semigrupos de operadores lineares

1.8.1 Operadores lineares limitados

Definicao 1.16 Sejam X e Y espacos de Banach. Um operador linear € uma aplicacao linear
A: D(A) Cc X =Y, onde D(A) é o dominio do operador A. Diz-se que o operador A €

limitado se existe constante ¢ > 0 tal que
[Az]ly < cllz]|x, V = € D(A).

Definicao 1.17 Sejam X e Y espagos de Banach. Denotamos por £ (X,Y) a familia dos
operadores lineares limitados com dominio X e imagem em Y, isto €, a familia dos operadores

lineares A : X — 'Y tais que

1Al zxy) = sup [|Az[ly < oo.
ol x<1

Com a norma assim definida, .Z(X,Y) é um espago de Banach. No caso em que X =Y

escreve-se, simplesmente, .Z(X) em vez de £ (X,Y).



30

Defini¢ao 1.18 Dada uma sucessio (Ap)nen € ZL(X,Y), diz-se que (A,)nen € convergente se
existir A € Z(X,Y) tal que || A, — A || 2xy)— 0 quando n — oo e escreve-se A, — A.

Recordemos que, para a sucessao (A,),en ser convergente é necessario e suficiente que

(A, )nen seja de Cauchy, isto é, dado € > 0 exista N > 0 tal que

[ A — Anllzxy) <e,

para todo m,n > N.

Definicao 1.19 Dizemos que a série

Y A, A, e L(X)Y), (1.16)

n=1

converge para A € L(X,Y) se a sucessao (S,)pen, das somas parciais

S, = zp: Ay
n=1

for convergente para A. A série (1.16) € dita absolutamente convergente quando a série real

> Anllzxy)
n=1

for convergente.

Se A & um ntmero real e ¢ uma variavel real, a funcio exponencial e pode ser definida

pela formula
n

A - (tA
e =3 A

n!
n=0

(1.17)

A série (1.17) é convergente para todos os valores reais de ¢ e define uma funcao real.

A funcao exponencial pode ser generalizada para operadores lineares limitados.

Definigao 1.20 Seja X espaco de Banach e A € Z(X,Y). A série

I+tA+(tA)2+-~-+(tA)n+-~-=i(tA)n, (1.18)

21 n! n!
n=0

onde I € o operador identidade de X, € absolutamente convergente e consequentemente con-

vergente, para todo t real. Logo, considerando A operador linear limitado de X, pode-se de-

At

finir a exponencial et pela série (1.18). Entao e é um operador linear limitado de X e

|le?]] 2(x,y) < el 1Mllzcer,

A funcao exponencial estd diretamente relacionada com as equacoes diferenciais, pois
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ela 4 solucao do seguinte problema de Cauchy: Dado um operador linear limitado A, de um
espaco de Banach X, a funcio U(t) = AU, definida em R*, cujos valores pertencem a D(A)

satisfaz

{Ut_AU = 0 (1.19)

uo) = Uy,

onde Uy é um elemento dado de X.

A ideia da teoria de semigrupos é resolver o problema de valor inicial dado por (1.19)
sendo A um operador linear nao-limitado. Para isso, deve-se impor condi¢oes adequadas sobre

o operador A.

Quando A € R e t > 0 a exponencial e & a tinica uma funcdo F : Rt — R que tem

as seguintes propriedades:
(a) E(0) = 1;

(b) Elt+s) = E()E(s)
(¢) limy o+ E(t) = 1.

Este fato também ocorre quando E toma seus valores na algebra dos operadores lineares
de qualquer espago de dimensao finita. Neste caso, o nimero 1 que aparece nos itens (a) e (c)
deve ser interpretado como o operador identidade I : X — X e a multiplicagao do item (b),

como a composicao de operadores lineares.

Observacao 1.6 O operador identidade I € o limite uniforme de E(t) quando t — 07 se
|E(t) —1I||2x) — 0 ¢ € o limite forte de E(t) se para cada x € X tem-se ||(E(t) —1I)z||x — 0,
quando t — 0%, Quando em (c) o limite é tomado no sentido da topologia uniforme tem-se

uma situacao bastante simples como se mostra no teorema a sequir.
Teorema 1.6 Uma funcao E : Rt — (X)) satisfaz as condigoes:
(a) E(0)=1;

(b) E(t+s)= E(t)E(s);

(c) ||1E(t) = I||#x) — 0 quando t — 0F

se, e s6 se, E(t) = e, onde A € L(X) e et é definida por (1.17).

Demonstracao: Ver [11]. ]

Apresentaremos agora alguns resultados sobre Semigrupos de Classe Cjy. Sugerimos
ao leitor que consulte [11] e [21] para um melhor entendimento e para as demonstragoes que

seguem.

Como a convergéncia uniforme implica convergéncia forte, o Teorema 1.6 vem mostrar

que a definicao a seguir generaliza a de fun¢ao exponencial.
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1.8.2 Semigrupos de Classe ()

Definicao 1.21 Seja X um espago de Banach e £ (X) a dlgebra dos operadores lineares limi-
tados de X. Diz-se que uma aplicagio T : Rt — L(X) é um semigrupo de operadores lineares

limitados de X se:

(a) T(0) =1, onde I é o operador identidade de X ;

(b) T(t+s) =T(H)T(s), ¥ t,s € RT.

Diz-se que o semigrupo T € de classe Cy se
(¢) limy o+ || (T(t) — I)z||[x =0V z € X.

Observacao 1.7 As propriedades fundamentais da func¢ao exponencial sao vdlidas para os se-

migrupos de classe Cy.

Proposicao 1.12 Se T é um semigrupo de classe Cy, entao ||T(t)|| zx) € uma funcgao limitada

em todo intervalo limitado [0, L.
Definicao 1.22 Se ||T(t)||¢x) <1, YVt >0, T € dito semigrupo de contragoes.

Corolario 1.1 Todo semigrupo de classe Cy € fortemente continuo em RT, isto €, se t € RT,

entao
ImT(s)x =T(t)x V¥V x € X.

s—t

Observacao 1.8 Os semigrupos de classe Cy sao também conhecidos por semigrupos forte-

mente continuos.

Definicao 1.23 Seja X um espago de Banach e seja

T(h)—1
D(A)={zr e X; lim %az existe}.

h—0t

O operador A : D(A) C X — X definido por

Azr = lim MSL’
h—0+ h

€ dito o gerador infinitesimal ou simplesmente gerador do semigrupo T

E simples mostrar que o dominio do operador A é um subespaco vetorial de X e A é

um operador linear.

Proposicao 1.13 Seja T um semigrupo de classe Cy e A o gerador infinitesimal de T. Sao

vdlidas as sequintes proposicoes:
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(a) Se x € D(A), entao T(t)xr € D(A), Vt>0e

d
ZT()r = AT(t)z = T(t) Ax;

(b) Sex € D(A), entdo
T(t)xr —T(s)x = / AT (T)xdr = / T(7)Axdr;
(¢c) Sex € X, entao fot T(r)xdr € D(A) e

T({t)r—z = A/t T(7)xdr.

Proposicao 1.14 Seja X espaco de Banach e A o gerador infinitesimal de um semigrupo T'(t)

de classe Cy. As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

(a) A é um operador linear fechado e seu dominio é denso em X;

(b) Um operador linear, fechado e com dominio denso em X, é o gerador infinitesimal de, no

mdazrimo, um semigrupo de classe Cy.

Proposicao 1.15 Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo T(t) de classe Cy. Se x €
D(A) entao:

(a) LT (t)x = AT (t)x;
(b) T(t)z € C([0,00) : D(A)) NC([0,00) : X).

Observacao 1.9 Se Ti(t) e T5(t) possuem o mesmo gerador infinitesimal A, entao Ti(t) =
Ty(t).

Na tentativa de resolver o problema (1.19), a meta é obter condi¢oes necessarias e su-
ficientes para que o operador linear A seja gerador infinitesimal de um semigrupo T'(t) de
contragoes de classe Cy. Nesse sentido, iremos enunciar dois importantes teoremas devidos a

Hille-Yosida e Lumer-Phillips, que respondem esta questao.

Teorema 1.7 (Hille-Yosida) Um operador linear A sobre X satisfaz:

(a) A € fechado e densamente definido e

(b)) AN —A)"H, VA>0e|[(AM —A) Y] gx) < + onde I € o operador identidade

se, e somente se, A é gerador infinitesimal de um semigrupo T(t) de contragoes de classe

Co.
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Demonstragao: Ver [11] ou [21]. m

Antes de enunciar o teorema de Lumer-Phillips, precisamos de alguns conceitos impor-

tantes, tais como:

Definicao 1.24 Seja X um espaco de Banach, X' o dual de X . Para cada x € X, definimos
o conjunto dualidade J(x) C X' por

J(z) = {2" € X'; (w,2") = ||=[|* = ||2']*}.
Pelo Teorema de Hahn-Banach, o conjunto dualidade € nao-vazio para todo x € X.

Definicao 1.25 Uma aplica¢ao dualidade € uma aplicagao j : X — X' tal que j(z) €
J(x),VzeX.

Defini¢ao 1.26 Diz-se que um operador linear A : D(A) C X — X € dissipativo se, para

alguma aplicacao dualidade 7,
Re (Ax,j(z)) <0, Ve D(A).

Definicao 1.27 Diz-se que A é m-dissipativo se A for dissipativo e (A — A) = X para algum
A > 0.

Teorema 1.8 (Lumer-Phillips) Seja X um espag¢o de Banach e A: D(A) C X — X um
operador linear. A é um gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes de classe Cy se,

e somente se, A € m-dissipativo e densamente definido.

Demonstragao: Ver [11] ou [21]. ]



Capitulo 2

EQUACOES DE MAXWELL

Seja 0 C R? um dominio aberto, com fronteira I" limitada e lipschitziana.

Consideramos o sistema de equacoes de Maxwell:

eE, —VXxH+0E=0, em Qx(0,00)
puH; +V x E=0, em Q x (0,00)
V-H=0, em QX (0,00)
E(z,0) = Ey(z) e H(z,0) = Hy(z), em Q
Exvlr=0 e Hv|p =0, em T x (0,00),

onde E(z,t) = (Ei(z,t), Es(z,t), E3(x,t)) e H(z,t) = (Hi(z,t), Hy(z,t), H3(2,t)) denotam o

campo elétrico e o campo magnético, respectivamente.

As constantes o, £ e p (todas positivas) representam a condutividade elétrica, a per-
mitividade elétrica e a permeabilidade magnética do meio, respectivamente. Denotamos por

v(z) = (n(z),va(z), v3(x)) a normal unitéria externa a fronteira I' de €.

Neste capitulo vamos provar que o sistema de equagoes de Maxwell (2.1)-(2.5) com
condicoes iniciais e de contorno apropriadas estd bem posto. Na primeira secao estudamos
a existéncia e unicidade de solucao. Como comentamos na introducao, algumas das idéias
aqui utilizadas foram retiradas do trabalho de Nicaise e Pignotti [20]. No entanto, em alguns

momentos utilizamos técnicas distintas das que os autores empregaram em seu artigo.

Na segunda secao consideramos uma decomposicao ortogonal da solucao obtida. Sera
com essa decomposigao ortogonal que analisaremos o decaimento da energia do sistema, o que

sera feito no ultimo capitulo.
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2.1 Existéncia e Unicidade de solucgao

Estabelecemos a existéncia e unicidade de solu¢do do sistema (2.1)-(2.5) utilizando a

Teoria de Semigrupos. Para isso introduzimos o seguinte espaco funcional:

H = [2(Q)® x Hy(div 0,9).

Utilizando a Proposicao 1.8 vemos que o espaco 7 é um espaco de Hilbert com o

produto interno

((E,H), (El,Hl))%ﬂ = /(EE E1 +MH : Hl) d!L‘, v (E, H), (El,Hl) S
Q

Notemos que as equagoes (2.1)-(2.2) com condiges iniciais (2.4) podem ser escritas

como
d ( E —e7 gl e71Vx E E (0) E,
J— — e = .
dt \ H —p~Vx 0 H H Hy
Definimos o operador &7 como segue:
o D) H — H
(E,H) — (B H)=(—e10IE+e7 'V x H,—u~ 'V x E),
ou seja
o — —e7lol 7'V |
—pu 1V x 0
onde
D(«/) = Ho(rot,Q) x (Hop(div 0,Q) N H(rot,(2)).
Podemos reescrever o sistema (2.1)-(2.5) como:
99  _
a = Y9
gb(O) = ¢0a
onde

-(5) ()

Provemos que este problema tem solucao tinica utilizando o Teorema de Lumer-Phillips.

Para isto, provemos a seguinte

Proposicao 2.1 Sao vdlidos os sequintes itens:

(a) D(f) é denso em F;
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(b) (Ap,¢)r <0, ¥V ¢ € D();
(c) Im(I — A)=37.

Demonstracdo: (a) Imediato, ja que 2(Q)* C Hy(rot,Q) C L*(Q)*, 2(Q)% = L*(Q)% e a
densidade de (Ho(div 0,Q) N H(rot,Q)) em Hy(div 0,9) foi provada pela Proposicao 1.11.

(b) Utilizando a definigao do produto interno em s#obtemos, para ¢ = (E, H) € D(«),

—etoE+e 'V x H E
(76, 0)r = (( W'V x E )<H>>%ﬂ

_ /[(—0E+V><H)~E—(V><E-H)] dz
_ /[—aE-E+(V><H)~E—(V><E)~H] dz

_ /[_g|E|2+(VxH)-E—(VxE)-H] da.
Q

Como E € Hy(rot,Q) e H € H(rot,Q) entao, pela identidade (1.14) obtemos

/Q(VXH)-de—/Q(VxE)-de:O.

Logo
(6. 0)r = —0||E|* <0, ¥ ¢ € D(),

o que mostra que &/ é um operador dissipativo.

(c) Devemos mostrar que V (f,g) € 4, existe (E, H) € D(<) tal que:

o(2)-(2)

isto é, devemos resolver o seguinte problema:

E + eloF — e 'VxH = f
p'VxE + H = g,
onde f € L*(Q)3 e g € Ho(div 0,Q) sao fungoes dadas.

Notando que
H=g—u'VxE, (2.6)

vemos que
E+e0E+e 'y 'Vx(VXE)=f+e'Vxy, (2.7)

ou seja, resolvendo (2.7) obtemos a solucao (E, H) do sistema.

Para encontrar a solu¢ao E de (2.7), vamos considerar a formulacao fraca de tal equagao.
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De fato, tomando o produto interno em L*(Q2)* de ambos os membros de (2.7) com ¢ € 2(Q2)?

obtemos
/[(1 b el E ot e (V x (V x E)) - o] da
Q

Z/Q[f-so+6‘1(v x g)-¢] d.
Mas, pela identidade de Green (1.14),

/Vx(VxE)-cpdx:/(VxE)-(ngo)dx
Q Q

/ng-gpdx:/g-ngodx.
Q )

Assim,
/[(1 +eto)E-p+e N (V x E)-(V x )] do
Q
:/[f-<p+61g-v x | dx.
Q
Portanto, considera-se o problema de encontrar E' € Hy(rot, ) tal que

/[(1 +e 'V E-W e 'y (VX E)-(Vx W) do

:/[f'W+€_1g-V><W] dx, ¥V W € Hy(rot, Q).
Q

Afim de demonstrar a existéncia de solucao do problema acima, consideremos a forma
bilinear a : Hy(rot, Q) x Hy(rot,Q2) — R, definida por

a(E,W) = /Q[(l +e o) E-WHe 'ty VX E)-(Vx W) dz, ¥V E,W € Hy(rot,),
e a forma linear F': Hy(rot,2) — R, dada por
FW) = /Q[f W e tg - (Vx W) dx, VW € Hy(rot, Q).
O problema equivale, agora, a encontrar E' € Hy(rot, ) tal que
a(E,W)=FW)V W € Hy(rot, ).

Mostremos que valem os seguintes itens:



(@) la(EW)| < el Ellgeorsn] W ooncy ¥ B H € Holrot, )
() a(B. B) 2 G| B\ ey ¥ B € Hofrot, Q);

() [FW)| < esl|Wllmrors), ¥ W € Ho(rot, Q),

onde ¢y, ¢o, 3 520 constantes reais positivas a serem definidas.

(a)Temos, utilizando a Desigualdade de Holder, que

(B, W) =

/[(1 +e o) E-W ety N (V x E)-(Vx W) de

IA

(1+a—1o—)/ |EW| dl’+8_1ﬂ_1/ (V x E).(VxW)| dx
Q Q
< (e o|BI W[+ w IV x Bl [V x W]

< a(lEIHWII+ IV x E|| [V x WI]),

onde ¢; = max{(1+¢e o), e u1}.

Mas, utilizando a desigualdade de Young, segue que

LE W+ IV x B[ [V x W] < (I[VxE|IP +[|EI[*)2([IV x W|* + |[W]|[*)®
= ||E||H0(rot,Q)||W||H0(rot,Q)-

Portanto
la(E, W) < allEllmot.o[[WlHo@or0)-
(b)Vemos que, V E € Hy(rot, ),

a(E,E) = /Q[(1+610)E~E+51,LL1(V x E)-(V x E)] dx

/[(1 + e )| B+ e |V x B da
Q

(1 +eto)||BIP + e |V x E|?
o([[E[P + 1V < E|P)

v

- 62‘ ‘E‘ ﬁfo(rot,flﬁ

1

onde ¢y = min{(1 + &7 'o), e 1pu}.

39
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(c) Basta notar que, pela Desigualdade Holder,

[FW)| =

/[f-W+5_1g-VxW] dx
0

< /|f~W|d:c+el/\g-V><W| dx
0 0
< AW+ Hlgll 1V < W]
< NATAWIE+ IV < W)+ Hlgll (1Y x WP+ (W)
< (WP + IV x W)

C3 | |W| |H0(r0t,Q)7

onde c; = max{||f|[,e7"[|gl[}.

Como a forma bilinear a é continua e coerciva e a forma linear I’ é continua, segue, pelo

Teorema de Lax-Milgran, que existe um tnico E € Hy(rot, Q) tal que
a(E,W)=F(W),YW € Hy(rot, ),
ou seja
/{)[(1 +e o) E-W+e 'y (VX E)-(VxW)|dx

_ /[f Wt e g (V x W) de, ¥ W € Hy(rot, Q). (2.8)
Q

Seja
H=g—-pu'VxE.

Notemos, de imediato, que

p'VxE+H=g.

Além disso, H € Hy(div 0,9). Com efeito, g € Hy(div 0,2) e, como E € Hy(rot,<)
temos, pela Proposigao 1.9, que V x E € Hy(div 0, 12).

Voltando a identidade (2.8), obtemos
/(1+5_10)E-g0dx+/€_1(,u_1V>< E—g)-(Vxy) dx:/f-godx, Ve 2(0)?
Q Q Q
ou seja,

/Q[(l-F&la)E'gO—&lH'(VXQO)} da:z/ﬂf~g0d:c, Vo€ D(0)°,
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isto é,
(1+e'0)E—e'V x H,p) = (f,¢), ¥V v € D(Q)°,
ja que

(H,V x @) =(V x H,p).

Portanto,
(1+eto)E—c'Vx H=f, em 2'(Q)>

Sendo E, f € L*(Q)3, conclui-se que V x H € L*(Q)3 e, portanto, H € H(rot, ).
Assim, H € H(rot,Q) N Hy(div 0,Q), E € Hy(rot,Q),

E+eloE—c'VxH=f

p'VxE+H=g.

Portanto, para todo para todo (f,g) € 4, existe um tnico (F, H) € D(&/) tal que:
E
H g

Em resumo, vimos que &/ é um operador linear m-dissipativo e com dominio D(<7)
denso em 7. Portanto, pelo Teorema de Lumer-Phillips, o operador ./ gera um semigrupo de

contragoes T'(t) de classe Cy, ou seja,

d

ZT(t) = ST(0).

Assim, de acordo com a Proposicao 1.15, temos o seguinte resultado de existéncia:

Teorema 2.1 Para todo (Ey, Hy) € H, o sistema (2.1)-(2.5) tem uma solugao fraca (E, H) €
C([O,oo);,%”) dada por
(E,H)="T(t)(Ey, Hy).

Se, além disso, (Ey, Hy) € D(), o sistema (2.1)-(2.5) tem uma solugao forte (E,H) €
C([0,00); D(7)) N C ([0, 00); ).

Nos interessa agora obter solu¢ao de (2.1)-(2.5) ainda mais regular que a do teorema
anterior. Como veremos, é suficiente restringir o espago onde se toma os dados iniciais. Essa
solucao mais regular sera utilizada na proxima secao, quando faremos uma andlise sobre a

decomposigao ortogonal de F' e H.
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Introduziremos, entao, o seguinte espaco:
H,(Q) = H(rot 0,Q2) N Hy(div 0,),
isto é,
H,(Q) ={yc L*(Q*Vxy=0,V-y=0e y-v|p =0}

Consideremos também
o complemento ortogonal de H;(Q) em L?(Q)3.

Definimos
Sy = L*()% x My

e provemos o seguinte

Teorema 2.2 Se (Ey, Hy) € D(&/)NSy, entao existe um inico (E, H), solugao de (2.1)-(2.5),
tal que (E(t),H(t)) € D(«/) N Sy, ¥V t > 0.

Demonstragao: Ja sabemos do teorema anterior que (E, H) € D(47), resta-nos provar que
H e My.

Considerando h; € H; qualquer, e utilizando (2.2) obtemos:

(uHy, ) + (V % E,hy) = 0,¥ ¢ > 0.
Mas, usando a identidade de Green (1.14), vemos que

(VxE h)) = /(VxE)-hld:p
0

_ /E~(V><h1)d:c
Q

ja que hy € Hy e E € Hy(rot, ).
Assim obtemos

d
%(MH@% h’l) = 07 Vi> 07

donde
M(H(t), hl) = ,u(HO, hl) =0, Vit> 0,

ou seja
(H,hl) :0, v hl EHl(Q), Vt> 0.
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Isto mostra que H € Hi (Q) = Mpy. »

E assim concluimos a existéncia e unicidade de solugao do sistema (2.1)-(2.5). O proximo
passo deste trabalho é estudar o comportamento assintotico da solucao. Mas para isso, devemos

utilizar uma decomposicao ortogonal adequada, que sera obtida na proxima secao.

2.2 Decomposicao ortogonal da solucao

A partir de agora suporemos que o aberto Q C R? & limitado, simplesmente conexo e

com fronteira I' de classe C"(r > 2).

Valem, obviamente, todos os resultados de existéncia obtidos anteriormente para o sis-

tema (2.1)-(2.5), onde fixamos hipdteses menos restritivas sobre €.

Observagao 2.1 Se Q C R? ¢ aberto e limitado com fronteira T' reqular (de classe C?), entao
HL(Q) C Hyo(Q)* = {v € HY(Q)?, 7, (v) = 0} € H(Q),

conforme [5], pagina 209.

Observacao 2.2 Se Q) C R3? ¢ simplesmente conexo com fronteira I' de classe C?, entdo

L*(Q)® = grad H'(Q) & H(Q) @ rot HLH(Q)?
= gT’(ld Hl(Q) @ HO(dZ'U 07 Q)?

onde
grad H'(Q) = {Vp;p € H'(Q)}
e
rot HY(Q)? = {V x v;v € HY(Q)? e v,(v) = 0}.
Assim,
(Ho(div 0, Q))L = grad H*(Q) C H(rot 0,9)
e

(rot HTIO(Q)?’)L = grad H'(Q) @ H,(Q) = H(rot 0,9).
Mais sobre isso pode ser encontrado em [5], pagina 226 ou tabela pagina 314.

No que segue, denotaremos (conforme [5]) o seguinte espago

Hy(Q) = Ho(rot 0,Q) N H(div 0,Q) = {u = V;p € H(Q); Ap = 0; p|r = constante}.

Os teoremas a seguir serao de fundamental importancia no restante do nosso trabalho.

Suas demonstragoes podem ser encontradas em [5].
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Teorema 2.3 Seja Q) C R® um aberto, simplesmente conexo e com fronteira I' de classe C2.

Entao, cada elemento u € L*(Q)3 tem decomposicdo tinica
u=Vp+h +V xXw,

com p € HY(Q) (inico a menos de uma constante aditiva), hy € Hy(Q),w € H(Q)? e v, (w) =

w X v|p =0. Além disso,

Viw=0 e (y,(w), 1>H—%(r),H%(r) = /Fw v dl' = 0.
Teorema 2.4 Seja 2 C R™ um conjunto aberto e conexo com fronteira I' lipschitziana. Entao
L*(Q)" = grad Hy(Q) @ H(div 0,9),
onde grad Hy(Q) = {Vp;p € H}(Q)}.

Usando os teoremas acima, obtemos o seguinte resultado de decomposicao ortogonal da
solugdo (E, H):

Teorema 2.5 Se (Fy,Hy) € D(&) N Sy, entio existem dnicos p,ha e A, com
(p(t), ha(t), A(t)) € H3(Q) x Hy() x HY(Q)3,V ¢ > 0, tal que a solugao (E,H) do problema
(2.1)-(2.5) satisfaz:

(a) E=—=Vp—A;+ hy,¥V t>0;

(b) ptH=V x A,¥ t > 0;

(¢c) V-A=0, v,(A) = Axv|r=0 e (1,(A), 1)H_%(F)’H%(F) = [fA-vdl=0.
Além disso,
IEI? = [[VDI® + [|Ad[* + || Ao (2.9)
e existe constante ¢ > 0 tal que
JA[]? < ||V x Al (2.10)

Demonstracgao:

Como H € L*(Q2)? entao, pelo Teorema 2.3, podemos escrever H como uma decomposi-
¢ao unica da forma:
wH =Vq+ h +V x A, (2.11)

em que ¢ € H'(Q),hy € Hy(Q),A € H(Q)? e A x v|r =0 e tais que

V-A=0e /A-VdF:O.
r



Assim esta provado o item (c).

Do fato de H € Hy(div 0, £2), temos

V- (uH)
= V- (V) +V -hi +V-(VxA
V- (Va),

pois hy € H;(©2) e V- (V x A) = 0. Ou seja,

Ag=0.

Por outro lado, observemos que, em I,

0 = pH-v
= Vq-v+hi-v+VXxA-v
= VQ'V,

pois H € Hy(div 0,9Q), hy € H; () e, pela Proposi¢ao 1.9, V x A € Hy(div 0,2).

Portanto, temos

% = 0em T

{Aq:OemQ
ov

consequentemente, Vg = 0. De fato,

Q

= /QV(Vq)qu

—qu—/ Vq|? dx
iy Q| |

= _HVQH%Q(Q)C*'

Logo,
Vq = 0.

Além disso, como H € My = Hi (), tem-se para w € H,; () que

0 = (pH,w)= (Vqg,w)+ (h1,w) + (V x A w)
= (h1,w)+ (A, V x w)
= (hlaw)a

45
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pois Vxw=0e A € Hy(rot, ). Logo
(hl,w) = O, Ywe Hl(Q),

com hy € H,; ().

Portanto h; = 0 e a expressao (2.11) pode ser expressa como
wH =V x A, (2.12)

desta forma esta provado o item (b).

Por outro lado, como E € L*(Q)? entao, pelo Teorema 2.4, podemos escrever E da
seguinte maneira:

E= _vp+w7
com p € H}(Q) e w € H(div 0,9).

Utilizando (2.12) na equagao (2.2) obtemos

%(VXA)—}-VXE:O,

donde

Segue, lembrando que V x (Vp) =0, que

V x (A +Vp+E)=0.
Além disso,

V- (A +Vp+FE) = EV-A+V-(Vp+E)

= —V.A+V.
ot v
jaque V-A=0ewe H(div 0,Q).

Temos também que,

vx (A4+Vp+E) = vxA+vxVp+uvxE

= %(VXA)+I/XV])+I/XE

= v xX Vp,

ja que v x Alr =0, v X E|r =0 e, conforme Proposi¢ao 1.10, v x Vp|r = 0.



47

Assim,
vx (A+Vp+ E)=0.

Como temos
vX (A +Vp+E) =0

concluimos que (A; + Vp + E) € Hy(Q2) = Ho(rot 0,Q) N H(div 0,2).

Portanto
A+ Vp+ E = hy, com hy € Hy(92).

E assim concluimos a demonstrac¢ao dos itens (a)-(c).

Vamos agora mostrar que ¢ valida a identidade (2.9). Notemos que

||E||2 = (E,E)=(=Vp— A+ hy, —Vp — Ay + hy).
Ou seja,
BN = [[VDI® + [[Ad]® + [|hal|* + 2 (Vp, Ar) =2 (Vp, ha) =2 (Ar, ha) . (2.13)

Mostremos que os itens acima destacados sao todos nulos. De fato, usando (1.10), vemos

que

(Vp, A) = / Vp- A, d
Q

— — pVA dl“l‘ ’YVA)p _1 1
| p 9 Aot )yt

0
= —/Qp 5V Ade
= 0, (2.14)

pois p € HY(Q) e V- A=0.
Também, de (1.10),

(Vpihe) = Oulle)-p )y gy ey = [0V b do
= 0, (2.15)
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jd que p e HY(Q) e V- hy = 0. Por tltimo, temos que

(At7 hg) = / At . h2 dx
Q
= / At : VQO de‘,
Q
pois hy € Hy(Q) e, entdo, hy = Vo com p € H(Q), Ap =0 e p|r = k, onde k é constante.
Utilizando a identidade de Green (1.10), vemos que
(Ag, he) = /At-ch dx
Q
L S B /ng V- A da
r)

0
= WAL by — [ # 5T A da

= 0, (2.16)

ja que (7, (4y), 1>H—%(r),H%(r) = [pA-vdl =0eV-A=0.

Utilizando as igualdades dadas em (2.14), (2.15) e (2.16) na expressao (2.13), segue que

HEH%Q(Q)C* = ||VP||%2(Q)3 + ||At||%2(9)3 + Hh2||%2(9)3-

Para finalizar a demonstra¢do do Teorema 2.5, provaremos por absurdo (2.10). Se a

desigualdade nao for valida, entao para cada n € N, existe ;4; € H'(2)? com

VA, =
:4Vn><V|F
JoA,-vdl =

e tal que
[An]| > n||V x Ay]].

Ponhamos A,, =

IIA I

IV Al = H <||A H)H

IV x 4,
14,

1
< — — 0 quando n — oo,
n



dai (||V x A,]||) é limitada. Ainda,

14| =
lim ||V x A,]| =
V-A, =

AnV‘F =

oS o o =

Sabemos, conforme Teorema 1.3, que
HY(Q)? — L*(Q).
Assim, existe subsequéncia (A,;) de (4,) e A € L*(Q2)? tal que

Anj — A em LQ(Q)g

Entao ||A,;|| — ||A]| e, assim,

1Al = Jim || A, =1

Sabemos também que
V x A,; — 0em L*(Q)°

VA, — 0em L*(Q).
Mas, por outro lado,

VXA, —VxAem 2'(Q)°

V- Ay —V-Aem 2'(9),

ja que
Apj — Aem 7'(Q)3.
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Dai, Vx A=0e V-A=0. Ainda obtemos
Axvy|ll'=lim A,; X v|p =0,
n—oo

pela continuidade da aplicacao traco.
Ou seja, como A € L*(Q)3, Vx A=0,V-A=0e Ax v|p =0, entdo A € Hy(Q).

Ainda, V hy € Hs, tem-se

(A, h2) = (hmAn],hg)

1 1
H 2(I'),H2(I")

n—00
. (2.17)

Em particular, se hy = A, ||A]| = 0, 0 que é um absurdo, ja que ||A|| = 1. ]



Capitulo 3

COMPORTAMENTO ASSINTOTICO
DA SOLUCAO

Neste capitulo, iremos estudar o decaimento da energia associada ao sistema (2.1)-(2.5)
através do método da perturbacao da energia ou de Lyapunov. Supomos, aqui, que o dominio
Q) C R3 ¢ aberto, limitado, simplesmente conexo e com fronteira I' de classe C"(r > 2). Sao,

portanto, as hipdteses fixadas na secao 2.2.

Como vimos na introducao, a energia do sistema é dada pela expressao:

1

&) 25/9 e E(e, ) + plH(z, t)] da. (3.1)

Com efeito, formalmente, utilizando (2.1) e (2.2) obtemos

eE,-E—(VxH)-E4+0E-E=0

pH, H+ (VxE)-H=0,

onde tomamos o produto interno em R* de ambos os membros de (2.1) com E e de (2.2) com
H.

Integrando ambas as expressoes em {2 segue que

d
f—/ |E|2dx+/[—(V><H)-E+cr|E|2] dzr =0

ﬂi/|H|2d:c+/(VxE)-de=0.
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Somando e utilizando a Proposicao 1.5 vem que

1d

—— [e\E\2+u|H\2]dx+/[V~(E>< H)+o|El’] dz = 0.

Pela identidade de Green (1.13) e por (2.5) obtemos

1d
3o 8 [ elBe 4wl ar + [ ol ds =0,

1d
ST, {/Q[E|E|2+M|H|2] dx} = —/QU|E|2 dz.

Portanto a equacao da energia do sistema é dada pela expressao:

ou seja

1

£(t) = 5/9[6\E<x,t)\2+M\H(x,t)|2} da.

Temos, dos célculos anteriores, o seguinte

Lema 3.1 Seja (Ey, Hy) um par inicial de D(</) N Sy e (E(t), H(t)) solu¢ao do problema
(2.1)-(2.5). Entao a derivada da energia associada ao sistema, definida em (3.1), € dada por

d 2
(1) = —/QO—\E\ dz. (3.2)

Conclui-se aqui que a energia é decrescente e cabe-nos estudar de que forma ocorre seu

decaimento. Isto sera feito no proximo teorema.

Teorema 3.1 Seja (Ey, Hy) € D(&/) NSy e (E,H) a solugao de (2.1)-(2.5) correspondente.

Entao existem constantes o, 3 > 0 tais que

E(t) < a&(0)e ™ Vit>0.

Demonstragao: Sabemos pelo Teorema 2.5 que a solucao (E, H) se decompoe da forma

E=—-Vp— A+ hy

wH =V x A,
com p € H}(Q),hy € Hy, A€ HY(Q)2,V-A=0e Ax v|p =0.

Ponhamos
F(t) :/5E~Adx.
Q



93

Temos, usando a equagao (2.1), a identidade de Green (1.13) e o fato que v,(A) = 0 que

iF(t) = E/[Et‘A+E-At] dx
dt 0

= E/[(&lva—O'glE)-A—l-E-At] dx
0

= /(VxH)-Adx—/crE-Ad:p+z—:/E-Atdx
Q Q Q

= /H-(VXA)dx—/crE-Adx+z—:/E-Atdx.
Q Q Q

Mas, como sabemos, V x A = uH, donde segue que

iF(t):/u|H|2d:p—/oE-Aders/E-Atd:p.
dt Q Q Q

Definimos agora

G(t) =&(t) — dF (1),
onde § é um parametro positivo a ser fixado. Temos

d d d
ZG(t) = () =6 F (1)

= —/J\E\Qdx—é(/,u\HPda:—/aE-Adx+s/E~Atda:)
0 0 Q Q

= —/J\E\Q dx—é/u|H\2 dx
0 0

+ 5/0E-Ad:p—5z—:/E-Atdx. (3.3)
Q 0

Da desigualdade de Holder e de (2.10) obtemos

/aE-Adx /|0E-A|d:p
Q Q
al[El 1Al

< od|E[[ [IV x A
oc|[E][ [[nH]].

IN

IN



Utilizando a Observacao 1.1, segue que
/aE-A dv < ocl|B| ||uH]|
Q

— (Jfod|El) <#||MHII)

< ()Y Bl + o <%||/~LH||)

2.2
_ noe /|E|2 da:+i/|,uH|2 dr
41 Jo K Ja

2,2
- MZC /|E|2dx+51/,u|H|2dx,
€1 Ja Q

onde €1 é constante positiva a ser escolhida posteriormente.

Ainda,

Q Q

Q Q Q

Vimos em (2.14) e (2.16) que

—/préltda::O e /h2~Atda::0.
Q Q

Segue, de (3.5), (2.9) e das duas identidades anteriores que
—/E-At dr = ||A|]* < ||E|]* = / |E|? dx.
0 0

Substituindo (3.4) e (3.6) na expressao (3.3) obtemos:

d S0’
Saw < —/U\E\Z da:—é/MH\z P /\E\Z dz
dt Q Q 481 Q

4 551/M|H\2 da:—l—ée/ B2 da
Q Q

5 2.2
_ (—a—l— poe +55) / |E? d:c+(51—1)5/,u\H|2 dx
dey Q 9)

2.2
€ 4ee Q Q

Vamos, agora, escolher ¢; > 0 tal que

1
g1 < min{l,—}
24

04

(3.4)

(3.5)



e 6 > 0 tal que

2.2 252
5_5 Mac—l >Oec éj<1.
€ 4eq 2e4

Dai, com estas escolhas, vemos que

onde

, o duo?c?
clzmm{(g— Zale —5),(1—61)5}.

Por outro lado, pela desigualdade (2.10),

G(t) —&M)] = | =dF(1)
= '—5€/E A dx
Q
< 55/|E-A| dz
Q
< e[| E]| [|All
< coel|El IV x Al
= coe||El] |[nH]|.
Pela desigualdade de Young segue que
252e?
G -0l = —— 1B + e1llpnH])*
6%

= /5|E|2 d:z:+61,u/u|H\2 dz,
de1 Jg Q

donde

c?6%e 5 )
L e|E|" dx 4+ e [ plH|? doe) + &(t) < G(t)
Q Q

€1

€1

2% ) )
Git) < + 1 e|E|" dx 4+ ey | plH|? do ) + &(1).
Q 0

Segue que
252 1 1
e / e|EP? daz—el,u/ plHP? do + —/5|E|2 d + —/M\HP dr < G(t)
de1 Jo 0 2 Ja 2 Ja
*6% ) ) 1 ) 1 )
G(t) <+ elEfFdx+eyp | plHI" de+ < | €|E|" de+ < | plH|” dx.
de1 Jo 0 2 Ja 2 Ja



1 252 1
1 (1_ ¢ ) [ elB? dr+ 50— 20 [ P do < Gt
2 Q 2 Q

1 26%e

1
Gt) <5 (145 ) [ elBl dos 50+ 2200) [ plHP do
2 281 Q 2 Q

Das escolhas de 1 e 0 feitas anteriormente, vemos que

6%

281 )

0<1l—=251p0 e 0<1—

Segue, pois, de (3.8) e (3.9) que

& (t) < G(t) < c38(1),

onde 252
0%
= mi 1-— 1-2
o mm{( o ),( 81,u)}>0
‘ 6%
03:max{(1+ ),(1+281u)}>0.
281
Portanto, de (3.7) e (3.10) obtemos
Law < —ast) < 2o
dt - ! - C3 ’
ou seja,

1 1 _a _a
Et) < —G(t) < —G(0) e ' < 2&(0) e 5"
Co Co Co
Logo
E(t) < a&(0) e onde a = % e g = a,
Co C3

26

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

Portanto a energia associada ao sistema (2.1)-(2.5) decai exponencialmente na medida

em que vai passando o tempo.



CONCLUSAO

Apobs o desenvolvimento deste trabalho, podemos enumerar diversos pontos positivos.

Inicialmente, para a busca da solucao do sistema num espacgo funcional adequado, o
Capitulo 1 das Preliminares foi de grande importancia. Nele estava todo o embasamento teo-
rico para o prosseguimento dos estudos. Podemos destacar os teoremas de Lax-Milgran e de
Lumer-Phillips, sendo estes fundamentais para chegarmos na existéncia e unicidade do sistema
considerado. Destaca-se também o0s espacos classicos na teoria do eletromagnetismo, sendo
eles, H(rot,Q)) e H(div,2). Naquela oportunidade, utilizamos o operador proje¢do na busca
de resultados de densidade no espago Hy(div 0,Q2) N H(rot,2).

No que concerne o Capitulo 2, apds encontrarmos a existéncia e unicidade de solucao do
sistema em eletromagnetismo, é feito um estudo para obtencao de solucao ainda mais regular.
Para isso vimos que é suficiente restringir o espaco onde se toma os dados iniciais e entao a
decomposicao ortogonal da solucao foi de extrema relevancia. Tal decomposi¢ao ortogonal é
utilizada também para analisar o comportamento assintético da solucao, o que foi feito no

ultimo capitulo.

Para trabalhos futuros, destaca-se a utilizacao de diferentes condigoes iniciais e de fron-
teira bem como trabalhar os parametros ¢, e o como funcoes escalares nao constantes na

regiao €.
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