
UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA MARIA
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Área de Matemática Aplicada, da Universi-

dade Federal de Santa Maria (UFSM, RS),

como requisito parcial para obtenção do

t́ıtulo de Mestre em Matemática.
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RESUMO

MODELO MATEMÁTICO PARA ANALISAR O CONTROLE DE

INSETOS-PRAGA EM CONSÓRCIO DE CULTURAS COM ANTIBIOSE

AUTORA: Laura Dalmolin

ORIENTADORA: Diomar Cristina Mistro

Neste trabalho, propomos um modelo do tipo Redes de Mapas Acoplados para analisar

a dinâmica de um inseto-praga em um consórcio de uma cultura principal (alvo do

herb́ıvoro) com uma cultura secundária que apresenta resistência do tipo antibiose a

este inseto. Analisamos dois fatores principais: os efeitos da área da cultura secundária e

sua distribuição no domı́nio sobre a dinâmica do inseto-praga. A redução na densidade

populacional dos insetos provocada por estes fatores é descrita através de um percentual

de decrescimento da população. Por meio de um modelo discreto para uma única espécie,

verificamos que a presença da cultura secundária reduz a densidade de indiv́ıduos na

cultura principal e que esta redução sofre alterações de acordo com a distribuição espacial

e grau de resistência da cultura secundária, além do tipo de movimentação do inseto.

Ao considerarmos um modelo discreto hospedeiro-parasitoide, observamos que a cultura

secundária também reduz a densidade de parasitoides, de forma que a utilização desta

estratégia de controle deve ser avaliada de acordo com o problema em estudo. De modo

geral, a distribuição da cultura secundária em faixas foi o arranjo espacial que apresentou

melhores resultados para o controle do inseto-praga.

Palavras-chave: Modelos discretos. Dinâmica de populações. Consórcio de cultu-

ras. Antibiose. Redes de Mapas Acoplados.



ABSTRACT

MATHEMATICAL MODEL TO ANALYZE THE CONTROL OF PEST

INSECTS IN INTERCROPPING SYSTEMS WITH ANTIBIOSIS

AUTHOR: Laura Dalmolin

ADVISOR: Diomar Cristina Mistro

In this work, we propose a Coupled Map Lattices model to analyze the dynamics of an

insect-pest in intercropping of a main culture (target of the herbivore) with a secondary

culture that presents antibiosis resistance to this insect. We analyzed two main factors:

the effects of the secondary crop area and its distribution in the domain on the insect-pest

dynamics. The reduction in the population density of insects caused by these factors

is described by a percentage of the population decrease. By means of a discrete model

for a single species, we verified that the presence of the secondary crop reduces the

density of individuals in the main crop and that this reduction depends on the spatial

distribution and degree of resistance of the secondary crop, besides the type of movement

of the insect. When considering a discrete host-parasitoid model, we observed that the

secondary culture also reduces the density of parasitoids, so that the use of this control

strategy should be evaluated according to the problem under study. In general, the

distribution of the secondary crop in stripes was the spatial arrangement that presented

better results for the control of the insect-pest.

Keywords: Discrete models. Population dynamics. Intercropping systems. Antibi-

osis. Coupled Map Lattice.
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INTRODUÇÃO

Nos últimos anos, o conceito de controle de pragas na agricultura sofreu alterações.

A aplicação desordenada de produtos qúımicos com o objetivo de controlar espécies

herb́ıvoras provocou o surgimento de diversos problemas como: resistência de pragas a

diversos pesticidas, surtos de pragas até então consideradas secundárias, efeitos adversos

sobre os inimigos naturais das pragas e outros animais presentes no ambiente e, efeitos

prejudiciais dos produtos qúımicos ao homem no momento da aplicação ou por meio de

reśıduos deixados nos produtos consumidos posteriormente (GALLO et al., 2002).

Desta forma, justifica-se a importância da procura de novas técnicas para o con-

trole de insetos herb́ıvoros. Neste contexto, surgiu um novo conceito denominado Manejo

Integrado de Pragas (MIP), o qual é caracterizado pelo uso de diversas técnicas que são

empregadas simultaneamente visando o controle de uma determinada praga. Assim, o

objetivo primário do MIP é reduzir as perdas causadas por pragas de modo efetivo, eco-

nomicamente viável e ecologicamente compat́ıvel com o meio ambiente (DEGRANDE e

VIVAN, 2012).

A modelagem matemática tem sido uma importante ferramenta de análise de

métodos propostos pelo MIP, pois através destes modelos podemos descrever diversos ti-

pos de interações entre espécies e explorar diferentes estratégias de controle da população

de insetos-praga. Além disso, nestes modelos, podemos considerar a estrutura espacial, a

qual é um componente essencial para descrever de forma mais reaĺıstica o problema em

estudo, visto que geralmente os habitats apresentam regiões com caracteŕısticas distintas

umas das outras interferindo diretamente na dinâmica das espécies.

A heterogeneidade espacial desempenha um importante papel na dinâmica entre

plantas e herb́ıvoros e entre herb́ıvoros e seus inimigos naturais. Por exemplo, em alguns

casos, constatou-se que o número de insetos-praga por área é maior em monoculturas do

que em policulturas (CRAWLEY, 1983; STRONG et al., 1984). Desta forma, o plantio de



10

duas espécies de plantas em um habitat e os efeitos que cada planta exerce na dinâmica

das espécies são importantes fatores a serem considerados como método de controle de

insetos-praga.

Neste trabalho, iremos considerar um consórcio de duas culturas: uma principal,

alvo de um inseto-praga, e uma cultura secundária que apresenta resistência do tipo

antibiose a este inseto. Segundo Lara (1991), a resistência por antibiose ocorre quando

o inseto se alimenta normalmente da planta, mas esta exerce um efeito adverso sobre a

biologia do inseto. Dentre estes efeitos estão a mortalidade das formas jovens e a redução

de tamanho e peso dos indiv́ıduos.

O objetivo principal é analisar os efeitos da cultura com antibiose sobre a den-

sidade dos insetos-praga na cultura principal. Para isso, vamos considerar dois aspectos

importantes: a área (número de śıtios) da cultura secundária e a sua distribuição espacial

no habitat.

Além de analisar a densidade dos insetos-praga em consórcio de culturas, é impor-

tante verificar sua influência na interação destes com seus inimigos naturais presentes no

habitat. Desta forma, iremos também estudar os efeitos da cultura com antibiose na densi-

dade de hospedeiros considerando que uma espécie de parasitoide, naturalmente presente

na plantação, interage com o hospedeiro em questão.

No Caṕıtulo 1, descrevemos de maneira mais detalhada a situação-problema que

será estudada neste trabalho. Iniciamos com um breve referencial teórico sobre o Manejo

Integrado de Pragas e os métodos de controle cultural e de resistência de plantas. Ainda

neste caṕıtulo, fazemos uma descrição dos modelos espacialmente estruturados, dando

ênfase ao modelo de Redes de Mapas Acoplados que será utilizado neste trabalho.

No Caṕıtulo 2, apresentamos um modelo discreto para uma única espécie em um

consórcio de culturas. Após realizarmos um estudo sobre a dinâmica local do inseto, in-

clúımos a estrutura espacial via Redes de Mapas Acoplados. Neste momento, descrevemos

como será incorporada no modelo a heterogeneidade espacial dada pela presença das duas

culturas que compõem o consórcio. Através de simulações, verificamos os efeitos da área

da cultura com antibiose, bem como de sua distribuição no domı́nio, na densidade de

indiv́ıduos na cultura principal.

No Caṕıtulo 3, analogamente ao caṕıtulo anterior, realizamos simulações para ana-

lisar a situação-problema proposta neste trabalho, porém, neste caso, iremos considerar
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que uma espécie de parasitoide interage com o inseto-praga. Vale ressaltar que o pa-

rasitoide considerado está naturalmente presente nas plantações, ou seja, consideramos

somente a dinâmica natural entre as espécies.

As conclusões finais são reservadas para uma discussão geral dos resultados obtidos.
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Caṕıtulo 1

CONCEITOS BIOLÓGICOS,

DELIMITAÇÃO DO PROBLEMA E

FERRAMENTAS MATEMÁTICAS

Neste caṕıtulo, apresentamos a situação-problema que será estudada neste traba-

lho. Iniciamos fazendo a descrição do problema biológico a ser abordado, apresentando o

conceito de manejo integrado de pragas na agricultura e os tipos de controle de insetos.

De modo especial, ressaltamos os métodos de controle conhecidos como método cultural

e método de resistência de plantas. Em seguida, destacamos os modelos discretos espaci-

almente estruturados, os quais são utilizados para modelar vários problemas biológicos.

Em particular, daremos ênfase aos modelos de Redes de Mapas Acoplados, que serão

empregados neste trabalho.

1.1 MANEJO INTEGRADO DE PRAGAS

A expressão “mundo em mudança” vem sendo citada direta ou indiretamente em

muitos trabalhos cient́ıficos nos últimos anos. Em particular, na entomologia, tais mu-

danças estão associadas a problemas envolvendo surtos de pragas em plantações, invasões

biológicas e o estabelecimento de espécies exóticas em novas áreas (LIMA et al., 2009).

Devido aos prejúızos causados nas plantações por surtos populacionais de pragas,

algumas técnicas vêm sendo utilizadas para reduzir tais populações. O uso crescente de

pesticidas em plantações e a crescente resistência de insetos a estes produtos qúımicos
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têm se tornado uma das grandes preocupações da atualidade. Tal preocupação justifica-se

pelos danos causados ao ambiente e à saúde humana provocados pelo uso indiscriminado

de tais produtos. Desta forma, a busca por novas técnicas de controle de pragas tem se

intensificado.

Neste contexto, visando a minimização destes problemas, surgiu um novo conceito

de controle de pragas denominado Manejo Integrado de Pragas (MIP). Segundo Kogan

(1998), o Manejo Integrado de Pragas consiste no uso de diversas táticas de controle,

aplicadas isoladamente ou associadas simultaneamente, numa estratégia de manejo base-

ada em análises custo/benef́ıcio que levam em consideração o interesse e/ou impacto nos

produtores, sociedade e ambiente.

De acordo com Norris et al. (2003) praga é toda população de organismos que

causam prejúızo à cultura e são capazes de reduzir a produção (rendimento) ou a qualidade

dos produtos. Em outras palavras, uma espécie somente é considerada uma praga quando

sua presença na cultura causar danos econômicos ao produtor. Deste modo, o objetivo do

MIP não é eliminar os indiv́ıduos da cultura e sim controlar seu número, reduzir a uma

densidade que não cause danos econômicos.

Conforme Gallo et al. (2002), para implementação do MIP é necessário:

1. Reconhecimento das pragas mais importantes (pragas-chave): consiste na identi-

ficação (identificação taxonômica e bionomia) do agente causador de um determi-

nado sintoma na planta.

2. Avaliação dos inimigos naturais: consiste na verificação da mortalidade natural no

agroecossistema. Nesta etapa, também consideram-se técnicas de criação (nutrição)

de inimigos naturais para liberação e técnicas para produção de patógenos.

3. Estudo de fatores climáticos que afetam a dinâmica populacional da praga e de seus

inimigos naturais.

4. Determinação dos ńıveis de dano econômico e de controle: define-se como ńıvel de

dano econômico (NDE) a menor densidade populacional do inseto capaz de causar

prejúızo ao agricultor. Já o ńıvel de controle (NC) corresponde à densidade popu-

lacional na qual medidas de controle devem ser efetivadas para que não ocorram os

danos econômicos, ou seja, é o ponto onde deve ser iniciado o controle para evitar

que seja atingido o NDE.
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5. Avaliação populacional: consiste no monitoramento das densidades populacionais

de pragas e de seus inimigos naturais através de amostragem.

6. Avaliação do(s) método(s) mais adequado(s) para incorporar num programa de

manejo.

De acordo com as etapas descritas anteriormente, para que ocorra uma plena im-

plementação do MIP é necessário um amplo conhecimento da cultura envolvida bem como

do inseto-praga relacionado a ela e seus inimigos naturais. Desta forma, para a adoção

do MIP é inevitável a integração de diversas áreas do conhecimento como entomologia,

fitotecnia, fisiologia vegetal, matemática e economia.

Como última etapa de implementação do MIP está a seleção do(s) método(s) mais

apropriados para o controle da praga. Dentre estes métodos estão (GALLO et al., 2002;

PICANÇO, 2010):

• Métodos culturais: consiste no emprego de certas práticas culturais para controle,

baseando-se em conhecimentos ecológicos e biológicos das pragas. Dentre as práticas

mais comuns citam-se: rotação de culturas, aração do solo, destruição de restos de

cultura, poda e consórcio de culturas;

• Método de resistência de plantas: uso de plantas que devido às suas caracteŕısticas

genéticas sofrem menor dano quando atacadas por pragas;

• Métodos de controle biológico: controle realizado através da ação de inimigos natu-

rais;

• Métodos qúımicos: consiste na aplicação de substâncias qúımicas que causam a

mortalidade das pragas.

Em particular, neste trabalho vamos ressaltar o método cultural (dando ênfase ao

consórcio de culturas) e a resistência de plantas.

1.1.1 Métodos culturais

O controle cultural baseia-se na manipulação do ambiente de cultivo com a fina-

lidade de desfavorecer o desenvolvimento da praga. Pode ser dado através da redução

da capacidade de suporte do habitat (poda, destruição e eliminação de restos culturais),
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descontinuidade espacial (alterando o espaçamento das plantas, consórcio entre culturas)

e ruptura da continuidade temporal (rotação de culturas) (PICANÇO, 2010).

De acordo com Hirakuri et al. (2012), o sistema em consórcio de culturas ou poli-

cultivo ocorre quando duas ou mais culturas ocupam a mesma área agŕıcola em um mesmo

peŕıodo de tempo.

São vários os estudos que analisam os efeitos do consórcio entre duas culturas.

Fernandes (2013) analisou a dinâmica e distribuição espacial ao longo do tempo de di-

ferentes espécies de pulgões e seu principal inimigo natural em um sistema de erva-doce

consorciada com algodão de fibra colorida. Os resultados obtidos através de experimen-

tos indicaram uma redução da população de pulgões em sistemas consorciados, sugerindo

desta forma que esta pode ser uma alternativa para o controle desta espécie.

A redução da densidade populacional de pragas, geralmente observada em sistemas

consorciados, pode possuir diversas justificativas. Por exemplo, a dificuldade de localização

da planta hospedeira pelo herb́ıvoro, bem como a maior quantidade de inimigos naturais

em razão da maior diversidade de presas, hospedeiros, microhabitats e muitas fontes al-

ternativas de alimentos dispońıveis dentro de tais ambientes complexos, podem justificar

esta redução (ALTIERI et al., 2003 apud CARVALHO e FILHO, 2009). Além disso, há

também a diferença nutricional de cada planta, interferindo diretamente no desenvolvi-

mento das espécies estudadas. A eficiência destes sistemas no controle de pragas se deve

principalmente às espécies de plantas que compõem o consórcio e à forma com que estas

culturas estão dispostas na plantação.

1.1.2 Resistência de plantas a insetos

A resistência de plantas a insetos consiste de uma caracteŕıstica hereditária da

planta que lhe possibilita reprimir o crescimento de populações de insetos ou se recuperar

de injúrias causadas por eles, fazendo com que se torne menos danificada que outras

plantas nas mesmas condições (PICANÇO, 2010).

Lara (1991) destacou que a resistência é relativa, visto que uma planta pode ser

considerada resistente quando comparada a outra que sofre maiores danos quando ata-

cada pelo inseto ou suscet́ıvel se a outra sofrer menos danos. Além disso, ressaltou que

a resistência está diretamente relacionada ao inseto, podendo a planta ser resistente a

determinadas espécies e suscet́ıvel a outras.
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Segundo Gallo et al. (2002) e Lara (1991), existem basicamente três tipos de re-

sistência:

• Não-preferência ou antixenose: ocorre quando o cultivar é menos utilizado pelo in-

seto para alimentação, oviposição ou abrigo que outros cultivares em igualdade de

condições. Isso ocorre devido a uma série de est́ımulos (de natureza qúımica ou

f́ısica) da planta que provocam uma cadeia de respostas do inseto. Ainda, uma das

principais diferenças entre este tipo de resistência e os demais é que, nesse caso,

existe uma resposta do inseto em relação à planta, enquanto que nos demais, existe

uma resposta da planta à atividade do inseto;

• Antibiose: ocorre quando o inseto se alimenta normalmente da planta, mas esta

exerce um efeito adverso sobre sua biologia. Este tipo de resistência pode ser cau-

sado por diversos fatores como a presença de substâncias qúımicas que provocam

intoxicação aguda ou crônica do inseto, enzimas que inibem ou reduzem os processos

normais de digestão do alimento ou compostos que interferem na reprodução, entre

outros fatores;

• Tolerância: ocorre quando uma planta é menos danificada que as demais, sob um

mesmo ńıvel de infestação do inseto, sem que haja efeito no comportamento ou

biologia deste. Entre as causas deste tipo de resistência, pode ser citada a maior

capacidade da planta (em relação às não tolerantes) de compensar a área destrúıda

por meio do crescimento ou regeneração dos tecidos atacados.

Ainda segundo Gallo et al. (2002), uma das principais vantagens da resistência

de plantas a insetos é sua compatibilidade, de modo geral, com os demais métodos de

controle, possibilitando assim sua inclusão nos sistemas de manejo de pragas.

1.2 DELIMITAÇÃO DO PROBLEMA

Neste trabalho, consideramos um consórcio entre duas culturas: uma principal, de

interesse do produtor e alvo de uma espécie com potencial de se tornar praga, e uma

cultura secundária que apresenta resistência a insetos. O objetivo é analisar os efeitos da

cultura secundária no controle da população de insetos que acomete a cultura principal.

Vale ressaltar que, neste trabalho, não será considerado que o inseto possua preferência
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por uma das culturas que compõem o consórcio, isto é, ele se alimenta de ambas as plantas

que integram o habitat.

A resistência escolhida para a segunda cultura será a antibiose. Cultivares de milho

(VIANA e POTENZA, 2000) e de trigo (SILVA, 2011) são alguns exemplos que apresen-

tam resistência do tipo antibiose a diferentes espécies de insetos.

Segundo Lara (1991), os efeitos da antibiose exercidos pela planta sobre o inseto

podem ser: mortalidade das formas jovens, prolongamento do peŕıodo de desenvolvimento,

redução de tamanho e peso dos indiv́ıduos, redução na fecundidade, alteração na proporção

sexual e alteração no tempo de vida dos adultos.

Uma das principais questões sobre a inclusão de uma planta em um consórcio

com outra cultura é sua disposição no habitat. O formato com que as plantas estão

distribúıdas pode alterar significativamente os efeitos que estas têm sobre a população de

pragas (GARCIA et al., 2014; POTGIETER et al., 2015). Em outras palavras, arranjar

as plantas em faixas simétricas, por exemplo, pode ser mais ou menos eficiente do que

dispô-las em torno da cultura principal.

Assim, neste trabalho, serão analisados dois fatores importantes: os efeitos da área

da cultura com antibiose e a influência de diferentes distribuições desta cultura no domı́nio,

visando o controle da densidade de insetos na cultura principal. A forma como iremos

considerar estes dois fatores é descrita com maiores detalhes no Caṕıtulo 2 deste trabalho.

Além disso, interações do tipo recurso-consumidor (presa - predador, hospedeiro

- parasitoide ou planta - herb́ıvoro) são de grande importância em sistemas ecológicos

e, em particular, em programas de controle biológico de pragas na agricultura. Parasi-

toides e predadores são alguns exemplos de inimigos naturais de insetos herb́ıvoros que

desempenham um papel relevante na redução e controle de insetos-praga, uma vez que

podem promover uma diminuição do uso de agrotóxicos. Desta forma, a preservação e

manutenção de inimigos naturais de herb́ıvoros é altamente recomendável.

Neste sentido, muitos modelos matemáticos têm sido desenvolvidos para compre-

ender e explicar a dinâmica das interações recurso-consumidor. O modelo hospedeiro -

parasitoide de Nicholson-Bailey (1935) foi um dos pioneiros a descrever este tipo de in-

teração servindo de referência para diversos trabalhos futuros (EDELSTEIN-KESHET,

1988).

Neste contexto, em nosso trabalho também iremos examinar a influência do
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consórcio de duas culturas (uma principal e uma com antibiose) na densidade de hospedei-

ros presentes na cultura principal, considerando que uma espécie de parasitoide, natural-

mente presente nas plantações, interage com o hospedeiro em questão. Não consideramos

liberações de parasitoides na cultura como ocorre em programas de controle biológico au-

mentativo. Assim, vamos analisar os efeitos do consórcio de culturas na dinâmica natural

das espécies. É importante ressaltar que, apesar de enfatizarmos a relação hospedeiro-

parasitoide, a dinâmica que vamos estudar é do tipo recurso-consumidor e poderia ser

aplicada a muitos sistemas presa-predador e, com algumas adaptações, a sistemas planta-

herb́ıvoro (MURDOCH et al., 2003).

1.3 MODELOS ESPACIALMENTE ESTRUTURA-

DOS

Diversas áreas da ciência como F́ısica, Qúımica, Engenharia e Biologia utilizam

modelos matemáticos para descrever problemas reais complexos, como interações entre

espécies em ecologia, propagação de uma doença em uma população, formação de padrões,

vibrações mecânicas e sistemas de controle genético, entre outros (STROGATZ, 1994;

EDELSTEIN-KESHET, 1988).

O objetivo em todas essas aplicações não é obter um modelo matemático que

descreva todos os processos envolvidos, pois, mesmo se isso fosse posśıvel, o modelo resul-

tante traria pouca ou nenhuma visão sobre as interações cruciais dentro do sistema. Em

vez disso, o objetivo é desenvolver modelos que capturem a essência de várias interações

permitindo que seu resultado seja mais plenamente compreendido (MURRAY, 2002).

Os modelos matemáticos em Ecologia, são uma ferramenta que permite analisar

padrões espaciais e temporais resultantes das interações entre espécies, em particular das

relações presa-predador ou parasitoide-hospedeiro comumente observadas em programas

de controle de pragas (LIMA et al., 2009).

Uma caracteŕıstica importante que deve ser considerada na formulação de modelos

ecológicos, além das interações entre espécies, é a estrutura espacial. Devido a diversos

fatores como condições naturais e até a ação do homem, os habitats apresentam regiões

com caracteŕısticas distintas umas das outras, o que pode afetar diretamente a dinâmica

das espécies presentes nestas áreas. Ainda que o ambiente seja homogêneo, pode ocorrer
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das populações possúırem uma distribuição inicial heterogênea. Além disso, em geral,

diferentes espécies apresentam diferentes taxas de movimentação, podendo ocasionar a

formação de padrões, mesmo em meios homogêneos (SOLÉ e BASCOMPTE, 2006; KOT,

2001).

Um exemplo clássico em que podemos notar a influência do espaço é o modelo

hospedeiro-parasitoide de Nicholson-Bailey (1935). Este modelo apresenta um equiĺıbrio

de coexistência das espécies que é instável para todos os valores dos parâmetros, o que não

condiz com a observação destas interações na natureza. Porém, ao incluir explicitamente

o espaço, as espécies persistem e diferentes padrões espaciais são observados (HASSELL

et al., 1991).

O problema a ser estudado neste trabalho é marcadamente espacial. Como preten-

demos analisar a distribuição espacial de plantas que apresentam antibiose com vistas a

controlar uma posśıvel praga de uma cultura, a variável espacial é essencial para nossa

análise.

Dentre os modelos espacialmente estruturados, podemos citar: equações de reação-

difusão, modelos metapopulacionais, equações a diferenças integrais, redes de mapas aco-

plados e autômatos celulares (RODRIGUES e MISTRO, 2007; KOT, 2001). A principal

diferença entre tais modelos é a maneira como são tratadas (discretas ou cont́ınuas) as

variáveis de tempo, espaço e estado.

A escolha do modelo se deve principalmente às caracteŕısticas das espécies envol-

vidas. Modelos que consideram o tempo discreto são mais adequados quando as espécies

se reproduzem em intervalos fixos, enquanto que para aquelas que se reproduzem con-

tinuamente, seria mais apropriado considerar o tempo cont́ınuo. Considerar a densidade

cont́ınua é uma idealização, visto que em uma população, os indiv́ıduos são, de fato, discre-

tos. Porém, para os objetivos da modelagem, é conveniente transformar uma população

de indiv́ıduos discretos em uma “nuvem” e considerar sua densidade espaço-temporal

(RODRIGUES e MISTRO, 2007; KOT, 2001).

Em algumas situações, considerar o espaço discreto pode fornecer uma descrição

melhor da realidade do que os modelos com o espaço cont́ınuo, como nos casos em que

as populações se movimentam em um conjunto de śıtios discretos do habitat (SOLÉ e

BASCOMPTE, 2006).

A tabela 1.1 apresenta os diferentes modelos espacialmente estruturados de acordo



21

com a escolha (discreta ou cont́ınua) das variáveis envolvidas.

Tabela 1.1: Modelos espacialmente estruturados.

Modelo Espaço Tempo Estado
Equações de Reação-Difusão Cont́ınuo Cont́ınuo Cont́ınuo
Modelos Metapopulacionais Discreto Cont́ınuo Cont́ınuo

Equações a Diferenças Integrais Cont́ınuo Discreto Cont́ınuo
Redes de Mapas Acoplados Discreto Discreto Cont́ınuo

Autômatos Celulares Discreto Discreto Discreto

Discorremos brevemente sobre dois modelos matemáticos que abordam a mani-

pulação do habitat: o primeiro utiliza Autômatos Celulares enquanto que o segundo é

formulado por um sistema de Equações Diferenciais Parciais.

Em Garcia et al. (2014) foi realizado um estudo para investigar os efeitos da ma-

nipulação do habitat na densidade populacional de uma praga. Para a composição do

habitat, foram consideradas quatro culturas: feijão, soja, batata e milho. Como inseto-

praga, Diabrotica speciosa, o qual utiliza estas culturas como plantas hospedeiras.

Além de analisar o consórcio e o arranjo espacial das culturas que o compõem como

ferramenta de controle da densidade do inseto, foram consideradas diferentes proporções

das culturas e analisados os efeitos da heterogeneidade espacial na velocidade de dispersão

da praga.

Para este estudo foi utilizado um modelo do tipo Autômato Celular que simulava

as caracteŕısticas fisiológicas e comportamentais do inseto e também as diferentes confi-

gurações espaciais da plantação. A dinâmica da população considerada é dada por um

conjunto de regras estocásticas, utilizando parâmetros biológicos do inseto como taxa de

mortalidade larval, taxa de desenvolvimento larva-adulto, taxa de oviposição e taxa de

mortalidade do adulto, todos dependentes da planta hospedeira.

Através de simulações, os autores conclúıram que a cultura do milho, associada

a qualquer uma das demais culturas, foi o consórcio que apresentou melhores resultados

quanto à densidade e dispersão dos insetos. Quanto ao arranjo entre as culturas, há dois

pontos importantes que os autores consideraram: a posição e a proporção. No caso do

milho, quanto mais alta a proporção no sistema, melhor é o controle da praga. Em relação

à posição, quanto mais próximas forem inseridas as fileiras de milho da posição inicial dos

insetos, melhor será o controle, pois estas fileiras assumem um papel de barreiras naturais
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ao inseto (GARCIA et al., 2014).

Por outro lado, em Potgieter et al. (2015), foi escolhida uma única cultura a integrar

o habitat, a da cana-de-açúcar. Devido ao longo tempo de maturação da cana-de-açúcar,

a qual pode variar de 12 a 24 meses de acordo com o local, os fazendeiros possuem campos

de diferentes épocas na fazenda. Desta forma, os autores consideraram a heterogeneidade

da paisagem em termos da idade da cultura.

O modelo considerado neste estudo descreve a dinâmica da população de E. sac-

charina, uma das principais espécies de pragas que atacam a cana-de-açúcar. O domı́nio

considerado é formado por campos de cana-de-açúcar de diferentes idades, cercados por

áreas que não são consideradas posśıveis habitats para a praga.

A dinâmica das sub-populações de E. saccharina em vários estágios (ovos, larvas

dentro e fora dos caules de cana-de-açúcar, pupas e traças) é descrita por um sistema

de equações de reação-difusão. Os parâmetros biológicos do inseto são influenciados pela

idade da cultura em que estão inseridos. Aumentando a idade, aumentam os ńıveis de

nutrição da praga e também a capacidade de suporte da cultura. Além disso, alteram-se

também os parâmetros de mortalidade.

Através de simulações, os autores analisam fatores como proporção das áreas que

compõem a paisagem, o arranjo espacial das culturas e variação na idade das culturas.

Dentre os resultados obtidos referentes ao arranjo espacial das culturas, podemos citar

a redução no ńıvel de infestação média em campos de diferentes idades arranjadas em

faixas ou listras quando comparados ao caso em que o domı́nio é dividido em mais regiões

formando padrões de xadrez. Ainda, domı́nios em que os campos formaram padrões es-

paciais aleatórios apresentaram resultados melhores quando comparados aos domı́nios em

que os campos foram agrupados de acordo com um padrão mais organizado.

Em outro cenário, os autores consideraram um domı́nio dividido em 4 campos de

áreas iguais de duas diferentes maneiras: 4 quadrados de dimensões 100m × 100m e em

4 retângulos de dimensões 50m × 200m cada. Neste caso, a partição que minimizava o

comprimento dos limites compartilhados entre os campos (divisão do domı́nio em qua-

drados), atingiu os menores ńıveis de infestação no final das simulações (POTGIETER et

al., 2015).

Na subseção seguinte vamos descrever de maneira mais detalhada o modelo de

Redes de Mapas Acoplados, que será empregado neste trabalho.
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1.3.1 Redes de Mapas Acoplados

De acordo com o problema que iremos estudar, analisamos os tipos de variáveis de

tempo, densidade e espaço que utilizaremos para formular o modelo. O crescimento de

muitas espécies de insetos ocorre em peŕıodos de tempo bem definidos. Assim, é razoável

considerar, nestes casos, a variável de tempo discreta. Além disso, podemos discretizar

também o espaço, considerando uma grade quadriculada de modo que cada célula re-

presente uma planta ou um conjunto de plantas. Assim, o estudo deste problema será

realizado via Redes de Mapas Acoplados.

Redes de Mapas Acoplados (Coupled Map Lattices - CML) são sistemas dinâmicos

que consideram o tempo e o espaço como variáveis discretas enquanto que a densidade é

considerada cont́ınua. Foram formuladas pela primeira vez pelo f́ısico Kunihiko Kaneko

(KANEKO, 1984), como um modelo para o estudo de caos espaço-temporal. Em estudos

de Ecologia, o uso deste tipo de modelo surgiu no ińıcio da década de 90. Como um

exemplo destes estudos pioneiros, podemos citar o modelo de Hassell et al. (1991) para

uma dinâmica hospedeiro-parasitoide. Desde então, o número de trabalhos em Ecologia

que utilizam redes de mapas acoplados vem aumentando rapidamente.

Nestes modelos, o espaço é discretizado em regiões denominadas patches ou śıtios.

A dinâmica local em cada patch é dada por um mapa, equação a diferenças, e a rede é

um conjunto de mapas no qual a influência de um patch nos outros é dada por uma regra

definida, o acoplamento (PONTES, 2008).

Assim, a dinâmica é constitúıda por duas etapas distintas: a fase de movimentação,

na qual ocorre a dispersão espacial dos indiv́ıduos e, após, uma fase de reação, em que

ocorrem as interações intra e inter espećıficas.

Para a construção deste modelo, consideramos um espaço com domı́nio bidimensi-

onal dividido em n× n patches. Cada patch será identificado pela sua posição x = (i, j),

onde 1 ≤ i, j ≤ n.

Estágio de dispersão

A movimentação ocorre da seguinte forma: a cada etapa discreta de tempo, uma

fração µ (0 ≤ µ ≤ 1) de indiv́ıduos deixa o patch x e se dispersa de maneira equitativa

para os patches pertencentes a uma vizinhança predeterminada, enquanto que a fração

1 − µ representa a fração de indiv́ıduos que permanecem no patch x. Na situação mais
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simples, µ é considerada constante mas, dependendo do problema, µ pode variar com a

densidade de uma ou mais espécies envolvidas no sistema.

Dentre as posśıveis vizinhanças, existem duas que são mais usadas: a vizinhança

de Moore e a de von Neumann.

A vizinhança de Moore consiste dos oito patches mais próximos, conforme ilustrado

na Figura 1.1 (a). Por sua vez, a vizinhança de Neumann (Figura 1.1 (b)) considera os

quatro vizinhos mais próximos, isto é, Vx = {(i− 1, j), (i+1, j), (i, j− 1), (i, j+1)}, onde

Vx denota a vizinhança do patch x = (i, j).

Figura 1.1: (a) Vizinhanças de Moore e (b) von Neumann. A cor cinza claro indica os śıtios que
compõem a vizinhança do śıtio central (cinza escuro).

(a) (b)

Fonte: da autora, gerado no software GeoGebra 5.0.

A Figura 1.2 ilustra o esquema de movimentação dos indiv́ıduos considerando a

vizinhança de von Neumann.

Figura 1.2: Esquema de movimentação dos indiv́ıduos.

Fonte: da autora, gerado no software GeoGebra 5.0.
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O estágio de dispersão, considerando a vizinhança de Neumann, é descrito pela

equação:

H
′

x,t = (1− µ)Hx,t +
∑

y∈Vx

µ

4
Hy,t, (1.1)

onde Hx,t e H
′

x,t representam a densidade de indiv́ıduos na posição x antes e depois da

dispersão da geração t, respectivamente.

Para os patches que estão localizados nas fronteiras do domı́nio, é necessário especi-

ficar regras para a movimentação de acordo com o comportamento das espécies, formando

o que se chama de “Condições de Fronteira”. Há três principais tipos de condições de fron-

teira:

• Fronteira reflexiva: ao chegarem na fronteira, os indiv́ıduos retornam para o interior

do domı́nio, ficando áı confinados. Pode ocorrer porque os indiv́ıduos possuem algum

mecanismo de percepção e decidem permanecer no domı́nio ou em razão do domı́nio

impedir a movimentação para o exterior como, por exemplo, numa ilha;

• Fronteira absorvente: os indiv́ıduos têm a possibilidade de ultrapassar a fronteira.

Porém, não são mais contabilizados a partir do momento que deixam o domı́nio.

Um exemplo em que ocorre esta situação é quando uma região torna-se desfavorável

levando os indiv́ıduos de uma população a abandoná-la;

• Fronteira ćıclica: os indiv́ıduos que ultrapassam a fronteira são automaticamente

inseridos na fronteira oposta, tornando o domı́nio infinito periódico. Assim, a pri-

meira e a última linha do reticulado tornam-se adjacentes e o mesmo ocorre com a

primeira e a última coluna.

Estágio de reação

Após o estágio de dispersão, as interações entre os indiv́ıduos ocorrem localmente,

ou seja, dentro de cada patch. Assim, o estágio de reação é descrito por uma equação a

diferenças ou um conjunto de equações a diferenças de acordo com o número de espécies

envolvidas, dadas por

Hx,t+1 = f(H
′

x,t), (1.2)

onde f é uma função que descreve a dinâmica da espécie.
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Caṕıtulo 2

MODELO DISCRETO PARA UMA

ÚNICA ESPÉCIE EM UM

CONSÓRCIO DE CULTURAS

Neste caṕıtulo, analisamos os efeitos do consórcio de duas culturas (uma principal

e outra com antibiose) na densidade populacional de uma espécie de inseto com potencial

de se tornar uma praga.

Primeiramente, realizamos um estudo da dinâmica local do inseto através de um

modelo discreto. Na Seção 2.1, apresentamos o modelo que descreve a dinâmica local do

inseto, determinamos as soluções de equiĺıbrio e analisamos os critérios para estabilidade.

Na Seção 2.2, utilizando redes de mapas acoplados, inclúımos a estrutura espacial

e a heterogeneidade dada pelas culturas distintas que compõem o domı́nio. Através de

simulações, verificamos os efeitos de diferentes arranjos espaciais (descritos na Subseção

2.2.1) na densidade total de insetos na cultura principal. Além disso, consideramos três

tipos de comportamento de movimentação: aleatória (Subseção 2.2.2) e dependente da

densidade local (Subseções 2.2.3 e 2.2.4).

2.1 DINÂMICA LOCAL

A dinâmica local do inseto será descrita através de uma equação a diferenças. Estas

equações são adequadas para descrever situações em que o crescimento da população

ocorre em intervalos de tempo bem definidos, podendo haver sobreposição de gerações ou
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não.

Uma equação a diferenças de 1a ordem em dinâmica de populações é da forma:

xt+1 = f(xt) (2.1)

onde xt representa a densidade da população na geração t e a função f descreve a dinâmica

da população.

Apesar de muitas espécies apresentarem, inicialmente, um crescimento exponencial,

existem vários fatores que inibem este crescimento, como competição intra-espećıfica ou

falta de nutrientes. Desta forma, é razoável considerar uma taxa de crescimento que

dependa da densidade de indiv́ıduos. Neste trabalho, utilizaremos a função de crescimento

de Ricker, a qual considera a taxa de crescimento dependente da densidade da população.

Assim, a dinâmica do inseto é dada pela equação:

Ht+1 = Hte
λe−

Ht
k = f(Ht), (2.2)

onde eλ = f
′

(0) corresponde ao fator de crescimento máximo e 1
k
é a inibição do cres-

cimento causado pela superpopulação, de modo que e−
Ht
k é um fator de mortalidade

dependente da densidade (EDELSTEIN-KESHET, 1988; de VRIES et al., 2006). Ressal-

tamos que nesta parametrização do modelo, o parâmetro λ pode assumir valores negativos,

implicando em um fator de crescimento eλ < 1.

A fim de reduzir o número de parâmetros no modelo e obter agrupamentos

de parâmetros relevantes para a dinâmica do sistema, faremos a seguinte mudança de

variáveis:

ht =
Ht

k
, (2.3)

obtendo assim a versão adimensional do modelo (KAWASAKI e SHIGESADA, 2007;

RODRIGUES e MISTRO, 2013):

ht+1 = hte
λ−ht , (2.4)

onde ht representa a densidade adimensional de insetos na geração t.
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2.1.1 Soluções de equiĺıbrio

O conceito de equiĺıbrio está associado à ausência de mudanças em um sistema,

isto é, soluções de equiĺıbrio são aquelas que permanecem constantes ao longo do tempo.

(EDELSTEIN-KESHET, 1988). No contexto das equações a diferenças, as soluções de

equiĺıbrio não sofrem variações da geração t para a geração t+1, ou seja, x̄ é uma solução

de equiĺıbrio se xt = xt+1 = x̄.

O modelo descrito em (2.4) admite duas soluções de equiĺıbrio, as quais serão

representadas por h̄. De acordo com a definição de solução de equiĺıbrio, h̄ deve satisfazer:

ht+1 = ht = h̄. (2.5)

Substituindo (2.5) em (2.4), obtemos:

h̄ = h̄eλ−h̄,

h̄(1− eλ−h̄) = 0.

Desta forma, uma solução de equiĺıbrio é h̄1 = 0, a qual corresponde à extinção da

espécie, e a segunda solução é h̄2 = λ, com λ > 0 para que o ponto seja biologicamente

viável. Observamos que para λ < 0, o único equiĺıbrio biologicamente viável é h̄1.

2.1.2 Análise da Estabilidade

Analisaremos agora as condições que devem ser satisfeitas para garantirmos a esta-

bilidade dos pontos de equiĺıbrio obtidos anteriormente. Iremos utilizar o seguinte critério

de estabilidade (EDELSTEIN-KESHET, 1988):

O ponto de equiĺıbrio x̄ da equação a diferenças

xt+1 = f(xt)

é assintoticamente linearmente estável se, e somente se, | f
′

(x̄) |< 1, onde f
′

representa a

derivada primeira da função f .

Aplicando o critério de estabilidade para a solução de equiĺıbrio h̄ do modelo (2.4),
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vemos que o equiĺıbrio é estável se, e somente se,

| eλ−h̄(1− h̄) |< 1. (2.6)

Assim, h̄1 = 0 é estável se, e só se,

| eλ |< 1, (2.7)

isto é, λ < 0.

Do mesmo modo, h̄2 = λ é estável se, e somente se,

| 1− λ |< 1, (2.8)

ou seja, 0 < λ < 2.

A Figura 2.1 mostra o diagrama de bifurcação para a equação (2.4) que representa

graficamente os valores assintóticos que a solução assume em função de um parâmetro de

interesse.

Figura 2.1: Diagrama de bifurcação do modelo (2.4) com relação a λ.
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Através do diagrama de bifurcação, podemos perceber que para λ < 0 o ponto de

equiĺıbrio h̄1 = 0 é estável, enquanto que para 0 < λ < 2 o equiĺıbrio h̄2 = λ é estável, o

que está de acordo com os resultados obtidos anteriormente. À medida que aumentamos

o valor de λ, observamos o surgimento de uma cascata de duplicação de peŕıodo. Ao

considerarmos λ = 2, notamos que o equiĺıbrio h̄2 deixa de ser estável e há o surgimento

de um ciclo de peŕıodo 2, de modo que a solução oscila entre dois valores. Para maiores

valores de λ surgem ciclos de peŕıodo 4 e assim sucessivamente até que para valores de λ

suficientemente grandes, um regime caótico é observado.
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2.2 MODELO ESPACIALMENTE DISTRIBUÍDO

Nesta seção, consideramos a dinâmica do inseto em um meio espacialmente estru-

turado, modelado via Redes de Mapas Acoplados. Como ressaltamos anteriormente, o

domı́nio será composto por duas culturas distintas: uma principal e outra com antibiose.

A heterogeneidade do habitat será incorporada no modelo através do parâmetro

λx que irá assumir valores distintos de acordo com o patch x = (i, j). Assim, definimos λx

do seguinte modo:

λx =







λ, se x for um patch da cultura principal,

λc, se x for um patch da cultura com antibiose, com λc < λ.
(2.9)

Como descrito no Caṕıtulo 1, a dinâmica em modelos de Redes de Mapas Acoplados

é composta por dois estágios: movimentação e reação.

O estágio de movimentação é descrito pela equação:

h
′

x,t = (1− µ)hx,t +
∑

y∈Vx

µ

4
hy,t, (2.10)

onde hx,t e h
′

x,t são a densidade de hospedeiros na posição x = (i, j) antes e depois da

dispersão da geração t, respectivamente, e µ é a fração de indiv́ıduos que deixa o patch x

e se dispersa para os patches pertencentes à vizinhança Vx dada por Vx = {(i− 1, j), (i+

1, j), (i, j − 1), (i, j + 1)}.

Na natureza, podemos observar diferentes tipos de comportamento de movi-

mentação dos indiv́ıduos. Por exemplo, algumas espécies de insetos herb́ıvoros utilizam o

movimento aleatório como uma estratégia para encontrar alimentos (RODRIGUES, 1998).

Já outros insetos tendem a permanecer em locais em que a densidade de indiv́ıduos de

sua espécie é alta.

Neste contexto, analisaremos três cenários diferentes, de acordo com a movi-

mentação dos indiv́ıduos:

• Cenário 1: assumiremos que os indiv́ıduos se movimentam aleatoriamente, isto é, a

movimentação não é influenciada por fatores como a densidade local dos indiv́ıduos;

• Cenário 2: os indiv́ıduos apresentam comportamento de antiagregação, ou seja, os

insetos tendem a deixar os śıtios com maior densidade de seus coespećıficos;
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• Cenário 3: os indiv́ıduos tendem a permanecer em śıtios com maior densidade de

insetos.

Os diferentes comportamentos de movimentação dos indiv́ıduos serão incorpora-

dos no modelo através da fração µ de indiv́ıduos que deixa um śıtio, como descrito nas

próximas subseções.

Já o estágio de reação é dado pela equação:

hx,t+1 = h
′

x,te
λx−h

′

x,t . (2.11)

Para as simulações deste caṕıtulo e do Caṕıtulo 3, iremos considerar diferentes

configurações das duas culturas que compõem o consórcio. Tais configurações são descritas

com maiores detalhes na subseção a seguir.

2.2.1 Experimentos Computacionais

Neste trabalho, analisaremos duas questões principais: a área (número de śıtios) da

cultura secundária que apresenta antibiose e sua distribuição espacial. Para cada um dos

cenários de movimentação, realizamos os seguintes experimentos numéricos:

Experimento A) Dinâmica sem consórcio de culturas

Em um primeiro momento, analisaremos a dinâmica da espécie em um domı́nio de

dimensões 40× 40 patches composto somente pela cultura principal.

Experimento B) Efeitos da área da cultura com antibiose

Neste experimento numérico, consideramos que a cultura com antibiose estará dis-

posta em torno da cultura principal. Seguindo esta configuração, iremos aumentar grada-

tivamente a área da cultura secundária, inserindo de uma até seis fileiras desta cultura,

a fim de comparar os efeitos da área da cultura secundária sobre a densidade de insetos

presentes na cultura principal.

É importante ressaltar que a área da cultura principal terá dimensões 40 × 40

patches em todos os casos analisados neste experimento, de modo que o domı́nio con-

siderando a cultura com antibiose é maior e tem dimensões variáveis, de acordo com o

número de fileiras da cultura secundária que são introduzidas. Desta forma, as dimensões
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do domı́nio total variam de 42× 42 até 52× 52 śıtios.

Na Figura 2.2, ilustramos alguns destes casos, onde a área branca representa a

cultura principal e a área em preto a cultura secundária com antibiose. Na legenda, está

especificado o número de fileiras da cultura secundária que foram inseridas no domı́nio.

Figura 2.2: Configuração espacial da cultura secundária (preto) em torno da cultura principal
(branco)

(a) Sem a cultura com antibiose (b) 1 fileira

(c) 3 fileiras (d) 6 fileiras

Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Experimento C) Efeitos da configuração espacial da cultura com antibiose

Neste experimento numérico, a cultura principal possuirá aproximadamente a

mesma quantidade de patches, isto é, vamos manter a área da cultura principal em torno

de 1600 patches. Já a área da cultura secundária será aproximadamente 20% da área da

cultura principal, distribúıda de diferentes maneiras no domı́nio. Para isto, nas simulações,

o domı́nio total terá dimensões 44× 44 patches.

Serão considerados seis diferentes arranjos de acordo com a distribuição da cultura

secundária:

• Arranjo 1: corresponde a duas fileiras da cultura secundária adicionadas em torno

da cultura principal. Neste arranjo, a área da cultura com antibiose é composta por
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336 patches ;

• Arranjo 2: a cultura secundária será disposta no domı́nio em forma de 2 listras com

dimensões 4×44 patches, cada. Assim, a área da cultura com antibiose é constitúıda

por 352 patches ;

• Arranjo 3: distribuição da cultura secundária em 4 listras com dimensões 2 × 44

patches cada, totalizando 352 patches ;

• Arranjo 4: distribuição da cultura secundária em 8 listras com dimensões 1 × 44

patches cada, totalizando 352 patches ;

• Arranjo 5: distribuição da cultura secundária em 4 blocos com dimensões 6 × 14

patches cada, correspondendo a um total de 336 patches,

• Arranjo 6: a cultura secundária será distribúıda de maneira aleatória pelo domı́nio.

Neste caso, a área da cultura secundária é composta por 336 patches.

Estes diferentes arranjos estão ilustrados na Figura 2.3, onde o domı́nio é cons-

titúıdo pela cultura principal (cor branca) e pela cultura com antibiose (cor preta). Ob-

servamos que os arranjos de 1 a 5 levam em consideração a necessidade de efetuar a

colheita da cultura principal, muitas vezes efetuada através de maquinário. Portanto, a

distribuição espacial das culturas que compõem o consórcio deve ter uma forma geométrica

simples. Além da importância teórica, o arranjo 6 poderia ser aplicado para diferentes cul-

tivares de uma mesma espécie ou, alternativamente, a cultura secundária poderia ser um

transgênico de uma mesma cultura (milho, por exemplo).
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Figura 2.3: Diferentes configurações espaciais da cultura secundária (preto) com a cultura prin-
cipal (branco)

(a) Arranjo 1 (b) Arranjo 2 (c) Arranjo 3

(d) Arranjo 4 (e) Arranjo 5 (f) Arranjo 6

Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Medida de eficiência

É necessário uma forma de quantificar a eficiência que cada arranjo espacial oferece

ao controle de uma população de pragas na cultura principal. Para isso, utilizaremos o

percentual de decrescimento da população de pragas após tf gerações. Este percentual é

dado pela seguinte expressão:

E =

tf
∑

t=1

∑

x∈Ω

h̄t
x −

tf
∑

t=1

∑

x∈Ω

ht
x

tf
∑

t=1

∑

x∈Ω

h̄t
x

, (2.12)

onde h̄t
x é a densidade de pragas no patch x e tempo t considerando o domı́nio homogêneo,

isto é, composto somente pela cultura principal, ht
x é a densidade de pragas no patch x ∈ Ω

e tempo t mas com domı́nio composto pelas duas culturas e Ω é o domı́nio composto por

patches da cultura principal (WILDER et al., 1994).
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O valor E indica o percentual de redução que a presença da cultura com antibiose

produz na população de insetos na cultura principal. Desta forma, quanto maior for a

redução da população do caso homogêneo para o heterogêneo, maior será a eficiência

deste consórcio.

Simulações

Vamos iterar as equações (2.10) e (2.11) em um domı́nio n × n cujas dimensões

irão variar de acordo com a configuração da cultura secundária. Em todas as simulações,

consideramos 600 gerações e o habitat com condições de fronteiras reflexivas. Como dis-

tribuição inicial, os insetos serão lançados apenas no patch x0 = (n
2
, n
2
) com densidade

hx0,0 = 0, 1; nos demais śıtios, a densidade é inicialmente nula. Ainda, densidades que

assumirem valores abaixo da ordem 10−12 serão definidas como zero.

O parâmetro λ na cultura principal será fixo em λ = 0, 1 enquanto que na cultura

com antibiose, usaremos os valores λc = 0, 01 (representando uma resistência moderada)

e λc = −1 (representando uma alta resistência). Os valores escolhidos para o parâmetro

λc também correspondem a diferentes comportamentos da dinâmica local dos indiv́ıduos,

visto que para λc = −1 o equiĺıbrio h̄1 = 0 é estável, enquanto para λc = 0, 01 o equiĺıbrio

h̄2 = λ é estável.

Para a fração de indiv́ıduos que abandona cada patch, usaremos os valores µ = 0, 1

e µ = 0, 6 dependendo do experimento, como será especificado. Os parâmetros relativos

às movimentações dependentes da densidade serão apresentados oportunamente.

A Tabela 2.1 apresenta todos os valores dos parâmetros que serão utilizados neste

caṕıtulo.

Tabela 2.1: Parâmetros do sistema.

Parâmetro Valores Descrição
λ 0, 1 eλ é o fator de crescimento máximo na cultura principal
λc −1; 0, 01 eλc é o fator de crescimento máximo na cultura com antibiose
µ 0, 1; 0, 6 fração de indiv́ıduos que deixa um śıtio (no cenário 1)
µ̄ 0, 1; 0, 6 fração migratória máxima dos indiv́ıduos (nos cenários 2 e 3)
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2.2.2 Cenário 1: Movimentação aleatória

Neste primeiro caso, a fração µ será constante em todos os patches do domı́nio, ou

seja, a fração de indiv́ıduos que irá deixar o patch não levará em consideração fatores como

a densidade local de indiv́ıduos ou da cultura correspondente à sua posição. Este tipo de

movimentação corresponde, na escala macroscópica, a um processo de difusão (PARIGI,

2013; RODRIGUES et al., 2013). Isto é, os indiv́ıduos se dispersam aleatoriamente sem

apresentar nenhum tipo de preferência ou tendência na movimentação.

Nas simulações dos experimentos (A) e (B), a fração de indiv́ıduos que abandona

cada patch será assumida µ = 0, 6. Já no experimento (C), usaremos dois valores para µ

(µ = 0, 1 e µ = 0, 6).

A) Dinâmica sem consórcio de culturas

Na Figura 2.4, estão ilustradas as distribuições espaciais dos insetos no domı́nio

em três etapas de tempo. A densidade total dos insetos em todo domı́nio no decorrer das

gerações está representada na Figura 2.5.

Figura 2.4: Distribuição espacial dos indiv́ıduos na cultura principal em diferentes etapas de
tempo. Parâmetros: λ = 0, 1 e µ = 0, 6.
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Observamos que cada um dos 1600 patches que compõem o domı́nio possui den-

sidade 0, 1 na última geração, este valor deve-se à dinâmica local da espécie, visto que

para os valores dos parâmetros considerados, o equiĺıbrio h̄2 = λ é estável. Desta forma, a

densidade total de indiv́ıduos assume valor máximo igual a 160, como pode ser observado

na Figura 2.5.
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Figura 2.5: Densidade total de indiv́ıduos na cultura principal.
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

B) Efeitos da área da cultura com antibiose

A Figura 2.6 ilustra a distribuição espacial dos indiv́ıduos considerando os casos

λc = 0, 01 (Figura 2.6 (a)) e λc = −1 (Figura 2.6 (b)). O domı́nio considerado é composto

pela cultura principal (dimensões 40 × 40 patches) e 6 fileiras da cultura com antibiose

em torno desta, totalizando um domı́nio de dimensões 52 × 52 patches. As distribuições

espaciais para as demais configurações (em que 1 até 5 fileiras da cultura secundária foram

adicionadas ao domı́nio) serão omitidas, visto que a distribuição espacial dos indiv́ıduos

nas culturas apresentaram comportamento semelhante ao observado para o caso em que

foram inseridas 6 fileiras.

Figura 2.6: Distribuição espacial dos indiv́ıduos em um domı́nio heterogêneo na geração t = 600.
Parâmetros: λ = 0, 1 e µ = 0, 6.
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Conforme a distribuição espacial dos indiv́ıduos na última geração, notamos a

diferença na densidade de insetos na cultura principal para a área da cultura secundária.

Esta diferença deve-se ao fator de crescimento dos indiv́ıduos ser menor na cultura que
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apresenta resistência por antibiose ao inseto. Ainda, quanto maior o ńıvel da resistência

da cultura secundária (neste caso representado por λc = −1), menor é a densidade de

indiv́ıduos nesta região.

A comparação da densidade total de insetos presentes somente na cultura principal

no caso em que a segunda cultura é ausente (cor preta) com casos em que a segunda cultura

está presente (tons de cinza) está ilustrada na Figura 2.7. Os resultados para cada número

de fileiras da cultura secundária estão representados através de diferentes tons de cinza,

a tonalidade da cor diminui à medida que aumentamos a área da cultura secundária.

Observamos que a densidade de insetos diminui com a inclusão da cultura com antibiose,

porém a redução não depende do número de fileiras acrescentadas.

Figura 2.7: População total de indiv́ıduos presentes na cultura principal, considerando o domı́nio
composto somente pela cultura principal (preto) e com a presença da cultura secundária (tons
de cinza).
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(a) λc = 0, 01 (b) λc = −1

Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

A Figura 2.8 apresenta a densidade populacional ao longo da linha i = n
2
do

domı́nio na última iteração.

Figura 2.8: Corte na linha i = n
2 do domı́nio considerando o domı́nio sem a cultura com antibiose

(em preto) e com a cultura com antibiose (tons de cinza).
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Podemos perceber através da Figura 2.8 (a) e (b) que há uma redução na densidade

populacional na área da cultura principal (7 ≤ j ≤ 46) do caso em que não é usada
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antibiose para os casos com a presença da cultura secundária. Notamos ainda que esta

redução é maior no caso λc = −1 do que no caso λc = 0, 1.

Quantificamos a influência da antibiose da cultura secundária na densidade popula-

cional dos indiv́ıduos presentes na cultura principal através do percentual de decrescimento

E da população dado pela expressão (2.12).

Para avaliar os efeitos do aumento da área da cultura secundária, utilizaremos o

parâmetro γ, o qual representa a fração do número de śıtios da cultura secundária pelo

número de śıtios da cultura principal. Por exemplo, o primeiro caso consiste de somente

uma fileira da cultura secundária acrescentada em torno da cultura principal resultando,

portanto, em um domı́nio total com dimensões 42× 42 patches.

A quantidade s de patches que compõem a área da cultura secundária, para esta

configuração, é dada pela seguinte expressão:

s = 4l2 + 160l, (2.13)

onde l é a quantidade de fileiras da cultura secundária adicionadas em torno da cultura

principal.

Desta forma, a cultura secundária é composta por 164 patches quando acrescen-

tamos apenas uma fileira. Como descrito anteriormente, a área da cultura principal é

mantida a mesma em todas simulações, com dimensões 40 × 40 patches, o que corres-

ponde a um total de 1600 patches. Assim, neste exemplo

γ =
164

1600

≈ 0, 103.

Como acrescentamos seis diferentes áreas da cultura secundária (acrescentando de

1 até 6 fileiras em torno da cultura principal), o valor de γ assume valores entre 0, 103

(caso de 1 fileira) até 0, 69 (correspondente a 6 fileiras).

Na Figura 2.9 (a) está ilustrado o percentual de decrescimento da população E

(definido na Subseção 2.2.1) obtido para as diferentes proporções de área da cultura

secundária e considerando tf = 600. Analisamos também a densidade total assintótica dos

indiv́ıduos aproximada por H∗

t para t = 600 (Figura 2.9 (b)). O caso γ = 0 corresponde

ao domı́nio composto somente pela cultura principal.
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Figura 2.9: (a) Percentual de decrescimento da população e (b) densidade total assintótica para
λc = 0, 01 (preto) e λc = −1 (cinza).
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

De acordo com os resultados obtidos através das simulações, podemos concluir que

não há diferença significativa na densidade populacional dos indiv́ıduos na cultura prin-

cipal quando aumentamos a área da cultura secundária. Em outras palavras, acrescentar

uma fileira da cultura secundária em torno da cultura principal terá aproximadamente os

mesmos efeitos na população de indiv́ıduos do que acrescentar seis fileiras desta cultura.

O que influencia de fato a densidade populacional é o efeito que a cultura secundária

tem sobre o crescimento dos indiv́ıduos, representado pelo parâmetro λc. Quanto maior a

resistência da planta ao inseto, maior será a redução na densidade da população.

C) Efeitos da configuração espacial da cultura com antibiose

• Resultados obtidos fixando o parâmetro λc = 0, 01 e considerando os parâmetros de

movimentação µ = 0, 1 e µ = 0, 6.

As Figuras 2.10 e 2.11 ilustram a distribuição espacial dos indiv́ıduos no domı́nio

de dimensões 44 × 44 patches para os diferentes arranjos entre as culturas definidos em

2.2.1, considerando λc = 0, 01 e µ = 0, 1.
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Figura 2.10: Distribuição espacial dos indiv́ıduos em diferentes etapas de tempo e diferentes
arranjos das duas culturas. (a) - (c) correspondem ao Arranjo 1, (d) - (f): Arranjo 2 e (g) - (i):
Arranjo 3. Parâmetros: λc = 0, 01 e µ = 0, 1.
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.
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Figura 2.11: Distribuição espacial dos indiv́ıduos em diferentes etapas de tempo e diferentes
arranjos das duas culturas. (a) - (c) correspondem ao Arranjo 4, (d) - (f): Arranjo 5 e (g) - (i):
Arranjo 6. Parâmetros: λc = 0, 01 e µ = 0, 1.
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Na Figura 2.12 está ilustrada a densidade total dos insetos na cultura principal,

considerando todos os diferentes arranjos descritos na Subseção 2.2.1.

O percentual de decrescimento E e a densidade total assintótica dos indiv́ıduos

H∗

t estão ilustrados na Figura 2.13, onde o eixo α representa o arranjo das culturas

considerado. Assim, α = 1 corresponde ao Arranjo 1, α = 2 corresponde ao Arranjo 2 e

assim sucessivamente. Os pontos estão unidos para melhor visualização.
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Figura 2.12: População total de indiv́ıduos na cultura principal. Sem antibiose (preto), Arranjo
1 (tracejado), Arranjo 2 (cinza forte), Arranjo 3 (cinza médio), Arranjo 4 (cinza fraco), Arranjo
5 (tracejado maior), Arranjo 6 (pontilhado).
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Figura 2.13: (a) Percentual de decrescimento da população e (b) densidade total assintótica da
população. Parâmetros: λc = 0, 01, µ = 0, 1 (preto) e µ = 0, 6 (cinza).
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Nota-se que a principal diferença na evolução da população total para os dois

parâmetros de movimentação estudados é que, com µ = 0, 6 os indiv́ıduos atingem a

densidade de equiĺıbrio em cada patch do domı́nio mais rapidamente quando comparada

ao parâmetro µ = 0, 1 (Figura 2.12). Além disso, a densidade total assintótica assume

valores menores no caso µ = 0, 6, independente do arranjo das culturas, conforme mostra

a Figura 2.13 (b).

Analisando o percentual de decrescimento da população (Figura 2.13 (a)), perce-

bemos que todos os arranjos apresentam percentuais baixos. No caso µ = 0, 1, os arranjos

4 (em que a cultura secundária está distribúıda em 8 listras) e o arranjo 6 (distribuição

de maneira aleatória) apresentaram melhores resultados quando comparados aos demais

casos, ou seja, estas configurações espaciais foram as que mais reduziram a densidade

de indiv́ıduos na cultura principal. Resultado semelhante foi obtido nas simulações com

µ = 0, 6, porém com percentuais de decrescimento um pouco maiores que o caso µ = 0, 1.
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Uma justificativa para tais resultados seria a proximidade entre a área secundária

e a posição da condição inicial, observada neste dois arranjos. Quanto menor a distância

entre esses dois elementos, menos tempo é necessário para o inseto chegar na cultura com

antibiose e portanto por mais tempo estaria exposto aos seus efeitos.

• Resultados obtidos fixando λc = −1 e parâmetros de movimentação µ = 0, 1 e

µ = 0, 6.

As Figuras 2.14 e 2.15 apresentam a distribuição espacial dos indiv́ıduos no domı́nio

nas gerações 100, 300 e 600, considerando diferentes arranjos das culturas e os parâmetros

λc = −1 e µ = 0, 1.

Figura 2.14: Distribuição espacial dos indiv́ıduos em diferentes etapas de tempo e diferentes
arranjos das duas culturas. (a) - (c) correspondem ao Arranjo 1, (d) - (f): Arranjo 2, (g) - (i):
Arranjo 3. Parâmetros: λc = −1 e µ = 0, 1.
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.
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Figura 2.15: Distribuição espacial dos indiv́ıduos em diferentes etapas de tempo e diferentes
arranjos das duas culturas. (a) - (c) correspondem ao Arranjo 4, (d) - (f): Arranjo 5 e (g) - (i):
Arranjo 6. Parâmetros: λc = −1 e µ = 0, 1.
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Na Figura 2.16 está ilustrada a densidade total dos insetos na cultura principal,

considerando os diferentes arranjos das culturas principal e secundária.

O percentual de decrescimento E e a densidade total assintótica dos indiv́ıduos H∗

t

estão ilustrados na Figura 2.17.



47

Figura 2.16: População total de indiv́ıduos na cultura principal. Domı́nio composto somente
pela cultura principal (preto), Arranjo 1 (tracejado), Arranjo 2 (cinza forte), Arranjo 3 (cinza
médio), Arranjo 4 (cinza fraco), Arranjo 5 (tracejado maior) e Arranjo 6 (pontilhado).
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Figura 2.17: (a) Percentual de decrescimento e (b) densidade total assintótica dos indiv́ıduos.
Parâmetros: λc = −1, µ = 0, 1 (preto) e µ = 0, 6 (cinza).
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

De acordo com os resultados obtidos através das simulações, os arranjos 2, 3 e 4

(cultura secundária disposta em 2, 4 e 8 listras, respectivamente) e o arranjo 6 (cultura

secundária distribúıda de maneira aleatória) apresentaram percentuais de decrescimento

da população semelhantes e maiores que os obtidos pelos arranjos restantes, no caso

em que µ = 0, 1. Já nas simulações considerando µ = 0, 6, as configurações em que a

segunda cultura está disposta de maneira aleatória e em 8 listras apresentaram os maiores

percentuais de decrescimento. Em relação à densidade total assintótica dos indiv́ıduos H∗

t ,

em todos os arranjos considerados, o caso µ = 0, 6 obteve menores valores que o caso

µ = 0, 1.

• Comparação dos resultados obtidos fixando µ = 0, 6 e parâmetros λc = 0, 01 e

λc = −1.
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Figura 2.18: (a) Percentual de decrescimento e (b) densidade total assintótica dos indiv́ıduos.
Parâmetros: µ = 0, 6, λc = 0, 01 (preto) e λc = −1 (cinza).
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

• Comparação dos resultados obtidos fixando µ = 0, 1 e parâmetros λc = 0, 01 e

λc = −1.

Figura 2.19: (a) Percentual de decrescimento e (b) densidade total assintótica dos indiv́ıduos.
Parâmetros: µ = 0, 1, λc = 0, 01 (preto) e λc = −1 (cinza).
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Através das Figuras 2.18 e 2.19, notamos que, em todos os arranjos estudados, o

caso λc = −1 apresentou maiores percentuais de decrescimento E e a população assumiu

menores valores para H∗

t , quando comparado ao caso λc = 0, 01.

Ainda, os arranjos 4 e 6 foram os que obtiveram os maiores percentuais de decres-

cimento, quando consideramos µ = 0, 6. Já nas simulações com µ = 0, 1, os arranjos 2,

3, 4 e 6 apresentaram valores para E semelhantes mas superiores que os demais arranjos

considerados.
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Estes resultados sugerem que, considerando os arranjos estudados e a proporção

entre as duas culturas escolhida, a melhor forma de reduzir a densidade populacional

do inseto na cultura principal é dispor a cultura secundária em 8 listras ou de maneira

aleatória. Estas distribuições apresentam maiores percentuais de decrescimento quando

considerado o caso λc = −1 do que no caso λc = 0, 01, visto que uma cultura com alto

grau de resistência reduz mais a densidade de indiv́ıduos que uma cultura com resistência

moderada, e em casos que assumimos µ = 0, 6 comparado ao caso µ = 0, 1, já que

indiv́ıduos que possuem uma taxa de movimentação maior chegam mais rapidamente na

cultura com antibiose.

2.2.3 Cenário 2: Movimentação dependente da densidade local

(Antiagregação)

Nessa subseção, vamos considerar que a fração de indiv́ıduos que deixa um patch

e se desloca para os patches vizinhos depende da densidade local, de modo que, em um

patch com baixa densidade de indiv́ıduos, a fração que deixa este patch é baixa. Já em

patches em que a densidade de indiv́ıduos for suficientemente alta, a fração migratória

atinge valores maiores. Ou seja, a fração de indiv́ıduos que deixa o patch é maior em śıtios

onde há maior densidade de indiv́ıduos.

Para incluir este tipo de movimentação no modelo, utilizaremos a função de Hill

dada por

µ (hx,t) =
µ̄× (hx,t)

q

Aq + (hx,t)q
, (2.14)

onde µ̄ é a fração migratória máxima, hx,t é a densidade de insetos na posição x e geração

t, q (inteiro maior que 1) é o parâmetro que regula a forma da função µ e A é a densidade

populacional para a qual a função migratória atinge metade do seu valor máximo (GIOR-

DANI, 2003). A Figura 2.20 mostra o comportamento da função µ (hx,t) para diferentes

valores do parâmetro q. Podemos perceber que à medida que aumentamos o valor de q,

a quantidade de indiv́ıduos que migra de um patch para outro se aproxima da fração

migratória máxima µ̄ de maneira mais abrupta. Assim, no limite quando q → +∞ temos

µ (hx,t) =



















0, se hx,t < A
µ̄

2
, se hx,t = A

µ̄, se hx,t > A.

(2.15)
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Em outras palavras, quando q → +∞, não há migração a partir do patch x se a

densidade local de indiv́ıduos for menor que A. Se a densidade de indiv́ıduos for igual à

A então a taxa de migração será metade da fração migratória máxima µ̄ e, se a densidade

for maior que A, então a fração migratória será igual a µ̄.

Figura 2.20: Função µ (hx,t) com A = 0, 05, µ̄ = 0, 6 e valores de q igual a 5, 10, 20 e 50.
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Nas simulações dos experimentos (A) e (B) iremos considerar os parâmetros λ =

0, 1, A =
λ

2
, q = 5 e µ̄ = 0, 6 de maneira que a função µ (hx,t) se comporte conforme a curva

correspondente na Figura 2.20. Já no experimento (C), além dos valores apresentados,

iremos considerar também o caso em que µ̄ = 0, 1.

A) Dinâmica sem consórcio de culturas

Na Figura 2.21 estão ilustradas as distribuições espaciais dos insetos no domı́nio

em três etapas de tempo. A densidade total dos insetos em todo domı́nio, no decorrer das

gerações, está representada na Figura 2.22.

Figura 2.21: Distribuição espacial dos indiv́ıduos em um domı́nio composto somente pela cultura
principal em diferentes etapas de tempo. Parâmetros: λ = 0, 1 e µ̄ = 0, 6.
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.
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Figura 2.22: Densidade total de indiv́ıduos no domı́nio composto pela cultura principal.
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Comparando a densidade total de indiv́ıduos no caso em que a movimentação

ocorre de maneira aleatória (Figura 2.5) ao caso em que a movimentação é dependente

da densidade local (Figura 2.22), percebemos que são necessárias mais gerações para os

indiv́ıduos atingirem a densidade de equiĺıbrio em cada patch quando a movimentação

representa um comportamento de antiagregação.

B) Efeitos da área da cultura com antibiose

A Figura 2.23 ilustra a distribuição espacial dos indiv́ıduos, na geração t = 600,

considerando os casos λc = 0, 01 (Figura 2.23 (a)) e λc = −1 (Figura 2.23 (b)). O domı́nio

considerado é composto pela cultura principal (40 × 40 patches) e 6 fileiras da cultura

com antibiose em torno desta, totalizando um domı́nio de dimensões 52× 52 patches.

Figura 2.23: Distribuição espacial dos indiv́ıduos em um domı́nio heterogêneo na geração t = 600.
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.
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A comparação da densidade total de insetos presentes somente na cultura principal

no caso em que o domı́nio é composto somente pela cultura principal (cor preta) para os

casos em que a cultura secundária está presente (tons de cinza) está ilustrada na Figura

2.24.

Figura 2.24: População total de indiv́ıduos presentes na cultura principal, considerando o domı́nio
composto somente pela cultura principal (preto) e com a presença da cultura secundária (tons
de cinza).
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Percebemos que a inclusão da cultura com antibiose ao domı́nio reduz a população

total de indiv́ıduos na cultura principal. Esta redução é maior quando assumimos que o

ńıvel de resistência apresentado nesta cultura secundária é maior, isto é, quando ela afeta

o crescimento dos insetos com maior intensidade. Nas simulações, este caso é representado

pelo parâmetro λc = −1. Este resultado também pode ser observado quando realizamos

um corte na linha i = n
2
do domı́nio na iteração 600, ilustrado na Figura 2.25.

Figura 2.25: Corte na linha i = n
2 do domı́nio, considerando o domı́nio composto somente pela

cultura principal (em preto) e com a presença da cultura secundária (tons de cinza).
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Na Figura 2.26 estão ilustrados o percentual de decrescimento E da população e a

densidade total assintótica dos indiv́ıduos (H∗

t ) considerando 600 gerações. O caso γ = 0

corresponde ao domı́nio composto somente pela cultura principal.
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Figura 2.26: (a) Percentual de decrescimento da população e (b) densidade total assintótica.
Caso λc = 0, 01 (preto) e λc = −1 (cinza).
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

De acordo com os resultados obtidos nas simulações, conclúımos que a densidade

de indiv́ıduos não sofre mudança significativa com a área da cultura secundária que é

acrescentada, resultado este também observado no caso em que a movimentação dos in-

div́ıduos era de maneira aleatória. Novamente, o parâmetro λc exibiu maior influência nos

resultados, sendo o caso λc = −1 o que apresenta maiores percentuais de decrescimento e

menores valores para H∗

t .

C) Efeitos da configuração espacial da cultura com antibiose

• Resultados obtidos fixando λc = 0, 01 e considerando os parâmetros de movi-

mentação µ̄ = 0, 1 e µ̄ = 0, 6.

As Figuras 2.27 e 2.28 ilustram a distribuição espacial dos indiv́ıduos em um

domı́nio de dimensões 44× 44 patches para λc = 0, 01 e µ̄ = 0, 1.
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Figura 2.27: Distribuição espacial dos indiv́ıduos em diferentes etapas de tempo e diferentes
arranjos das duas culturas. (a) - (c) correspondem ao Arranjo 1, (d) - (f): Arranjo 2, (g) - (i):
Arranjo 3. Parâmetros: λc = 0, 01 e µ̄ = 0, 1.
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.
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Figura 2.28: Distribuição espacial dos indiv́ıduos em diferentes etapas de tempo e diferentes
arranjos das duas culturas. (a) - (c) correspondem ao Arranjo 4, (d) - (f): Arranjo 5 e (g) - (i):
Arranjo 6. Parâmetros: λc = 0, 01 e µ̄ = 0, 1.
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Na Figura 2.29 está ilustrada a densidade total de insetos na cultura principal,

considerando todos os diferentes arranjos.

O percentual de decrescimento E e a densidade total assintótica dos indiv́ıduos H∗

t

estão ilustrados na Figura 2.30.
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Figura 2.29: População total de indiv́ıduos presentes na cultura principal. Domı́nio homogêneo
(preto), Arranjo 1 (tracejado), Arranjo 2 (cinza forte), Arranjo 3 (cinza médio), Arranjo 4 (cinza
fraco), Arranjo 5 (tracejado maior) e Arranjo 6 (pontilhado).
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Figura 2.30: (a) Percentual de decrescimento e (b) densidade total assintótica. Parâmetros:
λc = 0, 01 fixo, µ̄ = 0, 1 (preto) e µ̄ = 0, 6 (cinza).
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

De acordo com os resultados apresentados na Figura 2.30, podemos perceber que

o arranjo 2 (cultura secundária disposta em 2 listras) apresentou maior percentual de

decrescimento que os demais arranjos. Isto se deve ao fato de que as listras assumem um

papel de barreiras naturais para os indiv́ıduos, como pode ser observado na distribuição

espacial (Figuras 2.27 e 2.28).

• Resultados obtidos fixando λc = −1 e parâmetros de movimentação µ̄ = 0, 1 e

µ̄ = 0, 6.

As Figuras 2.31 e 2.32 ilustram a distribuição espacial dos indiv́ıduos no domı́nio

de dimensões 44× 44 patches para λc = −1 e µ̄ = 0, 1.
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Figura 2.31: Distribuição espacial dos indiv́ıduos em diferentes etapas de tempo e diferentes
arranjos das duas culturas. (a) - (c) correspondem ao arranjo 1, (d) - (f): arranjo 2, (g) - (i):
arranjo 3. Parâmetros: λc = −1 e µ̄ = 0, 1.

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

(a) t = 100 (b) t = 300 (c) t = 600

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

(d) t = 100 (e) t = 300 (f) t = 600

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0

0.02

0.04

0.06

0.08

(g) t = 100 (h) t = 300 (i) t = 600

Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.
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Figura 2.32: Distribuição espacial dos indiv́ıduos em diferentes etapas de tempo e diferentes
arranjos das duas culturas. (a) - (c) correspondem ao arranjo 4, (d) - (f): arranjo 5 e (g) - (i):
arranjo 6. Parâmetros: λc = −1 e µ̄ = 0, 1.
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Na Figura 2.33 está ilustrada a densidade total de insetos na cultura principal,

considerando todos os diferentes arranjos.
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Figura 2.33: População total de indiv́ıduos presentes na cultura principal. Domı́nio sem a cultura
com antibiose (preto), Arranjo 1 (tracejado), Arranjo 2 (cinza forte), Arranjo 3 (cinza médio),
Arranjo 4 (cinza fraco), Arranjo 5 (tracejado maior) e Arranjo 6 (pontilhado).
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

O percentual de decrescimento E e a densidade total assintótica de indiv́ıduos H∗

t

estão ilustrados na Figura 2.34. Podemos perceber que os percentuais de decrescimento e

a densidade total assintótica possuem um comportamento semelhante tanto para µ̄ = 0, 1

quanto para µ̄ = 0, 6 com o parâmetro λc = −1 fixo. Para os dois valores da fração

migratória máxima, o arranjo 4 (correspondente a cultura secundária disposta em 8 listras)

apresentou maior percentual de decrescimento que os demais arranjos.

Figura 2.34: (a) Percentual de decrescimento da população e (b) densidade total assintótica.
Parâmetros: λc = −1, µ̄ = 0, 1 (preto), µ̄ = 0, 6 (cinza).
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.
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• Comparação dos resultados obtidos fixando µ̄ = 0, 6 e parâmetros λc = 0, 01 e

λc = −1.

Figura 2.35: (a) Percentual de decrescimento da população e (b) densidade total assintótica.
Parâmetros: µ̄ = 0, 6, λc = 0, 01 (preto) e λc = −1 (cinza)
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

• Comparação dos resultados obtidos fixando µ̄ = 0, 1 e parâmetros λc = 0, 01 e

λc = −1.

Figura 2.36: (a) Percentual de decrescimento da população e (b) densidade total assintótica.
Parâmetros: µ̄ = 0, 1, λc = 0, 01 (preto) e λc = −1 (cinza)

0 1 2 3 4 5 6 7
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Α

E

0 1 2 3 4 5 6 7
0

50

100

150

Α

H
t*

(a) (b)

Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Podemos perceber que o parâmetro λc afeta de maneira significativa os resultados

obtidos. No caso λc = 0, 01, o arranjo 2 apresentou maior percentual de decrescimento que

os demais casos enquanto que no caso λc = −1, foi o arranjo 4. Estes resultados foram

obtidos independentemente do parâmetro µ̄ fixado, porém no caso µ̄ = 0, 1 os valores

obtidos foram superiores ao caso µ̄ = 0, 6.
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2.2.4 Cenário 3: Movimentação dependente da densidade local

(Agregação)

Consideraremos nesta subseção que a fração migratória µ irá depender da densidade

local de acordo com a função

µ (hx,t) = µ̄−
µ̄× (hx,t)

q

Aq + (hx,t)q
=

µ̄Aq

Aq + (hx,t)q
, (2.16)

onde µ̄ é a fração migratória máxima, hx,t é a densidade de indiv́ıduos no patch x e geração

t, q (inteiro maior que 1) é o parâmetro que regula a forma da função µ e A é a densidade

populacional para a qual a função migratória atinge metade do seu valor máximo.

A função descrita em (2.16) possui comportamento diferente da função considerada

na Subseção 2.2.3, visto que a fração de indiv́ıduos que deixa um patch é inversamente

proporcional à densidade local. Desta forma, esta função descreve um comportamento de

agregação dos indiv́ıduos, pois eles tendem a permanecer em patches com alta densidade.

Nas simulações dos experimentos (A) e (B) fixamos os parâmetros λ = 0, 1, A =
λ

2
, q = 5 e µ̄ = 0, 6 de maneira que a função µ (hx,t) se comporte conforme ilustrado na

Figura 2.37. Já no experimento (C), além dos valores apresentados, iremos considerar

também o caso µ̄ = 0, 1.

Figura 2.37: Função µ (hx,t) com λ = 0, 1, A =
λ

2
, q = 5 e µ̄ = 0, 6.

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

hx,t

Μ
Hh

x,
tL

Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.
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A) Dinâmica sem consórcio de culturas

Na Figura 2.38 estão ilustradas as distribuições espaciais dos insetos no domı́nio

em três etapas de tempo, com a fração migratória máxima µ̄ = 0, 6. Notamos a formação

de um quadriculado que não se altera com o decorrer das gerações. Na Figura 2.39 está

ilustrada a densidade populacional no patch de posição (20, 20) do domı́nio (preto) e no

patch de posição (20, 1) (tracejado), ao longo de 600 gerações. Observamos que, após os

transientes, a densidade permanece constante em cada patch.

Figura 2.38: Distribuição espacial dos indiv́ıduos em um domı́nio composto somente pela cultura
principal em diferentes etapas de tempo. Parâmetros: λ = 0, 1 e µ̄ = 0, 6.
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Figura 2.39: Densidade de indiv́ıduos ao longo de 600 gerações no patch de posição (20, 20)
(preto) e no patch de posição (20, 1) (tracejado).
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Através da Figura 2.40, percebemos que a densidade total assintótica, com este

tipo de movimentação, é consideravelmente menor quando comparado aos casos em que a

movimentação era aleatória ou quando representava um comportamento de antiagregação

dos indiv́ıduos.
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Figura 2.40: Densidade total de indiv́ıduos em um domı́nio composto somente pela cultura
principal.
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

B) Efeitos da área da cultura com antibiose

A Figura 2.41 ilustra a distribuição espacial dos indiv́ıduos considerando os casos

λc = 0, 01 (Figura 2.41 (a)) e λc = −1 (Figura 2.41 (b)) e 6 fileiras da cultura com

antibiose em torno da cultura principal. Percebemos que, mesmo com a presença da

cultura secundária, ocorre a formação de um padrão quadriculado na cultura principal.

Ainda, a densidade máxima de indiv́ıduos na área com antibiose é ligeiramente menor

quando consideramos λc = −1.

Figura 2.41: Distribuição espacial dos indiv́ıduos em um domı́nio heterogêneo na geração t = 600.
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

A densidade total de insetos presentes somente na cultura principal no caso sem a

cultura com antibiose (cor preta) e com diferentes quantidades da cultura secundária (tons

de cinza) está ilustrada na Figura 2.42. Foram consideradas de 1 a 6 fileiras da segunda

cultura inseridas em torno da principal, que estão representadas na figura através de

diferentes tons de cinza, onde a tonalidade da cor diminui à medida que aumentamos a

área da cultura secundária.
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Figura 2.42: População total de indiv́ıduos presentes na cultura principal. Considerando o
domı́nio composto somente pela cultura principal (preto) e com a presença da cultura secundária
(tons de cinza).

0 100 200 300 400 500 600
0

50

100

150

200

Gerações

D
en

si
da

de

0 100 200 300 400 500 600
0

50

100

150

200

Gerações

D
en

si
da

de

(a) λc = 0, 01 (b) λc = −1

Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Na Figura 2.43 estão ilustrados o percentual de decrescimento da população E e a

densidade total assintótica dos indiv́ıduos (H∗

t ), considerando 600 gerações. O caso γ = 0

corresponde ao domı́nio composto somente pela cultura principal.

Figura 2.43: (a) Percentual de decrescimento da população e (b) densidade total assintótica.
Caso λc = 0, 01 (preto) e λc = −1 (cinza).
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Como nos casos anteriores, a presença da cultura com antibiose reduz a densidade

total de indiv́ıduos na cultura principal, conforme observado nas Figuras 2.42 e 2.43

(b). Porém, o número de fileiras desta cultura que são adicionadas em torno da cultura

principal não afeta significativamente os resultados obtidos, visto que o percentual de

decrescimento observado para o caso de 1 fileira é aproximadamente o mesmo que o

observado para o caso de 6 fileiras adicionadas (Figura 2.43 (a)). O que influencia de fato

a redução na densidade de indiv́ıduos é o parâmetro λc considerado, sendo que o caso

λc = −1 apresentou maior percentual de decrescimento que o caso λc = 0, 01.

Além disso, para ambos valores do parâmetro λc, este tipo de movimentação foi

o que apresentou maiores percentuais de decrescimento da população, quando compa-
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rado aos cenários em que a movimentação dos indiv́ıduos era de maneira aleatória ou

representava um comportamento de antiagregação.

C) Efeitos da configuração espacial da cultura com antibiose

• Resultados obtidos fixando λc = 0, 01 e considerando a fração migratória máxima

µ̄ = 0, 1 e µ̄ = 0, 6.

As Figuras 2.44 e 2.45 ilustram a distribuição espacial dos indiv́ıduos em um

domı́nio de dimensões 44 × 44 patches para µ̄ = 0, 1, enquanto que a Figura 2.46 ilustra

a distribuição espacial dos indiv́ıduos na última iteração para µ̄ = 0, 6.

Figura 2.44: Distribuição espacial dos indiv́ıduos considerando diferentes etapas de tempo e
diferentes arranjos das duas culturas. (a) - (c) correspondem ao Arranjo 1, (d) - (f): Arranjo 2,
(g) - (i): Arranjo 3. Parâmetros: λc = 0, 01 e µ̄ = 0, 1.
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.
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Figura 2.45: Distribuição espacial dos indiv́ıduos considerando diferentes etapas de tempo e
diferentes arranjos das duas culturas. (a) - (c) correspondem ao Arranjo 4, (d) - (f): Arranjo 5,
(g) - (i): Arranjo 6. Parâmetros: λc = 0, 01 e µ̄ = 0, 1.
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

De acordo com a distribuição espacial dos indiv́ıduos, percebemos que no caso

µ̄ = 0, 1 (Figuras 2.44 e 2.45) não ocorre a formação de um quadriculado como observado

para o parâmetro µ̄ = 0, 6 (Figura 2.46). Ainda, observamos que este padrão quadriculado

sofre alterações com as diferentes distribuições da cultura com antibiose.
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Figura 2.46: Distribuição espacial dos indiv́ıduos na geração 600 considerando diferentes arranjos
das duas culturas. Parâmetros: λc = 0, 01 e µ̄ = 0, 6.
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Na Figura 2.47 está ilustrada a densidade total de insetos na cultura principal,

considerando todos os diferentes arranjos.

Figura 2.47: População total de indiv́ıduos presentes na cultura principal. Domı́nio homogêneo
(preto), Arranjo 1 (tracejado), Arranjo 2 (cinza forte), Arranjo 3 (cinza médio), Arranjo 4 (cinza
fraco), Arranjo 5 (tracejado maior), Arranjo 6 (pontilhado).
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Percebemos que a fração migratória máxima altera significativamente a densidade

total dos indiv́ıduos na cultura principal (Figura 2.47). Este resultado pode ser visualizado

através das diferentes distribuições dos indiv́ıduos na cultura principal, visto que no caso
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µ̄ = 0, 6 ocorre a formação de um quadriculado, em que há a alternância de patches

com alta densidade de indiv́ıduos e patches com baixa densidade (ver Figura 2.48 (b)),

ao contrário do observado quando assumimos µ̄ = 0, 1, em que a densidade de todos os

patches da cultura principal tende ao valor 0, 1 (Figura 2.48 (a)). Esta diferença também

pode ser observada através da densidade total assintótica dos indiv́ıduos, apresentada na

Figura 2.49 (b). O percentual de decrescimento E está ilustrado na Figura 2.49 (a).

Figura 2.48: Distribuição espacial dos indiv́ıduos em um domı́nio composto somente pela cultura
principal na geração t = 600. (a) µ̄ = 0, 1 e (b) µ̄ = 0, 6.
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Figura 2.49: (a) Percentual de decrescimento e (b) densidade total assintótica. Parâmetros:
λc = 0, 01 fixo, µ̄ = 0, 1 (preto) e µ̄ = 0, 6 (cinza).
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

De acordo com a Figura 2.49 (a), percebemos que todos os arranjos apresentaram

percentuais de decrescimento da população baixos, sendo que no caso µ̄ = 0, 1, o arranjo

2 (distribuição em 2 listras) foi o que mais reduziu a população de indiv́ıduos na cultura

principal. Já no caso µ̄ = 0, 6, o arranjo 6 (distribuição de maneira aleatória) foi o que

apresentou melhores resultados.
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• Resultados obtidos fixando λc = −1 e parâmetros de movimentação µ̄ = 0, 1 e

µ̄ = 0, 6.

As Figuras 2.50 e 2.51 ilustram a distribuição espacial dos indiv́ıduos em um

domı́nio de dimensões 44× 44 patches.

Figura 2.50: Distribuição espacial dos indiv́ıduos considerando diferentes etapas de tempo e
diferentes arranjos das duas culturas. (a) - (c) correspondem ao Arranjo 1, (d) - (f): Arranjo 2,
(g) - (i): Arranjo 3. Parâmetros: λc = −1 e µ̄ = 0, 1.
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.
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Figura 2.51: Distribuição espacial dos indiv́ıduos considerando diferentes etapas de tempo e
diferentes arranjos das duas culturas. (a) - (c) correspondem ao Arranjo 4, (d) - (f): Arranjo 5,
(g) - (i): Arranjo 6. Parâmetros: λc = −1 e µ̄ = 0, 1.
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Na Figura 2.52 está ilustrada a densidade total de insetos na cultura principal.

Dentre os diferentes comportamentos da população total para os diferentes arranjos entre

as culturas, observamos um aumento na densidade de indiv́ıduos após as primeiras 300

gerações, quando consideramos o arranjo 2 e assumimos o parâmetro µ̄ = 0, 6. Este

aumento observado deve-se principalmente ao fato que, inicialmente a distribuição dos

indiv́ıduos na cultura principal localizada após as duas faixas da cultura secundária é

dada de maneira homogênea. Com o decorrer das gerações, observamos a formação de um

padrão quadriculado nestas áreas, de maneira que a densidade total diminui e na última

geração fica abaixo da curva correspondente ao domı́nio composto somente pela cultura

principal.
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Figura 2.52: População total de indiv́ıduos presentes na cultura principal. Domı́nio homogêneo
(preto), Arranjo 1 (tracejado), Arranjo 2 (cinza forte), Arranjo 3 (cinza médio), Arranjo 4 (cinza
fraco), Arranjo 5 (tracejado maior), Arranjo 6 (pontilhado).
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

O percentual de decrescimento E e a densidade total assintótica de indiv́ıduos

H∗

t estão ilustrados na Figura 2.53. Percebemos que ao fixarmos o parâmetro λc = −1,

o arranjo 6 obteve o maior percentual de decrescimento da população entre todos os

arranjos estudados, no caso em que a fração migratória máxima assumida foi µ̄ = 0, 6.

Ao assumirmos µ̄ = 0, 1, os arranjos 2 e 6 foram os que mais reduziram a densidade de

indiv́ıduos na cultura principal.

Figura 2.53: (a) Percentual de decrescimento e (b) densidade total assintótica. Parâmetros:
λc = −1, µ̄ = 0, 1 (preto) e µ̄ = 0, 6 (cinza).
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Vale ressaltar que estes resultados podem sofrer alterações se consideramos menos

gerações, visto que a redução na densidade total de indiv́ıduos quando consideramos o

arranjo 2 só foi observada nas gerações iniciais (Figura 2.52). Analisando a densidade

total assintótica (Figura 2.53 (b)), podemos perceber que para ambos os valores de µ̄, o
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arranjo 6 apresentou menores valores para H∗

t que os demais arranjos.

• Resultados obtidos fixando µ̄ = 0, 6 e parâmetros λc = 0, 01 e λc = −1.

Figura 2.54: (a) Percentual de decrescimento e (b) densidade total assintótica. Parâmetros:
µ̄ = 0, 6, λc = 0, 01 (preto) e λc = −1 (cinza).

0 1 2 3 4 5 6 7
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Α

E

0 1 2 3 4 5 6 7
0

50

100

150

Α

H
t*

(a) (b)

Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

• Comparação dos resultados obtidos fixando µ̄ = 0, 1 e parâmetros λc = 0, 01 e

λc = −1.

Figura 2.55: (a) Percentual de decrescimento e (b) densidade total assintótica. Parâmetros:
µ̄ = 0, 1, λc = 0, 01 (preto) e λc = −1 (cinza)
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Através dos resultados apresentados nas Figuras 2.54 e 2.55 podemos concluir que

no caso em que fixamos µ̄ = 0, 6, o arranjo 6 (cultura secundária disposta de maneira

aleatória no domı́nio) apresentou maior percentual de decrescimento e menor valor para

H∗

t que os demais arranjos, independentemente do valor assumido pelo parâmetro λc. Já

nos casos em que o parâmetro µ̄ = 0, 1 foi fixado, os arranjos 2, 3, 4 e 6 apresentaram

percentuais de decrescimento da população semelhantes.
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2.3 CONCLUSÕES

Nas simulações realizadas neste caṕıtulo, analisamos os efeitos do consórcio da

planta principal com uma cultura que apresenta antibiose, sobre a densidade de insetos

na cultura principal. Foram abordados dois fatores principais: a área da cultura com

antibiose e sua distribuição espacial.

Além dos diferentes arranjos espaciais das culturas, exploramos dois diferentes

graus de resistência da cultura secundária, através da variação do parâmetro λc. Assim,

uma planta com alta resistência é representada por λc = −1 e, uma resistência mode-

rada por λc = 0, 01. Ainda, foram considerados três diferentes tipos de movimentação

dos indiv́ıduos: movimentação aleatória, movimentação dependente da densidade local re-

presentando um comportamento de antiagregação dos indiv́ıduos e uma descrevendo um

comportamento de agregação.

Em relação à área da cultura com antibiose, foram inseridas de 1 até 6 fileiras

da cultura secundária em torno da cultura principal. Percebemos, em todos os tipos de

movimentação considerados, que a presença da cultura com antibiose reduz levemente (em

torno de 5%) a densidade de indiv́ıduos na cultura principal. Esta redução é maior (em

torno de 10%) quando utilizamos uma cultura secundária com alto grau de resistência, isto

é, com λc = −1. No que se refere à área da cultura secundária adicionada, observamos que

este fator não influencia significativamente a densidade de indiv́ıduos quando a cultura

com antibiose é acrescentada ao redor da cultura principal. Assim, inserir uma fileira desta

cultura produz aproximadamente o mesmo efeito sobre a densidade de insetos na cultura

principal que inserir seis fileiras.

Além disso, o percentual de decrescimento da população assumiu maiores valores

(em torno de 15% para λc = −1 e de 7% para λc = 0, 01) quando consideramos que

os indiv́ıduos têm comportamento de agregação. Neste caso, a densidade total assintótica

dos indiv́ıduos na cultura principal também atingiu os menores valores quando comparado

aos outros tipos de movimentação analisados.

Ressaltamos, porém, que estes resultados sobre a área apenas valem para esta

configuração espacial em particular e para plantas que não atraem os insetos. Aumentos

da área em outro tipo de configuração podem levar a resultados diferentes. Da mesma

forma, para consórcios com plantas que exercem atração sobre o inseto, deveŕıamos usar
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uma movimentação por taxia, o que pode alterar também os resultados.

Em relação à configuração espacial da cultura com antibiose, mantivemos a área da

cultura secundária aproximadamente constante porém distribúıda de 6 maneiras distintas

no domı́nio (descritas na Subseção 2.2.1). Observamos novamente, em todos tipos de

movimentação, que culturas com alta resistência ao inseto apresentam maiores percentuais

de decrescimento quando comparadas a culturas com grau de resistência moderado.

No cenário em que a movimentação é dada de maneira aleatória, foram analisados

dois valores para a fração de indiv́ıduos que deixa um śıtio (µ = 0, 1 e µ = 0, 6) e dois

valores para o parâmetro λc (λc = 0, 01 e λc = −1), com a finalidade de explorar diferentes

graus de resistência da cultura secundária e seus efeitos sobre as espécies com diferentes

graus de movimentação.

Ao assumir λc = 0, 01, os arranjos 4 (distribuição da cultura secundária em 8

listras) e 6 (distribuição de maneira aleatória) foram os que exibiram maiores percentuais

de decrescimento da população. Este resultado foi observado para os dois valores da

fração µ, sendo maior no caso µ = 0, 6. Realizamos a mesma análise porém tomando

λc = −1. Neste cenário, também foram os arranjos 4 e 6 que mais reduziram a densidade

de indiv́ıduos na cultura principal, para µ = 0, 6. Enquanto que no caso µ = 0, 1, os

arranjos 2, 4 e 6 apresentaram percentuais semelhantes mas superiores que os demais

arranjos.

Tais resultados podem ser justificados pela maior proximidade entre a posição da

condição inicial e a área da cultura com antibiose, observada nos arranjos 4 e 6 quando

comparadas aos demais arranjos. Desta forma, os indiv́ıduos chegam na cultura com

antibiose mais rapidamente e, consequentemente, ficam sujeitos aos seus efeitos por mais

tempo.

No cenário em que os indiv́ıduos apresentam comportamento de antiagregação,

analisamos dois valores para a fração migratória máxima: µ̄ = 0, 1 e µ̄ = 0, 6. Neste

caso, ao considerarmos uma resistência moderada da cultura secundária (λc = 0, 01)

observamos, para ambos valores de µ̄, que o arranjo 2 (cultura com antibiose disposta

em duas listras) foi o que mais reduziu a densidade de indiv́ıduos na cultura principal.

Já no caso λc = −1, o arranjo 4 foi o que obteve maior percentual de decrescimento da

população, independente do valor assumido por µ̄.

No caso em que os indiv́ıduos tendem a permanecer em śıtios com alta densidade
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de sua espécie, isto é, possuem um comportamento de agregação, exploramos novamente

dois valores para a fração migratória máxima (µ̄ = 0, 1 e µ̄ = 0, 6) e dois valores para

o parâmetro λc (λc = 0, 01 e λc = −1). Nas simulações em que assumimos µ̄ = 0, 1,

percebemos que os arranjos 2, 3, 4 e 6 apresentaram percentuais de decrescimento seme-

lhantes, no caso λc = −1. Enquanto que ao assumirmos λc = 0, 01, todos os arranjos, com

exceção do arranjo 1, obtiveram resultados muito próximos. Ao considerarmos µ̄ = 0, 6,

o arranjo 6 foi o que mais reduziu a população de indiv́ıduos na cultura principal, tanto

para λc = 0, 01 como para λc = −1.

Comparando todos os tipos de movimentação analisados neste trabalho, e anali-

sando somente o arranjo que mais reduziu a densidade da população em cada caso, o

cenário que descreve um comportamento de antiagregação dos indiv́ıduos foi o que obteve

percentuais de decrescimento mais elevados. Este resultado foi observado para ambos va-

lores do parâmetro λc. Isto significa, de acordo com nossos resultados, que o consórcio de

uma cultura de interesse com uma cultura que apresenta antibiose à praga que acomete a

primeira, promoverá melhores resultados (em termos de redução da população de pragas)

se os insetos apresentarem comportamento de antiagregação.

A Tabela 2.2 apresenta o arranjo das culturas que mais reduziu a densidade de

indiv́ıduos na cultura principal, de acordo com o cenário de movimentação dos indiv́ıduos,

do valor assumido por λc e do valor assumido pela fração µ ou µ̄.

Tabela 2.2: Arranjo mais eficiente juntamente com a respectiva redução (em %).

λc = 0, 01 λc = −1
Movimentação µ ou µ̄ = 0, 1 µ ou µ̄ = 0, 6 µ ou µ̄ = 0, 1 µ ou µ̄ = 0, 6

Cenário 1 Arranjo 4 (13%) Arranjo 4 (15%) Arranjo 4 (28%) Arranjo 6 (68%)
Cenário 2 Arranjo 2 (60%) Arranjo 2 (30%) Arranjo 4 (87%) Arranjo 4 (83%)
Cenário 3 Arranjo 2 (10%) Arranjo 6 (15%) Arranjo 2 (27%) Arranjo 6 (73%)
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Caṕıtulo 3

MODELO DISCRETO

HOSPEDEIRO - PARASITOIDE

EM UM CONSÓRCIO DE

CULTURAS

Dentre os organismos que atuam como agentes de controle biológico, estão os pa-

rasitoides. Segundo Gallo et al. (2002), um parasitoide é um organismo que mata seu hos-

pedeiro e exige somente um indiv́ıduo para completar seu desenvolvimento. Além disso,

o parasitismo pode ocorrer em diversas fases de desenvolvimento da praga, existindo por-

tanto parasitoides de ovos, larvas (ou ninfas), pupas e adultos.

Neste caṕıtulo, analisaremos os efeitos da cultura com antibiose na densidade

de insetos-praga presentes na cultura principal, considerando um sistema hospedeiro-

parasitoide, onde os hospedeiros representam a espécie a ser controlada. Inicialmente,

estudamos a dinâmica local obtendo as soluções de equiĺıbrio e aplicando os critérios

de estabilidade. Em seguida, analisamos a dinâmica hospedeiro-parasitoide em um meio

espacialmente estruturado, descrito via Redes de Mapas Acoplados.

Além de simular diferentes configurações espaciais das culturas envolvidas no

consórcio, consideramos diferentes tipos de movimentação tanto do hospedeiro quanto

do parasitoide, a fim de analisar a dependência da movimentação das espécies envolvidas

na escolha dos melhores arranjos das culturas.
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3.1 DINÂMICA LOCAL

Consideremos uma dinâmica hospedeiro-parasitoide na qual os hospedeiros, na

ausência dos parasitoides, crescem segundo o modelo de Ricker, ou seja, a taxa de cresci-

mento depende da densidade dos indiv́ıduos. Já os parasitoides, na ausência de hospedei-

ros, vão à extinção. Assim, esta interação entre hospedeiros e parasitoides é descrita pelo

seguinte sistema de equações a diferenças:







Ht+1 = Hte
λe−

Ht
k
−cPt

Pt+1 = aHtPt

(3.1)

ondeHt e Pt são as densidades de hospedeiros e parasitoides na geração t, respectivamente,

eλ é o fator de crescimento constante dos hospedeiros, 1
k
> 0 é a inibição do crescimento dos

hospedeiros causado pela superpopulação na ausência do parasitoide, c > 0 é a eficiência

de captura do parasitoide e a > 0 corresponde ao coeficiente de conversão do parasitoide.

Ressaltamos que o parâmetro λ pode assumir valores negativos, implicando em um fator

de crescimento dos hospedeiros eλ < 1.

Através de uma mudança de variáveis apropriada, podemos reduzir a quantidade de

parâmetros do sistema (3.1) e obter agrupamentos adimensionais de parâmetros relevantes

que possibilitem uma melhor compreensão da dinâmica do sistema.

Desta forma, vamos adimensionalizar o sistema (3.1) através das variáveis adimen-

sionais:

ht =
Ht

k
e pt = cPt. (3.2)

Substituindo (3.2) no sistema (3.1), obtemos as seguintes equações adimensionais:

ht+1 = hte
λ−ht−pt,

pt+1 = dhtpt,
(3.3)

onde d = ak é um parâmetro adimensional e, ht e pt são, respectivamente, as densidades

adimensionais de hospedeiros e parasitoides.
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3.1.1 Soluções de equiĺıbrio

O modelo (3.3) admite três soluções de equiĺıbrio, as quais serão representadas por

(h̄m, p̄m), com m = 0, 1, 2. De acordo com a definição de solução de equiĺıbrio, h̄m e p̄m

devem satisfazer:






ht+1 = ht = h̄m,

pt+1 = pt = p̄m.
(3.4)

Desta forma, substituindo (3.4) em (3.3), obtemos as seguintes soluções de

equiĺıbrio:

• (h̄0, p̄0) = (0, 0), o qual corresponde à extinção das duas espécies;

• (h̄1, p̄1) = (λ, 0), que corresponde à extinção dos parasitoides e é biologicamente

viável para λ > 0;

• (h̄2, p̄2) =

(

1

d
, λ−

1

d

)

, que corresponde à coexistência das espécies e é biologica-

mente viável quando d > 0 e λ >
1

d
.

3.1.2 Estudo da Estabilidade

Analisamos a estabilidade das soluções de equiĺıbrio obtidas anteriormente através

do critério de estabilidade para sistemas de duas equações a diferenças estabelecido pelo

seguinte teorema (ALLEN, 2007):

Teorema 1. Considere as funções f(h, p) e g(h, p) com derivadas parciais de primeira

ordem cont́ınuas em h e p em um conjunto aberto de R
2 que contenha o ponto (h̄, p̄).

Então o ponto de equiĺıbrio (h̄, p̄) do sistema não linear







ht+1 = f(ht, pt)

pt+1 = g(ht, pt),
(3.5)

é localmente (assintoticamente) estável se os autovalores λ da matriz jacobiana J aplicada

ao equiĺıbrio satisfizerem | λi |< 1. Esta condição é válida se, e somente se,

| Tr(J) |< 1 + det(J) < 2. (3.6)
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No caso em estudo, temos

f(ht, pt) = hte
λ−ht−pt

g(ht, pt) = dhtpt.
(3.7)

Assim, a matriz Jacobiana do sistema (3.3) aplicada ao ponto de equiĺıbrio (h̄, p̄)

é dada por

J(h̄,p̄) =













∂f

∂ht

(h̄, p̄)
∂f

∂pt
(h̄, p̄)

∂g

∂ht

(h̄, p̄)
∂g

∂pt
(h̄, p̄)













=











(1− h̄)eλ−h̄−p̄ −h̄eλ−h̄−p̄

dp̄ dh̄











.

Para o ponto de equiĺıbrio (h̄0, p̄0) = (0, 0), a matriz jacobiana é

J(0,0) =





eλ 0

0 0



 .

Assim, o ponto de equiĺıbrio (0, 0) é estável se | eλ |< 1, ou seja, λ < 0.

Para o ponto de equiĺıbrio (h̄1, p̄1) = (λ, 0), a matriz jacobiana é dada por

J(λ,0) =











1− λ −λ

0 dλ











.

Neste caso, os autovalores da matriz Jacobiana são λ1 = 1 − λ e λ2 = dλ. Assim,

pelo teorema 1, o ponto de equiĺıbrio será estável se | 1 − λ |< 1 e se | dλ |< 1, o que

equivale a 0 < λ < 2 e λ <
1

d
.

A matriz jacobiana para o ponto de coexistência (h̄2, p̄2) =

(

1

d
, λ−

1

d

)

é

J( 1

d
,λ− 1

d)
=











1−
1

d
−
1

d

dλ− 1 1











,

onde Tr(J) = 2−
1

d
e det(J) = 1 + λ−

2

d
.
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Da desigualdade (3.6) temos:

∣

∣

∣

∣

2−
1

d

∣

∣

∣

∣

< 2 + λ−
2

d
< 2. (3.8)

Analisando separadamente a desigualdade

∣

∣

∣

∣

2−
1

d

∣

∣

∣

∣

< 2 + λ−
2

d
(3.9)

obtemos, para d >
1

2
,

2−
1

d
< 2 + λ−

2

d
,

1

d
< λ (3.10)

e, para d <
1

2
,

−2 +
1

d
< 2 + λ−

2

d
,

−4 +
3

d
< λ. (3.11)

Da desigualdade

2 + λ−
2

d
< 2, (3.12)

temos

λ <
2

d
. (3.13)

Assim, se d <
1

2
então o equiĺıbrio será estável para valores de λ satisfazendo

−4 +
3

d
< λ <

2

d
e, se d >

1

2
então

1

d
< λ <

2

d
.

Através das desigualdades obtidas anteriormente, podemos determinar as regiões

(Figura 3.1) no espaço dos parâmetros d e λ em que os pontos de equiĺıbrio (h̄1, p̄1) e

(h̄2, p̄2) são estáveis. Na figura, a área I representa a região de estabilidade de (h̄1, p̄1) e a

área II representa a região de estabilidade do equiĺıbrio de coexistência.
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Figura 3.1: Regiões no espaço de parâmetros (d, λ) em que os pontos de equiĺıbrio (h̄1, p̄1) e
(h̄2, p̄2) do sistema são estáveis. (a) 0 < d < 2 e 0 < λ < 10 e (b) 15 < d < 20 e 0 < λ < 0, 2.
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Os diagramas de bifurcação para os hospedeiros e parasitoides com relação a λ

estão ilustrados na Figura 3.2.

Figura 3.2: Diagramas de bifurcação em relação ao parâmetro λ com d = 18.
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

De acordo com os diagramas de bifurcação apresentados, percebemos os intervalos

do parâmetro λ para os quais os pontos de equiĺıbrio são estáveis. Neste caso, para d = 18,

o ponto de extinção (0, 0) é estável para λ < 0, para 0 < λ . 0, 055 o equiĺıbrio (λ, 0)

torna-se estável e, para 0, 055 . λ . 0, 111 o equiĺıbrio de coexistência é estável. Para

λ & 0, 111 são observadas soluções oscilatórias.

3.2 MODELO ESPACIALMENTE DISTRIBUÍDO

Nesta seção, estudamos a dinâmica hospedeiro-parasitoide em um meio espacial-

mente distribúıdo, modelado via Redes de Mapas Acoplados. O domı́nio considerado será

composto por duas culturas (uma principal e uma secundária com antibiose) e nosso ob-

jetivo é analisar os efeitos da configuração espacial das culturas sobre a densidade de

hospedeiros na cultura principal, na presença de um parasitoide.
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Como a antibiose afeta o crescimento dos indiv́ıduos, a heterogeneidade espacial

dada pela presença das duas culturas será inclúıda no modelo através do parâmetro λx,

definido da seguinte forma:

λx =







λ, se x for um patch da cultura principal,

λc, se x for um patch da cultura com antibiose, com λc < λ.
(3.14)

No modelo em estudo, o estágio de movimentação é descrito pelas equações:

h
′

x,t = (1− µh)hx,t +
∑

y∈Vx

µh

4
hy,t, (3.15)

p
′

x,t = (1− µp)px,t +
∑

y∈Vx

µp

4
py,t, (3.16)

onde hx,t e px,t representam, respectivamente, a densidade de hospedeiros e parasitoides

na posição x no ińıcio da geração t; h
′

x,t e p
′

x,t representam, respectivamente, a densidade

de hospedeiros e parasitoides na posição x após a dispersão; µh e µp são, respectivamente,

a fração de hospedeiros e parasitoides que deixa o śıtio x durante a movimentação e Vx é

a vizinhança de Neumann do śıtio x.

Já o estágio de reação é dado pelo seguinte sistema de equações:

hx,t+1 = h
′

x,te
λx−h

′

x,t−p
′

x,t, (3.17)

px,t+1 = dh
′

x,tp
′

x,t, (3.18)

onde hx,t+1 e px,t+1 são, respectivamente, as densidades de hospedeiros e parasitoides na

posição x, no ińıcio da geração t+ 1.

Os indiv́ıduos biológicos e, em particular os insetos, apresentam comportamentos

de movimentação variados, dependendo de seu sistema sensorial ou estratégia de busca

de recursos e de sobrevivência. Em muitos casos, os indiv́ıduos são capazes de perceber

gradientes de concentração de recursos (ou substâncias tóxicas) e serem atráıdos (repeli-

dos) para locais de maior concentração. Este tipo de movimentação é chamado de taxia

(RODRIGUES, 1998).

Ainda, alguns insetos possuem a tendência de se agregar em regiões com maior den-

sidade de indiv́ıduos de sua espécie, como é o caso do percevejo Nezara viridula que é uma

das principais pragas da soja e possui o hábito de aglomerar-se sobre a planta (GALLO et
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al., 2002). Já a fêmea do parasitoide Trissolcus basalis, tende a localizar a massa de ovos do

hospedeiro através de movimentos aleatórios ou de quimiotaxia (CORRÊA-FERREIRA,

1993).

Como os resultados dos modelos podem ser fortemente impactados pelo tipo de

movimentação dos indiv́ıduos, esta informação deve ser considerada em modelos espacial-

mente estruturados. Como estamos trabalhando com um modelo teórico, vamos considerar

as seguintes combinações de tipos de movimentação para hospedeiros e parasitoides, as

quais chamaremos de cenários:

• Cenário 1: Hospedeiros e parasitoides se movimentam aleatoriamente. Isto é, os in-

div́ıduos, de ambas as espécies, se movimentam independentemente de sua densidade

ou da densidade da outra espécie;

• Cenário 2: Hospedeiros se movimentam aleatoriamente enquanto que o movimento

dos parasitoides depende da densidade local de hospedeiros. Isto é, consideramos

que os parasitoides percebem a densidade de hospedeiros presentes no śıtio em que

se encontram e permanecem em śıtios de maiores densidades;

• Cenário 3: Hospedeiros tendem a permanecer em śıtios com maior densidade de sua

espécie, representando um comportamento de agregação. Os parasitoides, por sua

vez, permanecem nos śıtios de maior densidade de hospedeiros;

• Cenário 4: Hospedeiros apresentam comportamento de antiagregação, isto é, os in-

div́ıduos deixam os śıtios com maior densidade de seus coespećıficos. Os parasitoi-

des, como no caso anterior, preferem permanecer nos śıtios com altas densidades de

hospedeiros.

Como a descrição dos cenários sugere, os diferentes tipos de movimentação serão

inclúıdos no modelo através da fração µ de indiv́ıduos que deixa um patch.

Simulações

Vamos analisar os efeitos da área e da distribuição espacial da cultura com antibi-

ose sobre a densidade da espécie hospedeira através de simulações numéricas do sistema

(3.15) - (3.18) em um domı́nio Ω cujas dimensões n×n irão variar de acordo com a confi-

guração da cultura secundária. Em todas as simulações, consideraremos 600 gerações e o
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domı́nio com condições de fronteira reflexivas. Como distribuição inicial, os insetos estarão

presentes apenas em uma região Ω0 de dimensões 3 × 3 aproximadamente no centro do

domı́nio Ω, com densidade hx,0 = 0, 055 e px,0 = 0, 044, com x ∈ Ω0. Ainda, densidades

dos hospedeiros que assumirem valores abaixo da ordem 10−12 serão definidas como zero.

O parâmetro da cultura principal será fixo em λ = 0, 1, enquanto que na cultura

com antibiose, usaremos os valores λc = 0, 06 (que indica uma resistência leve), λc = 0, 01

(resistência moderada) e λc = −1 (que corresponde a uma alta resistência). Em todas

simulações, assumiremos o parâmetro d = 18, visto que para este valor o equiĺıbrio de

coexistência das espécies é estável na cultura principal.

Os parâmetros de movimentação serão assumidos como µh = 0, 1 e µp = 0, 6 uma

vez que, em muitos casos, os parasitoides se movimentam mais que os hospedeiros. A

Tabela 3.1 resume todos os valores dos parâmetros que serão utilizados neste caṕıtulo.

Tabela 3.1: Parâmetros do sistema.

Parâmetro Valores Descrição
d 18 parâmetro adimensional do modelo
λ 0, 1 eλ é o fator de crescimento constante dos hospedeiros na

cultura principal
λc −1; 0, 01; 0, 06 eλc é o fator de crescimento constante dos hospedeiros na

cultura secundária
µh 0, 1 fração de hospedeiros que deixa um śıtio (cenários 1 e 2)
µ̄h 0, 1 fração migratória máxima de hospedeiros (cenários 3 e 4)
µp 0, 6 fração de parasitoides que deixa um śıtio (cenário 1)
µ̄p 0, 6 fração migratória máxima de parasitoides (cenários 2, 3 e

4)

Para cada um dos cenários, realizamos os seguintes experimentos numéricos:

A) Dinâmica sem consórcio de culturas: Análise da dinâmica da espécie em

um domı́nio de dimensões 40× 40 patches composto somente pela cultura principal;

B) Efeitos da área da cultura com antibiose: Neste experimento, serão inse-

ridas de 1 até 6 fileiras de śıtios da cultura secundária em torno da cultura principal (de

dimensões 40 × 40 patches), de forma que o domı́nio total varia de 42 × 42 até 52 × 52

śıtios, conforme descrito na Subseção 2.2.1 do Caṕıtulo 2. Nas simulações deste experi-

mento, serão considerados dois valores para o parâmetro λc (λc = −1 e λc = 0, 01);

C) Efeitos da configuração espacial da cultura com antibiose: Neste experi-

mento, a cultura principal será composta por aproximadamente 1600 patches, enquanto a
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área da cultura secundária corresponderá a aproximadamente 20% da área da cultura prin-

cipal, distribúıda conforme descrito na Subseção 2.2.1 do Caṕıtulo 2. Nas simulações deste

experimento, serão considerados três valores para o parâmetro λc (λc = −1, λc = 0, 01 e

λc = 0, 06).

3.2.1 Cenário 1: Hospedeiros e parasitoides se movimentam ale-

atoriamente

Neste primeiro cenário, ambos os parâmetros de movimentação µh e µp serão assu-

midos constantes (µh = 0, 1 e µp = 0, 6). Assim, a fração de indiv́ıduos, de cada espécie,

que abandona um patch independe da densidade das espécies envolvidas. Como mencio-

nado no Caṕıtulo 2, este tipo de movimentação corresponde, em uma escala macroscópica,

a um processo de difusão clássica (PARIGI, 2013).

A) Dinâmica sem consórcio de culturas

Na Figura 3.3, estão ilustradas as distribuições espaciais das espécies no domı́nio em

três etapas de tempo. A densidade total dos hospedeiros e parasitoides em cada geração

está representada na Figura 3.4.

Figura 3.3: (a) - (c) Distribuição espacial dos hospedeiros e (d) - (f) distribuição espacial de
parasitoides em diferentes etapas de tempo. Parâmetros: d = 18, λ = 0, 1, µh = 0, 1 e µp = 0, 6.
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.
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Figura 3.4: Densidade total de hospedeiros (preto) e parasitoides (cinza) em um domı́nio com-
posto somente pela cultura principal. Parâmetros: d = 18, λ = 0, 1, µh = 0, 1 e µp = 0, 6.
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Notamos que a presença do parasitoide reduz significativamente a densidade total

assintótica de hospedeiros na cultura principal (Figura 3.4 comparada a curva em preto na

Figura 2.12 (a)). A seguir, iremos acrescentar ao domı́nio a cultura secundária com o ob-

jetivo de verificar se a área desta cultura proporciona uma redução ainda mais acentuada

na densidade de hospedeiros.

B) Efeitos da área da cultura com antibiose

As Figuras 3.5 e 3.6 mostram, respectivamente, a distribuição espacial dos hospe-

deiros e parasitoides na última iteração, considerando os casos λc = 0, 01 e λc = −1. O

domı́nio considerado nas figuras é composto pela cultura principal (dimensões 40 × 40

patches) e 6 fileiras da cultura com antibiose em torno desta, totalizando um domı́nio de

dimensões 52× 52 patches.

Figura 3.5: Distribuição espacial dos hospedeiros em um domı́nio heterogêneo na geração t = 600.
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.
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Figura 3.6: Distribuição espacial dos parasitoides em um domı́nio heterogêneo na geração t =
600.

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0

0.01

0.02

0.03

0.04

(a) λc = 0, 01 (b) λc = −1

Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Percebemos através da distribuição espacial dos ind́ıviduos na última iteração que,

na área da cultura com antibiose, a densidade de parasitoides assume valores muito

próximos de zero, independente do valor de λc considerado. Enquanto que no caso dos

hospedeiros, este comportamento é observado somente no caso λc = −1. Este resultado

deve-se à dinâmica local das espécies, visto que para λc = −1 o ponto de equiĺıbrio corres-

pondente à extinção das espécies é estável e, para λc = 0, 01 o equiĺıbrio (λ, 0) é estável.

Isto é, pela dinâmica, os parasitoides vão à extinção na cultura com antibiose.

A comparação da densidade total dos hospedeiros e parasitoides presentes somente

na cultura principal está ilustrada na Figura 3.7. Notamos que há uma redução na densi-

dade de parasitoides do caso sem a cultura secundária para os casos com a presença desta

cultura. Já a densidade de hospedeiros na cultura principal mantém-se aproximadamente

a mesma.

A Figura 3.8 apresenta a densidade populacional ao longo da linha i = n
2
do

domı́nio na última iteração. Através desta figura, observamos uma redução na densidade

populacional de parasitoides do caso em que o domı́nio é composto somente pela cultura

principal para os casos com a presença da cultura secundária, analisando somente a área

da cultura principal (7 ≤ j ≤ 46). Já no caso dos hospedeiros, percebemos que a densidade

aumenta na fronteira entre a cultura principal e a cultura secundária. Uma justificativa

deste aumento seria a redução na densidade de parasitoides observada nesta região.
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Figura 3.7: (a) e (b) População total de hospedeiros e (c) e (d) população total de parasitoides
na cultura principal. Domı́nio composto somente pela cultura principal (em preto) e com as duas
culturas (tons de cinza). A tonalidade da cor cinza diminui à medida que acrescentamos mais
filas da cultura secundária em torno da principal.
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Figura 3.8: Densidade populacional na linha i = n
2 do domı́nio na iteração 600. (a) e (b) densidade

de hospedeiros e, (c) e (d) densidade de parasitoides considerando apenas a cultura principal
(em preto) e considerando diferentes quantidades da cultura secundária (tons de cinza).
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Na Figura 3.9 (a) está ilustrado o percentual de decrescimento dos hospedeiros E,
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obtido para as diferentes proporções de área secundária. Ainda, na Figura 3.9 (b) está

ilustrada a densidade total assintótica dos hospedeiros (H∗

t ).

Figura 3.9: (a) Percentual de decrescimento dos hospedeiros e (b) Densidade total assintótica
de hospedeiros, para λc = 0, 01 (preto) e λc = −1 (cinza).
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

De acordo com os resultados obtidos, conclúımos que, para estes valores de

parâmetros, a presença da cultura com antibiose aumenta a densidade de hospedeiros

na cultura principal, resultando assim em percentuais de decrescimento negativos. Ainda,

percebemos que este resultado é devido ao aumento na densidade dos hospedeiros na

fronteira entre as duas culturas, conforme observado nas Figuras 3.8 (a) e 3.8 (b).

C) Efeitos da configuração espacial da cultura com antibiose

As Figuras 3.10 e 3.11 ilustram a distribuição espacial dos hospedeiros em um

domı́nio de dimensões 44 × 44 patches com λc = 0, 01. O Arranjo 1 corresponde ao caso

em que a cultura secundária está disposta em torno da cultura principal, os Arranjos 2,

3 e 4 referem-se à distribuição da cultura secundária em forma de listras (2, 4 e 8 listras,

respectivamente). O Arranjo 5 corresponde à distribuição em forma de blocos e o Arranjo

6, à distribuição aleatória.
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Figura 3.10: Distribuição espacial dos hospedeiros em diferentes etapas de tempo e diferentes
arranjos das duas culturas. (a) - (c) correspondem ao Arranjo 1, (d) - (f): Arranjo 2, (g) - (i):
Arranjo 3. Parâmetros: λc = 0, 01, µh = 0, 1 e µp = 0, 6.

0

0.02

0.04

0.06

0.02

0.04

0.06

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

(a) t = 100 (b) t = 300 (c) t = 600

0

0.02

0.04

0.06

0.02

0.04

0.06

0.02

0.03

0.04

0.05

(d) t = 100 (e) t = 300 (f) t = 600

0

0.02

0.04

0.06

0.02

0.04

0.06

0.03

0.04

0.05

(g) t = 100 (h) t = 300 (i) t = 600

Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.
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Figura 3.11: Distribuição espacial dos hospedeiros em diferentes etapas de tempo e diferentes
arranjos das duas culturas. (a) - (c) correspondem ao Arranjo 4, (d) - (f): Arranjo 5, (g) - (i):
Arranjo 6. Parâmetros: λc = 0, 01, µh = 0, 1 e µp = 0, 6.
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Na Figura 3.12 está representada a densidade total dos indiv́ıduos na cultura princi-

pal, considerando todos os diferentes arranjos das duas culturas. Observamos que algumas

distribuições da cultura secundária reduzem significativamente a densidade de parasitoi-

des ao longo das 600 gerações, enquanto que, no caso dos hospedeiros, esta redução só

foi observada nas primeiras gerações. Além disso, observamos que ocorrem oscilações na

população total de indiv́ıduos quando assumimos λc = −1 e analisamos o arranjo 2. Estas

oscilações possuem amplitude maior no caso dos parasitoides e tendem a diminuir com as

gerações.

O percentual de decrescimento dos hospedeiros E e sua densidade total assintótica

H∗

t estão ilustrados na Figura 3.13, onde o eixo α representa o arranjo das culturas con-

siderado. O caso α = 0 corresponde ao domı́nio composto somente pela cultura principal.
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Figura 3.12: População total de indiv́ıduos presente na cultura principal. Domı́nio sem a cultura
com antibiose (preto), Arranjo 1 (tracejado), Arranjo 2 (cinza forte), Arranjo 3 (cinza médio),
Arranjo 4 (cinza fraco), Arranjo 5 (tracejado maior) e Arranjo 6 (pontilhado).
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Figura 3.13: (a) Percentual de decrescimento da população de hospedeiros e (b) Densidade total
assintótica dos hospedeiros. Parâmetros: µh = 0, 1, µp = 0, 6, λc = 0, 06 (cinza claro), λc = 0, 01
(preto) e λc = −1 (cinza).
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.
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Atráves da Figura 3.13 (a), podemos concluir que, considerando 600 gerações, o

arranjo 2 apresentou maior percentual de decrescimento que os demais arranjos, no caso

λc = −1. Já nos casos λc = 0, 01 e λc = 0, 06, os arranjos 2 e 5 foram os que mais

reduziram a densidade de hospedeiros na cultura principal.

De acordo com os gráficos da população total de indiv́ıduos (Figura 3.12) obser-

vamos que o crescimento da densidade total de hospedeiros é mais lento nas primeiras

gerações. Devido a este resultado e ao fato de que as culturas envolvidas no consórcio

podem ser não perenes, sendo portanto mais apropriada uma análise do comportamento

do sistema em intervalos curtos de tempo, analisamos os percentuais de decrescimento

considerando somente as 300 primeiras gerações, conforme ilustrado na Figura 3.14.

Figura 3.14: Percentual de decrescimento da população de hospedeiros considerando 300
gerações. Parâmetros: µh = 0, 1, µp = 0, 6, λc = 0, 06 (cinza claro), λc = 0, 01 (preto) e λc = −1
(cinza).
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Deve-se ressaltar a grande influência que o número de gerações exerce sobre os

resultados obtidos, visto que o crescimento dos hospedeiros é mais lento nos casos de

consórcio de culturas, porém a densidade total assintótica dos hospedeiros é maior no

caso em que o domı́nio é composto pelas duas culturas do que no caso em que é composto

somente pela cultura principal (α = 0), conforme mostra a Figura 3.13 (b). Desta forma,

o percentual de decrescimento só assumiu valores positivos devido à redução da população

observada nas gerações iniciais ser maior que o acréscimo observado nas gerações restantes.
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3.2.2 Cenário 2: Movimentação dos hospedeiros aleatória e dos

parasitoides dependente da densidade local de hospedeiros

Neste cenário, a movimentação dos parasitoides ocorre em resposta à densidade

local de hospedeiros. Já a movimentação dos hospedeiros dá-se de maneira aleatória, ou

seja, não é influenciada pela densidade de hospedeiros ou de parasitoides no patch e nem

mesmo pela distribuição das plantas. Desta forma, a fração de hospedeiros que deixa um

patch será considerada constante com valor µh = 0, 1. Já a fração µp será dependente da

densidade local de hospedeiros de acordo com a função:

µp(hx,t) = µ̄p −
µ̄p × (hx,t)

q

Aq + (hx,t)q
, (3.19)

onde µ̄p é a fração migratória máxima, hx,t é a densidade de hospedeiros no patch x e

geração t, q é o parâmetro que regula a forma de µp(hx,t) e A é a densidade populacional

para a qual a função migratória atinge metade do seu valor máximo.

Nesta série de simulações serão considerados os seguintes parâmetros: d = 18,

A = 1
2d

= 1
2
h̄2, µ̄p = 0, 6 e q = 5, de modo que a função µp (hx,t) comporta-se conforme

mostra a figura 3.15. Observamos que este valor para A corresponde à metade do valor

de equiĺıbrio de coexistência dos hospedeiros.

Figura 3.15: Função µp (hx,t) com d = 18, A = 1
2d , µ̄p = 0, 6 e q = 5.
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

A) Dinâmica sem consórcio de culturas

Na Figura 3.16 podemos observar as distribuições espaciais das espécies no domı́nio

em três etapas de tempo. Notamos que a distribuição dos hospedeiros é dada por uma
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frente com alta densidade. Atrás desta frente, há uma redução na densidade de hospe-

deiros, provocada pela presença dos parasitoides. Após os transientes, as duas espécies

assumem uma distribuição homogênea no habitat.

Figura 3.16: (a) - (c) Distribuição espacial dos hospedeiros e (d) - (f) distribuição espacial dos
parasitoides em um domı́nio composto apenas pela cultura principal.
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

A densidade total das populações no decorrer de 600 gerações está representada

na Figura 3.17. Comparando a densidade total dos hospedeiros no caso em que ambas

espécies se movimentam aleatoriamente (Figura 3.4), notamos que a movimentação do

parasitoide dependente da densidade local de hospedeiros provoca um ligeiro aumento

na densidade de hospedeiros em torno da geração 260. Isto ocorre porque os parasitoides

permanecem mais nos śıtios de maior densidade de hospedeiros, o que permite que, no

ińıcio do processo, os hospedeiros se desenvolvam em áreas (frente de onda) com menor

densidade de parasitoides. Após os transientes, as densidades totais assintóticas de hospe-

deiros e parasitoides assumem aproximadamente os mesmos valores que no caso em que

ambos indiv́ıduos se movimentam aleatoriamente.



97

Figura 3.17: Densidade total dos hospedeiros (preto) e parasitoides (cinza) em um domı́nio
composto pela cultura principal.
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

B) Efeitos da área da cultura com antibiose

A densidade total dos hospedeiros e parasitoides na cultura principal está ilustrada

na Figura 3.18. Percebemos que não há uma redução significativa na densidade de hos-

pedeiros do caso em que o domı́nio é composto somente pela cultura principal para os

casos com a presença da cultura com antibiose. Porém, no caso dos parasitoides há uma

pequena redução, que é maior quando consideramos λc = −1.

Figura 3.18: (a) e (b) População total de hospedeiros e (c) e (d) população total de parasitoides
presentes na cultura principal considerando o domı́nio sem a cultura secundária (preto) e com
a cultura secundária (tons de cinza).
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.
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A Figura 3.19 apresenta a densidade populacional ao longo da linha i = n
2
do

domı́nio na iteração 600, considerando apenas a cultura principal (curva em preto) e com

a presença da cultura secundária (curva em cinza). Observamos que a movimentação do

parasitoide dependente da densidade local de hospedeiros reduz significativamente os picos

de densidade do hospedeiro observados na fronteira entre as culturas no caso em que a

fração de movimentação era constante (Figuras 3.8 (a) e 3.8 (b)).

Figura 3.19: Densidade populacional na linha i = n
2 do domı́nio, na iteração 600. (a) e (b) hospe-

deiros e (c) e (d) parasitoides, considerando apenas a cultura principal (em preto) e considerando
diferentes quantidades da cultura secundária (tons de cinza).
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

O percentual de decrescimento E e a densidade total assintótica dos hospedeiros,

considerando 600 gerações, estão ilustrados na Figura 3.20. O caso γ = 0 corresponde ao

domı́nio composto somente pela cultura principal.

Através dos resultados obtidos, conclúımos que este tipo de distribuição espacial

da cultura secundária não altera significativamente a densidade de hospedeiros na cultura

principal quando comparada ao caso em que o domı́nio é composto somente pela cultura

principal (Figuras 3.18 e 3.19). Porém, constatou-se uma redução dos picos na densidade

de hospedeiros observados na fronteira entre as duas culturas no caso em que ambas

espécies se movimentam de maneira aleatória. Desta forma, a diferença entre a densidade

total assintótica dos casos com a presença da cultura secundária para o caso em que esta

é ausente (γ = 0), é menor que a observada no cenário 1.
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Figura 3.20: (a) Percentual de decrescimento dos hospedeiros e (b) Densidade total assintótica
de hospedeiros, para λc = 0, 01 (preto) e λc = −1 (cinza).
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Além disso, percebemos novamente que, para esta configuração espacial, a pro-

porção da área da cultura que apresenta antibiose (γ) não afeta de modo expressivo o

percentual de decrescimento da população de hospedeiros conforme observado na Figura

3.20 (a).

C) Efeitos da configuração espacial da cultura com antibiose

As figuras 3.21 e 3.22 ilustram a distribuição espacial dos hospedeiros em um

domı́nio de dimensões 44×44 patches com os diferentes arranjos das culturas considerados

e assumindo λc = 0, 01.
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Figura 3.21: Distribuição espacial dos hospedeiros em diferentes etapas de tempo e diferentes
arranjos das duas culturas. (a) - (c) correspondem ao Arranjo 1, (d) - (f): Arranjo 2, (g) - (i):
Arranjo 3.Parâmetros: λc = 0, 01, µh = 0, 1 e µ̄p = 0, 6.
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.
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Figura 3.22: Distribuição espacial dos hospedeiros em diferentes etapas de tempo e diferentes
arranjos das duas culturas. (a) - (c) correspondem ao Arranjo 4, (d) - (f): Arranjo 5, (g) - (i):
Arranjo 6. Parâmetros: λc = 0, 01, µh = 0, 1 e µ̄p = 0, 6.
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Na Figura 3.23 está representada a densidade total dos insetos na cultura prin-

cipal, considerando todos os diferentes arranjos das duas culturas enunciados anterior-

mente. Através desta figura, podemos perceber que as diferentes distribuições da cultura

secundária afetam de modo mais expressivo a densidade total assintótica de parasitoides

que a densidade de hospedeiros, como observado também no caso em que ambas espécies

se movimentam de maneira aleatória.

Ainda, ao assumirmos λc = −1 e analisarmos o arranjo 2, observamos um aumento

na densidade total de hospedeiros na cultura principal em torno da geração 360. Uma

justificativa deste aumento seria a baixa densidade de parasitoides observada em torno

desta geração na cultura principal localizada após as duas listras da cultura com antibiose.
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Figura 3.23: População total de indiv́ıduos presente na cultura principal. Domı́nio sem a cultura
com antibiose (preto), Arranjo 1 (tracejado), Arranjo 2 (cinza forte), Arranjo 3 (cinza médio),
Arranjo 4 (cinza fraco), Arranjo 5 (tracejado maior) e Arranjo 6 (pontilhado).
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

O percentual de decrescimento E e a densidade total assintótica dos hospedeiros

H∗

t estão ilustrados na Figura 3.24, onde o eixo α representa os arranjos das culturas. De

acordo com a figura, conclúımos que quanto menor o valor do parâmetro λc considerado,

ou seja, quanto maior o ńıvel de resistência que a cultura apresenta em relação ao inseto,

maior é a redução da população de hospedeiros na cultura principal, independentemente

do arranjo entre as culturas escolhido, exceto para o arranjo 1 para o qual E ≈ 0 para

todos os valores de λc. Podemos justificar tal resultado pela densidade total de hospedeiros

observada nas primeiras gerações para diferentes valores de λc (Figura 3.23).

Ainda, considerando 600 gerações, os arranjos em que a cultura secundária está

disposta em listras forneceram maiores percentuais de decrescimento da população de

hospedeiros quando comparados aos demais arranjos no caso λc = −1. Já nos casos
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Figura 3.24: (a) Percentual de decrescimento da população de hospedeiros e (b) Densidade total
assintótica dos hospedeiros. Parâmetros: µh = 0, 1, µ̄p = 0, 6, λc = 0, 06 (cinza claro), λc = 0, 01
(preto) e λc = −1 (cinza).
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

λc = 0, 01 e λc = 0, 06, além destes arranjos, o arranjo 5 (cultura secundária distribúıdas

em blocos) apresentou resultados semelhantes.

Considerando somente as primeiras 300 gerações (Figura 3.25), percebemos que,

além dos percentuais de decrescimento serem maiores, há uma mudança no arranjo que

mais reduz a população de hospedeiros no caso λc = −1. Enquanto que considerando

600 gerações o melhor arranjo era o arranjo 4, com 300 gerações, o arranjo 2 assume este

papel.

Figura 3.25: Percentual de decrescimento da população de hospedeiros considerando 300
gerações. Parâmetros: µh = 0, 1, µp = 0, 6, λc = 0, 06 (cinza claro), λc = 0, 01 (preto) e λc = −1
(cinza).
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.
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3.2.3 Cenário 3: Hospedeiros apresentam comportamento de

agregação e a movimentação dos parasitoides depende da

densidade local dos hospedeiros

Neste cenário, tanto hospedeiros como parasitoides apresentam maior permanência

nos śıtios em que a densidade de hospedeiros é maior, os hospedeiros porque tendem a

agregar-se e os parasitoides porque permanecem onde há mais hospedeiros. Desta forma,

a fração de hospedeiros e parasitoides que deixam um śıtio são dadas, respectivamente,

por:

µh(hx,t) = µ̄h −
µ̄h × (hx,t)

q

Aq + (hx,t)q
e µp(hx,t) = µ̄p −

µ̄p × (hx,t)
q

Aq + (hx,t)q
. (3.20)

Na Figura 3.26 estão ilustrados os gráficos das funções µh e µp consideradas neste

cenário.

Figura 3.26: (a) Função µh e (b) função µp. Parâmetros: µ̄h = 0, 1, µ̄p = 0, 6, q = 5, d = 18 e
A = 1

2d .
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

A) Dinâmica sem consórcio de culturas

Na Figura 3.27, estão ilustradas as distribuições espaciais das espécies no domı́nio

em três etapas de tempo. Podemos perceber através da distribuição dos indiv́ıduos, que as

movimentações consideradas neste cenário retardam a dispersão das espécies em relação

à dispersão observada com as movimentações consideradas anteriormente (Figuras 3.3 e

3.16). Desta forma, na geração 600 ainda notamos regiões com diferentes densidades dos

indiv́ıduos, principalmente no caso dos parasitoides. A densidade total dos insetos em

cada geração está representada na Figura 3.28.
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Figura 3.27: (a) - (c) Distribuição espacial dos hospedeiros e (d) - (f) distribuição espacial dos
parasitoides em um domı́nio composto apenas pela cultura principal.
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Figura 3.28: Densidade total de hospedeiros (preto) e parasitoides (cinza) na cultura principal.
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

B) Efeitos da área da cultura com antibiose

As densidades totais dos hospedeiros e parasitoides presentes na cultura principal,

para as seis áreas da cultura secundária, estão ilustradas na Figura 3.29. Na figura, a tona-

lidade da cor cinza diminui à medida que aumentamos a área da cultura com antibiose em

torno da cultura principal. Podemos perceber que a densidade total tanto de hospedeiros

quanto de parasitoides na cultura principal não sofre alteração pela presença da segunda

cultura. Este resultado independe da quantidade de cultura secundária adicionada e do

valor do parâmetro λc assumido.
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Figura 3.29: (a) e (b) População total de hospedeiros e (c) e (d) população total de parasitoides
presentes na cultura principal considerando o domı́nio sem a cultura secundária (preto) e com
a cultura secundária (tons de cinza).
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Este resultado também pode ser observado ao analisarmos a densidade populacio-

nal ao longo da linha i = n
2
do domı́nio na última iteração (Figura 3.30).

Figura 3.30: Densidade populacional na linha i = n
2 do domı́nio, na iteração 600. (a) e (b) hospe-

deiros e (c) e (d) parasitoides, considerando apenas a cultura principal (em preto) e considerando
diferentes quantidades da cultura secundária (tons de cinza).
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.
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O percentual de decrescimento da população de hospedeiros e sua densidade total

assintótica estão ilustrados na Figura 3.31. O caso λc = −1, quando consideradas 600

gerações, apresentou maior percentual de decrescimento que o caso λc = 0, 01. Através

da Figura 3.31 (b), percebemos que a densidade total assintótica obtida para λc = 0, 01 é

aproximadamente a mesma da observada no caso λc = −1. Ainda, estes valores são muito

próximos dos observados no caso em que o domı́nio é composto somente pela cultura

principal (γ = 0).

Figura 3.31: (a) Percentual de decrescimento da população de hospedeiros e (b) Densidade total
assintótica dos hospedeiros. Caso λc = 0, 01 (preto) e λc = −1 (cinza).
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

C) Efeitos da configuração espacial da cultura com antibiose

As Figuras 3.32 e 3.33 ilustram a distribuição espacial dos hospedeiros em um

domı́nio de dimensões 44 × 44 patches composto pela cultura principal e pela cultura

secundária e considerando λc = 0, 01.
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Figura 3.32: Distribuição espacial dos hospedeiros em diferentes etapas de tempo e diferentes
arranjos das duas culturas. (a) - (c) correspondem ao Arranjo 1, (d) - (f): Arranjo 2, (g) - (i):
Arranjo 3. Parâmetros: λc = 0, 01, µ̄h = 0, 1 e µ̄p = 0, 6.
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.
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Figura 3.33: Distribuição espacial dos hospedeiros em diferentes etapas de tempo e diferentes
arranjos das duas culturas. (a) - (c) correspondem ao Arranjo 4, (d) - (f): Arranjo 5, (g) - (i):
Arranjo 6. Parâmetros: λc = 0, 01, µ̄h = 0, 1 e µ̄p = 0, 6.
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Na Figura 3.34 está representada a densidade total dos insetos na cultura principal,

considerando os diferentes arranjos entre as duas culturas.

O percentual de decrescimento E da população de hospedeiros e sua densidade

total assintótica H∗

t estão ilustrados na Figura 3.35, onde o eixo α representa os arranjos

das culturas.
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Figura 3.34: População total de indiv́ıduos presente na cultura principal. Domı́nio sem a cultura
com antibiose (preto), Arranjo 1 (tracejado), Arranjo 2 (cinza forte), Arranjo 3 (cinza médio),
Arranjo 4 (cinza fraco), Arranjo 5 (tracejado maior) e Arranjo 6 (pontilhado).
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Figura 3.35: (a) Percentual de decrescimento da população de hospedeiros e (b) Densidade total
assintótica. Parâmetros: µ̄h = 0, 1, µ̄p = 0, 6, λc = 0, 06 (cinza claro), λc = 0, 01 (preto) e
λc = −1 (cinza).
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.
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Segundo a Figura 3.35 (a), quanto menor o valor do parâmetro λc considerado,

maior é o percentual de decrescimento da população de hospedeiros. Ainda, para o caso

λc = −1, o arranjo 4 (cultura secundária distribúıda em 8 listras) foi o que mais reduziu

a população de hospedeiros. Já nos casos λc = 0, 01 e λc = 0, 06 o arranjo 5 (cultura

secundária distribúıda em forma de blocos) foi o que mais reduziu a população de hospe-

deiros na cultura principal.

Novamente notamos que este resultado pode sofrer alteração com a quantidade de

gerações consideradas, visto que, em cada arranjo, a densidade total assintótica assume

valores muito próximos independente do valor de λc assumido. Somente o arranjo 6 no caso

λc = −1 não segue este comportamento, pois apresenta uma densidade total assintótica

inferior à obtida nos casos λc = 0, 01 e λc = 0, 06.

Ao considerarmos somente as primeiras 300 gerações, obtemos aproximadamente

o mesmo comportamento do percentual de decrescimento em relação aos arranjos para os

casos λc = 0, 01 e λc = 0, 06 . Porém, no caso λc = −1, o arranjo 2 foi o que mais reduziu

a população de hospedeiros (Figura 3.36), fornecendo uma redução de aproximadamente

60% da população de hospedeiros.

Desta forma, podemos concluir para este cenário de movimentação dos indiv́ıduos,

que os efeitos da cultura secundária na população de hospedeiros são maiores a curto

prazo. Além disso, no caso em que a cultura apresenta uma resistência alta (representado

nas simulações pelo caso λc = −1), a distribuição desta cultura na forma de 2 listras

foi o arranjo que mais reduziu a população de hospedeiros na cultura principal quando

consideramos somente as primeiras 300 gerações.

Figura 3.36: Percentual de decrescimento da população de hospedeiros considerando 300
gerações. Parâmetros: µ̄h = 0, 1, µ̄p = 0, 6, λc = 0, 06 (cinza claro), λc = 0, 01 (preto) e λc = −1
(cinza).
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.
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3.2.4 Cenário 4: Hospedeiros apresentam comportamento de

antiagregação e a movimentação dos parasitoides depende

da densidade local dos hospedeiros

Neste cenário, os hospedeiros tendem a deixar os śıtios com maior densidade de

sua espécie, representando assim um comportamento de antiagregação dos indiv́ıduos.

Os parasitoides, por sua vez, tendem a permanecer em śıtios com maior densidade de

hospedeiros. Assim, a fração de hospedeiros e parasitoides que deixam um śıtio são dadas,

respectivamente, por

µh(hx,t) =
µ̄h × (hx,t)

q

Aq + (hx,t)q
e µp(hx,t) = µ̄p −

µ̄p × (hx,t)
q

Aq + (hx,t)q
. (3.21)

A Figura 3.37 mostra o comportamento das funções µh e µp assumidas neste

cenário.

Figura 3.37: (a) Função µh e (b) função µp. Parâmetros: µ̄h = 0, 1, µ̄p = 0, 6, q = 5, d = 18 e
A = 1

2d .
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

A) Dinâmica sem consórcio de culturas

Na Figura 3.38, estão ilustradas as distribuições espaciais dos insetos no domı́nio em

três etapas de tempo. A densidade dos insetos em todo domı́nio no decorrer das gerações

está representada na Figura 3.39.

De acordo com a Figura 3.39 notamos que as movimentações dos hospedeiros e

parasitoides consideradas neste cenário fazem com que os indiv́ıduos levem mais tempo

para atingir a sua densidade total assintótica comparado aos cenários de movimentação

anteriores.
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Figura 3.38: (a) - (c) Distribuição espacial dos hospedeiros e (d) - (f) distribuição espacial dos
parasitoides em um domı́nio composto apenas pela cultura principal.
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Figura 3.39: Densidade total de hospedeiros (preto) e parasitoides (cinza) na cultura principal.

0 100 200 300 400 500 600
0

20

40

60

80

100

Gerações

D
en

si
da

de

Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

B) Efeitos da área da cultura com antibiose

As densidades totais dos hospedeiros e parasitoides presentes na cultura principal,

para as seis áreas da cultura secundária, estão ilustradas na Figura 3.40. Na figura, a

tonalidade da cor cinza diminui à medida que aumentamos a área da cultura secundária

em torno da cultura principal. Podemos perceber que a densidade total de hospedeiros na

cultura principal é aproximadamente a mesma em todos os domı́nios considerados, isto é,

não sofre influência significativa da presença da cultura secundária. Este comportamento

é observado tanto no caso λc = 0, 01 quanto no caso λc = −1.
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Figura 3.40: (a) e (b) População total de hospedeiros e (c) e (d) população total de parasitoides
presentes na cultura principal considerando o domı́nio sem a cultura secundária (preto) e com
a cultura secundária (tons de cinza).
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

No caso dos parasitoides, observamos que sua densidade total na cultura princi-

pal é reduzida quando acrescentamos a cultura secundária em torno da principal. Estes

resultados também podem ser observados na Figura 3.41, a qual apresenta a densidade

populacional ao longo da linha i = n
2
do domı́nio na última iteração

Na Figura 3.42 (a) está ilustrado o percentual de decrescimento da população de

hospedeiros E obtido para as diferentes proporções de área secundária. Ainda, analisamos

a densidade total assintótica dos hospedeiros (H∗

t ) nas 600 gerações (Figura 3.42 (b)). O

caso γ = 0 corresponde ao domı́nio composto somente pela cultura principal.
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Figura 3.41: Densidade populacional na linha i = n
2 do domı́nio, na iteração 600. (a) e (b) hospe-

deiros e (c) e (d) parasitoides, considerando apenas a cultura principal (em preto) e considerando
diferentes quantidades da cultura secundária (tons de cinza).
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Figura 3.42: (a) Percentual de decrescimento da população de hospedeiros e (b) Densidade total
assintótica dos hospedeiros. Caso λc = 0, 01 (preto) e λc = −1 (cinza).
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Conforme os resultados apresentados na figura, percebemos que ocorre um pequeno

aumento na densidade total da população de hospedeiros presentes na cultura principal

nos casos com a presença da cultura secundária, o que resulta, dessa forma, em percen-

tuais de decrescimento negativos. Este aumento pode ser observado na densidade total

assintótica dos hospedeiros (Figura 3.42 (b)).
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C) Efeitos da configuração espacial da cultura com antibiose

As Figuras 3.43 e 3.44 ilustram a distribuição espacial dos indiv́ıduos em um

domı́nio de dimensões 44 × 44 patches considerando diferentes arranjos entre as cultu-

ras e o parâmetro λc = 0, 01 fixo.

Figura 3.43: Distribuição espacial dos hospedeiros em diferentes etapas de tempo e diferentes
arranjos das duas culturas. (a) - (c) correspondem ao Arranjo 1, (d) - (f): Arranjo 2, (g) - (i):
Arranjo 3. Parâmetros: λc = 0, 01, µ̄h = 0, 1 e µ̄p = 0, 6.
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.
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Figura 3.44: Distribuição espacial dos hospedeiros em diferentes etapas de tempo e diferentes
arranjos das duas culturas. (a) - (c) correspondem ao Arranjo 4, (d) - (f): Arranjo 5, (g) - (i):
Arranjo 6. Parâmetros: λc = 0, 01, µ̄h = 0, 1 e µ̄p = 0, 6.
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Na Figura 3.45 está representada a densidade total dos insetos na cultura principal,

considerando todos os diferentes arranjos entre as duas culturas.

O percentual de decrescimento E da população de hospedeiros e a densidade total

assintótica H∗

t estão ilustrados na Figura 3.46, onde o eixo α representa o arranjo entre

as culturas considerado.
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Figura 3.45: População total de indiv́ıduos presente na cultura principal. Domı́nio sem a cultura
com antibiose (preto), Arranjo 1 (tracejado), Arranjo 2 (cinza forte), Arranjo 3 (cinza médio),
Arranjo 4 (cinza fraco), Arranjo 5 (tracejado maior) e Arranjo 6 (pontilhado).
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

Figura 3.46: (a) Percentual de decrescimento e (b) Densidade total assintótica. Parâmetros:
µ̄h = 0, 1, µ̄p = 0, 6, λc = 0, 06 (cinza claro), λc = 0, 01 (preto) e λc = −1 (cinza).

0 1 2 3 4 5 6 7
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

Α

E

0 1 2 3 4 5 6 7
0

20

40

60

80

100

Α

H
t*

(a) (b)

Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.
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Novamente percebemos que quanto menor o valor do parâmetro λc maior é o

percentual de decrescimento da população de hospedeiros, independente do arranjo entre

as duas culturas.

Para o caso λc = −1, o arranjo 4 (cultura secundária distribúıda em 8 listras)

apresentou o maior percentual de decrescimento da população de hospedeiros. Já no caso

λc = 0, 01 o arranjo 2 (cultura secundária distribúıda em 2 listras) obteve este resultado.

Quando consideramos λc = 0, 06 percebemos que todos os diferentes arranjos, exceto o

arranjo 1, apresentaram percentuais de decrescimento semelhantes.

Os arranjos que apresentaram os maiores percentuais de decrescimento da po-

pulação de hospedeiros são os mesmos quando consideramos somente as primeiras 300

gerações, conforme observado na Figura 3.47.

Figura 3.47: Percentual de decrescimento da população de hospedeiros considerando 300
gerações. Parâmetros: µ̄h = 0, 1, µ̄p = 0, 6, λc = 0, 06 (cinza claro), λc = 0, 01 (preto) e λc = −1
(cinza).
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Fonte: da autora, gerado no Wolfram Mathematica 10.0.

3.3 CONCLUSÕES

Neste caṕıtulo, analisamos a influência do consórcio de duas culturas (uma principal

e uma com resistência do tipo antibiose) na densidade de hospedeiros na cultura principal,

considerando que uma espécie de parasitoide interage com o hospedeiro em estudo.

Além de verificar os efeitos da área da cultura secundária e das suas diferentes

distribuições no domı́nio, analisamos a influência da movimentação das espécies (modifi-

cando os parâmetros µh e µp) e de diferentes ńıveis de resistência da cultura secundária

(através da manipulação do parâmetro λc).

Em relação aos efeitos da área da cultura com antibiose percebemos, em todos os
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diferentes cenários de movimentação das espécies, que a presença da cultura secundária,

disposta ao redor da cultura principal, não afeta de maneira expressiva a densidade total

dos hospedeiros na cultura principal, de modo que os percentuais de decrescimento da

população são próximos de zero. Isto é, em todos os casos analisados, constatou-se que o

número de fileiras de patches da cultura secundária que são inseridas em torno da cultura

principal, não exerce influência neste resultado, visto que o percentual de decrescimento

para 1 fileira é aproximadamente o mesmo daquele obtido ao acrescentarmos 6 fileiras.

Através de uma análise na densidade populacional dos indiv́ıduos ao longo da

linha i = n
2
do domı́nio na última geração, observamos um aumento da densidade de

hospedeiros na fronteira entre as duas culturas. Este aumento é mais expressivo quando

consideramos que ambas espécies se movimentam aleatoriamente e decorre da diminuição

de parasitoides nesta região.

Ao considerar diferentes distribuições da cultura secundária, conforme os arranjos

descritos na Subseção 2.2.1 do Caṕıtulo 2, analisamos três valores para o parâmetro λc

(λc = 0, 06, λc = 0, 01 e λc = −1 ). Estes valores representam um ńıvel de resistência

baixo, moderado e alto da cultura secundária, respectivamente e, correspondem também

a diferentes comportamentos da dinâmica local dos indiv́ıduos.

No caso em que ambas espécies se movimentam aleatoriamente, o arranjo 2 (cultura

secundária disposta em forma de 2 listras) obteve o maior percentual de decrescimento

da população em relação aos demais arranjos, independentemente do valor assumido por

λc.

Em um segundo cenário, em que a movimentação dos hospedeiros é aleatória e dos

parasitoides depende da densidade local dos hospedeiros, o arranjo 4 (cultura secundária

disposta em 8 listras) foi o que mais reduziu a densidade de hospedeiros na cultura prin-

cipal (em torno de 18%), quando consideramos λc = −1. Já para λc = 0, 01 e λc = 0, 06,

os arranjos 2, 3, 4 e 5 apresentaram percentuais de decrescimento semelhantes (em torno

de 7% para λc = 0, 01 e 6% para λc = 0, 06) e superiores aos demais arranjos.

No cenário de movimentação 3, o arranjo 5 (cultura secundária distribúıdas em

blocos) obteve o maior percentual de decrescimento da população de hospedeiros, nos

casos λc = 0, 01 e λc = 0, 06. Enquanto que para λc = −1, o arranjo 4 foi o que obteve

melhores resultados.

No último cenário, em que a movimentação dos hospedeiros representa uma
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tendência de antiagregação da espécie e a movimentação dos parasitoides depende da

densidade local dos hospedeiros, o arranjo 2 foi o que apresentou maiores percentuais de

decrescimento em comparação com os demais arranjos, para λc = 0, 01 e λc = 0, 06. Já

para λc = −1, o arranjo 4 exibiu os melhores resultados dentre os arranjos estudados.

Deve-se ressaltar que em todos os casos analisados, o crescimento dos hospedeiros

ocorre de forma mais lenta nas gerações iniciais com a presença da cultura secundária.

Desta forma, ao consideramos apenas as primeiras 300 gerações, os percentuais de decres-

cimento assumiram valores maiores (podendo chegar em torno de 60% em alguns casos)

que os obtidos considerando 600 gerações (que atingiu o máximo de 20%), considerando

os cenários de movimentação 1, 2 e 3. Já no cenário 4, os percentuais assumiram valores

em torno de 80% quando consideramos 300 gerações. Em relação à distribuição da cul-

tura secundária considerando 300 gerações, notamos que os arranjos 2 e 5 foram os que

apresentaram maiores percentuais de decrescimento da população. Assim, de acordo com

os resultados obtidos, podemos concluir que esta estratégia de controle da população de

hospedeiros na cultura principal dada pelo consórcio de duas culturas, é mais eficiente ao

considerarmos culturas não perenes.

Ainda, de acordo com a densidade total dos insetos na cultura principal, obser-

vamos que a presença da cultura com antibiose afeta mais a densidade de parasitoides

que a de hospedeiros. Em termos práticos, este cenário não é o ideal, visto que o objetivo

do consórcio é reduzir a densidade somente dos hospedeiros na cultura principal e não

prejudicar o crescimento dos parasitoides que auxiliam no controle da densidade destes

indiv́ıduos.

As Tabelas 3.2 e 3.3 apresentam o arranjo das culturas que mais reduziu a den-

sidade de indiv́ıduos na cultura principal de acordo com o cenário de movimentação dos

indiv́ıduos e do valor assumido por λc, considerando 600 e 300 gerações, respectivamente.

Tabela 3.2: Arranjo mais eficiente juntamente com a respectiva redução (em %), considerando
600 gerações.

Movimentação λc = 0, 06 λc = 0, 01 λc = −1
Cenário 1 Arranjo 2 (6%) Arranjo 2 (8%) Arranjo 2 (20%)
Cenário 2 Arranjo 5 (6%) Arranjo 3 (7%) Arranjo 4 (18%)
Cenário 3 Arranjo 5 (7%) Arranjo 5 (8%) Arranjo 4 (19%)
Cenário 4 Arranjo 2 (15%) Arranjo 2 (61%) Arranjo 4 (76%)
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Tabela 3.3: Arranjo mais eficiente juntamente com a respectiva redução (em %), considerando
300 gerações.

Movimentação λc = 0, 06 λc = 0, 01 λc = −1
Cenário 1 Arranjo 5 (20%) Arranjo 2 (25%) Arranjo 2 (56%)
Cenário 2 Arranjo 5 (20%) Arranjo 5 (24%) Arranjo 2 (58%)
Cenário 3 Arranjo 5 (24%) Arranjo 5 (27%) Arranjo 2 (57%)
Cenário 4 Arranjo 2 (34%) Arranjo 2 (49%) Arranjo 4 (81%)



CONCLUSÕES

Neste trabalho propomos um modelo do tipo Redes de Mapas Acoplados para

analisar a dinâmica de um inseto-praga em um consórcio de uma cultura principal (alvo

do herb́ıvoro) com uma cultura secundária que apresenta resistência do tipo antibiose a

este inseto. Foram abordadas duas questões principais: os efeitos da área (número de śıtios)

e da distribuição espacial da cultura resistente no controle da densidade do inseto-praga

na cultura principal.

Com este objetivo, primeiramente consideramos um modelo discreto para descrever

a dinâmica de uma única espécie, a do inseto-praga e, em um segundo momento, consi-

deramos que uma espécie de parasitoide interage com este inseto através de um modelo

discreto hospedeiro-parasitoide.

No caso em que só consideramos uma espécie no ambiente, percebemos que a

presença da cultura com antibiose reduz a densidade de indiv́ıduos na cultura principal,

sendo portanto, de acordo com nossos resultados, um método efetivo de controle do inseto-

praga.

Em relação à área da cultura com antibiose, percebemos que, ao inseri-la em torno

da cultura principal, os percentuais de decrescimento da população de indiv́ıduos atingem

valores baixos que variam de acordo com o tipo de movimentação do inseto (de 5% até

7% quando a cultura possui resistência moderada e de 7% até 15% quando ela possui uma

alta resistência). Desta forma, podemos concluir, que dispor a cultura secundária em torno

da cultura principal não apresenta grande impacto sobre a densidade de insetos-praga na

cultura principal. Além disso, não há diferença em acrescentar uma ou mais fileiras em

torno da cultura principal. Isto é, nesta configuração, a área da cultura com antibiose não

altera a densidade de insetos na cultura principal. É importante ressaltar, no entanto, que

este resultado pode sofrer alterações se considerarmos outro tipo de configuração espacial

ou plantas com caracteŕısticas diferentes, como por exemplo, que exercem atração sobre
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o inseto.

Na maioria dos casos em que consideramos diferentes distribuições espaciais da

cultura secundária no domı́nio, além do arranjo 2 (cultura distribúıda em 2 listras), os

arranjos 4 (cultura distribúıda em 8 listras) e 6 (cultura distribúıda de maneira aleatória)

foram os que mais reduziram a densidade de insetos-praga na cultura principal. Estes

resultados podem ser atribúıdos à distância entre a posição inicial dos insetos e a área

da cultura secundária, a qual é menor nos arranjos 4 e 6 quando comparadas às demais

distribuições analisadas. Este resultado está de acordo com o observado por Garcia et

al. (2014), no qual os autores conclúıram que quanto mais próximas as fileiras de uma

segunda cultura forem inseridas da posição inicial dos insetos, maior será o controle desta

população.

No caso em que consideramos um parasitoide, naturalmente presente nas

plantações, interagindo com o inseto-praga em estudo, observamos que a presença da cul-

tura com antibiose reduz também a densidade de parasitoides. Desta forma, a utilização

desta estratégia de controle da população de hospedeiros deve ser avaliada, quando a con-

servação dos inimigos naturais no habitat for um fator importante de controle de pragas

ou quando o parasitoide ou predador estiver em risco.

Novamente, observamos que a área da cultura secundária, quando disposta em

torno da cultura principal, não interfere significativamente na população de hospedeiros.

Em algumas situações, de acordo com a movimentação das espécies, foram observados

percentuais de decrescimento muito próximos de zero (o máximo atingido foi de 0, 3%),

enquanto que em outras situações os percentuais de decrescimento assumiram valores

negativos. Assim, os resultados obtidos sugerem que, nas condições consideradas neste

caso, esta distribuição da cultura com antibiose pode aumentar a densidade de hospedeiros

na cultura principal ao invés de reduzir.

Em relação à distribuição da cultura secundária no habitat observamos, na maioria

dos casos, que a distribuição em forma de 2 ou 8 listras ou em blocos foram as que mais

reduziram a densidade de hospedeiros na cultura principal, quando consideramos que um

parasitoide interage com o hospedeiro em estudo. Além disso, observamos que a redução

na densidade total de hospedeiros na cultura principal é maior nas primeiras gerações, o

que sugere que este método é mais eficiente quando consideramos culturas com ciclo de

vida curto.
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Um fator importante que influencia os resultados obtidos é o ńıvel de resistência da

cultura secundária. Na maioria dos casos analisados, considerar culturas com um ńıvel de

resistência maior foram mais efetivas no controle da espécie de inseto-praga que aquelas

com um ńıvel moderado. Uma das justificativas para este resultado é o fato da área da

cultura com antibiose servir de barreira natural para a dispersão da espécie em casos que a

resistência é alta, visto que nesta área há uma grande redução na densidade de indiv́ıduos.

Outra questão importante analisada refere-se aos tipos de movimentação dos in-

div́ıduos. De maneira geral, os casos em que assumimos que os insetos-praga têm o com-

portamento de antiagregação foram os que apresentaram melhores resultados. Uma ex-

plicação seria a tendência destes insetos em permanecer na área da cultura com antibiose,

uma vez que nestas regiões a densidade de indiv́ıduos é menor.

Conclúımos, portanto, que o uso de uma cultura com resistência do tipo antibiose

em um consórcio com outra cultura considerada principal ao produtor, pode ser uma

estratégia de controle de insetos-praga presentes na cultura principal. A partir dos nossos

resultados vemos que a eficiência desta estratégia é influenciada pelo ńıvel de resistência

da cultura com antibiose, a distribuição espacial das culturas no habitat e também pelo

tipo de movimentação das espécies envolvidas.

Vale ressaltar que apesar do modelo proposto neste trabalho ser bastante simples,

ele pode ser modificado para descrever de forma mais detalhada as interações que ocor-

rem no habitat, incluindo por exemplo dados mais precisos das culturas envolvidas, bem

como da movimentação das espécies no habitat. Além disso, outras técnicas poderiam ser

integradas ao modelo, como o uso de uma cultura armadilha, aplicação de inseticidas ou

de um controle biológico aumentativo, onde ocorre várias liberações de parasitoides ao

longo do tempo no habitat.



126



REFERÊNCIAS

ALLEN, L. J. S. An Introduction to Mathematical Biology. Pearson Education,
New Jersey, 2007.

CARVALHO, L. M.; FILHO, M. M. Efeito da consorciação do tomateiro
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