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RESUMO

Dissertacao de Mestrado
Programa de Pos-Graduagao em Matemaética

Universidade Federal de Santa Maria

ESPACOS FUNCIONAIS E OPERADORES LINEARES
EM ELETROMAGNETISMO

AUTOR: MARCOS TEIXEIRA ALVES
ORIENTADOR: DR. MARCIO VIOLANTE FERREIRA
Local e Data da Defesa: Santa Maria, 29 de fevereiro de 2012.

Neste trabalho, caracterizamos os espagos funcionais H(div, <)) e H(rot,2) que surgem
na teoria matematica do eletromagnetismo e obtemos resultados de tracos para as funcoes
destes espagos. Além disso, usamos as técnicas descritas em [14] para mostrar resultados de
densidade nos subespagos H(div 0,9) e Hy(div 0,Q) de [L*(©2)]3. O desfecho desse estudo
encontra-se nas aplicagoes a problemas de origem eletromagnética que envolvem as equagoes
de Maxwell. Para obtermos existéncia e unicidade de solucao para estes modelos, recorremos a
teoria de semigrupos de operadores lineares.

Palavras-chave: Espacos funcionais em eletromagnetismo. Operador de Maxwell. Equagoes
de Maxwell. Semigrupos de operadores lineares.
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In this work, we caracterize the functional spaces H(div,2) and H(rot,(2) that arise in the
mathematical theory of electromagnetism and we obtain results of traces in this spaces. Further-
more we use the technics described in [14] to prove densities results in the subspaces H (div 0, Q)
and Hy(div 0,9) of [L*(Q)]>. The outcome of this study lies in applications to problems of elec-
tromagnetic origin involving Maxwell’s equations. We use the theory of semigroups of linear

operators to get existence and uniqueness of solution for these models.

Keywords: Functional spaces in electromagnetism. Maxwell operator. Maxwell’s equations.
Semigroups of linear operators.
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Hy(div 0,9Q)
H(rot 0,9)
Hy(rot 0,)
C([0, ), X)
CY([0,00), X)
C

conjunto dos operadores T : X — Y lineares e limitados;
algebra dos operadores lineares e limitados de X;
semigrupo de operadores lineares e limitados de X;
conjunto compacto do R";

aberto do R", sendo n = 3 quando justificavel;

fronteira de 2;

vetor normal unitario a I' exterior a 2;

derivada normal de v

L2(Q) x L*(Q) x L*(Q);
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suporte da funcao wu;
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{elo; ¢ € DR L

{T : D(T) — R; T linear e continua};
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wm2(Q);

Wl/z,Q(Q);

fecho de C3°(£2) em W™P(Q);

campo elétrico e campo magnético, respectivamente;
inducao elétrica e inducao magnética, respectivamente;
v nlr;

v X 1r;

{vel[l) (V)] V-vel*0)};

fvell éd”Q V x v € [LAQ)P);
DO)P H(
DOP " )

espaco das fungoes continuas de [0, 00) em X;
espaco das funcoes de classe C! de [0, 00) em X

constante positiva que pode assumir valores diferentes em lugares diferentes.
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INTRODUCAO

Em 1873, James Clerk Maxwell (fisico e matemaético britanico) fundou a teoria moderna
do eletromagnetismo com a publicacao de sua obra Treatise on Eletricity and Magnetism,

reunindo um conjunto de equacoes que atualmente levam seu nome.

Estas equacgoes sao o suporte matemético para os fendmenos eletromagnéticos, estabe-
lecendo equagoes diferenciais que relacionam os campos elétrico e magnético e suas respectivas
indugoes. Representaremos por FE, H, D e B, os campos elétrico, magnético e as inducoes
elétrica e magnética, respectivamente. Nas aplicacoes tratadas neste trabalho, consideramos os

campos que variam no tempo. Desse modo,
E = E(z,t), H= H(x,t), D= D(z,t) e B= B(x,t)

sdo fungoes vetoriais que dependem da posigao espacial x = (1, T2, z3) € R3 e do tempo t € R,
t>0.

Os campos apresentados anteriormente sao gerados por dois tipos de fontes: cargas
elétricas estdticas e fluxos de cargas elétricas variaveis chamadas correntes. A distribuicao de
cargas é dada por uma funcao escalar p que representa a densidade de carga elétrica, enquanto

que as correntes sao descritas por uma funcao vetorial de densidade de corrente J.

A relacao existente entre os campos E, H, D e B e as fontes p e J é sintetizada por
um conjunto de equacoes que, em geral, sao aplicadas a uma regiao do espaco R? ocupada por
um campo eletromagnético. Estas equacoes, denominadas equac¢oes de Mazxwell, em sua forma

diferencial sao as seguintes:

oD
E—VXH——J, (1)
0B
E—FVXE—O, (2)
V-D=p, (3)
V-B=0. (4)

Descrevemos agora cada uma das equagoes listadas acima.

A equagao (1) é a Lei de Ampére-Mazwell. Esta lei coincide com a Lei de Ampére salvo
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oD
pela adicao do termo — introduzido por Maxwell.

ot

A equagao (2) é chamada Lei de Faraday. Ela fornece o efeito da variagao da indugao

magnética no campo elétrico.

A equagao (3), conhecida como Lei de Gauss, estabelece que o fluxo de indugao elétrica
através de uma superficie fechada é dado pela carga liquida dentro da superficie, o que significa

que as linhas de cargas elétricas comegam e terminam com cargas elétricas.

A Lei de Gauss para o magnetismo aparece na equagao (4) e afirma que o fluxo da

inducao magnética ao longo de qualquer superficie fechada é nulo.

A partir das equagoes (1) e (3), relacionamos as densidades p e J através da equagao

dp B
E+V~J—O

conhecida como equacao da conservacao da eletricidade.

Dada a complexidade do sistema (1)-(4), juntaremos a estas leis universais certas leis
constitutivas que incorporam, de forma suficientemente simples, interagoes eventualmente com-
plexas e que traduzam caracteristicas particulares dos materiais sem comprometer, dentro de

determinados limites, a adequacao entre o modelo e a realidade fisica.

Uma das leis constitutivas aqui consideradas é a Lei de Ohm, que destaca uma relagao

de proporcionalidade entre o campo elétrico £/ e a densidade de corrente J, ou seja,
J=0F, (5)

onde o representa a condutividade do material. Além dessa, dado nosso interesse por modelos
de Maxwell aplicados em condutores perfeitos !, tomamos as leis de magnetizacao e polarizacao
do meio da forma

D=¢EeB=puH, (6)

em que € representa a constante dielétrica ou capacidade indutiva e p representa a permeabili-

dade magnética do meio.

De posse das equagoes (5) e (6) e considerando J = 0, p = 0 (campo eletromagnético no

vacuo com auséncia de cargas), reescrevemos o sistema (1)-(4) como segue

@—VXHZO,
ot
O(uH) _
9 +VxFE=0,
V- (eE) =0,
V- (uH)=0.

1Um condutor perfeito é um meio ficticio tal que ¢ — +o00. No interior de um condutor perfeito o campo é
nulo. Metais sao materiais que aproximam-se deste conceito.
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Neste trabalho, adotaremos ¢ = 1 = 1. Desse modo, abordaremos o seguinte sistema de

equacoes de Mazwell

OFE
- = H=0 7
OH
— E=0 8
V-E=0, 9)
V.- H=0. (10)
No instante ¢ = 0, iremos supor que o campo elétrico F(z,0) = Fy(x) e o campo

magnético H(x,0) = Hy(x) sejam conhecidos e satisfacam as relagoes:

Acrescentamos as condicoes iniciais, as condi¢oes de fronteira do meio em estudo. Para
esse proposito, seja {2 uma regiao do espaco R? representando um condutor perfeito e I' sua fron-
teira. Fisicamente, diante dessas condicoes, faz sentido considerarmos as seguintes condicoes
de fronteira

Exnlpr=0eH - nlp=0, (12)

em que 7(x) = (n1(x), n2(z),n3(x)) denota o vetor normal unitario a x € I" exterior a €.

Sob essas hipoteses, um de nossos objetivos nesse texto sera discutir questoes relaciona-
das a existéncia e unicidade de solugao para o sistema de equagoes de Maxwell (7)-(10) sujeito

as condicoes iniciais em (11) e as condigoes de fronteira em (12).

Os trabalhos assentes neste modelo linear usam um conjunto de técnicas que passam
pela formulagao fraca das equacoes a resolver, permitindo encontrar solugoes com menor regu-
laridade do que aquela que é exigivel a solugoes das equacoes dos modelos encontrados, referido

vulgarmente por formulacao forte do problema.

Observamos que nos problemas de eletromagnetismo intervém essencialmente os opera-
dores diferenciais vetoriais de primeira ordem: divergente e rotacional. Assim, torna-se natural
adotarmos os espagos das fungoes de [L?*(2)]? cujo divergente ou rotacional sdo fungoes de
L*(Q) e [L*(Q)]*, respectivamente, como quadro funcional para o estudo desses fenémenos.

Estes espagos sao designados por H(div,€)) e H(rot, ().

Com este espirito, o foco deste trabalho consiste na caracterizacao destes espagos e em
suas aplicacoes em modelos eletromagnéticos especificos. Organizamos, entao, este estudo como

segue.

No Capitulo 1, enumeramos alguns resultados béasicos para a compreensao do restante
do texto. Daremos destaque para a teoria dos espacos LP, das distribuicoes, dos espacos de

Sobolev, dos semigrupos lineares e de resultados da andlise funcional de nosso interesse.
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No Capitulo 2, trataremos dos espagos H(div,2) e H(rot,2) do ponto de vista de
suas propriedades topologicas e demonstraremos resultados de densidade. Enaltecemos neste
capitulo a caracterizagdo dos tragos das fungoes de H(div,)) e H(rot,); passo fundamental
para dispormos de uma férmula de integracao por partes. Em sua tltima secao, definiremos
os subespacos H(div 0,Q) e Hy(div 0,9Q) de [L*(Q)]?. Estudaremos propriedades de densidade

nestes espacos essenciais para o desenrolar do texto.

O desfecho deste trabalho ocorre no Capitulo 3 com algumas aplicagoes dos espagos
funcionais estudados anteriormente. Como primeira aplicacao, estudamos o sistema de equacoes
de Maxwell com uma condicao de fronteira dada por n x £ = 0. Na segunda aplicacao,
preocupamo-nos com o sistema de Maxwell no vacuo e condicao de fronteira n x E = 0.
Finalizamos este capitulo obtendo um resultado de existéncia e unicidade de solugao para um

sistema de equagoes de Maxwell num meio condutor perfeito.

A conclusao e as referéncias utilizadas encerram a dissertacao.



Capitulo 1

PRELIMINARES

As ferramentas primordiais de que necessitamos para o desenvolvimento dos capitulos
2 e 3 sao apresentadas neste capitulo. Basicamente exibimos resultados de interesse da teoria
dos espacos LP, das distribui¢oes, dos espacos de Sobolev, dos semigrupos lineares e da Analise
Funcional. Salientamos que estes fatos sao tomados como conhecidos e, por sua vez, nao os
demonstraremos neste trabalho. Entretanto, as referéncias para um estudo completo destes

fatos sao indicadas no decorrer do texto.

1.1 Os espacos L”

Nesta secao, e ao longo de todo trabalho, utilizaremos a integral de Lebesgue.

Definigao 1.1 Sejam 1 < p < oo e Q C R". O espaco LP(2), 1 < p < 00, € o conjunto das

funcoes mensurdveis f em Q tal que

| do < .

Para p = oo, denotamos por L>(2) o espago vetorial de todas fungdes mensurdveis essencial-

mente limitadas® em .

Um norma em LP(Q) € dada por

1/p
il = 11l = (/Q|f(af)|” das) l<p<oo

€, para p = 0OQ,

1 fllec = ess sup[f(x)].
x€N

2Uma funcdo u, mensuravel em Q, é dita essencialmente limitada em Q se existe uma constante K tal que
|u(z)| < K quase sempre em . A maior das cotas inferiores de tais constantes K é chamada de supremo

essencial de |u| e é denotado por ess sup |u(z)].
€N
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A funcdo ||.||, define uma norma que faz de LP(2) um espaco de Banach. No caso em

que p = 2, munindo este espaco com o produto interno

(1) ey = [ ulo)oe) do,

temos um espaco de Hilbert.

Observagao 1.1 Nos capitulos 2 e 3, utilizaremos com frequéncia os espagos L*(Q) e [L*(Q)]?.
Assim, preocupados em tornar a escrita menos carregada, denotaremos simplesmente por || - ||

a norma tanto em L*(Q)) como em [L?(Q)]® e por (, ) o produto interno nestes espacos.

Enumeramos agora alguns fatos conhecidos que serao usados posteriormente. Sugerimos
que o leitor consulte [3], [8] e [11] para melhor se familiarizar com os espagos LP(€2), bem como

para uma demonstracao dos resultados que seguem.

Proposigao 1.1 Sejam 1 < p < o0 e q seu expoente conjugado, isto €,

Entio vale a desigualdade de Hélder: se [ € LP(Q) e g € L), entio fg € L'Y(Q)

satisfazendo ) )
1/p 1/q
/Q‘fg‘ dSCS(/Q |f\p) (/Q\g|qu) )

Observacgao 1.2 Os elementos de LP sao, na verdade, classes de equivaléncia, pois a integral
nao se altera se mudarmos a funcao num conjunto de medida nula. Assim, quaisquer dois

representantes de uma mesma classe coincidem em quase todo ponto (q.t.p.).

Definicao 1.2 Sejam 1 < p < 0o e Q um subconjunto aberto do R™. Diremos que f : 2 — R

p

¢ localmente integrdvel em (2, e denotaremos f € L,

(Q), se [ for uma fun¢ao mensurdvel e

para qualquer compacto K C €, tivermos
/ F(2)P dz < oo.
K

Como consequéncia da desigualdade de Holder, obtemos o seguinte resultado:
Proposigdo 1.2 Seja 1 <p < 0. Entao L} (Q) C L}, ().

O resultado seguinte é conhecido como Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue.

Teorema 1.1 Suponha que (fn)nen Seja uma sequéncia de fungoes de L'(Q) tal que
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existe para quase todo x € Q. Se existe g € L'(Q) tal que para todo n € N,
Ful@)] < lg(@)], quase sempre em Q,

entao f € L*'(Q) e ||fo — fllrr@ — 0, n — +o0.

1.2 Distribuicoes

As principais referéncias que utilizamos nesta segao sao [1], [4] e [12].

Um multi-indice ¢ uma n-upla de inteiros nao-negativos
a=(a,ag,...,a,).

Denotamos o conjunto de todos os multi-indices por Nf. Associamos a um multi-indice os

simbolos
5 olel
o= +ar+--F+a,e D= ——— :
o I 0z 0x3? ... Oxon
sendo que para a = (0,0,...,0), definimos D°u = u para toda fungao u. Por D;, para
i=1,2,...,n, representamos a derivada parcial 0/0x;.

Defini¢ao 1.3 Seja u uma funcao continua® definida em Q C R™. O suporte de u, o qual serd
denotado por supp(u), € definido como o fecho em Q do conjunto {x € Q; u(x) # 0}. Se este

congunto for um conjunto compacto, diremos que u possui suporte compacto em 2.

Defini¢ao 1.4 Seja Q um aberto do R™. Denotamos por C¥(Q) o conjunto das funcoes dife-
rencidveis até ordem k e com suporte compacto em §2. O conjunto C3°()) denota o conjunto

das funcoes infinitamente diferencidveis e com suporte compacto em €2, isto €,
Co(Q2) = C=(Q) N Co(2).

Observacao 1.3 O conjunto C°(§2) € um espago vetorial sobre R e chamamos seus elemen-

-

tos de fungoes testes. Ademais, dizemos que uma sequéncia de fungoes (u,)nen de C3°(S2) €

convergente para zero quando cumprem as sequintes condicoes:
(i) existe K C Q compacto tal que supp(u,) C K, para todo n € N;
(ii) para todo o € N, D*u,, — D“u uniformemente sobre K.

Definigao 1.5 O espago vetorial C3°(2) com a nogao de convergéncia acima € denominado o

espago das fungoes testes e € representado por D(S).

3ADefinicdo 1.3 ndo é adequada quando se trabalha com funcdes de LP. No entanto, é possivel definir o
suporte para funcoes deste espaco trabalhando-se com suas classes de equivaléncia. Uma abordagem detalhada
sobre este tema pode ser encontrada em [3].
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Oportunamente, iremos aplicar os processos de truncamento e regularizacao em espagos
de funcoes definidos no Capitulo 2. Com este objetivo, definimos o produto de convolucao e

a sequéncia que estabelece a regularizagdo em D(R").

Defini¢ao 1.6 Sejam u € L'(R™) e v € LP(R™) com 1 < p < 0o. O produto de convolugio de

u por v, denotado por u * v, € dado por
(s o)) = [ ule = yu(y) dy

Pode-se provar que (u*v) € LP(R™) e vale a desigualdade:
w0 e ey < [ful|@en)l|v]] o@n)-
Além disso, é de nosso interesse as duas proposigoes seguintes:

Proposicao 1.3 Seu e v sao funcoes para os quais o produto de convolugao estd bem definido,

entao

supp(u * v) C supp(u) + supp(v).

Proposic¢ao 1.4 Sejam u € C¥(R") e v € L} (R") com k € N. Entdo uxv € C*(R"™) e vale a

loc

formula de derivacao
D%(u*v) = (D%) xv, ¥V a com |a| < k.

Em D(R™), utilizaremos uma sequéncia (p,)nen de fungdes com as seguintes proprieda-
des:

supp(p,) < BOI), [ pule) do=1ep, 20,

em que, fixado n € N, B(0;1/n) denota o conjunto {x € R"; |z| < 1/n}.

A toda sequéncia satisfazendo as propriedades acima, denominamos sequéncia requlari-

zante.

Exemplo 1.1 Consideremos a aplicagao p : R" — R definida por

0 se |z| >1

S R U

Definimos

o ([ aoras)”

e consideremos, para todo v € N, a sequéncia de fungoes

pv(x) = CV"p(ve),
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ou seja,

p,,(x) =

Cvexp (1/(lvz]* = 1)) se |z| <1/v
0 se |z|>1/v

Prova-se que, para todo v € N,

o2 0, pu € CFRY), supplp,) = B0 /) ¢ [ pula) do =1,

n
Assim, (p,) € uma sequéncia reqularizante definida em R™.

A relacao entre o produto de convolucao e a sequéncia regularizante é estabelecida na

préoxima proposicao.
Proposicao 1.5 Seja u € LP(R™) com 1 < p < co. Entao

P *u —> u em LP(R™).

Como consequéncia desta proposicao, temos o seguinte resultado de densidade:

Corolario 1.1 Seja Q@ C R™ um aberto qualquer. O conjunto C§°(S2) € denso em LP() para
1<p<oo.

Chamamos de distribui¢ao sobre 2, em que 2 é um subconjunto aberto do R", a todo
funcional linear T" sobre D(£2) que é continuo no sentido da convergéncia sobre D({2) dada na
Observagao 1.3. Isso significa que para toda sequéncia (¢, )neny de D(€2) convergente para
zero, no sentido dado pela Observagao 1.3, temos que a sequéncia (< T, ¢, >),en converge

para zero em R (< T, p, > denota o valor de T aplicado em ¢,,).

O conjunto de todas as distribuicoes sobre {2 é um espaco vetorial o qual representamos
por D'(Q2). Seja (T},)neny uma sequéncia em D'(Q2) e T' € D'(Q2). Diremos que 7,, — T em
D'(Q) se

<Th,p>—<T,p> Y ¢ecDEN).
Dada u € L}, (), a aplicacao T, definida por

loc

< Ty, >= /Qu(x)cp(x) dz, ¥V ¢ € D(Q)

é uma distribuicao sobre €). Verifica-se que T, é univocamente determinada por u sobre €2,

1
loc

sempre em (). Por esta razao, identificamos v com a distribuicao T, por ela definida e dizemos

quase sempre, no seguinte sentido: se u,v € L; (), entdo T,, = T, se e somente se u = v quase

a “distribuicao u” ao invés de dizer a distribuicao T,,.
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Proposicao 1.6 Seja (u,)nen uma sequéncia de fungoes em LP(Q) tal que

lim wu, =u em LP(Q).
n—-+o0o
Entao resulta que

lim u, =u em D'(Q).
n—-+00

Em nossa proxima definicao, apresentamos a derivada de ordem o € Njj de uma distri-

buicao.

Defini¢ao 1.7 Consideremos uma distribuicao T e o € Njj. A derivada de ordem o de T é
dada por
< DT, p >= (=1)l < T, D% >, V ¢ € D(Q).

Mostra-se que DT € D'(2) e, entdao, uma distribuicao 7" € D’(Q2) possui derivada de
todas as ordens em D'(Q2). Como conseqiiéncia, as fungdes em L} () possuem derivadas de

todas as ordens no sentido das distribuicoes.

Suponhamos agora que €2 e U sao subconjuntos abertos do R™ tais que 2 C U. Para

cada ¢ € D(), consideremos ¢ a extensao de ¢ a U por zero fora de €, isto &,

(2) = p(x) se z e
0 se v eU\Q

Temos ¢ € D(U) e mais

a) D¢ = b?‘g/o para todo a € N;

b) se ngr}rloo ©n = 0 em D(), segue-se que ngr}rloo Un =0em DU).
Observamos também que se T € D'(U), o funcional linear T'|g definido em D(Q2) por
< Tla,p >=< T, > para todo ¢ € D(£2) é uma distribui¢do sobre 2 denominada a res-
trigio de T a 2. Decorre do item a) acima que (D*T|q) = (D°T)|q para todo € Nj e
T e D' U).

Outro resultado importante a ser mencionado é que a derivada de uma fungao de L},.(Q2)

nao é, em geral, uma fungio de L}, .(Q) (vide [12], Exemplo 4 da pagina 15). Tal fato motivara
a definicao de uma classe significativa de espacos de fun¢oes, conhecidos sob a denominacgao de
Espacos de Sobolev. Os resultados nestes espacos de que necessitamos serao apresentados na

secao seguinte.
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1.3 Espacos de Sobolev

Para um estudo completo dos resultados expostos nesta secao, aconselhamos a leitura
de [1], [4] e [12]. O subconjunto © de R"™ & tomado como um aberto qualquer e denotaremos

por I' sua fronteira.

-

Definigao 1.8 Seja m > 0 um nimero inteiro e 1 < p < 0o. O espago de Sobolev W™P(Q) é
definido por
WmP(Q) = {u € LP(Q); D% € LP(R2), para todo |a| < m}.

Segue da defini¢do anterior que WOP(Q) = LP(Q) e W™2P(Q)) C W™P(Q), se my < my.
Além disso, para 1 < p < oo, W™P(Q) torna-se um espago de Banach com a norma dada por

1/p

|[ul[wms@) = Z ||DQU‘HI£P(Q)

la<m

e W™ () é um espago de Banach com a norma

HuHWmoo(Q) = max ||DauHLoo(Q).
laj<m

Quando p = 2, denotamos W™P(§2) por H™(2). Ressaltamos que H™({2) é um espago

de Hilbert com o seguinte produto interno

(u, v)gmqy = /Do‘uDo‘v dx.
w=2 |

la]<m

Sabemos que C§°(§2) é denso em LP(2), mas nao ¢ verdade que C§°(§2) é denso em
W™P(Q) para m > 1. Motivados por esta razdo, definimos o espago W;""(2) como sendo o
fecho de C3°(§2) em W™P(Q), isto é,

7W'm,p(g

e —wr ).

Usaremos seguidamente a notacgio W, () = HZ ().
Proposicao 1.7 Seja u € W' (Q) e @ a extensao a R™ de u por zero fora de Q2. Entao
(i) u € Wm™P(R").
(ii) D% = D para todo |a| < m.
(i) ||wllwmr ) = [[@][wmngn).

P ~ 1 .
No proximo teorema, descrevemos as fungoes de WyP(Q) em termos da fronteira T’

de €. Antes de enuncia-lo, necessitamos caracterizar I'. A definicdo que segue suprird essa
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necessidade e estd intimamente relacionada com a geometria dos problemas eletromagnéticos
de nosso interesse. Para maiores esclarecimentos nesse aspecto, o leitor deve consultar as

referéncias [5] e [9].

Defini¢ao 1.9 Dizemos que T' é continua (respectivamente Lipschitz; de classe C™ para algum
inteiro m > 0) se para todo x € T existir uma vizinhang¢a O de x em R"™ e um sistema de

coordenadas ortogonais y = (Y, yn), onde y' = (y1,Y2, - - -, Yn_1), tais que

(i) O é um hipercubo nestas coordenadas, isto €,
O={y; —a; <y;,<a;, 1 <j<n}.
(ii) Existe uma aplicagao ¢ continua (respectivamente Lipschitz; de classe C™) definida em
O ={y; —a;<yj<a;, 1 <j<n-1}
que satisfaz

/ a’n / ! / /
Iw(y)lég, Vy e, QNnO=1{y; yn< o)} eI'NO ={y; yo=0¥)}.

Em alguns momentos, a fim de simplificar a escrita, diremos que {2 é um conjunto de
classe C™ (€ é Lipschitz) quando sua fronteira I' é de classe C™ para algum inteiro m > 0

(respectivamente, T é Lipschitz).

A definicao acima sugere que localmente €2 estd abaixo do grafico de alguma funcao ¢;
também que a fronteira I' é representada pelo grafico de ¢ e a regularidade de I" é determinada

pela aplicacao .

Eis, entao, um resultado de caracterizacao para funcoes de Wol’p(Q):

Teorema 1.2 Suponhamos que Q é de classe C*. Seja u € WHP(Q)NC(Q) com 1 < p < oo.

Entao as afirmacoes abaizo sao equivalentes:
(i) u=0emnT;
(ii) u € WyP(Q).

O proximo fato mostra que o espago das fungoes suficientemente regulares é denso em

WmP(Q). O conjunto D(S2) que aparece em seu enunciado é definido por
D(2) = {¢la; ¥ € D(R")}.
Teorema 1.3 Seja 2 um subconjunto aberto Lipschitz de R™.

(i) O espago D(Q) é denso em W™P(Q) para todo inteiro m > 0 e para todo p € R com
1 <p<oo.
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(ii) Sejam uw € W™P(Q) e u sua extensao a R™ por zero fora de 2, ou seja,

. u(x) se x €
u= :
0 se x € R"\Q)

Se w. € W™P(R™), entao u € Wy""(2).

O teorema seguinte mostra que, conquanto uma funcao u seja suficientemente regular,
¢ possivel definir o valor de u na fronteira T’ de ©, sendo chamado traco de v em I'. E claro

que se u € D(2), entdo o valor que u assume em I" estd bem definido e, neste caso, definimos

o operador traco 7, para tal funcao como

Yo(u) = ulr.

Teorema 1.4 Seja Q2 um aberto do R™ tal que sua fronteira I' € limitada e Lipschitz. Entao,

se 1/p < m <1, a aplicagdo vy definida anteriormente em D(QQ) possui uma unica extensao

como uma aplicacdo linear de W™P(Q2) em Wm=1/Pe(T). Além disso,

WoP(Q) = {u € WH(Q); yo(u) = 0} = ker(7p).

Os espacos de traco de maior interesse em nosso trabalho serdo H'Y/2(T') = WY22(T') e seu

espaco dual H~'/2(T"). A norma neste tltimo espaco é a norma dual usual, ou seja,

. _ <ff>
If ||H*1/2(I‘) = Sup a5
feH/2() HfHHl/?(F)

F#0

onde <,> denota o par dualidade entre H~Y/2(T") e H'/?(T"). Também observamos que <, >
é uma extensao do produto interno de L*(T") no sentido de que quando f* € L?(T'), podemos
identificar < f*, f > com

/F F*(2)f(z) dT.

Encerramos esta secao apresentando um resultado basico de existéncia de solucao para

um problema de Neumann. Um estudo mais detalhado desse problema pode ser encontrado em
[12].

Teorema 1.5 Sejam 2 um dominio com fonteira I' Lipschitz e a normal unitdria a T exterior
a Q. Sejam p € HV2(T) e f € HY(Q) = ([H}(Q)]). Entdo existe uma tinica solucio fraca
o € HY(Q) do problema

—Au+u=f em (,

ou

8_7]“:” em I
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Além disso, existe uma constante C' tal que

el < CUllla-v2wy + [1f1la-1@)-

1.4 Resultados de Analise Funcional

Nesta secao, assumiremos que o leitor tenha familiaridade com as nocoes de espagos
normados de dimensao infinita. Todos os fatos aqui apresentados podem ser encontrados em
[3] e [10].

Teorema 1.6 Se H ¢ espaco de Hilbert e Y € subespaco fechado de H, entao
H=YaY"*
em que Y+ ={z€ H; <z,y>=0, VyeY} éo complemento ortogonal de Y .

Como consequéncia desse teorema, obtemos o seguinte resultado:

Corolario 1.2 Seja H um espago de Hilbert e M # () um subconjunto de H. Entdo span(M)

¢ denso em H se e somente se M+ = {0}.

Este fato é de extrema importancia no momento que queremos garantir que um subes-
paco Y C H é denso em H. Para isso, consideramos z € H tal que < z,y >= 0 para todo
y € Y e tratamos de mostrar que z = 0. Como span(Y) =Y, obteremos deste corolario que
Y = span(M) = H.

Sejam agora FE e F' espagos de Banach e A : D(A) C E — F um operador linear com
dominio D(A) denso em E. Definiremos um operador A* : D(A*) C I’ — E’ como segue (E’

e F’ denotam os espagos duais de E e F, respectivamente). Ponhamos
DA*)={veF'; 3C >0tal que | <v,Au> | < C|lu||, Vu e D(A)}.

Observamos que D(A*) é um subespaco vetorial de F’. Para todo v € D(A*), consideremos a

aplicacao g : D(A) — R definida por
g(u) =< v, Au >, u € D(A).

Claramente, temos |g(u)| < C||u|| para todo u € D(A). Logo, g ¢ uma aplicagao linear limitada
e portanto continua. Gragas ao Teorema de Hahn-Banach, g pode ser estendida a uma aplicacao
linear f : £ — R com

F)] < Cllull, ¥ u e E.

Assim, f € E’. Além disso, a extensao de g a todo espago E é unica, uma vez que f é continua

sobre E/ e D(A) é denso. De posse dessa breve discussao, estabelecemos a defini¢ao do operador
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adjunto de A.

Defini¢ao 1.10 O operador linear A* : D(A*) C F' — E' definido por A*v = f, em que

f:E — R €a aplicacao linear descrita anteriormente, € denominado operador adjunto de A.

Desse modo, obtemos a seguinte relacao fundamental entre A e A*:
< U,AU >F’,F:< A*U,u >E’,E7 YVue D(A), Vove D(A*)

Observagao 1.4 No caso em que A: D(A) C H — H € um operador linear com D(A) denso
em H, onde H ¢é espago de Hilbert com produto interno (, )y, caracterizamos, via teorema de

representacao de Riez, o adjunto A* de A por
(Au,v)g = (u, A"v)g, Y u e D(A), Yve D(AY) (1.1)

onde D(A*) ={ve H; 3y, € H com (Au,v)g = (u,y)mg, ¥ u € D(A)}.

Em resumo, o operador A* : D(A*) C H — H ¢ definido por

Av=vy,, Yve DA).

Finalizamos esta secao com a nocao de operadores simétrico, auto-adjunto e unitéario.

Definicao 1.11 Seja A : D(A) C H — H um operador linear com D(A) = H. Dizemos que
A € simétrico se
(Au,v)g = (u, Av)y, Y u,v € D(A).

O operador A € dito auto-adjunto se A* = A e é denominado unitdirio quando A* = A™L.

1.5 Teoria de Semigrupos

Nesta secao, trataremos de introduzir a teoria de semigrupos lineares. Para maiores

esclarecimentos dos resultados aqui apresentados, sugerimos ao leitor consultar a referéncia

[15].

Sejam X e Y espacos de Banach. Denotamos por £(X,Y’) o conjunto dos operadores

T : X = Y lineares e limitados.

Definigao 1.12 Seja X wum espagco de Banach e L(X) a dlgebra dos operadores lineares e
limitados de X. Uma familia {S(t)}i>0 € um semigrupo de operadores lineares e limitados de

X se satisfaz as sequintes condicoes:

(i) S(0) =1, em que I é o operador identidade de X ;

(i1) S(t+s) = S(t)S(s), Vt,s € RT.
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Além destas, se {S(t)}i>0 cumpre
41) i t)—1 = X
(i) T [|(S(0) ~ D)l =0, ¥ € X,
dizemos que o semigrupo {S(t)}i>0 € de classe Cy.

Abaixo listamos as principais propriedades de semigrupos que serao utilizadas no decor-

rer deste trabalho, mais precisamente no Capitulo 3.

Proposicao 1.8 Se {S(t)}i>0 € um semigrupo de classe Cy, entdo ||S(t)|| € uma fungao limi-

tada em todo intervalo limitado [0,T].

Corolario 1.3 Todo semigrupo de classe Cy € fortemente continuo em RT, isto €, se t € RT,

temos

lim S(s)x = S(t)z, ¥V x € X.

s—t

E a partir do coroldrio anterior que os semigrupos de classe Cy sao também conhecidos

por semigrupos fortemente continuos.

Dizemos ainda que {S(t)}:+>0 ¢ um semigrupo de contracoes de classe Cy se ||S(t)|| <1
para todo t > 0.

Definicao 1.13 Seja X espago de Banach e seja {S(t) }1>o semigrupo de classe Cy. O operador
linear A : D(A) C X — X, definido por

D(A) ={z € X; lim %x eriste} e Ar = lim %L Vxe D(A),

h—0t h—0t

¢ chamado gerador infinitesimal ou simplesmente gerador do semigrupo {S(t) }h>o.

A proxima proposicao trata da diferenciabilidade de um semigrupo associado a seu

gerador infinitesimal.

Proposicao 1.9 Seja A o gerador do semigrupo de classe Cy, {S(t) }i>0. Temos que

(i) se x € D(A) et > 0, entao S(t)xr € D(A) e a funcio Rt — X com t — S(t)x €

diferencidvel e

%ﬁt)x =AS(t)x = S(t)Ax, V z € D(A);

(ii) se x € D(A), entao

S(t)z — S(s)z = / " AS(r)e dr = / " S(r) Az dr
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(iii)) sex € X et € R comt >0, entdo

t+h

lim S(r)x dr = S(t)x;

h—0 J,
t
(iv) para x € X, temos / S(t)x dr € D(A) e, além disso,
0

St)yr —xz = A/tS(T):c dr.

Suponhamos Uy € D(A) e {S(t)}+>0 0 semigrupo de contragoes de classe Cy gerado por
A:D(A) C X —» X, com X espaco de Hilbert. Gracas a Proposigao 1.9, mostra-se que

existe uma tnica funcao
U € C([0,+o0), D(A)) N C*([0, +00), X)

que satisfaz o problema de valor inicial

du
) = AU(),

O teorema seguinte é de grande utilidade para as aplicacoes do Capitulo 3. E conhecido
como Teorema de Stone. O mesmo oferece condi¢oes necessarias e suficientes para que um
operador A seja gerador de um grupo unitario de classe Cy - garante, em particular, quando

um operador A é gerador de um semigrupo de contragoes de classe Cy.

Teorema 1.7 A € o gerador de um grupo de operadores unitdirios de classe Cy se e somente se
A= —A.



Capitulo 2

ESPACOS FUNCIONAIS EM
ELETROMAGNETISMO

Neste capitulo, introduziremos os espacos de funcoes que surgem no momento que es-
tudamos problemas de origem eletromagnética. Iniciaremos apresentando os operadores di-
ferenciais lineares: gradiente, divergente e rotacional e suas propriedades de nosso interesse.
Em seguida, definiremos os espagos de Hilbert H(div,2) e H(rot,{2) consistindo de fungoes
u € [LA(Q)]? tais que V-u € L*(Q) e V x u € [L*(Q)]?, respectivamente, ¢ demonstraremos
resultados de traco para estes espacos.

A tltima se¢ao é dedicada aos subespagos H (div 0,) e Ho(div 0,9) de [L*(Q)]?. Utili-
zaremos o operador projecao definido de [L?(Q)]? sobre estes espacos a fim de obter resultados

de densidade essenciais para o desenvolvimento do Capitulo 3.

2.1 Operadores gradiente, divergente e rotacional

Seja Q um aberto do R3. Para todo v € D'(2), definimos o operador diferencial linear

W:(av ov 81})

dxy’ Oy’ Dxy
chamado gradiente de v.
Dado v = (vy,v2,v3) € [D'(Q)]?, definimos o operador diferencial linear

3

X
=1

chamado divergente de v.
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Além destes, o operador diferencial linear rotacional é dado por

V% y— 8@3 _ 8@2 01}1 _ 81)3 8@2 _ 81]1
N 8372 8373’ 61’3 81’1’ 8.’171 8372

para todo v = (v1, v2, v3) € [D'()]3.

Proposicao 2.1 Os operadores gradiente, divergente e rotacional satisfazem as sequintes pro-

priedades:

a) V x (Vo) =0,V veD(Q);

b) V- (Vxv)=0,Vve[DE)3

c) <V-v,p>=<v,-Vp> Ve [DQ)eVypecDQ);

d) (V xv,0) =<v,Vxp>VYve[DQ)]eVpe D)

e) V- (ou) = (Vo) uto(V-u),VeeDQ)eVuc D)

f) Vx (pu) =@ (Vxu)+ (Vo) xu, Vo D) eV ue [DQ)S;

g9) V-(uxv)=0v-(Vxu)—u-(Vxv),Vuve[DEOQ).
Demonstracao:

a) Para todo v € D'(12), temos

vo— (2290 ) C ooy
( ) e

Oy’ Oy’ Ds
Por definicao,

V x (Vv)

a [ Ov o [ ov g [ Ov o [ ov o [ ov g [ Ov
(922 (552 (352 9 (352 ) - () 3 (3 ) - (o))
0%v 0%v 0%v 0%v 0%v 0%
(83026303 C Ox30xs 01301, O110%3 011072 019071 >

= 0.

Com isso, observamos que Im(V) C Ker(Vx).

b) Seja v = (vy,v9,v3) € [D'(Q)]3. Entdo

N 0 8’03 01}2 0 8’01 01)3 0 8’02 8’01
v (V % U) N 8.’171 (61’2 61’3) + 8372 (8.’173 61’1) + 8373 (8371 8372)
82’03 62’02 621}1 821)3 82’02 62’01

83718372 B 61’181’3 + 61’28373 B 83728371 + 83738.1’1 B 61’381’2
0.

Isto &, Im(Vx) C Ker(V-).
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¢) Sejam v = (vy,v2,v3) € [D'(Q)]? e ¢ € D(N). No sentido das distribuiges, temos

. 8’01 8’02 8’03
<V i d == <8$’1 + 8l‘2 + 8l‘3’(p>

¢ )+

xr
I N S
- 1, 8371 2 8.’172 3 31’3

= {(on, v 0s), dp dp Op
n 72 T8 8.’171 8372 61’3

d) Dados v = (vy,ve,v3) € [D'(Q)]? e v = (1, p2, 03) € [D()]3, obtemos

31)3 31)2 8?}1 31)3 8?}2 8?}1
<V Xuvp> <<3—352_6—353 8—953_6—351 a—xl—a—xz>,(¢1,¢2,¢3)>

8U3 81)1 81)3 (92}2 (92}1
= (o aee) (o) (5 o)
31)3 8?}2 31)1 31)3 8?}2 8?}1
= (5" >< ) ) (o) (o) (5 )
D1 0¢1 02 Dip2 dp3 O3
<v3 3$2>+< 5963>_< 3963> < 5961> <U275901>+<v1’3962>
B dp3  Opa dp1 O3 dpa  Op1
() (e ()

B Opz  Opa Op1  Ops Opa  Opr
— (Ul,UQ,U3), - - -

31‘2 31‘3, 31‘3 8.%'1 ’ 31‘1 8.%'2
= <y, VXp>.

e) Fixemos u = (u1, uz, uz) € [D'(Q)]2. Entao, gu = (puy, pus, puz) e vale

Ipu;) Iy ou; .
= —u, — =1.23.
8x,~ &r, Uit (p&r, ’ Vi T 3

Desse modo, obtemos

3 3
B d(pu;) 8_g0 ou;
3

f) Segue do item anterior que

Opw) _ O0p . Ou

Com isso,
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[ O(puz)  O(puz) O(pur)  O(puz) O(puz)  O(pur)
VX(SOU) N ( 8902 8l‘3 ’ 8903 8901 ’ 8l‘1 8902
) dp Do Do Oy i
(aZL‘ng 8x3u2’ 81‘3U1 8l‘1 Uss 8l‘1 he 8:p2u1) + cp(V % U)

= (Vo) xu+o(V xu).

g) Consideremos u = (uy, ug, uz),v = (v1, ve,v3) € [D'(Q)]3. Por definigao,
U X U = (Ul — U2, UsV] — U1V3, U Vg — UV ).

O resultado é obtido via derivagao parcial da funcao vetorial u x v e das defini¢oes dos

operadores divergente e rotacional.

Observagao 2.1 O item ¢) da proposicao anterior garante que o transposto de V- € o operador

—V. O item d), por sua vez, afirma que o operador VX € seu proprio transposto.

2.2 Os espagos funcionais H(div,(2) e H(rot,())

Visando obter resultados de existéncia e unicidade de solucao para certos sistemas de
equacoes que envolvem os operadores divergente ou rotacional, faz-se necessario introduzir um
conjunto de fungdes de [L*(2)]® cujo divergente ou rotacional, no sentido das distribuigoes, sao
fungoes de L?(Q) ou [L?(Q)]?, respectivamente. Nosso intuito agora sera entao apresentar estes

espacos e doté-los de produtos internos adequados de modo a tornéa-los espacos de Hilbert.

Definic¢ao 2.1 O espago vetorial real das fungoes v € [L*(Q))? tais que V-v € L*(Q) € denotado
por H(div, <), isto é,

H(div, Q) == {v € [L*(V)]*; V-ve L*(Q)}.
Proposicao 2.2 O espago H(div,2) € de Hilbert com o produto interno

(u, V) H@iv0) = (u,v) + (V-u,V-v), Vu,ve H(div,Q).

Demonstragao: O espaco H(div,(2) é normado com a norma induzida pelo produto interno
[[ollz@ivsy = (0] + [V - o] 2)12.

Mostremos, pois, que este espaco é completo.
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Seja (vp)neny uma sequéncia de Cauchy em H(div, Q). Logo, (vn)nen € (V - Uy)nen S30
sequéncias de Cauchy em [L*(Q)]® e L*(), respectivamente. Uma vez que [L*(Q)]* e L?(Q)

sao espacos de Banach, garantimos que
v, — v € [LX Q)P e V-v, — g€ L*(N),

quando n — 4o00. Iremos mostrar que g =V - v.

Como consequéncia da convergéncia V - v, — g em L?(Q) quando n — +o00, obtemos

Vv, — gem D'(Q), n — +oo. Assim,
<V vy, >—<g,0> VYV peDQ). (2.1)

3 e entao

Analogamente, visto que v, — v em [L*(Q)]?, temos v, — v em [D’(Q)]
< Up,p >—< 0,0 >, Vo € D). (2.2)

Para todo n € N,
<V vy, o >=<uv,, =V > Y ¢ecDN)

(Proposicédo 2.1, item ¢)). Como (—V) € [D(Q)]?, segue de (2.2) que
<V v, 0 >=< v, —Vp >—<v,—Vip>.

Com isso,

<V vy, p>—<v,-Vp>=<V-.v,p> VpecD)

e, por (2.1), concluimos que
<V-v,p>=<g,p>, ¥V peD).
Logo, no sentido das distribui¢oes, g = V - v. Temos, portanto,
v € H(div,Q) e ||vy, — V|| x(div,e) — 0 quando n — +o0,
donde concluimos que H(div,2) é completo. m

Definic¢ao 2.2 O espago vetorial real das fungoes v € [L*(Q)]? tais que V x v € [L*(Q)]? ¢é
denotado por H(rot,(), isto é,

H(rot,Q) := {v € [L*(Q)]?; V xv € [L*(Q)]*}.
Proposicao 2.3 O espago H(rot, Q) é de Hilbert com o produto interno

(u, V) grot,0) = (w,v) + (V x u,V xv), ¥V u,ve H(rot,Q).
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Demonstracao: A demonstragao é andloga a Proposigao 2.2, usando naturalmente o item

d) da Proposigao 2.1. n
Denotamos por Hy(div, Q) o fecho de [D(Q)]? em H(div, Q) e por Hy(rot,$2) o fecho de

[D(Q)]? em H(rot, ). Simbolicamente, escrevemos

3H(dw,ﬂ)

Hy(div, ) = D)

H (rot,2)

e Ho(rot,Q) = [D(Q)]?
Usamos também a seguinte notagao

(DO = {¢la; v € [DR*)]’}.

Definidos estes espacos, iremos provar na proxima secio que [D(Q2)]® é denso tanto em
H(div,Q)) quanto em H(rot,2) (com suas respectivas normas) e apresentaremos uma caracte-

rizacdo alternativa para as func¢oes de Hy(div, Q) e Hy(rot, ().

2.3 Teoremas de Traco em H(div,()) e H(rot,))

Resultados classicos de traco sao conhecidos em espacos de Sobolev, como por exemplo,
em H'(Q) (vide Teorema 1.4). Entretanto, estes resultados nio podem ser aplicados nos es-
pagos H(div, Q) e H(rot,Q), uma vez que [H*(Q)]* & H(div, ) tal qual [H*(Q)]* ¢ H(rot, ).
Assim, tendo em vista a necessidade de definir a aplicagao traco em H (div,2) e H(rot,)) (por
exemplo, devido as condigdes de fronteiras em eletromagnetismo discutidas na Introdugao) e
buscando generalizar a féormula de Green nestes espacos, destacamos esta secao como funda-

mental na obtencao de resultados de tragos nos espacgos funcionais de origem eletromagnética.

Iremos entdo caracterizar os tragos de funcoes de H(div,Q)) e H(rot,(2), apresentar
resultados de densidade nestes espacos e generalizar a formula de Green (passo crucial para

dispormos de uma formula de integracao por partes).

Teorema 2.1 (do Trago para H(div,Q)) Seja Q um conjunto aberto do R® com fronteira T
limitada e Lipschitz. Entao

(i) [D(Q)]? € denso em H(div,Q);

(ii) A aplicagao traco, v, : v+ v - nlr definida em [D(Q)]?, estende-se por continuidade a
uma aplicacdo linear, continua e sobrejetiva, ainda denotada por y,, de H(div,)) sobre

HY2T) (aqui n(z) denota a normal exterior unitdria em x € T);

(iii) E vdlida a sequinte iqualdade:

/(Vm)go d:c+/ v- (V) dx =< 7,(v), ¢ > g1y oy, Vv € H(div,Q), ¢ € H'(),
0 0

conhecida como “formula generalizada de Green” para o espago H(div,$2);
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(iv) O nicleo ker(y,) da aplicagio v, € o espago Hy(div, ).
Demonstracgao:
(i) Seja w € H(div,Q) tal que w € {[D(Q)]3}+, isto é,
(0, V) @iy = (w,v) + (V- w,V-v) =0, Vv e D). (2.3)

Tratemos de provar que w = 0. Ponhamos wy = V - w e denotemos por w a extensao
de w (a R3) por zero fora de Q e w, a extensdo de wy (a R?) por zero fora de Q. Dai
w € [L*(R3)]?, wy € L*(R3) e por (2.3) obtemos

(W, ) ir2msys + (Wo, V - ©)r2msy = /3 w - @ dr+ /3 wo(V - ) dx
R R

= /w-gpdw+/wov-g0dx
Q Q
= (w,0) + (V- w,V-9) =0, ¥ pe DR

Assim,
<M, p>=— <, V-p> Ve €[DR?

Com isso, w = Vg, ja que < wy,V - p >= — < Vg, ¢ >, Yo € [D(R?)]3. Como
w € [L*(R3)]3, garantimos que wy € H'(R3).

Notemos que wy € L2(Q2) e, por (2.3), para todo ¢ € [D()]> C [D(Q)]?, temos
(w,QO) = _<kuv§0) = _<w07v§0) = = <U}0,V'§0 >=< VU}O,QO >,
0 que mostra que
Vwy = w em [D'(Q))?,

ou seja,

Vuwy € [L*(Q)]°.
Em resumo, ficamos com
wy € H'() e iy € H(R?),
donde, pelo Teorema 1.3, concluimos que wy € Hi ().

Visto que D(Q2) é denso em H} () (com respeito a norma de H'(()), existe uma sequéncia
(©n)nen em D(Q) tal que ¢, — wy em H'(Q) quando n — +oo. Como consequéncia,
on — wg = V -w em L*Q) e Vo, — Vwy = w em [L*(Q)]®. Logo, para todo
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v € H(div, ), obtemos

(W, ) Hdive) = (w,v)+ (V- -w,V-v)
= (Vwg,v) + (wo, V - v)
= (limVep,,v)+ (limg,, V-v)
= 1m[(Vn, v) + (@5, V - v)]
= lim[— <V-v,p0,>4+ < V- 0,0, >
= 0,

devido ao item ¢) da Proposigao 2.1.
Portanto, w = 0 em H(div, ) e pelo Corolario 1.2, concluimos que [D(€2)]3 é denso em
H(div, Q).
Claramente, v, ¢ uma aplicac¢ao linear. Mostremos que 7, é limitada.
Dados v € [D(Q)]3 e ¢ € D(Q), segue da Formula de Green que
/v-(Vgo) d:c+/(V~v)<p dx:/(v-n)w dr.
Q Q

T

Devido a densidade de D(Q) em H'(Q) (item (i) do Teorema 1.3), a férmula acima
continua valida quaisquer que sejam v € [D(Q)]? e ¢ € HY(Q). Desse modo, dados
v € [D(Q) e ¢ € H(Q), via desigualdade de Hélder (Proposigao 1.1), obtemos

/F(U'TI)SOGT' = /S)U~V<de+/ﬂ(v-v)g0d:c

/U~V<pda: /(V-v)gpd:c
0 0
< [lllIVel[ + [V - ollfl¢l]

< (ol + 11V -l 2 (el + Vel )2,

_|_

Logo,

/(v ‘M) dF‘ < ol a@ivo) ||@l a1 @), Vv E D) eV ¢ € H(Q). (2.4)
r

Dada uma funcio ¢ € H'(Q), o seu traco, p := ¢|r, ¢ uma funcio de HY?(T"). Além
disso, o operador traco de H'(Q) — H'/2(T") é linear, continuo e sobrejetivo, possuindo

inverso direito continuo. Com isso, dado u € H'Y/%(T'), existe ¢, € H(Q) tal que

1= wulr e lleullae < Cllpllgyzr,

com C' > 0 independente de p.

Assim, de posse dessa tltima desigualdade e observando que o primeiro membro de (2.4)
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depende apenas do trago de ¢ em I', garantimos que

L@'W#ﬂWSQWWMmMWMwmwVUGUX@PGVMGHWUW (2.5)

Sendo H~'/2(T") o dual de H'/%(T"), munido da norma dual, resulta de (2.5) que

‘/%@mdﬂ
()| g-12qy = sup L
e
n#0
/@mMﬂw
= sup L
neH/2(T) ||N||H1/2(F)
n#0

< Olo||g@imay, ¥ v e DO

Como consequéncia, a aplicagdo linear 7, : v + v - n|p definida em [D(Q)]? ¢ limitada
e, portanto, continua. Como [D(Q)]? é denso em H (div, () (item (i) anterior), podemos
estender por continuidade a uma aplicagao linear, ainda denotada por v,, de H(div, )
em H~Y2(T).

Mostremos agora que aplicagdo trago definida em H(div,(2), tomando valores em
H~Y%(T), & sobrejetiva.

Seja p € H=Y/2(T"). Entdo, pelo Teorema 1.5, existe uma tnica funcio u € H'() que

é solucao fraca do problema de Newmann

—Au+u=0 em €
ou

_’r:“ em [

on
A funcgao v = Vu é tal que
V-v=V-(Vu)=Au=u e L*(Q),

ou seja, v € H(div, Q). E, além disso, o traco v,(v) de v é p. Com efeito,
ou

—_— . :V . = — = .
’Vn(v) v-nlr u-np 377‘F M

Logo, v, ¢ uma aplicacao sobrejetiva.

(i11) A formula de Green
/Qv (Vo) dz + /Q(V v)p du = /F(v e dl' =< 7,(v), ¢ > g2, 112y

¢ vélida quaisquer que sejam v € [D(Q)]? e ¢ € HY(Q). Devido a densidade de [D(Q)]?3
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no espago H(div,2) e a continuidade de 7,, garantimos a féormula generalizada de Green

/ v- (Vo) dx+/(V-v)g0 dz =< 7, (v), 0 >g-120), w1721y, Vv € H(div, ), ¢ € HY(Q).
Q Q

Mostremos que ker(vy,) = Hoy(div, Q).

Como [D(£2)]? é um subespago fechado do espago de Hilbert H(div, (), escrevemos

H(div, ) = [D(Q) & {[D(Q)]*}

(em que o fecho acima é com respeito a norma de H(div,(2)). Seja v € ker(y,), v # 0.
Suponhamos v € {[D(Q)]*}+. Entdo

(vau)H(div,Q) - 07 Vu € [D(Q)]sa
isto é,
(v,u) + (V-v,V-u) =0, Yuec[DQ)]

Fazendo w = V - v, a igualdade acima implica v = Vw em [D'(Q2)]3, uma vez que
(v,u) =—(V-v,V-u)=—(w,V-u) =— <w, V- -u>=< Vw,u >, Vuec[DQ)]

Com isso, w € H'(Q). Segue da Formula generalizada de Green para H(div,Q) (item

(iii) anterior), com ¢ = w, que
/ v-(Vw) dx+/ (V-v)w dz =<y, (v, )w >pg-1720) grzy= 0= (v,0)+(V-v,V-0) =0,
Q Q
ou seja,
0l aiv,) = 0,
donde obtemos v = 0.
Vimos assim que

v € ker(7y,), v L [D(Q)]* = v=0.

Portanto,
v € ker(y,), v L [DQ))P=v=0.

Como consequéncia, dado v € ker(vy,), temos v € [D(Q)]? = Hy(div,). Assim,
ker(v,) C Ho(div, Q).
Suponhamos agora v € Hy(div, Q) = [D(Q2)]3. Logo, existe uma sequéncia de fungoes

(©n)nen em [D(Q)]3 tal que ¢, — v quando n — +oo.
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Para todo £ € H'(Q), via formula de Green, ficamos com

< ’Yn<U),£ >H*1/2(F),H1/2(F) = /K;U : (Vf) dz + /f;(V : ’U)g dx

~ lm [/ngnwg) d:c+/ﬂ<v.%)g dx]

n—-4o00
= lim [<& V-, >+ <V p, > =0,

n—-+o00

em que na tltima igualdade acima utilizamos o item c¢) da Proposigao 2.1.
Desse modo, < 7,(v),& >p-veqymem= 0 para todo & € H'(Q) e entdo
() =172y = 0.

Portanto, ~,(v) = 0, donde concluimos que v € ker(v,).

Observacgao 2.2 Seque, diretamente do teorema anterior, a “formula de integragao por partes”

/ v- (Vo) dr = —/(V -v)p de, (2.6)
0 0
para todos v € Hy(div,Q) e p € H(Q).

Perguntamo-nos agora se existe um resultado de trago para fungdes em H(rot, ). Como
veremos, a resposta a esta questao é positiva. Para isso, necessitaremos caracterizar as funcoes

de H(rot, ) que pertencem ao espaco Hy(rot,(2). Este é o objetivo do proximo teorema.

Teorema 2.2 Seja Q) um conjunto aberto do R3 com fronteira T’ limitada e Lipschitz. Se
u € H(rot,Q) ¢ tal que

(u, V x @) — (V xu,)=0, Ve [DQ), (2.7)
entio u € Hy(rot, ).

Lembremos que para mostrar que u € Hy(rot, ), devemos garantir a existéncia de uma
sequéncia de fungoes (pg)ren de [D(Q)]3 tal que @, — u em H(rot,Q). Equivalentemente,
mostraremos que dado ¢ > 0 qualquer, existe ¢ € [D(Q)]* tal que |[u — ¢||g@or) < C.

Para a prova deste teorema, faremos uso de alguns lemas.

Lema 2.1 Seja u € H(rot,)) satisfazendo (2.7). Sejam ug =V X u e

N u, em £ . ug, em €
= e p= :
0, em R3\Q 0, em R3\Q

Entio @ € H(rot,R3) e supp(u) C .
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Demonstragio: Da definicio de 4, temos supp(a) C Q. Além disso, @,y € [L2(R?)]?, ja que
u,up € [L*(Q)]3. Resta-nos mostrar que V x @ € [L*(R?)]3.

Com efeito, uma vez que u satisfaz (2.7), temos, para todo ¢ € [D(R?)]3, que

<VXu,p> = <a,V><go>:/

R3
(2.7)

= (U,VXQO) = (VXUNP):(UO,@)

= / Up - @ dr =< up,p > .
R3

Vimos assim que

&-(ngp)d:c:/u~(V><<p)dx

Q

:/uo-cpd:p
Q

<V X @i, >=< 1, >, V ¢ € [DR*)],

donde 1y = V x @ em [D'(R3)]3. Dai, V x @ € [L*(R3)]? e, portanto, & € H(rot, R3).

Na prova do Teorema 2.2, utilizaremos o processo de truncamento (caso 2 nao seja

limitado) e reqularizagao. O truncamento sera realizado como no Lema 2.2.

Lema 2.2 Seja @ € H(rot,R®) com supp(it) C Q (conforme Lema 2.1). Considere uma

fungdo ¢ € D(R3) tal que 0 < p<1e

1, se |z| <1,
p(z) = {

0, se |z|>2.

Para cada n € N, definimos

oule) = (2) = { )

Entdo p,t tem suporte compacto em Q, o, € H(rot,R®) e p,it — @ em H(rot,R?).

se |z| <m,

se |z| > 2n.

Demonstragio: Para todo n € N, vemos que supp(¢,) C B(0;2n) N Q e, entdo, ©,u possui

suporte compacto em Q. Notemos também que o, @ € [L*(R?)]? e

lonill = [ ol do < [ JaP do = P
R R

jaque 0 <o, <1.

Mostremos agora que V X (p,1) € [L?(R3)]?. Para todo ¢ € [D(R3)]3, obtemos:
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<V X (pptl), b > = <g0nﬁ,V><@/)>:/RSg0nfL-(V><@/))dx:/RSﬂ-(gonVX@/))dx
- Aga-[vX<wn¢>—<V¢n>xw]dx
Z/]Raa-[wmw]dx— i (Vo x 0)] de

R3

= <4,V x (pu0) >+/ (Vo, xa) -1 dx
~——" R3
€[DR3)]?

= <V Xxu,p,p >4+ <V, XU, >,

onde usamos as identidades vetoriais: a x b = —b X a, a- (b x ¢) = (a X b) - ¢, para quaisquer

a,b,c € R, e o item f) da Proposigao 2.1.

Sabemos do Lema 2.1 que V x @ € [L*(R?)]?. Com isso, para todo ¢ € [D(R?)}?,

podemos escrever

<V X (ppu), > = /R3(V><7l)-(<pnw) dz+ < Vo, X U, >

= /(WnVXQ)~wdx+<V<pnx&,w>
R3
= <, VxXuy>+ <V, XU >
= <,Vxu+Ve, xu>,
donde resulta que V x (¢,u) = ¢,V X @+ Vi, x @ em [D'(R*)]3. Como ¢,V x @ e Vo, X U

sao fungoes em [L?(R3)]3, garantimos que V x (p,u) € [L*(R?)]?. Assim, para todo n € N,

concluimos que ¢, u € H(rot, R?).
Provemos agora que @, — @ em H(rot, R?).

Inicialmente, observamos que
lwis =l = [ fputi—a da= [ |, ~ 17 d
R3 R3

Mas |(z)|?|pn(z) — 1|* — 0 quase sempre em R? (pois (¢, (z)) converge pontualmente

para o = 1) e |a(x)?|on(z) — 1> < |a(z)|* quase sempre em R3 com |a(x)|* € L*(R?). Decorre

do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema 1.1) que
/ ||| on — 1|? do — 0, isto &, ||¢nt — al|> — 0.
R3

Logo, obtemos que
onli — @ em [L*(R*)]%, (2.8)

Estudemos agora a convergéncia do termo ||V x (¢,@ — @)||. Para isso, usando o item f) da
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Proposigao 2.1, vemos que

VX (ppt—1u) = @o(VXa)+Ve, xt—V XU
= (¢n— 1)V X i+ Vi, X 1.

Utilizando-se dos mesmos argumentos apresentados acima, mostra-se que
(pn — 1)V x @ — 0 em [L*(R?)]?. (2.9)

Iremos, pois, empregar esforgos para mostrar que Vi, X @ — 0 em [L?(R3)]3. De posse da

definicao das funcoes ,,, obtemos

0, se, |z|<n
Viu(x) :{ =

0, se, |x|>2n.

Com isso, V¢, — 0 pontualmente. Desse modo, |V, (z) X @(z)] — 0 quase sempre em R3
e
[Von(z) x a(@)* < [Vn()]?|a(z)[* < Cla(z)|”

quase sempre em R3 com C|u(z)|?> € L*(R?). Segue do Teorema da Convergéncia Dominada

de Lebesgue que
/R3 Vi, x @|* dv — 0, isto &, Vi, x &t — 0 em [L*(R?)]>. (2.10)
Resulta de (2.9) e (2.10) que
V x (ppit) — V x @ em [L*(R?)]? (2.11)

e, portanto, (2.8) e (2.11) nos fornecem ¢, — % em H (rot, R3). m

Observagao 2.3 Do lema anterior, obtemos que 0, — @ em H(rot,)), jd que supp(i) C Q
e supp(pntt) C Q. Assim, se i é como no Lema 2.1 (extensio de u € H(rot,Q) a R? por zero
fora de Q2), entaio

onu —> u em H(rot, Q).

Observagao 2.4 No Lema 2.2, provamos que o conjunto das fun¢ées de H(rot,§) com su-

porte compacto € denso em H(rot, ).

De fato, dado v € H(rot, ), tomemos (¢, ),eny definida no Lema 2.2. Logo, vemos que

onu € [L*(Q)]3 e, quaisquer que sejam v € [D(Q)]3, temos

<V X (ppu), v >=< p,(V xu) + Vi, X u,p >,
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ou seja,
V X (pntt) = ¢u(V x u) + Ve, x u € [L*(Q)].

Consequentemente, p,u € H(rot,2), supp(e,u) C Q2N B(0;2n) e p,u — u em H(rot, Q).

A seguir, estabelecemos mais alguns resultados preliminares que serao utilizados na

demonstracao do Teorema 2.2.

Lema 2.3 Sev € LP(R"), 1 < p < 00 € (am)men; @m > 0, € uma sequéncia numérica que
converge para 1, entdo a sequéncia vy, (x) = v(a,x) quase sempre em R™, ¥ m € N, converge
para v em LP(R™).

Demonstragao: Seja ¢ > 0 qualquer. Como D(R™) é denso em LP(R™), existe ¢ € D(R") tal
£

3.2n°
Fazendo ¢,,(z) = ¢(a,z), obtemos

que [Jv —l[} <

. 1 1 1 e
() llom =@l = | Polane) = plana)l” do == [ 1ot0) = o)l dy = llo =l < 550

(ii) Como ¢ € C*(R™) e a,, —> 1, temos ¢, (x) = plamx) — (x), ¥V x € R™

Queremos mostrar, usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, que
om — @ em LP(R™). Para isso, necessitamos de uma funcao g € LP(R™) que seja uma

limitante para (©m)men-

Uma vez que a,, — 1, existe mg € N tal que
1
m > my — 5 <
e sendo ¢ € D(R™), existe R > 0 tal que ¢(x) = 0 se |z| > R. Desse modo,

R
Om(z) = p(anx) =0 quando |z| > —.

m

Em particular, para todo m > my, resulta que ¢,,(x) = 0 se |z| > 2R, pois

1 R
m>my— — <2=— — < 2R.
m m

Escolhemos M = max |p(z)] < 400 e definimos a fungao
reR™

M, se |z| <2R
g(a) = :
0, se |z|>2R

Assim, para todo m > myg, |om(x)| < g(z) qualquer que seja = € R™.
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Em resumo, para todo m > mg, temos

lom(z)[P — |p(x)|?, ¥V € R" (item (ii) anterior)

[om ()P < lg(x)P, ¥z € R, com g € LP(R").

O Teorema da Convergéncia Dominada implica que ¢,, — ¢ em LP(R™). Com isso, existe
my € N, m; > my, tal que

g
lpm = ollp < 3, se m>m. (2.12)

Portanto, para todo m € N, m > my, segue de (i), (ii) e (2.12) que

fom =l < Nom = @mllp + [lom = @llp + [l = vl

< 2t llom = el + 5o
ar 3on 1T T P gon
g € L E,_E
< “32 T3 3
< e,
donde garantimos que v,, — v em LP(R™). ]

Observacao 2.5 Sob as mesmas condicoes do lema anterior, prova-se de modo andlogo que,
para xg € R" firado e v, = v(xg + am(r — 20)) quase sempre em R", tem-se v,, — v em
LP(R™).

Lema 2.4 Seja (p.), € > 0, uma sequéncia reqularizante, isto é,
p: € D(R?), p. >0, p. =0 para |z| > ¢ e / pe(x) do = 1.
R3

Se v € H(rot,R3), entdo p. x v 80 em H(rot,R3).
Demonstracio: Seja v € H(rot,R?). Logo, v € [L*(R?)]® e da Proposigao 1.5 segue que
pexv 23 v em [L2(R3)]3,

Mostremos, pois, que V X (p; * v) — V x v em [L*(R?)]3.

Para esta finalidade, afirmamos que V x (p. * v) = p. * (V x v) em [D'(R3)].
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De fato, para todo ¢ € [D(R?)]?,

<Vx(p.*xv),p> = <p.*v,V x> (lembrando que p. * v € C°(R?))

= [ (er0) (Vxg) s

Il
T
VR
T

e
m
&
|
<
S~—
(o4
s
=¥
<
~~_
<

X

5,
&
S~—
=¥

5

[} @ (%)
s
(L)
S
<
—_
&
|
£
<
X
©
P
=
QU
<
QU
&

e}
®
~—~
<
=

w

w

I
T B N
>
S

N TN

%\ %\
s
2

8

I

&

<

X
=
5
=

U
<

S

S

w

= [ (pexV xv)(z) p(x) du

3

pe % (V X 0), 0>

I
/\%

Como conseqiiéncia, vale que V x (p. xv) = p. * (V x v) — V x v em [L*(R3)]3, j4 que
V x v € [L*(R?)]?, donde concluimos que p. * v — v em H (rot, ).

Lema 2.5 Seja v € H(rot,R3) e, para cada 6 € (0,1), definimos

ve(z) == <%> quase sempre em R,

Entiio vy € H(rot,R3) e vy =% v em H(rot, R3).

Demonstragio: Provaremos inicialmente que vy € H(rot, R?) para todo 6 € (0, 1).
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Qualquer que seja p € [D(R?)]3, verificamos que

<V Xvg,p> = <vy,VXp>

= /Rgvg(x)-v x p(x) dz

= /RBU(%)-VX@(.T) dx
_ 93/Rav<x) (V% )(0) da

= 92/ v(z) -V x (plz)) de
RS \,—/
€[D(R3)]3

= ¢ /RSV x v(z) - p(fz) dx
= %/RB(V x v)(0z) - o(x) dx

1
= 5<<VXU)9,@>,
ou seja, V X vg = 5(V x v)p € [L*(R?)]?. Com isso, vy € H(rot,R?) e via Lema 2.3 obtemos

vg — v € [L*(R*)]® quando § — 1.

Agora observemos que

1
IV xvg—V x0|| = ‘§<VXU>9—VX’U
1
- ’(5_1)(va)9+(va)g—va
1-46
<[5 Iw x 0l + 17 x 0o = ¥

Novamente pelo Lema 2.3 sabemos que
|(Vxv)g—V x| —0, sed — 1.

Por outro lado, como ||(V x v)g|| = 6°/2||V x v||, ficamos com

1 -9
0

(W x v)g|| = 0Y2(1 = O)||V x v|| — 0, 6§ — 1.

Assim, V x vy — V x v em [L?*(R?)]? e provamos entdo que vy — v em H(rot, R?). =

Vamos agora a demonstragao do Teorema 2.2. Recordemos aqui seu enunciado: “Seja

Q) um conjunto aberto do R3 com fronteira I" limitada e Lipschitz. Se u € H(rot, ) é tal que

(u, V x @) — (V xu,0) =0, V¢ € [DQ)] (2.13)
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entdo u € Hy(rot,2).”
Demonstragao: Fixemos u € H(rot, ). Suponhamos inicialmente que 2 C R? ¢ um conjunto

aberto limitado e estrelado em relacao a origem, ou seja,

00CQ VOec[0,1)eQCwQ, Vw>1, em que 0Q = {fz; v € Q} C R®.
Seja @ a extensao a R? de u por zero fora de ), isto &,
R u em (),
u =
0 em R3\Q.
Do Lema 2.1, @ € H(rot,R?) e supp(a) C Q. Para cada 6 € (0,1), ponhamos

Xz

dg(z) = @ (5> .

Como consequéncia do Lema 2.5, obtemos
iy € H(rot,R*) para todo 6 € (0,1) e iy — % em H(rot,R?), se § — 1.

Afirmamos que supp(iy) C Q qualquer que seja 6 € (0,1).

Com efeito, notemos que se 6 € (0,1), entao % > 1. Dali,

x¢Q:>%x¢Q:>ﬁg(x):&<%>:0,

ja que = 0 em R3\Q. Logo, 1y = 0 em R3\.

Na verdade, vale a seguinte cadeia de inclusdes: supp(iig) C Qy = 0Q C €, para todo
6 €l0,1).

De fato, se z ¢ Qy = 09, entdo sz ¢ Q e assim Gy(x) = (%) = 0.

Vimos até aqui que supp(iig) C Q, supp(@) C Q e @y — @ em H(rot,R?). Entao
Uglo — w em H(rot, ),

ou seja, obtemos uma sequéncia (@) de H(rot,€2), com suporte compacto em €2, que converge

para u em H(rot,()). Resta-nos agora regularizar esta sequéncia.

Seja (p.) uma sequéncia regularizante como no Lema 2.4. Para cada 6 € [0,1) temos,
por este mesmo lema, que

Pe * Uy e g em H(rot,R?).

A Proposicio 1.3 garante que supp(p.ilg) C B(0;¢)+09. Desse modo, para ¢ suficientemente
pequeno, supp(p. * tg) C Q. Como p. * 1y € [C*(R?)]?, concluimos que p. * Uylo € [D(Q)]3,

para ¢ suficientemente pequeno.
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Podemos agora finalizar a demonstracao deste teorema no caso em que €2 é estrelado
com relagao a origem.

De fato, seja ¢ > 0 qualquer. Entdo existe 6 € (0,1) tal que

g — ull sy < 5

Também existe € > 0 satisfazendo

||,05 * Uy — fLQHH(rOt,Q) < %, com p, * Ug € [D(Q)]g
Portanto,

|[pe * Tg — ul|g(rot,0) < [P * To — Ugl|H(rot,) + [To — vl H@ror) < €,

isto é, obtemos uma sequéncia (p. * ip) em [D(2)]* que converge para u € H(rot,Q). Logo,
u € Hy(rot, Q).

No caso em que  é estrelado em relagdo a zy € 2 (que ndo a origem), considera-
mos a sequéncia iy = U(xg + 0(x — o)) e entdo, por transla¢do, reduzimos ao caso discutido

anteriormente (vide observagao apos Lema 2.3).

Suponhamos agora o caso em que  C R? é uma conjunto limitado qualquer. Logo,

existe uma cobertura de ) por uma familia finita de conjunto abertos: Q C U O; tais que
1<i<N
Q, =QN0O;, parai = 1,...,N, é um conjunto estrelado com fronteira Lipschitz (resultado

retirado da referéncia [2]).

Seja (a;)1<i<y uma particdo da unidade de €2 subordinada a esta cobertura, ou seja,

N
a; € D(O;), 0 < a;(x)<1le Zai(x) =1, z €.
i=1
Para cada i = 1,..., N, definimos u’ = u|g,. Dai, u’ € H(rot,);) com ; estrelado.
Em decorréncia do primeiro caso estudado nesta prova, garantimos, para todoi=1,..., N, a

existéncia de subsequéncia (uf ) de [D(€2;)]? tal que
u', — u' em H(rot,<);), quando m — +oo.
Representemos por v, o prolongamento de u’ a € por zero fora de ;. Desse modo,

N
vl € [D(Q)]?. Definimos v,, := Z%‘Ufn € [D(Q)]®. Mostraremos que (v,,) converge para u
i=1

em H(rot, Q).
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Inicialmente, observamos que

[[om —ull =

N N
E v, — E ;U
i=1 i=1

< 3ot~

N A A
= D o, = )l pa(
i=1

N
ja que supp(a;lo) C ;. Assim, ||v, — ul] < Z Huﬁn - uiH[m(Qi)P, pois 0 < o; < 1.
i=1
Por outro lado, temos
IV X vm =V ul| = IV % (vm — )] =

N .
V x >V x [au(v), — w))
i=1

N .
1=1

l

N N

< ZHV X [ai(vfn—u)m :ZHaiv x (v —u) + Vay - (vin—u)H
i=1 i=1

< D [eaV x (i = u) [ ey + D11V (i = )|z,
i=1 =1

<

N ' ' N .
DMV (i = ) oo + € D[ = '] gy
i=1 1=1

em que C'= max{|Va,;(x)|, € Q, i=1,...,N}.

Conseqiientemente,

lom = ullgrote) < lvm = ull + [V X vm = V]

N N
< (C+1) Z Huin - uiH[LQ(Qi)]S + Z ||V x (ul, — ui)H[LQ(Qm3 — 0, m — oo,
i=1 i=1

visto que u!, — u’ em H(rot,;),i=1,...,N.
Portanto, v,, — u em H(rot,) com v,, € [D(Q)]3.
Encerremos a prova desse teorema considerando o caso em que €2 é nao limitado.

Como nos casos anteriores, seja @ a extensao da funcao u € H(rot, Q) a R? por zero fora
de Q. Sabemos do Lema 2.1 que @ € H(rot,R?) e supp(@) C Q. Tomemos ¢ € D(R?) com
1, se |z| <1
0 < ¢ < 1 satisfazendo p(z) = ’ -
=v= #(2) 0, se |z|]>2

Para cada n € N, definimos
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Entdo, pelo Lema 2.2, para todo n € N, @, tem suporte compacto em Q e @, — @ em
H(rot,R?).

Seja ¢ > 0 qualquer. Da convergéncia obtida anteriormente, garantimos a existéncia de
no € N tal que ||t — Un,l|g(rotr3) < % Denotemos por €y um subconjunto limitado do R? tal
que supp(ii,,) C Qo (este subconjunto existe, haja visto que i, tem suporte compacto em Q).

Do que vimos anteriormente, existe w € [D(Q)]* com a propriedade |[w — i, || #(ror00) < 5-

Designemos por v a extensao de w a €2 por zero fora de €)y. Teremos

TP

v € D) e [Jv = itno| | rror ) <

J

ja que supp(v) C Qq e supp(ty,,) C Q.

Portanto,
||U - u||H(rot,Q) S ||'U - ﬂnoHH(rot,Q) + ||ﬂno - u||H(rot,Q)
CLus -
S 5 + ||uno - u||H(rot,R3)
< ¢
com v € [D(Q)]?, donde concluimos a prova deste teorema. ]

Com auxilio deste tltimo teorema, iremos agora obter resultados de traco para fungoes
de H(rot,Q).

Teorema 2.3 (do Trago para H(rot,2)) Seja Q um conjunto aberto do R* com fronteira T

limitada e Lipschitz. Entao

(i) [D(Q)]? ¢ denso em H(rot,);

(ii) A aplicacdo traco, v, : v + v X n|p definida em [D(Q)]?, estende-se por continuidade
a uma aplicacdo linear e continua, ainda denotada por ., de H(rot,Q) em [H~V/*(T)]3

(aqui n(z) denota a normal exterior unitdria em x € I');

(iii) Para todo v € H(rot, Q) e para todo ¢ € [H'(Q)]?, vale a sequinte igualdade:

/v (V x @) doe — /(V X V) dr =< Y (V), 9 >g-120) (/21
Q 0

conhecida como “formula generalizada de Green” para o espago H(rot,Q);

(iv) O nicleo ker(v,) da aplicagao v, € o espago Ho(rot, ).
Demonstracgao:

(i) Fixemos w € H(rot,Q) tal que w € {[D(Q)]*}+. Mostraremos que w = 0.
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Para todo v € [D(Q)]?, temos
(W, v)H(rot,0) = (w,v) + (V X w,V x v) = 0. (2.14)

Ponhamos wy = V x w. Para todo ¢ € [D(Q)]® C [D(Q)]?, segue de (2.14) e do item (d)
da Proposigao 2.1 que

<V X wp, p >=< 1wy, VX p>=(wy,VXxp)=(VxwVxp) =—(w,p),
ou seja, V x wy = —w € [L*(Q)]*. Com isso, wy € H(rot,Q) e satisfaz

(wo, V x v) — (V x wp,v) =0, Vv e [DOQ)).

Como consequéncia do Teorema 2.2, garantimos que wy € Hy(rot,$2). Agora, como

————5H(rot,Q
Hy(rot, Q) = DE@F "
em H(rot, ). Desse modo, para todo v € H(rot, (), temos

, existe uma sequéncia (i, ),en em [D(Q)]? tal que ¢, — wy

(W, v)H@Eot,0) = (w,v) +(V xw,V xv)
= (=V X wp,v) + (wy, V X v)
= (=lmV X ¢,,v)+ (limp,,V xv)
= lim[— <v,VXp,>+<VXx0,p, >|
— 0,

gracas ao item (d) da Proposigao 2.1. Assim, w € H(rot,Q) e w L H(rot,§2), donde
concluimos que w = 0 em H(rot,2). Como consequéncia do Corolario 1.2, garantimos
que [D(Q)]? & denso em H(rot, ).

Mostremos que v, é uma aplicacao limitada.

Dados v € [D(Q)]? e ¢ € [D(Q)]3, segue da formula de Green e do item (g) da Proposigao
2.1 que

/Q(va)-godx—/gv-(ngo)dx:/QV-(goxv)dm:/r(goxv)-ndfz/r(vxn)-cde,
isto é,
/ﬂ(va)-wdaz—/v-(Vx@dw = /F(vxn)wpdl“. (2.15)

Q

Usando a densidade de [D(Q)]* em [H'(Q)]® e a continuidade da aplicacdo traco de
[HY(Q)]? em [HY?(T)]3, concluimos que a equagdo (2.15) ¢ também vélida para todo
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© € [H'(Q)]?. Assim, devido a desigualdade Holder (Proposigao 1.1), ficamos com

/F(v><77)-<pdf'

IN

I TV <[+ [V ol | el

< ([P + IV x o D20l + |V x o]
ol gotol @l @y ¥V v e D) eV ¢ e [H(Q)),

IA

isto é,

/F(v Xn)-p dF’ < | a@or. ol [e||[m1 g2, Vv € DQ)P eV pec[H Q)] (2.16)

Dada uma fun¢io ¢ € [H'(Q)]?, o seu traco, p = |, é uma funcio de [H/2(T)}3.
Além disso, o operador traco de [H*(Q)]* — [HY2(T")]? & linear, continuo e sobrejetivo,
possuindo inverso direito continuo. Com isso, dada p € [HY/?(I)]?, existe p, € [H}(Q)]?

tal que
o= <Pu|F e ||90u||[H1(Q)]3 < C||/~LH[H1/2(I‘)}37

com C' > 0 independente de p.

Assim, de posse dessa ultima desigualdade e observando que o primeiro membro de (2.16)
depende apenas do trago de ¢ em I', garantimos que

/F(v xn) - p df' < Cllollagorey 11l jgrzqryss ¥ v € [DE)P eV pe [HYD)P. (2.17)

Sendo [H~'/%(T")]? o dual de [H'/?(T")]?, munido da norma dual, resulta de (2.17) que

[ dr'

@)l g=r2epe = sup
S ey ey
n#0
/ (v xn) 'M‘
= sup pur_ 1

pelH/2(r))3 ||M||[H1/2(F)}3
n#0

S CHUHH(rot,Q)a Vove [D(Q)]g

Em resumo, concluimos que existe C' > 0, independente de v € [D(Q)]?, tal que
1 () ia-12@yp < Cllvllaron0), ¥ v € [DEQ)].

Vemos entao que 7, ¢ uma aplicacao linear limitada e, portanto, continua. Uma vez
que [D(Q)]? ¢ denso em H(rot, ), podemos estender continuamente 7, a uma aplicacao

linear, que ainda denotaremos por v,, de H(rot,Q) no espaco [H~/2(T)]>.

(iii) A formula de Green apresentada em (2.15), valida para quaisquer fungoes v € [D(Q)]3
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e p € [HY(Q))?, pode ser generalizada, por densidade e continuidade de 7., a fungoes

v € H(rot, Q) da seguinte forma:

/ v (V X ) dr— /(V X V) - dr =<7 (0), 0 >-12)p (H1/2(0)3 (2.18)
Q Q

para todo ¢ € [H*(Q)]3.

(iv) Provemos que ker(vy,) = Ho(rot, Q).

Seja v € ker(q;). Segue de (2.18) que (v, V x ) — (V x v, ¢) = 0 para todo ¢ € [D(Q)]>.
Logo, pelo Teorema 2.2, v € Hy(rot, ) e entao ker(v,) C Hoy(rot,$2).

Mostremos agora a inclusdo contraria. Dado v € Hy(rot, ), existe uma sequéncia (¢, )nen
de fungoes de [D(Q)]? tal que ¢, — v em H(rot,Q). Utilizando a continuidade da

aplicagao v, em H (rot,(2) estabelecida no item (ii) anterior, segue que

Yr(v) = lim 7. (pn) = (1 X ¢n)lr =0,

lim
n—-+o0o n—-+o0o

ou seja, v € ker(v,).

Observagao 2.6 Decorre do item g) da Proposi¢cao 2.1 e da formula de Green (2.18) que

/QV (o x ) dr =<7 (v), 0 >y Y ) (2.19)
para todos v € H(rot,Q) e p € [HY(Q)]?.
Observagao 2.7 Vimos que se w € Hy(rot, ), entao
(w,V x ) = (Vxw,p) =0, Ve [DQ)P
Da densidade de [D(Q)]* em H(rot, ), concluimos que
(w,Vxv)—(Vxw,v)=0, Vove H(rot,Q), (2.20)

ou seja,
/ V.- (wxwv)de=0, sewe Hy(rot,Q) ev e H(rot,Q), (2.21)
Q

ou ainda, vale a “formula de integra¢ao por partes”

/w (V xv) de = /(V X w)-v dr, sew € Hy(rot,Q) ev € H(rot, ). (2.22)
Q 0
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2.4 Os subespacos funcionais H(div 0,)) e Hy(div 0,12) de
(L)

Tratemos agora de estudar os subespagos funcionais H(div 0,Q) e Hy(div 0,9) de
[L*(Q)]? de utilidade na terceira aplicagio do Capitulo 3. Essencialmente, iremos utilizar

o operador projecao sobre estes espacos a fim de obter resultados de densidade.

Estes subespacos sao definidos como segue

H(div 0,Q) = {ue[l*(Q))* V- -u=0},
Hy(div 0,9) = {ue[L*(Q)); V-u=0en-ulp =0}

Mostraremos que H(div 0,2) e Hy(div 0,2) sdo espagos de Hilbert quando os munimos
com o produto interno oriundo de [L?*(2)]?. Para isso, mostraremos que estes sao subespagos
fechados de [L?(2)]3.

Proposigao 2.4 H(div 0,Q) é subespago fechado de [L*(Q)]?.

(2@

Demonstragao: Seja u € H(div 0,() . Logo existe uma seqiiéncia de fungdes (uy,)nen

de H(div 0,9) tal que
u, — u em [L*(Q)]* quando n — +oo.

Nosso objetivo ¢ entao mostrar que u € H(div 0, ().

Observamos que para todo ¢ € D(£2),

<V-u,p> = <u,—ch>:—/u-Vg0d:p
Q

= — lim Up - Vo dr=— lim < u,, Vy>
n—+oo Jq n—-+0o0o
= lim <V-u,p>=1m0=0,
n—4o0o

onde usamos o item (c¢) da Proposicao 2.1 e o fato de que V -u,, = 0, para todo n € N. Como

consequéncia, obtemos que V - u = 0 e portanto u € H(div 0, (2). [
Proposigao 2.5 Hy(div 0,9Q) ¢ subespaco fechado de [L*(Q)]>.
Demonstragao: Fixemos uma seqiiéncia (u,)neny em Ho(div 0,Q) tal que

u, — u em [L*(Q)]*.

Visto que u,, € Hy(div 0,9), temos V - u,, = 0 e n - u,|r = 0 para todo n € N. Como na

demonstracao da Proposicao 2.4, V- u = 0.
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Por outro lado, o item (ii7) da Teorema 2.1 garante que a aplicagao traco
Yy : H(div, Q) — H ()

é continua. De posse desse resultado e sabendo que u, — u em H(div,Q)) (uma vez que
U, — uwem [L2(Q)]? e V- u, =V -u=0), concluimos que

Yy(u) = lim v, (u,) = limu,, - n|r =0, (2.23)

donde u € Hy(div,Q) (item (iv) do Teorema 2.1). Dai, u-n|r =0 e u € Hy(div 0,). ]

Vimos na Proposic¢ao 2.4 que H(div 0, ) é subespago fechado de [L?(Q2)]*. Com isso,
podemos escrever

[L2(Q)]* = H(div 0,9Q) ® [H(div 0,Q)]*.

Assim, se u € [L*(Q)]?, temos
u = uy +uy com uy € H(div 0,Q) e uy € [H(div 0,Q)]*".

Consideremos o operador projegao Py de [L*(Q)]? sobre H(div 0,£2), isto é,

Py [L*(Q) — H(div 0,9Q)
u —  Pyu = u.

Com auxilio deste operador projecao provemos o seguinte resultado:

Proposicao 2.6 Se u € Hy(rot, ), entao Pyu € Hy(rot, ). Em outras palavras,
Py(Hy(rot, Q) C Hy(rot, ) N H(div 0,€).
Demonstragao: Seja u € Hy(rot,$2). Por definigio, Pyju € H(div 0,) C [L*(Q)]? e vale

<V x (Pyu),p >=< Pyju,V X ¢ >= / Py - (V x @) dz, ¥ ¢ € [D(Q)]’. (2.24)
Q

Segue do item b) da Proposigdo 2.1 que V- (V X ¢) = 0 para todo ¢ € [D(Q)]3. Logo,
V x € H(div0,Q) e

/u~(V><<p)da: = (u,V x @)= (Pu+usV X p)
0
= (Pau, VX @) + (u3, V X )
= (Pdu,wa):/Pdu~(V><g0) dx, (2.25)
0

em que (uz, V X ) = 0, uma vez que uy € [H(div 0,Q)]* e V x p € H(div 0,9).
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Usando (2.24) e (2.25), ficamos com

<V x (Pgu),p >= /ﬂu (V x @) dr, V ¢ € [D(Q)].

Segue do item (d) da Proposigao 2.1 que
<V x (Pyu), p >= /(V xu) - dr, ¥ € D)),
Q

0 que mostra que
V x (Pju) = V x u em [D'(Q)]? (2.26)

e, portanto, V x (Pyu) € [L?(Q)]® e Pyu € H(rot,Q).

Nosso objetivo agora é garantir que (Pyu) X n = 0 em I'. Para isso, recorreremos a

formula generalizada de Green dada no item (éi7) do Teorema 2.3:

/ V X (Pdu) 7 dr = / Pdu . (V X QO) dr— < %(Pdu),go >[H—1/2(F)]3,[H1/2(I‘)}37 (227)
Q Q

para todo ¢ € [H(Q)]3.
Agora, como V x ¢ € H(div 0,%) para todo ¢ € [H*(2)]?, obtemos

/QPdu~(V><<p)dx = (Pyu,V x )= (u,V X p)
= /Qu-(Vx<p)dx:/Q(V><u)-cpdx,

onde na ultima igualdade acima usamos a “férmula de integragdo por partes” dada em (2.22).

Como consequéncia, reescrevemos (2.27) como segue

/QV X (Pgu) - do = /Q(V X u) - dr— <y (Pgw), 0 >(g-1/2(0y (m1/2(0)5
para todo ¢ € [H'(Q2)]3. Decorre de (2.26) que
<e(Pau), 0 >=0, ¥V ¢ € [H(Q)],
donde v, (Pyu) = (Pyju) x n =0 em T, isto é, Pyju € Hy(rot,2), como queriamos. ]

Observacao 2.8 Seu € Hy(rot, ), entdo u = Pyu+uy com uy € [H(div 0,Q)]*. A proposicdo

anterior garante que V X u =V X (Pyu). Logo, V X uy = 0. Fazendo uso da notagao

H(rot 0,Q) = {v € [L*(Q)]*; V xv =0},
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temos uy € H(rot 0,Q) o que mostra que

[H(div 0,Q)]* € H(rot 0,Q).
Mazis que isso, podemos mostrar

[H (div 0,Q)]* C Ho(rot 0,9),

em que Ho(rot 0,Q) = {v e [L*(Q)]*; Vxv=0enxuv|p=0}.

De fato, suponhamos uy € [H(div 0,Q)]*. Temos, para todo ¢ € [D(Q)]?, que

<V><u2,cp>:<u2,V><<p>:/uz-(V><cp)dx:(uz,wa):O,
Q

ja que V x ¢ € H(div 0,8). Logo, V X uy =0 e assim us € H(rot 0,Q). Segue da formula de

Green do Teorema 2.3 que

/Q(V X uz) - dr = /Qu2 (VX @) do— < yr(uz), o >g-12my,mzmy, Ve € ().

Dat,
< ’YT(UQ), © Z[H-1/2(D)),[HY/2()] = 0, Ve H1<Q),

donde obtemos que v, (uz) = 0, ou seja, us € Hy(rot 0,Q).

Em nossa proxima proposigao, usaremos o operador projecao de [L?(Q)]® sobre

Ho(div 0,9). Este operador sera denotado por P, isto &,

Py: [L*(Q)]* — Hy(div 0,9)
U —  Pyu = uq,

onde u = uy + uy com uy € Hy(div 0,9Q) e uy € [Ho(div 0,Q)]* (lembremos que Hy(div 0,9) é
subespaco fechado de [L?(Q)]? conforme Proposigao 2.5).

Proposicao 2.7 Seu € H(rot, (), entio Pyu € H(rot,(2), ou seja,

Py(H (rot,Q)) C H(rot,Q) N Hy(div 0,€).

Demonstragdo: Seja u € H(rot, Q). Vemos que Pyu € Hy(div 0,9Q) C [L*(Q)]?. Assim, para
todo ¢ € [D(Q)]?, obtemos

<V x(Ru),p> = <P0u,V><<p>:/P0u-(V><<p) dx = (Pyu, V X @)
Q

= (u,wa):/u-(wa)dx:<u,V><cp>
Q

= <V XxXu,p>,
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visto que V x ¢ € Hy(div 0,9) para todo ¢ € [D(Q)]?.

Desse modo, V X (Pyu) =V x u em [D'(2)]3, donde V x (Pyu) € [L*(Q)]? e, portanto,
Pyu € H(rot, Q). m

Observacgido 2.9 Se uy € [Hy(div 0,Q)]*, entdo

<V><u2,cp>:<u2,V><<p>:/uz-(V><cp)dx:(uz,wa):O,
Q

para todo o € [D(Q)]3. Isso acontece pois V x ¢ € Hy(div 0,9). Dessa discussao, concluimos
que V X uy = 0, isto €, uy € H(rot 0,€2). Portanto,

[Ho(div 0,Q)]*- € H(rot 0,9).

Observagdo 2.10 Vimos na observagio anterior que [Ho(div 0,Q)]- C H(rot 0,9). Seque dai
a sequinte indagacio: E vdlida esta inclusio em Hy(rot,Q)? Nao conseguimos obter esse fato
imediatamente, pois quando aplicamos a formula de Green, temos V x ¢ € H(div 0,), para
todo ¢ € [H*(Q)]*, no entanto nio podemos afirmar que V x o € Ho(div 0,).

Nas proposicoes seguintes, apresentamos dois resultados de densidade que serao utiliza-

dos no Capitulo 3.
Proposigao 2.8 Hy(rot, Q)N H(div 0,Q) € denso em H(div 0,Q) (com a norma de [L*(Q)]3).
Demonstracao: Via Proposigao 2.6, obtemos as inclusoes abaixo:

Py([D(Q)]®) € Hy(rot, Q) N H(div 0,Q) C H(div 0,).

Com isso, observamos que é suficiente provar que P;([D(€)]?) ¢ denso em H (div 0, ).

Seja v € H(div 0,9) qualquer. Exibiremos uma sequéncia (v, )nen em Py([D(Q)]?) tal
que
v, — v em H(div 0,Q) (na norma de [L*(Q)]?).

Como v € H(div 0,9Q) C [L*(Q2)]?, existe uma sequéncia (¢,) de [D(Q2)]? tal que
©n —> v em [L*(Q)]%.
Usando a continuidade do operador projecao, obtemos
Piy(¢n) — Pyv =v em H(div 0,1).

Logo, a sequéncia (Py(¢,))nen € a sequéncia em Py([D(2)]?) procurada. n

Proposicao 2.9 H(rot,Q) N Hy(div 0,Q) € denso em Hy(div 0,).



26

Demonstracgao: Decorre da Proposi¢cao 2.7 que
Py([D(Q)]?) € H(rot, ) N Hy(div 0,Q) C Ho(div 0,Q).

Assim, é suficiente mostrar que Py([D(Q2)]?) é denso em Hy(div 0, ).

Dado v € Hy(div 0,9), temos v € [L*(2)]> e entao existe uma sequéncia de fungoes

(@n)nen em [D(Q)]? tal que o, — v. A continuidade do operador projegao Py implica

donde obtemos o resultado desejado considerando a sequéncia (Py(¢,))nen de Po([D(2)]3). =



Capitulo 3

APLICACOES

Como aplicagao dos espacos funcionais estudados no capitulo anterior, buscaremos ga-

rantir existéncia e unicidade de solugao para certos sistemas de equacoes de Maxwell.

3.1 Equacoes de Maxwell com condicao de fronteira dada

por n X =0

Nesta segao, estabelecemos um resultado de existéncia e unicidade de solucao para o

sistema de equacoes de Maxwell com condicao de fronteira dada por n x E = 0.

Seja 2 C R3 um subconjunto aberto com fronteira I" limitada e Lipschitz. Consideremos

o sistema de equacoes de Maxwell:

E,—V x H=0em Q x (0,400) (3.1)
H+V XxE=0em Q x (0,+00) (3.2)
E(z,0) = Ey(x) e H(x,0) = Hyp(x) em €2 (3.3)
nx E=0emI x (0,4+00) (3.4)

em que E(x,t) = (Fi(x,t), Es(x,t), E3(x,t)) e H(x,t) = (Hy(z,t), Hy(z,t), H3(x,t)) denotam,

respectivamente, o campo elétrico e o campo magnético e

n(x) = (m(x), n2(x),n3(x))

a normal unitaria exterior a Q em z € T'.

Consideremos o espago X = [L?(Q)]® x [L?(€2)]*> munido do produto interno

(u,v)x = /(Ul U1+ ug - v2) du,
Q
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em que u = (ug, us),v = (v1,v2) € X. Segue entdo que X é um espaco de Hilbert.

Para o problema (3.1)-(3.2), definimos o operador linear nao-limitado
A:DA)CX — X
com dominio
D(A) ={w = (wy,wy) € X; (VX wy, =V xwy) €X ew xn|p=0}

definido por
Aw = (V X wqe, =V X wy), YV w € D(A). (3.5)

O item (iv) do Teorema 2.3 garante que

Hy(rot,Q) = ker(y,)
= {v e H(rot,Q); vxn|r =0}

Em decorréncia dessa igualdade, reescrevemos D(.A) como segue
D(A) = Hy(rot, ) x H(rot,). (3.6)

Observacgao 3.1 O operador A : D(A) — X definido em (3.5) e com dominio dado por (3.6)

€ chamado operador de Mazwell.

De posse do operador de Maxwell, o problema (3.1)-(3.2) sujeito as condigbes iniciais

em (3.3) pode ser escrito na forma

%(t) _ AU (3.7)
U©) = Uy (3.8)

em que U(t) = (E(t), H(t)) e Uy = (Ey, Hy).

Com isso, a partir de agora, estaremos interessados em garantir existéncia e unicidade
de solugao do problema de valor inicial (3.7)-(3.8). Para este fim, estudaremos as propriedades

do operador A de nosso interesse.

Lema 3.1 D(A) ¢ denso em X (com a norma de X ).

Demonstracao: Da cadeia de inclusoes
[DQ) x [DQ) € D(A) C X,

obtemos D(A) = X, ja que D(Q) é denso em L*(). n
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Segue do lema anterior que o operador A* esta bem definido.
Lema 3.2 D(A) = Hy(rot,Q2) x H(rot,Q2) C D(A").

Demonstragao: Seja v = (v1,v3) € D(A). Conforme Observagao 1.4, a fim de mostrar que

v € D(A*), devemos garantir a existéncia de g = (g1, go) € X tal que
(Aw,v)x = (w,g)x, YV w € D(A)

e, neste caso, g = A*v.

Com efeito, para todo w = (wy, wy) € D(A) = Hy(rot, Q) x H(rot, ), temos

(Aw, v)x = /ﬂ(v < ws) vy d — /ﬂ(v < wy) - vy da. (3.9)

Segue da formula de integragao por partes dada em (2.22) que

/Q(v X W) - vy da = / wy - (V x vy) da, (3.10)

Q

uma vez que v; € Hoy(rot,Q) e wy € H(rot,Q). Analogamente, visto que wy; € Hy(rot, ) e

vy € H(rot, ), ficamos com

/Q(V X wy) - vg dx = / wy - (V X vg) dux. (3.11)

Q

Assim, usando (3.9), (3.10) e (3.11), obtemos

(Aw,v)x = /w2 (V x 1) da:—/wl-(VXUQ)da:
Q Q
= ((wy,ws), (=V x 02, V X 01))x
= (w,—Av)x, Vv e D(A).

Vimos assim que se v € D(A), entao existe g = (—V X v, V x v1) = —Av tal que
(AU},’U)X = (wag)Xa Vwe D(A)7
donde garantimos que v € D(A*), ou seja, D(A) C D(A*). Além disso,

Av=—Av, Vv e D(A).

Em nosso proximo lema, mostraremos que é valida a inclusao contraria.

Lema 3.3 D(A*) C Hy(rot,Q) x H(rot,Q2) = D(A).
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Demonstragao: Fixemos v = (vy,v5) € D(A*). Logo, existe g = (g1,92) € X tal que
(Aw,v)x = (w,9)x, ¥V w = (w1, wy) € D(A), (3.12)
ou seja,

/(wag)-vl dx—/(wal)-vg dx = / w1 g1 dx—}—/ wa-ge dx, ¥V w = (wi,w2) € D(A). (3.13)
Q Q Q Q
Escolhendo w = (0, ws) com wy € [D(Q2)]3, obtemos de (3.13) que

/wag-vl dx:/w2~g2d:c, Y wy € [D(Q)]?
0 0

e via Proposigao 2.1 item (d),
g2 =V x v em [D'(Q)]>.
Como gy € [L2(Q)]?, V x vy € [LA(Q)]® e assim v; € H(rot, ).
Tomemos agora w; € [D(Q2)]> e ponhamos w = (wy,0) € D(A). Segue de (3.13) que

—/(wa1)~v2 da::/wl-gl dx, ¥ w; € [D(Q)]2.
Q Q

Novamente pelo item d) da Proposi¢ao 2.1, temos g; = —V X vy € [L*(2)]3. Desse modo,
ve € H(rot, ).

Até este momento, vimos que se v € D(A*), entdo v € H(rot, Q) x H(rot,2) e o elemento
g € X que satisfaz (3.12) é dado por g = (=V X v,V X v1), isto &,

/(wag)-vl dx—/ (Vxwy)we de = — / wy-(V Xvg) dw—i—/ wa-(Vxwvy) dz, Yw = (wy,w2) € D(A).
) Q ) )

Observamos que a igualdade acima é vélida para todo w = (0, @) com ¢ € [D(Q)]?, ou seja,

/Q(V X ) -v dr = / - (V xuv)dz, ¥ e D)), (3.14)

Q

em que v; € H(rot,Q). O Teorema 2.2 implica que v; € Hy(rot,€2). Logo, concluimos que

v = (v1,v2) € Ho(rot, Q) x H(rot,Q) = D(A), como queriamos demonstrar. ]

Em resumo, os lemas 3.2 e 3.3 garantem que D(A*) = D(A) e A* = —A. Assim, o
Teorema de Stone (Teorema 1.7) estabelece que A é gerador de um grupo Cy de operadores
unitarios {7'(¢)}. Com ajuda dele, obtemos o seguinte resultado de existéncia e unicidade de

solucao:

Teorema 3.1 Dado (Ey, Hy) € D(A), o problema (3.1) — (3.4) admite unica solu¢ao global
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forte
(E,H) € C([0,+00), D(A)) N C ([0, +00), X).

Demonstracao: Como (Ey, Hy) € D(A), temos que T'(t)(Ey, Hy) € D(A). Definimos

U(t) = T(t)(Eo, Ho)-

Daf,
%U(t) = %T(t)(EO, Hy) = AT (t)(Eo, Ho) = AU(1)
e
U(0) = T(0)(Eo, Ho) = I(Eo, Ho) = (Eo, Hy).
Além disso, 1) x E =0, pois (E, H) € D(A). .

3.2 Equacoes de Maxwell no vacuo com condicao de fron-

teira n x £ =0

Nesta secao, estabelecemos um resultado de existéncia e unicidade de solucao para o
sistema de equacoes de Maxwell com condigao de fronteira dada por n x E = 0 e condigoes do
tipo: V- E=V-H =0em 2 x (0,400).

Seja Q C R3 um subconjunto aberto com fronteira I" limitada e Lipschitz. Consideremos

o sistema de equacoes de Maxwell:

E,—V xH=0em Q x (0,4+00) (3.15)

H +V xE=0em Q x (0,400) (3.16)
E(z,0) = Ey(x) e H(z,0) = Ho(z) em (3.17)
nx E=0emT x (0,+00) (3.18)
V-E=V-H=0em Q x (0, +00), (3.19)

em que n(x) = (n(x), n2(z),n3(z)) denota a normal unitaria exterior a Q em x € T.

Vimos na se¢ao anterior que se (Ey, Hy) € Ho(rot,Q) x H(rot,Q2), entdo o problema
(3.1)-(3.4) admite tnica solugao

(E,H) € C([0, +00); D(A)) N C*([0, +00); X),

em que X = [L*(Q)]® x [L*(Q)]®. Falta-nos apenas analisar a condigao (3.19).

Para isso, consideremos as notacoes utilizadas na Secao 3.1, onde sabemos que o ope-

rador A é gerador infinitesimal de um grupo unitario de classe Cy, {T'(¢)}, em X.

Designemos por M = ker(A*) = {v € D(A*); A*v = 0}.
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Observagao 3.2 O nicleo ker(A*) do operador A* é o espago

ker(A*) = ker(A)={(E,H) e X;VxE=0, VxH=0enxE=0emT}
= Hy(rot 0,Q) x H(rot 0,Q).

Notemos que M # {(0,0)}, pois todo elemento da forma (Vipy, Via) com ¢y, o € HE(Q) é tal
que (Vo1,V,) € D(A*) e satisfaz

AV, V) = —A(Ver, Vo)

= —(Vx(Ve1), =V x (Vi)

= (0,0),
devido ao item a) da Proposigao 2.1. Logo, (Vy1, Vips) € Hy(rot 0,€2) x H(rot 0,Q) e entao
(V1,Vis) € M pela Observagao 3.2.

Seja M+ o complemento ortogonal de M em X. Na proxima proposicao, mostraremos

que D(A) N M+ é estavel pelo grupo {T'(t)}.
Proposigao 3.1 {T'(t)} aplica D(A) N M+ em D(A)N M+,
Demonstragao: A Proposigao 1.9 garante que 7'(t) aplica D(A) em D(.A). Resta-nos provar
entdo que se v € D(A) N M+, entao T(t)v € M*.

Com efeito, sejam (u,v) € M e (@,0) € M+ N D(A). Observamos que

d o
E(T(t)(u,v),(u,v))x = ( T(t)(a,v), (u, U>)x
)

T(t)(a,v), (u,v))x
T(t)(a,v), A" (u,v))x
= 0,

(A
(
ja que (u,v) € M = ker(A*) C D(A*). Como consequéncia,

t d s
| 2 T© o). (o) g o

donde obtemos
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uma vez que (u,v) € M e (4,0) € M*. Logo, garantimos que
T(t)(a,0) € M,

como queriamos demonstrar. n

Veremos agora que tomando (u,v) € D(A) N M+, teremos (u,v) satisfazendo (3.19).
Proposigao 3.2 Se v = (vy,v3) € D(A) N ML, entio V-v; =V - vy = 0.
Demonstragao: Se v = (vy,v2) € D(A) N M1, entdo

((1)1, 1)2), (’171,’172)))( = (0 para todo (171, 172) € M. (320)

Qualquer que seja p; € D(R), temos w = (V1,0) € ker(A*) = M. Usando (3.20),

obtemos
0= (v,w)x = / v1- (Ver) dx, ¥ @1 € D(Q).
Q

Segue do item c¢) da Proposigao 2.1 que
<V-v,p1 >=— <0,V >=0, V¢ € D(Q),

o que mostra que V - vy = 0.

Analogamente, para todo s € D(2) vale

<V vy, p9 >= — <19, Vipg >= — / vy - (Vo) do = —((v1, v2), (0, Ves))x =0,
Q

ja que (0, Vo) € M. Assim, V - vy = 0. n

Finalizamos esta secao com o seguinte teorema de existéncia e unicidade do problema

(3.15)-(3.19):

Teorema 3.2 Dado (Ey, Hy) € D(A) N M=+, o problema (3.15)-(3.19) possui tinica solugdo
global forte (E,H) tal que

(B, H) € C([0, +00), D(A)) N CY([0, +00), X).

Demonstragao: Como (Ey, Hy) € D(A) N M+, decorre, via Proposicdo 3.1, que
T(t)(Ey, Hy) € D(A) N M*. Definimos (E(t), H(t)) = T(t)(Ey, Hy). Temos entao que

(1) %(E(t), H(t)) = AT(t)(Eo, Ho) = A(E(t), H(1));

(i) (£(0), H(0)) = T(0)(Eo, Ho) = (Eo, Ho);



64
(iii) V- E=V-H =0, pois (E,H) € D(A) N M+ (Proposigao 3.2);

(iv) n x E =0, jaque (E,H) € D(A)N M*,

como desejavamos. m

3.3 Equacoes de Maxwell num meio condutor perfeito

Como tltima aplicagao, estaremos interessados em obter um resultado de existéncia e
unicidade de solucao para o sistema de equagoes de Maxwell com condigoes de fronteira dadas
porn x E=n-H =0 e condigoes do tipo: V- E=V-H =0em  x (0,400).

Seja 2 C R3 um subconjunto aberto com fronteira I" limitada e Lipschitz. Consideremos

o sistema de equacgoes de Maxwell:

E,—VxH=0em Q x (0,400) (3.21)

H, +V x E=0em Q x (0, +00) (3.22)
E(z,0) = Ey(x) e H(x,0) = Hyp(x) em € (3.23)
n-H=0 nx E=0emT x (0, +00) (3.24)
V-E=V-H=0em Q x (0, +00), (3.25)

em que 7(x) = (n1(x), n2(z),n3(x)) denota a normal unitaria exterior a 2 em x € T

Consideremos o espago de Hilbert X = [L*(Q)]* x [L?(2)]*> munido do produto interno

apresentado na Segao 3.1 e

H = {(ELH)eX; V-E=0,V-H=0, n-H|p =0}
= H(div 0,Q) x Hy(div 0,9Q),

em que, por definicao,

H(div 0,Q) = {ue[L*(Q) V- -u=0},
Hy(div 0,9) = {ue[L*(Q)); V-u=0en-ulp =0}

Vimos na Segao 2.4 que H(div 0,2) e Hy(div 0, §2) sao espacgos de Hilbert com o produto
interno oriundo de [L*(€)]?. Com isso, H ¢é espago de Hilbert.

As consideracoes anteriores nos levam a definicio do operador Ay, restricao de A ao

espaco H, dado por

AH2D<AH)CH—>H
Aynv = Av, Vv € D(Ay),
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D(Ay) = DANH
= {(E,H)€X; VXEVxHc[L*’Q)? V-E=V-H=0,nx Elr=n-H|pr =0}
= [Ho(rot,Q) N H(div 0,Q)] x [H(rot, ) N Hy(div 0,)].

Na proposigao seguinte mostramos que, de fato, o operador Ay : D(Ay) — H estd bem
definido, isto é, o operador A aplica D(A) NH em H.

Proposigao 3.3 H ¢ um subespaco de X = [L2()]3 x [L*(Q)]® “estdvel” para o operador A,
ou seja,
ve DA NH — Av e H.

Demonstracao: Segue das observagoes 2.8, 2.9 e 3.2 que

HY = [H(div 0,Q)]* x [Hy(div 0,Q)]*
C  Hy(rot 0,9Q) x H(rot 0,)
= ker(A) = ker(A”).

Fixemos v € D(A) NH. Entao, para todo w € ker(A), temos
(Av,w)x = (v, Aw)x = (v, —Aw)x = (v,0)x =0,

o que mostra que Av C [ker(A)]* C H. n

Como consequéncia da proposicao anterior, vemos que é natural a definicdo dada ante-

riormente para o operador Ay.
Proposicao 3.4 D(Ay) € denso em H.

Demonstracao: Segue como consequéncia das proposicoes 2.8 e 2.9. [

Devido a Proposicao 3.4, notemos que A}, o operador adjunto de Ay, estd bem

definido. Nossa meta agora consiste em estabelecer a caracterizagao de Aj3,.
Lema 3.4 D(Ay) C D(A3).
Demonstracgao: Ja sabemos do Lema 3.3 que
(Au,v)x = (u, —Av)x, YV u,v € D(A) = D(A").
Em particular, vale

(Au,v)x = (u, —Av)x, Y u,v € D(Ay) C D(A),
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ou seja,
(Anu,v)y = (u, —Anv)y, ¥V u,v € D(Ay).

Dai, se v € D(Ay), temos
(A, v)y = (u, —Anv)y, ¥V u € D(Ay).
A igualdade acima garante que v € D(Aj)) e Ajv = —Ayv, isto é,

D(.AH) C D(.A;k_[) e A;‘{v =—Ayv, Vv € D(.AH)

Lema 3.5 D(Aj) C D(Ay).

Demonstracao: Consideremos v = (v1,v2) € D(A},) C H. Logo, existe g = (g1, 92) € H tal

que
(Anu,v)y = (u, g)y, ¥V u € D(Ay). (3.26)

Em particular, obtemos
(Asu, v) = (u, 9)u, ¥V u € Py([D(Q)]) x Po([D(Q)]), (3.27)

visto que Py([D(Q)]?) x Py([D(Q)]?) € D(Ay) (proposigoes 2.6 e 2.7).
Observamos que se ¢ € [D(2)]3, entao (0, Pyp) € D(Ay) e, por (3.27), temos

(A3 (0, Pog), v)u = ((0, Po), 9)u: ¥ ¢ € [D(Q)],

ou seja,

/QV X (Pyp) - vy dox = /QPogo go dx, ¥ o € [D(Q)]°. (3.28)
Devido a Proposigao 2.7,
V x (Rop) =V x ¢ e (Rop,g2) = (#,92),
uma vez que g; € Hy(div 0,Q). Usando esse fato e (3.28), ficamos com
[ xe)odo= [ o g dn ¥ oe D@

donde obtemos que g» = V X v; em [D'(Q)]3.

vy € H(rot,Q).

Haja visto que go € [L*(Q)]?, garantimos que

Por outro lado, dado qualquer ¢ € [D(2)]3, temos u = (Pyp,0) € D(Ay). Consequen-
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temente, por (3.27), teremos
(An(Pap,0),v)n = (Pag.0),9)u, ¥ ¢ € [D(Q)P,
isto é,
/Q—V X (Pyp) - vy dx = /QPdcp g1 dx, ¥ ¢ € [D(Q)]?,

ou ainda, recordando que g; € H(div 0,) e V X (Pyp) =V X ¢,

/ﬂ—(ngp)mQ da:z/ﬂ@-gl dx, ¥ € [D(Q)].

Desta tiltima equagdo decorre que g3 = —V X vy em [D'(Q)]? e, como g; € [L*(Q2)]?, concluimos
que vy € H(rot, Q).

Em resumo, vimos até agora que se v = (vy, v2) € D(A},), entao
v € [H(rot,Q) N H(div 0,Q)] x [H(rot,Q) N Hy(div 0,Q)]

e, além disso,

(Apu,v)y = (u, (—V X v2, V X 01))3, ¥V u € D(Ay). (3.29)

Para concluir a demonstragao deste lema, devemos mostrar que v; x n|r = 0. Com este intuito,

usaremos (3.29).

Se ¢ € [D(Q)]3, entao Py € H(rot,Q) N Hy(div 0,9) (Proposigdo 2.7). Assim,
u = (0, Pyp) € D(Ay). Desse modo, de posse de (3.29), escrevemos

(A'H(O’ POQO)a ('UDUQ))'H = ((0’ POQP)’ (—V X Vg, V x 'Ul))’Ha v RS [D(ﬁ)]ga

ou seja,

/Vx(Pocp)-vl dx:/(Pogo)-val dzx.
Q Q

Sabemos que V x (FPyp) =V x p e também V X v; = go € Hy(div 0,2). Com isso,

(Pop,V xv1) = (¢, V X 11).

Assim,
/(ngp)ml da::/gw(v x v1) dz, ¥ ¢ € [D(Q))?,
Q Q
donde concluimos que v; € Hy(rot, §2) gragas ao Teorema 2.2. ]

Em decorréncia dos lemas 3.4 e 3.5, obtemos D(A},) = D(Ay) e A5, = —Ay. Logo,

o Teorema de Stone (Teorema 1.7) estabelece que Ay, é gerador de um grupo de operadores
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unitarios {T°(t)} de classe Cy. Com auxilio deste, obtemos o seguinte resultado de existéncia e

unicidade de solucao:

Teorema 3.3 Dado (Ey, Hy) € D(Ay), existe uma unica solug¢ao
(E,H) € C([0, +00), D(Az)) N C'([0,+00), H)
do problema (3.21) — (3.25).
Demonstracao: Como (Ey, Hy) € D(Ay), T(t)(Ey, Hy) € D(Ay). Definindo
(E(t), H(t)) = T(t)(Eo, Ho)

e usando as propriedades de semigrupos (Se¢ao 1.5), obtemos o resultado desejado. [



CONCLUSAO

Durante a elaboracao deste trabalho, enaltecemos diversos pontos positivos.

Inicialmente, tentamos exibi-lo de maneira mais didatica possivel. Para tanto, prepara-
mos o capitulo de preliminares, cujo objetivo foi fornecer as ferramentas fundamentais para a
leitura dos capitulos seguintes. Além disso, nesta exposi¢ao, insistimos na citacao da bibliografia

utilizada a fim de proporcionar ao leitor o desenvolvimento dos fatos enunciados.

No que tange ao Capitulo 2, preocupamo-nos, sobretudo, com o rigor matemético na
caracterizagao dos espagos funcionais H(div, ) e H(rot, ), buscando sempre torna-lo acessivel
a futuros interessados neste assunto. Embora os teoremas deste capitulo, tidos como auge
deste texto, estdo demonstrados em [5], nossa meta fora de detalhar os aspectos dessas provas,
elaborando lemas auxiliares quando necessario. Destacamos também a utilizacao do operador
projecao na busca de resultados de densidade nos subespagos H(div 0,) e Hy(div 0,) de

[L2(2)]3. Para este fim, recorremos ao artigo [14].

No Capitulo 3, selecionamos algumas aplicacoes para os espacos funcionais abordados
anteriormente. O objetivo central desse capitulo foi de aproximar toda teoria desenvolvida
em modelos de origem eletromagnética. A busca por existéncia e unicidade de solugao nestes
sistemas deu-se pela caracterizacao do operador de Mazwell A. Dada suas propriedades e
almejando uma forma elegante de garantir existéncia e unicidade, optamos pelo uso do Teorema

de Stone, do qual requer um estudo do operador adjunto de A.

Para encerrar, apontamos outras metas que podem ser tragadas como, por exemplo, a

caracterizacao dos espacos
Hyo = {u € [H( Qs uxnlr =0} e Hyy = {u e [H(Q); w-nlr =0}

e suas relagdes com o espago de Sobolev [HJ(2)]® e, também o estudo das decomposigdes
ortogonais descritas em [5] (p. 216). Para este proposito, exige-se o estudo de resultados
nao-classicos da Geometria e da Anélise Funcional. O estudo dessas caracterizacoes e das

decomposicoes citadas é tido como objetivo futuro do autor.
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