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RESUMO

COMPLEMENTARIEDADE, EMARANHAMENTO, INCERTEZA E
INVARIANCIA DE LORENTZ

AUTOR: Marcos Leopoldo Wayhs Basso
ORIENTADOR: Jonas Maziero

O principio de complementaridade de Bohr foi introduzido como uma afirmagéo qua-
litativa sobre sistemas quanticos Unicos, que possuem propriedades que sao igual-
mente reais, mas mutuamente excludentes. Tal principio, junto com o principio da
incerteza, esta na génese da Mecanica Quantica (MQ), acompanhando o desenvol-
vimento da teoria desde entdo. Outro aspecto intrigante da MQ é o emaranhamento,
sendo este um tipo de correlacao ligada a ndo separabilidade dentro do formalismo
matematico da MQ. Sua importancia central nos fundamentos da MQ, bem como seu
importante papel nos campos da informagao quéntica e computacédo quéntica, fez com
gue a teoria do emaranhamento alcangcasse grande progresso nas décadas recentes.
Nesta dissertacdo, nos propomos a discutir relacdes de complementariedade, incer-
teza e emaranhamento, bem como abordar tais aspectos em cenarios relativisticos,
uma vez que o interesse sobre como emaranhamento se comporta em cenarios rela-
tivisticos tem crescido cada vez mais. Primeiramente, explorando as propriedades do
operador densidade, obtemos relagées de complementariedade, usando medidas de
coeréncia bem conhecidas na literatura. Em seguida, mostramos que é possivel ob-
ter relacbes completas de complementariedade, levando em conta emaranhamento.
Para isso, exploramos a pureza de um sistema quantico de muitas partes. Além disso,
discutimos a relacdo entre complementariedade e incerteza de um observavel, uma
vez que é possivel decompor incerteza em suas partes classica e quantica. Também
obtemos relagdes de complementariedade para incerteza. Por fim, estudamos as rela-
cdes completas de complementariedade e sua invariancia frente a transformacgdes de
Lorentz. Embora sabe-se que entropia de emaranhamento n&o permaneca invariante
sob transformagdes de Lorentz, e tampouco as medidas que quantificam o principio
da complementariedade, quando tomadas juntas, em uma relagdo de complementari-
dade completa, sdo invariantes de Lorentz.

Palavras-chave: Complementariedade. Incerteza. Emaranhamento. Invariancia de
Lorentz.



ABSTRACT

COMPLEMENTARITY, ENTANGLEMENT, UNCERTAINTY AND
LORENTZ INVARIANCE

AUTHOR: Marcos Leopoldo Wayhs Basso
ADVISOR: Jonas Maziero

Bohr’'s complementarity principle was introduced as a qualitative statement about quan-
tum systems, which have properties that are equally real, but mutually exclusive. This
principle, together with the uncertainty principle, is at the origin of Quantum Mechanics
(QM), following the development of the theory since then. Another intriguing aspect
of QM is entanglement, which is a type of correlation that is only possible within the
mathematical formalism of QM. Its central importance in the Quantum foundations, as
well as its important role in the fields of quantum information and quantum computa-
tion, has made the theory of entanglement achieve great progress in recent decades.
In this dissertation we discuss the aspects and relations among complementarity rela-
tions, uncertainty, and entanglement. Such aspects are also investigated in relativistic
scenarios, since the interest on how entanglement behaves in relativistic scenarios
has grown more and more. First, by exploring the properties of the density opera-
tor, we obtain complementarity relations, using coherence measures well known in the
literature. Next, we show that it is possible to obtain complete complementarity relati-
ons, i.e., relations that also take into account entanglement. For this, we explore the
purity of a multipartite quantum system. In addition, we discuss the relation between
complementarity and uncertainty of an observable, since it is possible to decompose
uncertainty into its classical and quantum parts. We also obtain complementarity re-
lations for uncertainty. Finally, we study the complete complementary relations and its
Lorentz invariance. Although it is known that entanglement entropy does not remain
invariant under Lorentz transformations, and neither does the measures that quantifies
complementarity, we show that theses measures when taken together, in a complete
complementarity relation, are Lorentz invariant.

Keywords: Complementarity. Uncertainty. Entanglement. Lorentz Invariance.
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1 INTRODUGAO

Um dos aspectos mais intrigantes da mecanica quantica € a dualidade onda-
particula. Este aspecto € geralmente expresso, de forma qualitativa, pelo principio de
complementaridade de Bohr (BOHR, 1928). Tal principio afirma que sistemas quan-
ticos, ou quantons', possuem caracteristicas que sédo igualmente reais, mas mutua-
mente excludentes, sendo a dualidade onda-particula o exemplo mais conhecido deste
principio. Por exemplo, em um interferémetro de dois caminhos, como o interferobmetro
de Mach-Zehnder ou o interferdbmetro de dupla fenda, o aspecto ondulatério é caracte-
rizado por franjas de interferéncia, enquanto a natureza corpuscular € dada pela infor-
magcao de caminho ao longo do interferémetro, de modo que o conhecimento completo
do caminho destroi o padrao de interferéncia e vice-versa. O primeiro cenario quan-
titativo da dualidade onda-particula foi explorado por Wootters e Zurek (WOOTTERS;
ZUREK, 1979), quando investigaram interferdbmetros nos quais se obtém informacdes
incompletas de caminho introduzindo dispositivos de detec¢ao de caminho, mostrando
gue um padrao de interferéncia ainda pode ser retido. Posteriormente, este trabalho foi
estendido por Englert, que derivou uma relacao de complementariedade (ENGLERT,
1996). No entanto, ha uma outra maneira pela qual a dualidade onda-particula foi
quantificada, sem a introducao de dispositivos de detec¢ao de caminho. Usando uma
linha de raciocinio diferente, Greenberger e Yasin (GREENBERGER; YASIN, 1988)
consideraram um interferdbmetro de dois feixes, no qual a intensidade de cada feixe
nao era necessariamente a mesma, e definiram uma medida de informacéo de cami-
nho, denominada de previsibilidade. Assim, se 0 quanton que passa pelo divisor de
feixe tem probabilidades diferentes de ser refletido em cada caminho, pode-se inferir
qual sera o caminho mais provavel. Este tipo de raciocinio foi seguido por Jaeger,
Shimony e Vaidmann (JAEGER; SHIMONY; VAIDMAN, 1995), sendo capturado por
uma simples relacdo de complementaridade

P2+ V<, (1.1)

onde P é a previsibilidade e V' é a visibilidade do padrao de interferéncia. A partir
da formulagdo quantitativa, notou-se que ndo apenas casos extremos sdo possiveis,
mas também que é possivel um experimento fornecer informagdes parciais tanto so-
bre a natureza ondulatéria quanto sobre o aspecto corpuscular de um quanton, de
modo que quanto maior a informacao ele fornece sobre um aspecto do sistema, me-
nor sera a informagao que o experimento pode fornecer sobre o outro. Por exemplo,

10 termo quanton foi dado por M. Bunge. A utilidade desse termo é que podemos nos referir a um
sistema quéntico genérico sem usar palavras como particula ou onda (LEVY-LEBLOND, 2003).
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em (AUCCAISE et al., 2012), os autores confirmaram que é possivel medir ambos os
aspectos do sistema com o mesmo aparato experimental, empregando técnicas de
Ressonéancia Magnética Nuclear.

Recentemente, varios passos foram dados em direcao a quantificacdo da du-
alidade onda-particula por diversos autores, como Dirr (DURR, 2000) e Englert et
al. (ENGLERT et al., 2008), que estabeleceram critérios basicos que toda medida
de previsiblidade e visibilidade devem satisfazer. Da mesma forma, com o desen-
volvimento do campo da informagao quantica, foi sugerido que a coeréncia quantica
(BAUMGRATZ; CRAMER; PLENIO, 2014) seria uma boa generalizagdo da medida de
visibilidade (BERA et al., 2015; BAGAN et al., 2016; QURESHI, 2019; MISHRA; VE-
NUGOPALAN; QURESHI, 2019) para sistemas quanticos de d-niveis. Por outro lado,
previsibilidade € uma medida do conhecimento sobre o estado em que um quanton
se encontra. Esses estados podem representar, além dos caminhos em um interferd-
metro de Mach-Zehnder, os niveis de energia de um atomo (XU; TU; ZOU, 2020),
ou, mais geralmente, se um determinado estado esta populado ou ndo (HIESMAYR,;
VEDRAL, 2005).

Além disso, muitas direcoes foram tomadas a fim de obter relacbes de comple-
mentariedade analogas a equacéao (1.1) (ANGELO; RIBEIRO, 2015; COLES, 2016;
BAGAN et al., 2018; ROY; QURESHI, 2019). Entre elas, destacamos (BASSO; CHRY-
SOSTHEMOS; MAZIERO, 2020), onde derivamos relacées de complementariedade a
partir da estrutura matematica da mecéanica quantica, e mostramos que, para cada me-
dida de visibilidade, € possivel definir uma medida de previsibilidade, obtendo assim
varias relagdes de complementariedade. No entanto, relacdes de complementaridade
como da equacao (1.1) sao saturadas apenas para estados quanticos puros. Ja, para
estados mistos, o lado esquerdo é sempre menor que 1. Como ressaltado em (QIAN
et al., 2020), relagbes de complementaridade expressas através da Eq. (1.1) n&o pre-
véem realmente um intercambio equilibrado entre P e V, uma vez que a desigualdade
permite uma diminuicdo de V, através de um processo de decoeréncia, sem neces-
sariamente que haja um aumento correspondente em P. Tais relagdes até permitem
0 caso extremo em que P = V = 0 ocorra enquanto, em uma configuragao experi-
mental, ainda temos um sistema quantico em méaos. Consequentemente, nenhuma
informacgéo sobre os aspectos ondulatorio e corpuscular do sistema pode ser obtida.

Entretanto, como notado por Jakob e Bergou (JAKOB; BERGOU, 2010), essa
falta de conhecimento sobre o sistema se deve a outra caracteristica quantica intri-
gante: o emaranhamento (BRUSS, 2002). Isso significa que a informacao esta sendo
compartilhada com outro sistema e este tipo de correlacdo quantica pode ser vista
como responsavel pela perda de pureza de cada subsistema de tal forma que, para
estados maximamente emaranhados, nao é possivel obter informagdes sobre as pro-
priedades locais (ondulatorias e corpusculares) dos subsistemas. Como mostrado por
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esses autores, a Concurrence (WOOTTERS, 1998) é reconhecida como a medida de
correlacao quantica apropriada em um estado bipartido de dois qubits que completa a
relagédo (1.1). Tal relagdo é denominada de relagcdo completa de complementariedade
(RCC), uma vez que, em (QIAN; VAMIVAKAS; EBERLY, 2018), os autores interpreta-
ram a adicdo de uma medida de emaranhamento conveniente a Eq. (1.1) como com-
pletando a relacdo de complementariedade, transformando assim a desigualdade em
uma igualdade. Jakob e Bergou estenderam esta ideia para sistemas bipartidos com-
postos de dimenséao arbitraria (JAKOB; BERGOU, 2006; JAKOB; BERGOU, 2007),
sugerindo que deve existir uma relagdo complementar entre as informagdes das pro-
priedades locais de cada subsistema e o emaranhamento do sistema composto, e
mostraram que |-Concurrence (RUNGTA et al., 2001) é a medida de correlacdo quan-
tica que completa a relacao (1.1) para estados puros bipartidos compostos.

Assim, nessa dissertacdo nos propomos a explorar os diversos aspectos das
relagbes de complementariedade. Primeiro, no capitulo 2, nos ocuparemos tanto em
estabelecer os postulados da mecanica quantica quanto em apresentar as principais
ideias e ferramentas que serdo necessarias nos capitulos que se seguirdo. No capitulo
3, iremos explorar as propriedades do operador densidade, e derivar limites superio-
res para a coeréncia quantica de Hilbert-Schmidt (MAZIERO, 2017b) de um qudit (por
exemplo, um interferdbmetro com d—caminhos) em termos das entropias linear e de
von Neumann do estado incoerente mais préximo. Tais desigualdades obtidas, como
veremos, permitem obter relagcdes de complementaridade entre a coeréncia e a pre-
visibilidade, no qual a previsibilidade € quantificada atraves de medidas entrdpicas
uma vez que a entropia esté ligada a medida de incerteza sobre uma variavel alea-
téria antes de sua medicao (NIELSEN; CHUANG, 2000), que nesse caso pode ser
o caminho que a particula rumou, ou por qual fenda ela passou. Também, iremos
obter relacdes de complementariedade usando outras medidas de coeréncia bem co-
nhecidas na literatura, como a coeréncia de Wigner-Yanase (YU, 2017), a coeréncia
baseada na norma-/; e a coeréncia baseada na entropia relativa (BAUMGRATZ; CRA-
MER; PLENIO, 2014), cada uma com sua respectiva medida de previsibilidade. Além
disso, mostraremos que é possivel obter relacbes completas de complementariedade
equivalentes aquelas obtidas em (JAKOB; BERGOU, 2007), explorando a pureza de
um sistema quéantico de duas partes (BASSO; MAZIERO, 2020b). Esse procedimento
nos permitira estender o trabalho feito por Jakob e Bergou e obter RCC para subsis-
temas que fazem parte de um sistemas quantico puro multipartido, no qual a medida
de correlagdo é equivalente a Concurrence generalizada, definida em (BHASKARA;
PANIGRAHI, 2017).

Ademais, no capitulo 4, discutiremos a relacao entre complementariedade e
incerteza de um observavel, uma vez que Luo, em (LUO, 2005b), propés uma de-
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composigao da incerteza 2 em suas partes classica e quantica, estabelecendo crité-
rios que qualquer medida de incerteza classica e incerteza quéntica devem satisfazer.
Para isso, lembremos que fendmenos quanticos sdo manifestamente imprevisiveis.
Enquanto a incerteza classica surge da ignorancia que temos sobre a preparacao
do sistema, a incerteza quantica é intrinseca. Mesmo para estados quanticos puros,
qgue representam o conhecimento maximo sobre a preparagdo de um estado que um
experimentador pode ter, s6 é possivel fazer previsbes probabilisticas. No entanto,
como apontado por Luo, a principal observacao é que a informacao de assimetria de
Wigner-Yanase (WIGNER; YANASE, 1963) pode ser interpretada como uma medida
de incerteza quéntica, enquanto que a incerteza classica pode ser capturada pela
diferenga entre a variancia total e a incerteza quantica quantificada pela informacéao
de Wigner-Yanase. A partir disso, abordaremos as relagcdes entre os critérios de Luo
para incerteza quantica e classica e os critérios de Dirr e Englert et al. para medidas
de visibilidade, assim como os critérios para medidas de emaranhamento (BRUSS,
2002). Também discutiremos a relagdo entre emaranhamento e medidas de incerteza
classica locais, bem como a relacao entre coeréncia quéantica e quantificadores de
incerteza quéntica, obtendo uma relacao completa de complementaridade para incer-
teza quantica, incerteza classica e previsibilidade. A incerteza quantica total de um
interferdmetro d-caminhos € mostrada ser equivalente a coeréncia de Wigner-Yanase
e a incerteza classica correspondente é mostrada ser um quantificador de emaranha-
mento.

Por fim, no capitulo 5, estudaremos as relagées completas de complementari-
edade e sua invariancia frente transformacdes de Lorentz, uma vez que ha bastante
interesse de como o processamento, armazenamento e distribuicdo de informacao
guantica e também, como um dos seus principais recursos, o emaranhamento, se
comportam em cenarios relativisticos (CZACHOR, 1997; ALSING; MILBURN, 2002;
PERES; TERNO, 2004; GINGRICH; ADAMI, 2002; TERASHIMA; UEDA, 2003). Por
exemplo, foi mostrado por Peres, Scudo e Terno (PERES; SCUDO; TERNO, 2002)
que a entropia de emaranhamento de uma particula massiva de spin-1/2 ndo perma-
nece invariante frente as transformagdes de Lorentz. Como ressaltado por Palge e
Dunningham (PALGE; DUNNINGHAM, 2015), o emaranhamento sob transformacdes
de Lorentz é altamente dependente da geometria do boost® em questdo. Além disso,
os boosts de Lorentz podem ser considerados como operacdes quanticas controla-
das onde 0 momento desempenha o papel do sistema de controle, enquanto que o
spin pode ser tomado como o qubit alvo, conforme argumentado em (DUNNINGHAM;
PALGE; VEDRAL, 2009). Assim, embora a entropia de emaranhamento ndo perma-

20Onde a incerteza é quantificada pela variancia de um observavel.
3Um boost de Lorentz corresponde a uma transformagéo de Lorentz que liga dois referencias inerci-
ais se movendo com velocidade relativa constante entre si.
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neca invariante sob transformacdes de Lorentz, e nem as medidas de previsibilidade
e coeréncia, mostraremos que essas trés medidas juntas, ou seja, que as CCR’s,
pelo menos para um trio de medidas em especifico, sdo invariantes de Lorentz, dado
gue o subsistema em questao faca parte de um sistema multipartido puro (BASSO;
MAZIERO, 2020a).
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2 FORMALISMO MATEMATICO

A mecanica quantica (MQ) foi elaborada a fim de descrever sistemas atémicos
e subatémicos, sua estrutura e evolugao temporal. Naturalmente, a MQ deve desem-
penhar o mesmo papel da mecanica classica (MC), uma vez que tal teoria surgiu da
incapacidade da mecanica classica para descrever tais fendbmenos. Portanto, é ra-
zoavel que a MQ responda as mesmas perguntas que a MC. Isto é, como descrever
matematicamente o estado de um sistema em um determinado momento? Dado este
estado, como podemos determinar o valor de quantidades observaveis? Como des-
crever a evolucao temporal do sistema em questao? Na MC, o estado de um sistema
€ especificado pelos valores de posicao e velocidade (ou momento linear) em certo
instante de tempo, uma vez estabelecido um referencial. Formalmente, um estado
de um sistema na MC é descrito por um ponto no espaco de fase. Também, na MC,
os valores dos observaveis estdo implicitamente determinados antes mesmo de se-
rem medidos, e todos os observaveis em questdo possuem valores bem definidos em
um determinado instante de tempo de modo que podem ser preditos com probabili-
dade igual a 1. Por fim, a evolucdo temporal do sistema pode ser descrita de varias
maneiras, por exemplo: pela segunda lei de Newton ou pelas equag¢des de Hamil-
ton. Ja a MQ responde essas perguntas de maneira radicalmente diferente. Assim,
neste capitulo nos ocuparemos tanto em estabelecer os postulados da MQ quanto
em apresentar as ferramentas e principais ideias que serdo necessarias nos proximos
capitulos. Esse capitulo € majoritariamente guiado pelas seguintes referéncias: (AU-
LETTA; FORTUNATO; PARISI, 2009; MELO; CHAVES, 2019; NIELSEN; CHUANG,
2000; BERGOU; HILLERY, 2013).

2.1 POSTULADOS DA MECANICA QUANTICA

A fisica tem como objetivo descrever a Natureza da forma mais precisa pos-
sivel. Como tal, é razoavel (ou até obrigatdrio) considerar experimentos como guias
norteadores para definir os principais aspectos da teoria. Por exemplo, a partir do fami-
gerado experimento da dupla-fenda, devemos levar em consideragdo que, quaisquer
que sejam os postulados da teoria a fim de descrever sistemas quénticos, eles devem
permitir fendmenos de interferéncia, e portanto, algum tipo de superposicao entre os
estados, como também descrever situacdes no qual essa interferéncia nao € obser-
vada. Assim, uma maneira de levar isso em conta é descrever o estado do sistema
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quantico através de um vetor em um espaco de Hilbert #'. Uma das caracteristicas
desse espaco vetorial € que qualquer combinagéao linear de vetores também pertence
a H, permitindo a superposicao de estados (AULETTA; FORTUNATO; PARISI, 2009).
Esta superposicao de estados é crucial para explicar os padrdes de interferéncia em
experimentos de multiplas fendas, que de outra forma ndo podem ser explicados pela
fisica classica.

Postulado 1. O estado de um sistema quantico é descrito por um vetor normalizado
|y em um espacgo de Hilbert H.

Mais rigorosamente, qualquer estado |¢) multiplicado por uma fase global, ou
seja, por um nimero complexo do tipo = = ¢ descreve as mesmas propriedades (pro-
babilidades) do sistema. Isso motiva a introducao de uma relacao de equivaléncia ~,
i.e., dois vetores |¢) , |)) € H pertencem a mesma classe de equivaléncia, |¢) ~ |¢),
se |¢) = e |1)). Assim, as classes de equivaléncia de H\{0}? determinam o espago
de estados do sistema quantico em questao, sendo denominado de espaco de Hilbert
projetivo. A classe de equivaléncia de um estado |¢) é denominada de raio. No en-
tanto, nesta dissertagcdo nos referimos ao estado de um sistema quantico como um
vetor normalizado no espacgo de Hilbert H. Também, neste trabalho, nos restringimos
majoritariamente a espagos de Hilbert finitos % ~ C¢, i.e., H é isomérfico ao corpo dos
nimeros complexos C¢ , onde d > 1 € N. Assim, para qualquer grau de liberdade de
um dado sistema, pode-se definir um espag¢o # com produto interno (:|-), cuja dimen-
sao é determinada pelas propriedades do sistema. Por exemplo, em experimentos
de Stern e Gerlach, quantons que possuem graus de liberdades internos, no caso,
0 spin, quando atravessam uma regiao com um gradiente de campo magnético, em
uma determinada direcdo, séo defletidos em feixes discretos. Particulas de spin-1/2,
como o elétron, sdo defletidas em dois feixes bem separados (NAPOLITANO; SAKU-
RAI, 2017). Portanto, H = C? e temos um sistema quantico de dois niveis, também
chamado de qubit. Na base computacional, o estado de um qubit pode ser escrito
como [¢) = ag |0) + a, |1), com ag, a; € C tal que |ao|” + |ai|* = 1.

Além disso, um aspecto fundamental de qualquer teoria fisica € a medicao das
propriedades do sistema de interesse, como posicdo, momento angular, energia, spin,
etc. Na MQ, quantidades observaveis sdo representadas por operadores hermitia-
nos (X = XT) definidos em A, que, por sua vez, podem ser escritos em termos da
decomposicao espectral, i.e., X = > z; |z;)(z,|, onde seus autovetores |z;) formam
uma base ortonormal em H e os autovalores correspondentes sdo reais. Assim, ao
medirmos um observavel, obteremos um dos seus possiveis autovalores de modo

'Consideraremos um espaco de Hilbert % como sendo um espagco vetorial finito ou infinito munido
de um produto interno {-|-) no qual toda sequéncia de Cauchy formada pelos elementos de H converge
para um elemento de H.

271\{0} denota o espago de Hilbert # sem a origem.
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gue o estado do sistema ap6s a medida € projetado no autovetor normalizado corres-
pondente ao autovalor obtido. No entanto, como sabemos, a probabilidade de obter
qualquer um dos possiveis resultados, em geral, ndo é igual a 1, exceto se preparar-
mos o sistema em um dos autovetores do observavel que queremos medir. Assim,
a MQ nos fornece as frequéncias relativas com que esses resultados sédo obtidos via
regra de Born.

Postulado 2. Um observavel fisico é descrito por um operador hermitiano X em H,
de modo que a probabilidade de medir um autovalor x;, dado que o sistema esta no
estado |) € H, é dada pela regra de Born:

Pr(zj,0) == |(z;|0)[, (2.1)
de modo que o estado pos-medida é descrito por

By [¢)
155 1)1

onde P; := |z;)(x;| € o projetor no subespago gerado por |z;).

Assim, é possivel entender 0 motivo pelo qual exige-se que os vetores de es-
tado sdo normalizados, uma vez que, escrevendo o estado |¢)) na base de autovetores
do observavel X, temos

1= @) = Za] %)) Zak k) = asag (ajlay)

i,k

=D Gadik Z’“ﬂ _ZWW
gk
= ZPr(xj, : (2.2)

ou seja, a soma das probabilidades de obter algum resultado deve serigual a 1. Ainda,
fazendo o caminho inverso, podemos ver que

1= ZPr(xj,@Z)) — Z (25 0)| = Z (W) () = @] O laiXay]) [v)

J

implicaem >, |z;Xz;| = >_, P; = Iy, onde I, € o operador identidade em #. Ou seja,
projetores de um determinado observavel dividem o espacgo de Hilbert H do sistema
em subespacos ortogonais gerados por cada autovetor do operador X e, portanto,
os projetores de um observavel varrem todo espaco de Hilbert associado ao sistema.
Até agora, discutimos apenas resultados de medidas e suas respectivas probabilida-
des. No entanto, umas vez obtidas as probabilidades, o valor médio (esperado) do
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observavel X, dado que o sistema esta no estado |¢), € dado pela média ponderada:
> wiPr(ay, o) =Y @y (Wlag) () = @1 O @y |a)as]) 1)
j j j
= (WIX]Y) = (X),. (2.3)

Portanto, os observaveis fisicos desempenham o papel de variaveis aleatérias, dentro
do contexto da teoria de probabilidades. Os autovalores estao relacionados aos pos-
siveis valores do observavel e, como esperado, sdo numeros reais. E a decomposicao
espectral contém todas as informacbes sobre os possiveis valores da quantidade fi-
sica X, e também sobre os projetores associados a esses valores.

Por fim, devemos abordar a dindmica de sistemas quéanticos. Assim como na
dindmica classica, a equacao que dita a evolugao do sistema nao pode ser derivada de
"primeiros principios”, no entanto € possivel seguir alguns critérios norteadores, além
de resultados experimentais que devem ser levados em consideracdo. Por exemplo,
dado o estado do sistema [¢(t)) no instante ¢, a equacao que dita a dinamica deve
ser capaz de informar o estado do sistema em qualquer outro instante de tempo. Isso
implica que a equagédo de movimento deve ser uma equagao diferencial de primeira
ordem, i.e., d; [ (t)) = A|Y(t)), onde A é algum operador linear em H. Também, A
deve estar ligado ao gerador de translacdes temporais. No entanto, sabemos da MC
que tal gerador € a hamiltoniana H (LEMOS, 2007). Logo, A deve ser uma funcéo do
operador hamiltoniano: A = f(H). Ademais, se o sistema em questdo é composto
por dois subsistemas nao interagentes, com hamiltonianas H; e H,, entao a dindmica
de um dos subsistemas nao influencia a dindmica do outro. Matematicamente, isso €
expresso através da linearidade de f: f(H, + Hy) = f(H,) + f(H2). Logo, resta que
f(H)=«aH, com « € C. Por fim, é razoavel (ou até, obrigatério) supor que a evolucéo
preserve as probabilidades, o que implica que a norma dos vetores de estados devem
ser preservadas. Assim,

0 =di (W(0)][(1)) = (de (W(O)]) [0(1)) = @) (de [$(2)))
= ()] (" H + aH) [{(1)) (2.4)

onde usamos o fato de que H = H', uma vez que o operador hamiltoniano esta
associado a energia do sistema, dado que o sistema seja um sistema fechado. Para
a equacao acima ser satisfeita € necessario que a = —a*, ou seja, a € um imaginario
puro. Definindo sugestivamente « := 1/ig, com g € R, obtemos

iBde [ (1)) = H[¥(t)) - (2.9)

Por analise dimensional, € possivel concluir que 5 deve ter dimensdo de momento
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angular [Joule x segundo], sendo possivel determinar seu valor através de resultados
experimentais de modo que § = h := h/2w, onde h é a constante de Planck. Por exem-
plo, se o hamiltoniano é independente do tempo, a equacgao (2.5) pode ser integrada
de modo que a solucao é dada por

(1)) = e 51 [y (0)) (2.6)

sendo possivel ver que U(t) := e~#f', denominado de operador de evolugdo, é um
operador unitario (U~! = UT), uma vez que H é um operador hermitiano. Ademais,
para casos mais gerais, também é possivel descrever a evolugdo do sistema através
de um operador unitario, no entanto a forma de tal operador ndo € dada implicitamente
pela Eq. (2.6).

Postulado 3. A dindmica de um sistema quantico é descrita por uma transformacéao
unitaria:
[(t)) = U(t) [4(0)), (2.7)

com U (t) satisfazendo a equacéo (2.5).

Estabelecidos os postulados que respondem as perguntas feitas no inicio deste
capitulo, consideremos o seguinte exemplo:

Exemplo 1. Interferébmetro de Mach-Zehnder (MZ) e a dualidade onda-particula. Na
MC, a distingdo entre particula e onda é nitida: particulas s&o localizadas numa de-
terminada regido do espaco, idealmente "puntual”, isto €, sem estrutura interna e com
posicdo e momento bem definidos, o que implica numa trajétora bem definida; ja,
ondas, idealmente, estendem-se por todo o espaco-tempo, sendo matematicamente
descrita por um campo (escalar, vetorial, tensorial, etc), carregando momento e ener-
gia. Ja, na mecanica quantica, isto representa dois casos extremos de um espectro de
comportamentos de sistemas quanticos; ou seja, quantons podem apresentar tanto
comportamento ondulatério quanto corpuscular, ou uma mistura dos dois. Isso nao
quer dizer que quantons (elétrons, etc) sdo ondas ou particulas, mas que apresentam
tais comportamentos classicos.

Assim, para descrever e quantificar a dualidade onda-particula, consideremos
um quanton (féton, elétron, etc) em um intereferémetro de Mach-Zehnder, como exem-
plificado na figura (2.1): inicialmente, o quanton esta no estado |i) e incide sobre um
divisor de feixes (BS1) cujo coeficiente de transmisséo € T € R e o coeficiente de
reflexdo é R € R tal que R?> + T? = 1. A acao do divisor de feixes sob o quanton é
equivalente a uma transformacao unitaria U. Depois de BS1 o estado do quanton é
descrito por

iy & T 1) + iR |2), (2.8)
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Figura 2.1 — Interferbmetro de Mach-Zehnder (AULETTA; FORTUNATO; PARISI,
2009).

onde os estados |1) ,|2), ... fazem referéncia ao caminho do quanton ao longo do in-
terferémetro, de modo que (i|j) = &;;. Assim o quanton tem uma probabilidade T*
de ser transmitido e uma probabilidade R* de ser refletido com uma fase de 7 /2. Os
espelhos M1 e M2 apenas adicionam uma fase global de 7 /2 enquanto o deslocador
de fase® adiciona uma fase de ¢ na componente |2):

T|1) +iR|2) — iT |1) — Re'|2). (2.9)

Finalmente, quando o quanton incide sobre o ultimo divisor de feixes (BS2), cujos
coeficientes de transmisséo e reflexdo séo iguais, i.e., R = T = 1/+/2, temos que

1

1) = —=(i13) + 14)), (210)
2) % —=(13) +i[4)) @.11)
V2 ’ '
de modo que o estado final do quanton apds BS2 é dado por
If) = —i(TJrRe*ﬁ) 13) + i(T— Re'®) |4) (2.12)
V2 V2 ' '

Assim, as probabilidades de detectar o quanton nos detectores D3 e D4 sgo dadas
pela regra de Born:

PmpazumﬁE:%+Tme> (2.13)

Pr(D4) = |(4]f)]> = % — TRcos . (2.14)

30 deslocador de fase nesse caso pode ser simplesmente o fato de que um braco do interferémetro
€ maior do que o outro.
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Figura 2.2 — Probabilidade de detecgdo em D3 e D4 em funcéao de ¢.

Analisando as expressées, podemos ver que:

e seT =0 oul (correspondentemente R = 1 ou 0), entdo o caminho é perfeita-
mente determinado de modo que Pr(D3) = Pr(D4) = 1/2. Note que, repetindo
0 experimento inumeras vezes, o quanton chegara metade das vezes em D3
e metade das vezes em D4, mas como T = 0 ou 1, sabemos exatamente o
caminho tomado pelo quanton.

- se T = R = 1/V/2, temos interferéncia, ndo sendo possivel determinar o cami-
nho. No caso em que ¢ = 0, por exemplo, entdo P(D3) =1 e P(D4) = 0.

eseT c (0,1/v/2) ouT € (1/+/2,1), temos uma gama de possibilidades no qual
informagéo parcial de caminho e interferéncia estao presentes simultaneamente.

Essa gama de possibilidades pode ser quantificada através de uma relagdo
entre visibilidade (aspecto ondulatdrio) e previsibilidade* (informagéo de caminho). Por
exemplo, a interferéncia pode ser melhor analisada se repetirmos inumeras vezes o
experimento variando a fase ¢ de modo a obter a figura 2.2. Como a intensidade de
quantons em cada detector é proporcional as probabilidades de deteccdo, podemos
definir a visibilidade® como

[maa: - Im%n o PT(Ds)max — Pr(DB)mln =2TR. (215)

V.= =
]maw + Imin PT(D3)maJ: + PT(Dg)mzn

Ja a previsibilidade (como o préprio nome sugere) pode ser entendida como
a probabilidade de prever (ou advinhar) corretamente o caminho do quanton. Assim,
consideremos o estado do quanton apds o primeiro divisor de feixe. Como vimos an-
teriormente, se' T = 0 ou 1, sabemos com probabilidade igual a 1 o caminho, enquanto

40u também preditibilidade.
SEm analogia as franjas de intereferéncia que possuem constraste, como exemplificado pela figura
2.3.
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Figura 2.3 — Constraste das franjas de interferéncia (DIMITROVA; WEIS, 2008)

que, se T = R = 1/+/2, i.e., se o quanton tiver probabilidade igual de ser refletido ou
transmitdo no BS1, a nossa capacidade de prever o caminho é nula. Logo, podemos
ver que a preditibilidade deve ser uma fungdo das probabilidades de transmissdo e
reflexdo. Uma possivel definicao é dada por

P:=|T* - R*|,

(2.16)

que implica na relacao de complementariedade P? + V? = 1, obtida por Greenberger
e Yasin (GREENBERGER; YASIN, 1988). Alem disso, vale ressaltar que a previsibili-
dade é o mdodulo do valor esperado do operador o5, que mede o caminho tomado pelo
quanton, associando ao autovalor 1 o caminho |1), e ao autovalor —1, o caminho |2).
Enquanto, a visibilidade é o médulo do valor esperado do operador o, = o1+ io,, uma
vez que o unico elemento ndo-nulo desta matriz esta fora da diagonal principal, sendo
associada a interferéncia entre os dois estados, onde {o;}?_, sao as matrizes de Paull.
Para ver isso, lembremos que

e R T ] 17

enquanto que o estado apés BS1 é dado por |v) = T'|1) + iR |2). Logo,

P = [(os)y| = [ losl)] = |(T (1] = iR (2)os(T |1) + iR 2))
= (T (1] = iR 2)(T|1) — iR |2)]
- |17 - |
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V= |(02),] = [{loe i) = 20(T (1] iR D)o (T 1) + iR |2))]
= 2(T (1] = iR (2]) iR 1)
=2TR.

Por fim, vale ressaltar que, se ao invés de um interferémetro de MZ, usassemos um
interferémetro de fenda dupla, a analise seria analoga. O estado logo apos BS1 seria
equivalente ao estado apos a fenda dupla e variar ¢ é equivalente a variar a posicao no
qual analisamos as colisées no anteparo, i.e., a diferenca de fase em um experimento
de fenda dupla é dada pela diferengca de caminhos percorridos pelo quanton ao sair
de cada fenda.

Para terminar esta breve revisdo sobre os postulados da mecanica quantica,
devemos ainda mencionar como lidar com sistemas compostos: suponhamos que
para um sistema A atribuimos o espaco de Hilbert # 4, € a um sistema B atribuimos
o espacgo de Hilbert Hz. Qual espaco devemos atribuir ao sistema composto AB?
Para comecar, vamos considerar que os dois sistemas ndo interagem um com o outro,
e que é possivel manipular os sistemas A e B separadamente. Assim, se o estado
do sistema A € descrito por [¢)) € H4 e medimos o observavel X = . x; [z;)z;le,
analogamente, dado que o estado do sistema B € descrito por |¢) € Hp e medimos o
observavel Y = >, yi |ux)Xyk|, espera-se que ndo haja correlagdes entre eles, i.e., a
probabilidade conjunta de obter o valor z; e y;, € o produto das probabilidades indivi-
duais:

Pr(zj, yel), 0) = Pr(z;, ) Pr(ye, ¢). (2.18)

Este resultado para sistemas nao correlacionados sugere algum tipo de produto entre
0s espacos individuais H4 e Hp. Além disso, para preparacdes independentes dos
sistemas A e B, devemos ter um mapa H4 x Hp — Ha g, onde H, p é 0 espago de
Hilbert composto do sistema AB. Para variaveis aleatérias classicas emprega-se o
produto cartesiano.® No entanto, como as probabilidades na mecénica quéantica séo
obtidas a partir do produto escalar, o produto cartesiano entre os espacos individuais
implicaria na soma das probabilidades de maneira que somos levados a considerar o
produto tensorial dos espacgos individuais, uma vez que é a estrutura matematica que
reproduz a equacao (2.18) (MELO; CHAVES, 2019). Assim, se o sistema quantico
em questao for composto por varios subsistemas, seu estado € descrito por um vetor
normalizado [¢) no espago de Hilbert composto que é obtido tomando-se o produto
tensorial dos espacos de cada subsistema, i.e., Hap.. = Ha ® Hp.... Além disso,

8Por exemplo, dado dois sistemas S e S’, o estado de tal sistema é caracteriza pela posicdo e
momento de ambos (xz, p, 2’,p’), de modo que o espago de fase pode ser identificado com R? x R2.
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a dimenséo do espago composto cresce com o produto das dimensdes individuais:
dim(Hap.) = dim(Ha)dim(Hg)..., enquanto que a dimensdo de um espago vetorial
construido pelo produto cartesiano € dado pela soma das dimensdes dos espacos
individuais. Isso significa que ha mais configuracbes possiveis para estados de um
sistema na MQ em comparacao a MC.” A definicdo de produto tensorial entre espagos
vetoriais e suas propriedades é revisada no apéndice A.

2.2 OPERADOR DENSIDADE

Considere a seguinte situagdo: quando pressionamos um botdo em uma ma-
quina, ela prepara com probabilidade p; um sistema quéantico no estado |¢;), com
probabilidade p, ela prepara o estado |i,), e assim por diante até a n-ésima prepa-
ragao |1,) que acontece com probabilidade p,, onde p;, > 0Vi=1,...ne ) .p, = 1.
Em cenérios como este, que denominamos de mistura estatistica, a Unica informagéo
de que dispomos € a existéncia de probabilidades de que o sistema se encontre em
algum dos possiveis estados |i;), e, portanto, é preciso descrevé-lo como uma com-
binacdo entre estes diferentes estados, dispondo apenas do conhecimento da pro-
babilidade p; associada a |¢;), sendo que os estados [|¢;) ndo sdo necessariamente
ortogonais. Por exemplo, consideremos o observavel X de modo que, para cada me-
dida de X, o sistema estara em um dos estados |¢;), i« = 1,...,n. Assim, para cada
conjunto de quantons no estado |¢;) para algum i, continuara valendo a regra de Born:
Pr(z;,¢:) = |{z;]¢;)|°, de modo que a probabilidade de ocorréncia do valor z; sobre
todo o ensemble {p;, |¢;)}}_, € a média dessas probabilidades, i.e.,

Pr(x;, {p:, [vi)}) = ZPZPT(% i) = sz-uxjrwm?
= ipz— (5193 <¢z~|l'j>z
= (3;'\ (sz- [i)(Wbil) |5
= <ﬂfj\p\zwj>7 (2.19)

onde p := ). p; [1;)(1;| € denominado de operador (ou matriz) densidade e representa
a descricdo do sistema dado o conhecimento que temos sobre sua preparagdo.t A
matriz densidade nos permite descrever situagdes, como a que descrevemos acima,

’Como ressaltado por alguém famoso, embora ndo exatamente no contexto de produto tensorial:
"there’s a lot of room left in Hilbert Space."

8 A maneira usada aqui para introduzir o operador densidade, em termos de um ensemble estatistico,
foi devida a John von-Neumann no contexto da mecéanica estatisica quantica (NEUMANN, 1927)
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onde temos alguma ignorancia sobre a preparacao do sistema quantico. Note que
temos dois tipos de incerteza, a "classica", codificada nas probabilidadades dos dife-
rentes estados do ensemble {p;, |¢;)}", , € a "quéntica", devida ao fato de que cada
estado |¢;) pode estar em uma superposicao de autovetores do observavel a ser me-
dido. Ainda, vale ressaltar que a situagao descrita acima n&o corresponde a preparar
o sistema no estado [¢) = ). p;|¥;), uma vez que isso representa que a maquina
sempre prepara o estado |¢)) com probabilidade igual a 1. Assim, para o cenario em
gue temos pleno conhecimento sobre a preparacao de um sistema quantico, e temos
certeza de que cada elemento do conjunto é preparado no mesmo estado quéantico
|v), dizemos que o estado do sistema é puro, de modo que matriz densidade associ-
ada é |[v) — p = [¥)v|, sendo possivel notar que todo estado descrito por um vetor em
‘H corresponde a um operador densidade. No entanto, o inverso ndo é verdade, nem
todo sistema representado por um operador densidade corresponde a um vetor em H.
Para isso, basta ver que ndo é possivel construir |¢) € H tal que p = >, p; [1i)(Wil.
Logo, o operador densidade é a maneira mais geral possivel de descrever um sistema
quantico e, portanto, no caso em que o conjunto € composto por dois ou mais esta-
dos, ou seja, quando ndo temos controle total sobre a preparagéo do sistema®, entéo
dizemos que o estado do sistema é misto.

Ainda, definindo o operador linear Trago Tr : L(H) — C, onde L(H) € o conjunto
dos operadores lineares em #, como Tr A := Y3 (j|A|), onde {|j)}4m™ é uma
base ortonormal de # enquanto que A : H — H é um operador linear. Considerando
gue a base ortonormal em questéo € a base de autovetores do observavel X, entdo

Pr(ay, {pi, [00)}) = Te(la; )5 p) = Y (wilay) (5] p ) (2.20)
i V:du
= (zjlple;) - (2.21)

Analogamente, o valor esperado do observavel X pode escrito como (X) = Tr(pX).

2.2.1 Propriedades do operador densidade

Dada a definicdo p = }_.p;[1;)¢;], € imediato as seguintes propriedades
(BERGOU; HILLERY, 2013):

1. Normalizacdo: Trp = 1.

2. Hermiticidade: p = p'.

%0u quando ignoramos parte de um sistema conjunto, como veremos mais adiante.
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3. Positividade semi-definida: p > 0, i.e., (d|p|¢) > 0,V |p) € H 1°.

Teorema 1. Dado que p > 0 entdo seus autovalores {);}{™" sdo ndo-negativos.
Ademais, dado que Trp =1, entdo \; € [0,1], Vj =1, ..., dim H.

Demonstracdo. Como p € hermitiano (uma vez que p > 0), entdo ele possui decom-
posicao espectral em termos de seus autovetores, isto &, p = >, \; [$;)(¢;|. Agora,
por hipétese, (¢|p|p) > 0, V|p) € H. Em particular, consideremos um autovetor ar-
bitrério [¢) de p. Logo, (¢klpldr) = 22; Aj (Pkle) (d5léw) = 22; Ajdk = 0 implica em
A > 0,Vk =1,...,dimH. Agora, dado Trp = Ej A =1,e\; >0Vj, é necessario que
A\ €0,1]Vj=1,...4d O

Corolario 1. detp > 0.

Demonstracdo. Segue imediatamente do fato que os autovalores de p sdo néo nega-
tivos. u

Teorema 2. Umavezquep>0eTrp=1,entdop;; € [0,1]Vj=1,.. dimH.

Demonstragdo. Por hipotese, (¢|p|¢) > 0, V|¢) € H. Em particular, consideremos a
base computacional (|5))" = (§;1 ... ij ... diaim#), OU S€ja, @ Unica componente nao
nula de |j) € a j-ésima linha, entédo 0 < (j{p[j) = > ;. d;rpidj = pj; Vj. Além do mais,
como Trp =}, p;; = 1, restaque p;; € [0,1] Vj = 1,...,dimH. N

Teorema 3. O operador densidade é puro se, e somente se, Tr p* = 1.

Demonstragéo. (—) Supondo que p é puro, entdo 3 |¢) € H tal que p = ). Logo,
p> = p que implica em Trp? = 1. (+-) Agora, para mostrar a volta, lembremos que
p = p' e, portanto, possui decomposi¢do espectral dada por p = > ;A Pj, onde A;
sdo os autovalores de p e P, sdo os respectivos projetores espectrais. Assim, é de
imediato que p* = >, A\?P;. Como, pelo teorema 1, 0 < \; < 1, entdo A} < \; Vj, onde
a igualdade so é valida para \; = 1 para algum j. Somando sobre todos os indices
j, temos 3. A7 < 0.\ = 1, isto é, Trp? < Trp = 1. Mas, estamos supondo que
Tr p* = 1, note que isso s6 é possivel se \; = 1 para algum j em particular, de modo
que X\, = 0 Vk # j, 0 que implica em p = P;, ou seja, p € puro. O

Ademais, como visto na prova acima, em geral, temos que Trp? < 1, de modo que
Tr p? serve como uma medida de pureza de um sistema quéntico. Tal propriedade sera
de extrema importancia no préximo capitulo, onde iremos obter relacées completas de
complementariedade explorando a pureza de um sistema quantico de muitas partes.
Também fixada uma base de referéncia, como a base computacional, temos que p;;
descreve a probabilidade de um certo estado |i) estar populado, i.e., {p;}L, pode

100 fato de p é positivo semi-definido implica que p é hermitiano.
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ser interpretado como uma distribuicdo de probabilidade classica e os elementos p;;
sdo denominados de populagdes. Enquanto que p;;, i # j, descreve os efeitos de
interferéncia entre os estados |i) e |j). Assim, voltando ao exemplo 1, é possivel
escrever as medidas de visibilidade e previsibilidade em termos dos elementos do
operador densidade, isto €,

V =2[p1a|, P =lpu— pal, (2.22)

sendo possivel notar que a visibilidade é igual a medida de coeréncia quantica norma-
l; (BAUMGRATZ; CRAMER; PLENIO, 2014), que sera discutida na prdéxima secao. E
agora é possivel entender por que a relagéo obtida no exemplo 1 sempre satura, i.e.,
P? + V% =1, ja que o estado preparado antes de passar no primeiro divisor de feixes
€ puro. Logo, podemos associar em cada etapa do interferémetro de MZ um vetor no
espaco de Hilbert. No entanto, se o estado preparado, em geral, ndo é puro, temos
que

P2+ V2= |pi — pao* + Alpual* < py + P2 + 2| p1a’
= Tr p?
<1, (2.23)

onde, na primeira desigualdade, usamos o fato de que \pu]Q < p1ipee. Tal fato sera
provado mais adiante e decorre imediatamente de p > 0.

2.3 COERENCIA QUANTICA

Na secao anterior, vimos que os elementos da diagonal principal do operador
densidade s&o denominados de populagdes e que eles estao diretamente relaciona-
dos com uma distribuicdo de probabilidades classica e, portanto, com a capacidade
de prever em qual estado o sistema se encontra. Enquanto isso, os elementos fora da
diagonal principal descrevem superposicdes entre os diferentes estados e, portanto,
estéo ligados com o aspecto ondulatério do sistema e tais elementos sdo denomina-
dos de coeréncias. Logo, nessa secao definiremos medidas de coeréncia que servem
para quantificar o quanto de superposicao ha entre os autoestados de um observavel
fisico que formam uma base ortonormal.

Em (BAUMGRATZ; CRAMER; PLENIO, 2014), os autores estabeleceram con-
dicbes minimas que quaisquer medidas de coeréncia devem satisfazer. Vale aqui
ressaltar que os critérios para medidas de coeréncia ndo sao 0s mesmos critérios
para medidas de visibilidade. Tanto que, como veremos mais adiante, a coeréncia
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de Hilbert-Schmidt (ou norma-i,) é considerada uma boa medida de visibilidade, en-
quanto que nao satisfaz todos os critérios para uma boa medida de coeréncia. Ade-
mais, a existéncia de superposicao entre estados na descricdo de uma unidade de
informacéo’ implica em importantes consequéncias no processamento, armazena-
mento e distribuicdo de informacgéo, o qué acabou dando origem a ciéncia da infor-
macgao quantica. Nessas condi¢cdes, a medida de coeréncia quantifica a existéncia
de superposi¢do de estados em relagdo a uma base convenientemente escolhida de
acordo com o sistema de interesse de modo que tal propriedade exige um certo custo
para que ela possa existir e pode ser visto como um tipo de recurso que é utilizado
por algum protocolo. Assim, podemos considerar a coeréncia como um importante
recurso para realizacao de protocolos dentro da area de informagao quantica, dando
origem a teoria de recursos de coeréncia (STRELTSOV; ADESSO; PLENIO, 2017).
Ha na literatura diversas formas de se quantificar coeréncia (STRELTSOV; ADESSO;

PLENIO, 2017). No entanto, aqui nos restringiremos a 4 medidas de coeréncia, sendo
duas delas baseada em norma de matrizes e duas delas em termos de entropia:

1. Uma das formas de mensurar a coeréncia € através da distancia entre p e 0
estado incoerente mais proximo, onde o estado incoerente numa base de refe-
réncia € dado por ¢ =, ¢;;j)jl, onde vj; € [0,1] € 3155 = 1.

» Coeréncia de Hilbert-Schmidt (ou norma-i,):

o 2 — N2
Cha(p) == min ||p — 4[|, rpelpz]; [(p = )il
‘77

: 2
= i Z Pk — L0k ]
gk

=3 Joul (2.24)

JF#k

onde [|A|,, = VTr ATA = /3., |A;|* e I é o conjunto de todos os ope-
radores densidade incoerentes. Nesse caso, obtemos que o estado incoe-
rente mais préximo possui os elementos da sua diagonal igual os elementos
da diagonal de p na base de referéncia: ¢, = pgiag = Zj pii 1301 -

» Coeréncia norma-/;:

d d
Cuy(p) = min|[p — elly, = min D [(p— o)l = min Y [pje — 1051
k=1 k=1

= Z |pjk’v (225)

ik

110 famigerado qubit.
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onde [|All,, = >_; . [Ajx]. Novamente, 1, = paiag = >_; pjj [7)J] -

2. Também é possivel definir medidas de coeréncia através da entropia relativa, ou
também, mais recentemente, a partir da entropia de Wigner-Yanase (ou Wigner-
Yanase skew information) (YU, 2017):

» Coeréncia baseada na entropia relativa é definida como:
Cre(p) = rflelp Son(pl|t) = Svn(pdiag) — Sun(p), (2.26)

onde Sy, (p||lt) := Tr(plnp — plne) é a entropia relativa e S,,(p) :== —Trplnp
€ a entropia de von Neumann.

» Coeréncia de Wigner-Yanase:

Cun(p) 1= 3 T30 = =5 3 (V5 1))
= S 1GIVAIR)E = 301Vl

J

= 1{GIVAlk) P, (2.27)
Jj#k
onde X" Luy(p, [5)]) = =1 32, Te(([y/p. 15)i1])?) é a informagao de Wigner-
Yanase (WIGNER; YANASE, 1963).

Dentre essas medidas, como mencionado anteriormente, C},, ndo é considerada uma
boa medida de coeréncia pois ndo satisfaz a condicdo de nao aumentar sob operacdes
incoerentes (BAUMGRATZ; CRAMER; PLENIO, 2014). No entanto, como mostrare-
mos, satisfaz todos os critérios para uma boa medida de visibilidade. Além disso, é
interessante notar que € possivel definir Cj,s como Cis(p) := Si(paiag) — Si(p), €m ana-
logia com C...(p), onde S; é entropia linear que sera definida mais adiante. Logo, para
finalizar esta secéo, enunciaremos os critérios para visibilidade e previsibilidade esta-
belicidos por (DURR, 2000; ENGLERT et al., 2008). Para visibilidade, considerando
d = dim H, os critérios sao dados por:

V1 V deve ser uma funcao continua dos elementos do operador densidade.

V2 V deve ser invariante frente a permutacdes dos indices que rotulam o caminho
do quanton ao longo do interferobmetro (ou, de maneira mais geral, que rotulam
o estado do sistema quéntico).

V3 Se p;; = 1 para algum j, entdo V' deve atingir seu valor minimo, uma vez que o
estado do quanton é conhecido.

V4 Se p é puro e {p;; = 1/d}9_,, entdo V deve atingir seu valor méaximo.
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V5

V6

V' néo pode aumentar quando o médulo de um elemento p;, com j # k diminui
de uma quantidade infinitesimal.

V deve ser uma fungdo convexa, i.e., V(Ao+(1—-X\)n) < AV (o)+(1—-A)V(n), com
0 < X <1eo,nsendo matrizes densidade, uma vez que uma mistura classica
de estados quanticos, representado por Ao + (1 — \)n, ndo é capaz de aumentar
a superposi¢ao quantica do sistema.

Enquanto isso, os critérios para previsibilidade sado definidos como:

P1

P2

P3

P4

P5

P6

P deve ser uma funcao continua dos elementos da diagonal do operador den-
sidade, uma vez que os elementos diagonais representam uma distribuicdo de
probabilidades.

P deve ser invariante frente a permutacdes dos indices que rotulam o caminho
do quanton ao longo do interferdbmetro (ou, de maneira mais geral, que rotulam
o estado do sistema quéantico).

Se p;; = 1 para algum j, entdo P deve atingir seu valor maximo, uma vez que o
estado do quanton é conhecido.

Se {p;; = 1/d}%_,, entdo P deve atingir seu valor minimo, independentemente

se p é puro ou misto, uma vez que todos os estados sdo equiprovaveis.

Se p;; > pui, para j # k, entdo o valor de P ndo pode aumentar se as probabili-
dades sdo equalizadas. Isto €, fazendo p;; — pj; —€ € prr — prr+€, parae € Ry
eexk 1.

P deve ser uma fungéo convexa, i.e., P(A\o+(1—\)n) < AP(o)+(1—\)P(n), com
0 < X <1 eo,nsendo matrizes densidade, uma vez que uma mistura classica
de estados quéanticos ndo aumenta a capacidade de previsao.

Dos critérios mencionados acima, talvez o menos 6bvio (ou intuitivo) seja o

critério V4. Para entendé-lo, consideremos um qubit descrito pelo operador densidade
na base computacional p = Z;k:O pik |7)(k|. Em geral, temos que

1
0<1-Trp"=1=> |pul”

j,k=0
=1- P(2)0 — P - 2|p01|2

=1-(1- ,011)2 - 031 - 2|001|2

=2p11(1 — p11) — 2|poa |*, (2.28)
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onde foi usado o fato de que Tr p = 1. Da equacéao acima, decorre imediatamente que

|p01|2 < Poop11, (2.29)

com a igualdade sendo valida apenas se o estado for puro. Assim, como os elemen-
tos fora da diagonal estdo ligados a interferéncia entre os diferentes estados e tais
elementos sdo majorados pelas populacdes, a fim de que visibilidade (e também me-
didas de coeréncia) atinja seu maximo, é necessario que o estado seja puro. Além do
mais, |po1| atinge seu valor maximo quando py = p1; = 1/2. Para o caso geral, basta
lembrar que p € uma matriz positiva semi-definida. O que implica que todas as suas
sub-matrizes principais'? séo positivas semi-definida (ZHANG, 2011). Tal afirmagéo é
provada no apéndice B. Por exemplo, vamos nos restringir as sub-matrizes principais
2 x 2 de p:

Paxo = Pig Pik , paraalgum j e k tal que j # k. (2.30)

Pki  Pkk

Dado que p2x2 > 0, entdo det pow2 > 0, € portanto,

loil” < pjiprns (2.31)

com a igualdade sendo valida apenas se p é puro. Assim, podemos ver que as coe-
réncias sao sempre majoradas pelas populacdes. Ademais, vale mencionar que um
estado incoerente do tipo ¢ = >_,¢;;[j)(j| € um estado classico. Por exemplo, po-
deriamos quantificar a probabilidade de obter cara ou coroa no langcamento de uma
moeda através de tais operadores. De fato, podemos atribuir o surgimento de um
estado classico (mais geral, do ’'mundo classico’) devido ao processo de decoeréncia
(ZUREK, 2003). Decoeréncia é o processo de perda da coeréncia devido a interagao
com o ambiente (ou com o resto do universo) no sentido de que comegcamos com um
estado p = [¢) (| puro e, devido a interagdo com o0 ambiente e possivel geracdo de
correlagdes entre eles, o estado de interesse acaba no estado ¢ = paiay = >_; ¢55 7).
Nesse caso, 0 ambiente pode ser tanto outros sistemas quanticos de interesse, que
temos controle sobre, quanto sistemas no qual ndo temos controle.’ O proprio vacuo
guantico pode desempenhar o papel do meio ambiente, uma vez que consiste em um
conjunto infinito enumeravel de modos eletromagnéticos de vibracdo que se acoplam
a sistemas fisicos. Isso significa que a informacao esta sendo compartilhada com ou-

2Uma submatriz principal de uma matriz A € C**" é uma matriz obtida de A eliminando-se sua
k-ésima linha e sua k-ésima coluna, com k < n. E possivel deletar mais de uma linha e coluna corres-
pondente.

13E como se o ambiente estivesse continuamente realizando medidas sobre o sistema de interesse,
de modo a apagar as superposi¢des do sistema em questao.



46

tro sistema e este tipo de correlacdo quéantica pode ser vista como responsavel pela
perda de pureza de cada subsistema de tal forma que, para estados maximamente
emaranhados, néo é possivel obter informagdes sobre as propriedades locais' dos
subsistemas. Por isso também, exige-se que para uma medida de visibilidade atingir
seu maximo, p deve ser puro.

2.4 SISTEMAS DE VARIAS PARTES E EMARANHAMENTO

No final da se¢éo (2.1), vimos que a um sistema quéantico composto de duas ou
mais partes, atribuimos um espaco de Hilbert global que é dado pelo produto tensorial
dos espacos de Hilbert individuais. Isso permite configuracdées que nao sao possiveis
guando temos o produto cartesiano entre os espagos individuais, que normalmente
temos entre sistemas classicos. Por exemplo, consideremos um sistema composto de
dois subsistemas, A e B, ao qual atribuimos o espaco de Hilbert H p ~ Hs ® Hp.

Considerando bases ortonormais {|i) .} 47, {|5) ;11 **~" dos espagos Ha, Hg,
respectivamente, entéo o produto tensorial {|i), ® [5),} e ™71 forma uma

base ortonormal em H 45 (NIELSEN; CHUANG, 2000). Se o estado do sistema como
um todo € puro, entao 3 |V) , , € Hap tal que

W) up =D aijli), @)= aili.f)ap, (2.32)
1,

ihj

com > .. la;;|* = 1, enquanto que o operador densidade associado & |+ & dado por

pap =Y ayayli.j) s p k1, (2.33)

i7j7k7l

e, de maneira geral, um estado misto bipartido € descrito por

pAB = Z Piji |6 J) 4 p (K 1] - (2.34)

i?j)k:7l

Assim podemos ver que, se pyu = aijay, €ntdo pap € puro. Agora, supondo que
estamos interessados em medir o observavél X 4 do sistema A, sem medir observavel
algum do sistema B, entao, por abuso de notacao, escrevemos X, = X4 ® I, onde

14Nessa dissertagao, propriedades locais significa previsibilidade e visibilidade (ou coeréncia).
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I € o operador identidade. Assim, o valor esperado de X 4 é calculado a partir de

(Xa) =Tr(papXa®Ip) = (m,n|(papXa®Ip)|m,n),

m,n

= Z m,n|( Z pij |1 j>A,B (k,1))(Xa ® Ig)[m, n>A,B

i,7,k,l
—Z > pism m\ (1) (k] Xa lm) (Ul s |n)
m,n i,5,k,l 6n] 5ll,n
= ik k|XA |z'>7 (2.35)

i7j7k

0 que nos motiva a definir o traco parcial sobre B:

Trp(la) 4 (@' @ [b) g (V']) = |a) 4 (@] Tr(16) g (V') = |a) 4 (@] (OID) ,

sendo o trago parcial um mapa linear tal que Trp : L(Hap) — L(Ha) (MAZIERO,
2017a)™. Similarmente, é possivel definir o traco parcial sobre A. Assim, o trago
parcial mapeia o operador densidade do sistema AB em um dos operadores den-
sidades reduzidos A ou B, i.e., px = Trypxy, X,V = A, B . E interessante notar
que a versao quantica de uma distribuicdo de probabilidade € um operador densi-
dade; ja, a versdo quantica de marginalizagdo é o traco parcial; enquanto, que a
versao quantica de uma distribuicdo de probabilidade marginal € um operador den-
sidade reduzido (BRADLEY, 2020). Assim, voltando a equacao (2.35) e notando que
>, vk = (il (Trg pap) |k) = (i| palk) = pji € um elemento do operador densidade
reduzido do sistema A, temos

= pigas (k[ Xali) = ZHPAVC) (k| Xaz)

4,5,k
= Z il pa( ZVf (k) XA Z (tlpaXalt)
= Tr(paXa), (2.36)

onde Tr = Tr,, uma vez que a equacao acima nao faz nenhuma mengao ao subsis-
tema B. Ou seja, se temos um sistema composto e temos acesso a uma das partes do
sistemas, ndo é necessario continuar descrevendo a estrutura matematica do sistema
gue nao temos acesso. Assim, se realizarmos medidas do observavel X, no sistema
A, a principio, o valor esperado de tal observavel é dado por (X4) = Tr(pasXa ® Ip),
onde nesta expressao consideremos a estrutura matematica do sistema como um
todo. Por outro lado, acabamos de mostrar que Tr(papXa ® Ig) = Tr(paXa), de

1°Tal definigao ¢ equivalente a definir o trago parcial sobre B como Trp(A® B) := >, I4 ® (b| (A ®
B)I4®|b) = ATr B.
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modo que o lado direito apenas envolve operadores atuando em # 4, € assim o sis-
tema B pode ser ignorado por completo. Vale mencionar aqui que é possivel introduzir
o operador densidade através da seguinte equagao pa = Trp V)|, 5 V4 5, OU SE€ja,
a partir do descarte de parte de subsistema de um sistema composto.

Agora, consideremos |V) , , € H.ap descreve um sistema composto cujo estado
é produto dos estados individuais, i.e., |¥), , = [¢)) , ® [$) 5, Onde [V)) , € Ha € |p) 5 €
‘Hp. Entéo é possivel observar que ndo ha correlagdes entre medidas realizadas nos
sistemas A e B separadamente. Por exemplo, sendo X 4 € Y observaveis de A e B,
a probabilidade de obter conjuntamente os autovalores z; e y; € dado por

Pria;, @) = Tr(19) 4 p (O] (J73)a50,0 @ lonl )
= > fmonl (XL loedail) @ (16Xl lyedue) ) I, m) s s

= (D ()L el ) ) (D ] (19X lyedonD) I )

n

= Te()] 4 [zx)el) Tr(| o) s lye)ul)
= Pr(a;, ) Pr(ye, 9), (2.37)

mostrando que ambos os eventos s&o independentes. Logo, o estado [¥) , ; = [¢) , ®
|¢) 5 € descorrelacionado e sugere a seguinte definicdo:

Definicao 1. Um estado |V) , ;, € Hap € dito separavel (ou descorrelacionado) se 3
[)a € Haelo)y € Hptalque V), = [¢), @ [¢)p.

Seja um sistema quéanticos de dois qubits'® descritos na base computacional,
consideremos o0s seguintes estados:

Exemplo 2. Um exemplo possivel de estado separavel € dado por
1
’\D>A,B = §<‘OaO>A,B + ’O> 1>A,B + ‘170>A,B + ’17 1>A,B)> (2.38)

uma vez que pode ser escrito como
1 1
W) ap = E(IOM +1a) @ ﬁ(l% +p) =), @|d)p- (2.39)
Exemplo 3. Agora, consideremos o seguinte estado:

O, = %ﬂo,om LT, (2.40)

Tal estado ndo pode ser escrito na forma |9%) , , = |¢) , ® |¢), i.€., nG0 € possivel
encontrar 1), € Ha € |)p € Hp tal que |D%), 5 = [¢), @ |¢)5. Para ver isso,

18Dois sistemas de dois niveis.



49

basta supor que existe ) , = a|0) , + 5 |1) 4 € |¢) 5 = 7]0) 5 + & |1) 5, tomar o produto
tensorial entre os dois estados e igualar com a equagao acima, de modo que obtém-se
0 seqguinte sistema de equacbes

ay=1/V2, ad =0, (2.41)
By =0, 86 =1/V2, (2.42)

para o qual ndo ha solucdo. Ademais, podemos ver que as medidas séo correlaciona-
das. Também, é interessante observar que o0s estados reduzidos dos subsistemas sao
maximamente mistos, isto é, px = pp = 5(|0X0] + |1)X1|), sendo um estado classico.
No contexto de interferometria, por exemplo, tanto a previsibilidade quanto a coerén-
cia sdo nulas, ndo sendo possivel obter nenhuma informacédo local dos subsistemas,
vendo assim que a falta de pureza dos subsistemas (propriedades locais) esta direta-
mente ligada a correlagdes entre os subsistemas, dado que o sistema global € puro.
Se um dos subsistemas € um quanton no interferémetro de MZ e o outro pode ser con-
siderado como o ambiente (ou até um detector), vemos que a informagao do estado
do quanton ‘vazou’ para o ambiente, sendo possivel, em principio, obter informagcdes
sobre o0 quanton de interesse, fazendo medicdes sobre o ambiente. Neste caso, ndo
temos mais superposicao dos estados do quanton, mas sim emaranhamento com ou-
tro subsistema.

A partir do exemplo anterior, € possivel perceber uma das principais diferencas
entre a MQ e a MC, isto é, que o conhecimento sobre o todo, ndo necessariamente
implica no conhecimento completo sobre as partes, como ressaltado por Schrédinger
(SCHRODINGER, 1935). E também, sugere a seguinte definicéo:

Definicao 2. Se um estado puro |V), , € Hap ndo € separavel, entéo ele é dito
emaranhado.

Teorema 4. Decomposicdo de Schmidt. Todo estado puro bipartido em H 5 pode ser
escrito na forma

min(da,dp

)
Wlap= X VAo, (2.43)

onde {|1;)}%4,, {|$:)}¢2, sdo bases ortonormais em H 4 e Hg, respectivamente. Além
disso, dy = dimHy, X = A, B.

Demonstracdo. Considerando uma base ortonormal {|¢;) , ® |j>B}§f§f{3 € Hap, qual-
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quer estado puro bipartido pode ser escrito como

|‘I’>A,B:Zaij|¢ ®|JB—ZW) ®Zaij‘j>3

—Zw @ i) (2.44)

onde [¢;)z := >_;a;;|j) de modo que |¢;); N@0 € necessariamente ortogonal. Sem
perda de generalidade, consideremos que d, < dp, de modo que o somatdrio em i
corre de 1 até d,. Tomando o trago parcial sobre B de p = [¥), ; (V], temos que o
operador densidade reduzido

pPaA = Z (il @5) [wa)Ws] = Z Ai [Yi il (2.45)

ihj

é diagonal'” se (¢;]|¢;) = \id;;. Assim, definindo a;; := \/\;5;;, temos que

da
U)ap =D VAl ®00) 5. (2.46)

]

Vale ressaltar que, dada a decomposi¢cao de Schmidt, o espectro de autova-
lores de p4 e pp S80 iguais uma vez que pa = > . A [iXwi] € pp = D, i [oi)@il. A
partir dai, € possivel usar como critério tais autovalores para determinar se um estado
puro composto € ou ndo emaranhado: se A\; = 1 para algum j, e \; = 0,Vi # j, entdo
o estado é separavel, uma vez que [¥), , = |¢;), ® |¢;) 5 €, portanto, p4 € pp tam-
bém séo estados puros. Caso contrario, |¥), , € um estado emaranhado, com pa, ps
representando estados mistos. Ademais, \; sdo denominados de coeficientes de Sch-
midt. Agora, dado que sabemos que estados mistos podem ser gerados tomando o
traco parcial de um estado bipartido puro emaranhado, € possivel fazer o inverso? Isto
€, dado um estado misto, € possivel obter um estado puro em um espacgo de Hilbert
composto? A resposta a esta pergunta € positiva e € conhecida como teorema da
purificagao.

Teorema 5. Teorema da purificacdo. Seja p, uma matriz densidade atuando em
H4. Entao, é possivel construir um segundo espaco de Hilbert Hp e um estado puro
(W) 45 € Hag tal que py = Trp |\I/)A73 (0.

Demonstracdo. Como p, € um operador hermitiano, consideremos sua decomposicao
espectral py = >, A [¢i)(¢i], onde [¢;), ¢ = 1, ..., d4 forma uma base em # 4 composta

7E sempre possivel diagonalizar tal operador através de uma transformagao unitaria dado que opera-
dores unitérios levam bases ortonormais em bases ortonormais (BENGTSSON; ZYCZKOWSKI, 2017).
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pelos autovetores de p,. Definindo Hz como uma cépia de H, com mesma dimensao
esejali)y, i = 1,...,d4 base ortonormal de H 5, entédo, pela decomposi¢éo de Schmidt,
temos que V), ; = >, VA [1hi) 4, ® |i) ; de modo que

———
62’]

pa=Trp W) p (U = D /A [is] Tr(li))
=D il (2.47)

]

Tal teorema € de extrema importancia para obter relagbes completas de com-
plementariedade, uma vez que partimos da hip6tese de que é sempre possivel achar
um estado puro multipartido no qual o sistema de interesse faz parte. Ademais, vale
ressaltar que a purificacdo ndo é unica. Ou seja, existem varios estados puros multi-
partidos que dao o mesmo operador densidade reduzido.

Agora, voltando ao estado do exemplo 3, [®F) , , = 5([0,0), 5 + [1,1), ), €
consideremos dois personagens famosos em informagdo quéantica: Alice, de posse
do qubit A, e Bob, de posse do qubit B. Supondo que Bob mede seu qubit na base
computacional e obtém 0. Entdo o postulado da medida nos diz que a partir deste
momento o estado compartilhado € |0,0), e o qubit de Alice passou de algo indeter-
minado para |0). Einstein se referiu a este efeito como "spooky action at a distance”,
e viu ai algo estranho. O que levou a seguinte pergunta: € possivel transmitir infor-
macao através dessa acao fantasmagérica? Por exemplo, consideremos 0 seguinte
protocolo: caso Bob deseje enviar o bit 0, ele deve obter o resultado 0; caso ele queira
enviar 1, ele deve obter o resultado 1. Mas Bob ndo pode obrigar sua medigao a re-
tornar o valor desejado, uma vez que o resultado da medicao € probabilistico. Além
disso, Alice ndo tem como saber em que base Bob mediu o seu qubit a fim de medir a
mesma base, a ndo ser que Bob comunique a ela. No entanto, nesse caso, Bob tera
que usar um canal classico para comunicar tal medida, quebrando qualquer possibili-
dade de comunicagao superluminal. O problema é que estamos interpretando o vetor
em um espaco de Hilbert como algo com realidade fisica, quando ele é apenas um
instrumento para calcular probabilidades'. Quando dizemos que o estado de Alice
colapsa para |0) quando Bob obtém 0, a afirmagéo concreta que fazemos é apenas
que Pr(a = 0|b = 0) = 1, isto &, a probabilidade de Alice obter o valor « = 0 dado que
b =0 éigual a 1. Mas isso ja sabiamos desde o comeco, uma vez que sabemos o
estado do sistema, pois tal estado é puro.

Teorema 6. Medicdes realizadas na parte A de um sistema quéantico ngo podem re-

18Vale ressaltar aqui que estamos nos apoiando sobre a visdo epistémica da fun¢éo de onda ou de
vetores no espacgo de Hilbert.
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velar informagbes sobre medicbes realizadas na parte B.

Demonstracdo. Consideremos que Alice e Bob compartilham um estado possivel-
mente emaranhado |V) € #H, g, € estdo realizando medi¢gdes com o0s observaveis
X e Y, respectivamente. Pelo bem do argumento, vamos supor que Alice e Bob estao
em planetas distintos. Entao a probabilidade de Alice obter o autovalor x € Bob obter
a saida y é dada por

Pr(e,ylX,Y) = |(@,y[0) = (0] ( [o)a| @ )yl ) 19, (2.48)

mas fazendo medigbes localmente sem qualquer comunicagéo entre as partes, Alice
tem acesso apenas as probabilidades marginais

Pr(e]X,Y) = > Pr(e,y|X,Y) = > (@] [z}l @ ly)ol ) [9)

Y Y

= (@] ([2)al @ D Iyl ) 19)

= (0] (|a)al @ I, ) ) (2.49)
= Pr(z]|X), (2.50)

uma vez que nao tem nenhuma dependéncia com as medicdes realizadas por Bob.
[

Isso ndo significa que n&o possa haver correlagéo entre os resultados de ex-
perimentos locais. Tal resultado também pode ser generalizado para o caso misto,
nesse caso € possivel mostrar que o operador densidade reduzido pg permanece in-
variante frente a qualquer medida local em A. Nesse sentido, ndo € dificil perceber
gue a mecanica quantica é uma teoria local (MELO; CHAVES, 2019). Tal fato é abor-
dado em (DEUTSCH, 2012). No entanto, é possivel mostrar que estas correlacdes
guanticas sao mais fortes que correlagdes classicas, uma vez que violam as famosas
desigualdades de Bell (BELL, 1964; CLAUSER et al., 1969).

Por fim, discutimos a relacao entre visibilidade e emaranhamento através de
um exemplo.

Exemplo 4. Seja |v;) a amplitude de probabilidade do sistema quéntico passar pela
i-ésima fenda (ou pelo i-ésimo caminho de um interferémetro de MZ), i = 0,1 de modo
que o estado do sistema é descrito por

¥) = Zai |43 (2.51)

tal que Zle la;|* = 1. A inteferéncia na tela (ou nos detectores) é descrita pela den-
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sidade de probabilidade da particula atingir a tela em uma particular posicdo = (ou
chegar em um determinado detector na posi¢ao x). Isto €,

| (z|¥) | Zw | () P+ afar (@) (y]2) | (2.52)
J#k

onde o segundo termo do lado direito da equagdo acima corresponde ao termo de
interferéncia.

Agora, é interessante considerar que exista um detector de caminho, ou ainda,
um grau de liberdade interno da particula que evolua no tempo (e que tal evolugcao
dependa do caminho ou da fenda) de tal maneira que este grau de liberdade se corre-
lacione com o grau de liberdade de caminho, como em (ZYCH et al., 2011). Isto &, o
detector de caminho também é um sistema quantico. Assim, a condicdo basica para
uma medida em MQ, de acordo com von Neumann (NEUMANN, 1955), € deixar que
o detector interaja com o sistema de interesse de modo que ambos se correlacionem.
Matematicamente, U(|y;) @ |1)) — |¢) ® |1;), onde |T) é o estado inicial do detector
e U representa o operador de evolugdo. Sendo |r;) 0s estados do grau de liberdade
interno (ou do detector de caminho) apds a evolugcgo, temos que o estado total do
sistema é descrito por

= Z“" i) ® |73) (2.53)

em geral tal estado é emaranhado, o que implica que a informagdo sobre a ampli-
tude de probabilidade pode ser codificada nos estados |r;). O operador densidade
associado ao estado do sistema é

p= Zaia; i) @ |7) (5] @ (7]
I (2.54)
= pig 95| © 1)1
ij

onde os estados |t;) sdo normalizados, mas ndo necessariamente ortogonais (ja que
nada garante que durante sua evolugdo, os estados finais serdo ortogonais). Assim,
tomando o trago parcial sobre os estados |1;), obtemos o operador densidade redu-
zido:
po="Trep =" pij (mjlm) [Whiwy] . (2.55)
2¥)

a visibilidade pode agora ser calculada usando-se o operador densidade reduzido, ou
seja,

V= 2[(4ho| py [¥1)]

(2.56)
= 2[po1|[{70]T1)],
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sendo interessante notar que, se os estados |1;) sdo ortogonais entre si, o estado
reduzido do sistema torna-se incoerente de modo que obtemos visibilidade nula. Isso
implica que é possivel obter informagéo de caminho através dos estados |r;). Ja, se
0s estados |;) ndo séo ortogonais entre si, 0s elementos fora da diagonal do estado
reduzido ndo necessariamente se anulam. No entanto, a visibilidade sera reduzida
por um fator |(;|7;)| em relagdo ao estado inicial, antes dos sistemas interagirem.

2.4.1 Monétonos de emaranhamento para estados globais puros

Assim como a coeréncia, o emaranhamento também é um recurso para rea-
lizar certos protocolos de informacao quéantica (VEDRAL et al., 1997; CHITAMBAR,
2019). Logo, uma pergunta imediata dentro desse contexto €: 0 quao emaranhado
um estado bipartido pode ser? Como veremos, quantificar o emaranhamento também
€ importante para obtermos relacbes completas de complementariedade. Aqui nos
restringiremos apenas a monétonos de emaranhamento para estados globais puros
dentro do contexto de complementariedade. Como para um estado bipartido puro,
|¥) 45> @ entropia de von Neumann 19°é nula, S,.(pas) = 0, 0 que implica que temos
a maxima informacao possivel sobre o sistema bipartido. Se S,,.(pa) = Swn(ps) = 0,
também temos a maxima informacédo sobre os subsistemas. Logo, pela decomposi-
¢éo de Schmidt, o estado bipartido |V) , , € separavel. Além disso, como o espectro
de autovalores dos estados reduzidos p4 € pp S@0 iguais, entdo S,,.(pa) = Sun(pB)-
Assim, se S,.(pa) = Sun(ps) # 0 temos que, ao nos restringimos aos subsistemas A
ou B, ndo temos mais a informagdo maxima sobre os mesmos, apesar de termos a
informagcdo maxima sobre o sistema total. Como ja vimos, isso implica a presenca de
emaranhamento, que sera tdo maior quanto maior a ignorancia sobre os subsistemas,
de modo que, se o estado bipartido puro € maximamente emaranhado, os subsis-
temas sdo maximamente mistos. Em particular, se dy = dgp = d e p, = %ZIT, com
T = A, B e I, sendo o operador identidade em .., entdo a entropia de von-Neumman
atinge seu maximo dado por Ind, onde d é a dimensdo dos subsistemas. Logo, €
natural definir uma possivel medida de emaranhamento®® de um estado |¥) , , como
(BERGOU; HILLERY, 2013)

E(|%), 5) = Son(pa) = Sun(pp). (2.57)

®Lembrando que entropia de von Neumann de um estado p é definida como S,,,(p) = — Trpln p.
20Nessa dissertagao, ‘medida de emaranhamento’ serd usada como sinénimo de mono6tono de ema-
ranhamento.
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Assim, é imediato ver que 0 < E(|V), ) < Ind, com E(|¥), ;) = 0 se, e somente
se, |V) , 5 € separavel. Ademais, qualquer medida de emaranhamento deve ser inva-
riante frente a unitarias locais, i.e., E(Us ® Up |V) 4 ) = E(|¥), ), onde Uya, Up s@0
operadores unitarios, uma vez que estados emaranhados permanecem emaranhados
frente a uma mudanca de base.

Também, como mencionado anteriormente, para um sistema quantico, 7rp? <
1, saturando a igualdade apenas para casos puros. Sugerindo assim a entropia linear
dos subsistemas como uma medida de emaranhamento

Sl(pT) =1-Tr p72'7 T = A7 B7 (258)

sendo que S;(pa) = Si(pp)- Também é possivel ver que, quando os estados reduzidos
sao maximamente mistos, a entropia linear atinge seu maximo S;"**(p,) = (d — 1)/d.
Novamente, 0 < S;(p,) < (d — 1)/d, com S;(p.) = 0 se, e somente se, o estado glo-
bal € separavel. Alem disso, S;(p,) é invariante por unitarias locais. No entanto, ha
mais um critério que € necessério levar em conta para estabelecermos uma boa me-
dida de emaranhamento?': qualquer medida de emaranhamento ndo deve aumentar,
em média, através de comunigao classica e operagoes locais (LOCC 22). Operagoes
locais sao operacoes realizadas em uma das partes do sistema bipartido e sédo ca-
racterizadas por (BERGOU; HILLERY, 2013): (i) introduzir um sistema auxiliar, sem
estar emaranhado com uma das partes; (ii) operagdes unitarias locais; (iii) medidas
ortogonais; (iv) ignorar parte do sistema.

A fim de exemplificarmos o que significa uma medida de emaranhamento nao
aumentar por LOCC, consideremos, por exemplo, a entropia de von Neumann dos
subsistemas e mostremos que tal medida n&do aumenta se fizermos medidas projetivas
locais. No entanto, antes € necessario mostrar que a entropia de von Neumann é uma
funcdo concava de p 22. Assim, consideremos a seguinte proposi¢éo

Proposicao 1. Seja A e B dois operadores hermitianos e positivos semi-definidos em
um espaco de Hilbert H. Entdo Tr(Aln B) — Tr(Aln A) < Tr(B) — Tr(A).

Demonstragéo. Seja |j), 1,...,n base que diagonaliza A e |m), m = 1,...,n base que
diagonaliza B. Assim,

A=) lnaj)jl.
J (2.59)
InB = Zlnbm |m)m|,

2Nesta dissertagdo, uma boa medida de emaranhamento significa um mon6tono de emaranhamento.
Monotonos de emaranhamento sao fungdes ndo negativas cujo valor ndo aumenta sob operacdes locais
e comunicacao classica (LOCC) (VIDAL, 2000)

22Sjigla para Local Operations and Classical Communication.

23Sobre fungdes concavas e convexas, ver apéndice C.
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de modo que Tr(AlnA) =3 a;lna; e
Tr(Aln B) Tr(Zaj In(by,) (7|m) |7) m]) Z] (jlm)a; In(b,,), (2.60)

mas, notando que

D Gm) P = Gilm) (mlj) = (| Z!m (m) ) = Gliy =1, (261)

m

€ possivel escrever

TrAln A= Z|(j|m>|2aj Ina,, (2.62)
Jm
de modo que
Tr(AlnB) — Tr(Aln A) Z |(i|m) [*a, ln( ) (2.63)

como Inz <z — 1, seja z = 2= e, portanto,
J

Tr(Aln B) — Tr(Aln A) < Z |<j|m>|2aj<i—“? -1)

= 2_1GIm)[(bm — a5)
= >l N1 lm) b = 3 G lmm]) 1) a

(2.64)
=2 mimybn =3 il e,
= me — Zaj
=TrB—-TrA.
H

Proposicao 2. A entropia de von Neumann é fungdo céncava de p.

Demonstragéo. Definindo A = pe B = Ap + (1 — A\)o, com p,o sendo operadores
densidade e )\ € [0, 1], entdo a desigualdade fica

Tr (p In(\p + (1 — A)a)) — Tr(plnp) < Tr <)\p . A)a) _Trp=0.  (2.65)
Agora, seja A=ce B=\p+ (1 —\)o de modo que

Tv (0 In(Ap+ (1 — )\)0)) — Tr(clne) < 0. (2.66)
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Multiplicando a primeira desigualdade por A\ e a segunda por (1 — \), e somando-as
temos que

AT (p In(hp+ (1 — A)a)) (1) Tr (0 In(Ap+ (1 — A)a)) < ATr(pln p)+(1-A) Tr(o Ino),
(2.67)
usando a linearidade do traco no lado esquerdo, vem que

Tr (()\p 4 (1= No)In(p + (1 — A)U)) < ATr(plnp) + (1 - N)Tr(clno),  (2.68)

ou seja,
Sun(Ap+ (1 =X)a) = ASun(p) + (1 = A)Sun(0), (2.69)

]

Proposicao 3. O efeito de medidas projetivas locais ndo aumenta, em média, o ema-
ranhamento.

Demonstragdo. Consideremos um sistema bipartido puro |V), , € Ha ® Hp €, tam-
bém, consideremos Alice e Bob?*, dois experimentalistas, de posse dos sistemas A e
B, respectivamente. Dado que Alice realiza medidas projetivas sobre seu sistema, os
possiveis resultados sdo rotulados pelo indice k£ e a medida ortogonal correspondente
é dado pelo projetor P, com >, P = I, e PP2 = P{0y,. Assim, Alice obtém
o resultado k com probabilidade p, = (¥|P{' ® I3|V), 5 de modo que o estado pés
medida sera p; ' P W) 45 (P P#. Como o estado reduzido de Bob ndo pode mudar,
caso contrario comunicagao superluminal seria possivel €, como ja vimos, isso nao é
possivel. Assim, o estado de Bob p6s medida é dado por

pBZEJ%ﬂA@;meuﬁwu%):§jﬂA@fwuﬁwUf)
k

—Z&&mem%mdzwmwm)

k
— Try <|\11>A73 (0| ) (2.70)

onde foi usado as propriedades de ciclicidade e linearidade do traco. Definindo o
emaranhamento médio como

1

E= zkzpkE(W(k»A,B), onde [¢®), = ¥

P 45 (2.71)

dado que Alice e Bob compartilham o estado |¢*)) , = com probabilidade p.. Sendo

24Personagens muito comuns dentro do campo de informagdo quantica. Embora, aqui no Brasil, po-
deriamos muito bem chama-los de Amary e Bacuara, cuja origem dos nomes é Tupi (MELO; CHAVES,
2019).
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pg) — TIA(}¢(k)>A,B <¢(k)|), entdao kakE(’¢(k)>A,B) => pksvn(pg)). Agora, notando
que

S oo =D peTral[e®) o WO =D g T (p B ) . (] B
k k

k
= PB; (2.72)

entao E(|\II)A,B) = S,n(pp). Pela concavidade da entropia de von Neumann, S, (pg) >
Dok kavn(pg)), segue que

E() 4 5) > Y meB([0™), ). (2.73)
k

]

A proposi¢cédo acima também é valida para entropia linear, dado que tal medida
também é cbncava em p. Tal demonstracao € feita no apéndice C.2. Por fim, vale
ressaltar que qualquer medida do grau de 'mistura’ dos subsistemas fornece um in-
dicativo da quantidade de emaranhamento entre A e B dado que o sistema global
é puro. Tais medidas de mistura podem ser expressadas na forma f(Tr. [¥), 5 (V]),
T = A, B, onde f(z) € um fung&o cbncava e unitariamente invariante (VIDAL, 2000),
ou equivalentemente, f(x) € uma fungdo céncava e invariante frente permutagées dos
elementos de uma distribuicdo de probabilidades (ZHU et al., 2017). Estas ideias séo
desenvolvidas no apéndice D. Tanto para entropia linear, quanto para entropia de von
Neumann, é possivel ver que essas condicdes sao satisfeitas.



3 RELAGCOES DE COMPLEMENTARIEDADE E O OPERADOR DENSIDADE

Este capitulo tem como objetivo obter relacbes de complementariedade entre
as medidas de coeréncia quantica mencionadas no capitulo anterior e suas correspon-
dentes medidas de previsibilidade. Para fazer isso, iremos explorar as propriedades
do operador densidade, quantificando assim o principio da complementariedade. A
verificacdo de que as medidas de visibilidade e previsibilidade obtidas satisfazem os
critérios estabelecidos em (DURR, 2000; ENGLERT et al., 2008) é feita no apéndice
E. Além disso, vamos mostrar como obter relacdes completas de complementariedade
explorando a pureza de sistema quéantico multipartido.

3.1 RELACOES INCOMPLETAS DE COMPLEMENTARIEDADE

A fim de exemplificar como € possivel obter relacbes de complementariedade
usando as propriedades do operador densidade, consideremos um qubit descrito por
um operador densidade p e exploremos o fato de que, em geral, S;(p) =1 —Trp?> >0
implica em

1_;0(2)0_&1 _2|1001’2 >0, (3.1)
ou ainda,
P + P — 1/2+ 2|pn[* < 1/2, (3.2)
onde

1
Poo + P11 — 1/2 = pgo + piy — 5(%’00 + p11)?

1

= 5(/)00 — )’ (3-3)

0 que nos motiva a definir

1 1 1
§P2 = 5(/300 — 011)27 §V2 = 2‘,001’2, (3.4)

recuperando assim as expressodes (2.22) de modo que a equacgao (3.2) fica

P2+V?<i. (3.5)
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Figura 3.1 — Comparagéo entre f(z) =z — 1 e g(x) = Inz para z > 0.

3.1.1

Relacao de Hilbert-Schmidt

Dado que um quanton descrito por um operador densidade, em geral, satisfaz

1 —Trp? >0, onde

é possivel notar que

Tr p? :Tr<

=22

hj K,

l

Z pij |i)J] Z Pkl V@(”)

%,]

Pij Pkl Tr(l2) (j1k) (1)

= Z Z i Pre10jk0il

hj K,

l

- Z |p2j|27
1,7

ik

2
1—Trp* = 1—Z|ij|2= 1—ZP§J‘_Z|W€| 2 0,
Gk i

ou seja,

Chg(ﬂ) < 1 - Zp?] =1- Trp?liag = Sl(l’zs)‘
J

Ainda, dado que = — 1 > Inx para = > 0, como mostrado na Fig. 3.1,

Spn(x) =
>

Tr(z(—Inz))
Tr(z(l — x))

como Tr LZS = 1, obtém-se

Tr(z) — Tr(2?) = Sy(x) + Tr(x) — 1.

Chs(p) < SZ(LZS) < Svn(LZs)a

onde /!* = pgiqy € O estado incoerente mais proximo de p.

(3.10)

(3.11)

(3.14)
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Separando a desigualdade (3.14) em duas
Chalp) < S-(11), 7 =1,vm, (3.15)
e somando S"** em ambos lados, temos
Chalp) + S — 8,(1h7) < S, (3.16)
0 que sugere a seguinte definicdo como medidas de previsibilidade

P.(p) := S™® — S_(\"%), 7=1un (3.17)

p

obtendo assim as seguintes relacbes de complementariedade
Chs(p) + Pr(p) < S7*, 1 =1,un, (3.18)

onde a previsibilidade em termos dos elementos do operador densidade pode ser
escrita como

d—1
B(p) :Zp?j_l/d: T_ijjpklm (3.19)
J J#k

Pu(p) =Ind+) pjjlnpj;. (3-20)

J

Vale ressaltar que a expressdo (3.19) é equivalente as expressdes usadas em (DURR,
2000; JAKOB; BERGOU, 2007), embora foram obtidas por outros caminhos. Enquanto
que a expressao (3.20) foi sugerida em (ENGLERT et al., 2008), mas nao foi definida
em termos de S;.** — S,,,(¢1°). Além disso, para 7 = [, a relagdo (3.18) satura se, e
somente se, o estado do sistema é puro, uma vez que 1 — Trp? = 0. O caso 7 = vn
serd discutido mais adiante.

Definindo II,; := |j)(j| como a proje¢do sobre o caminho j, entdo a incerteza
(variancia) sobre o caminho j € dada por

V(p, 1) = (I13) — (I1;)* = Tr plIl; — (Tr pl;)* = pj; — p3;, (3.21)
de modo que a incerteza total sobre os caminhos € obtida quando somamos sobre j

D V(. Iy) =13 i, (3.22)

que é justamente a entropia linear S(pgi.4). Assim, depois de repetir varias vezes o
mesmo experimento, obteremos uma distribuicdo de probabilidade pq, ..., ps_14-1 Que



62

representa a probabilidade do quanton ser medido no estado |0),...,|d — 1). A partir
dessa distribuicdo de probabilidades, é possivel calcular a incerteza sobre os cami-
nhos através da entropia linear, de modo que Py(p) := S;"** — S(:"*) fornece uma me-
dida da capacidade de prever qual sera o resultado da préxima vez que realizarmos
o experimento. Por exemplo, se depois de repetirmos o experimento inUmeras vezes,
e obtivermos uma distribuicdo de probabilidades equiprovavel, i.e., {p;; = 1/d}J 0, A
nossa capacidade de fazer uma previsao é nula. Agora, se {pjj}jzo nao representar
uma distribuicdo de probabilidades equiprovavel, entdo P(p) # 0. Assim, podemos
ver que P(p) = >, p3; — 1/d € uma maneira de quantificar o quanto a distribui¢éo
de probabilidade {pjj};’;é difere da distribuicao de probabilidades equiprovavel. Além
do mais, também é possivel quantificar a incerteza total sobre os caminhos através de
Sun(paiag) de modo que a mesma interpretagéo se mantém para P,,,. Ademais, a previ-
sibilidade P, assim definida calcula explicitamente a soma das diferencas quadraticas
entre as populacdes, generalizando a primeira definicdo dada por (GREENBERGER,;
YASIN, 1988):

1
:ZP?]- T4 ZZP% _é(ZPﬁ)Q
_ZPM - - ZPJ]+QZngPkk

7>k

—1
Z P — d Z P35 Pkk (3_23)

i>k

= é(Z 055+ Pig) QZPJJPkk>

i>k i>k

1
=3 Z(pjj — i)’

>k

Por fim, gostariamos de ressaltar que nao optamos por normalizar as relagdes de
complementariedade a fim de deixar explicito a dependéncia do limite superior das
relagdes de complementariedade com a dimenséo dos sistemas, como argumentado
em (JAKOB; BERGOU, 2007).

3.1.2 Relacao da norma-i;

Como vimos anteriormente, uma vez que p > 0, segue que |p,x| < \/pj;Prk, VJ #
k, ou seja,

Cl1 Z ‘ij’ < Z \ P3jjiPkks (3-24)

Jj#k Jj#k
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sugerindo a seguinte definicdo F;, (p) := a — >_.; \/pPj;Pek- Para descobrir o, basta
impor que P, = 0 para {p;; = 1/d}}:

OZQ—Z%Z

1
:a—3[1(1+1+...1)+1(1+1+...1)+...+1(1+1+...1)
N w ~ o W

J

d—1 vezes d—1 vezes d—1 vezes
Vv
d vezes

Ca- éd(d Y (3.25)

e, portanto, &« = d — 1, sendo também o valor maximo de C;,. Logo, temos a seguinte
relacdo de complementariedade para a norma-i;:

Ci(p)+ Pu(p) <d—1. (3.26)
Em particular, para d = 2,
P (p) =1—2ypoopi1 = poo + p11 — 2+/poopi1 = (v/Poo — v/P11)7s (3.27)

ou seja, P, (p) € uma fungédo do tipo (f(poo) — f(p11))? com f sendo uma fungéo
monotonicamente crescente das probabilidades, sendo também uma generalizacéo
das diferengas quadraticas entre as probabilidades. Por fim, a relacao (3.26) satura
se, e somente se, p € puro, uma vez que |p;.| = \/pj;Per VJj # k somente se p é puro.

3.1.3 Relacao baseada na entropia relativa

Antes de obtermos uma relacao de complementariedade entre a coeréncia ba-
seada na entropia relativa e sua correspondente medida de previsibilidade, considere-
mos a relagdo de complementariedade

Chs(p) + Pon(p) < ST = Ind, (3.28)

e notemos que, para o caso em que o estado do sistema é puro e {p;; = 1/d}§l;é,
entdo P,,(p) = 0 enquanto que a coeréncia atinge seu maximo C"**(p) = (d — 1)/d.
No entanto, o limite superior desta relagdo complementariedade é Ind de modo que
‘%1 <IndVd > 1, como é possivel ver na Fig. 3.2. Ou seja, a relagdo de complemen-
tariedade n&o satura quando o estado € puro e {p,;; = 1/d ;l;é, i.e., quando Cj,(p) €
maximo. Alias, a relagdo acima s6 satura quando P,,(p) atinge seu maximo, ou seja,
guando o estado do sistema é completamente previsivel, sendo um indicativo de que
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Figura 3.2 — Comparagéao entre f(x) =

a medida de

(z—1)/z e g(z)

= Inz para z > 0.

P,.(p) ndo é a medida natural de previsibilidade que acompanha Cj,;(p)

e, sim, P,(p). De fato, se p é puro e existe coeréncia na base de referéncia, entao

Z ‘P]k| +Ind + Zp]] In pj;

Chs( + Pvn

J#k

= Z PijPkk + Z Pjj lnp]] +Ind

J#k

=> pull
j

< pii(1=piy)
j

< Ind,

J
— pjj) + Z pij I pj; +1Ind

Z pii(1

p]] )+ Ind

umavez que —Inz < 1 —x Va € (0,1).
Como vimos anteriormente, para qualquer estado quantico p, a coeréncia ba-
seada na entropia relativa é definida como

Ore(p) = Iflelln Svn(p’L) - Svn<,0diag) -

Sun(p),

(3.29)

(3.30)

onde . € [ representam estados incoerentes. De fato, a minimizacédo implica que

L = paiag- Paraisso, note que S,,(plt) =

—S(p) —

Tr pln¢, onde

T phne=Tr (3 i)k D b [l )
ik i
=1 (3 sl likil)
Y]
= Z Pii In 1

= IT pajaq In ¢

(3.31)
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e, portanto, Sy, (Pdiaglt) = —S(Pdiag) — T paiag In ¢ implica em
Tt paiagIne = TrpIne = —S(paiag) — Sun(Pdiaglt)- (3.32)
Assim,

Cre(p) = I}lelln Svn<:0|b) = min ( - S(ﬂ) + S(:odiag) + SUn(:Odiag|L)>

el

= Son(Pdiag) — Sun(p), (3.33)

uma vez que o minimo ocorre quando Sy, (pdiaglt) = 0, quUando ¢ = paiq,- A partir da
igualdade acima e notando que S,,(p) > 0, segue a desigualdade

Cre(P) S Svn(,odiag)y (334)
sendo equivalente a seguinte relagao de complementariedade

Cre(p) + Pon(p) < SN =Ind, (3.35)

onde P,,(p) :=Ind — Sy,(paiag)- Se 0 estado sistema é puro e {p,; ;l;é, entdo S,,.(p) =

0, e C2*(p) = Sun(paiag) = Ind, saturando a relacdo de complementariedade. Ade-
mais, se p é puro, a relacao (3.35) sempre satura:

Cre(p) + Pvn(p) = Svn(pdiag) - Svn(p) + Ind — Svn(pdiag) = Ind. (336)

Vale ressaltar que tal relagcdo de complementariedade s6 foi possivel de ser obtida
devido as propriedades de p, pois Trp = 1 € p > 0 permite interpretar os elementos
da diagonal de p como uma distribuicdo de probabilidade e, portanto, sendo possivel
definir P,,(p) a partir Sy, (pdiag)-
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3.1.4 Relagdo de Wigner-Yanase
Como vimos anteriomente, a coeréncia de Wigner-Yanase € dada por
=210 = ——ZTr(f 1)

= =5 S (VAL - kil V)

— 3 ST (VAN VALK~ VELIKI VB — LK p i1 + Xl VALK V)

=53 (vl - D (VL) G VA IR) = (o) + ) ). (@37
Mas, notando a seguinte identidade

Gleld) = 1oVl = Gl VA IR)VE 1) = 3 (k1 Vali) Gl VoK) (338

temos que

DR OMUNAUINACERUNCT S

=Z|<J|\/_\k>l —Z<ﬂf\j>2

’ , (3.39)
= Glveli) +Z!J|\/'|k| =Y (Vo)
J J#k J

= Gl k)
J#k

A fim de obter relagbes de complementariedade para C,,(p) e sua respectiva medida
de previsibilidade, consideremos o seguinte teorema:

Teorema 7. (j|\/plj) > (jlplj) ¥

Demonstraggo. Dado que p > 0 e Trp = 1, entdo 0 < A; < 1 Vj, onde \; séo
os autovalores de p. Logo, \/A; > A;. Assim (j|\/plj) > (j|p|j) no caso em que
(dlv/pli) = \/)\_] ou seja, na base que diagonaliza p. Agora, fazendo uma mudanca
de base, temos

p—ZAmrem (eml =D > Ama ol |i)k] = Zp]k )Xk (3.40)

ik m
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Analogamente, \/p = >_. . >, VAna ol |jXkl = 32 . (v/P)jk [7)(K]. Assim
(V1) ZJ_W! >ZA |o* = (jlplj) ¥ (3.41)

]

Esse resultado permite obter desigualdades entre C,,,(p) € Si(pdiag), decorrendo
das propriedades de p (positividade e trago igual a 1). Como (j|\/p|j) > (jlplJ), segue
que

Cuy(p) =1 =3 (Vo) < 1= (ilpli)* = Si(puiag)- (3.42)
J J

Definindo P,(p) := S/™** — Si(paiag), Obtemos a relacdo de complementariedade
Cuy(p) + Pi(p) < 5™, (3.43)

sendo interessante notar que P,(p) acompanha tanto C,,(p) quanto Cys(p). Além
disso, se p € puro, entdo /p = p e, consequentemete, C,,(p) = Cis(p). Ou seja,
a relacéo de complementariedade (3.43) se reduz a relagao (3.18) para 7 = [. Logo,
(3.43) satura se, e somente se, p € puro.

3.2 COMPLETANDO AS RELACOES DE COMPLEMENTARIEDADE

A fim de exemplificar o fato de que relagcdes de complementariedade expressas
em termos de uma desigualdade ndo correspondem a uma troca balanceada entre
previsibilidade e visibilidade, consideremos o seguinte estado puro

|Y) , =x|0) +V1—22|1), com z € 0,1]. (3.44)
Agora, se considerarmos um estado misto do tipo

o A 52 4 wa? w1 — x?
227 w1 — 22 Lwtw(l—2?))’

pa=w|P) , (W] + ! (3.45)
tal estado pode ser o resultado da interacao do quanton em questdo com o seu am-
biente modelado através do depolarizing channel (NIELSEN; CHUANG, 2000). Note
que para w — 0, temos o estado do sistema tende para um estado maximamente
misto p — 1lxs, 0 que implica em P,C — 0 para qualquer medida de previsibili-
dade e coeréncia, como exemplificado na Fig. 3.3 usando as medidas Cj,s(p) e P,(p).
Como ressaltado em (QIAN et al., 2020): as relagbes de complementariedade ob-
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(a) Crs(p) em fungdo de x para (b) P;(p) em fungéo de x para (c) Coeréncia + Previsibilidade.
diferentes valores de w. diferentes valores de w.

Figura 3.3 — Comportamento das propriedades locais de um quanton no estado p =

w [Y)Y] + 52 o,

tidas até aqui ndo prevéem um intercambio balanceado entre C' e P, uma vez que
C' pode diminuir sem necessariamente P aumentar uma vez que as relagdes do tipo
P + C < constante permanecem validas devido a desigualdade. Além disso, também
permitem o caso extremo C = P = ( para estados maximamente mistos, de modo
que nao é possivel obter nenhuma informagéo das propriedades locais do quanton,
enquanto, em um aparato experimental, ainda temos um sistema quantico em maos.
Ele deve ser caracterizado de alguma maneira. Logo, é possivel ver que algo esta
faltando nas relagdes do P + C' < constante. No entanto, como j& visto anteriormente,
pelo teorema da purificagdo, sabemos que um estado maximamente misto pode ser
visto como um estado emaranhado com outro sub-sistema, de maneira a formar um
sistema puro global de dimensdo maior. Assim, o que esta faltando para quantificar
completamente um quanton sdo suas correlagées com outros sistemas.

No exemplo anterior, vimos que se ps = %IQXQ, tanto a previsibilidade quanto a
coeréncia se anulam e ndo obtemos nenhuma informacgéao sobre o sistema quéantico
que queremos estudar. No entanto, pelo teorema da purificacdo, podemos construir
um estado puro |¥) , ; emaranhado no qual ps = Trg [¥), 5 (V]. De fato, basta consi-
derar

1 1
Wap = 704105+ 14@ W) g) = 750,005 + 1 1) p). (3.46)

de modo que

pa = Tra [ 8) 4 (0] = 2 00] + 5 [101] = 5 Do (3.47)

Ou ainda, uma possivel purificagéo para o estado (3.45) é dada por

U) 45 = (=V1—2|0), +Vz(1),) \/ Z10) 4
1—i—w

+ WVz|0), +V1I—x|1),) @/ — 1)z, (3.48)
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de modo que o sistema B pode ser tanto um sistema auxiliar sobre o qual temos
controle, quanto o ambiente sobre o qual ndo temos controle e que, geralmente, ndo
temos acesso aos seus graus de liberdade. Assim, se considerarmos alguma medida
de emaranhamento (ou mais geral, de correlagcdes) entre os sistemas A e B, podemos
obter informacdes sobre o sistema A que estao sendo compartilhadas com o sistema
B, e que, portanto, ndo estdo acessiveis localmente. Assim, completar uma relagao
de complementariedade

Previsibilidade + Coeréncia < Constante (3.49)

significa considerar todas as medidas possiveis na qual sempre se possa extrair al-
guma informacgao sobre 0 estado do quanton:

Previsibilidade + Coeréncia + Correlagdo = Constante. (3.50)

Tal fato foi notado por Jakob e Bergou em (JAKOB; BERGOU, 2010), onde eles consi-
deraram o seguinte estado puro de dois qubits: |V) € H4 ® Hp com

V) = al0), ®[0)5+0[0), @[1)5+c|),@[0)5+d|1), @) (3.51)
tal que |a|> + |b° + |¢|* + |d|* = 1. Assim,

a)* ab* act ad*

ba* |b]> be* bd*

P= ca* b e cd
da* db* der |d|
T la)® + |b)*  ac* + bd*
—= Ir =
pa ok a*c+b*d |c[> + |d|
la)® + |¢)*  ab* + cd*
PB AP (a*b+c*d |b|2—|—|d|2 ( )

de modo que

Py = |Tr(paos)| = |pty — pap| = |lal” + [B]” — |e|* + |d[|
Pp = |Tr(ppos)| = |t — pa| = [lal* + e = [b]” + |d]”|
Va =2|Tr(paos)| = 2|pth| = 2|ac* + bd*|
Vi = 2|Tr(ppos)| = 2|pth| = 2|ab* + cd*|

By =/1-Trp3, j=AB, (3.53)

onde Ey € uma medida de emaranhamento denominada Concurrence (WOOTTERS,
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1998), obtendo assim a seguinte relacdo completa de complementariedade
PP+ VP+EL=1, j=AB. (3.54)

Jakob e Bergou estenderam esta ideia para sistemas bipartidos compostos de dimen-
séo arbitraria (JAKOB; BERGOU, 2006; JAKOB; BERGOU, 2007), sugerindo que deve
existir uma relacdo complementar entre as informacdes das propriedades locais de
cada subsistema e o emaranhamento do sistema composto, e mostraram que a I-
Concurrence (RUNGTA et al., 2001) é a medida de correlacdo quéantica que completa
arelacao (1.1) para estados puros bipartidos compostos.

3.2.1 Procedimento para o caso bipartido

Nessa se¢do, vamos explorar as propriedades de um sistema quéntico bipartido
puro a fim de obter relagdes completas de complementariedade anélogas a (3.54)
obtidas por Jakob e Bergou. O principal ponto a ser notado aqui € que vamos derivar
relagdes completas de complementariedade para subsistemas explorando a pureza do
operador densidade bipartido, diferentemente de (JAKOB; BERGOU, 2010; JAKOB;
BERGOU, 2007), onde eles notam de maneira ‘ad hoc’ que a Concurrence é a medida
gue completa as relacbes consideradas.

Assim, consideremos um sistema bipartido puro descrito por |V) , , € Ha @ Hp
com dimensdo d = dadp. Seja {|i),}¢, ", {\j)B}fﬁgl bases ortonormais locais em
1.4, Hp, respectivamente, de modo que {|i), @ )5 == |i, j) 4 s} 120 ™' é uma base
ortonormal em H,4 ® Hg. Logo, € possivel representar um estado qualquer em H, ®
Hp como [B), , = Y047 ay;]i, 5) 4 5, OU equivalentemente, através do operador

i,j=0
densidade
da—1dg—1

PAB = Z Z Piji [t 3) 4, (ks L (3.55)

i,k=0 j,1=0

onde p;; 1 = a;;a;,. J&, 0 estado do subsistema A(B) é obtido através do trago parcial
sobre B(A):

da—1 da—1dg—1

pa= Y pali)a k=) pijag )4 (k] (3.56)
i,k=0 i,k=0 j=0
dp—1 dp—1da—1

ps=>_ Pils =Y pyalisl, (3.57)
J;l=0 4,1=0 i=0

em geral, os estados dos subsistemas A e B ndao séo puros, o que implica que al-
guma informagao sobre o estado completo dos subsistemas esta faltando. E possivel
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ver este fato explorando as propriedades do operador densidade de um dos subsis-
temas. Por exemplo, se o estado do subsistema A é misto, entdo 1 — Trp?% > 0, ou
equivalentemente,

da—1|dp—1

Pij ki
7=0

(3.58)

i,k=0

que, como mostramos anteriormente, leva a seguinte relacédo incompleta de comple-
mentariedade:

dy—1
Pi(pa) + Chs(pa) < AdA , (3.59)
onde
da—1 dg—1
= Z Pijij)” — 1/da = ZPW i T pr iiPkik — 1/da
= j=l J#l
= (Z+Z>|Pij,kz|2 — 1/da, (3.60)
E=
e
da—1 |dp—1
Chs(pa) = Z Z Pijkj Z |pij, k’]‘ + ZPU ki PiL kl> (3.61)
1#k=0| j=0 z;ékl z;;kl
j j

uma vez que o estado global é puro e, portanto, p;;.i;prr = |pij,kl|2. No entanto, se
partirmos da hipétese de que o estado bipartido global é puro, entdo 1 — Tr p? 5 = 0,
ou equivalentemente,

<Z+Z+ Z +Z>|pij,kl|2 =0, (3.62)

1=k 1#k i#k
iR i S a R o
Py Chs

1

como 1 = dA + 1/d 4, podemos reescrever a Eq. (3.62) como

Pi(pa) + Z |sz kj| + Z |102Jk’l|

i#k i#£k
J=l J#l

(3.63)
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mas, por outro lado, pela Eq. (3.61),

Z |pij, k]‘ = Chs(pa) Z Pij, k]IOzl k- (3.64)
1#k 1#k
Jj=l j#l
Logo, substituindo (3.64) em (3.63), obtemos
dy — 1
Pi(pa) + Cus(pa) + D pigiml® =Y piskidim = s (3.65)

ik
i#l

i#k
J#l

sugerindo a seguinte definicao CL(paip) == s |pija]” — D izk Pijki Pl 1 COMO COEIEN-
, , L J#L o
cia compartilhada entre A e B. E, portanto, chegamos na seguinte relacdo completa

de complementariedade

da—1

. (3.66)

Pipa) + Chs(pa) + Ciilpais) =
Ou seja, é possivel observar que parte da informacao sobre o sistema |A esta sendo
compartilhada com o sistema B e na relagdo acima é expressa por Cy(pa). Tal
relagdo € equivalente a obtida por Jakob e Bergou em (JAKOB; BERGOU, 2006), uma
vez que P(pa) = 5P3, and Cys(pa) = 35V3 e Cil(pas) = 5E* onde E é concurrence
generalizada para sistemas bipartidos de dimensao arbitraria (RUNGTA et al., 2001).
E interessante notar que Cil(pap) =1 — Trp% = Si(pa) para casos globais puros. De
fato,

Si(pa) =1 - "Trp} = Zpij ij — Z (3.67)
= Z Pijij — (Z Z) (Z |pij, k]‘ + Z PijkiPit kl) (3.68)
1,5 1= j#l
= Z piji(L = pijij) — Z i * = <Z +> )Pij,kj/ﬁz,m (3.69)
Ao
(Z Z Z)pw iiPklLkl — Z ‘Pm kj| - (Z Z)pw kjpd Kl (3.70)
R s
(Z Z Z)‘Pmkl’ _Z‘pljkj| - (Z Z)Pwkjpzlkl (3.71)
R s
=> (\ﬂz‘j,kl! - Pz‘j,kjpu,kz) (3.72)
Z
= O;Zsl(PA\B), (3.73)
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sendo possivel notar, portanto, que a entropia linear de A é a medida de emaranha-
mento entre A e B que completa a relacdo de complementariedade baseada na me-
dida de Hilbert-Schmidt, dado que o estado global é puro.

3.2.2 Caso tripartido

Seguindo o mesmo raciocinio da seg¢do anterior, consideremos um sistema
quantico tripartido puro representado por |V) ,  » € Ha ®@ Hp ® He. Seja {]i ) rat,
{\j>B};’£0 L{k) o 1ot bases ortonormais locais em M., Hp, He, respectivamente, de
modo que

da—1dp—1 dc—1

PABC = | ABC Z Z Z Pijk,lmn |Z ]7 >ABC <l m 7l| (374)

i,1=0 j,m=0 k,n=0

representa o estado do sistema tripartido puro. O subsistema A, por exemplo, é repre-
sentado pelo operador densidade reduzido

da—1 da—1dp—1dc—1
PA = Z le A= Z Z Z Pijk ik |2) 4 (3.75)
i,l=0 =0 j=0 k=0

e similarmente para B e C. Em geral, o estado do subsistema A é misto, e, portanto,
explorando 1 — Tr p% > 0, é possivel obter uma relagédo incompleta de complementari-
edade para o subsistema A. Agora, dado que

da—1 da—1 dg—1dc—1
Pl(pA) = Z (p£)2 - 1/dA = Z( pz‘jk,i]‘k)Q — 1/d,4, (3.76)
i=0 i=0 j=0 k=0
da—1 da—1 |dp—1do—1 2
Chs(p Z |sz’ = Z Z Z Pijk,ljk| (3.77)
i#k=0 1#£l=0| j=0 k=0

notemos

da—1 dg—1dc—1

= Z(Z Z Pijkijr)’ — 1/da

i=0 j=0 k=0

= Z Z p?jk,ijk + Z ( Z + Z + Z )pijk,ijkpimn,imn —1/da

i 7.k 7 j#Em j=m j#Em
k=n  k#n  k#n

= (XD X ) ptikamnl® = 1/da, (3.78)

i=l i=l

i=l
m j=m Jj#EmM
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onde novamente foi usada a pureza de pa p.c: Pijk.ijkPLimn.imn = |pijk7lmn\2, enquanto
que

da—1 |dg—1do—1
Chs(pa) = > Pijkljk
i#1=0 | j=0 k=0
= il + DO D A D piskiikPimnimn- (3.79)
£l .k 1#£l j=m j#m j#m

k#n  k=n  k#n

Caso queira se convencer dessa expressao, sugiro considerar trés qubits e abrir o
somatorio. Logo, como a impureza de A pode ser atribuida as correlagées de A com
B e C, entao explorando a pureza de p4 g ¢, temos

1_<Z+Z Z+Z Z+Z+ Z +Z>|pijk,lmn|2:o, (3.80)

z#l i#£L 1#£l 1#£l

Sm mm o jEm jem iom j#m j=m j#m

k=n k#n k=n k;én k;én k=n k=n k#n
~—~

v~

Phs(pA) Chs(pA)

sendo possivel reescrever a equagao acima como

L fEm I Em

k#n k=n k=n k#n
~—

Chs (pA)

mas, por outro lado,

DD lpimiel” = Crolpa) = D+ D+ D DoumigkPimmimns (3.82)

i#l g,k i#l j=m  j#Em j#m
7 k#n k=n k#n

e, portanto, temos que

P(pa) + Crs(pa) + <Z + Z + Z) <|pijk,lmn’2 — Pijk,ljkﬂfmn,lm» = dAd; 1, (3.83)

i1#£l i#l 1#£l
J#EM j=m J#EM
k#n  k#n  k=n

sendo, novamente, sugestivo definir a coeréncia compartilhada de A com B e C' como

Chi(pae) = ( EDED ) <|Pz‘jk,lmn|2 - Pz‘jk,ljkﬂfmn,zmn>

17l 17l i#£l
j#m j=m JEmM
k#n  k#n  k=n

=D ( PIEDIEDS ) pigiamnl” =2) O+ Y+ Y IREDightsh i imn)-

i#l j#m j=m j#m i#l j=m j<m j<m
k#n  k#n  k=n k<n  k=n  k#n

(3.84)
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Nesse caso, novamente C}(papc) = 1 — Tr p% = Si(pa), satisfazendo assim o basico
para uma medida de emaranhamento para casos globais puros. De fato,

2
=1- Z Z Z pijk,ljkprmn,lmn (385)

oWl g,k mn

1— Trp?4 =1- Z Zpijk,ljk

i7l ]7k

— Z Pijk,ijk — ( Z + Z ) ( Z + Z + Z + Z ) Pijk ik PLimn imn  (3-86)

0,4,k i=l i#l j=m j=m VELO Jj#EmM
k=n #n  k=n  k#n

= Z Pijkijk (1 = Pijkiji) — ( Z + Z ) ( Z + Z + Z >pijk»ljkp;<mn,lmn

1,3,k i=l i#£l j=m  j#m  j#m
k#n  k=n  k#n
*
- E Dighe P mn- (3.87)
i#l
j=m
k=n

Notando as seguintes identidades

Z Pih,ije (L = Pij,ijh) = ( Z + Z + Z + Z + Z + Z + Z >pijk,z’jkplmn,lmm

1,3,k il i=l il il i=1 i=1 il
jEm  j#m j=m j#m j=m j#Fm j=m
k#n  k#¥n  k#n k=n k#¥n  k=n  k=n

Z Z pijkyljkp:mn,lmn = Z Z pi]‘kvijklozkmn,lmn7 (388)

i#l j=m i#£l j=m
7ék ;ék

=N =N

onde, na primeira identidade, apenas reescrevemos o produto dos elementos diago-
nais usando Trps g = 1, enquanto, na segunda identidade, exploramos a pureza
pa.s,c- Logo,

1—Tr pi = ( Z + Z + Z >pijk,ijk:plmn,lmn - Z ( Z + Z + Z ) Pijk,ljkﬂfmn,lmn

i#£l i#l i#£l 1#£l j=m j#Em j#m
j#Am j=m j#Am k#n  k=n  k#n
k#n  k#n  k=n
nl
= Cps(paBc), (3.89)

que também implica em E = ,/2C7"(papc), onde E é a Concurrence generalizada
definida em (BHASKARA; PANIGRAHI, 2017), para o caso de um sistema tripartido
puro. E, portanto, temos a seguinte relacao completa de complementariedade

dy — 1

Py(pa) + Chs(pa) + Crl(pape) = i (3.90)
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3.2.3 Caso multipartido

Generalizando o procedimento apresentado nas ultimas duas secdes, deriva-
mos aqui relacbes completas de complementariedade para um subsistema perten-
cente a um sistema quéantico multipartido puro. Sejam n-quantons puros cujo estado
global é descrito por [V), ~, € Hi1® ... ® H,. Seja também {|i,,), }I"=} uma base

ortonormal local para cada subsistema A,,,m = 1,...,n. Assim, o estado do sistema é
dado por

DA = D D Piveciniioda |0 ooorin) 4 a1 s Gl - (3.91)
Rt

L3 PR In J1s-es

Sem perda de generalidade, consideremos o estado do subsistema A;, que é obtido
ignorando o resto dos subsistemas

pa, = Zpﬁfﬁ li1) 4, (1| = Z Z Piviy...in grin...in [11) 4, {J1] (3.92)

1,J1 11,51 12,.-.Jn

no qual Cys(pa,), P(pa,) sdo dados por

2
2
Ohs(pAl) - Z ‘pﬁfj1| = Z Z Piria..in,j1i2..in | > (393)
i1#£J1 11FJ1 112,.0n
Pipa) =Y (0n) = 1/day =Y (D pirisinivia.in)” — 1/da,. (3.94)
i1 i1 12,..0,0n
Agora, dada a pureza de pg4,.. 4, , teremos
1 - Tl" p1241 77777 An - 1 - ( Z + >|pi1i2-.-in7j1j2---j7L 2 — 0, (3'95)
(i17"'7i"):(j17---7jn) (ilv"'vin)#(jly---ajn)
onde
3 =D D A D) D A D> D) (3.96)
(31, s8n) FZ(J1se-s0n) 1751 i1=7J1 i1=7J1 i1 #4791 11791 i1#51

ig=7j2 19752 i2=72 12772 12=72 ig#j2
’in :jn in :jn in #jn 7;n :jn 7:n #]n 7;n #]n

de modo que a Eq. (3.95) pode ser reescrita como uma relagdo completa de comple-
mentariedade para o subsistema A;

Pl<pA1) + Ch8<pz41> + C}?i(pAl\A2 ,,,,, An) = (397)
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onde a coeréncia compartilhada de A; com A,, ..., A,, € definida como

Chs<pA1|A27---7An) = E , E (|pi1i2mimj1j2~-~jn| - pili2-~-in»j1i2~--inpilj2mjmj1j2-~jn)'
FJL (32500500) Z (5254290 )

(3.98)

Novamente £ = \/2 " (pay|as...4,), ONde E é a Concurrence generalizada definida
em (BHASKARA; PANIGRAHI, 2017). Para isso, basta mostrar que C}'(pa,|,,..4,) €
igual a entropia linear de A;:

1— Tr(pih) =1~ Z Z Pitis...in,jiiz...in

11,71 19254500

- E p1112...ln,11Z2...’Ln ( E + § ) E § 10117,2...Zn,_]1’L2...Znpile,,,jnJle”,jn

11,00y0n =71 1FJ1 125000 J25-50n

= > |Diriginrjaeinl - — < o+ ) > Divis...in,jria...

An

(7;17~-~ai7l)7é(j17-~7jn) il:jl i17£j1 (i27‘“77:n)7£(j2"“’jn)

* *
Piija..jn,jije-jn E : § : Piviz..injriz...inPis jo...jn,j1j2jn

il#jl (12777'71):(.]277.7774)
i ) 2 *
= |pi122---in7j1j2---jn| = Pivig...in,j1i2..inPi1jo.. jn j1d2--Gn
1751 (2,0 in ) #(J2,01dn)

= Chi(paydgAn)- (3.99)

Finalmente, gostariamos de ressaltar a principal ideia aqui apresentada: de-
vido ao teorema da purificacao, € sempre possivel considerar um sistema multipartido
puro, e entdo explorar sua pureza a fim de obter relacées completas de complemen-
tariedade para qualquer um de seus subsistemas. Também, vale mencionar que para
o caso multipartido, a entropia linear estd medindo o emaranhamento do sistema A;
com o resto dos subsistemas A,, ..., A, como um todo. Ou seja, como se tivéssemos
uma biparticdo do tipo A;|A,...A,. Em (BASSO; MAZIERO, 2020b), mostramos que
para alguns tipos de estado é possivel expressar a entropia linear S;(p4,) em termos
da coeréncia correlacionada entre A; e diferentes particbes com o resto do sistema.
Por outro lado, se considerarmos um sistema multipartido misto descrito por pa, . a,,
entdo Si(pa,) # Cil(pay)as,...a,)- Nesse caso, Si(pa,) = 1 — Trp%, ndo mede apenas o
emaranhamento entre A; e o resto dos subsistemas, mas quantifica de maneira geral
a mistura de Ay, que, nesse caso, pode ser devido a varios fatores, além do emaranha-
mento com o resto dos subsistemas, como, por exemplo, a incerteza na preparagao
do estado. Assim, P(pa,) + Chrs(pa,) + Si(pa,) = d;‘zzl continuara sendo uma relagao
completa de complementariedade com S;(p4,) medindo a mistura de A;, no entanto,
tal relacdo ndo pode ser derivada explorando a pureza do sistema global.
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3.2.4 Caso bipartido novamente

Voltando ao caso bipartido puro, consideremos a relacdo de complementarie-
dade

Cre(pa) + Pon(pa) < S5 = Inday, (3.100)

para o subsistema A. Como enfatizado anteriormente, tal relacdo de complementa-
riedade s6 € possivel devido as propriedades de p, pois Trp = 1 e p > 0 permite
interpretar os elementos da diagonal de p como uma distribuicdo de probabilidade
e, portanto, sendo possivel definir P,,(p) a partir S,,(p4iqy).- Mas note que a relagéo
(3.100) é uma relagcao incompleta, ou seja, parte da informacéao sobre o sistema esta
faltando. Agora, seja |V), , € Ha ® Hp 0 estado do sistema quantico bipartido. Pela
decomposicdo de Schmidt, é possivel escrever

’\P>A,B = Z \//\_zWJz)A ® [¢i) g (3.101)

que, em particular, implica em S,,(p4) = Sun(pg). Comojavisto, E(|¥) , 5) = Syn(pa) =
S.n(pp) quantifica o emaranhamento entre A e B. Assim, tal medida de correlagéo
junto com a expressao (3.100) permite obter uma relacdo de complementariedade
completa a partir da entropia relativa. Isto é, a partir da expressao para coeréncia
baseada na entropia relativa

Cre(pa) = Son(Piiag) — Son(pa), (3.102)

€ possivel reescrever tal equagdo como uma relacdo completa de complementarie-
dade

Cre(/)A) —I— Pvn(pA) —I— Svn(pA) = 1I1 dA. (3103)

E interessante notar que a equagado acima é equivalente & relagcéo de complementarie-
dade proposta em (ANGELO; RIBEIRO, 2015), onde os autores consideram P,,,(p4) +
Sun(pa) como uma medida da propriedade corpuscular do sistema A, uma vez que
podemos considerar que o carater corpuscular esta associado a informacao acessivel
de caminho e/ou ao emaranhamento com outro sistema. A soma P,,(pa) + Sun(pa)
na realidade pode ser considerada como uma medida de distinguibilidade que tam-
bém estd associada ao carater corpuscular do sistema. Enquanto a previsibilidade
esta relacionada com a capacidade de prever o estado do sistema antes de reali-
zar alguma medicao, sem qualquer detector de caminho, a distinguibilidade esta re-
lacionada a capacidade de distinguir os estados do detector de caminho (que estédo
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emaranhados com o quanton) ap6s as medicées e também com a informacao de ca-
minho pds-medida. Ambas as medidas estdo relacionadas ao mesmo aspecto, mas
sao conceitualmente diferentes. Além disso, Englert e Bergou (ENGLERT; BERGOU,
2000) apontaram a possivel conexao entre distinguibilidade, previsibilidade e ema-
ranhamento, e conjeturaram que uma medida de emaranhamento estaria oculta na
medida de distinguibilidade. Para uma discuss@o mais recente entre distinguibilidade,
previsibilidade e emaranhamento, ver (QURESHI, 2021). Conforme apontado pelo
autor, se 0 quanton se acopla ao dispositivo de deteccao de trajetéria, entdo o ema-
ranhamento é util para relacionar a distinguibilidade a previsibilidade. No entanto, se
0 quanton n&o acoplar-se com o detector de caminho, o conceito de distinguibilidade
sera inutil, ja que nao se esta fazendo uma distincao experimental entre os caminhos.
Por outro lado, o emaranhamento pode ser considerado parte integrante das RCC’s
uma vez que, por exemplo, € possivel que a trajetéria do quanton esteja emaranhada
com um grau de liberdade interno ou com um grau de liberdade inacessivel do ambi-
ente.

A fim de exemplificar a relacao entre o aspecto corpuscular e emaranhamento,
consideremos um qubit, denotado por A, e um qutrit', denotado por B, no seguinte
estado puro:

W), = %(IO,OM,B L1 ). (3.104)

Como é possivel perceber, ambos os sistemas estdo em um estado emaranhado, de
modo que o estado reduzido de cada subsistema é dado por ps = pp = 1|0X0| +
+]1)(1]. Agora, vamos imaginar que dois experimentalistas, Alice e Bob, estdo de
posse do qutrit B em um interferometro de 3 fendas, e em cada rodada do experi-
mento, eles estdo apostando quem consegue prever o caminho do qutrit ao longo do
interferémetro. Depois de repetido 0 experimento inUmeras vezes, 0 apostador que
mais acertar o caminho do qutrit ganha uma cerveja no final do dia. Além disso, Alice
também possui a informacao de que o qutrit estd emaranhado com o qubit A (que
nesse caso, pode ser um grau de liberdade interno do qutrit ou outro sistema quantico
qualquer) e sabe que o estado do sistema global é dado pela Eq. (3.104). No entanto,
ela nao conta esta informacao a Bob, uma vez que eles estao apostando quem paga
a cerveja no final do dia. Logo, Bob n&do sabendo que o qutrit esta emaranhado e
que o estado do sistema € dado pela Eq.(3.104), dado que o caminho das 3 fendas
sao igualmente provaveis, em algumas rodadas do experimento, ele apostara no ca-
minho associado ao estado |2) do qutrit, sendo possivel observar que Alice tem mais
poder de previsdo que Bob, uma vez que ela sabe que o qutrit estara no caminho
associado ao estado |0), ou ho caminho associado ao estado |1), ambos com 50% de

'lsto é, um sistema quéantico de 3 niveis
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chance. Mais precisamente, a previsilidade do qutrit B associado estado global dado
Eq.(3.104) é diferente de zero: P,,(pp) = In3—1n2 > 0, mesmo que os caminhos 0 e 1
sejam igualmente provaveis. Pois, neste caso, estamos considerando um sistema de
3 niveis, e 0 caminho 2 esta descartado para quem tem informacao do estado global.
Indo além, se Alice fosse capaz de realizar medidas no qubit A sem que Bob perceba,
ela seria capaz de acessar a informacao de caminho e ganhar todas as rodadas de
aposta. Assim, podemos ver que o carater corpuscular de um subsistema também
esta ligado com o emaranhamento com outros subsistemas, uma vez que a informa-
cao de caminho esta codificada nos estados de outros subsistemas. No entanto, vale
ressaltar que o emaranhamento ndo precisa ser necessariamente com outro sistema
no qual o experimentador tenha controle, mas sim com um grau de liberdade do am-
biente no qual o experimentador ndo tem acesso.



4 INCERTEZA E COMPLEMENTARIEDADE

No capitulo anterior, vimos como obter rela¢des incompletas de complementari-
edade, explorando as propriedades do operador densidade. Ademais, também vimos
como obter relagdes completas de complementariedade explorando a pureza do ope-
rador densidade global. No entanto, o procedimento para completar as relacdes foi
feito apenas para a relagao de Hilbert-Schmidt e a relacdo baseada na entropia rela-
tiva. A fim de completar as outras duas restantes, i.e., as relagdes de Wigner-Yanase
e norma-/,, neste capitulo iremos explorar a relacao existente entre incerteza e com-
plementariedade, uma vez que Luo, em (LUO, 2005b), propds uma decomposicao da
incerteza sobre um observavel em suas partes classica e quéantica, e também, estabe-
leceu critérios que qualquer medida de incerteza classica e incerteza quantica devem
satisfazer. Enquanto a incerteza classica surge da ignorancia que temos sobre a pre-
paracao do sistema, a incerteza quantica € intrinseca. Mesmo para estados quanticos
puros, que representam o conhecimento maximo sobre a preparagdo de um estado
qgue um experimentador pode ter, s é possivel fazer previsdes probabilisticas. A si-
tuacao fica ainda pior quando consideramos dois observaveis incompativeis de um
sistema. Isso é capturado pelas relagcdes de incerteza, como a relacdo de incerteza
de Heisenberg-Robertson (ROBERTSON, 1929), que é representada pela expressao

V(p, A)V(p, B) > ~|Tr(p[A, B))|, (4.1)

1 =

onde V(p, A) = Tr pA? — (Tr pA)* é a variancia do observavel A no estado p, V(p, B) é
definido de forma semelhante e [A, B]| = AB— BA € comutador entre A e B. A existén-
cia de observaveis incompativeis na mecanica quantica esta de certa maneira relacio-
nada a coeréncia quantica. No entanto, em experimentos reais, a maioria dos estados
quanticos sdo mistos, o que significa que parte da imprevisibilidade é classica. Uma
vez que a incerteza de um observavel em um estado quantico é geralmente descrita
pela variancia, quando os estados sao mistos, a variancia € um hibrido de incertezas
guantica e classica. Como apontado por Luo, a informacao de Wigner-Yanase (WIG-
NER; YANASE, 1963) pode ser interpretada como uma medida de incerteza quantica,
enquanto que a incerteza classica pode ser capturada pela diferenca entre a variancia
total e a incerteza quéntica quantificada pela informacao de Wigner-Yanase. Poste-
riormente, 0 mesmo autor também estabeleceu uma relacéo de incerteza mais forte
do que a Eqg. (4.1), levando em consideragado apenas as incertezas quanticas (LUO,
2005a). Mais recentemente, a mesma decomposicao foi feita para relagdes de incer-
teza entrépicas em (KORZEKWA et al., 2014).

No entanto, no presente trabalho nos restringiremos apenas a decomposicao
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da incerteza de um observavel em suas partes classica e quantica. A partir disso, es-
tabelecemos relagdes entre os critérios de Luo para incerteza quantica e classica e os
critérios de Dirr e Englert et al. para medida de visibilidade, assim como critérios para
emaranhamento (VIDAL, 2000). Também discutimos a relagdo entre emaranhamento
e medidas de incerteza classica local, bem como a relagdo entre coeréncia quantica
e quantificadores de incerteza quantica, obtendo uma relagdo completa de comple-
mentaridade para incerteza quantica, incerteza classica e previsibilidade. A incerteza
quantica total de um interferémetro d-caminhos é mostrada como equivalente a coe-
réncia de Wigner-Yanase e a incerteza classica correspondente € mostrada como um
quantificador de emaranhamento. A dualidade entre complementaridade e incerteza é
usada para derivar medidas de correlagcdes quéanticas que completam as relacdes de
complementaridade para coeréncia norma-/; e rederivar a relagdo de Hilbert-Schmidt
(BASSO; MAZIERO, 2020c). Por fim, vamos mostrar que é sempre possivel obter mo-
nétonos de emaranhamento para casos globais puros a partir de qualquer relagéo de
complementariedade cujas medidas de previsibilidade e visibilidade satisfagcam os cri-
térios estabelecidos na literatura (DURR, 2000; ENGLERT et al., 2008), sintetizando
todas as relagcdes completas de complementariedade conhecidas na literatura, bem
como abrindo a possibilidade de estabelecer novas medidas de emaranhamento sem-
pre que houver uma relagdo de complementaridade que satisfaca os critérios mencio-
nados anteriormente.

4.1 RELAGAO ENTRE OS CRITERIOS DE INCERTEZA, COMPLEMENTARIEDADE
E EMARANHAMENTO

Na MQ, a incerteza sobre um observavel A, como o caminho em um interfero-
metro de muitas fendas, quando o sistema é descrito pelo estado p, é dado pela sua
variancia (NAPOLITANO; SAKURAI, 2017)

V(p, A) = Tr pAZ = Tr pA® — (Tr pA)?, (4.2)

onde A, = A—Tr pA. Como, em geral, o estado p € misto, a variancia V(p, A) quantifica
tanto a incerteza de natureza quantica quanto de natureza classica. Assim, Luo (LUO,
2005b) propbs separar a variancia nas suas partes quantica e classica

V(p, A) = Q(p, A) +C(p, A), (4.3)

onde Q(p,A) e C(p, A) corresponde as incertezas quantica e classica, respectiva-
mente, do observavel A dado que o sistema esta no estado p. Além disso, Luo estabe-
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leceu um conjunto de critérios razoaveis que quaisquer medidas de incerteza quantica
e classica deve satisfazer. Essas propriedades sao:

L.1 Se p € puro, entdo V(p, A) = Q(p,A) e C(p, A) = 0, uma vez que o estado do
sistema é conhecido e, portanto, toda a incerteza € intrinsicamente quantica.

L.2 Se [p, A] = 0, ambos compartilham a mesma base de autovetores, sendo diago-
nais nessa base. Assim p e A se comportam como variaveis classicas de modo
que toda incerteza é de origem cléssica, i.e., Q(p,A) =0e V(p, A) =C(p, A).

L.3 Q(p, A) deve ser uma fungao convexa de p, uma vez que mistura classica nao au-
menta a incerteza quéntica. Enquanto, C(p, A) deve ser concava em p, dado que
uma mistura classica de estados aumenta a incerteza classica. Logo, Q(> ", pipi, A) <
> piQ(pi, A) e C(3_; pipi, A) = 52, piC(pi, A), onde 3~ p; = 1, p; € [0,1], e p; s@o
operadores densidade.

A fim de explorar a relagéo entre as condi¢des para uma medida de incerteza
guantica e aquelas para uma medida de visibilidade, vamos nos restringir ao contexto
da interferometria de mdltiplas fendas’, i.e., vamos considerar que o observavel A é a
projecdo em um dos d-caminhos de um interferometro de Mach-Zehnder: A = [j){j|,
onde j rotula o j-ésimo caminho (estado). No caso extremo em que p € puro, € p,; =
1/dVj, é de se esperar que incerteza quéantica seja maxima V(p, A) = Q(p, A) = Q™m**,
uma vez que ha interferéncias entre todos os possiveis caminhos dois a dois e, por-
tanto, 0 médulo das coeréncias de p atinge seu valor maximo. Logo, a visibilidade (ou
coeréncia quantica) também atinge seu valor maximo, enquanto a incerteza classica
se anula C(p, A) = 0. Ja, no outro extremo, quando [p, A] = 0, p é um estado inco-
erente na base de autovetores que rotulam os caminhos, ou seja, p = »_. p;; 1),
com p,j;,7 = 1,...,d, sendo uma distribuigdo de probabilidades classica. Logo, toda a
incerteza sobre o sistema é classica. Além disso, tanto a visibilidade quanto a incer-
teza quantica se anulam, i.e., V = Q(p, A) = 0, uma vez que nao ha coeréncia nessa
base. Por outro lado, se o caminho é conhecido, entdo p € puro e p;; = 1 para algum
J que rotula o caminho conhecido. Logo, V' = Q(p, |7)j]) = C(p, |7){j|) = 0 e a previsi-
bilidade atinge seu valor maximo. Finalmente, tanto a visibilidade quanto a incerteza
guantica devem ser fungdes convexas de p, uma vez que mistura classica de estados
ndo aumenta a coeréncia do sistema e nem sua incerteza quantica.

Em contrapartida, a relacdo entre incerteza classica e emaranhamento € mais
sutil. Como vimos, as relagdes de complementariedade, que quantificam os aspectos
ondulatoérios e corpusculares de um sistema quantico descrito pelo operador densi-
dade p, saturam apenas para estados puros. Para um estado maximamente incoe-

'Esse é apenas um cenario fisico especifico no qual complementariedade e incerteza se aplicam,
no entanto as conclusdes aqui tiradas sao vélidas para quaisquer sistemas quanticos.
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rente, isto €, se todos os caminhos s&o igualmente provavel, p = ;> . 15)(j|, as medi-
das que quantificam os aspectos ondulatérios e corpusculares de p se anulam e ne-
nhuma informacao ‘local’ sobre o sistema é obtida. Nesse caso V(p, A) = Q(p, A) =0,
e a incerteza classica atinge seu valor maximo. Além disso, estados reduzidos maxi-
mamente incoerentes sdo usados para classificar estados maximamente emaranha-
dos (BERGOU; HILLERY, 2013) uma vez que, como vimos, é sempre possivel purificar
p € pensa-lo como parte de um sistema maior no qual o estado global é conhecido e,
geralmente, tal estado € emaranhado. Logo, a informacao sobre p esta codificada nas
suas correlagbes com outros sistemas de modo que o emaranhamento pode ser visto
como responsavel pela perda das propriedades locais de p. Assim, se o sistema nao
esta emaranhado, entao p é puro. Nesse caso, a incerteza classica também se anula.
Por exemplo, podemos supor que p estd emaranhado com os estados de um detector
de caminho. Se os estados do detector sdo ortogonais, quando ignorarmos os estados
do detector, obteremos um estado incoerente p na base que rotula os caminhos. Logo,
podemos esperar que C(p, |7)j|) # 0 € uma assinatura de emaranhamento. Embora,
para qualquer estado quéantico multipartido, medidas de emaranhamento devem ser
convexas (BRUSS, 2002), a condi¢do de que C(p, A) deve ser cdncava diz respeito ao
estado reduzido p. Como qualquer mistura classica do tipo p = >, pip; pode ser con-
siderada como o efeito de medidas locais em outra parte do sistema (por exemplo, no
detector de caminho), entao tal mistura classica pode ser considerada como o efeito
de operagdes locais e comunicacao classica. Logo, como discutido anteriormente,
qualquer medida de emaranhamento, assim como C(p, A), deve ser cdncava sobre 0
efeito de LOCC.

Proposicao 4. Uma mistura classica pode ser considerada como o efeito de medidas
locais ndo-seletivas em outra parte do sistema global.

Demonstragdo. Tal prova corresponde a parte inicial da prova de que a entropia de
emaranhamento ndo aumenta em média por medidas locais em uma das partes.
Mesmo assim, repetimos a parte inicial aqui. Consideremos um sistema bipartido
puro |V) , » € Ha ® Hp €, também, consideremos Alice e Bob de posse dos sistemas
A e B, respectivamente. Dado que Alice realiza medidas projetivas sobre seu sistema,
0s possiveis resultados s&o rotulados pelo indice k£ e a medida ortogonal correspon-
dente é dada pelo projetor P, com Y, P} = 14 e PAP2 = PA6y,,.. Assim, Alice obtém
o resultado k com probabilidade p. = (V[P ® I3|¥), 5 de modo que o estado pés
medida sera p, ' P |¥) , 5 (¥| P*. Como o estado reduzido do Bob néo pode mudar,
caso contrario comunicagéo superluminal seria possivel, entdo o estado de Bob pds
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medida é dado por

PB = TrA(’\Ij>A,B (U]) = TTA(Z PjA |\I/>A,B (V] PjA)

J

= i Tralp; P [W) , 5 (U] ) (4.4)
j
=> 5 Traps. (4.5)
j
onde foram usadas as propriedades de ciclicidade e linearidade do traco. O

Vale ressaltar aqui esse resultado ja é bem conhecido na literatura e pode ser
visto como um corolario direto do teorema de Neumark (BERGOU; HILLERY, 2013).
Finalmente, como discutido anteriomente, podemos atribuir o surgimento de um es-
tado classico (incoerente) ao processo de decoeréncia (ZUREK, 2003), processo pelo
qual ha perda da coeréncia devido a interacdo com o ambiente (ou com um detec-
tor). Assim, comegando com um estado p = |¥)¢| puro e, devido a intera¢cdo com o
ambiente (ou com um detector) e a geracao de correlacdes entre eles, o estado de in-
teresse acaba no estado paias = D _; pj;17)(J|, € @ incerteza que temos sobre o sistema
é apenas de origem classica e representada pelos elementos p;;,j =1, ..., d.

4.2 A COMPLEMENTARIEDADE DA INCERTEZA

A fim de introduzir uma medida de incerteza quantica, Luo considerou a se-
guinte definicdo

Olp. A) 1= Tuy(p, A) = — 5 Te([v/5. AP, (4.6)

onde Z(p, A) € a informagédo de Wigner-Yanase e A, := A — TrpA. Como ressaltado
por Luo em (LUO, 2005b), a interpretacdo dada por Wigner e Yanase € que Q(p, A)
quantifica o contetdo de informacgao do estado quantico p em relagao aos observaveis
nao comutantes com o observavel A. Por causa do principio de complementaridade
de Bohr, podemos ainda interpretar Q(p, A) como algum tipo de incerteza do proprio
observavel A codificada em p (LUO, 2005b). De fato, quando p é puro, a informacéao
de Wigner-Yanase se reduz a variancia do observavel A dado que o sistema esta no
estado p. A partir dai, a definicdo de incerteza classica segue diretamente como a
diferenga entre a variancia do observavel A e sua incerteza quéantica

Clp, A) :==V(p, A) = Qlp, A) = Tr /pAoy/pAo, (4.7)

onde Ag = A — Tr pA.
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Seguindo o mesmo raciocinio da ultima se¢éao, vamos considerar o observavel
A como a projecédo sobre um dos caminhos de um interferdmetro de Mach-Zehnder,
i.e., A= |j)j|.- Nesse caso, a incerteza quantica do j-ésimo caminho é dada por

Qp.LiNil) = =5 T/ N3P 48)
5 (U + GIVAl)? (4.9)

= DS IVRIIVE Ik - {loli) ) (4.10)

= (ilels) = GIVALI)®- (4.11)

Se p é um estado puro, entdo /5 = p e Q(p, A) = (jlplj) — (ileli)*. Para (jlplj) :=
pj; = 1/d, ¥ j, aincerteza quantica do caminho j atinge seu valor maximo dado por
QM = (d — 1)/d?. Por outro lado, se o caminho é conhecido, i.e., px, = 1 para algum
rétulo de caminho k, entédo Q(p, A) = 0, mesmo se k = j. Agora, se [p,|7){j|]] = 0 V7,
entéo p é diagonal na base de caminho e p;; = (\/ﬁjj)2 V4, 0 que implicaem Q(p, A) =
0. Agora, definindo a incerteza quantica sobre todos os d-caminhos como

Uy =3 Q. 1i)ilo) (4.12)
—iﬂWW—Mﬁm% (4.13)
Z 2 Ul VP IR VPL) = GIVAY) (414)
—;UWWN—ZUMMQ (4.15)
= 2; GlvamE (4.16)

_ Z;@), (4.17)

vemos que a incerteza quantica sobre todos os caminhos U, € igual a coeréncia de
Wigner-Yanase C,,(p). Ademais, € de imediato ver que U, satisfaz os critérios propos-
tos por Luo.

Ja, a incerteza classica do j-ésimo caminho € dada por

Clp, 7)) = Tr/pl3)lo Ve 13X (4.18)
= Glveli)® = Gleli) Dkl pli)il o k) (4.19)
= (ilv/pls)* = Gleld)®- (4.20)

Se p é puro, entdo C(p, A) = 0 uma vez que ,/p = p. Por outro lado, se p € inco-
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erente, temos que C(p, A) # 0, e para o caso extremo no qual todos os caminhos
s&o equiprovaveis, i.e., p = . 117)(j], a incerteza cléassica atinge seu valor maximo
Cm = (d — 1)/d?*. Enquanto isso, a incerteza classica sobre todos os d-caminhos é
dada por

Ue =D Clp, 1iaD) = D_(GIVRLY = (leli)). (4.21)
Agora, somando ambas as incertezas, temos
Uy + U, = ; GIVR IR+ 3 (Glvel)* = Gleli)) (4.22)
= ij |G vp R~ Z (loli)? (4.23)
= ;Rm? - <j|p|;>2 (4.24)
=1-2 <j|p|;>2 (4.25)
= Sz<,od;g>, (4.26)

sendo possivel estabelecer a seguinte relacdo de complementariedade entre incerte-
zas quantica e classica:
U, + U, < 5. (4.27)

No entanto, € possivel explorar a Eq. (4.26) ainda mais. Dado que, para d caminhos
com probabilidades pi11, p22, - -« , paq, @ falta de informagédo sobre o j-€simo caminho
pode ser quantificada por p;;(1 — p;;) (BRUKNER; ZEILINGER, 1999). A falta de infor-
magao sobre todos os d-caminhos é dada por 3~ p;;(1 — pj;) = 1 — 32, p5; = SilPdiag)-
Em outras palavras, dado que a projegéo sobre o j-ésimo caminho é II; := |j)(j|, a
incerteza do caminho j é dada por

V(p,11;) = Tr pIl? — (Tr pll;)* = pj; — p3;, (4.28)

de modo que a incerteza sobre todos os caminhos é dada somando sobre j:
S Vi) =1-Y p3 (4.29)
j j

Portanto, como esperado, U, + U, = Zj V(p,11;). Além disso, a Eq. (4.26) pode ser
escrita como uma relagcdo completa de complementariedade entre previsibilidade e
incertezas:

Uy + U+ Pi(p) = 5™, (4.30)
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onde P(p) = S/ — Si(paiag) € @ previsibilidade linear. Uma vez que S;(pai.,) esta
medindo a incerteza total sobre todos os caminhos, é possivel, novamente, interpretar
Pi(p) = S — Si(paiag) cOMo uma medida da capacidade de fazer uma previsao (ou
"palpite") correto sobre os possiveis resultados na base de caminho, i.e., se nossa
incerteza total sobre os caminhos decresce, a capacidade de fazer uma previsao cor-
reta tem que aumentar. E interessante ressaltar que a capacidade de previsao fora do
campo de informacao quantica é definida como a diferenca entre medidas de entropia
a priori e a posteriori (SCHNEIDER; GRIFFIES, 1999). Ademais, € possivel ver que
as coeréncias de p dao origem a incerteza quantica, enquanto a incerteza classica
€ devido as possives correlacbes quéanticas (emaranhamento) com outros sistemas,
dado que p faga parte de sistema quantico multipartido puro.

Teorema 8. Seja |V) , , um estado puro de sistema quantico de duas partes. Entao,
emaranhamento da origem a incerteza classica local, enquanto que coeréncia quan-
tica da origem a incerteza quantica. Inversamente, incerteza classica € uma assina-
tura de emaranhamento, enquanto incerteza quantica é uma assinatura de coeréncia
quéntica.

Demonstracdo. Sem perda de generalidade, no contexto de interferometria de Mach-
Zehnder, seja |j) o estado correspondendo ao quanton estar no j-ésimo caminho.
Assim, o estado geral apds passar pelo primeiro divisor de d-feixes € dado por |) , =
>_;a;|j), onde a; representa a amplitude de probabilidade do quanton tomar o j-
ésimo caminho, e {|j)}%_, representa uma base ortonormal. Considerando agora um
detector de caminho que também é um sistema quéntico. A condicdo basica para
uma medida em MQ, de acordo com von Neumann (NEUMANN, 1955), é deixar que
o detector interaja com o sistema de interesse de modo que ambos se correlacionem.
Matematicamente, U(|j) ®|do)) — |j) ®|d;), onde |d), é o estado inicial do detector e U
representa o operador de evolugdo. Sendo |d;) o estado do detector correspondente
ao quanton estar no caminho j, temos que o estado total do sistema é descrito por

g =200 @), (4.31)

com |V¥) ,  representando um estado puro bipartido. Também, sem perda de gerane-
ralidade, consideremos que os estados do detector {|d;)}7_, sdo normalizados, mas
nao necessariamente ortogonais. Agora, se ignorarmos 0s estados do detector, temos
0 seguinte estado misto

pa=Trp(|0), 5 (V) = Za]ak (dild;) 5)(K] . (4.32)

Se os estados do detector sdo completamente distinguiveis, i.e., (dx|d;) = d;x, en-
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tao ps = >, la;|” |7)(j| € um estado incoerente, e portanto, p, comuta com qualquer
projetor |7)(j|. Logo, toda incerteza € classica. Por outro lado, se o detector néo in-
terage com o quanton, entdo o sistema bipartido é separavel e o estado do quanton
€ puro. Logo, toda incerteza é de natureza quéantica. Ademais, se os estados do
detector ndo sdo mutuamente ortogonais entre si, os elementos fora da diagonal de
pa = > ;xaja; (di|d;) |7)k| n@o se anulam. Mas, a coeréncia do quanton sera dimi-
nuida em comparagao ao estado puro [¢), = >, a;|j) (BERA et al., 2015), uma vez
que |p;x| < pjjprr para estados mistos. Logo, parte da incerteza quantica é transfor-
mada em incerteza classica, e teremos uma mistura de ambas. Além disso, a dimi-
nuicao da incerteza quéantica ndo pode corresponder a um aumento da previsibilidade,
uma vez que P,(p) ndo é afetada pelo acoplamento entre o detector e o quanton. Para
isso, basta ver que p7; = la;|* (d;|d;) = |a;]”, uma vez que os estados do detector
sdo normalizados. Inversamente, se temos apenas incerteza quantica, p é um estado
puro e havera, pelo menos, coeréncia entre dois elementos da base de caminho, caso
contrario o caminho é completamente previsivel, 0 que contradiz a hip6tese que temos
incerteza quéantica. Por outro, se temos apenas incerteza classica, p é incoerente na
base de caminho, sendo uma assinatura de emaranhamento com outro sistema, uma
vez que € sempre possivel purificar p e emaranha-lo com outro sistema. O caso trivial
em que p é um projetor sobre um dos caminhos implica que p € puro € o caminho &
conhecido, o que contradiz a hip6tese de que temos incerteza classica. ]

Portanto, no contexto de complementariedade, se aceitarmos que U, = C,,,(p)
€ uma medida do aspecto ondulatorio do quanton, enquanto P,(p) € uma medida do
aspecto corpuscular, entao U. = >, Tr/p|j)jly /P 7)XJl, pode ser considerada como
uma medida de emaranhamento do quanton com outros graus de liberdade, dado que
o sistema global seja puro.

Teorema 9. Segja |V) ap € Ha®Hp 0 estado de um sistema bipartido puro, com

pa = Trp(|V) , 5 (V). Entdo, U := 3 _; Clpa, [3)il) = 22, Tr /pali)ilo v/PaliXil, € um
monotono de emaranhamento, com ijl 17)7| = Laxa-

Demonstracgéo.  Se |V), € separavel, entao ,0,4 = Trp(|V), 5 (¥]) € pur
portanto, U. = Zj((j|,/p,4|j> — (jlpalj)®) = 0. Inversamente, U, = 0 —

(71y/Pali) = (jlpals) Vi, ou seja, \/pa = pa. Logo, pa é puro e segue que O
estado |V) ,  é separavel.

* U. > 0. De fato

ZTr\/pA 15010 v/Pa 13)ilo = ZTrp1/4 3%l P i)le o (4.33)

= ZTr XIx; >o, (4.34)

J
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onde X, := 1/4 |j><]|0pA , € portanto, XTX caracteriza uma matriz positiva

semi-definida (ZHANG, 2011), como mostrado no apéndice B. Além disso, ja
mostramos anteriormente que, dada uma base de referéncia, temos que ,oj‘j €
[0, 1], V4. O que implica em (v/p*);; > p7; V4, e portanto, U, > 0.

U. € invariante por transformagdes unitarias locais. De fato, seja Ux ® U |¥) ,
onde Uy, Up s&o operadores unitarios em H 4, H, respectivamente. Logo, g/,
UapaUl €

IItu

> C(UapaUL, 5)l,) ZTYUA\//)_AUA [3)ilo Uav/PaUL 15Xl (4.35)

J

- ZTr VoAU i)ilo Uav/paUL iilo Usa  (4.36)

= > Cloa, UL i)l Un), (4.37)
J
onde foi usada a ciclicidade do traco. Dado que, para qualquer transformacao
unitaria local U4, o conjunto {U} [j)(j| U} ainda é uma base ortonormal, uma
vez que operadores unitarios levam bases ortonormais em bases ortonormais,
entdo U, é invariante por transformagdes unitarias locais.

U. ndo aumenta por LOCC. De fato, segundo (VIDAL, 2000), e pelas ideias de-
senvolvidas no apéndice D, U, = f(Trp|¥), 5 (¥|) ndo aumentar por LOCC &
equivalente a mostrar que U, é invariante por unitarias locais e U. € uma fun-
¢ao cébncava. Como ja mostramos que U, € invariante por unitarias locais, basta
mostrar que U, € uma fungéo céncava. De fato, escrevendo

da—1
da

U, = — P(pa) = Cuy(pa), (4.38)
dado que Pi(pa), Cuy(pa) s@0 fungbes convexas, como mostrado em apéndice E,
entdo U, é concava. Também, é possivel mostrar que . € uma funcao cbncava
de Schur, e portanto, que ndo aumenta por LOCC, como discutido no apéndice
D.

[

4.3 A INCERTEZA DA COMPLEMENTARIEDADE

Invertando a légica, e explorando a dualidade entre incerteza e complementa-

riedade, podemos interpretar qualquer relagcdo completa de complementariedade em
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termos de incerteza e previsibilidade. Por exemplo, consideremos a seguinte RCC

sz(ﬂA) + Cre(,oA) + S’Lm(pA) =In dA7 (439)

onde p4 = Tr|V), 5 (V] e [¥), 5 descreve o estado de um sistema bipartido puro. E
possivel mostrar que C..(pa) € S,n(pa) podem ser tomadas como medidas de incer-
teza quantica e cléssica, respectivamente, i.e., U(pa) := Cre(pa) + Sun(pa) representa
a incerteza total 2 em relagéo a base de referéncia {|j)}. Seguindo (KORZEKWA et
al., 2014), consideremos o seguinte mapa D(p4) = »_; (j| pa |j) [7)4| denominado de
dephasing. As medidas projetivas {|j){j| ?;é relacionadas aos caminhos de um inter-
ferdmetro sdo medidas que podem ser repetidas inumeras vezes. Assim, é razodvel
supor que uma segunda medida realizada em sequéncia nao deve revelar nenhuma
incerteza quantica de modo que o estado do sistema apds a primeira medida possui
apenas incerteza classica, levando em conta que o resultado da primeira € descar-
tado. Logo, podemos considerar S,,(pal||D(pa)) = min,er S(pallt) = Cre(pa) cOMO
uma medida de incerteza quéntica, e S,,(p4) uma medida de incerteza classica. De
fato, se pa € puro S,,.(p) = 0 e U(p) = C,e(pa). Por outro lado, se [p, |k)k|] = 0, para
algum indice k, entao p é diagonal na base de caminho, e portanto, C,.(p) = 0, uma
vez que Sy, (Padiag) = Svn(pa) € U(pa) = Sun(pa). Além do mais, C,..(p4) € uma fungéo
convexa sob mistura classica como mostrado no apéndice E, enquanto S,,,(p4) € uma
funcao cdncava de p4 como mostrado anteriormente. Além disso, podemos ver que

U(pa) = Cre(pa) + Sun(pa) = Sen(pallD(pa)) + Sun(pa) (4.40)
=Trpalnpa —Trpaln D(pa) + Sun(pa) (4.41)
= —Sun(pa) = Tr D(pa) In D(pa) + Sun(pa) (4.42)
= Sun(D(pa)), (4.43)

onde S,,(D(pa)) = Svn(padiag) = —ijj Inp,; é a entropia de Shannon (NIELSEN;
CHUANG, 2000), com p; = Tr(pa [j)j|) = pj;, representando assim a incerteza total
do observavel caminho dado que o sistema esta no estado p4. Por fim, podemos
interpretar a Eq. (4.39) como uma RCC entre previsibilidade, incerteza quéntica e
incerteza classica.

Agora, seguindo 0 mesmo racicionio, vamos rederivar a RCC

da—1
dy

Pi(pa) + Chs(pa) + Si(pa) = (4.44)
onde ps = Tr|¥), 5 (¥|, a partir da variancia das matrizes generalizadas de Gell-

mann. Dada a base de caminho {|;)}9-;, é possivel definir as matrizes generalizadas

2Aqui, néo definimos C,..(p) + S,n(p) cOmo V(p) uma vez que nio representa uma variancia.
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de Gell-mann como (BERTLMANN; KRAMMER, 2008):

m+1
rd . )oumt | ) 4.4
" o +1 Z 1 (4.45)
U5k = L)kl + 1R) (4.46)
U5 = =il Xkl = [F)]), (4.47)
ondem =1,---,d—1el < j < k < d. As variancias desses observaveis sao

calculadas explicitamente no apéndice F, sendo dadas por

> Vipa,Ts) = Q(dz—;” —2Fi(pa), (4.48)

>~ (Veas 50 +V(pa.T50)) = 2(da — 1) = 2C0s(pa). (4.49)

i<k
Somando as Eqgs. (4.48) e (4.49), obtemos a seguinte relacdo de complementariedade

da—1
dy

C(pa,T) + Chs(pa) + Pi(pa) = (4.50)

onde

ClpaT) = 3 S V(pa T + 5 S (Vloa Th) + Vipa T50) — (da— 1) (451)

m i<k
€ uma medida de incerteza classica, uma vez que

da—1

C(pA7F) = dA

— Chs(pa) — Pi(pa) (4.52)

satisfaz os critérios de Luo, assim como C),s(p4) pode ser considerar uma medida de
incerteza quantica. Por comparacao, a Eq. (4.50) é equivalente a RCC (4.44). Ade-
mais, como p,4 representa um estado misto, P;(pa) + Chs(pa) < dA sendo possivel
obter a seguinte relacdo de incerteza para as matrizes generalizadas de Gell-Mann:

1 1
5 2 V(o Tn) 5 Y (V(p.T50) + V(p.T54)) > da — 1. (4.53)

j<k

Por fim, explorando esta dualidade entre incerteza e complementariedade, é
possivel completar a relagcdo de complementariedade baseada na norma-/;. Lem-
brando que

Cu(pa) + Pi(pa) < da — 1, (4.54)
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onde Ci, (pa) = > lpjkls Pu(pa) =d—1 =31 \/Pijprk € pa = Tr[¥) ,  (¥|. Note-
mos que

Cr,(pa) + Pu(pa) = da— 1+ (Ipjel — v/Pijpik) (4.55)
j#k
pode ser reescrita como uma CCR

Ci,(pa) + Wi (pa) + Py (pa) = da — 1, (4.56)

se definirmos W, (pa) :== > ...(\/ p2pi%—|P2k]) como um indicativo de emaranhamento
entre o sistema A e B. Como mostraremos na proxima secao, tal medida de fato é
um monétono de emaranhamento quando restrita aos coeficientes de Schmidt. Além
do mais, podemos observar que Cj,(p4) € Wi, (pa) também sdo medidas de incerteza
guantica e classica, respectivamente. De fato, se p4 € puro (e portanto separavel),
segue que |pii| = \/phpih Vi # k., @ Wi, (p) = 0. Por outro lado, se p4 € incoerente
na base de caminho, entdo Cj,(p) = 0. J&, a convexidade de Cj,(p4) € mostrada no
apéndice E, enquanto a concavidade de W(p4) = da — 1 — Cy,(pa) — P, (pa) S€gue da
convexidade de Cy, (pa), P, (pa)-

A fim de resumir o papel das entropias linear e de von-Neumann em relagoes
de complementariedade e incerteza para sistemas globais puros, consideremos a se-
guinte tabela:

Entropia | Papel em relagdes de incerteza | Papel em relagbes de complementariedade
Si(p) Medida de incerteza classica Medida de emaranhamento

Si(paiag) | Medida de incerteza total Pode ser usada para definir previsibilidade
Sun(p) Medida de incerteza classica Medida de emaranhamento

Sen(pdiag) | Medida de incerteza total Pode ser usada para definir previsibilidade

Tabela 4.1 — O papel das entropias linear e de von Neumann em incerteza e comple-
mentariedade.

Além do mais, podemos notar que a distingdo geral entre incerteza classica,
total e quantica é que a incerteza classica é caracterizada a partir dos autovalo-
res da matriz densidade, dado que S;(pa), Swn(pa) S@0 caracterizadas pelos auto-
valores de p4. No préxima secdo, também veremos que isso vale para as outras
duas medidas de incerteza classica, uma vez que as outras medidas também sao
monétonos de emaranhamento quando restritas aos autovalores da matriz densi-
dade. J& a incerteza total é caracterizada a partir dos elementos diagonais da matriz
densidade (ou seja, a distribuicdo de probabilidade adquirida em um experimento),
uma vez que a incerteza total pode ser escrita em termos da previsibilidade, i.e.,
Incerteza Total = Constante — Previsibilidade, e qualquer medida de previsibilidade
deve depender apenas dos elementos diagonais do operador densidade. Enquanto
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iss0, a incerteza quantica é definida como a diferenga entre a incerteza total e a incer-
teza classica, usando qualquer medida de incerteza que seja mais conveniente.

4.4 MONOTONOS DE EMARANHAMENTO A PARTIR DE RELACOES DE COM-
PLEMENTARIEDADE

Como discutido no apéndice D e seguindo (ZHU et al., 2017), vamos denotar
D(H) o conjunto dos operadores densidades em H ~ C¢ e U(d) o grupo de operadores
unitarios em H. Além disso, seja Fy; 0 conjunto de fung¢des unitariamente invariantes
em D(H) tal que cada fungéo f € Fy; € definida no espaco dos operadores densidades
para cada inteiro positivo d = dim H. Ou seja, para cada d, f € Fy satisfaz

fUpUT) = f(p) VpeD(H), UeU(d). (4.57)

Logo, f(p) € uma fungdo dos autovalores de p. Ademais, vamos nos restringir ao
conjunto Fy. C Fy de fungbes concavas e unitariamente invariante em D(H). Assim,
cada f € Fy. satisfaz Eq. (4.57) e

fp+(1 = XNo) = Af(p) + (1 =) f(o)
Vp,0 € D(H), A € [0,1], (4.58)

para qualquer d. Agora, seja H ~ H, ® Hp um espago de Hilbert bipartido corres-
pondente aos sistemas A e B, com dimenséo d4, = dg = d. O fato da dimensao
dos subsistemas ser a mesma ndo € essencial para o que se segue. Logo, qualquer
fungdo f € Fy. pode ser usada para construir monétonos de emaranhamento £, em
D(H). Para estados puros |¥) , ; € H,

Ep(V) := f(Trp([WX¥])) = f(pa), (4.59)

sendo possivel extender a medida para casos mistos p € D(H) através de
Ey(p) :=min > p;E(p;), (4.60)
j

onde a minimiza¢ao é tomada sobre o conjunto de estados puros de p no qual p =
Zj p;p;- Inversamente, a restrigdo para estados puros de qualquer monétono de ema-
ranhamento é igual & E; para alguma f € Fy.. Esses resultados sdo demonstrados
em (VIDAL, 2000).

Além disso, seja A, 0 espaco das distribuicbes de probabilidades de vetores
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de probabilidades com d componentes. Ou seja, cada ponto (ou vetor) nesse espaco
representa uma distribuicdo de probabilidades com d elementos. Uma funcéo f é dita
simétrica se é invariante sob a permutacdo das componentes dos vetores de proba-
bilidadades. Seja F, o conjunto de fungdes simétricas no espaco de distribuicdo de
probabilidades tal que cada fungdo f € F, esta definida para qualquer inteiro posi-
tivo d. Logo, os autores em (ZHU et al., 2017), mostraram que cada funcéo simétrica
f € Fs pode ser elevada a uma fung¢do unitariamente invariante em D(H), i.e.,

f(p) = f(eig(p)) Vp € D(H), (4.61)

onde eig(p) sdo os autovalores de p. Inversamente, qualquer fungéo f unitariamente
invariante em D(H) define uma fungdo simétrica em A, quando restrita aos elementos
diagonais do operador densidade:

f(p) := f(diag(p)) Vp € Aq, (4.62)

onde p € A, representa uma distribuicdo de probabilidade, enquanto diag(p) repre-
senta os elementos diagonais de p. Logo, para qualquer funcédo concava f € F;, a
medida E; definida por Egs. (4.59) e (4.60) € um mondtono de emaranhamento. In-
versamente, a restricdo para estados puros de qualquer mono6tono de emaranhamento
é igual a E; para alguma fungdo cbncava em F;. A partir dessa construgdo, € possi-
vel relacionar monétonos de emaranhamento com relagdes de complementariedade
COMo se segue:

Teorema 10. Seja P(pa) + C(pa) < o uma relagdo de complementariedade para o
estado p, de modo que tal relagdo satura apenas se p4 € puro, com P(p4) € C(pa) Sa-
tisfazendo os critérios de previsibilidade e visibilidade estabelecidos em (DURR, 2000;
ENGLERT et al., 2008), respectivamente, e « € R com o > 0. Logo, a quantidade

Ey:=a—P(pa) — Clpa) (4.63)
€ um monotono de emaranhamento definido pelas Eqs. (4.59) e (4.60).

Demonstragdo. Como, por hipétese, as medidas P(p4) € C(pa) satisfazem os crité-
rios estabelecidos em (DURR, 2000; ENGLERT et al., 2008), ent&o tais medidas sdo
fungbes convexas de p4, 0 que implica em E; := o — P(pa) — C(pa) = f(pa) ser
uma funcdo céncava em p4. Agora, seja |V) € H4 ® Hp uma purificacao de pg, i.e.,
pa = Trg|¥) (¥]. Usando a decomposi¢do de Schmidt [¥) = >, /A [dx) 4 @ [¥) 5,
temos que pa = >, A |or)¢x|, ou seja, C(pa) = 0 e P(pa) # 0. No entanto, P(pa)
deve ser invariante sob a permutagédo dos indices de caminho (ou estado), o que im-
plica que P(p4) deve ser invariante sob a permutacdo dos vetores de probabilidade
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X= (N, -+, \a_1), Uma vez que P(p4) deve ser funcdo apenas dos elementos diago-
nais de p4. Portanto, £y = f(pa) € invariante frente a permutag6es dos elementos de
probabilidade X. Ademais, dada qualquer base de referéncia, quando nos restringi-
mos aos elementos diagonais de p4, temos que C(p4) = 0e P(pa) # 0, 0 que implica
novamente que £y = f(pa) é invariante frente a permutagbes dos elementos de pro-
babilidade. Logo, £ := a — P(pa) — C(pa) € um mondtono de emaranhamento. [

Uma definicdo equivalente e normalizada da Eq. (4.63) é dada por E; :=
1— é(P(pA) + C(pa)). Também, a partir da Eq. (4.63), podemos ver que os estados
que maximizam E; sdo da mesma forma, i.e., estados nos quais os estados reduzi-
dos satisfazem P(p4) + C(pa) = 0, ou seja, estados maximamente mistos. Ademais,
podemos ver que esse resultado é muito importante e geral, uma vez que sintetiza
todas as relagcdes completas de complementariedade conhecidas na literatura, bem
como abre a possibilidade de estabelecer novas medidas de emaranhamento sempre
qgue houver uma relagédo de complementaridade que satisfaca os critérios menciona-
dos anteriormente. Ainda, a partir dele podemos ver que é sempre possivel completar
uma relacao de complementariedade com um monétono de emaranhamento dado que
o estado global é puro. Definindo os monétonos

Wi (pa) :==da —1— Py(pa) — Ci,(pa), (4.64)

dy—1
Way(pa) == AdA — Prs(pa) — Cuy(pa), (4.65)

podemos ver que as medidas obtidas nas se¢des anteriores para norma-/; € para
Wigner-Yanase sao de fato mono6tonos de emaranhamento, e podem ser escritas em
termos dos coeficientes de Schmidt como

Wi (pa) == > vV A, (4.66)

£k
Way(pa) =D (VA) = X2), (4.67)

J
com W, (pa) = Si(pa) se escrito em termos dos coeficientes de Schmidt. Na verdade,
essa igualdade se mantém para qualquer estado incoerente p4. No entanto, em geral,
para uma base na qual a coeréncia quéntica é diferente de zero, entédo W,,(pa) #
Si(pa) umavez que C,,(pa) # Crs(pa) para estados mistos p4. Além disso, a partir da
Eqg. (4.66), € possivel ver que W, (p) € igual a medida denominada de robustness of
entanglement para estados globais puros (VIDAL; TARRACH, 1999), quando restrita

aos coeficientes de Schmidt, uma vez que Y- ., /A e = (30, /A)* — 1.

Finalmente, vale ressaltar que tanto as relagbes de complementariedade in-
completas quanto as relagbes completas discutidas até aqui, foram verificadas ex-



97

perimentalmente no IBM quantum experience para uma classe particular de estados
guanticos de um qubit e também para estados quanticos aleatérios de um, dois e trés
qubits (POZZOBOM; BASSO; MAZIERO, 2021).
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5 RELACOES COMPLETAS DE COMPLEMENTARIEDADE E INVARIANCIA DE
LORENTZ

Recentemente, ha cada vez mais interesse em como o0 emaranhamento se
comporta em cenarios relativisticos. Por exemplo, em (CZACHOR, 1997) o autor con-
siderou a versao relativistica do famoso experimento de Einstein-Podolsky-Rosen com
particulas massivas de spin-1/2. Czachor argumentou que o grau de violacao da desi-
gualdade de Bell depende da velocidade das particulas. Alguns anos depois, os auto-
res em (GINGRICH; ADAMI, 2002) montaram um cenario no qual o emaranhamento
entre dois sistemas depende do referencial no qual esta sendo medido. Isto é, consi-
derando emaranhamento spin-spin entre duas particuas, tal emaranhamento decresce
se for observado por um segundo referencial, enquanto o emaranhamento entre o spin
e o0 momento de cada particula pode aumentar. Assim, as transformacodes Lorentz in-
troduzem uma uma redistribuicdo de emaranhamento entre os graus de liberdade do
sistema. Também, no mesmo ano, foi demonstrado por Peres et al. (PERES; SCUDO;
TERNO, 2002) que a entropia de uma Unica particula massiva de spin-1/2 ndo perma-
nece invariante sob transformacdes de Lorentz. Posteriormente, o comportamento do
emaranhamento sob transformacgdes de Lorentz recebeu muita atencdo dos pesqui-
sadores (LI; DU, 2003; TERASHIMA; UEDA, 2003; JORDAN; SHAJI; SUDARSHAN,
2007; DUNNINGHAM; PALGE; VEDRAL, 2009; FRIIS et al., 2010; BITTENCOURT;
BERNARDINI; BLASONE, 2018).

Como apontado por Palge e Dunningham em (PALGE; DUNNINGHAM, 2015),
o principal aspecto a ser notado aqui € que muitos desses resultados aparentemente
conflitantes envolvem sistemas contendo diferentes estados de particulas, diferentes
nameros de particulas e também diferentes tipos de transformacdes de Lorentz. Por-
tanto, o emaranhamento sob boosts' de Lorentz é altamente dependente do cena-
rio de boost em questdo. Para estados de particula unica, um estado produto spin-
momentum pode ser transformado em um estado emaranhado. Além disso, os boosts
de Lorentz podem ser considerados como operacdes quanticas controladas onde o
momentum desempenha o papel do sistema de controle, enquanto o spin pode ser to-
mado como o qubit alvo, como argumentado em (DUNNINGHAM; PALGE; VEDRAL,
2009). Além disso, vale ressaltar que Saldanha e Vedral (SALDANHA; VEDRAL, 2012)
forneceram uma interpretacao fisica das rotagdes de Wigner no contexto da informa-
¢cao quantica, que resulta do fato de que diferentes observadores computam diferentes
eixos de quantizacao para medidas de spin. Com base nisso, 0os autores calcularam
os valores esperado das medigbes de spin feitas em particulas de spin-1/2 e argu-

"Lembrando que um boost de Lorentz corresponde a uma transformacéo de Lorentz que liga dois
referencias inerciais se movendo com velocidade relativa constante entre si.
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mentaram que ndo € possivel medir o spin da particula independentemente de seu
momento, de modo que uma particdo entre momento e spin do sistema nao € possi-
vel. No entanto, nessa dissertacao, estamos interessados apenas no comportamento
das medidas de complementariedade e emaranhamento que, por sua vez, sdo fun-
¢cOes apenas dos elementos dos operadores densidade reduzido de momento e spin,
e portanto, ndo é necessario considerarmos as sutilezas envolvidas para medir spin
em cenarios relativisticos assim como na propria definicido de um observavel para o
spin no contexto relativistico.

Embora a entropia de emaranhamento ndo permanega invariante sob transfor-
magcdes de Lorentz, e nem as medidas de previsibilidade e coeréncia, vamos mostrar
neste capitulo, como em (BASSO; MAZIERO, 2020a), que essas trés medidas juntas,
ou seja, que as CCR’s, pelo menos para um trio de medidas em particular, séo in-
variantes de Lorentz, dado que o subsistema em questao faca parte de um sistema
multipartido puro. No entanto, antes iremos discutir as representa¢des unitarias do
grupo de Poincaré e as rotagdes de Wigner, bem como analisar alguns resultados
da literatura comentados acima. Ademais, para uma revisdo basica de relatividade
restrita e do grupo de Poincaré, o leitor € encorajado a ler o apéndice G.

5.1 REPRESENTACOES UNITARIAS DO GRUPO DE POINCARE

Uma das questdes fundamentais ao estudar a formulagao relativistica da teoria
quantica € como estados quanticos sao descritos sob transformacdes de Lorentz. A
acao de transformacgdes de Lorentz se da no nivel das coordenadas espago-temporais,
ou seja, no espaco de Minkowski?. Dado que sistemas quanticos sdo descritos por ve-
tores no espaco de Hilbert, qual é o efeito destas transformacdes sob os estados
do sistema? Na linguagem da teoria de grupos, isso significa que estamos procu-
rando representar um elemento do grupo de Poincaré por um operador no espago
de Hilbert ao qual os estados quéanticos pertencem. Ou seja, dados dois referenciais
descrevendo 0 mesmo sistema quantico, os estados do sistema descritos em cada re-
ferencial estdo ligados por uma transformacéao. Isso pode ser motivado considerando
0 seguinte cenario: suponha que temos um sistema fisico S e observadores O que
carregam aparatos de medida. Se aplicarmos uma transformagao do grupo de Poin-
caré tanto no sistema S quanto nos observadores O, obteremos S’ e observadores
O'. Por exemplo, podemos rotacionar o sistema e o aparato de medida, ou dar uma
velocidade constante v para ambos. Esse tipo de transformacdo é denominada de
transformacéao de simetria (WEINBERG, 1995). A invariancia das leis da Fisica afirma

2A definicao de espago de Minkowski usada nesta dissertagdo pode ser encontrada no apéndice G.
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gue os resultados das medicoes feitas por O em S, e O’ em S’, devem ser idénticos.
O que levou Wigner a formular o seguinte teorema (WIGNER, 1959):

Teorema 11. Qualquer transformacao de simetria pode ser representada no espaco
de Hilbert a partir de um operador unitario e linear, ou anti-unitario e anti-linear, i.e.,
qualquer representagcdo U : H — H que preserva |(¢|y)| € unitaria e linear, ou anti-
unitaria e anti-linear.?

Aqui, estamos interessados apenas em representacdes unitarias, uma vez que
estdo diretamente ligadas com transformacdes continuas, como discutido a seguir.
Dados S em O e S’ em (', impde-se que ' (z') = v(x)* de maneira que os resultados
das medidas serdao os mesmos. Por exemplo, vamos considerar que o sistema S junto
com o aparato experimental € rotacionado de um angulo # em torno do eixo z:

cosf —sinf O
R(#) =] sinf cosh 0 de modo que =’ = R(0)x. (5.1)
0 0 1

Essa rotacdo, como discutido anteriormente, ndo deve afetar as caracteristicas do
sistema, de modo que

Y (2") = ' (R(0)x) = +(x), oqueimplicaem '(z) =¢¥(R(0)x). (5.2)

Considerando que a rotagao € infinitesimal 6, entao

1 460 0 100 0
RY6O)=] -0 1 0|=|010/|+60| -1 0 : (5.3)
0 0 1 0 0 1 0 00
de modo que
x x + 06y
RYO)| y | =] y—200z |. (5.4)
z z

Agora, vamos ver o reflexo dessa reflexao espacial no espaco de Hilbert das funcdes

3Mais formalmente, tal teorema pode ser formulado em termos das classes de equivaléncias dos
estados em H.

“(x) é a fungdo de onda que descreve o estado do sistema quéntico S na base da posigdo no
referencial O. Isto &, |¢) = [ dx |z) (z|¢) = [ dayp(z) |z).
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de onda do sistema:

¥/(x) = YR (0)x) = (x + 08y, y — 06x) (5.5)
~ Y(x) — 00(x0y — yO,) Y (x)
_ (1 _ %59L2)¢(x),, (5.7)

onde L. € o operador associado ao momento angular ao longo do eixo z. Assim, para
uma rotagao finita, temos 6 = é6/n e

( 1 —i6L,

"() = 1i 14—
Y'(x) = lim (14 —

n—oo

) blw) = e H (), (5.8)

representando o reflexo da rotagcao espacial no estado do sistema S. Dado que L é
um operador hermitiano, U(6) := e~ #0L & um operador unitario no espaco de Hilbert,
sendo uma representagao do grupo de rotagdes espaciais nesse espaco vetorial, com
L sendo o gerador dessa representacdo. Nesse sentido, dizemos que L é o gerador
de rotacdes no espaco de Hilbert. Ademais, nesta dissertacdo, estamos interessados
apenas nas representacdes unitarias do grupo de Poincaré.

Defini¢ao 3. Dados dois grupos G e H, um homomorfismo entre G e H é um mapea-
mento ¢ que associa cada elemento g € G a algum (ou varios) elemento (elementos)
de H: g = ¢(h;) para h; € H e que preserva a regra de composi¢cdo do grupo. Se o
mapa ¢ é um-para-um, entdo cada elemento g € G é a imagem de um unico elemento
h € H, e os grupos G e H sdo ditos isomorfos.

Definicao 4. Se ha um homomorfismo entre um grupo G e um grupo de operadores
H = ¢(G), cujos operadores atuam em um espaco vetorial, entdo H é dito ser uma
representagéo do grupo G, com H preservando a estrutura (a regra de composi¢do)
do grupo G. A dimensdo da representacao é igual a dimenséo do espaco vetorial.
Além disso, se os elementos do grupo de operadores sdo unitarios, a representacao
é dita unitaria.

Por exemplo, se considerarmos o subgrupo de Lorentz constituido de boosts
apenas em uma dire¢éo®, entio dois boosts seguidos s&do equivalentes a um terceiro:
A3 = Ay Aq. Agora, considerando uma representacao arbitraria A desse grupo, entéao
dados os elementos A; = ¢(A1), Ay = ¢(A2), A3 = ¢(A3), temos que AxA; = A3 —
d(A2)p(A1) = Pp(A3) = ¢(A2A;). Assim, dado o grupo de Poincaré, buscamos transfor-
magcdes unitarias U no espaco de Hilbert  que preservam a estrutura do grupo:

U:H—H com [Y)eH—|)=U)eH,
V(@) = Uy(Tz) = (), (5.9)

SVer apéndice G.
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onde 7' € um elemento do grupo de Poincaré. Dado que a regra de composicdo do
grupo de Poincaré é dada por (WEINBERG, 1995)

T(Al, al)T(AQ, 0,2) = T(AlAQ, A1a2 + CL1>. (51 0)
entao
U(Al,a1>U<A2,CL2> = U(AlAQ,A1(I2+CL1). (511)

Definindo U(A,0) := U(A), U(Ipm,a) = Ula), onde I, corresponde a identidade no
espagco de Minkowski. Como I, € uma transformacao de Lorentz (que mantém o
mesmo referencial), a representacdo da identidade no espaco de Hilbert ndo deve
mudar o estado do sistema, ou seja, U(In\,0) |v) = U(Im) |) = |¢), 0 que implica
em U(In) = Iy. Além do mais, se considerarmos transformacgdes infinitesimais de
Poincaré, a representacao U(I + w, €) deve possuir a mesma forma que I + O(w, €) a
fim de respeitar a estrutura do grupo. Ou seja,

U(I +w,e) = Iy +iw] —ieP = Iy + %wa“” — i€, P* (5.12)

onde J, P sdo operadores em #. Vale ressaltar aqui que ja estamos fazendo uso
da convencao da soma, como discutido no apéndice G. Além disso, J, P devem ser
hermitianos a fim de que U seja unitario. E também, dado que os elementos w,,
sao antissimétricos, os elementos J* também sdo antissimétricos. Enquanto isso,
os elementos finitos sdo dados por U(A) = ez5+/* U(a) = e~“»P" onde P* sdo as
componentes do operador associado ao 4-momento com P° associado a energia do
sistema. Ja J¥, com® i # j, sdo as componentes do operador associado a0 momento
angular enquanto J estdo relacionados aos geradores de boost no espaco de Hilbert
(WEINBERG, 1995).

5.1.1 Representacoes para estados de particulas de spin-1/2

Comegcamos assumindo que os momentos podem ser tratados como variaveis
discretas (JORDAN; SHAJI; SUDARSHAN, 2007; JORDAN; SHAJI; SUDARSHAN,
2010; PALGE; DUNNINGHAM, 2015). Isso pode ser justificado, uma vez que pode-
mos considerar distribuicdes estreitas centradas em torno de diferentes valores de
momentum. Como as componentes de P comutam entre si (WEINBERG, 1995), é

6Lembrando que, no apéndice G, definimos que os indices latinos variam de 1 até 3, enquanto os
indices gregos variam de 0 até 3.
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natural expressar o estado do sistema em termos de autovetores de P, ou seja,

P |p, o) = p" |p, o), (5.13)

onde p* é o autovalor de P* e |p,o) := |p) ® |0), com o representando outros graus
de liberdade do sistema (como spin). Ainda, a condicdo de normalizacao é dada
por (p/,o'|p,o) = d,,9,. COMoO NOS restringimos a estados de momento discreto,
nao € necessario levar em conta nenhum fator extra de normalizacdo. Tal estado
corresponde a solugdes em termos de ondas planas da equagao de Dirac para uma
particula livre com momento linear bem definido. Assim, se o sistema € transladado,
entdo esse efeito no estado do sistema é representado por U(1, a) |p,o) = U(a) |p, o) =
el |p. o). Agora, vamos considerar o efeito de um boost de Lorentz sobre o estado
do sistema: U(A) |p, o) . Para isso, notemos que

P*U(A) Ip, o) = UNUHA)PHU(A) |p, o) (5.14)
= U(AN)A" P |p, o) (5.15)

= U(A)A"p" |p, o) (5.16)

= AN,p"U(A) |p, o), (5.17)

onde usamos o fato de que U~ (A)P*U(A) = A*, P (WEINBERG, 1995). Ou seja, 0
efeito de operar U(A) em um autovetor de P, |p), € produzir um outro autovetor de P:
U |p), com autovalor Ap. Dito de outra maneira, o efeito de um boost de Lorentz no
espaco de Hilbert é levar o autovalor p — Ap e o estado |p) em |Ap) := U(A) |p) cujo
autovalor é Ap, sendo sugestivo escrever U(A) |p) = |Ap).

No entanto, ainda ndo sabemos os efeitos de um boost A nos graus de liber-
dade internos. Para isso, notemos que U(A) deixa p? := p,pt = p-p— (E/c)* = —m?c?
e o sinal de p’ = E/c invariantes para uma particula de massa m. A partir daqui,
usamos ¢ = 1. Logo, é possivel usar esses dois invariantes, junto com o spin da
particula, para classificar os estados de uma particula. Isso decorre do fato de que,
para caracterizarmos particulas’, devemos especificar os operadores de Casimir. Os
operadores de Casimir sdo construidos a partir dos geradores do grupo e sao caracte-
rizados por comutar com todos os geradores do grupo de modo que seus autovalores
sao invariantes frente a todas as transformacées do grupo (OHNUKI, 1988). Neste
caso, P,P* e W,W" s&o os operadores de Casimir referentes as representagdes do
grupo de Poincaré, onde W* := —2¢#* M, P; é o 4-vetor de Pauli-Lubanski. Os res-
pectivos autovalores de P, P* e W, IW* sdo dados por p*> = —m? e —m?j(j+1), onde m
€ massa da particula e j seu spin (LANZAGORTA, 2014). Aqui, estamos interessados

7QOu, equivalentemente, as representacdes unitarias irredutiveis do grupo de Poincaré. Uma repre-
sentagdo T de um grupo G em um espaco vetorial H € dita irredutivel se H ndo possui subespagos
invariantes.
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Figura 5.1 — Rotacao de Wigner. Adaptado de (TERASHIMA; UEDA, 2003).

em particulas massivas de spin-1/2.

Para cara valor de p* e para cada sign(p®), é possivel escolher um 4-momento
k padrao (de referéncia). Para particulas massivas, é usual fixar o momento padrao &
como o 4-momento no referencial da particula (referencial no qual a particula esta em
repouso): k = (m,0,0,0). Assim, qualquer outro momento p (ou Ap) pode ser expresso
em termos do momento padrao:

P = (L(p)k)" = L(p)", k", (5.18)
(Ap)* = (L(Ap)k)" = L(Ap)", k", (5.19)

onde L(p) € uma transformagéao de Lorentz que depende de p e leva k — p e, por defi-
nicao, atua apenas nos graus de liberdade do momento. Portanto, estados quanticos
|p, o) podem ser definidos em termos dos estados |k, 0):

Ip,o) = U(L(p)) |k, 0) . (5.20)

Agora, se aplicarmos um boost de Lorentz arbitrario A em |p, o), temos que

U(A) |p, o) = InU(MU(L(p)) |k, o) (5.21)
U(Lm)U(AL(p)) [k, o) (5.22)

= U(L(Ap)L™(Ap))U(AL(p)) |k, o) (5.23)

= U(L(Ap)U(L™ (Ap)AL(p)) |k, o) (5.24)

= U(L(Ap))U(W(A,p)) |k, o), (5.25)

onde W (A,p) = L~ (Ap)AL(p) é denominada de rotacdo de Wigner e deixa 0 momento
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padrao k invariante:
kLop & oap Eh g (5.26)

Portanto, o momento final no referencial de repouso difere do momento inicial por, no
maximo, uma rotacdo, uma vez que

L(Ap) # AL(p), narealidade L(Ap)W = AL(p), (5.27)

como discutido no apéndice G. Por outro lado, U(L(Ap)) leva k — Ap sem afetar os
graus de liberdade internos, por definigcdo. Logo,

UA) p, o) = UL(Ap))U(W (A, p)) [k, o) (5.28)
= U(L(0p) Y Daa W (A D) [k, V) (5.29)

A
= Z D)\,U(W(A’p)) |Ap7 >‘> : (530)

A

onde D, ,(W(A,p)) € um elemento de matriz de um dos elementos da representacao
do grupo de rotagdes. No entanto, € possivel muito bem escrever

U(A) |p, o) = [Ap) ® D(W(A,p)) o), (5.31)

onde D(W(A,p)) € um elemento da representagdo do grupo de rotagdes, cujos ele-
mentos sdo caracterizados por . O conjunto das rotagcdes de Wigner formam um
grupo, conhecido como Wigner’s little group, sendo um subgrupo do grupo de Poincaré
(WEINBERG, 1995). Assim, podemos dizer que, sob uma tranformacéao de Lorentz A,
o momento p € levado em Ap e os estados de spin se transformam sob uma repre-
sentacao do little group cujos elementos sao caracterizados por WW. Para particulas
massivas, o little group € o grupo de rotacées em 3 dimensdes, SO(3). No entanto,
também é sabido que SO(3) € homomorfico ao SU(2), e as representagdes unitarias
de SU(2) varrem um espagco de Hilbert de 25+ 1 dimensdes, com j = n/2, onde n é um
inteiro (OHNUKI, 1988). Logo, é possivel concluir que, para saber as representacdes
do grupo de Lorentz para estados quanticos, basta saber as representacdes do grupo
de rotagbes no espaco de Hilbert. Os elementos de SU(2) descrevem rotagdes e sao
caracterizados por

TR — I2><2 COS g + Z(C? . ’ﬁ) sin ? (532)

R(g) = ¢ ]

Para particulas de spin-1/2, a representacéao de SU(2) é bidimensional e tera a mesma
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forma que a equacéo acima. Ou seja,

D(W(A,p)) = Do cosg (G- 7) sin g, (5.33)

atuando no espaco de Hilbert. No entanto, a obtencao da equacao acima é feita pela
seguinte construcao

D(W(A,p) = DL (Ap)AL()) = DL (Ap)DND(L(p)  (5.34)
— D (L(Ap))D(A)D(L(p). (5.35)

A deducao detalhada pode ser encontrada em (HALPERN, 1968), e mais re-
centemente em (AHN et al., 2003), de modo que a forma final de D(WW (A, p)) € dada
por

(p° + m) cosh(w/2) [ax2 + (P - €) sinh(w/2) — isinh(w/2)F - (7 x é)
V(P +m)((Ap)° +m)

= cos §[2><2 —{—isin(g(&-ﬁ), (5.36)

D(W(A,p)) =

onde

< ¢ _ cosh(w/2) cosh(a/2) 4 sinh(w/2) sinh(a/2)(é - p)
2

, (5.37)
\/%(1 + cosh w cosh o + sinh w sinh a(é - p))
. sinh(w/2) sinh(«/2)(é x p) ’ (5.38)

sin
\/%(1 + coshw cosh @ 4 sinh w sinh a(é - p))

ACIRSS

com cosh a = p°/m caracterizando o boost que leva k — p, w = tanh™' v/c caracteri-
zando o boost que leva O em O’ e ¢ é o vetor unitario na dire¢do do boost A, p é 0
4-momento da particula em O, e Ap € o0 4-momento da particula em O’. Além disso, ¢
€ 0 angulo de Wigner, e é dado por (RHODES; SEMON, 2004)

o sinh(w/2) sinh(a/2) sin 0
tan 2 cosh(w/2) cosh(a/2) 4 sinh(w/2) sinh(a/2) cos f (5.39)
sin 6
" D+ cosf’ (5.40)

onde é¢-p =cosf, |é x p| =sinf e

D:COtthOth%:\/(;Y:i_i)(z:i—i)’ (5.41)

dado que cosh ¥ = (Coshetl)l/2 — (Atl)1/2 ginh @ = (coshe=l)l/2 — (%—1)1/2 g gimilar-
mente para o boost caracterizado por «. A partir da Fig. 5.2, varias caracteristicas
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Figura 5.2 — Dependéncia do angulo de Wigner em funcdo do angulo 6 entre os boosts
caracterizados por a e w.

interessantes sao imediatamente perceptiveis. Primeiro, para quaisquer dois boosts
com velocidades v,, v, fazendo um angulo 6 entre si, a rotagcdo de Wigner aumenta
com ambos v,, v,,, S€ aproximando do valor maximo = conforme v,, v,, S€ aproxima da
velocidade de luz. Em segundo lugar, o valor maximo de ¢ € limitado pela velocidade
do menor boost. Se v, = 0.5, entdo, mesmo que v,, se torne arbitrariamente préximo
da velocidade da luz, ¢ sera consideravelmente mais baixo do que no caso em que
ambos 0s boosts se aproximam da velocidade da luz. Terceiro, o angulo # no qual a
rotacdo de Wigner € maxima depende da magnitude de ambas as velocidades v,,, v,,
(PALGE; DUNNINGHAM, 2012). Para ver isso, notemos que o angulo 6, cuja rotagao
de Wigner € maxima, € dado por ¢ = arccos(—1/D), onde D depende da magnitude de
ambas as velocidades v, v,,. Tal maximo € um maximo global, uma vez que a funcéo
»(#) € uma funcao concava no dominio 6 € [0, 7] (ROBERTS; VARBERG, 1973).

Além disso, para que ¢ > Z, é necessario que Cossigﬁp > 1, 0u seja, sin260 > 1 —
D?. Como D > 1, entdo 1 — D? < 0, o que implica em 26 € [r,2x], i.e., 0 € [5, 7. Logo,
para que ¢ > 7 é necessario que as diregdes entre 0s boosts a,w sejam pelo menos
levemente anti-paralelas. Vale ressaltar que o boost caracterizado por «, que leva o
referencial da particula ao referencial O, esta diretamente ligado com o referencial O,
o qual descreve o movimento da particula. Também, na Fig. 5.3, é possivel notar
que os valores ¢ > 7 podem ser atingidos para velocidades menores que c. A regiao
acima da curva corresponde aos valores de v,, v, tais que ¢ > 7, enquanto a regiao
abaixo da curva corresponde aos valores de v,, v,, tais que ¢ < %, para 6 = <. Logo,
pelas caracteristicas destacadas até aqui, é possivel observar o fato crucial de que
a rotacao Wigner é altamente dependente da geometria do boost em questao, i.e, a
especificacdo das magnitudes dos boosts e o angulo formado entre eles, denotado
pela tripla (v, v, 0).
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Como exemplo, consideremos uma particula se movendo ao longo do eixo-x
no referencial O cujo momento € dado por p* = (E,ymv) =

onde

L(p) =

v 8 0 0 cosha sinh«
8 v 0 0 | | sinha cosha

0 0 10| 0 0

0 0 01 0 0

S = O O

(m cosh o, msinh v, 0, 0),

, (5.42)

_ o O O

€ 0 boost que leva o referencial da particula ao referencial O. Agora, considerando um
outro observador O’ que se move ao longo do eixo z em relagdo a O com velocidade
V = tanhw. Logo, temos que ¢ = 2, p = %, e portanto, ¢ = 7 de modo que

com

D(W (A, p)) = cos g[zxz + isin %ay
B cos% sin
B —s.in%s Cos 3,

¢  cosh(a/2)cosh(w/2)

cos — = ,

2 \/%(1+coshacoshw)

S ol

— sinh(a/2) sinh(w/2)7
sin?ﬁ: sinh(a/2) sinh(w/ )y7
2 \/%(1+008hacoshw)
sinh o sinh w
tan ¢ =

cosh a + coshw'

(5.43)

(5.44)

(5.45)

(5.46)

(5.47)
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Figura 5.4 — S;(pas) em fungéo de ¢.

A partir da Eq. (5.47), para um boost caracterizado por « finito, entdo tan ¢ — sinh «
para w — oo. Ou seja, a rotagdo de Wigner € menor que 7 mesmo que a velocidade
do referencial O’ em relacao a O tenda a velocidade da luz. Assim, é possivel ver que
¢ — m/2 apenas se a,w — oo para 0 caso em que ¢ = 7. Portanto, dado o estado
de uma particula de spin-1/2 com momento 7 ao longo do eixo = de O, e o eixo de
quantizagao do spin ao longo de z, os estados no referencial O’ s&o descritos por

¢

U(A) [p, 0) = [Ap) @ (cos% 0) —sin 2 1), (5.48)
UA) Ip.1) = [Ap) @ (sin% 0) + cos% ), (5.49)

onde |0) significa spin ‘up’ e |1) spin ‘down’. Assim, podemos ver que o boost A de
O — O’ rotaciona 0 momento da particula

(Ap)* = (mccosh € cosh x, mesinh &, 0, —mec cosh € sinh ) (5.50)

de modo que o angulo dessa rotagédo é dado por

(Ap)?
(Ap)?

sinh y
= . 51
tanh & (5.51)

tan ¢, = ‘

Assim, o spin é ‘arrastado’ junto com essa rotacao ja que, na teoria quantica
relativistica, spin e momento estdo acoplados, sendo possivel observar que ¢ < ¢,
(TERASHIMA; UEDA, 2003). Agora, se considerarmos que o estado da particula no
referencial O possui superposicdo nos estados de momento ao longo do eixo X, por
exemplo,

1

V) = —=(Ip) + [-p)) ®0), (5.52)

Sl

2
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entdo o mesmo sistema sera descrito por O’ como

[Ta) =U(A) [¥) = %( [Ap) ® D(W(A,p)) 10) + |~Ap) @ DW (A, ~p)) |0) )~ (5.59)
= <5100 ((eos 5 10) =sin § 1)+ 5 [=Aph (cos T ) +sin G [1) (5:54)

sendo, em geral, um estado emaranhado. Para vermos isso, basta, por exemplo,
tomar o traco parcial sobre os estados de momento de modo a obtermos o estado
reduzido de spin no referencial O’: py, = cos? £ |0X0] + sin® £ [1)(1], onde na Fig. 5.4
plotamos a entropia linear S;(pss) em fungéo de ¢. Mais especificamente, enquanto
o referencial O atribui ao estado da particula um estado separavel, o referencial O’
atribui ao estado da particula um estado emaranhado. No limite em que ¢ — 7/2,
temos o estado maximamente emaranhado:

02) = 5 149) @ (10)  [19) + 5 |=Ap) © (10) + 1)) (5.55)

Nesse sentido, os autores de (DUNNINGHAM; PALGE; VEDRAL, 2009) argumentam
gue os boosts de Lorentz podem ser considerados como operacdes quanticas contro-
ladas, onde 0 momento desempenha o papel do sistema de controle, enquanto o spin
pode ser tomado como o qubit alvo, i.e., U(A) pode ser visto como um tipo de C-not no
sentido de que o estado de spin |0) é transformado em um dos dois estados ortogonais
|0) F |1) dependendo do estado de momento |+Ap). J&, em (PALGE; DUNNINGHAM,
2012), os autores consideraram um cenario em particular no qual o emaranhamento
maximo pode ser alcangado com boosts menores do que a velocidade da luz. Logo, o
seguinte teorema resume o principal ponto da transformacao U(A):

Teorema 12. Dado um estado separavel |¥) = |p)®|ospin) €M O, onde |p) = > . \/pi |pi)
com Y .p; = 1. Entdo, no referencial O’ ligado a © por um boost A, o estado |V,) =
U(A) |V) é possivelmente um estado emaranhado.

Demonstragéo. De fato, dado que U(A) V) = >, \/pi |Api) @ D(W (A, p;)) |dspin)» €NtEAO
o estado reduzido de spin € dado por

Prs = ZpiD(W(A,pi)) | bspin)Dspin| DT (W (A, i) (5.56)

Considerando um monétono de emaranhamento qualquer, S, para estados globais
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puros, temos que

S(pas) > sz W (A, p)) | dspin)@spin] DT (W (A, pi))) (5.57)

= sz- (spin){Pspin) (5.58)

= Sl<|¢spm><¢spm|>, (5.59)

ou seja, S(pas) > S(|bspin)Bspin|) = 0. O

5.1.2 Caso continuo para particulas de spin-1/2

Nesta se¢éo, vamos tratar do caso em que os estados de momentos séo con-
tinuos. Seguindo (PALGE et al., 2018), dado um referencial O que descreve uma
particula livre de spin 1/2, o estado completo da particula pode ser caracterizado por

= (S e [ bl v 5.60
=2 / du(p)¥a(p) [ps A) (5.61)

onde ¥y (p) := (A, pl) é a fungdo de onda na base do momento, sendo uma fungao
de duas componentes (um spinor) a fim de levar em conta o spin, enquanto que

1

3
)i d’p (5.62)

dp(p) =
é a medida de integracéo invariante de Lorentz, ou seja, du(Ap) = du(p) (WEINBERG,
1995). A funcao de onda ainda satisfaz a condi¢cao de normalizagao

> [ duwlentl =1, (5.63)

enquanto os autoestados de spin e momento satisfazem a condi¢édo de ortogonalidade
dada por (p/, N'|p, \) = 2p°6(p’ — p)dr.n, Onde 6(p’ — p) € a distribuigdo delta de Dirac.
Agora, dado o referencial O’ ligado ao referencial O pela transformacgéo de Lorentz A,
onde A é caracterizado pela rapidez &, o referencial O atribuira o seguinte estado a
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particula de spin 1/2:

) = U 1) = 3 [ dnirmU) A (5.64)
= / )i (0) D (W (A, ) |Ap. ) (5.65)

Ao
= 3 [ A DDA A ) (5.66)

—E:/ﬁu ) Ip, o), (5.67)

onde ¢, (p) = >, Do (W (A, A7'p))a(A~'p) é a fungéo de onda descrita pelo refe-
rencial O’ na base |p). Assim, o estado de spin reduzido no referencial O’ é dado
por
=T, [0/ = [ o) 1) (1) (5.68)
-3 [t / 0) [ duk) 2030~ K50 ~ K@) (B) o) (6.69)

-3 [ dnwem)05 0) 1o (5.70)

enquanto um elemento qualquer de p, é caracterizador por

Por = / dp(p)ys (P)YX () (5.71)
= Doo(W(A,AT'p))tba(A™"p)D; 5(W(A, A7 p))y5 (A" p). (5.72)
af

Agora, seguindo Peres, Scudo e Terno (PERES; SCUDO; TERNO, 2002), considere-
mos uma particula de spin-1/2 descrita pelo referencial O como

wm=<ﬁ@>, (5.73)

ou seja, o estado dela é puro e separavel com spin up: [¢)) = [ du(p)vo(p) [p) @ |0) .
Tomando o traco parcial sobre os momentos, obtemos um estado puro e bem definido

= |0)0| . Por conseguinte, tanto a entropia linear quanto a entropia de von Neumann
(ou qualquer outro monétono de emaranhamento para estados bipartidos puros) se
anula Si(ps) = Sun(ps) = 0. Considerando que o estado dos momentos é um pacote
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gaussiano no referencial O dado por
Yo(p) = (2#)_3/411)_3/26_”2/2”2, (5.74)

ou seja, um estado de minima incerteza em posicao e momentum. O parametro w >
0 da uma medida da dispersdo do momento no referencial de preparacdo. Agora,
dado o referencial O’ se movendo ao longo do eixo-x em relagéo ao referencial O e
caracterizado pelo boost A, de modo que o estado da particula em O’ é descrito por

=3 / di(A D)o (AP Do (W(A, A~'p)) [p, ) (5.75)
= / du(p)ho(A~"p) (Do,o(W(A,A‘lp))!p, 0) + D1o(W (A, A 'p)) !p,1>) (5.76)

que, em geral, € um estado emaranhado uma vez que os elementos D,, , dependem
de momento e o pacote gaussiano constitui uma superposicao de estados de mo-
mento em torno de p = 0. No entanto, vale notar que a pureza do estado global é
preservada. Ignorando os estados de momento, obteremos um estado misto. Para
resolver analiticamente as integrais que surgem, os autores consideraram pacotes de
momento estreitos, caracterizados por

w=" <<, (5.77)

m

de modo que o operador densidade reduzido em O é dado por (PERES; SCUDO;
TERNO, 2002)

2 2

pna= (1~ %% tanh? g) 10%0] + %% tanh? g 1y, (5.78)
onde ¢ é o parametro que caracteriza o boost A, sendo possivel perceber que as
entropias que medem o emaranhamento sao diferentes de zero nesse caso, como é
possivel perceber pela Fig. 5.5, onde plotamos a entropia linear de p,; em fungéo de
£.

A ndo-invariancia dos monétonos de emaranhamento de spin € uma consequén-
cia do fato de que o operador densidade reduzido de spin p, hdo admite nenhuma lei
de transformacao covariante, exceto no caso em que o estado possui momentum bem
definido; em geral, apenas o operador densidade global p admite. Isto €, 0 momento
p transforma-se linearmente, mas a lei de transformag@o das componentes do spin
dependem explicitamente de p. Mais especificamente, em (PERES; TERNO, 2004),
os autores denominaram variaveis primarias aquelas que possuem leis de transforma-
cOes relativisticas que dependem apenas das transformagdes de Lorentz (por exem-
plo, o momento de uma particula); e variaveis secundarias, aquelas que tém leis de
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Figura 5.5 — S;(pas) em fungéo de &.

transformacdes que ndao dependem apenas das transformacgdes de Lorentz, mas tam-
bém do momento da particula (por exemplo, o spin de uma particula). Quando com-
putado p,, ignorando o estado de momento em p, todo o conhecimento do estado de
momento é perdido, sendo impossivel obter p, direto de p,;. Ou seja, ndo existe trans-
formacéo unitaria U(A) bem definida que atua apenas no espago de Hilbert dos spin
e que independa de p. Em suma, para tratar relativisticamente o problema de uma
particula de spin-1/2 do ponto de vista informacional, somos obrigados a considerar
o estado completo do sistema, incluindo o momento da particula. Para uma mudanca
de referencial (por exemplo, se um detector esta em movimento em relacdo ao aparato
de preparacao), precisamos transformar o estado completo, aplicando uma rotagao de
Wigner, e s6 entdo tomar o traco sobre os estados de momento para obter o operador
densidade reduzido de spin no referencial em movimento:

Xl = [0 = U [ UT(A) = . (5.79)

Portanto, por mais que um operador densidade reduzido de spin € bem definido para
todo referencial de Lorentz, ndo existe uma relagéo direta entre eles para diferentes
referenciais (PERES; SCUDO; TERNO, 2002).

5.2 A INVARIANCIA DE LORENTZ DE RELACOES COMPLETAS DE COMPLE-
MENTARIEDADE

Para facilitar nossa investigacéo, voltamos a nos restringir a estados discretos
de momento. Além disso, ao longo desta secdo, consideraremos apenas particulas
massivas de spin 1/2. Ao fazer isso, estamos considerando uma representacao par-
ticular do grupo de Wigner. Também, nesta secao usamos a base de spin padrao,
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e néo outras formas como a base da helicidade. Mesmo que a base da helicidade
seja mais frequentemente considerada em investigacdes tedricas e experimentais em
fisica de altas energias, tanto os estados de helicidade quanto os estados de spin
constituem uma base para o espaco de Hilbert de uma particula. Bem como, ambas
podem ser estudadas por meio de representac¢des unitarias do grupo de Poincaré. No
entanto, o resultado obtido nesta se¢do ndo vai depender da escolha particular da
representacao, dado que a representacao permaneca unitaria.

cuja dimensao é d = dy,d4,...d4,,, No referencial inercial O. Aqui; 1211, A, se refere ao
momento e spin do primeiro quanton, e assim por diante. Como vimos na se¢ao 3.2.3,
relagdes de complementariedade completas para qualquer’ L;m dos subsistemas. Em
particular, dado o sistema A;, cujo estado reduzido é dado por

par = Yo i), Gl =D D s imiiainn 1) a, (i (5.80)

11,71 11,41 12,--,J2n

entdo a RCC Fi(pa,) + Crs(pa,) + Si(pa,) = -1 & valida no referencial ©. Agora,

da,

para o referencial inercial O’, obtido a partir de © por uma transformacéo de Lorentz, o

..........

--------

,,,,,

Pph,) + Cus(ph,) + Silph,) = dA:Z—A_l- (5.82)
1
€ valida no referencial O’. Isso signica que, além de ser possivel definir RCC em
qualquer referencial inercial, as relagcbes de complementariedade completas estao
relacionadas nos diferentes referenciais. Também vale mencionar que tal resultado
permanece valido no caso em que 0s autovalores do momento formam um continuo,
bastando substituir o somatério sobre os indices referentes aos estados de momento
por uma integral, levando em conta que os elementos do operador densidade na base
do momento serdo funcbdes continuas do momento. Por exemplo, para o caso de
um quanton de spin-1/2, p;; i — pi(p,q) = Vi(p)Yi(q). Por fim, vale mencionar que
os autores em (SAVI; ANGELO, 2021), dentro do contexto de covariancia por trocas

de referenciais quanticos, obtiveram uma relagdo similar as equagdes do tipo (5.82),
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onde a nogao de previsibilidade € substituida pela incompatibilidade e o monétono de
emaranhamento é substituido por uma medida mais geral de correlagdes quanticas..

A fim de exemplificar o fato de que as RCC'’s estao relacionadas nos diferentes
referenciais, consideremos o seguinte cenario: uma particula massiva de spin-1/2 se
movendo ao longo do eixo-y e o eixo de quantizacao do spin é paralelo ao eixo-z no
referencial ©. Consideremos também que a particula pode ser descrita em um dos
seguintes estados no referencial O:

) = %upwr e, (5.83)
) = —5(.0) + 1=, 1), (584)
19) = 5(1p) +1-p)) @ (10) +]1), (5.85)

onde |—p) descreve o estado no qual o momento tem dire¢cdo oposta ao estado |p),
sendo possivel observar que os estados |¥) , |®) sdo separaveis, enquanto |=) é um
estado maximamente emaranhado. Além disso, o estado |¥) possui maxima coe-
réncia nos estados de momento, e o estado de spin é complementamente previsivel.
Enquanto o estado |®) possui maxima coeréncia em ambos os graus de liberdade.
Ja, o estado |=) ndo possui propriedades locais. Agora, seja um referencial O’ que
se move com velocidade v cuja diregao € ortogonal ao momento da particula no refe-
rencial O, i.e., no plano x — z, fazendo um angulo 6 € [0, 7/2] com o eixo z. Assim, a
direcao do boost € dada por é = cos 6 +sin 0z, e portanto, a rotacao de Wigner é dada
por:

D(W (A, £p)) = cos glgxg -+ i sin g(:F sinfo, + cosfo,) (5.86)

Fisin £sinf cos & 5 Fisin 2 cosf

B (COS%ﬂ:iSiH%COS@ IFzs1n¢sm9 )
2

2

uma vez que +p = +7.
Assim, o estado dado por Eqg. (5.83) no refencial O, em O’ é descrito por

i( |Ap) [(cosg + isin g cosf)]0) — isin g sinf|1)]

V2
+ |—=Ap) [(cos % — isin % cos @) |0) + isin % sin 0 |1)]>, (5.87)

[Wy) =

de modo que os estados reduzidos de spin e momento s&o dados respectivamente
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(@) Si(pas) em fungdo do an- (b) P(pas) em fungdo do an- (c) Chs(pas) em funcéo do an-
gulo de Wigner. gulo de Wigner. gulo de Wigner.

Figura 5.6 — Diferentes aspectos do estado de spin do quanton para diferentes valores
de 0.

por
cos? € +sin?8cos?f —sin? Lsinfcosd
s = Trp, [WAXTAl = 2 2 2 , 5.88
PA A REULY ( — sin? % sin @ cos 8 sin? % sin? 6 ( )
1 Licosd + isin o cosh
o= T [0 = (2 cleosorismocostl) - (s.g9)
5(cos ¢ —isin ¢ cos 0) 3

Nas Figs. 5.6 e 5.7, plotamos os diferentes aspectos dos graus de liberdade
do quanton para diferentes valores de 6. E possivel ver que, se ndo ha boost (¢ = 0),
o estado permanece o0 mesmo. Também, se o boost € ao longo do eixo-z ( = 0), 0
estado permanece 0 mesmo. Ja, para 6 > 0, podemos ver que o emaranhamento entre
spin e momento aumenta com o angulo de Wigner. No caso extremo em que 6 = 7/2
e ¢ = 7/2, o estado é maximamente emaranhado. De fato, fazendo 6 = ¢ = 7/2 na
Eq. (5.87), temos

1 1

|\I’A>9:¢:w/2 - NG [Ap) ® \/§(|0> —i|1)) +

Zl=An) @ () +il1).  (5:90)
Também, € interessante notar que, para ¢ € (0,7/2), a coeréncia dos estados de
spin aumenta com o angulo de Wigner. Em contrapartida, a coeréncia do estado de
momento e a preditibilidade do estado de spin decresce com ¢. No entanto, podemos
ver que, para qualquer 6, ¢ € [0, /2], a relagdo de complementariedade P, + C,s +.5; =
1/2 é sempre satisfeita. Agora, o estado |=) dado pela Eq. (5.84) é descrito em O’
como

Ep) = L(]Ap> [(cos? + isin%cos 0)10) — isin%sin& |1)]

V2 2
+ |—Ap) [¢ sin%sin@ |0) + (cos % + isingcos 0) ]1)]), (5.91)
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(@) Si(pap) em fungéo do angulo de Wigner. (b) Crs(pap) em fungéo do &ngulo de Wigner.

Figura 5.7 — Os diferentes aspectos do estado de momento, dado o estado global |V, ),
para diferentes valores de 6.

enquanto as matrizes densidade reduzidas sao dadas por

1 . O D
I = 100855111551119
fre = P = (‘icos¢ in @ g 1 ' (5.92)
2

5 5 sin 6 3

Nesse exemplo, pela Fig. 5.8, se ndo ha nenhum boost, i.e., » = 0 0 estado permanece
o mesmo. Também, como anteriormente, se o boost é ao longo do eixo-z, # = 0, 0
estado permanece o mesmo. No entanto, para 6 € (0,7/2] e ¢ # 0, ha um aumento
da coeréncia no estado de ambos os graus de liberdade. Em troca, o emaranhamento
entre spin e momento diminui. No caso extremo em que 0 = 7/2 e ¢ — 7/2, 0S
estados de ambos graus de liberdade sdo maximamente coerentes e o estado global
|®,) é separavel

— 1 . .
Ea)gmt=rsz = 5 ([AD) +1|=Ap)) ® (|0) —i[1)). (5.93)
Por altimo, no referencial O, o estado |®) dado pela Eq. (5.85) é descrito por

|Dy) = %( |Ap) {[cos g + isin g(cose —sin6)] |0) + [COS% — isin %(cos@ +sin6)] 1)}
(5.94)

+ |—Ap) {[cos g —isin g(cose —sin )] |0) + [cos g + isin %(cos@ + sin 6)] |1>}>,
com as matrizes densidade reduzidas expressas por

2
PAs = .
’ <%(cos2 ¢ — sin® £ cos 20) 3

1 1 i .
pay = (l( 3 5(cos ¢ zsmqﬁsm@)) | (5.96)
2

N |

(cos? £ — sin® £ cos 29)) (5.95)

cos ¢ + i sin ¢ sin ) 3
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(@) Si(paj)s j = s,p, como fung@o do angulo (b) Chrs(pa;), j = s,p, como funcdo do an-
de Wigner. gulo de Wigner.

Figura 5.8 — Os diferentes aspectos dos graus de liberdade do quanton no estado |=,)
para diferentes valores de 6.
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(a) Si(pas) como funcdo do an- (b) Pi(pas) como fungéo do an- (c) Chs(pas) como fungéo do
gulo de Wigner. gulo de Wigner. angulo de Wigner.

Figura 5.9 — Aspectos complementares do estado de spin, dado o estado global |®,),
para diferentes valores de 6.

Em constraste com o segundo exemplo, aqui o0 emaranhamento entre momento e spin
aumenta com o angulo de Wigner. Por outro lado, a coeréncia dos estados de ambos
graus de liberdade diminui com o angulo de Wigner. Também, é possivel notar que,
para # = 0 (rotagcdo ao longo do eixo-z), 0s aspectos complementares do estado de
spin do quanton variam, diferentemente dos outros exemplos onde o estado global
permaneceu o0 mesmo. Enquanto que, para § = 7 /2, o estado permanece separavel:

) pmss = 5 (AIAD) + A% [=Ap)) © (10) + 1)), (5.97)

onde A = cos% — isin %



6 CONSIDERACOES FINAIS

Nesta dissertacao, estudamos os diversos aspectos das relagdes de comple-
mentariedade. Primeiro, no capitulo 3, explorando as propriedades do operador den-
sidade, obtivemos relagdes de complementariedade incompletas, usando medidas de
coeréncia bem conhecidas na literatura, como a coeréncia de Wigner-Yanase (YU,
2017), a coeréncia baseada nas normas [; € [, e a coeréncia baseada na entropia
relativa (BAUMGRATZ; CRAMER; PLENIO, 2014), cada uma com sua respectiva me-
dida de previsibilidade. Em particular, duas medidas de previsibilidade sao quantifica-
das através de medidas entrépicas, uma vez que a entropia esta ligada a medida de
incerteza sobre uma variavel aleatéria antes de sua medi¢cdo, que nesse caso pode
ser o caminho que a particula rumou, ou por qual fenda ela passou. Além disso, mos-
tramos que é possivel obter relagdes completas de complementariedade equivalentes
aquelas obtidas em (JAKOB; BERGOU, 2007), explorando a pureza de um sistema
quantico de duas partes. Esse procedimento nos permitiu estender o trabalho feito
por Jakob e Bergou e obter RCC’s para subsistemas que fazem parte de um siste-
mas quantico puro multipartido. Nossa abordagem pode ser vista como natural, no
sentido de que derivamos tais relagbes diretamente da hipétese de que o sistema
quantico multipartido € puro, encontrando as medidas de complementaridade dentro
da expresséo 1 — Trp%, 4, . = 0.

No capitulo 4, discutimos a relagédo entre complementariedade e incerteza de
um observavel, uma vez que Luo, em (LUO, 2005b), propés uma decomposi¢cao da
incerteza em suas partes classica e quantica, estabelecendo critérios que qualquer
medida de incerteza classica e incerteza quantica deve satisfazer. A partir disso, es-
tabelecemos relacdes entre os critérios de Luo para incerteza quantica e classica e
os critérios de Durr e Englert et al. para medidas de visibilidade, assim como crité-
rios de emaranhamento no caso em que o estado global é puro. Também discutimos
a relacdo entre emaranhamento e medidas de incerteza classica locais, bem como
a relacao entre coeréncia quéntica e quantificadores de incerteza quantica, obtendo
uma relacdo completa de complementaridade para incerteza quantica, incerteza clas-
sica e previsibilidade. A incerteza quantica total de um interferébmetro d-caminhos foi
mostrada como equivalente a coeréncia de Wigner-Yanase e a incerteza classica cor-
respondente € mostrada como um monétono de emaranhamento para o caso global
puro. Assim, a dualidade entre complementariedade e incerteza nos permitiu comple-
tar as relagdes de complementaridade que faltavam. Por fim, mostramos que € sem-
pre possivel obter mon6tonos de emaranhamento para casos globais puros a partir
de qualquer relagdo de complementariedade cujas medidas de previsibilidade e visibi-
lidade satisfagcam os critérios estabelecidos na literatura (DURR, 2000; ENGLERT et
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al., 2008). Tal resultado permitiu conectar formalmente os mon6tonos de emaranha-
mento com as relacées de complementaridade, sem apelar para um trio de medidas
particular, bem como sintetizar todas as relacées completas de complementariedade
conhecidas na literatura. Também abre a possibilidade de estabelecer novas medi-
das de emaranhamento sempre que houver uma relacdo de complementaridade que
satisfaca os critérios mencionados anteriormente.

Por fim, estudamos as relagbes completas de complementariedade e sua inva-
riancia Lorentz no capitulo 5. Vimos que, embora a entropia de emaranhamento nao
permaneca invariante sob boosts de Lorentz, e tampouco as medidas de previsibili-
dade e coeréncia, as trés medidas B, C),, S; tomadas em conjunto, em uma relacao
de complementaridade completa, sao invariantes de Lorentz. Comparando com o
resultado de Peres et. al. (PERES; SCUDO; TERNO, 2002), embora seja possivel
definir formalmente o spin em qualquer referencial de Lorentz, ndo hé relagéo entre os
valores esperados dos observaveis em diferentes referenciais de Lorentz. Aqui a situ-
acao € bem diferente. Embora seja possivel definir formalmente complementariedade
em qualquer referencial de Lorentz e, a principio, ndo haveria relagao entre as rela-
cdes de complementariedade em diferentes referenciais de Lorentz, nosso resultado
mostra o contrario, ou seja, que € possivel conectar relagdes de complementariedade
completas em diferentes referenciais de Lorentz. Por fim, uma pergunta natural que
surge é a seguinte: as outras RCC’s definidas nesta dissertacdo sdo invariantes de
Lorentz? Primeiro, podemos responder que as outras RCC’s sdao bem definidas para
diferentes observadores, assim como o spin. Também € possivel argumentar que
como elas dependem da pureza do estado global para serem interpretadas como uma
relagdo completa, com S,,,, W;, e W,,, como indicador de emaranhamento, e como as
transformacdes de Lorentz preservam a pureza do estado global, entdo tais relacdes
também estado ligadas por diferentes referenciais de Lorentz, embora nesse caso néo
€ possivel mostrar isso tao diretamente quanto para as medidas de P, Cj,, S;, uma
vez que elas foram obtidas diretamente da expresséo 1 — Trp%, ,, = 0.
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APENDICE A - SOBRE O PRODUTO TENSORIAL

Esta secao sobre produto tensorial segue a referéncia (LIMA, 2012).

Definicao 5. O produto cartesiano entre dois espacgos vetoriais U,V é o conjunto U x
Vi={(u,v)|lu € U ev € V} que satisfaz

(Ul,’l)l) + (UQ,UQ) = (Ul + U9, V1 +U2) Yui,us € U, Yui,v9 €V, (A1)
a(u,v) = (au,av) Ya € C,u e U,v € V. (A.2)

O produto cartesiano U x V' é também um espaco vetorial de dimens&o dim (U x
V) = dim(U)+dim(V), cujo produto interno usual é tal que ((u1, v1)|(u1,v1)) = (ug|v)+

(ug|va).

Definicao 6. Sejam U,V,W espacos vetoriais. Uma aplicagdo ¢ : U x V. — W é
bilinear se é linear em cada um dos seus argumentos.

Definicao 7. Sejam U,V dois espacos vetoriais. O produto tensorial de U porV é todo
par (W, ¢) que satifaz os seguintes axiomas:

e W é um espaco vetorial e ¢ : U x V — W é uma aplicagdo bilinear.
e dim(W) = dim(U) dim(V).

» ¢(U x V) gera Z, ou seja, todo elemento de Z pode ser representado como uma
combinagéo linear dos elementos de ¢(U x V).

No entanto, € possivel mostrar que os ultimos dois axiomas podem ser subs-
tituidos por um Unico axioma: sejam {e;}&%Y e {f;}7™" bases de U e V respecti-
vamente, entdo {¢(e;, f;) 1™ Y forma uma base de W. Além disso, & mais co-
mum denotar o produto tensorial de U e V por U ® V de modo que os elementos
¢(a,b) sdo substituidos por ¢ ® b de modo que todo elemento w € W pode ser es-
crito como w = »; a; ® b;. Assim o produto interno usual de U ® V' é definido como:
((ur,v1)[(ug,v1)) = (ug|vy) (uzlve). Ademais, seja R um espaco vetorial de dimenséo 1
sobre si proprio. Assim, o produto tensorial R ® V' tera dimensao igual a dimenséao de
V' de modo que ha um isomorfismo R ® V' ~ V caracterizado por transformar a ® v
em av, onde o € R € um escalar e v € V. Para isso, basta definir a aplicagédo bilinear
¢ : RxV — V dada por ¢(a,v) = av. Assim, podemos ver que que o traco parcial
sobre B definido como:

Trp(|a) 4 (@' @ [0) g (V']) := |a) 4 (@] Tr(16) g (V') = |a) 4 (@] (OID) ,



132

sendo um mapa linear tal que Trp : L(Ha,5) — L(H4), tambeém define um isomorfismo
entre C® L(Ha) e L(Ha).

Definicao 8. Seam A : U — W e B : V — Z aplicagbes lineares, com U, VW e Z
sendo espacos vetoriais. O produto tensorial de A e B é a aplicacao linear A ® B
UV — W ® Z caracterizada por

AR Blu®v)=A(u)® B(v) Yu e U,v € V. (A.3)

Definicdo 9. Sejam A, B : V — V aplicagbes lineares e £ = {e;}{"V uma base do
espaco vetorial V. Sejam ainda a;; e b;; 0s elementos de matrizes de A e B na base
E. A matriz da aplicagdo linear A B : V@V - VRV nabaseE®E = {e®
e;, i,j = 1,..,dimV} é denominada de produto de Kronecker, ou produto tensorial,
das matrizes A e B na base £.

Assim, como A(ex) = >, aie; € B(er) = > bjie;, entao

(A® B)(er ® e;) = Alex) @ B(ey) = Z aipe; ® Z bjie; (A.4)

)

= Z aikbjlei ® ej. (A5)
ij

Logo, dada as matrizes A, B (que, por abuso de notagao, denotam as transformacdes
lineares de A, B na base &), temos que

CLHB CngB Ce alnB
anB a»xB ... ay,B

A= (A6)
amB apB ... a.,.B

Por fim, o produto tensorial de matrizes satisfaz as seguintes propriedades: bilinearie-
dade; associatividade; e também (A ® B)(C ® D) = (AC) ® (BD).



APENDICE B - MATRIZES POSITIVAS SEMI-DEFINIDAS

Definicao 10. Seja A um conjunto. Um subconjunto B C A é um subconjunto proprio
deAseB+#(eB+#A.

Definicao 11. Uma submatriz principal de uma matriz A € C**™ é uma matriz obtida
de A elimando-se sua k-ésima linha e sua k-ésima coluna, com k < n. E possivel
deletar mais de uma linha e coluna correspondente.

Agora, seja A € C"*™ dada por

ai; Qaia ... Qp
A= (I.21 algz a?n (B1)
Ap1 QAp2 ... Qpp
e um vetor |z) € C"*! expresso por
x
T2
D=1 (B.2)
Tn
entao
a1 Q12 ... Qip )
<$‘A’x>=(x1 To I") dor G2z ..o A2 To
Apl Ap2 ... Gpp T,
D i1 15T
n
“ (o) | (B.3)
2 i1 g

n n n
=T E Q15T + 29 E Q25T 5 + ...+ x, E Qpj X
j=1 7=1 j=1
n

n
= E .IZ‘CLZ'J'SL’J': E (lz'jIZ'Ij

ij=1 ij=1

Teorema 13. Considerar 0 em uma linha de |x) equivale a excluir a linha e coluna de
A com o indice correspondente.
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Demonstracdo. Sem perda de generalidade, seja

T1
o)
|J}> - )
0
entao
aix @12 ... Qin I
g1 Q22 ... Q2p T2
(x| Alx) = (:L‘l T O)
Apl Qpa .. COpp 0
1171 + a12%2 + ... + A1 —1Tp—1
211 + Q2222 + ... + A2p—1Tp_1
= \T1 X9 0
ap1T1 + Ap2T2 + ...+ Apn—1Tp—1
50 aya,
j=1 15T
n—1 e
Zj:l (2%
= \T1 X2 0 . )
n—1 Y
Zj:l njj
isto é,
n—1 n—1 n—1
(x| Alx) = 24 E a1;T; + T g azjxrj + ... +0 g AnjT;
j=1 j=1 j=1
n—1 n—1
= E ZEZ‘(J,Z‘]‘ZL']‘ = E aijxixj,
,7=1 4,j=1
sendo equivalente a
11 12 A1n—1 I
21 22 A2n—1 o)
/ / /
@A) = (o0 w2 ) |
ap—-11 ap-12 Ap—1n—1 Tn—1

(B.5)

(B.6)

(B.7)

Teorema 14. Toda submatriz principal de uma matriz semi-positiva definida é semi-

positiva definida.
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Demonstragéo. Seja S um subconjunto préprio de {1,2,...,n} e seja A(S) a submatriz
principal de A (matriz semi-positiva definida) obtida a partir de A deletando as linhas e
colunas complementares ao conjunto S. Seja |z) € RI®l, onde |S| < n é o nimero de
elementos do conjunto S. Seja |2') € R™ o vetor obtido a partir de |z) acrescentando
0 no resto das componentes, ou seja, |z') € R" tal que z; = z;, Vj € S e 2, = 0 caso
contrario. Logo, (x| A(S) |z) = (/| A|2") > 0, uma vez que, por hipbtese, A é positiva
semi-definida. Logo A(S) é uma matriz positiva semi-definida.

]
Se A € C"", existem: (a) #Ll), = n submatrizes principais de A 1 x 1;
(b) gtz = " submatrizes principais de A 2 x 2; ...; (n) existem 5 = n sub-

matrizes principais de A (n — 1) x (n — 1). No total, h4 2" — 1 submatrizes principais de
A incluindo A (HORN; JOHNSON, 2012).

Teorema 15. Se A é positiva semi-definida, entdo a;; > 0Vi=1,...,n.

Demonstragdo. Como A € positiva semi-definida, (x|A|x) > 0V |z). Em particular, se

0
’.T) = x; = l’i(sij, (88)
0
j=1,..,n,entdo
(z|Alz) = Z(mifsik)akl(xiéu) = Z ik dut; = azx; >0 (B.9)
kl kl
que implicaema; > 0Vi=1,...,n. O

Teorema 16. Seja uma matriz A > 0, A = At. Se a;; = 0 para algum i, entdo a linha e
a coluna contendo o elemento a;; sdo formados por zeros.

Demonstraggo. Pelos teoremas anteriores, se A > 0, entdo a; > 0 e a;a;; > |aij]2,
para i # j, considerando qualquer submatriz principal de A 2 x 2:

<““’ “”) >0, (B.10)
aji  Ajj

logo, por hipotese, se a; = 0 entdo |a;j| =0 = a;; = 0 V5. Como A é hermitiana,
entao Qj; = CL;} =0 VJ O

Teorema 17. Para uma matriz simétrica (ou hermitiana) A, as seguintes afirmagées
S80 equivalentes:
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(a) A>0.
(b) A = BT B, para alguma matriz B.

Demonstragéo. (a) = (b): Como A é simétrica, existe uma matriz ortogonal U que
diagonaliza A. Isto é, A = UDU”, onde D = diag()\y, ..., \,), OU Seja, 0s elementos
da diagonal de D sédo os autovalores de A. Como, por hipbétese, A > 0, entdo seus
autovalores sdo ndo negativos, entdo existe D'/?, isto é, D = DY2D'/? com D'/? =

diag(v/ A1, ..., vV An). Assim,
A=UDY?D'?*u" = (UDV*)(UD"*" = BB, (B.11)

onde B = D'Y2U7,
(b) = (a): Como A é simétrica,

(zi| Alz:)

)\i —
(zi]ws)

(B.12)

Y

séo autovalores de A cujo autovetor é |z;), i = 1,...,n. Mas, por hipétese, A = BT B,

(i BB |v;) _ || Blay)ll”

(zilzi) a H\flfi>H2

\ = >0Vi=1,..n (B.13)

Logo, A > 0, pois todos seus autovalores sao nao negativos. O



APENDICE C - SOBRE CONVEXIDADE

C.1 — CONVEXIDADE DE FUNGCOES DE UMA VARIAVEL REAL

Definicao 12. Seja f : R — R. Entdo f é:

(i) Céncava, se para todo segmento de linha ligando dois pontos no grafico de f, tal
segmento nunca esta acima do grafico de f.

(i) Cénvexa, se para todo segmento de linha ligando dois pontos no grafico de f, tal
seguimento nunca esta abaixo do grafico de f.

Equivalentemente, temos que
Definicao 13. Seja f : R — R. Entdo f é:
(i) Céncava se, Va,b € R e VA € [0,1], f(Aa+ (1 = N)b) > Af(a)+ (1 — X) f(b).

(i) Convexa se, Va,b € R e VA € [0,1], f(Aa+ (1 —A)b) < Af(a)+ (1 — X)f(b).

Proposicao 5. Dado qualquer intervalo [a,b] € R. Se A € [0,1], entdoa < (1 — X)a +
Ab <b.

Demonstracdo. Como 0 < )\ < 1, entédo
0<Ab—a)<(b—a), (C.1)

somando a em ambos os lados, temos
a<Ab—a)+a<(b—a)+a, (C.2)

ouseja, a < (1 —MNa+ Ab<hb. O

E como se variando A de 0 até 1, a fungdo f(\) = (1 — \)a + A\b passasse por
todos os valores no intervalo [a, b].

Teorema 18. Seja f : I C R — R. Entdo f é convexa em | se, e somente se, o grafico
de f esta abaixo de suas linhas secantes em |.

Demonstragdo. Dados a,b € I coma < b, seja Sy () = {91 (4 a)4 f(a), Vo € [a,b]

a expressao dareta secante de f. Sejaz = (1—\)a+Ab € I,V € [a, b], pela proposi¢ao
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anterior. Considerando a volta, por hipotese, seja f(z) < Su(z), Vo € [a,b]. Como

Sab(x) = Sab((]- - /\)CL + Ab)

_ W((l ~ Na+ b —a) + f(a)
_ W((b —a)X) + f(a)

= (1= A)f(a) + Af(b),

temos que

flx) = f(A = A)a+Ab) < Sap((1 = A)a+ Ab) = (1 = A) f(a) + Af(D).

Portanto, f € convexa. Agora, por hipétese, seja f convexa, entao

f(@) = f((1=A)a+Ab) < (1= A)f(a) + Af(b) = Sa((1 — A)a + Ab).

Portanto, f(z) < Su(z) Vo € [a,b].

(C.5)

]

Exemplo 5. f(x) = 2 é convexa. De fato, sejax = la + (1 — \)b, coma,b € R e

A € [0,1]. Entdo, f(Aa+ (1 — \)b) < Af(a) + (1 —N)f(b) é equivalente a

(Aa+ (1 = N)b)* < Xa® + (1 — \)b?
Na?+ (1-N)
(A2 = A)a® + (A2 = b2 —2(A> = A)ab < 0
(A2 — \)(a® +b* — 2ab) <0

(A = N)(a—b)? <

como (a — b)* > 0 e \? < ), tal desigualdade é verdadeira.

Teorema 19. Se f é cbncava, entao -f é convexa.

A)20% 4+ 2X(1 — Nab < Aa® + (1 — \)b?

(C.6)

Demonstragcgo. Se f é cbncava, entdo Va,b € R e VA € [0,1], f(Aa + (1 — A\)b) >

Af(a) + (1 —=X)f(b). Assim
—[f(Aa+ (1 =Nb)] < =[Af(a) + (1 = A) f(b)],

ou seja,

(=)Aa+ (1 =2)b) < M=f)(a) + (1 = A)(=/)(b).

Logo -f & convexa.

Alguns teoremas importantes (LIMA, 2016):



139

Teorema 20. Uma fungédo convexa f : I C R — R é continua em todo ponto interior
ao intervalo |.

Teorema 21. As seguintes afirmacgdes sobre a fungéo f : I C R — R, diferenciavel no
intervalo |, sGo equivalentes:

(i) f é convexa.

(i) A derivada ' : I — R é mondtona ndo decrescente.

(iii) Para quaisquer a,x € I, tem-se f(z) > f(a) + f'(a)(z — a). Isto &, o grafico de f
esta situado acima de qualquer de suas tangentes.

Teorema 22. Uma funcdo f : I C R — R, duas vezes diferenciavel em I, é convexa
se, e somente se, f"(x) > 0Vx € 1.

Demonstragéo. Se, por hipotese, f & convexa, entdo f(x) > f(a) + f'(a)(x — a). Deri-
vando tal relagao, temos f'(z) > f'(a). Derivando mais uma vez, temos f”(x) > 0Vz €
[a, b].

Agora, se f"(z) > 0, Vx € [a,b], entdo a fun¢do f' : I — R & mondtona néo-
decrescente (pensando em f” como reta tangente de f’). Logo, pelo teorema (4), f
€ convexa. O

Exemplo 6. f(z) = xInz, para x > 0, é uma fungdo convexa. De fato, f"(z) = 1/z >
0 Vx > 0.

Vale ressaltar que resultados analogos sao validos para funcdes de varias va-
riavels reais.

C.2 — CONVEXIDADE PARA FUNGOES DE OPERADORES

Seguindo (CARLEN, 2010):

Proposicao 6. Se f € uma fungdo convexa e A é um operador hermitiano, entao
Tr f(A) > >, f((i|Ali)), onde {|i)} é uma base ortonormal. A igualdade é vélida
se Ali) = a; |i) Vi, ou seja, se {|i)} constitui uma base de autovetores de A.

Demonstragao. Pela decomposicao espectral, f(A) = >_; f(a:) |e;)e;|, de modo que

Tr f Z Zfaz lej)e;l) [0)
—szal (esli)

(C.9)
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mas como \; = |(¢;|i)]* € [0,1], uma vez que ambas as bases s&o ortonormais, e
dado que f é convexa, entédo

T £(4) 2 30 £ el Zf( O aslesesl) 1))
J (C.10)
—Zf il Al7)

O]

Proposicao 7. Seja f uma fungéo convexa. Seja também X\ € [0,1] e A, B operadores
hermitianos. Logo, Tr f(AA + (1 — A\)B) < ATr(f(A)) + (1 — N\) Tr(f(B)). Ou seja, se
t — f(t) é convexa entdo A — Tr f(A) também é.

Demonstragdo. Como A e B sdo hermitianos, entdo a combinac¢édo convexa \A + (1 —
A)B também & um operador hermitiano. Seja {|i) } base de autovetores de A\A + (1 —
A)B, assim

Tr fAA+ (1 —\)B) = Z (| fFOA+ (1= N)B) i)
ZZf i| AA+ (1= \)Bi)) (C.A1)
= Zf (i Al) = A) (il Blz)).

Observando que os argumentos de f ndo sdo mais operadores, mas sim as compo-
nentes desses operadores na base {|i)}, entao f € uma fungao de duas variaveis para
cada i que assume valores reais, e, por hipétese, convexa, logo,

Zf (il Alé) (i Bl2)) <ZAf il Al4) +Zl— (i Bli))

< ATr(f(A) + (1 — \) Te(f(B)),

(C.12)

onde foi usado a proposicao anterior para obter a ultima desigualdade. O

Commentario 1. Também é possivel notar que, se f é concava, obteriamos Tr f(AA +
(1=X)B) = ATr(f(A) + (1 = A) Tr(f(B)).

Dados os resultados acima, podemos formular a seguinte proposigao:
Proposicao 8. A entropia linear é uma fungdo concdva em p.

Demonstragcdo. Por definicdo S;(p) = 1—Tr p?. Como f(x) = x? é uma fungéo convexa,
entdo Tr f(p) € também uma funcdo convexa. E, portanto, — Tr f(p) € uma fungao
concava, completando assim a prova. O



APENDICE D — MAJORIZAGCAO, MONOTONOS DE EMARANHAMENTO E
FUNCOES CONCAVAS DE SCHUR

Majorizagédo € uma ferramenta matematica que permite determinar se uma dis-
tribuicdo de probabilidades € mais desordenada que outra. Intuitivamente, considere-
mos distribuicdes de probabilidades = e y com n elementos caracterizadas por vetores
reais de n-dimensdes. Entao, x € dito ser majorizado por y, € denotado por = < y, se
existem matrizes de permutagéo n-dimensionais, F;, € uma distribui¢do de probabili-
dades, p,, tal que =z = Ej p; P;jy (NIELSEN; VIDAL, 2001). Isto é, « € majorizado por
y quando x pode ser obtido a partir de y permutando aleatoriamente as componentes
de y e entdo tomando a média sobre as permutagdes. Assim, dizemos que x € mais
desordenado que y. Por exemplo, se consideremos permutagbes P;y de y, onde j é
escolhido maneira uniformemente aleatéria do grupo de permutacdes de d elementos,
i.e., p; = 1/nVj = 1,...,n, entdo a distribuicdo de probabilidades = = (x4, ..., z,) tera
a forma z; = %(?A +...+y,) Vi=1,..,n. Como y também & uma distribuicdo de pro-
babilidades, temos que z; = 1/n Vi = 1,...,n. Logo, (1/n,...,1/n) < y para qualquer y.
Podemos ver que esse exemplo concorda com a nossa intuigcdo de que a distribuigao
de probabilidades uniforme € tdo ou mais desordenada que qualquer outra distribuicdo
de probabilidades. Agora, dadas quaisquer duas distribuicbes de probabilides = e y,
existe um procedimento efetivo no qual podemos concluir que =z < y? Uma vez que
nem sempre é ébvio encontrar as matrizes de permutacées e a distribuicao de pro-
babilidades que nos permite obter = a partir de y. A fim de responder essa pergunta,
seguimos (MARSHALL; OLKIN; ARNOLD, 2011).

Definicao 14. Vo = (z4,...,z,) € R", xpy) > xp9 > ... > xy,) denota as componentes de
x em ordem decrescente e x| = (xyy, ..., ,)) € denominado de rearranjo decrescente
de x.

Definicao 15. Seja x,y € R", entdo x é majorado pory, x < y, Se
k k
Zl’[i] Szy[i]’ k:zl,...,n—l, (D1)
=1 i=1
> g => (D.2)
=1 =1
Assim, dado A C R", entdo x < y em A significa que z,y € A ex < y.

Exemplo7. (1,...3) < (-1, ..., -5,0) < ... < (3,3, .-,0) < (1,0,...,0).

n—1"
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Definicao 16. Seja¢: A C R" — R, ¢ € dita convexa de Schur se

r<yemA = ¢(x) < ¢(y). (D.3)
Se ¢(z) > ¢(y), entdo ¢ é concava de Schur.

Teorema 23. Seja ¢ : A C R" — R diferenciavel em A. Se ¢ € céncava de Schur,
entao

Ve e A, i,5 €{1,...,n} temos que (x; — :q)((?j ;f) 0. (D.4)
i J
T1, 2, .., Tn) €

Demonstragdo. Sejai = 1,j = 2, sem perda de generalidade. Dado = = (1,
= (I —t)zs +

X
A,onde zy > a9 > .. > 1y, 06> 0,6 << 1,sejax(t) = (x1(t), ..., xn(t)

twg, try + (1 — t)xy, ..., z,) € Acom t € [0, ¢]. Entao,
r1(t) = (1 —t)ay + teg < (1 —t)zy +trg = 19
Jil(t) + JIQ(t) = (1 — t)xl + tl’z + txl + (1 - t)l’g =1+ X9
21(t) + oo F 2 (t) =21 + oo+ Ty, (D.5)
ou seja, z(t) < = em A. E, portanto, ¢(z(t)) > ¢(z). Logo
) — d
o P00 _ 4
= d (( ) | F txg, try + (1 — t)zg, ..., xy) -
O (t) dt Oxo(t) dt li=o
0¢ 0o
TRl W rovrs A
op 99
= —($1—$2)(a—xl—a—x2> (D.6)
O

De maneira mais geral, temos o seguinte teorema (MARSHALL; OLKIN; AR-
NOLD, 2011):

Teorema 24. Seja¢ : A C R™ — R diferenciavel em A. A fungéo ¢ é céncava de Schur
se, e somente se, é simétrica sob a permutacdo dos vetoresx € A e

Ve e A, i,j €{1,..,n} temos que (z; — :cj)(gj gj) (D.7)
i J
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A fim de conectar a teoria de majorizacdo com a MQ, lembremos que o analogo
quantico de uma distribuicdo de probabilidades é o operador densidade. Portanto,
consideremos a seguinte definigao:

Definicao 17. Sejam A e B matrizes hermitianas, entdo A < B se A\(A) < A(B),
onde \(X) denota o vetor cujas componentes sdo os autovalores de X em ordem
decrescente, onde X = A, B.

Como exemplo, dado p a matriz densidade que descreve um sistema quéantico
de d-niveis. Entéo I,.4/d < p, onde 1,.,/d descreve um estado maximamente misto.
Tal observacéao segue imediatamente do fato de que a distribuicdo de probabilidades
uniforme é majorizada por qualquer outra distribuicées de probabilidades. Agora, con-
sideremos o seguinte teorema devido a Nielsen (NIELSEN, 1999):

Teorema 25. Um estado quéntico bipartido |1) pode ser transformado em outro estado
quéntico |¢) através de LOCC se, e somente se, \(v) é majorado por \(¢), onde A
denota o vetor cujas componentes sdo os coeficientes de Schmidt. Isto &, |¢) —

|9) < A(¥) < A¢).

Agora, dado que A = (1/d, ..., 1/d) € majorado por qualquer outro vetor de pro-
babilidades no qual as componentes sdo os coeficientes da decomposicao Schmidt
de um estado bipartido, entdo qualquer estado quéantico pode ser preparado a partir
de um estado maximamente emaranhado a partir de LOCC. Como o0 emaranhamento
nao pode aumentar por LOCC, qualquer ménotono E deve inverter a ordem de majo-
rizagdo: E(v) > E(¢) para A(¢) < A(¢) (MINTERT et al., 2005). Ademais, f inverte
a ordem de majorizagao, f(x) > f(y) sempre que = < y. Logo, as fungdes conca-
vas de Schur sdao exatamente as fungdes que sdo monotbnicas sob majorizacao e
que invertem a ordem de majorizacao (e que, portanto, ndo aumentam sob LOCC) de
modo que elas podem ser usadas para quantificar emaranhamento de estados puros
(BUCHLEITNER; VIVIESCAS; TIERSCH, 2009).

Agora, seguindo (ZHU et al., 2017), vamos denotar D(H) o cojunto dos ope-
radores densidade em H ~ C¢ e U(d) o grupo de operadores unitarios em #. Além
disso, seja Fy; 0 conjunto de fungdes unitariamente invariantes em D(H) tal que cada
funcéo f € Fy é definida no espaco dos operadores densidade para cada inteiro po-
sitivo d = dim H. Ou seja, para cada d, f € Fy satisfaz

f(UpUT) = f(p) Yp € D(H), U € U(d). (D.8)

Logo, f(p) € uma fungdo dos autovalores de p. Ademais, vamos nos restringir ao
conjunto Fy. C Fy de fungdes céncavas e unitariamente invariante em D(#H). Assim,
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cada f € Fy. satisfaz Eq. (D.8) e

fp+(1 = XN)a) > Af(p) + (1 = A)f(o)
Vp,0 € D(H), X € [0,1], (D.9)

para qualquer d. Agora, seja H ~ H, ® Hp um espaco de Hilbert bipartido corres-
pondente aos sistemas A e B, com dimenséo d, = dg = d. O fato da dimensao
dos subsistemas ser a mesma néo € essencial para o que se segue. Logo, qualquer
funcdo f € Fy. pode ser usada para construir monétonos de emaranhamento £, em
D(H). Para estados puros |V) , ; € H,

Ep() := f(Trp([¥)P]) = f(pa), (D.10)

sendo possivel extender a medida para casos mistos p € D(H) atraves de

Ef(p) == g}ngm@(m% (D.11)
J

onde a minimizacao é tomada sobre o conjunto de estados puros de p no qual p =

>_;Ppip;. Inversamente, a restricao para estados puros de qualquer monétono de ema-

ranhamento é igual a £, para alguma f € Fy.. Esses resultados sdo demonstrados

em (VIDAL, 2000).

Além disso, seja A, 0 espaco das distribuicoes de probabilidades de vetores de
probabilidades com d componentes. A funcao A, é dita simétrica se € invariante sob
a permutacao das componentes dos vetores de probabilidadades. Seja F, o conjunto
de funcdes simétricas no espaco de distribuicdo de probabilidades tal que cada funcao
f € F, esta definida para qualquer inteiro positivo d. Logo, os autores em (ZHU et al.,
2017) mostraram que cada fungéo simétrica f € F, é equivalente a fung¢des unitaria-
mente invariantes em D(H). Inversamente, qualquer fungédo unitariamente invariante
em D(H) define uma fungéo simétrica em A, quando restringida aos elementos diago-
nais do operador densidade. Logo, para qualquer fungéo concava f € F;, a medida E;
definida por Egs. (D.10) e (D.11) € um mondétono de emaranhamento. Inversamente,
a restricdo para estados puros de qualquer monétono de emaranhamento é igual a £y
para alguma fungao cébncava em F,.

Usando os resultados descritos no inicio desta se¢ao: para ver se uma fungao
f € unitariamente invariante, ou equivalentemente, simétrica sobre a permutacéao das
componentes de vetores de probabilidade, basta verificar se f é uma fungdo céncava
de Schur.



APENDICE E - VERIFICAGCAO DOS CRITERIOS PARA VISIBILIDADE E
PREVISIBILIDADE.

Neste apéndice nos ocupamos em verificar que todas as medidades de Visibi-
lidade e Previsibilidade satisfazem os critérios definidos em (DURR, 2000; ENGLERT
et al., 2008) e enunciados na Sec. 2.3.

E.1 — COERENCIA DE HILBERT-SCHMIDT

Dada a medida Coeréncia de Hilbert-Schmidt

Chs(p) =Y sl (E.1)

ik

€ possivel ver que:

* (V1) Cus(p) € uma funcdo continua dos elementos p;;, Vj # k uma vez que
f(z) == |z], com z = p;;, € C, € uma funcdo continua. Para ver isso, lembremos
que f € continua no ponto z, € C se

Ve>0 30 >0talque 0 < |z — 2| <d = 0<|f(2)— f(20)| <e. (E.2)

Logo, f(z) = |z| € continua para todo z, € C. De fato, dado |f(z) — f(z0)| =
|z — 29| < ¢, basta tomar § = ¢. Como g(z) = z* é uma fungéo continua, entdo
|2|* também é uma fungéo continua.

* (V2) Dada a forma da expressao (E.1), Cys(p) é invariamente frente a permu-
tacbes dos indices. Ademais, se mudarmos o indice que atribuimos a cada
caminho (ou estado), por exemplo, se permutarmos os indices correspondentes
ao estado 1 e 2, isso implica em permutarmos as linhas e as colunas 1 e 2 do
operador densidade, de modo que as propriedades do operador densidade per-
manecem invariantes e, portanto, Cj,(p) também permanece invariante. Isto €,
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P P12 - Plin Pla P22 - P P22 Pla - P

Pia P22 - Pon P11 P12 - Plin p12 P11 --- Pin

. . . . —> . . . . H . . . .

Pin Pon --+ Pnn Pin Pan -+ Pon P Pin -++ Pnn
(E.3)

ndo implica em nenhuma mudanca nos valores que os elementos do operador
densidade assume e, também, é possivel ver que ndo ha nenhuma mistura en-
tre os elementos da diagonal principal e os elementos fora da diagonal. Ou seja,
elementos fora da diagonal sdo mapeados em elementos fora diagonal. Por-
tanto, C), permanece invariante.

* (V3) Se o estado do sistema é conhecido, i.e., p;; = 1 para algum j, entdo os
elementos py, Vk # j, e todas as coeréncias p;, Vj # k se anulam, uma vez que
1pjel” < pjjpwr Vi # k. Logo, Chs(p) = 0, atingindo seu valor minimo uma vez que
Chs(p) > 0.

* (V4) Se todos os estados sdo equiprovaveis, i.e., p;; =1/dVj=1,...,de lpin]” <
piiPrks, VJ # k, entdo |p;x| < 1/d, Vj # k, de modo que a igualdade so é valida
quando p é puro, isto é, p*> = p. Neste caso, Cj,,(p) atinge seu valor maximo:

d
11 1
Chs=D == 1:EP@H+JHuHLhQﬁ+MHJ+M

2 2 N————
J#k J=1 j#k d—1 vezes d—1 vezes d—1 vezes
d z?e,zes
1 d—1
=—=dld—1) = ——
d? ( ) d
(E.4)

* (V5) Se o médulo de algum elemento pjx, 7 # k, diminui de uma quantidade
infinitesimal, i.e., [pje] = [0}| = (1 — €)|pjil, cOm e > 0 e e << 1, entdo Cs(p') =
(1 - €2Chs(p) < Chs(p)-

* (V6) Dada a combinacado convexa p = Ap; + (1 — A)p2, onde p, p1, p2 S&0 Opera-
dores densidades e A € [0, 1]. Expandindo p, p1, p» em uma base ortonormal de
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referéncia,
p=> pjxliNk
jk
pr=_ o5 ikl (E.5)
jk
=" o 15Nk
jk

€ possivel ver que

ik = A+ (1= A)ple. (E.6)
Assim,
Chs(p) = Chs(Ap1 + (1 — Z |)\ij )ij)’
21 (12 2]7?;) 2 CHITING) (E.7)
< Z ()‘ o5 174+ (1 = A)%[ o |7+ 2A(1 = M) pji ;0 D
j#k
Definindo
Clp) =D (NIl + (1= NS 2+ 221 = N0 ).  (E8)
j#k

entdo Cys(p) < C(p). Agora, dado que

AChs(p1) + (1= NChs(p2) = Y (A5 P+ (1= N1 P)., (E.9)

JF#k

segue que

AChs(p1) + (1= N)Cs(p2) = C(p) = 3 (A = M)Ip) 2 + (A = )7
J#k
=221 = Nl
=3 =GR+ 16312 = 2103 11051)
i#k
=3 =231 7))
J#k
Z 07
(E.10)

uma vez que (|p%)| — [p{7)])> > 0 e A > X\, jad que 0 < X < 1. Logo,

Chs(p1) + (1 = AN)Chs(p2) = C(p) = Chs(p). (E.11)



148

E.2 — COERENCIA NORMA-L,

Uma vez que

Cu(p) =D 1ol (E.12)

J7#k

€ possivel ver que

* (V1) A continuidade C, (p) segue da continuidade da fungdo médulo, como mos-
trado anteriormente.

* (V2) A invariancia sob permutacao dos indices de estados segue direto da ex-
pressao analitica de C, (p);

* (V3) Se o estado do sistema é conhecido, i.e., p;; = 1 para algum j, entdo os
elementos py, Vk # j, e as coeréncias pj; Vj # k se anulam, uma vez que
lpjel” < piipre Vi # k. Logo Gy, (p) = 0, atingindo seu valor minimo uma vez que
Ci(p) >0

* (V4) Se {p;; = 1/d}}_,, entdo |p,;x| < 1/d, ¥j # k, onde a igualdade é valida
somente se Tr(p?) = 1 e, portanto, C;, = d—1, atingindo assim seu valor maximo.

* (V5) Se 0 médulo de algum elemento p;i, j # k, diminui de uma quantidade
infinitesimal, i.e., |pjx| — |0),| = (1 — €)|p], com e > 0 e e << 1, entdo C;, (o) =
(1 =€) (p) < Ci(p).

* (V6) Para 0 < A < 1 com p; € p; sendo operadores densidades tal que p =
Ap1 + (1 — X)pq, entdo a convexidade de Cj, (p) segue de:

Clu(Apr + (1= N)p2) = > |(Apr + (1= \)pa)a (E.13)
J#k

= > I+ (=N (E.14)
Jj#k

<SR+ (=01 (E.15)
J#k
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E.3 — COERENCIA DE WIGNER-YANASE

Dado

Cuylp) =1=>_ GIWVALI" =D _IGIVeIRP, (E-17)

j Gk
temos que

« (V1) A continuidade C,,, segue da continuidade de {(\/p);; }4

=1

* (V2) Uma vez que Z?Zl((\/ﬁ)j,j)z é invariante frente a permutacao |j) < |k),
Cuwy(p) € invariante sob a permutacdo dos indices de caminho.

* (V3) Se p;; = 1 para algum j, entdo, a partir de Tr(p) = 1 temos que pyr, = 0 Vk #

J» 0 que implica em p = |j)(j| = /p. Portanto, (\/p);; = 1 e (\/p)x = O0VE # j.
Logo, Cypy =1—1=0.

* (V4) Se p é puro, entdo /p = p. Logo, se {p;; = 1/d})}_, segue que Cy,y(p) =
Chs(p) = (d = 1)/d.

* (V5) Uma vez que é possivel diminuir |p;;| infinitesimalmente a partir de p;;, —
(1 —€)pju, com e € R, e e < 1. Notando que p;r = > ,(\/p)i(\/P)ik €Nt&o
pik = N1 = (/)P = Xy (1= (/P)ia ) (v/P)is © que é equivalente a

multiplicar a j-ésima linha de \/p por 1 — . Logo, segue que

Cund) = 210 = VPl + 2 I (E.18)
-2 2N/l + le (VP)ul? (E.19)
= Cuy(p) —jez Mmj] # (E.20)
< Cy(p). " (E.21)

* (V6) A convexidade C,,(p) segue da convexidade da informag&o de Wigner-
Yanase I, (WIGNER; YANASE, 1963). De fato, uma vez que

Loy(p, H) := —%Tr([\/ﬁ, H|?) = Tr(H?p) — Tr \/pH+/pH, (E.22)

onde A € um operador hermitiano. Assim, para mostrar que 1,,,(p, H) é convexa,
basta mostrar que Tr,/pH/pH é concava em p, uma vez que Tr(H?p) é linear
em p. Considerando o seguinte teorema devido a Lieb (CARLEN, 2010):
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Teorema 26. Para qualquer matriz X , e para qualquert € [0, 1], a fungéo f(A, B) =
Tr XTA* X B~ é conjuntamente céncava no par de matrizes positivas A, B.

Logo, tomando X = H, A= B =pet=1/2,segue que Tr/pH,/pH € concava.

E.4 — COERENCIA BASEADA NA ENTROPIA RELATIVA

Lembrando que

Cre(p) = I{leiln Son(pl|t) = Son(pdiag) — Sen(p), (E.23)

segue que

(V1) C..(p) € uma fungéo continua dos elementos de p uma vez que a entropia de von
Neumann é continua (NIELSEN; CHUANG, 2000).

(V2) Pela expressao analitica da entropia de von Neumann, C,.(p) é invariante frente
a permutacao dos indices que rotulam os estados.

(V3) Se p;; = 1 para algum j, entdo S, (paiag) = Sun(p) = 0, € portanto, C...(p) = 0.

(V4) Se p é puro, entdo S,,(p) = 0. Ademais, se {p;; = 1/d})I_, entdo C,.(p) =
Svn(pdiag) = Ind, atingindo assim o seu maximo.

(V.5) Uma maneira de diminuir as coeréncias de p é a partir de p;;, — (1 — €)pjx, com
e € R, e e < 1. Um possivel mapa que implementa a diminuigdo das coeréncias de p
édadopor 7 :p— p' = (1 — €)p + €paiag- AQOra, COMO i, = Paiag = Svn(Plhiag) =
Sun(paiag) € dado que S,,(p) é concava, entdo

Ore(p,) = Svn(piiiag) - Svn(p,) < Svn(pdiag> - (1 - E)Svn(p) - CSvn(pdiag) (E.24)
= (1 - E)(Svn(pdiag) - Svn(p)) (E25)
S Svn(pdmg) - Svn(p) = Cre(p)- (E26)

(V6) C.(p) € uma funcéo convexa em p, uma vez que S,,(p||¢) conjuntamente convexa
no par p, (NIELSEN; CHUANG, 2000).
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E.5 — PREVISIBILIDADE LINEAR E DE VON NEUMANN

Lembrando que
Pp) = Sp"™ = Sulup?) = Y piy — 1/d (E.27)
j

Pyu(p) i= Smax SM(LZS) =Ind+ Z pi;npj;, (E.28)

J

temos

* (P1) Como S,(:1*), 7 = I,vn é uma fung&o continua dos elementos {p;;}9_,, as
medidas de previsibilidade P;(p) também séo.

* (P2) A invariancia frente aos indices que rotulam os estados segue direto das
expressoes analiticas (E.27) e (E.28).

» (P3) Se p;; = 1 para algum j, entdo p;; = 0Vk # j. Consequentemente, S, =

L—p = 3z i = 08 S = —pjiInpi; — > prilnpry = 0. Logo, P =
Spax = &=l e P, = S = Ind.

« (P4) Se {p;; = 1/d}_,, independentemente se p é puro ou misto, entdo S; =
1- Y0 (1/d*) = Sp*> e S, = =30 ,(1/d)In(1/d) = S==. Logo P, = 0,
T =1, un.

+ (P5) Como P; é invariante frente a permutagdes do tipo p,; <> pkiV7, k é possivel,
sem perda de generalidade, considerar p;; > ps.. Indo na dire¢ao da equalizagao
das probabilidades, i.e., p11 — pi; = p11 — €, € pa2 — phy = p2e + € fore > 0 and
e < 1, segue que

d
P(p) = S/ =1+ (pu — > + (p+ )+ ) _ 03, (E.29)
j=3
d
=S = (1= p2) = 2e(pr1 — paz) + O(€”) (E.30)
j=1
= P(p) — 2e(p11 — pa2) + O(€?) (E.31)

< Fi(p), (E.32)
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d
Pou(p') = Sp + (p11 — €) In(p11 — €) + (pa2 + €) In(pma + €) + ¥ _ pj;Inpj; (E.33)

J=3

d
= S22+ " piinpy; — e(Inpry — npos) + (11 — €)(—€/pr1) (E.34)

+ (22 + €)(€/p22) + O(€?)
= Bl — e(Ilnpi; — In pay) 4 O(€°) (E.35)
< Pun(p), (E.36)

onde foi usado o fatode que In(1 +z) ~ +z parax >0ez < 1.

» (P6) A convexidade de P,.(p),7 = l,vn, segue do fato ja demonstrado de que
Sy (pdiag), T = 1,vn, 880 funcdes cbncavas em p.

E.6 — PREVISIBILIDADE NORMA-L,

Dado que

Py(p)i=d—1-Y pper=d—1-2>_ \/DjPk- (E.37)

itk i<k
Entao,

* (P1) A continuidade de P, (p) segue da continuidade da raiz quadrada dos ele-
mentos da diagonal de p.

« (P2) Asoma Y., ./pipnr garante que P, (p) é invariante frente & permutacéo
]#k‘ D3 ) 1
dos indices.

* (P3) Se p;; = 1 para algum j, entdo px, = 0Vk # j. Logo, P, = d—1—0,
atingindo seu valor maximo.

* (P4) Se {p;; = 1/d}}_,, entdo 3", \/pj;p = d — 1, €, portanto, P, = 0.

 (P5)) Como P, é invariante frente a permutagdes do tipo p;; < piiV7, k é pos-
sivel, sem perda de generalidade, considerar p;; > p2. Indo na direcdo da
equalizacdo das probabilidades, i.e., p11 — pi; = p11 — €, € paa — phy = pa + € fOr
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e >0ande < 1, segue que

d
Py (p) =d—1—=2vpi1 — e/pao + € —2/p11 —EZ\/pkk

—2\/P22+€Z\/@—22 Z V P3j Pkk (E.38)

7=3 k=j+1

d
~d—1 - 2/mpm (1 — ¢/200) (L+ ¢/202) — 2011 (1~ ¢/200) Y /o
k=3

— 2y/pm (1 + ¢/202) Zm—zz Z NG (E-39)
Jj=3 k=j+1

”P‘(\E‘\F) (- m)zﬁ (=49

< P, (p) (E.41)

+ (P6) A fim de mostrar a convexidade de P, (p), consideremos o seguinte teorema
(ROBERTS; VARBERG, 1973):

Teorema 27. Se f : A — R é uma fungéo diferenciavel definida em um conjunto
convexo A C C*, entdo f é é convexa se, e somente se, a matriz Hessiana

H— (Hij> _ (az—f(x)), Vi € A, (E.42)

Ozr;x;

é positiva semi-definida.

Dado que P, (p) € fungdo de operadores densidade (que formam um conjunto
convexo), e quando expresso em termos de seus elementos numa dada base,
as previsibilidades tornam-se fungéo de varias variaveis reais, uma vez que p;; €
[0,1] ¥j. Assim, para verificar se a previsibilidade é convexa, basta verificar se o
Hessiano da funcao é positivo semi definido, isto é,

(y|H|y) = Z«% Kk = nyaxa (E.43)

vy € C". Paraisso, definindo f(z) := o —3_,_, \/7;7x, temos que

OF _ oy~ iy~ I (E.44)
0x; = 2,/T;Ty, = 2\/T;Tx
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ou seja,

af o T -
&Uﬁ_;zm JZQ\/W —Z\/7 (E.45)
J#z

lembrando que o indice i é fixo. A soma € apenas sobre j. Agora,

T n 1/2
Z 1/ J 3/2, (E.46)
J#Z

’L

J#Z

pois a soma em j passa por todos os elementos, exceto o i-ésimo elemento, que
é fixo. Enquanto que, para k # i,

02 Z $] 5]k _ 1 (E 47)
0x,0x; 8mk xl V/TiT; 2 /TRT; '
ﬁfz

J#l

Assim,

Ff *r o,
(y|H|y) = Zy]ax e = 2 gzl +Zaxjaxkyjyk
;7 jk

1 1,
=—Z(Z 3/2)|j| §;Wyjyk.

J k#j Lj

(E.48)

Agora, para mostrar que (y|H|y) > 0, consideremos o caso em que d = 2

1/2 1 x1/2 1

1 Laoy™ | |
Y21 — 3
Topr ¢—

2
1 1‘1/2 2 1 1‘1/2 2 1

1
_§?| 1| +§3—/2|y2 BN

—— W2 + y5u1)

2R6(y1y§ )

| . 1 . (E.49)
:5:6}/2965/2(—2@1\ +t3 ‘?42‘ —2 Re(y192)>
7
2
:1 12, 1/2 Y Y2
2 71 1 T2

> 0.
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Para d = 3, 0 padréo se repete:

1x1/2+xl/2 1$1/2+9C1/2 1x1/2+x§/2 1
(y|Hly) = = Z2—7"—|n|" + 5 —I val” + 5 —Iyg -3 (yiy2 + ysun)
9 xi;/Q 3/2 x§/2 2\/—
. (39 + v3us)
ZW Y1Ys T Yshi QWZJQ?JS yzys
1x1/2+$1/2| |2 13:1/2+3:1/2| |2 1x1/2+x1/2| |2 11 2Re(y1y5)
— - 2 - ° - = - — e
2 g7 Ty e Ty Ty
1 1 . 1 1
5 MQRe(ylyg) 5 FQRe(yzys)
1 1/2 1/2 1 1/2 1/2 1 1
= om/ "y ( sl + 5 |y2 (y1y2)> + 501 (Sl + sl
1 3
1 1/2 1/2
2 L) ( e )
T3 e(n1ys) ) + 2952 T3 2‘92\ + x§|y3 (y2y3)
B 1x1/2 12|91 Y2 2+ 1x1/2 1/2 Y3 2+ 1x1/2 1/2 Y2 Y3 ?
2 LT X1 T2 2 ! I T3 2 2 ) T3
1 1/2 172\ Y Y5 ?
_52% LA P
i<j ! J
> 0.
(E.50)
Assim, de maneira geral,
OVTTRED SO DE: Sy WL ) p Wy
YY) =5 ﬂ)yj -5 —Y; Yk
25 N 2 57 VT
1/
1 (x}f ) 1 1
=3 —7 Uil + =53 Ykl ) > (Y5 yx + Yiy;)
3/2 197 3 2 - J kdJ
2 j<k Ij/ / 2 j<k V Ltk
1/2 :L_l/Z 1
=53 (B luil + 2l - —=2Re(y;n)) (E.51)
; 3/2 J 3/2 \/m J
1 1/2 1/2< 2 1 2 1
_ - 2 h =2 — —9Re(y* >
QZ n (Gl Gl - - 2Re(yju)
2
__Z 1/2 1/2 y] _% > 0.
<k Lk

Note que a maneira como o somatério estd sendo realizando foi trocado da pri-
meira para segunda linha, mas nenhum dos elementos da soma foi perdido (ou
adicionado). Logo, P, (p) é convexa em p.
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APENDICE F - VARIANCIA DAS MATRIZES GENERALIZADAS DE GELL-MANN

Dada a base de caminho {|;)}9=}, é possivel definir as matrizes generalizadas
de Gell-Mann como (BERTLMANN; KRAMMER, 2008):

m—+1
rd = m)’tm |1Y1 F.1
=\ i +1 Z 1 (F1)
I e o= 1o)Xk + [R)(, (F2)
U5 = =[5k = [k)1), (F.3)
ondem=1,---,.d—1el < j < k <d. Agora, calculando o valor esperado de I

temos que

(15,00 = Tr ol =T (3K + [KXG1)) = Te(oliNRD + Tr(o ) (F4)

= prj + pik = pix + (pjx)" (F.5)
= 2R (pjr), (F.6)
onde R(p;x) denota a parte real de p,;,. Analogamente, temos que <F ) = —2L(pji),

onde I(p,) denota a parte imaginaria de p;j,. Assim,

S (T3 4 (0007 ) =437 (RO + (Wps))?) (F7)

J<k J<k
=4 lpal* =2 lol® (F.8)
J<k J#k
= 2Cs(p) (F.9)

Agora, calculando o valor esperado de (I ,)?, temos que

(0502 = Tr ()R] + RGN + D) (F10)
= Te(p 7)) + Tr(p [k)E]) (F11)
= Pjj T Pkk; (F12)
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uma vez que j < k e, portanto, (j|k) = 0. Analogamente, ((T'%,)?) = p;;+ pr- Notando

que
-1 d -1 d
Z(ij+Pkk :Z Z pJﬂLZ Z Pk
i<k j=1 k=j+1 j=1 k=j+1
= (Pn(d — 1)+ pr(d—2)+ ...+ pd—ld—l)
+ ((Pm + p33 + oo+ paa) + (P33 + o+ paa) + o+ Pdd>
= (,011(d — 1)+ poa(d —2) + ... + pd71d71>
+ (ng + 2p33 + ...+ (d — 1)pdd)
= (d—1)(p11 + p22 + .. + paa)
—d—1,
segue que
> ({302 + (U202 = 2D (o35 + pua) = 2(d = 1),
i<k i<k
e, portanto,

> (Vo4 T30 + V(04T ) = 2(d = 1) = 2Cn ).

i<k

J&, o valor médio de I'?. é dado por

(T9) =Trpl'?, = | ———— 7n+1 }: H—nﬂm+1wn+ﬂﬁ

=1/ W ( Z pu — mpm+1m+1>
I=1

de modo que

d\2 2
<Fm> = (Zpll mpm+1m+1> .

=1

(F.13)

(F.14)

(F.15)

(F.16)

(F17)

(F.18)

(F.19)

(F.20)

(F.21)
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A fim de obter intuicdo sobre este somatério, consideremos o0 caso d = 3. Assim,
m=12e

d—1 2
d _
m:1 m = Z m T 1 (Z pu — um+1m+1) (F.22)
2
= (p11 — P22) + m(ﬁn + pa2 — 2P33) (F.23)
4
=3 (Pi + p3o + ,033 — P11P22 — P11P33 — P22,033> (F.24)
4,3
:§<§Zp39 Zpﬂy+zpﬂfpkk > (F.25)
J=1 = i#k
3 P
=2( >0t - r)?) (F.26)
j=1 j=1
= 2P(p). (F.27)

Assim, de maneira geral, temos

d—1 , &t 9 )
an = —< pu — ml)m+1m+1> (F.28)
mzz:l < > m=1 m(m + 1 Zl:
d—1 9 m
=y mim 1) <(Z ) 0 et = 2Pt ) Pu) (F.29)
m=1 =1 =1
d—1 9 m )
= m ( Z Py + Z PrkpPu + m? pm+1m+1 2Mmpmy1m+1 Z Pzz)
m=1 =1 k£l I=1
notando que
d—1 9 m 1 3
2 2 2 _ 2
mlm(%ﬂu +m pm+1m+l> = 2( 011 Zﬂﬂ 3 x4 ;ij +
d—1
1 1 2 d—1
+ (d—1)d ZP%) + 2<§P§2 + §P:2>,3 to Tpid)
j=1
1 1 1)
=92 F.30
(1 <2 Tox 3 + . ——— (F.30)
d—1 d—1
1 2(d — 1)
=2 —_— 2 2 F.31

2<d Z 2, (F.32)
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uma vez que
-1 d—1 d—1 d
1 1 1 1 1
=> (- 5)=27"27 (F.33)
—k(k+1) & (k: k+ 1) ik
d—1 d—1
1 1 1
=1+> =25t (F.34)
k=2 k=2
d—1
-4 F.35
d (F.35)
Por outro lado,
d—1 ) )
P m(m <kz¢z PkkPll — 2M Pt 1m1 Zﬂu) = —2pp11 + 3%3 (2p11p22 — 2ps3 ; pjj)
+ (ijjpk'k_2 _1pddzp]]>
Jj#k
(F.36)
onde o fator que multiplica o termo py1p2, € dado
d—
2x2  2x2 2 x2 1
- = - F.37
2ty s Taxat Y ao e T 2 ]+1 45 (F.37)
d—1 4
=4(T—1) = (F.38)

Analogamente, o fator —4/d multiplica todos os outros termos do tipo p;;pir Vj < k, de
modo que

d—1

d
m(m +1) (Z PkkPll — 2M Pt 1m41 Z Pu> = —3 Z PijPkk (F.39)

m=1 k#l =1 j<k
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Portanto, substituindo os resultados (F.32) e (F.39) na Eq. (F.28), temos que

d—1 1) d
() = 2% prpkk (F40)
m=1 j=1 j<k
d
= 2<dd— 1) <;p 77 ;p”pkk> (F41)
d
B 2<dd_ - (di 1 2P~ Zf% + anpkk ) (F.42)
7=l j#k
d
- 2<dd_ : (di 1 ;p?a' - ﬁ(; pii)?); (F43)

ou seja, >4 <an>2 = 2P(p). Por fim, o valor esperado de (I'%)? é dado por

(%)) = Tr/) (I7)’° (F44)
m+1 Tr(pz_: k| — m |m + 1)m + 1) Z l|—m|m+1>(m—|—1|)>
2
m+1 B <p Z Xi| +m |m+1>(m+1|)> (F.45)
2 2
T m(m—+1) (;Pﬁﬂn pm+1m+1>7 (F.46)
de modo que
d—1 d—1
m:1< 2 m(m + mim+ 1) (ijj +m Pm+1m+1> (F.47)
2 2
(P11+p22)+m(pn+p22+4p33)+3—4(m1+,022+P33+9P44)
7j=1
—<1+2+2+ 2>(+)+<—42+2+
- 2x3  3x4  Td—1a) TP T 93 T3
2 2 .2 2(d - 1)
+(d—l)d>p33+"'+((d—Q)(d—l)(d_Q) +(d—1)d>’0d_1d_1+ P
d—1 d—1
1 1 2(d — 1)
:2;—]{; k?—l—l) (/)11+/)22 +2Zmp33+ .+ ] (,Odfld,l—l—pdd)

2(d—1) —1
- 4 ijj = d )- (F.48)
j=1
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Portanto

T&‘
—_
T&‘
—_

Vioars) = Y (e — o)) = 2D Copgy. (Rag)

3
I
3
I



APENDICE G — SOBRE 0S GRUPOS DE LORENTZ E DE POINCARE

Seja ¥ um referencial inercial e ¥’ um outro referencial inercial que se move em
relagdo a > com velocidade constante v, de maneira que as origens O e O’ coincidam
nos instantes t = t' = 0 e que a velocidade relativa v seja paralela ao eixo = de .
Entdo, as coordenadas (z,y, z) no intervalo ¢, e (z/, v/, 2') no intervalo t', atribuidas a
um mesmo evento por observadores fixos nos referenciais X e Y/, estao relacionadas
através de

ot Brfe). b=l + B, G.1)
' =~z —vt), = ~y(z' 4+ vt'), (G.2)
y =y, y=y, (G.3)
2 =z, z=2, (G.4)

onde v = (1 — v?/c?)"Y? e B = v/c. Tais transformagbes sdo denominadas de trans-
formagdes de Lorentz. Ha inumeras maneiras de deduzir tais relagdes. Por exemplo,
Einstein as obteve a partir dos postulados 1. Principio da relatividade ' e 2. Constan-
cia da velocidade da luz 2 (EINSTEIN; DAVIES, 1932). No entanto, também ¢é possivel
obter tais transformacdes assumindo apenas o principio da relatividade e a estrutura
de grupo que tais relagbes devem satisfazer (PELISSETTO; TESTA, 2015; BERZI;
GORINI, 1969). Por outro lado, também é possivel obté-las dentro do contexto de teo-
ria de grupos, buscando transformacgdes que deixam o produto escalar no espaco de
Minkowski invariante (WEINBERG, 1995). Logo, dado tal conjunto de transformagdes,
podemos ver que um vetor em R3 ndo se mantém invariante. Por exemplo, se consi-
derarmos o vetor deslocamento infinitesimal entre dois pontos dx = (dz, dy,dz) em X
edx’' = (d2',dy’,dz’) em ¥', entdo dx - dx # dx’ - dx'.

Proposicao 9. A distancia (ou intervalo) entre dois pontos infinitesimais (ou dois even-
tos), (ct, x, ¥, z) e (c(t + dt), x + dx, y + dy, z +dz), que se mantém invariante frente as
transformagées de Lorentz, é dada por:

ds? = Adt? — da® — dy?® — dz>. (G.5)
Demonstracdo. Dado que

dt' = y(dt — Bdx/c), da' =~(dz—vdt), dy =dy, d'=dz, (G.6)

Principio da Relatividade: as leis fisicas sdo as mesmas em todos os referenciais inercias.
2A velocidade da luz no vacuo é a mesma em todas as diregdes e em todos os referenciais inerciais,
sendo independente do movimento da fonte.
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entao
ds? = A2dt’? — da® — dy’* — d2” (G.7)
= Y2 (dt — Bdz/c)? — ¥*(dv — vdt)? — dy® — dz* (G.8)
=2 (1 —v?/)Edt? — 7% (1 — B*)da* — dy® — dz* (G.9)
= Adt* — da® — dy® — d2? (G.10)
= ds”. (G.11)
O

Assim, o substrato (espaco vetorial) no qual objetos (vetores, etc) estao defi-
nidos ndo é mais o espaco euclidiano (R* com o produto interno usual), sugerindo a
seguinte definicdo:

Definicdo 18. O espaco de Minkowski é um espaco vetorial 4-dimensional, R*, dotado
de um produto interno (-, -) definido a partir de

(w,y) = 2% —x-y =) nuaty’ ="y, (G.12)
787

onde n := (n,,) = diag(1,—1,—1,—1) é a métrica de Minkowski e x := (2°, 2, 2%, 23) =
(ct,x,y, z) sdo elementos do espago de Minkowski, denotado por M, e s&Go denomi-
nados de eventos.

Assim, ds? = (dx,dx) e as transformagdes de Lorentz sdo aquelas que deixam
a norma de um evento = € M (ou o intervalo entre dois eventos ds?) invariante:

Definicao 19. Uma transformacgéo de Lorentz A é uma transformacéo linear em M
que preserva seu produto interno, i.e.,

A M— M talque x — 2/ = Az, Vo, 2’ € M com (', 2') = (x,z). (G.13)

Ou seja, dois referenciais movendo-se com velocidade relativa constante entre
si, atribuem o mesmo valor para a norma de um evento x € M (ou o intervalo entre
dois eventos ds?). A métrica definida por » = (1,—1,—1,—1) é uma matriz simétrica,
i.e., m,, = M, CUja inversa é ela mesma, i.e., n=! = 7. Denotamos 7! := (n**) de tal
maneiraque n~'n =1 — Y n"“n. = 0!. Por exemplo, para u = v = 1, temos que

D 0" e =001 + 0"+ 00+ 0P = 't = 1 (G.14)

E comum, nesse contexto, a omissdo dos simbolos de soma em expressdes do tipo
> ™y’ com o entendimento de que indices repetidos sdo sempre somados, com
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indices gregos pu,v,... variando de 0 a 3 e indices latinos i, j,... variando de 1 a 3.
Assim, implicitamente temos que

My = My’ (G.15)
v

Ademais, as transformacdes de Lorentz formam um conjunto de transformacdes line-
ares que podem ser reescritas na forma

t' =5t — Br/c) = 20 = A" + A%at + A%a? + A%2? (G.16)
v =y —vt) = 2t = Aya® + Azt + AL+ AL (G.17)
Yy =y — 2 = A2 + A%t + A%+ AL, (G.18)
2=z — 2" = A+ A%t + AR+ AP (G.19)

ou ainda, mais compactamente: z* = > A" z” = A* z¥, onde a matriz A = (A*)
neste caso € dada por

vy =8 00
Az | T Lo (G.20)
0 0 1 0
0 0 01
de modo que é possivel observar que
0 1
Ny=———=2>1, (G.21)
V1=732
det A =2 —42p% = 1. (G.22)

Além disso, se considerarmos o intervalo de dois eventos tais que dy = dz = 0, entao
ds”? = Adt”? — da? = Adt* — da® = ds?, (G.23)
ou ainda,
(v* — ¥2B2)(Pdt? — da®) = *dt? — da?, (G.24)

ou seja,
V-8 =1, (G.25)



166
de modo que a equacao acima sugere a seguinte parametrizacao

cosh& =, £ = tanh¢, (G.26)
sinh§ =78, £ €[0,00), (G.27)

uma vez que cosh? ¢ — sinh?¢ = 1, e ¢ é denominado de rapidity (RHODES; SEMON,
2004). De posse da definicdo de espaco de Minkowski e das observagdes acima,
podemos comecar a falar dos objetos definidos sobre essa estrutura:

Definicao 20. Um escalar (ou, um campo escalar) é uma quantidade invariante sob
transformacées de Lorentz, ou seja, cujo valor € o0 mesmo em todos os referenciais
inerciais. E.g.: carga elétrica de uma particula, intervalo entre dois eventos, velocidade
da luz no vacuo, o produto escalar, ... .

Definicao 21. Um vetor contravariante é um objeto de 4 componentes V* = (VO V1 V2 V3)
definido em M que, sob uma transformacéao de Lorentz, transforma-se da mesma ma-
neira que um evento x* no espago de Minkowski, i.e.,

V= ALV, (G.28)
Resumindo, o protdtipo de vetor contravariante é o evento z# = (2°, !, 22, 23).

Assim, o produto escalar entre dois vetores V# W" que pertencem ao espaco
de Minkowski é dado por

(V,W) =0, VWY = VW — VW' — V2?2 — V3W3, (G.29)
sendo um escalar e, portanto, invariante frente a transformacées de Lorentz.

Definigcao 22. Um vetor covariante V,, € definido pela lei de transformagao V,, = A}V,
onde (A) é a inversa de (A*,)) °.

Agora, como em notag&o matricial, temos

(@,y) =" ny, (G.30)
(@, y) =2y (G.31)

entao
ds”? = (da', dx') = da'"ndy’ = dz"ndx = (dx,dz) = ds® (G.32)

3Na realidade, (A,) € atransposta inversa de (A%,) (LEMOS, 2007)
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ou seja,
de'"ndx’ = dx” ATnAdx = da"ndx (G.33)

que implica em
ATpA = 1. (G.34)

Ja em notacéo indicial, temos

ds? = n,da’dx” = napdrda’ = ds?, (G.35)
temos que
N da™dz’ = T]WA“aAl’deadxﬁ = Nopdr®da”, (G.36)
ou seja,
nul/AHaAyg = TNags- (G37)

A equacgao ATnA = n pode ser usada para definir as transformagdes Lorentz 4. Além
disso, as principais propriedades das transformagdes de Lorentz podem ser inferidas
a partir da equacao acima. Ademais, é possivel mostrar que as transformagdes de
Lorentz formam um grupo (TUNG, 1985), denotado por L. Isto é,

1. Dados Ay, A; entdo Az := A, A; também é uma transformacéao de Lorentz.
2. A3(AgAy) = (AsAg)A;.

3. Aidentidade é uma transformacgéo de Lorentz: I = A(v = 0).

4. Ainversa também é uma transformacéo de Lorentz: A~1(v) = A(—v).

Pela estrutura de grupo, o produto de duas transformacdes de Lorentz é também uma
transformacéao de Lorentz A; = A;A;. No entanto, tais transformacdes, em geral, ndo
irdo envolver apenas "boosts", mas também rotagdes. Por exemplo, se Ay, Ay séo
boosts em direcdes diferentes, entdo A; também pode ser construido a partir de uma
rotacdo e um unico boost (R.FERRARO; THIBEAULT, 1999):

As = AwA; = RA, (G.38)

onde R é uma matriz de rotacdo. Para ver isso, consideremos um boost ao longo de x

“No entanto, como veremos, ela define uma classe mais geral de transformagdes denominadas de
transformacoes de Poincaré.
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e outro ao longo de y

M —7p 0 0 Y2 0 —7fBy 0
— 0 0 0 1 0 0
A= 151 g D Ay = 7 (G.39)
0 0 10 —Y2B2 0 v 0
0 0 0 1 0 0 0 1
de modo que
Yo —Y271B1 =282 0
— 0 0
A2A1 _ 71&1 71 : (G40)
—Ya1 B2 ey B2 2 0
0 0 0 1

sendo possivel observar que o produto A;A; ndo é simétrico, ndo sendo possivel ver
que tal produto representa uma transformacao de Lorentz de maneira tao direta assim.
Por outro lado, dado A;A; = R(¢)A, onde R(¢) € uma matriz de rotagdo ao longo do
eixo z:

1 0 0 0
0 cos¢p sing O
R(¢) = . : (G.41)
0 —sing cos¢ 0
0 0 0 1
entao
1 0 0 0 Y21 o1 —72B2 0
0 —si 0 — 0 0
A= RGN, = cos¢ —sing mbr N (G.42)
0 sing cos¢p O —rnbBe b 2 0
0 0 0 1 0 0 0 1
Y21 —Y2m1 51 —Yf2 0
_ —Y181 €08 ¢ + yoy1B2sing Y1 cosd — Yoy1Befising  —yasing 0 (G 43)
—mBising — 1 f2cosd y1sing + 1 faficosg  ypcosg 0
0 0 0 1

Agora, temos liberdade para impor que a matriz A seja simétrica, uma vez que temos
um parametro ¢ livre, que pode ser determinado a partir da seguinte imposigao:

—Y28in ¢ = 71 sin @ + Y21 3281 cos @, (G.44)
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ou seja,
tan  — 2211200 (G.45)
Y2+ 7
sing — 2P (G.46)
Y21 + 1
cos ¢ = Y2t M , (G.47)
Yoy + 1
fixando assim a rotacao. Ademais, podemos perceber que
Y21 1B —f 0
BiBE BB
A= —renf 1 t 75711+11 izwlrill 0 (G.48)
o B Y571 8201 Y1 (y24+71) 0 ’ ’
2102 Y2y1+1 Y2y1+1
0 0 0 1

€ uma matriz simétrica e que as rotacdes fazem parte do grupo de Lorentz. Uma outra
maneira de ver que rotacoes também pertecem a L é a partir do fato de que rotacées
espaciais também preservam o produto interno (z,y). Logo, o grupo de rotagbes
espaciais € um subgrupo do grupo de Lorentz.

Calculando o determinante de A’nA = 7 e usando o fato de que detn = —1,

entao
—1 =detn = det (ATUA) = det AT det nydet A (G.49)
=det A(—1)det A, (G.50)

ou seja, det A = +1. Também, a partir de 7, A*,A”; = 1,5, € olhando para os elemen-
tosa = =0,

1= noo = 1 NoA% (G.51)
= nooAOOAOO + ?711A10A10 + 7722A20A20 + 7]33A30A30 (652)
= AOA% — ALAY + =A% A% — A3 AP, (G.53)
ou seja,
(A00)2 =1+ (AIO)Q + <A20)2 + <A30)2 > 1, (G-54)

que implicaem A% >1 ou A% < —1. Assim, podemos usar as condigdes det A =
+1, A% > 1 e A% < —1 para classificar/dividir o grupo de Lorentz (LEMOS, 2007):

« L, ={A e L:det A =1} € o conjunto das transformacdes de Lorentz proprias.

« LT ={A € L£: A% > 1} é o conjunto das transformagdes de Lorentz ortécronas,
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Ou seja, que preservam o sentido do tempo.

. El =L, NL ={A e L:detA =1,A% > 1} forma um subgrupo do grupo
de Lorentz, denominado de grupo restrito de Lorentz (ou grupo homogéneo de
Lorentz).

LY ={AeL:detA=—1,A%>1}.

LY ={AeL:detA=1,A% < —1}.
« LY ={Ae L :detA=—1A%<1}.

Dos conjuntos £, £, % £, apenas LI forma um subgrupo®. Se considerarmos
transformacgbes de Lorentz infinitesimais, tais transformagbes sdo necessariamente
proprias e ortdcronas, pois diferem infinitesimalmente da matriz identidade, que é pré-
pria e ortdcrona, e uma variagdo infinitesimal ndo pode causar um salto finito tanto em
A%, quanto em det A. Logo, somente as transformagdes de Lorentz restritas e finitas
podem ser construidas a partir de sucessivas transformacdes de Lorentz infinitesimais.
Além disso, se observarmos que

A, = diag(1,-1,—-1,-1) € LT, (G.55)
A, = diag(—1,1,1,1) € L, (G.56)
Ayt = ANy = diag(—1,—1,—1,-1) € LY, (G.57)

de modo que £ = ALt £f = ALY £h = ALY ouseja, £7, LY £ sEo os cosets®
do grupo de Lorentz com respeito ao subgrupo El e, portanto, o grupo de Lorentz
pode ser decomposto da seguinte maneira (OHLSSON, 2011)

c=clucluchuct (G.58)

Logo, o estudo do grupo de Lorentz se reduz ao estudo do subgrupo £1 levando em
conta reversdes espaco-temporais. No entanto, as transformacdes de Lorentz nao
sdo o conjunto de transformagdes mais geral possivel que satisfaz (i) 7, dz"dx" =
nasdr®dx?; (ii) ATnA = n. Para ver isso, é possivel reescrever a equagao (i) como

ox'" oz’

ag..B a .8
M 5 BB dx®dx” = nypdx“dx”, (G.59)

ou seja,
ox'™ 9z’

SH c G é um subgrupo do grupo G se for um grupo sob a mesma regra de multiplicacéo de G.
8Para um subgrupo H de G e Vg € G tal que g ¢ H, entdo gH e Hg sdo denominados de cosets de
HemQd@G.
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Diferenciando a relacdo acima em relagao a x?, temos que

o (0x™ ox" 0%z Ox'v O’ O?x™
= = .61
e <(9x°‘ 8x5) Ty <8x”8x0‘ oxP + ox® 396"8#‘) 0 (G.61)
que pode ser reescrita como
621,//1 ax/y
QTIWWE?xﬁ =0, (G.62)
Como 7 e 92" /0" possuem inversas, resta que
anlp,
S ige 0. (G.63)
A solucdo dessa equacao diferencial é
" = At + at, (G.64)

onde «* € um 4-vetor constante e pode ser identificado como uma translagéo, en-
quanto A*, representa as componentes de uma matriz constante (com respeito as
coordenadas) e pode ser identificada com as transformagdes de Lorentz. Tal conjun-
tos de transformacdes forma um grupo, e é denominado de grupo de Poincaré (SEXL;
URBANTKE, 2001), sendo a unido do grupo de Lorentz com o grupo de translagdes:

P={(Aa):z"— 2™ =Az"'+a"}. (G.65)
Pl ={(A,a): 2" — 2" = A 2" 4 a*, com A € L1} (G.66)

Para ver a regra de composi¢cao de tal grupo, consideremos duas tranformacgdes su-
cessivas: =" — x'* — ", ou seja,

2" = A"+ ot (G.67)

= A (A 2 +a”) +a™* (G.68)

= wx“ + A" a” + a™, (G.69)
_Ak —An

ou seja, se identificarmos T'(A,a) como uma transformacao de Poincarée tal que 2’ =
T(A,a)x, entdo a regra de composicao do grupo € dada por

T(Ah (ll)T(AQ, ag) = T(AlAQ, A16L2 + al). (G?O)
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Além disso, o elemento identidade e a inversa sao caracterizadas por

T(A=1,a=0)=T(0), (G.71)
T=Y(A,a) = T(A™!, —A~"a). (G.72)

Ademais, tanto o grupo de Lorentz quanto o grupo de Poincaré sdo exemplos de
grupos continuos’, cujos elementos sdo parametrizados por nimeros reais (ou com-
plexos). Grupos continuos séo tais que os parametros que determinam o elemento
composto sdo funcdes analiticas dos parametros dos elementos sendo compostos.
Isto é, dado um grupo G que pode ser parametrizado por = = (z1,...,z,), entdo
g(z") = g(z)g(z') de modo que z” é uma funcdo analitica de z e 2/, i.e., 2" = f(z,2),
onde f é uma funcédo analitica. Nesses casos, € possivel descrever todo o grupo
olhando para elementos infinitesimalmente préximos ao elemento identidade. Particu-
larmente, dada a transformagéo de Lorentz ao longo do eixo x:

v —pB 0 0 coshé  —sinhé 0 0
A= -8 v 00 _ —sinh&  coshé 0 0 7 (G.73)
0 0 10 0 0 1 0
0 0 01 0 0 01
de modo que ¢ faz o papel do parametro. Assim, se considerarmos
v 1
Bing = — << 1 = coshpf =7 = ———=~1, (G.74)
inf
de modo que
I =& 00
—E€in 1 0 0
Ay Sing (G.76)
0 0 10
0 0 01
1 00 0 0100
01 00 1 0 00
oo010| 0000 (G.77)
00 01 00 0O
= Tyxs — W10M10, (G-78)

"Na realidade, tanto o grupo de Lorentz quanto o grupo de Poincaré sdo exemplos de grupos de Lie.
Um grupo de Lie é um grupo continuo que possui estrutura de uma Variedade Diferenciavel.
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onde wyy = &,y € @ matriz M*® é um dos geradores do grupo de Poincaré (ou de
Lorentz) (OHNUKI, 1988), no sentido de que podemos gerar qualquer transformagéo
de Poincaré finita a partir de sucessivas transformagdes infinitesimais de Poincaré.
Ademais, podemos inferir que a forma das transformagodes infinitesimais de maneira
geral sdo dada por

Ning = Lisca + 3 = Lixs — wp MM, (G.79)
enquanto as transformacodes finitas sdo descritas por
A =¥ = g7 M (G.80)

onde w,, s&o parametros infinitesimais. Assim,

Al =e% (G.81)
AT = ()T =", G.82)
de modo que
ATpA=n = pATp=A"" = e n=¢", (G.83)
mas
T 1
e =T 4+ nuTn + a(nETn)Q + .. (G.84)
1
=1 +nX"n+ EnZTrmETnQ + ... (G.85)
1
=1 +nXTn+ 577(ET)2772 + ... (G.86)
1
=n(I+%" + 5(ZT)2 +..)n (G.87)
= e n, (G.88)
de modo que
ne” n == — pxTp=_3% (G.89)
A partir da condi¢c&do acima, temos que
Yoi = Zio, (G.90)
Eij = _Eji» (G91)
Yun = =2 (G.92)
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ou seja,
0 wo1 wWo2 wWo3 01 00 0 010
0 1 000 00 0O
n— | “o e R + oo (G.93)
Wp2 —W1i2 0 Wa3 00 0O 1 000
Wp3z —Wi1z3 —Was 0 00 0O 00 0O
0 0 01 0 0 00 0 0 00
0000 0 0 10 0 0 01
+w +w + wi: +... (G.94
“10o000 “lo-100 “lo o oo (G.54)
1 000 0 0 0O 0 -1 0 0
= meOl —I—CU()QMOQ + ... +W13M13 +CU23M23, (G95)

sendo possivel identificar que M possui uma parte simétrica, M%, i = 1,2, 3, e outra
parte antissimétrica, M, que pode ser identificada com os geradores do grupo de
rotagdes SO(3), enquanto que M sdo os geradores dos boosts de Lorentz. Redefi-
nindo a notagao

K= MY J' = e, M*, (G.96)

verifica-se que os geradores satisfazem as seguintes relacées de comutacgao:

(K K9] = —e€;jJ" (G.97)
[J, ] = e " (G.98)
[J K] = ejn K" (G.99)

As relagcbes acima mostram que os geradores das rotagcées formam uma algebra fe-
chada, mostrando que SO(3) é um subgrupo do grupo de Lorentz, enquanto que bo-
osts em direcdes arbitrarias ndo formam um subgrupo, pois, como ja vimos, eles di-
ferem por uma rotagdo. Ainda, a partir dessas definicoes, é possivel decompor ¥ em
termos das matrizes J, K escrevendo

=& -J+&-K, (G.100)
onde & é uma rotagdo em torno do eixo & e £ representa um boost na diregao . Assim,
A= e @I-EK (G.101)

representa um elemento qualquer do grupo de Lorentz. Por exemplo, consideremos



um unico boost numa dire¢édo arbitraria. Para isso,

G=0e £=ptanh ' B = B¢,

de modo que obtemos

A= e = L — (B K)E+ (B K€+

= Lixa — (B-K)(E+ %53 +.)+ (B K)Q(%fz + %f4 +...)

= Ixa — (8- K)sinh € + (8- K)*(cosh € — 1)

= I4x4 —7(51—’(1 +52K2+52K2) + 7

gl —7b1 =72
I B AR =L e =
| s (Vggl)ﬁIBQ 1+ (75;1)522
—75s (7/3;1) B153 (ngl) B233

-1
32
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—7Bs3

(v—1

52
(v—1
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1+

Y
B

2
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) 3,85

-1

)32
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(G.102)

(G.103)

(G.104)
(G.105)
(G.106)

(G.107)
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