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RESUMO

RETRATOS DE FASE DE UMA FAMILIA DE SISTEMAS
QUADRATICOS PLANARES INTEGRAVEIS COM DUAS PARABOLAS
INVARIANTES

AUTOR: Andressa Paola Cordeiro
ORIENTADOR: Mauricio Fronza da Silva

Neste trabalho demonstramos o Teorema de Grobman-Hartman e o Teorema da Variedade
Estavel Local, resultados classicos no estudo do comportamento local das solugoes de
equacgoes diferenciais nao lineares. Em seguida, apresentamos o retrato de fase global
no disco de Poincaré de todos os sistemas diferencias quadraticos planares com duas
parabolas invariantes dadas por equagoes fi = 0, fo = 0 e integral primeira da forma

H=fy fzﬁ , onde «a, # sdo constantes reais.

Palavras-Chave: Equagoes Diferenciais Ordindrias. Teorema de Grobman-Hartman.
Teorema da Variedade Estavel Local. Sistemas quadraticos planares. Retratos de fase.

Parabolas invariantes.



ABSTRACT

PHASE PORTRAITS OF A FAMILY OF INTEGRABLE QUADRATIC
PLANAR SYSTEMS WITH TWO INVARIANT PARABOLAS

AUTHOR: Andressa Paola Cordeiro
ADVISOR: Mauricio Fronza da Silva

In this work we prove the Grobman-Hartman Theorem and the Local Stable Manifold
Theorem, classical results in the study of the local behavior of the solutions of nonlinear
differential equations. Then we provide the global phase portrait in the Poincaré disc of
all quadratic planar differential systems with two invariant parabolas given by equations

f1 =0, fo =0 and a first integral of the form H = f fQB , where «, § are real constants.

Keywords: Ordinary Differential Equations. Grobman-Hartman Theorem. Local Stable

Manifold Theorem. Quadratic planar system. Phase portraits. Invariant parabolas.
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1 Introducao

As Equacoes Diferenciais modelam um grande niimero de leis gerais e eventos da
Biologia, Economia, Fisica e, claro, da prépria Matematica. Seu estudo foi motivado
por problemas dessas duas ultimas areas em especial, inicialmente utilizando métodos do
Célculo Diferencial e Integral. Entretanto, o que se percebeu é que nao ¢é possivel obter
formulas explicitas para a solucao da maior parte das equagoes diferenciais nao lineares.

Mesmo em muitos casos onde isso é possivel a interpretacao das solugoes nao é clara.

Dessa forma, ao perceber-se a dificuldade de buscar solugoes explicitas, o estudo
de Equagoes Diferenciais Ordinarias se ramificou na chamada Teoria Qualitativa, que
visa descrever o comportamento qualitativo das solu¢ées de um sistema diferencial sem
necessariamente resolvé-lo explicitamente. Tais sistemas podem ter tantas dimensoes e
comportamentos quanto se precisar (ou imaginar). De especial interesse para esse tra-
balho, sdo os sistemas polinomiais planares, ou seja, aqueles determinados por fungoes
polinomiais de duas variaveis, usualmente x e y, onde ambas dependem da variavel ¢ cor-
respondente ao tempo. Mesmo este sendo um caso particular das equagoes diferenciais
ordinarias em geral, trata-se de uma familia abrangente de sistemas que ainda nao foi

totalmente estudada.

Para dimensionarmos sua importancia, basta tomarmos como exemplo o 16° Pro-
blema de Hilbert, que propde determinar o nimero de ciclos limite de um sistema diferen-
cial polinomial planar em funcao do grau do polindmio que o define e estudar as posi¢oes

relativas entre tais ciclos limites, problema ainda em aberto na Matematica.

Podemos nos restringir ainda mais e analisar apenas sistemas diferenciais quadra-
ticos planares integraveis, subfamilia dos sistemas diferenciais polinomiais planares que
tem sido intensamente estudada, mas cuja classificacao topoldgica é ainda um problema
em aberto. Nosso trabalho estuda uma subfamilia dos sistemas planares integraveis que

possuem duas parabolas invariantes.

Seguindo as normas estabelecidas pela UFSM para o tipo de trabalho que desen-
volvemos, esse texto estd divido em duas partes. A primeira delas consiste nos Capitulos
2 a 4, nos quais sao apresentados os resultados centrais utilizados para o estudo local dos
pontos singulares hiperbdlicos, a saber, os teoremas de Grobman-Hartman e da Variedade

Estavel Local.

A segunda parte é formada pelo Capitulo 5. Nela aplicamos resultados dos capitu-
los anteriores, bem como as técnicas de Compactificacdo de Poincaré e de Blow-up, para
estudar uma familia especifica de campos quadraticos. Mais precisamente, apresentamos

a classificacao topolégica dos retratos de fase no disco de Poincaré de todos os campos
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planares quadraticos que possuem duas parabolas dadas por equagoes f; = 0, fo = 0 como
curvas algébricas invariantes, e que possuem integral primeira da forma H = f}* fzﬁ , sendo

a, B € R constantes. Até onde sabemos, este resultado ainda nao é conhecido.
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2 Resultados preliminares

Neste capitulo sao estabelecidos notagao, conceitos e resultados fundamentais para
o desenvolvimento dos capitulos seguintes. Inicialmente fixamos alguma notacao e apre-
sentamos resultados relacionados, em especial, a Analise e a Topologia. Em seguida,
pontuamos conceitos e resultados pertinentes a Teoria Qualitativa de Equagoes Diferenci-
ais Ordinarias uteis a este trabalho. Na tltima secao apresentamos o Teorema da Funcao
Implicita em Espagos de Banach. Sendo esta uma teoria preliminar para os demais capi-

tulos, os resultados aqui abordados serao somente enunciados.

2.1 Resultados de Analise no R"

O objetivo dessa secao é familiarizar o leitor com a notacao, as defini¢oes e os
resultados béasicos que serao utilizados ao longo de todo o texto. As referéncias aqui
utilizadas s@o Lima (2018), Munkres (1974), Munkres (1984) e Barros-Neto (1973).

Denotaremos por M, (K) o conjunto das matrizes quadradas de dimensao n* com
coeficientes em K, onde K serd usualmente R ou C. Para cada norma |-| em R", definimos
uma norma em M, (K) por

Al = sup [[Az][ = sup [[Az]]

llzll<1 [l|l=1
para toda A € M, (K).

A ¢ autovalor de e?.

Fixada A € M, (K), se A\ é autovalor de A, sabemos que e
Mais ainda, |[e|| < el e LeAt = Aedt € M,(K). Além disso, se B € M,(K) e existe

P € M,(R) inversfvel satisfazendo A = PBP~!, entdao e = PeB P71

Sejam agora U C R™ aberto contendo a origem e f : U — R™ uma fung¢ao qualquer.
Dizemos que f € da ordem de x, e escrevemos f(x) = o(||x|]), se

@I

#=0 |||

0.

Apresentamos agora alguns resultados relacionados a continuidade que serao tteis
no decorrer do trabalho. O resultado que segue ¢é usado na verificagdo de que uma funcao

continua inversivel é um homeomorfismo.

Teorema 2.1.1. Seja f: X — Y uma fungdo continua e bijetora. Se X é compacto e Y

¢ um espaco de Hausdorff, entdo f é um homeomorfismo.

Teorema 2.1.2 (Teorema de Invaridncia do Dominio). Se f : U — R™ é continua

e injetora, com U C R™ aberto, entio f(U) € aberto em R".
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Dentre muitos resultados relacionados com fungoes diferenciaveis, destacamos aqui
a Desigualdade do Valor Médio. Ela nos garante que, sob certas hipoteses, a limitacao da

derivada implica em funcao lipschitziana.

Teorema 2.1.3 (Desigualdade do Valor Médio). Seja U C R™ aberto e convezo. Se
U — R" é diferencidvel, com ||Df(x)|| < M para todo x € U, entdo f € lipschitziana,
com ||f(y) = f(@)|| < M|y — =[], para quaisquer x,y € U.

Introduzimos agora as fungoes de corte. Para isso, comegamos com o conceito de
suporte de uma fungao. Dados X um espaco topologico e f : X — R, definimos o suporte

de f por

supp(f) = {z € X; f(x) # 0}.

Se supp( f) for um conjunto compacto, dizemos que f é uma fungao de suporte compacto.

Observacao 2.1.4. Se f : X — R € uma funcdo de classe C de suporte compacto, entdo
1D f(2)]] < oo.

O proximo resultado sera diretamente usado na demonstracao do Lema 3.2.7 e

garante a existéncia de uma fungao por vezes chamada de funcao de corte.

Teorema 2.1.5. Se K ¢é um subconjunto compacto de R™ e > 0 é um numero arbitrdrio,
entdo existe v € C>°(R™) tal que

0<1v¢ <1, suppy C K+ B[0,e] e =1 em uma vizinhanga de K.

2.2 Resultados de Equacdes Diferenciais Ordinarias

No que segue apresentamos defini¢oes e resultados relacionados a Equacoes Dife-
renciais Ordinarias. Mais informagoes e demonstracoes podem ser encontrados em Soto-
mayor (1979), Viana e Espinar (2020), Perko (2001), Doering e Lopes (2016) e Dumortier,

Llibre e Artés (2006), referéncias utilizadas para esta secao.

Dada f : U — R" uma funcdo de classe C*, com k > 1, definida no aberto U C R",

defina o sistema diferencial

¥ = f(x). (2.1)

Teorema 2.2.1. Considere o sistema diferencial (2.1).

t. Para cada x € U existe um intervalo aberto I, chamado de intervalo mazimal, onde

estd definida a unica solugio mdzima ., do sistema (2.1) tal que p,(0) = x;

it. Sey=.(t) et l,, entiol, =1, —t={r—t|rel,} ep,s)=p(t+s), para
todo s € 1,;



Capitulo 2. Resultados preliminares 14

iti. O conjunto D ={(t,z) |z € U, t € I} € aberto em R" e a aplicagio ¢ : D — R"
dada por p(t,x) = @,(t) é de classe C*.

Ao longo desse texto, ao nos referirmos a uma solugao de uma equagao diferencial
assumiremos que a mesma estd definida em seu intervalo maximal. A aplicagdo ¢ dada
pelo Teorema 2.2.1 é chamada de fluzo de f ou de fluzo do sistema (2.1). Se ¢, : [, = U
é a solucao do sistema (2.1) passando por z € U no tempo ¢t = 0, o conjunto dos pontos

de sua imagem {¢,.(t) | t € I} é dita trajetdria de 1.

O préximo resultado nos fornece uma condigdo suficiente para que o intervalo

maximal de qualquer solu¢ao de um sistema (2.1) seja igual a R.

Teorema 2.2.2. Se f: R" — R"™ ¢ lipschitziana entdo qualquer solugao do sistema (2.1)
esta definida para todo t € R.

Como consequéncia do resultado anterior, as solugoes de qualquer equacao dife-

rencial linear estao sempre definidas em toda a reta.

Apresentamos agora dois resultados nos quais obtemos estimativas. O primeiro
fornece uma majoragdo exponencial para uma funcdo continua nao negativa sob certas
circunstancias, e, o segundo, mostra o decaimento exponencial no tempo para fluxos

lineares no caso de uma matriz que possui apenas autovalores com parte real negativa.

Lema 2.2.3 (Lema de Gronwall). Sev: I — R € uma fungdo continua e ndo negativa

no intervalo I C R tal que existem constantes a,b > 0 e u € I satisfazendo

t

/bv(s) ds

u

v(t) <a+

para todo t € I, entao
u(t) < ae” v,

para todo t € 1.

Proposicao 2.2.4. Se todos os autovalores de A € M, (R) tém parte real negativa, entio

existem M, > 0 tais que
leta|l < Me™#||z]|, t > 0, = € R",

e, consequentemente,
le*|] < Me™", > 0.

Se, por outro lado, todos os autovalores de A € M, (R) possuirem parte real positiva, entao

existem constantes M, 1 > 0 de modo que ||e?t]| < Me*, t < 0.
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A definigao que segue classifica cada x € U como ponto singular ou ponto regular
da fungao f ou do sistema (2.1). Essa classificacao torna-se importante ao estudarmos o

comportamento local de um sistema diferencial.

Definigao 2.2.5. Suponha que f: U — R"™ € de classe C' no aberto U C R". Se xy € U
€ tal que f(xg) = 0, dizemos que xo é um ponto singular de f. Caso contrario, dizemos
que o € ponto reqular de f. Denotando por D f(xy) a matriz Jacobiana de f aplicada em
To, dizemos que xy € um ponto singular hiperbolico de f se xy for um ponto singular de f
e todos os autovalores de D f(xq) possuem parte real nio nula. Dizemos também que xq é

um ponto singular (hiperbélico) do sistema (2.1) se xqy for ponto singular (hiperbolico) da

fungdo f.

Dentre os pontos singulares, aqueles que apresentam comportamento local mais
simples sdo os hiperbdlicos. Assim, nosso foco nos proximos dois capitulos serd estudar
o comportamento dos fluxos do sistema (2.1) em uma vizinhanga de um ponto singular

hiperbdlico.

Observacao 2.2.6. Do Teorema da Funcao Inversa, todo ponto singular hiperbolico é
isolado, isto é, existe uma vizinhanca do mesmo na qual nao hd nenhum outro ponto

singular.

O préximo resultado nos mostra que, ao trabalharmos com sistemas diferenciais,
tais como (2.1), se xy é um ponto singular desse sistema podemos, sem perda de genera-

lidade, supor xy = 0.

Teorema 2.2.7. Considere o sistema (2.1) e defina, para xy € U, o conjunto aberto
V = U — x9g C R" obtido pela translagio de U, e g € CH(V,R") a fung¢io dada por
g(y) = fly + o), y € V. Entdo xo é um ponto singular do sistema (2.1) se, e somente

se, 0 € um ponto singular do sistema y' = g(y).

Ao estudarmos um sistema diferencial, nos interessamos em conhecer o comporta-
mento de seu fluxo ao longo do tempo. Caso uma solugao esteja definida para todo tempo
positivo, podemos nos questionar o que ocorre com a mesma quando t — +00. Do mesmo
modo, se a solucao esta definida para todo tempo negativo, podemos nos perguntar o que

ocorre quando t — —oo. Isso motiva a seguinte defini¢ao:

Definigao 2.2.8. Seja ¢ o fluro do sistema (2.1). Se t — ¢(t,x) estd definida para todo

t >0, definimos o conjunto w-limite de x € U, denotado por w(x), como

w(z) = {q eU | 3t, — +oo satisfazendo Erf O(tn, T) = q}-
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De maneira andloga, se t — @(t,x) estd definida para todo t < 0, definimos o conjunto

a-limite de x como

ax) = {q eU | 3t, — —oo satisfazendo Jim O(tn, ) = q}.

Os conjuntos w-limite e a-limite assumem grande relevancia no estudo que fare-
mos nos préximos capitulos. Note que, para qualquer = € U, o conjunto w(x) do sistema
(2.1) coincide com o conjunto a(z) correspondente ao sistema z’ = —f(z). Consequen-
temente, podemos reduzir nosso estudo aos conjuntos w-limite de um sistema diferencial,
pois resultados analogos aos obtidos podem ser enunciados para os conjuntos a-limite do

mesmo.

Observagao 2.2.9. Os conjuntos w-limite e a-limite de quaisquer dois pontos de uma

mesma solugdo coincidem.

Uma caracterizacao muito util para um conjunto w-limite consistindo de um inico

ponto é o seguinte:

Observagao 2.2.10. Para xz € U, w(x) = {xo} se, e somente se, tngrn o(t,x) = x0.

Apresentamos a seguir um dos principais resultados da Teoria Qualitativa de Equa-
¢oes Diferenciais Ordinarias no plano. Ele descreve as possibilidades para o conjunto

w—limite de um sistema planar.

Teorema 2.2.11 (Teorema de Poincaré-Bendixson). Suponha que t — ¢(t, ) seja
uma solugao do sistema planar (2.1) definida para todo t > 0 e que, para tais valores de t,
esta esteja contida em um subconjunto compacto de U. Se f possui um nimero finito de

pontos singulares em w(x), entdo uma e apenas uma das sequintes possibilidades ocorre:

1. se w(x) contém apenas pontos requlares, entdo w(x) € uma drbita periddica;

2. se w(x) contém tanto pontos requlares quanto pontos singulares, entdo w(x) é um

conjunto de drbitas onde cada uma tende a um dos pontos singulares de w(z);

3. se w(x) nao possui pontos requlares, entao w(x) = {y} para algum ponto singulary.

2.3 O Teorema da Funcdo Implicita em Espacos de Banach

Nesta secao apresentamos o enunciado do Teorema da Funcao Implicita em Espa-
¢os de Banach e pontuamos alguns resultados e defini¢bes uteis para o desenvolvimento

dos demais capitulos. Tomamos como referéncia basica Driver (2003).

Um espaco de Banach é um espaco normado completo. Podemos generalizar para

espacos de Banach conhecidos conceitos e resultados de espacos euclidianos. Se X e Y
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sao espagos de Banach, denotamos o conjunto de todas as aplicagoes lineares A : X — Y
continuas por L(X,Y’). Observamos que, em espagos de dimensao infinita, podem existir

aplicacoes lineares nao continuas.

Definicao 2.3.1. Sejam X e Y espacos de Banach cujas normas denotaremos por || - ||
ell-|ly, respectivamente. Uma fungio f: U =Y, com U C X aberto, é dita diferencidvel

em xg € U se eziste um operador linear limitado A € L(X,Y") tal que

fxo+h) = fxo) = A(h) = r(h), wo+h €U,

el
0l

Denotamos A por f'(x¢) ou Df(xg), caso exista, e a denominamos de derivada de f no
ponto xg. Dizemos ainda que f € diferencidvel em U se f for diferencidvel em todos os
pontos de U. Se f for diferencidvel, e além disso, Df : U — L(X,Y) for continua, entdo

dizemos que [ ¢ de classe C1.

E possivel provar que o operador D f(xq) é necessariamente unico, quando existe.

Denotamos por C%(R™) o subespago vetorial de C°(R"™, R") formado pelas fungoes

limitadas em R", e definimos a norma de f € C% por
1 fllco = sup [|f(@)]]-
TER™

Analogamente, denotamos por C5(R") o subespago vetorial de C*(R™, R™) formado pelas
fungoes limitadas cujas derivadas de primeira ordem sao também limitadas em R", e

definimos a norma de f € C} por

U lley, = 1 lley, + 1D fllcy-

E possivel verificar que C%(R™) e C5(R") sdo espacos de Banach.

Em espagos euclidianos e, em geral, espagos métricos, é recorrente o uso do Lema
da Contracao, conhecido resultado muitas vezes usado para provar a unicidade de um
valor ou uma igualdade em situacoes apropriadas. Esse resultado também possui uma
versao para espacos de Banach, apresentado a seguir, que serd utilizado para provar a

unicidade de uma funcao na Proposicao 3.2.5.

Teorema 2.3.2 (Lema da Contragao). Sejam (X, p) espago métrico completo e S :
X — X uma contragdo, isto €, existe a € (0,1) tal que p(S(z),S(y)) < ap(x,y), para
quaisquer x,y € X. Entdo S possui um tunico ponto firo em X, isto €, existe um unico

x € X tal que S(z) = x.
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Enunciamos agora um resultado que apresenta explicitamente a inversa de uma
aplicagao linear em espagos de Banach sob certas hipdteses. Esse resultado serda também
utilizado na demonstracao da Proposi¢ao 3.2.5 com o intuito de mostrar a existéncia da
inversa de uma aplicagdo linear especifica. Denotamos por GL(X,Y’) o subconjunto de

L(X,Y) cujas aplicagoes sao inversiveis.

Proposicao 2.3.3. Sejam X e Y espacos de Banach. Se A € GL(X,Y) e B € L(X,Y)
satisfazem ||B — A|| < ||A7||7!, entdo B € GL(X,Y) e

B'= i (Ix = A™'B)" A7 € L(Y, X).

n=0

A seguir apresentamos a versdo do Teorema da Funcao Implicita para espagos
de Banach, cuja utilizagao sera essencial para a demonstracao do Teorema da Variedade

Estavel Local, na Se¢ao 4.2.

Teorema 2.3.4 (Teorema da Funcgao Implicita). Sejam X, Y e W espacos de Banach,
k>1, AC X XY aberto, (xo,y0) € A e f: A— W de classe C*' tal que f(xq,yo) = 0.

Assuma que
D f(z0,90) :== D(f(w0,-))(y0) : Y = W

¢ uma aplicagdo inversivel tal que Dof(xo,yo)”" € limitada, e defina

Dif(xo,40) = D(f(-;90)) (o) : X — W.

Entao existe uma vizinhanga Uy de xq em X tal que para toda vizinhanga aberta conexa U
de xo contida em Uy, existe uma tnica funcdo v : U — 'Y de classe C' tal que v(xo) = yo,
(x,v(x)) € A e f(z,v(x)) =0 para todo x € U. Mais ainda,

D’Y(ZL’) = —Dgf(l‘,/V(ZI/’))_Ile(I,’}/(ZE))

para todo v € U.
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3 Teorema de Grobman-Hartman

O Teorema do Fluxo Tubular, que pode ser encontrado em Viana (2020), Soto-
mayor (1979) e Doering e Lopes (2016) caracteriza o comportamento do fluxo da equagao

diferencial
v = f(z) (3.1)

em uma vizinhanga de qualquer ponto regular quando f : U — R"™ é uma funcao de
classe C! definida no aberto U C R". O estudo do comportamento dos fluxos em uma

vizinhanga de um ponto singular é um problema bem mais complexo.

Suponha que zo € U é um ponto singular de f, ou seja, f(xg) = 0. Observe que,

por f ser diferenciavel, para cada xg, xo + h € U, podemos escrever
f(zo+ h) = Df(xo)h +r(h),
onde r(h) = o(||h]|). Logo, é natural nos questionarmos se a equagao diferencial

y = Df(xo)y, (3.2)

que é definida pela aproximagao linear D f(z() da fungdo f em torno do ponto zy, tem

em seus fluxos uma boa aproximagao para os fluxos da equagao original (3.1).

Neste capitulo veremos uma classe de pontos singulares para os quais a res-
posta para essa indagacao ¢ positiva. Mais precisamente, demonstraremos o Teorema
de Grobman-Hartman, resultado que afirma que, préximo a um ponto singular hiper-
bélico xg, os fluxos do sistema possivelmente nao linear (3.1) possuem comportamento
similar aos fluxos do sistema linear (3.2), que possui a origem como ponto singular hiper-
bolico considerando y = = — . Em uma linguagem mais precisa, isso significa que os

campos definidos pelos sistemas (3.1) e (3.2) s@o localmente topologicamente conjugados.

Assim, o Teorema de Grobman-Hartman da a sustentacao para o método de line-
arizacao de f, muitas vezes utilizado para determinar o comportamento topolégico das

solugoes do sistema (3.1) em uma vizinhanga suficientemente pequena de .

Ao longo de todo esse capitulo, U C R" serda um subconjunto aberto contendo a
origem e f : U — R", uma funcdo de classe C'. Nosso objetivo nas primeiras secdes do
capitulo é apresentar uma série de resultados que serao essenciais para a demonstracao

do Teorema de Grobman-Hartman, apresentada na ultima secao.

Baseamos os resultados aqui apresentados em Chicone (2006), Perko (2001) e
Viana e Espinar (2020).
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3.1 Conjugacao topoldgica

Definicao 3.1.1. Suponha que f : U — R™ e g : V — R" sejam fungoes de classe C*
definidas nos abertos U,V C R™. Sejam ¢ : D1 — R"™ e : Dy — R™ os fluzos dos sistemas
diferenciais ' = f(z) ey = g(y), definidos nos abertos Dy, Dy C R, respectivamente.
As fungoes f e g sao ditas localmente topologicamente conjugadas se existem U’ C U e
V' C V abertos e um homeomorfismo H : U — V' tal que H(p(t,x)) = ¥(t, H(z)), para
qualquer (t,x) € Dy N (R x U'). Nesse caso o homeomorfismo H é dito uma conjugagao

topoldgica entre [ e g nas vizinhangas U’ e V.

Observagao 3.1.2. Nas condigoes da defini¢io 3.1.1 dizemos que os sistemas ' = f(z)
ey = g(y) sio localmente topologicamente conjugados quando f e g forem localmente

topologicamente conjugados.

A defini¢do acima significa que H mapeia o fluxo local de f no fluxo local de g
preservando o tempo e, em particular, preservando a orientacdo. Ou seja, se um fluxo
©(+,z) em U’ tem o sentido de ir de x; para x5 ao longo do intervalo de tempo ¢, entéo
o fluxo ¢ (-, H(z)) em V'’ tem o comportamento de ir de H(z;) para H(z3) ao longo do
mesmo intervalo de tempo. Portanto, a conjugacao topologica local consiste em uma
traducdo matemética precisa da nogdo intuitiva de que os fluxos dos sistemas (3.1) e (3.2)
tenham localmente a mesma estrutura qualitativa. No caso em que U' = U e V' =V,

dizemos apenas que os sistemas sao topologicamente conjugados.

A seguir, apresentamos um exemplo de sistemas topologicamente conjugados no
qual o homeomorfismo da definicdo é facilmente determinado. Enfatizamos aqui que,
no caso diferenciavel, o homeomorfismo H pode ser interpretado como uma mudanga
de coordenadas. No exemplo abaixo, a mudanca de coordenadas ¢ linear e dada pela

diagonalizacao da matriz do sistema.
Exemplo 3.1.3. Os sistemas lineares

/
Ty = —I1 — 3T9, . Y= -V,

1
Ty = 2T Yo = 292
sao topologicamente conjugados.

De fato, denotemos por B e C' as matrizes correspondentes aos dois sistemas,

respectivamente. O primeiro deles pode ser escrito como
1’ = Bz, (3.3)

onde © = (r1,x2), € 0 seqgundo,

y' = Cly, (3.4)

sendo y = (y1, y2)-
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Os autovalores de B sao A\ = —1 e Ay = 2 e, calculando seus autovetores corres-

pondentes, obtemos v; = (1,0) e vy = (—1, 1), respectivamente. Dessa forma,

1 -1 1 1
P = e P71 =
0 1 0 1

sdo tais que C = P71BP e, fazendo a mudanga de varidvel x = P~1y, obtemos
y = (Px)' = P2’ = PBx = PBP 'y = (Y,

ou seja, cada solugio de (3.3) corresponde a uma solugdo do sistema (3.4).

s,

Mostraremos agora que a aplicagio H : R?> — R? definida por H(x) = P~ 'z é

uma conjugacao topoldgica entre esses sistemas. Por ser um isomorfismo linear, H é um

B

homeomorfismo. Além disso, os fluzos dos sistemas (3.3) e (3.4) sao dados por eP'x e

eCty, respectivamente. Assim,

H(eP'z) = PPl = ' P lo = e“" H(x).

O retrato de fase de ambos os sistemas é mostrado na Figura 1.

Figura 1 — (a) Retrato de fase do sistema (3.3). (b) Retrato de fase do sistema (3.4).

i) Y2

DI
N

A

Y

T <j\“ < Y1
(

b)
Fonte: Autora.

No exemplo acima o homeomorfismo é uma transformacao linear, mas existem

conjugagoes topoldgicas nao lineares, como mostra o proximo exemplo.
Exemplo 3.1.4. A conjugacgdio topoldgica entre o sistema

= —u
S = 2y (3.5)

e seu sistema linearizado

~

= —z

)

(3.6)

~
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¢ dada por H(x,y) = (z, y+ 2%/3).

De fato, observe que a origem é um ponto singular hiperbolico do sistema (3.5),
cujo fluzo é da forma ¢(t,x,y) = (e, ety + (' — e ?)x?/3), e que o fluzo do sistema
(3.6) € Y(t,x,y) = (e, €e'y). Dessa forma,

Hop(t,x,y) = (7', ey +e'a®(3) = (™o, 'y +1°/3)) = (t, H(z,y)).

o que prova que H ¢é de fato uma conjugacdo topoldgica entre os sistemas considerados.

O retrato de fase local de ambos os sistemas é mostrado na Figura 2.

Figura 2 — (a) Retrato de fase do sistema (3.5). (b) Retrato de fase do sistema (3.6).

Y Y

I
AN T

b)

Fonte: Autora.

Perceba que, nos exemplos anteriores, pudemos explicitar o homeomorfismo entre
os dois sistemas de interesse. Contudo, determinar a férmula de uma conjugacao topold-
gica ¢ um trabalho quase sempre impossivel de ser realizado. Provaremos, contudo, que
sob certas circunstancias nao ha necessidade de explicitar tal conjugacao topologica, pois

sua existéncia estara garantida.

Observagao 3.1.5. Se H : U' — V' é uma conjugagao topoldgica entre as funcgoes [ e
g como na Defini¢io 3.1.1, para todo x € U’ tem-se que w(x) = w(H(x)), isto é, uma

conjugacao topoldgica preserva conjuntos w-limite.

3.2 Resultados auxiliares

Nesta secao apresentaremos resultados que serao essenciais para a demonstragao
do Teorema 3.3.1, conhecido como Teorema de Grobman-Hartman, concluido na sec¢ao
3.3. O primeiro deles trata da existéncia de uma norma apropriada para operadores

lineares definidos por matrizes quadradas que nos sera ttil mais adiante.
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Proposigao 3.2.1. Dada A € M,(C), escrevamos p(A) = max{|\|; A € autovalor de A}.

Para cada € > 0, existem p > 0 e uma norma | - |, em C" tais que

||A[],, := sup{|Az|,; |z|, =1} < p(A) +e.

Demonstragio. Fixada A € M, (C), pelo Teorema de Jordan existe uma matriz inversivel
Q € M,(C) tal que
QAQ™' =D+ N, (3.7)

onde D é a matriz diagonal formada pelos autovalores de A e N é matriz nilpotente com

zeros e/ou uns acima da diagonal principal e nula nas demais entradas.

Observe que, tomando em C" a norma do maximo e denotando-a por ||-||, obtemos
1Dl = sup{[| Dz ; [lz]| = max{[z1], -~ |za[} = 1}
= sup {max (il Dl
— sup {max {[\i] il Pl ) |
= max {|A]; A é autovalor de A}
= p(A).
Fixado agora pu > 0, defina a matriz diagonal S = diag[l, u=*, =2, -+, pu'™"].
Note que
S(D+N)S'=D+SNS™, (3.8)

em que a matriz SNS~! é da forma

(0 kip 0O 0 ... 0
0 0 hkep O ... O
0 0 0 Fksp

0 0 0 ... kyap

000 0 0 ... 0 |
onde ki, -+, k,—1 € {0,1}. Assim, para cada w = (wy, ..., w,) € C" vale

SNS~tw = p(kyws, ..., kn_1wy, 0),

logo,
ISNSTH| < Jul- (3.9)

Agora, para cada v € C, defina a norma

[0l ==/ (SQu, SQu) = [[SQu]],

onde (-, -) denota o produto interno usual de C". As propriedades de norma seguem imedi-

atamente das de produto interno e do fato de SQ ser inversivel. Como esta norma envolve
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a matriz S definida em termos de p, sua norma depende também de p. Multiplicando
ambos os lados de (3.7) por S a esquerda e S~' a direita e usando a identidade (3.8),

obtemos

SQAQ'S'=D+ SNS L.

Multiplicando agora ambos os lados da igualdade acima por S@Q a direita, segue que
SQA = (D+SNS™HSQ.
Dessa forma, para cada v € C", usando a definicdo da norma | - |, temos

|[Avl; = [1SQA|[* = [|(D + SNS™H)SQu]|*.

Defina entao w = SQu. Expandindo a ultima norma em produto interno, obtemos

Av|* = (Dw, Dw) + (Dw, SNS™'w) + (SNS~'w, Dw) + (SNS™'w, SNS™'w). (3.10
o

Para estimar a primeira parcela do lado direito de (3.10), aplicamos a desigualdade
de Cauchy-Schwarz, obtendo
[(Dw, Dw)| < || Dw||* < ||D|P[lw][*.

Como ||D|| = p(A), entao
[{Dw, Dw)| < p(A)* [Jw][*.

Analogamente para a segunda parcela do lado direito de (3.10), temos
[(Dw, SNS™ w)| < [ID[ [ISNSTH] |[w][* < p(A) [[SNSTH] [[w]]*.
Usando agora (3.9), resulta que
[(Dw, SNS™'w)| < p(A) o [[w]]*. (3.11)
Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz nos demais fatores de (3.10), obtemos

|Av[2 < p(A)P[|w]]” + 2p(A)pl[w|[* + p2l|w]]* = (p(A)* + 2p(A)p + p®)[|w]]*.

Como tomamos p > 0 arbitrario, escolhendo em particular x4 < 1, temos p? < pu,

logo,

|[Avl, < (p(A)* + (2p(A) + 1)) [w][*.
Além disso, por defini¢do, |v|, = ||w||. Em particular, se |v|, = 1, entéo ||w|| = 1. Desta
forma,

[N

[Avl, < (p(A)* + (20(A) + 1)),

Tomando entao i > 0 que satisfaga

2

44 < min {1, 2p(j)+2} , (3.12)
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teremos
||A||u = ilelg{|AU|u ; |U|u =1}
< sup {y/(p(A4)? + (20(4) + D)}
< /P(A)? + 4/ (2p(A) + 1p
< p(A) +e.

Portanto se p > 0 satisfaz (3.12), entao ||Al|, < p(A) + €, como querfamos. [

Observe que, na Proposicao 3.2.1, se A é uma matriz real, entdo a norma | - |,
obtida em C", quando restrita a R", também satisfaz ||A||, < p(A) + ¢ para ¢ > 0

inicialmente fixado.
O préximo resultado é uma consequéncia direta da Proposicao 3.2.1.
Corolario 3.2.2. Se todos os autovalores da matriz A € M,,(C) possuem norma menor

que 1, entdo existem uma norma |- | e um nidmero 0 < X\ < 1 tais que |Av| < A|v|, para

todo vetor nao nulo v € C".

Demonstragio. Por hipétese, p(A) < 1, logo, fixado € > 0 suficientemente pequeno, pela
Proposigao 3.2.1 existem uma norma | - |, para algum a > 0 e um nimero A < 1 tais que
I|Alla < p(A) + e < A. Agora, do fato de que todas as normas em espacos de dimensao

finita sao equivalentes, existem constantes positivas C e Cs tais que

Chl|v]| < |v]a < Collv]| , para todo v € C™.

Portanto, qualquer que seja o vetor nao nulo v € C", tem-se

Avl,
A0l o qup {JAela; fole = 1} < A,
(CTL

’U|a ve

o que prova o resultado, tomando | - | = | - |,. O

Observe que no Corolario 3.2.2, a matriz A é uma contragdo em relagdo a norma

| - | obtida.

Observagao 3.2.3. Como consequéncia direta do Coroldrio 3.2.2, se A € M, (R) possui
apenas autovalores com mddulo menor que 1, existem 0 < A < 1 e uma norma | - | tais

que |Av| < Av| para todo v € R™ nédo nulo.

Relembremos que se a origem é um ponto singular hiperbélico do sistema (3.1),
entdo A = Df(0) é uma matriz inversivel cujos autovalores tém parte real nao nula, e
que as solugoes do sistema (3.2) sdo dadas por e'x. Mais ainda, como os autovalores de

A A

e sdo da forma e*, onde \ é autovalor de A, segue que e? nio possui autovalor igual a

1 = € e tampouco autovalor com parte real nula. Isso motiva a seguinte definicao.
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Definicao 3.2.4. Uma transformacdo linear A : R™ — R"™ € dita hiperbdlica se ndo possui

autovalores com parte real nula ou com modulo igual a 1.

Observe que, como consequéncia da defini¢do, toda transformacao linear hiperbo-

lica é inversivel.

Na préxima Proposigao, usamos o Teorema 2.3.2 (Lema da Contragdo) para esta-
belecer condi¢oes sob as quais existe uma fun¢ao continua e limitada A com propriedades

uteis para a demonstracao do Teorema 3.3.1 (Teorema de Grobman-Hartman).

Proposigao 3.2.5. Sejam A : R" — R" uma transformagdo linear hiperbolica e o €
(0,1/2). Sep € CL(R") é tal que p(0) =0 e |pllcy, < € para algum e > 0 suficientemente

pequeno dependendo de «, entdo existe uma tnica fungdo h € C%(R™) tal que
||h||C% <a, h(0)=0 e h(Ax) — Ah(x) = p(x + h(z)) (3.13)

para todo v € R™.

Demonstracio. Sabendo que A nao possui autovalor nulo e nem com modulo igual a 1,
denotamos por F o autoespaco gerado pelos autovalores de A com parte real menor que 1
e por I o autoespaco associado aos autovalores de A com parte real maior que 1. Suponha
que dim F = ny e dim F' = ny. Como A é hiperbdlica temos n = nj + nsg, logo, escrevemos

R" = F @ F. Assumimos, a menos de mudanca de coordenadas, que A esta na forma

A:AEO,
0 Ap

onde Ap = Alg : E — FE possui todos seus autovalores no interior do circulo unitario

diagonal

fechado e Ap = A|p : F — F possui todos seus autovalores fora do circulo unitario
fechado.

Sabemos que, se ¢ autovalor de A, entdo 1/3 é autovalor de A~!, logo, F ¢é
gerado pelos autovalores de A~! com norma menor que 1. Aplicando o Corolério 3.2.2 a
Ap e Ap e denotando ambas as normas obtidas em E e F por |- |, definimos a norma ||-||
em R" por ||z|| = |zg| + |zF|, onde © = x5 + xp € E @ F. Ainda pelo Corolério 3.2.2,
existe A € (0,1) de forma que

ou seja,

[Apll <A e [JAFI <A (3.15)

A existéncia e unicidade de uma fungao h € C%(R") satisfazendo (3.13) serd dada
ao mostrarmos que h ¢é tinico ponto fixo de uma contragao, que sera construida em cinco

etapas.
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Etapa 1. A aplicagao L : C%(R") — C%(R") definida por
L(§)=€oA— Aot
é linear e pode ser escrita como L = (Lg, Lr), onde Ly e Lp sdo limitadas e inversiveis.

Note primeiramente que L esta bem definida, pois, fixando arbitrariamente & €

C%(R™), por Ax € R" para qualquer z € R", temos
sup {|[{(Az)[|} < sup {[[{(y)|[} < +oc.
zeR" yEeR™

Da mesma forma, A é um operador limitado, isso é, possui norma finita, logo, A(M) é
um conjunto limitado para qualquer M C R"™ limitado. Assim, como £ é limitada, temos

em particular £(R") limitado, donde
sup {|14£(z)][} < +oo.
TeER™

Portanto, £ 0 A — Ao & € C%(R™), o que prova a boa defini¢do de L. Mais ainda, pela

linearidade de A segue imediatamente a linearidade de L.

Da decomposi¢io de R™ feita anteriormente, tomando ¢ € C%(R") qualquer, po-

demos unicamente expressa-la como uma soma de fungoes £ = g + £, onde
g R" > F e & R" — F,
(g € CY(R™ E) e &p € CL(R™, F). Entao para cada z € R", temos

L(&)(z) = L(&s +&r)(2)
= (§p +&r)(Ax) — A(&p + &F)(2)
= {p(Az) + {p(Ar) — A(Sp(z) + Er(2))
= (€p(Azr) — Apée(r) , {r(Ar) — Apép())
= (Le(p)(z) , Lr(Er)(z)),

Lp(lp) =EpoA—Apolp e Lp(lp) =&poA— Apoép. (3.16)

Definindo entdo Tg : CH(R™, E) — C%(R™, F) por Tr(¢g) = g o A, esta aplicagao

é inversivel com T (£g) = Ep o AL, pois

(Tg' o Tr)(€p) =Tp' (s 0 A) = (Epo A) o AT = ¢p

(TeoTy")(ép) =Te(go A ) = (fgo A7) o A= ¢p.

Mais ainda, ||Tg|| < 1, ja que

ITeen)l| _ s eednl oup 166
I Tsl| = sup ~——=7— =sup ————— < sup ————~— = 1.
e Nl ab s e e sup [Ex)
yer® yEeR?
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As mesmas conclusdes obtemos ao definirmos Tr : C%(R", F) — C%(R", F) por

Tr(Er) = Ep o A, isto é, Tr é uma aplicagao inversivel de norma menor ou igual a um.

Definimos ainda S : C%(R™, E) — C%(R™, E) e U : CH(R", F) — C%(R", F') dadas
por
S(€e) =Apolr e U(lr) = Aro&p.

Dessa forma, de (3.16) podemos escrever
Lp(€e) = (Tp — 5)(&r) e Lp(Er) = (Tr — U)(&F),
para quaisquer g € C%(R™, E) e & € C%(R™, F'). Observe agora que, por (3.15),

A A
||S|| = sup 145 o Eell < sup [1Ael] JIggl| = ||Ag|| sup Ll <A (3.17)
ept0 €l et €kl ep0 |[€] |

Mais ainda, a funcdao U é inversivel, com U~!(¢r) = AR' o €, e novamente por (3.15),

Azt A
1] = sup AE o &rll o o AR LIS _ A1 sup [€ell (3.18)

g0 |I€R]| erto |1ER] evt0 |Er] T

Das relacdes em (3.17) e (3.18) e por existirem as composicdes Ty oS e U™! o Ty, da

Proposicao 2.3.3, os operadores I — Tz ' oS e I — U~' o Tp sdo inversiveis, com

(I—=Tg'o8) ' =3 (T5' 0 9)* (3.19)
k=0
¢ o0
(I-U"'oTp) ' =Y (U ' oTp)k (3.20)
k=0
Note que tais funcoes estdo de fato bem definidas pois, como ||[Tz' o S|| < A e
> 1
U= o Tr|| < A e pelo teste da comparacdo com a série geométrica »  A¥ = T o8

k=0
somatérios em (3.19) e (3.20) em norma sdo finitos, uma vez que ||T5" o S||F < AF e

[|U= o Tr||® < A* para todo k € N.

Mas, por (3.16), podemos escrever os operadores Ly e L como
Lp=Tg—~S=Tgo(I-Tz'0S) e Ly=Tp—U=-Uo(I —U"'oTg),
portanto, ambos sao inversiveis por serem composicao de aplicagoes inversiveis, com
Lt = ~-Tz' 08t oTyt e Lyt =—(I—~UtoTp) toU™.

Consequentemente,

. et 1
ILE' 1 <= Tt o )TN < 7

S (3.21)
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e, sendo 0 < A < 1,

_ _ _ _ 1 1
1L <N =T o Tp) MU S =A< 7 (3.22)

Tem-se provado, entdao, que L = (Lg, Lr) é linear e as aplicagdes Lg e L sdo

limitadas e inversiveis.
Etapa 2. L é inversivel e sua inversa é limitada.

Da Etapa 1 segue que L é inversivel e, das estimativas em (3.21) e (3.22), conclui-

mos que

2
L™ e
I < —=

Etapa 3. A equagao em (3.13) pode ser reescrita como
£(z) = L7'0(&)(x) + L™ 'p(2), z €R", (3.23)

onde @ : C%(R™) — C%(R™) ¢ uma aplicacdo definida em fungao de p.
Com efeito, defina @ : C%(R") — C%(R") por

(§)(x) = plz +&(x)) — pla),

com & € C%(R™), x € R". Como p e Ido h sdo continuas, onde Id representa a fungio
identidade em R", segue a continuidade da fungdo = +— p(z + £{(z)). Mais ainda, se
y = x+&(z) para qualquer = € R™, por p ser limitada segue que ||p(y)|| < +oo. Portanto,
® estd bem definida.

Dessa maneira, a equagao (3.13) pode ser reescrita como

L(&)(x) = ®(&)(x) + p(x) (3.24)

e, diante disso, por ja termos provado a inversibilidade de L na Etapa 2, podemos de fato

reescrever (3.24) como
E(z) = L710(€)(2) + L™ "'p(=).
Isso conclui a prova da Etapa 3.

Para a € (0,1) da hip6tese, defina CO = {€ € C%{(R") ; ||¢]| < a, £(0) = 0}.
Etapa 4. O conjunto C? é um espaco de Banach quando considerado com a norma
induzida por C%(R™) e existe uma aplicagao @ : C° — C? cujos pontos fixos sao solugoes
da equacao (3.23).

Mostremos inicialmente que C° é um subespaco fechado do espago de Banach
C%(R™), logo, é um espago métrico completo. De fato, seja (&,) uma sequéncia de fungoes
em C? tal que &, — . A mostrar que £ € C%. Ora, como &,(0) = 0 para todo n € N,

segue imediatamente que £(0) = 0 e, da convergéncia tomada, dado 6 > 0, existe ng € N
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tal que ||£ — &,|| < § para todo n > ng. Disso e do fato de que ||¢,|| < a para qualquer

indice n, temos
€l < (1€ = &all + [I&nll <0 +a,

para todo n > ng. Fazendo entdo § — 0, concluimos que |[£|| < a, isto é, £ € C?, como

desejado. Isso conclui a prova de que C?, com a norma induzida por C%(R"), ¢ Banach.
Considere agora o operador @ : C%(R") — C%(R"™) dado por
Q) =L7e(&) + L', (3.25)

cuja boa definicdo segue das propriedades de L™! e ®. Observe que as solucoes da equacao

(3.23) sao exatamente os pontos fixos do operador Q.

Definindo agora @ : C° — C? restricao de @, provemos que () é uma contracio.
Primeiramente, precisamos verificar que a aplicagdo () estda de fato bem definida. Para
isso, dado & € C?, como £(0) = 0,

Q(§)(0) = L7'2(€)(0) + L7'p(0) = L™ (p(£(0)) — p(0)) + L7(0) = 0.
Mais ainda, usando a Desigualdade do Valor Médio para a funcao p,

QI = [IL7'®(¢) + L'p|
< L1291+ [lplles,)

< sup ||p(z +&(x)) — p(2)]] + |[plley
1—-A z€R™ B

2 D

< =5 (s PP gl +ipllcy
2

< 15 (Uplleye +11plles)

< 15 (Uplleye +1iplle)

< 0+ a)lplicy.

Dessa forma, sempre que a norma de p € C satisfizer

a
Ipller, < m(l — ), (3.26)

teremos ||Q|| < a, logo, @ estard bem definida. Nesse ponto obtemos que € > 0 deve ser

tal que
a

2+ 2«

(1— ).

€ <

Os pontos fixos de @ coincidem com os pontos fixos de @ quando restrito a CP.

Etapa 5. A aplicagao @ definida na Etapa 4 possui inico ponto fixo, que satisfaz (3.13).
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Verifiquemos que ) é uma contracdo. Como consequéncia da Desigualdade do

Valor Médio, p ¢ lipschitziana, donde

1Q(&) — Q&) = IL7'®(&)+ L 'p— L7'®(&) — L7 p||
[IL7H(®(&) — (&)

< HL;H 12(&1) — (&)

< 70 s llp(z + &(2)) = pla + & (@)l
9 T€R”™

< 7lPllegllé = &l

para quaisquer &1, & € C2) portanto, a mesma restricao para a norma || pHC}B definida em

(3.26) garante que ) é uma contragao.

Assim, pelo Lema da Contracao, concluimos que () possui um tnico ponto fixo h,

e este satisfaz a equacao (3.23), o que finaliza a prova do resultado. [l

O proximo resultado é também bastante técnico e serd usado diretamente na de-
monstracao do Teorema de Grobman-Hartman. Omitimos sua demonstracao rigorosa por
ser semelhante a do Lema 3.2.5, mas pontuamos todas as fungoes que devem ser definidas,

a fim de que a prova possa facilmente ser concluida de maneira andloga a do mesmo.

Proposigao 3.2.6. Sejam A : R"™ — R" uma transformacao linear hiperbolica e F :
R" — R™ um homeomorfismo. O operador ® : C%(R") — C%(R") definido por

O(g)(x) = Ag(z) — g(F()), g € C3(R"),z € R",
¢ um operador linear limitado com inversa limitada.

Demonstragdo. Para cada g € C%(R™), a aplicagio x — ®(g)(z) é continua em R", pois

A, F e g o sdo. Considerando agora f,g € C%(R") e A € R, notamos que

PAf+9)(x) = AN +9)(x) — (A\f +9)(F(2))
= Mf(x) + Ag(x) + M (F(x)) + g(F(x))
A[AS (@) + F(F(2))] + Ag(x) + g(F(x))
= AO(f)(x) + ®(g)(x),

donde segue a linearidade do operador ®. Resta mostrarmos que ® e ®~! sdo limitadas.

Estimando a norma de ®, obtemos, para cada x € R",

12(g) (@)l = [|Ag(x) + g(F(x))]]
1Ag(@)[] + [lg(F' ()]
Al g ()] + gl
(AT + Dllgll

NN IN
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Como A e g sao limitadas, segue que ® é limitada. Para provarmos que ® é
inversivel com inversa limitada, consideramos a decomposicao R" = E & F' relativa ao
operador A. Usando a mesma notagio da Proposi¢io 3.2.5, escrevemos cada g € C'%(R")

como g = gg + gr, com g € CY(R™, E) e gr € C%(R", F'), definimos as fungoes

L(g)=Aog—golF,
Lp(9p) = Apoge —geoF,  Lp(gr) = Arogr —groF,
Te(9e) = ge o F, Tr(9r) = gr o F,
S(9e) = Agogg, Ulgr) = Ar o gr,

e é possivel provar para cada um desses operadores as mesmas propriedades encontradas

na Proposi¢ao 3.2.5. Dessa forma, obtemos que
Lyt =—(I-Tz'0S8) " oTz" e Lyl =1 —-U1'oTp) toU™,

onde, por L = ®, concluimos que L~ = ®~! existe e, mais ainda,

2
P < ——
o) < =,

onde A > 0 é dado pelo Corolario 3.2.2 de maneira que ||Ag|| < A e HA}IH < A O

Apresentamos um tultimo resultado que nos fornecera de maneira indireta as vizi-
nhancas nas quais construiremos a conjugacao topoldgica local enunciada pelo Teorema
de Grobman-Hartman. Como estamos interessados em um resultado local, usamos fun-
¢oes de corte para obter um sistema com fluxo globalmente definido sem alterar o sistema
original em uma vizinhanga do ponto singular. Aqui, denotamos por (B,(0))° C R" o

complementar da bola aberta de centro na origem e raio r, isto ¢, o conjunto
(B:(0))" ={z € R" | 2 ¢ B,(0)}.

Lema 3.2.7. Sejam U C R™ aberto contendo a origem e f : U — R™ de classe C* tal
que 0 € um ponto singular hiperbdlico de f. Denotando A = Df(0), existem r > 0 e
Y R® — R" de classe C* satisfazendo as propriedades:

1. Bo,(0) C U, v =f em B.(0) ep = A em (B2.(0))S;

2. Representando por ¢* o fluzo do sistema x' = 1(x), para cada x € R™ tem-se que a

aplicagdo t — ¢*(t,x) estd definida para todo t € R;
3. Dado € > 0, a funcao p : R® — R" definida por

A

p(z) =" (1,2) — ez, x € R", (3.27)

satisfaz ||p||cy < e.
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Demonstracao. Nesta demonstracao tomamos a norma euclidiana em R", a qual é dife-
rencidvel em R"™ \ {0}. Considere ¢ : U — R" a parte nao linear de f, isto é, para cada
r € U escrevemos

flz) = Alz) + ¢(z), z €U

com ¢ de classe C! por f o ser. Note que ¢(0) = 0 e D¢(0) = 0, logo, por continuidade,

existem 7, > 0 de maneira que Bs,(0) C U e valem as estimativas
lo@)Il <& e |[Do(2)]| <, (3.28)

para todo = € Ba,.(0).

Pelo Teorema 2.1.5, existe uma funcao de corte v : R — [0, 1] tal que v(x) = 1 se
|z] <7 ewv(z)=0se |z|] > 2r. Note que sup |Dv(z)| < oo pela Proposicao 2.1.4, entdo
zeR

definimos N = sup |Dv(z)|.

Tz€R
Defina agora ¢ : R* — R" por

_ ) Al +v(lzlDe(x), se x €U,
blo) = { A(z) , sex & U.

Como By, (0) C U e v =0 em B, (0)° segue que que ¢ € C*(R™\ {0}). Além disso,
v =1 em B,(0), logo v(||z||)¢(z) = ¢(x), Yz € B.(0), dai resulta que ¥ € C*(R™).

Nesse sentido, se € B,.(0), temos v(||z||) = 1 por definigao, logo, ¥ (z) = A(x) +
¢(z) = f(z). Da mesma maneira, se © ¢ Bs,.(0), entdo v(||z||) = 0, logo temos ¢(x) =

A(x) e a prova do item 1 do Lema esté concluida.

Do Teorema 2.2.2 segue que, para demonstrar o item 2, é suficiente mostrar que
1 é uma funcao lipschitziana. Para isso, basta provar que 1) — A é lipschitziana. De fato,
considerando inicialmente x € B,(0), temos (¢ — A)(z) = ¢(x), logo, D(¢p — A)(x)) =
D¢(x) e, das limitagoes em (3.28), ||D(yp — A)(z)|| < 6. Tomando agora x € By, (0)°
temos (¢ — A)(x) = 0, logo, ||D(» — A)(z)|| = 0. Por fim, para r < ||z|| < 2r, temos

(v — A)(x) = v(||z||)p(x) e, consequentemente,
1D — A) @) < [Dv (DI Dl IDI @)+ v (=D [[Do()]] < N+ 6.

Ao definirmos M = Nd + 0 segue que 1) — A é lipschitziana, e a prova do item 2 do Lema

esté concluida.

Considere agora p(r) = ¢*(1,z) — edx, x € R™. Por x v ¢*(1,z) e  — e®

serem funcoes de classe C'!, segue que p é de classe C'. Como ¢ = A em (Bs,(0))¢, temos
p = 0 nesse conjunto, e, em particular, p = 0 fora do compacto W Por p ser
continua, segue que p é limitada, donde p € C% e, mais ainda, da Proposi¢io 2.1.4 segue
imediatamente que ||Dp(z)|| < oo para todo x € R™. Além disso, p é uma fungao de

suporte compacto e sua norma C! depende diretamente da constante r > 0 inicialmente
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fixada. Dessa forma, dado ¢ > 0, podemos escolher r de modo que HpHC}B < g, 0 que

conclui a demonstracao do item 3. [l

3.3 Demonstracao do Teorema de Grobman-Hartman

Relembremos que, apesar de considerar a origem como ponto singular de interesse,
a versao do Teorema de Grobman-Hartman enunciado e provado abaixo nao perde sua
generalidade devido ao Teorema 2.2.7, pois no caso geral a demonstragao permanece a

mesma a menos de uma mudanca de coordenadas.

Teorema 3.3.1 (Teorema de Grobman-Hartman). Suponha que f : U — R" seja
uma fungdo de classe C1 definida no aberto U C R™ tal que 0 € U seja um ponto singular
hiperbélico de f. Se A = Df(0), entio f e x +— A(z) sao localmente topologicamente

conjugados.

Demonstracao. A prova do Teorema sera feita em cinco etapas.

Etapa 1. Existe uma funcao G : R — R" continua e limitada que relaciona localmente
os fluxos dos sistemas (3.1) e (3.2) no tempo ¢ = 1, sistemas estes que correspondem
respectivamente as aplicagdes f e A, no sentido de que G(p(1,2)) = e*G(z) em uma
vizinhanca da origem.

Consideremos inicialmente ¢ e p dadas pelo Lema 3.2.7. Do fato de p ser continua e

A

limitada, ¢*(1,-) ser um homeomorfismo e e ser uma transformagao linear hiperbdlica, a

aplicacao ® definida na Proposicao 3.2.6 nos garante a unicidade de uma funcao continua

e limitada g : R® — R" satisfazendo
etg(w) — g(¢*(1,2)) = p(z), v € R™, (3.29)
Definindo entdo G : R — R” por G(z) = = + g(z), de (3.27) e (3.29) obtemos

P (Lx) + g(¢*(1,2)) = e'w + eg(x),
donde
G(p*(1,2)) = e*G(x). (3.30)

Observe que isso significa que G relaciona os fluxos no tempo t = 1 dos sistemas
linear (3.2) e nao linear (3.1) na vizinhanga B, (0), pois ¢*(1,-) = ¢(1, ) nesse conjunto,
onde ¢ é fluxo do sistema (3.1). Note, contudo, que isso ndo garante que G satisfaga todas
as propriedades de conjugacao topoldgica entre esses fluxos, pois s6 temos garantida sua

continuidade até o momento.

Etapa 2. A fungao H(z) : R® — R" definida por

1
H(z) = /e’As oGop(s,x)ds
0
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satisfaz

para quaisquer x € R" et € R.

Observe inicialmente que, por G = e~ o G o ¢*(1,-) devido a (3.30), fazendo a

mudanca de coordenadas 7 = s + 1, temos

0 0
/e_AS oGop(s,xr)ds = /e_AS oedo0Go ©*(1,¢%(s,x))ds
Zt - (3.31)
= /e_AToGogp*(T,x)dT.

1-t

Usando entdo (3.31) e a mudanga de coordenadas § = s — ¢, obtemos
1
eftoH(z) = /eA(t’s) oG op(s,z)ds
0

A=) o Gop*(s—t,x)ds p*(t,z)

Il
—

—t
— [ oGoy(0,2)d0 ¢ (t,2)

0 1—
= (/e_AeoGogo*(é’,a?)d@—i-/
t 0

—o

~+

t

fwoGOWWJWM)Wﬁw)

1

= /e_AsoGogp*(s,x) ds ¢*(t,x)
0

= Hoy'(t,x)

para quaisquer x € R" e t € R, como desejado. Em particular, para ¢t = 1, isso significa

que
et o H(z) =Hop*(1,z), (3.32)

para todo x € R".
Etapa 3. As fungdes G e H coincidem, isto é, G(z) = H(z) para todo x € R™.

Relembremos que devido ao uso da Proposi¢ao 3.2.6 para obtermos (3.30), G é a
tnica func¢do continua da forma G(z) = x + g(z), com ¢ continua e limitada, que satisfaz
(3.32). Dessa maneira, para mostrarmos que H coincide com G, provaremos que a fungao
g : R" — R" dada por g(z) = H(z) — z é limitada, pois a continuidade ¢ imediata da

construcao da funcao H e da funcao identidade. Para estimarmos a norma de § em cada
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ponto z € R™, note inicialmente que
gx)= [e*oGop(s,z)ds—x

e o (Gop*(s,z) — ) ds

e 0 (Gopl(x) — ¢'(s,2) +¢"(s,2) — eMa) ds.

Il
S oY O~

Isso nos leva a
1

@l < [l (G 0@ (s) = & (s, 2)l| + Il (5,) — eal ) ds
0

< el sup [Jo*(s, ) + g(9*(s,2)) — " (s,2)|| + sup [|*(s,2) —eAsfﬂH)

0<s<1 0<s<1

< W“Hw+SwH¢@w%%“w>
0 1

<s<

Lembrando que ¢*(s,z) = x—l—/w(go*(T, 7)) dr e que e?*r = x—l—/AeATx dr, para
0 0

0 < s <1 temos

[l (s,2) — e®al| = | [ (¥(p"(1,2)) — Ae™T) d7

o,

< (U () — vl + le(ete) - Aeall) dr
0

< [Hle(re) = emallar+ [ (Il + Al lle"mal)) dr
0 0

<k [l (r.a) = eValldr +Jul | + [[A]Je,
0

onde k é a constante de Lipschitz de v, que existe em decorréncia do Teorema do Valor
Meédio.

Consequentemente, pelo Lema de Gronwall, obtemos
[l (s, 2) — e®al| < ([0l + [|Allel e < ([l + [ A]|e!e".
Finalmente, temos
1g()l] < eIl + [l []) + [JA] eI+ < oo,

portanto, g ¢ limitada. Tem-se garantido, dessa forma, que H coincide com G, ou seja,

Gop*(t,x) = e o G(x),
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para quaisquer x € R" et € R.
Etapa 4. G possui uma fungao inversa a direita H : R” — R"™.

Como a func¢do p tomada em (3.27) a partir do Lema 3.2.7 possui norma C!
suficientemente pequena, usando o Lema 3.2.5 podemos tomar uma (tnica) funcédo h :
R"™ — R™ continua e limitada tal que h(0) =0, ||h|| <1 e

h(etz) — eh(z) = p(z + h(x)),
para todo x € R™. Definimos entao H : R® — R" por
H(z) =z + h(x).
Provaremos que essa funcao € inversa a direita de GG. Observe que vale
h(etz) — e*h(z) = p(x + h(z)) = * (1,2 + h(x)) — e*(z + h(z)),

donde obtemos
h(etz) + etz = o*(1,z + h(z)),

isto é,
Hoete = o*(1, H(z)). (3.33)

Aplicando a fun¢ao G em (3.33), por (3.30) segue que
G(H oez) = Goy*(1,H(z)) = e o G(H(x)). (3.34)
Escrevendo entdao J = G o H, temos
J(edz) = et o J(x), (3.35)

para todo z € U, com J da forma J(z) = x + h(z) + g(z + h(z)). Por g e h serem

continuas e limitadas por construcgao, a aplicagao
n:x— h(z)+ g(x+ h(zx))
é também continua e limitada e, por (3.35),
en(z) — n(e’z) = 0. (3.36)

Sendo e” uma transformacéao linear hiperbélica e também um homeomorfismo, da Pro-
posigao 3.2.6 a fungao 7 satisfazendo (3.36) para todo x € R™ é tinica. Podemos concluir

entao que n = 0, logo, J é a funcao identidade, ou seja,
GoH(z)==x (3.37)

para todo x € R™. Portanto, H ¢ inversa a direita de G.
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Etapa 5. H é um homeomorfismo que conjuga topologicamente os sistemas linear e nao

linear em uma vizinhanca da origem de ambos os sistemas.

Note que a continuidade de H é imediata por A ser continua. Para provarmos a

injetividade de H, suponha que x,y € R" sejam tais que H(z) = H(y). De (3.33), temos
Hoe'r = *(1,H(z)) = ¢"(1, H(y)) = Ho e’y
Em particular, para cada ¢ € Z, segue que

Ho(eh) o= Ho(eh)'y.
Usando a definicdo de H, temos entdo
() o n () w) = () w4 (1) 9)
e, por h ser limitada,

e = () ()<

Isso mostra que o conjunto X = { (GA)Z (x —vy)

ser transformacao linear hiperbdlica, para cada z # 0, vale

(1) = (") =

Portanto, X somente ¢ limitado se x —y = 0, isto é, v = y.

;1€ Z} é limitado. Contudo, por e?

lim
i——400

= +00.

=+o0 ou lim
1——00

Tomemos entdo U’ aberto em B,(0) contendo a origem de forma que U’ C B,(0)
e H (ﬁ) C B,(0). Provadas injetividade e continuidade de H em R", em particular vale
o mesmo no conjunto U’ C R™. Do Teorema 2.1.1 segue que H |7 é um homeomorfismo.
Mais ainda, H restrita a U’ é também um homeomorfismo, ou seja, possui inversa conti-
nua. Disso e de (3.37) segue que H~! = G em U’. Em particular, G restrita a H(U') é
um homeomorfismo em U’ e, do Teorema 2.1.2, conclui-se que H(U’) é aberto. Portanto,
U' e V'= H(U') sdo as vizinhangas desejadas e H restrito a essas vizinhangas, o homeo-

morfismo que torna os sistemas (3.1) e (3.2) localmente topologicamente conjugados. [
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4 Teorema da Variedade Estavel Local

Suponha que f : U — R" é de classe C! no aberto U C R™ e que 2y € U é um

ponto singular hiperbélico do sistema

¥ = f(x). (4.1)

Vimos no capitulo anterior que o Teorema de Grobman-Hartman garante que o compor-

tamento local das solugoes de (4.1) é descrito em fungao do sistema linearizado

Yy = Df(zo)y. (4.2)

Em particular, em uma vizinhanga de zy, as trajetérias de (4.1) cujo conjunto w-limite
é {x¢} correspondem as trajetérias de (4.2) cujo conjunto w-limite é {0}. O conjunto de
tais trajetérias do sistema (4.1) é 1til na determinacao do comportamento das demais
trajetorias nessa vizinhanca. Nesse capitulo mostraremos que esse conjunto especial de
trajetorias é descrito localmente pelo grafico de uma funcao e, por esse motivo, é deno-

minado de variedade estével local de zg.

Assim, nosso objetivo nesse capitulo é caracterizar localmente a estrutura do con-
junto dos pontos do sistema (4.1) que possuem trajetérias que convergem para um de-
terminado ponto singular quando t — +o00, caracterizacao essa dada pelo Teorema da
Variedade Estavel Local, que serd demonstrado na sec¢ao 4.2 utilizando o Teorema da
Funcao Implicita em Espacos de Banach. De maneira andloga pode-se definir um Teo-
rema da Variedade Instavel Local, que por sua vez caracteriza a estrutura dos pontos em
uma vizinhanca de um ponto singular hiperbodlico cujas trajetérias convergem para esse
ponto quando t — —oo. Provaremos que os pontos da variedade estavel local variam

diferenciavelmente com relagao ao ponto inicial 2y e a parte nao linear do sistema (4.1).

Supondo zy € U um ponto singular hiperbdlico do sistema (4.1), ao longo desse
capitulo denotaremos por E® ¢ E" os espagos gerados pelos autovalores de D f(z() com
parte real negativa e positiva, respectivamente, donde decompomos o espaco euclidiano

real de dimensao n como R™ = F5 & E“.

Na primeira segao desse capitulo definimos variedades estavel e instével (globais e
locais) e verificamos algumas de suas propriedades. Na segao 4.2 apresentamos dois lemas
que auxiliarao na demonstracao do Teorema da Variedade Estavel Local. Esse capitulo é
baseado em Junior e Mello (1979).
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4.1 Primeiras propriedades da variedade estavel

Como no capitulo anterior, considere U C R™ aberto, f : U — R" uma aplicagao de
classe C'! e suponha que zy € U é ponto singular hiperbélico do sistema (4.1). Definimos

a variedade estavel de xy como o conjunto
W?(xo) = {z € U [ w(x) = {wo}}.
Analogamente, a variedade instavel de zy é definida por
W(xo) = {z € U | a(x) = {wo}}.

Exemplo 4.1.1. No Ezemplo 3.1.3, o sistema (3.3) possui o eizo x; como variedade
estavel e a reta xo = —x1 como variedade instavel e, analogamente, o eixo y, representa a
variedade estdvel e o eizo Yo, a variedade instdvel do sistema (3.4). Jd no Exemplo 3.1.4,
o0 eizo y representa a variedade instdvel e a pardbola y = —x*/3, a variedade estdvel do
sistema (3.5), enquanto que o eiro x representa a variedade estdavel e o eixo y a variedade
instavel de seu sistema linearizado (3.6). De maneira mais geral, todo sistema linear
hiperbolico tem W*(0) coincidindo com seu espago estavel E° ¢ W"(0), com seu espago

instavel EY.

Dada V C U vizinhanca de xy, definimos a variedade estavel e instavel local de x

relativa a V' como os conjuntos

Wi (xg) = {x € Wi(xo) | p(t,z) €V, Vt > 0},

e
Wy (xg) = {x € W*(xo) | p(t,z) € V,Vt <0},
respectivamente.
Repare que podemos nos limitar ao estudo da variedade estavel local do sistema
(4.1), pois todos os resultados obtidos nesse caso, quando aplicados ao sistema 2’ = — f(z),

nos fornecem as informagoes correspondentes a variedade instavel local do sistema (4.1).

Para vizinhancgas suficientemente pequenas de xy temos a seguinte caracterizacao

para a variedade estavel local.

Proposicao 4.1.2. Se zy € U é um ponto singular hiperbdlico do sistema (4.1), eziste

uma vizinhanca V' de xq tal que
Wiwo) = {z € U | olt,x) €V, vt >0},

Demonstracao. Pelo Teorema de Grobman-Hartman existem uma vizinhanca W da ori-

gem do sistema (4.2), uma vizinhanga Z de zy e uma conjugagao topolégica local H :
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Z — W. Em particular, podemos tomar uma vizinhanca V de zy de forma que V C Z.

Resta mostrarmos que, se ¢(t,x) € V para todo ¢t > 0, entao ltlim o(t,x) = xo.

Do fato de H ser continua e V ser compacto, H (V) é compacto, logo, sey € H (V)
¢é tal que sua trajetoria no sistema linearizado permanece em H (V) para t > 0, entao
y € E°, logo, w(y) = {0}. Ainda, por H ser conjugacao topoldgica, qualquer ponto = € V'
tal que H(z) = y € E° possui a propriedade de que ¢(t,z) € V para todo t > 0, ou seja,
x € E*, donde w(z) = {xo}. Podemos entao de fato encontrar V' vizinhanga de z( de
forma que W ={x e U | p(t,z) € V, Yt > 0}. O
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Utilizando o Teorema da Funcao Implicita em Espagos de Banach, nesta secao
mostraremos que existe uma funcao 7 de classe C*, definida em vizinhancas adequadas de
E® e E*, cujo grafico coincide com a variedade estavel local Wi (zg). Em particular, isso
mostra que W (xo) varia diferenciavelmente com relagao tanto ao ponto zo € U quanto

a parte nao linear do sistema (4.1).

A menos de uma translagao do sistema (4.1), podemos sempre considerar zo = 0.
Construiremos, inicialmente, dois resultados que nos ajudarao na obtencao da fungao v. O
primeiro deles determina uma férmula para toda solugdo cuja imagem esta na variedade
estavel local. Como R™ pode ser decomposto como soma direta dos espacos E° e E",
usando a féormula de Taylor e uma mudancga linear de coordenadas podemos reescrever o
sistema (4.1) como

o' = Pz)+Y(z,y)
y'= Q) +Yulz,y)
onde P e () sdo matrizes reais tais que os autovalores de P tém parte real negativa e os de

(4.3)

Q tém parte real positiva, e Y = (Y,,Y,) : U — R™ é uma aplicacio de classe C* tal que
Y (0,0) =0e DY (0,0) = 0. Escreveremos ainda B = B(0,r) C E*e B* = B(0,r) C E*,
onde B(0,r) denota a bola de centro na origem e raio r > 0 em cada um dos espagos
dados.

Lema 4.2.1. O sistema (4.3) admite v > 0 tal que, para a vizinhanga V = B x B} da
origem, uma solugio t — (x(t),y(t)) do sistema (4.3) tem imagem contida na variedade
local W (0) para todot = 0 se, e somente se, as fungoes  : [0, +00) — BE ey : [0, +00) —

B! sdo continuas e satisfazem

() = Pz + / ePEDY, (2(r), y(7)) dr (4.4)
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para 2o = x(0) € E*.
Demonstracao. Como os autovalores de () tém todos parte real positiva, da Proposicao
2.2.4 existem M, pu > 0 tais que
]| < Mert, ¢ <0, (4.6)
Suponha inicialmente que existe r > 0 tal que a vizinhanca V' = B} x B} da

origem satisfaz (x(t),y(t)) € W ((0,0)) para t > 0, para alguma solugao t — (z(t),y(t))

do sistema (4.3). Pela féormula de variagdo dos pardmetros, segue que

() = Pz + / ePEDY, (2(1), y(r)) dr (4.7)
y() = @yo + [ XY, (a(r), y(r)) dr, (48)

onde z(0) = zy € E® e y(0) = yo € B

A equagao (4.7) ja esta de acordo com a equacao (4.4). Observe agora que, para

qualquer v € £,

[loll = [|e=@e%o| < [le=@|| |||
logo,
e <[l o

Em particular, para

de (4.6) e (4.9), temos

Iyl =[]0 + / Y, (a(r), y(7)) dT

Vv
|~
aQ
=
5Y

ou seja,

, (4.10)
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para todo t > 0.

Mas, por hipotese, a imagem de y é limitada para todo t nao negativo e, além

disso, tlim el = oo, logo, para que a desigualdade em (4.10) seja verdadeira, devemos ter
— 00

o = — / =Y, (2(r), y(r)) dr . (4.11)

A expressdo acima estd bem definida pois a funcio e~ 'Y, (x(t), y(t)) é limitada em uma
vizinhanga da origem e possui decaimento exponencial para t — 400, logo, é integravel

no intervalo (0, +00).

Substituindo o resultado obtido em (4.11) na equagao (4.8), obtemos

yt) = e ( | e Yataln), yr)dr— [ e-QTYu@(T),y(T»dT)

Portanto, vale também a equagao (4.5).

Reciprocamente, se z : [0, +00) — B ey : [0, +00) — B} sdo dadas pelas equagoes
(4.4) e (4.5) er > 0 é tal que V = B? x B é uma vizinhanca da origem na qual vale a
Proposicao 4.1.2, entao, usando a Regra de Leibniz para derivar sob o sinal da integral,

que pode ser encontrada em (LIMA, 2018, p 144), temos

t

Salt) = PP+ Yi(a(t),y(t) + [ PeTIY (a(r), y(r)) dr

- p (ePtZO + / eP(”)ié(x(T),y(T))dT> + Yi(2(t), y(t))
= P(z(t)) + Ya(z(t), y(t)).

Além disso, como consequéncia do Teorema da Convergéncia Dominada e do Teorema do

Valor Médio ha uma correspondéncia entre derivagao e integracao impropria, encontrada
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em (FOLLAND, 2013, p 54), de onde obtemos

C(lity(t): (i/eQ(tT)Yu(x(T),y(T))dT

d

- = / eQ(t—T)Yu(x(T),y(T))dTJr(i [ @Y, alr),plr) e

- 0

= [ GRS A 0.0(0) + [ Qe o) 0
= [ QDY (), u(n) dr V(a0 5(0) + [ QXTI (a(r),u(r) dr

- Q (/ e<t—T>Yu<x<T>,y<T>>dT) +Yala(t),y(0)
Q1) + Yala(t), y(1)).

Portanto, (x(t),y(t)) é solugao do sistema (4.3) e, por hip6tese, temos (z(t), y(t)) € W (0)
para todo ¢t > 0. O]

Para o préximo resultado, introduziremos os seguintes espagos normados:

B=C" (W, R”) , com norma C!, para algum r > 0,

By = B(0,k) C B, com norma C*,

C* ={g:[0,4+00) — E* | g é continua e limitada}, com norma uniforme,

C" = {h:[0,+00) = E* | h é continua e limitada}, com norma uniforme

C? = B(0,r) C C*, com norma uniforme

C* = B(0,r) C C*, com norma uniforme,
onde a norma uniforme é a norma do supremo. Observamos inicialmente que os espacos
E®* x B, C? x C! e C° x C" munidos de suas respectivas normas induzidas sao espagos
de Banach. Definiremos, no resultado que segue, uma funcao de E* x B x C¥ x C! em
C® x C" a partir do que obtivemos no Lema 4.2.1 na qual sera possivel aplicar o Teorema
da Funcao Implicita, que nos garantira a existéncia de uma fungao ® que sera usada para

provarmos o Teorema da Variedade Estavel.

Lema 4.2.2. Sob as condigoes apresentadas no Lema 4.2.1, defina a fungio F = (F*, F*) :
E*x B xC;xCl— C®xC" por

F(&,Y,2,9)(t) = o(t) — "% = [P0, (a(r), y(r)) dr

“+00

FU(@Y,2,0)(0) =y(t) + [ XY, (a(r),y(r)) dr .

t

Ezistem 0,p > 0 e uma fungio ® : Bj x Bs — C) x C} de classe C! tais que
F(z,Y,z,y) = (0,0) se, e somente se, (z,y) = P(z,Y).
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Demonstracdo. Provemos inicialmente que F' estd bem definida, isto é, que as fungoes
F* e F" sdo limitadas, pois sua continuidade é imediata da continuidade das funcoes

envolvidas em suas definicoes.

Como z € C? ey € C*, temos ||z(t)|| < r e |ly(t)|| < r para todo t € [0, +00).

Além disso, como Y € B, temos Y = (Y;,Y,) : B5 x B* — R" continua definida em um

dominio compacto, logo, suas fungoes coordenadas Y; e Y, sao limitadas, digamos, por

ki e ko, isto é, ||Ys(z(t),y(t))|| < k1 e ||Yu(z(t),y(t))|] < k2 para quaisquer ¢ > 0. Mais

ainda, sejam M,y > 0 tais que H PtH < Me# < M parat > 0 e |[e?] < Me* para

< 0. Por fim, para cada € R" existe a € R tal que ||Z|| < a. Dessa forma, para todo
t>0,

(2, Y, 2, y) ()] = I — /ep(t‘T)K(I(T),y(T))dT

0
t
le(e)11+ [|e™z]| + / Jere=n

< [Ys(z(7), y(7)|ld7
t
< r+Ma+Mk1/e pE=) qr
0 t
1 — ek
— v+ Ma+ Mk ( < )
<
1
e, analogamente,
+oo

[F(2,Y, 2,y) ()] = y(t)+/eQ(t*T)Yu(ﬂf(T),y(T))dT

t

+oo
< @i+ [ e IYate(), vl dr
+oo !
< rt / M=k, dr

A
= 7+ Mk, lim ett=m) dr

¢
1

= r+ Mk, (—) < lim er(t=4) — 60>
o A—o0

Mk

Concluimos entao que F' esta de fato bem definida.
Dados (z,Y,z,y) € E* x B x C% x C*, da definicdo de F' e pelo Lema 4.2.1,
F(z,Y,z,y) = (0,0) se, e somente se, (x(t),y(t)) € W((0,0)) para todo t > 0. Além

disso, da substitui¢do do vetor nulo em F* e F* segue imediatamente que F(0,0,0,0) =
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(0,0). Observe ainda que

t
F5(0,0,2,y)(t) = 2(t) — "0 — / P10 dr = 2(t)
0

—+00

F“(0,0,z,y)(t) = y(t) + / Q=10 dr = y(t),

t

o que implica que F(0,0,z,y) = (x,y).

Considerando agora r(z,y) = 0, temos r(z,y) = o((z,y)) e
F(0,0,z,y) = F(0,0,0,0) + (z,y) + r(x,y),

donde, pela definicao de derivada, segue que DF{,,(0,0,0,0)(z,y) = (x,y), ou seja,
DF(3.,(0,0,0,0) = Idgsyc.

Sendo, portanto, DF(,,)(0,0,0,0) uma transformagao linear limitada inversivel,
pelo Teorema da Fungao Implicita existem uma vizinhanca Z de (0,0) € E® x B e uma
{inica funcdo @ : Z — C: x C* de classe C! tais que d(z,Y) = (x,y). Escrevendo
Z = Zy X Zy, onde Z, C E* e Zy C B, existem entao 61,0, > 0 tais que By C Z;
e Bs, C Zy. Fazendo ¢ = min{dy,d2}, temos (0,0) € B x By C Z, logo, podemos
considerar ® : Bj X Bs — € x C restrigao de ®, com 0 < p < r. Ainda pelo teorema,
tal funcao satisfaz ®(0,0) = (0,0) e F(z,Y,®(z,Y)) = (0,0) para qualquer (Z,Y) no
dominio de ®. Em particular, (0,0) € Z é um ponto do dominio de ® e F(0,0,z,y) =
(x,y), logo, FI(z,Y,®(z,Y)) = (0,0) se, e somente se, P(z,Y) = (z,y), como querfamos

demonstrar. OJ

Estamos finalmente em condigoes de demonstrar o Teorema da Variedade Estavel

Local.

Teorema 4.2.3 (Teorema da Variedade Estavel Local). Dado xy € U ponto singular
hiperbélico do sistema (4.3), existem r > 0 e vy : BS — B" de classe C' de maneira que
7v(0) = 0, Dy(0) = 0, v varia em classe C' com relagio da parte ndo linear do campo e
W (0) € o grdfico de vy, onde V = B2 x BY.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, suponha xqg = 0. Pelo Lema 4.2.1 podemos
tomar 7 > 0 tal que, para V; = B2 x B¥, as equagoes (4.4) e (4.5) representam as solugoes
do sistema (4.3) que pertencem a variedade estdvel local Wy, (0) para ¢ > 0. Para tal
7 > 0, considere também as constantes d,p > 0 e a funcao ¢ : B x Bs — C, x Cy de
classe C'! definida implicitamente em termos das solugoes (z(t),y(t)) do sistema (4.3) na

variedade estavel W7 (0), dadas pelo Lema 4.2.2, onde Bj é definido por 7.

Do fato de tomarmos Y = (Y;,Y,) € Bj, pelo Lema 3.2.7 existem 0 < 7 < T

e
Y = (375, Yu) de classe C" definida em R™ de maneira que Y =Y em B: x B e HYH < 0.
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Note que, em particular, restringindo Y a B2 x BY, isso significa que Y € Bs e Y/(0) = 0,
donde Y,(0) = Y, (0) = 0.

Desejamos agora construir a fungao v satisfazendo as hipéteses do Teorema. Fixe
entdo r < min{7, p, } positivo e defina v : B — B! por
(7)) = 2" (2,Y) (0).
Note que 7 estd bem definida pois ®* (i’, )7) é uma funcao em C" de norma menor que
r, logo, ®“ (:E,f/) (0) € B

Do fato de @ ser de classe C'! segue que tanto a funcio v quanto sua variacdo com
relacdo ao campo Y sdo de classe C!. Esse tiltimo significa que, & medida que a parte nao
linear da funcdo f varia em classe C'!, Y também varia em classe C! e, consequentemente,

a aplicacdo v definida em funcéo de Y varia em classe C.

Defina agora V = B? x BY. Para cada & € B?, temos (%) € B, logo, novamente

pelos Lemas 4.2.1 e 4.2.2, por ® ser unicamente determinada, o grafico de v,
Graf(y) = {(z,7(2)) | ¥ € B}},

coincide com W3 (0).

Observe agora que

F(0,Y,0,0) = —/eQ“*ﬂffu(o, 0)dr = 0,

t
isto ¢, F(0,Y,0,0) = (0,0), logo, da construcio de ®, temos ~v(0) = ®* (0,Y) (0) = 0.
g ¢ 8

Mostremos por fim que Dy(0) = 0. Do Teorema da Fungao Implicita e da definigao
de v, temos
D(0) = D" (0,Y) (0)

e
~ —1 ~
D®(#,Y) = (— (D(M)F (xny)) Dy F (mey)) .
Da definicao de F', segue que
t
Doy F*(0,Y t) = (1,0) — [ "D, Y. d
@ (0, Y, 2,y) (1) = (1,0) — [ e (@) Ys(2(7),y(7)) d7
0
e

oo

D(x,y)Fu (anuxﬁy) (t) = (07 1) - /eQ(tiT)D(z,y)?u(w(T%y(T)) dT7

t
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logo,

Agora, note que
t
D(@y)Fs (O, Y, x, y) = (—ePt, O) — /ep(tiT)D(i,y) s(x<7—>7 y<7—)> dr
0

o0

Dy F* (0,Y, z,y) = / €Q(t*T)D(@y)f”u(r(T),y(T))dT,

consequentemente,
D) F (0,Y,0,0) = (

Dessa forma,

o que finaliza a prova do Teorema. [l
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5 Artigo: Phase portraits of a family of inte-
grable quadratic systems with two invariant

parabolas

Neste capitulo apresentamos os resultados obtidos no estudo de uma familia de
sistemas quadraticos integraveis, organizados em formato de artigo a ser futuramente sub-
metido. O texto se encontra nas normas da Revista Dynamical Systems: An International

Journal, de acordo com o layout de Taylor & Francis.
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RESUMO
Apresentamos o retrato de fase global no disco de Poincaré de todos os sistemas
diferencias quadraticos planares com duas pardbolas invariantes dadas por equagdes
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ABSTRACT
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1. Introduction and statement of main results

In this work, we consider a planar polynomial differential system of the form

x:P(x,y), yzQ(x,y), (1)

where P and @ are real polynomials defined on R? and the derivative with respect to
the independent variable ¢ is denoted by the dot. If d(P) and d(Q) denote the degrees
of P and Q, respectively, we say that the planar polynomial differential system (1) has
degree d = max{d(P),d(Q)}. In the case that d = 2, we simply say that system (1) is
a quadratic system.

Let U C R? be an open and dense set. The vector field X given by system (1) is
integrable in R? if there is an analytic non-locally constant function H : U — R, called
a first integral of system (1), which is constant on each orbit of X.
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Suppose that X is the vector field defined by system (1). Let f be a real polynomial
function not identically zero defined on R?. The curve defined by f = 0 is an invariant
algebraic curve of system (1) if there exists a real polynomial K defined on R?, called
the cofactor of the invariant algebraic curve f = 0, such that

af _of

X(f) =P o

+Q- - =KJ. (2)

Invariant algebraic curves that are relatively prime are used to construct first integrals.

The class of systems of the form (1) is very large. Even for the quadratic systems,
despite being intensely studied, the problem of the topological classification is still
open. The strategy used to improve knowledge about them is the study of subclasses
of these systems satisfying specific properties, such as integrability.

The normal form of a quadratic system with an invariant parabola was presented
in [1]. In [2] the authors studied the quadratic systems with invariant hyperbolas. The
works [3], [4], [5] and [6] classify, for instance, the global phase portraits of quadratic
integrable vector fields having two invariant straight lines, two invariant circles, an
ellipse and a straight line, a parabola and a straight line as invariant, respectively.

In this work we provide the normal forms and the global phase portraits in the
Poincaré disc of all planar differential polynomial systems with degree less or equal
2, different of the null system, having two parabolas defined by fi = 0, fos = 0 as
invariant algebraic curves, and a first integral of the form H = f{' fzﬁ , where a, 5 are
real constants. First we observe that, under these conditions, the axes of the parabolas
are parallel.

Proposition 1.1. If a planar polynomial differential system of degree < 2, different
of the null system, has two parabolas defined by f1 = 0, fo = 0 as invariant algebraic
curves, and a first integral of the form H = ff‘fg with «, B real constants, then there
exists a system of coordinates such that

filz,y) =y —2? and fo(x,y) = a2z’ + bx +y +c, (3)

for suitable constants a,b,c € R satisfying a # 0 and (a +1)® +b% + ¢ # 0.
Then we present the normal forms of the systems that we study in this work.

Proposition 1.2. All polynomial planar differential system of degree < 2, having the
parabolas fi = 0 and fo = 0 given by (3) as invariant algebraic curves, and a first

integral of the form H = f{ féB with «, B real constants, is topologically equivalent to
one of the following systems, where A, B,C are real parameters:
t=A+ Bx+Cy, y=22(A+ Bx+ Cy), (4)
the cofactors are k1 = ko = 0; or
=214 a)z+b)k(z,y), v =221+ a)y + bzx)k(z,y), (5)

where k(z,y) = A+ Bx+Cy and the cofactors are ki(x,y) = ka(z,y) = 4(a+1)k(z,y);
or

i=(1+a)z>+bx+ec =201+ a)zy+ by + bx? + 2z, (6)

o1



the cofactors are ki(x,y) = ka(z,y) = 2(a + 1)z + b.

In our main result we provide the phase portraits in the Poincaré disc of a class of
integrable quadratic systems having two parabolas as invariant algebraic curves.

Theorem 1.3. The phase portrait in the Poincaré disc of a planar polynomial differ-
ential system of degree < 2 different of the null system, having two parabolas defined by
f1 =0, fo =0 as invariant algebraic curves and a first integral of the form H = ff‘féB,
with o, B € R, is topologically equivalent to one on the eleven phase portraits presented
i Figure 1.

In this work we use three types of lines in the figures. The separatrices are presented
by lines thinner than the lines of singular points and the finest lines are the orbits in
canonical regions.

From propositions 1.1 and 1.2 it follows that, to prove Theorem 1.3, it is sufficient
to determine the phase portrait, in the Poincaré disc, of the normal forms (4), (5) and
(6). In Table 1 we provide the correspondence between normal forms (4), (5), (6), and
the phase portraits of Figure 1.

ODOC
OOPE
OB

Figure 1. Phase portraits in the Poincaré disc of a planar polynomial differential system of degree < 2,
different of the null system, having two parabolas defined by f1 = 0, fo = 0 as invariant algebraic curves, and
a first integral of the form H = flaff, o, €R.

We organized this work as follows. In Section 2 we presented the definitions and
tools to study phase portraits of planar polynomial differential systems. The phase
portraits in the Poincaré disc of the normal forms (4) and (5) are presented in Section
3. The objective of Section 4 is to present the phase portrait in the Poincaré disc of
the normal form (6). Finally we prove Theorem 1.3 in Section 5. The propositions 1.1
and 1.2 are proved in the Appendix A.
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Global Phase Normal Parameters
Portrait of Figure 1 form

(a) (4) B=C=0
(5) a=-1,B=C=0
(6) a=-1,0=0,c#0
(b) (4) B=0,C#0o0r B#0,C=0
(5) a=-1,B=0,C#0ora=-1,B#0,C=0
(c) (4) BC #0
(5) a=-1,BC #0
(d) (5) B=C=0
(©) (5) [ AZbB/2(+a),C=0
) (5) [ AZ (/0T ) (B —bC/R1+a),C£0
(9) (5) | A=bB/(2(1+a)),C=0
(6) a#—-1,b=+0
@ (5) | A=) +a)(B b0/ +a),C £0
(1) (6) a=-1,b#0
() (6) |[a#-10">0
(1) (6) a#—1,b2<0

Table 1. The correspondence between the phase portraits presented in Figure 1 and the normal
forms of Proposition 1.2. Here, A2 + B2+ C? # 0 and 6 = 4(1 + a)c.

2. Preliminary definitions and results

Let X : U — R? be a vector field defined on the open set U C R? and let DX (x,)
be the Jacobian matrix of X at (x,y) € U. Suppose that (z,y) is a singular point of
X. If both the eigenvalues of DX (x,y) have real part different from zero, then (z,y)
is called a hyperbolic singular point; if only one eigenvalue of DX (z,y) is zero, then
(z,y) is a semi-hyperbolic singular point; if both eigenvalues of DX (z,y) are zero but
the Jacobian matrix is not the null matrix, then (z,y) is called a nilpotent singular
point; if DX (z,y) is the null matrix, then (z,y) is a linearly null singular point.

The local topological classification of hyperbolic, semi-hyperbolic and nilpotent sin-
gular points is given, for instance, in Theorems 2.15, 2.19 and 3.5 of [8], respectively.

To study the behavior of the orbits near linearly null singular points we use the blow-
up technique. Translating the singular point to the origin, we consider the change of
coordinates x = u, y = uv, called blow-up in the x-direction. This is a diffeomorphism
between the regions x # 0 and u # 0 which maps the region z < 0,y > 0 into the
region u < 0,v < 0 and the region x < 0,y < 0 into the region v < 0,v > 0.

In a similar way, the change of coordinates x = uwv, y = v, is called blow-up in the
y-direction. This is a diffeomorphism between the regions y # 0 and v # 0 which maps
the region z < 0,y < 0 into the region u > 0,v < 0 and the region = > 0,y < 0 into
the region v < 0,v < 0.

In order to study the behaviour of a polynomial planar vector field X = (P, Q) near
the infinity we use the Poincaré compactification. The open northern and the open
southern hemisphere of S? are denoted by H+ and H~, respectively.

We identify the tangent plane to S? at the the point (0,0,1) with R2 Using
the central projections ft : R? — H*,f~ : R? — H~ defined by f*(zy,22) =
+(z1,22,1)/ Az, where Az = \/2? + 23 + 1, we obtain the vector field X defined on
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HYUH™ by X = Df* 0 X on H*. Denote a point y € S2 by y = (y1,y2,y3) and let
d € N be the degree of X. We verify that y +— ygflff (y) has an analytical extension
p(X) to S?, called the Poincaré compactification of X. Then X is topologically equiva-
lent to the restriction of p(X) to HT and to the restriction of p(X) to H~. Therefore,
considering only the phase portrait of p(X) restricted to H' we determine the phase
portrait of X.

The ortogonal projection of the northern closed hemisphere is called the Poincaré
disc. We identify the circle y? + y3 = 1,y3 = 0 of R3 with S'. A singular point of
p(X) contained in S? \ S! or in S! is called a finite or infinite singular point of X,
respectivelly.

We consider the six local charts (U;, ;) and (V;, 1), i = 1,2,3, of S?, where U; =
{yeS? |y >0} Vi={y €$? | y; <0}, and p1(y) = —¥1(y) = (y2.3)/y1, p2(y) =
—¥2(y) = (y1,93)/y2, 03(y) = —¥3(y) = (y1,¥2)/ys. If we denote by (u,v) the value
vi(y),y € Ui, or ¥ (y),y € Vi, i = 1,2,3, we obtain that the expression for p(X) in the

local chart (U1, 1) is given by
i = vi(—uP(1/v,u/v) + Q(1/v,u/v)), © = v TP(1/v,u/v),
in (Uy, p2) is
i = v (Plu/v,1/v) — uQ(u/v,1/v)), & = —v*1Qu/v,1/v),
and, in the chart (Us, ¢3),
i = P(u,v), 0= Q(u,v),

where d is the degree of X. For (V;, 1;) the expression of p(X) is given by the expression
in the chart (U;, ;) multiplied by (—1)471i =1,2,3.

If y is a infinite singular point of X contained in U; or V;,i = 1,2,3, then the
expression of y in the correspondent chart is of the form (u,0) for a suitable choice of
u € R.

Notice that we cover the boundary of the Poincaré disc with Uy, Us, V1 and V5. Since
p(X) is symmetric with respect the origin, to study the infinite singular points of X
it is sufficient to study the infinite singular points contained in U; and the origin of
Us. More details of the Poincaré compactification in [8, Chapter 5].

Let g be a real polynomial function defined on R2. Since the inverse function of
ST :R? = HT is given by @1 = y1/ys, ¥2 = y2/y3,y = (y1,%2,y3) € HT, we observe
that the expression of g =0 in H™ is g(y1/v3,y2/y3) =0 .

Moreover, the inverse of ¢ : U — R? is given by y1 = 1/m, y2 = u/m,y3 = v/m,
with m = v/1 + 42 + v2. Then, the points x = (21, 22) € R? such that g(x,z2) = 0
correspond to the points (u,v) € U such that g(1/v,u/v),v # 0. The inverse of
@9 : Uy — R? is given by y1 = u/m, y2 = 1/m,y3 = v/m. The points x = (z1,z2) € R?
such that g(z1,z2) = 0 correspond to points (u,v) € Us such that g(u/v,1/v),v # 0.

In particular, for f; and fy given by (3) we have the following expressions.

Remark 1. The points of R? of the parabola f; = 0 are mapped into the points (u, v)
such that uwv = 1,v = u? of Uy, Uy, respectively, with v # 0.

Remark 2. The points (x1,x2) € R? of the parabola fo =0 such that z; > 0 or z; <
0, are mapped into points (u, v) of Uy or V1, respectively, such that a+bv+cv?+uv = 0,
with v # 0.
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Remark 3. The points (z1,72) € R? of the parabola f, = 0 such that x5 > 0 or
x5 < 0, are mapped into points (u,v) of Us or Va, respectively, such that au? + buv +
cv? +v =0, with v # 0.

Remark 4. Given A, B,C € R, with B2 4+ C? # 0, the points (x1,72) € R? of the
straight line A + Bx; + Cxy = 0 such that z; > 0 or x5 > 0, are mapped into
points (u,v) € Uj such that Av + B + Cu = 0, or into points (u,v) € Us such that
Av + Bu + C = 0, respectively, with v # 0. If B # 0, it intercepts the line of infinity
v = 0 of chart (U1, p1) at (—B/C,0) if C' # 0 and at the origin otherwise and, if B =0
but AC' # 0, then this straight line intercepts the origin of the chart (Us, p2).

Consider two C! planar vector fields X and Y defined on the open sets U,V C
R?, respectivelly. We say that X and Y are topologically equivalents if there exists a
homeomorphism that maps the orbits of X into orbits of Y preserving the orientation
of all orbits, or reversing the orientation of all orbits. Denoting by 5(z), w(z) and «a(z)
the orbit, the w-limit and the a-limit of a point = € U, respectively, an orbit 5(x) of
the vector field X is called a separatriz of X if

* B(x) = {x}, or
e (3(z)is a periodic orbit and there is a neighborhood of 5(x) with no other periodic
orbits, or
e (3(z) is homeomorfic to R and there is not a neighborhood Z of (x) such that
both situations occurs:
(1) a(y) = a(x) and w(y) = w(x) for each y € Z;
(2) the boundary of Z is formed by w(z),a(z), 8(y) and S(z), where y,z € U
satisfies w(z) = w(y) = w(z) and a(z) = a(y) = a(z).

The union of the separatrices of X is called extended separatriz skeleton, denoted by
¥, and it is a closed set invariant under the flow. Each connected component of R?/%
is called a canonical region and the union of the extended separatrix skeleton with
one orbit in each canonical region is a completed separatrixz skeleton. Two completed
separatrix skeletons are topologically equivalents if there exists a homeomorphism that
maps the orbits of one into orbits of the other preserving the orientation of all orbits,
or reversing the orientation of all orbits.

Theorem 2.1 (Markus-Neumann-Peixoto). Two planar analytic vector fields are
topologically equivalent in R? if and only if their completed separatrices skeleton are
topologically equivalent.

Hence, to determine the global phase portrait of planar systems it is sufficient to
determine only its separatrices and one orbit in each canonical region. The proof can
be found in [9].

3. Phase portrait of the normal forms (4) and (5)

Lemma 3.1. Consider system (4) with the hypothesis A% + B2 + C? # 0.

(i) If B = C = 0 then the phase portrait in the Poincaré disc of system (4) is
presented in Figure 1-(a).

(i) If B # 0,C = 0 then the phase portrait in the Poincaré disc of system (4) is
presented in Figure 1-(b).

(iii) If C # 0 then the phase portrait in the Poincaré disc of system (4) is presented
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in Figure 1-(c).

Proof. We define k(z,y) = A+ Bz + Cy. After the rescaling given by ds = k(z,y) dt,
system (4) is topologically equivalent to system

=1,y =2z, (7)

in the region k(x,y) # 0. Here the comma denotes the derivative with respect to s.
System (7) has no singular points and its orbits are contained in parabolas of the form
y = 22 + a, with o € R. The expression of the points of the parabola y = 22 + o with
y > 0 in the chart (Us, ) is u? = (1 + a)v,v # 0.

The expression of system (4) in the charts (Uy, ¢1) and (Us, p2) are

= (2 —u)k(u,v), 0 = —vk(u,v), (8)
and
= (v—2u®)k(u,v), » = —2uvk(u,v), 9)

respectively. If B = C' = 0 then the degree of system (4) is one and k=k=ATIf
B2+C? # 0 then the degree of system (4) is two and, in this case, k(u,v) = Av+B+Cu
and k(u,v) = Av + Bu+ C. 3

After the rescaling given by dw = k(u, v) ds system (8) becomes

' =2 —uw, v = —0v? (10)
and, after the rescaling given by dw = k(u,v)ds system (9) becomes
v =v—2u? v = —2uv. (11)

System (10) has no singular points. The origin is a nilpotent singular point of system
(11). If we choose f(u,v) = 2u?, F(u,v) = —4u?, G(u,v) = —6u,m = 3,n = l,a =
—4,b = —6 in [8, Theorem 3.5], we obtain that the sectorial decomposition of system
(11) at the origin is composed by a hyperbolic sector and an elliptic sector.

To complete the proof we analyse now the constants A, B and C.

Case (i). If B = C = 0, then k(z,y) = A. There is no finite singular points
in system (4). The phase portrait in the Poincaré disc of system (4) is presented in
Figure 1-(a).

Case (ii). If B # 0,C = 0, then the line k = 0 contains the origin of the Uy. The
phase portrait in the Poincaré disc of system (4) is presented in Figure 1-(b).

Case (iii). If C' # 0 then the curve k& = 0 cuts the line v = 0 of U;. The phase
portrait in the Poincaré disc of system (4) is presented in Figure 1-(c).

O

Remark 5. Notice that if a = —1 then system (5) can be written as system (4). If
A = B = C =0 then system (5) becomes & =y = 0.

Lemma 3.2. Consider system (5) with the hypotheses a # —1 and A2+ B2+ C? # 0.

(i) If B = C = 0 then the phase portrait in the Poincaré disc of system (5) is
presented in Figure 1-(d).
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(i) If C =0 and A # bB/(2(a + 1)) then the phase portrait in the Poincaré disc of
system (5) is presented in Figure 1-(e).

(i) If C # 0 and A # [b/(2(a + 1))][B — Cb/(2(a + 1))] then the phase portrait in
the Poincaré disc of system (5) is presented in Figure 1-(f).

(iv) If C =0 and A =bB/(2(a+ 1)) then the phase portrait in the Poincaré disc of
system (5) is presented in Figure 1-(g).

(v) If C #0 and A = [b/(2(a + 1))][B — bC/(2(a + 1))] then the phase portrait in
the Poincaré disc of system (5) is presented in Figure 1-(h).

Proof. Considering the rescaling given by ds = k(z, y) dt, we obtain that system (5)
is topologically equivalent to system

¥ =21+a)z+0b, ¥y =4(1 +a)y + 2bzx, (12)

in the region k(z,y) # 0. The unique singular point of system (12) is (zq,22), where
xo = —b/2(14a). This is a hyperbolic attracting node (resp. repelling node) if 1+a < 0
(resp. 1 +a > 0).

Now we study the infinite singular points of system (6). The expression of system
(6) in charts (U, 1) and (Uz, ¢2) are, respectively,

i = (2(1 4 a)u — buv + 2b)k(u,v), © = (=2(1 + a)v — bv?)k(u, v) (13)
and
i = (—=2(1+ a)u + bv + 20u®)k(u,v), v = (—4(1 + a)v — 2buv)k(u, v). (14)

B2+ C?£0
v+ B+ Cu and

If B = C = 0 then the degree of system (6) is one and jf =k =
then the degree of system (6) is two, and in this case k(u,v) =
k(u,v) = Av+ Bu+C. 3

After the rescaling giving by dw = k(u,v) ds system (13) becomes

A
A

u' =214 a)u — buv — 2b, v = —2(1 + a)v — bv? (15)

and, after the rescaling giving by dw = k(u,v) ds, system (16) becomes
u' = 2(1+a)u+ bv+ 2bu?, v = —4(1 + a)v — 2buv. (16)

Notice that (ug,0) is the unique singular point (u,v) of system (15) with v = 0,
where ug = b/(1 + a). The origin is a singular point of system (16). The Jacobian
matrix of system (15) evaluated at (ug,0) and the Jacobian matrix of system (16)
evaluated at the origin are, respectively,

(5 ) e (T )

Hence, (ug,0) is a hyperbolic saddle of system (15) and the origin is a hyperbolic
repelling (resp. attracting) node of system (16) when 1+ a < 0 (resp. 1 +a > 0).

We determine the phase portrait of system (5) using systems (12), (15), (16) and
the conditions on A, B and C.
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Case (i). If B = C = 0, then k is a constant function different from zero and
(z0,73) is the unique singular point of system (5). The phase portrait in the Poincaré
disc of system (5) is presented in Figure 1-(d).

From now on we suppose that B? + C? # 0. Observe that k(zg,73) = 0 & A =
[b/(2(a+1))][B—bC/(2(a+1))], k(ug,0) = 0 < B+Cug = 0 and k(0,0) = 0 < C = 0.
Since B2 + G2 # 0 we obtain k(ug,0) = 0 < k(0,0) # 0.

Case (ii). If C = 0 and A # bB/(2(a + 1)) then the finite singular point (zg,x3)
is not contained in the line & = 0 and the origin of Us is contained in the line k = 0.
The phase portrait in the Poincaré disc of system (5) is presented in Figure 1-(e).

Case (iii). If C # 0 and A # [b/(2(a + 1))][B — bC/(2(a + 1))] then the finite
singular point (z,x3) is not contained in the line k¥ = 0 and the infinite singular point
(ug, 0) is contained in the line k& = 0. The phase portrait in the Poincaré disc of system
(5) is presented in Figure 1-(f).

Case (iv). If C = 0 and A = bB/(2(a + 1)) then the finite singular point (z¢, 23)
is contained in the line k = 0 and the origin of U, is contained in the line k = 0. The
Poincaré disc of system (5) is presented in Figure 1-(g).

Case (v). If C #0and A = [b/(2(a+1))][B—bC/(2(a+1))] then the finite singular
point (zg,z2) is contained in the line ¥ = 0 and the infinite singular point (ug,0) is
contained in the line & = 0. The phase portrait in the Poincaré disc of system (5) is
presented in Figure 1-(h). O

4. Phase portrait of the normal form (6)

Remark 6. All the isolated finite singular points of system (6) are contained in the
intersection of the parabolas fi = 0 and fo = 0. In system (6), if a = —1, then f; =0
and fy = 0 are never tangent. On the other hand, if a # —1 and (x,y) € R? satisfies
fi(z,y) = fo(z,y) = 0, then k(x,y) = 0 if, and only if, the parabolas f; = 0 and
f2 = 0 are tangent.

Remark 7. The vector field defined by the normal form (6) is topologically equivalent
to the vector field defined by

&= (a+1)z* —bx+c, y=2(a+1)zy— by — bx? + 2cz,

under the change of coordinates given by (¢,z,y) — (—t, —z,y). Therefore, in this
section we consider only the case b > 0.

From now on we consider § = 4(1 + a)c and § = /b> —4(1 + a)c, that is, 6 =
b2 — 0.

Remark 8. If a # —1,b* = 6, then system (6) becomes system (5) with A = b/(2(1+
a)),B =1 and C = 0. Considering a = —1, b = 0,¢ # 0, system (6) becomes system
(4) with B=C=0and A=c.

Remark 9. From remarks 7 and 8 it is sufficient to consider the cases:

(i) a# —1,b>0,b> #£0,
(i) a = —1,b > 0.
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4.1. Finite Singular Points
Remark 10. In the case that b < 6, system (6) has no singular points.

Lemma 4.1. Ifa = —1 and b > 0, then system (6) has a hyperbolic repelling node as
its unique singular point.

Proof. Under these hypotheses the unique singular point (z,y) of system (6) is
(—c/b,c?/b?). The eigenvalues of the Jacobian matrix at this point are both equal
to b, what implies that it is a hyperbolic repelling node. ]

Lemma 4.2. Suppose that a # —1 and b> > 0. Then system (6) has two singular
points, (x1,y1) and (x2,y2), with x1,xe > 0, where the first point is a hyperbolic
repelling node and the second point is a hyperbolic attracting node. If 1 +a > 0, then
ro < x1 and if 1 +a <0, then 1 < xo.

Proof. If b> > 6 then the singular points (x1,%1) and (z2,y2) of system (6) are such
that oy = (=b+ 6)/2(1 +a), 22 = (=b — 6)/2(1 + a), y1 = 1% and yo = 222 The
eigenvalues of the Jacobian matrix of the vector field defined by system (6) evaluated
at (z1,y1) are equal to 0, and at (z2,y2) are equal to —d. Since § = V> —6 > 0,
the point (z1,¥1) is a hyperbolic repelling node and (z2,y2) is a hyperbolic attracting
node.

Moreover, it is not difficult to notice that if 1 +a > 0, then 9 < z; and, on the
other hand, if 1 + a < 0, we have 1 < x2. Due to the fact that f; = 0 has no points
in the third and forth quadrants, we conclude the proof of the lemma. O

4.2. Infinite Singular Points

The expression of the Poincaré compactification of system (6) in the charts (U, 1)
and (Us, p2) is

i = (14 a)u— cuv® +2cv +b, v = —v((1+a) + bv + cv?), (17)
and
0= —(1+4 a)u® + cv? — 2cuv — bu?, 0 = —v(2(1 + a)u + bu® + 2cuv + bv),  (18)

respectively.

4.2.1. Infinite singular points in Uy

In Lemma 4.3 we summarize the possibilities for the infinite singular points of system
(6) contained in Uj.

Lemma 4.3. If a # —1, then there is an unique singular point (u,v) of system (17)
such that v =0 and it is a hyperbolic saddle; if then 1 + a < 0 the stable manifold is
contained in the azxis v = 0; if 1 +a > 0 then the unstable manifold is contained in the
arisv=_0. Ifa = —1 and b > 0, system (17) has no singular points (u,v) with v = 0.

Proof. If a # —1 then the unique singular point (u,v) of system (17) with v = 0 is
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(—=b/(1+a),0). The Jacobian matrix of system (17) evaluated at this singular point is

("5 )

and it is a hyperbolic saddle. If 1 + a < 0, the axis v = 0 contains the stable manifold
and, if 1 +a > 0, the axis v = 0 contains the unstable manifold of system (17).

If @ = —1 and b # 0 then system (17) has no singular point of the form (u,v) with
v=0. U

4.2.2. The origin of Uy

The origin is a linearly null singular point of system (18). To study this point we
consider the blow-up in the wu-direction given by u = p, v = pq that carries system
(18) into

p=p*(—(1+a)+cq® — 2cpg — bp), ¢ = —pq((1 + a) + bq + cg*). (19)

This blow-up maps the region u < 0,v > 0 into the region p < 0,¢q < 0, and the region
u < 0,v < 0 into the region p < 0,q > 0. Taking the rescaling defined by ds = pdt,
system (19) becomes

—

P =p(-(1+a)+cq —2cpq—bp), 7 =—aq((1+a)+bg+cg*). (20)

Considering the possibilities for system (20), we divide the study of the origin of
system (18) in three cases.

Lemma 4.4. If a # —1 and b* > 0 then the local phase portrait of system (18) at the
origin is presented in Figure 2-(c).

Proof. We consider the cases ¢ # 0 and ¢ = 0 separately.

Case 1. Suppose that ¢ # 0. The singular points (p, g) of system (20) with p = 0 are
(0,w;),5 =0,1,2, where wy = 0, wy = (—b+9)/2c and ws = —(b+7)/2c. The Jacobian
matrices of the vector field defined by system (20) evaluated at (0,w;), (0,w2) and

(0, ws) are
<_(10+a) —(1O+a)>’ <_061 2) and <602 —062>’

respectively, where ¢; = §(b—6)/2c and €3 = 6(b+ J)/2¢c. Then (0,w;) is a hyperbolic
node and (0, ws), (0, ws3) are hyperbolic saddles.

If 1+a < 0and ¢ > 0, then w3y < wy < wo, €1 < 0and ey > 0;if 1+a <0 and ¢c <0,
then w1 < wo < wg, €1 < 0 and €5 < 0;if 1 +a > 0 and ¢ > 0, then w3 < wy < wy,
€1 > 0 and eg > 0; finally, if 1 +a > 0 and ¢ < 0, then wy < w; < ws, €4 > 0 and
€9 < 0.

Observe that the straight lines ¢ = wj,j = 0,1, 2 are invariant algebraic curves of
system (20). Since the straight line § = w; corresponds to the straight line v = wju,
the straight lines v = wju are invariant algebraic curves of system (18), j = 0,1,2.
Moreover in system (18) we have 1|,—o = cv?.

We summarize the blow-up in the case that 1 4+ a < 0 and ¢ > 0 in Figure 2. If
1+4+a > 0,c < 0, then the orientation of all orbits are reversed. In the case 1 + a <
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0,c > 0, the blow-up is summarized in Figure 3 and, if 1 +a > 0,c¢ > 0, then the
orientation of all orbits are reversed.

N TN

S XK
R
(a) (b) (¢)

Figure 2. Phase portrait of system (18) at (0,0) for the case that 1 +a < 0, b > 6 and ¢ > 0. (a) System
(20), where w3 < wy < wa. (b) System (19). (c) System (18). If 1 +a > 0,52 > 6,c > 0, all the orbits are
reversed.

Figure 3. Phase portrait of system (18) at (0,
(20), where w1 < w2 < wa. (b) System (19). (c
reversed.

0) for the case that 1 +a < 0, b2 > 0 and ¢ < 0. (a) System
) System (18). If 1 +a > 0,b% > §,c > 0, all the orbits are

Case 2. Suppose that ¢ = 0. Since b > 6 it follows that b > 0, and the singular
points (p,q) of system (20) with p = 0 are (0,w;),j = 1,2, where w; = 0 and wy =
—(1+a)/b. The Jacobian matrices of the vector field defined by system (20) evaluated
at (0,w;) and (0,ws) are

<_(10+ a) _(10+ a)) and <_(10+ % (1 J(i a)) 7

respectively. Hence, w; is a hyperbolic node and ws is a hyperbolic saddle.

Observe that the straight lines § = wj,j = 1,2 are invariant algebraic curves of
system (20). Since the straight line § = w; corresponds to the straight line v = wju,
the straight lines v = wju are invariant algebraic curves of system (18), j = 1,2.
Moreover in system (18) we have 1i|,—o = 0, 0|y—0 = —bv.

We summarize the blow-up in the case that 1 +a < 0 in Figure 4.

Observe that the phase portrait of Figures 3-(c) and 4-(c) are topologically equiva-
lent to the phase portrait presented in the Figure 2-(c). ]

Lemma 4.5. If a # —1 and b*> < 0, then the local phase portrait of system (18) at
the origin is presented in Figure 5-(c).
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Figure 4. Phase portrait of system (18) at (0,0) for the case that 1 4+ a < 0, b2 > 6,c = 0. (a) System (20),

where w1 < wa. (b) System (19). (c) System (18). If 1 + a > 0, then w2 < w; and the orientation of orbits in
(c) are reversed.

Proof. From b? < 6 it follows that ¢ # 0. The unique singular point (p,q) of system
(20) with p = 0 is the origin. The Jacobian matrix of the vector field defined by system

(20) evaluated at (0,0) is
(—(1 +a) 0 )
0 —(14a))’

and this point is a hyperbolic node.

In system (18) we have |,—0 = cv?. We summarize the blow-up in the case that
1+a < 0,c<0in Figure 5.

q q v

3
=
IS

(a) (b) (¢)

Figure 5. Phase portrait of system (18) at (0,0) for the case that 1 +a < 0,b% < 6,¢ < 0. (a) System (20).
(b) System (19). (c) System (18). If 1 + a > 0, then ¢ > 0 and the orientation of the orbits are reversed.

O]

Lemma 4.6. If a = —1 and b > 0 then the local phase portrait of system (18) at the
origin is presented in Figure 7-(c).

Proof. If ¢ # 0 then (0,w;), j = 1,2, are the singular points (p,q) of system (20) with
p =0, where w; = 0 and wy = —b/c. If ¢ = 0 then (0, w,) is the unique singular point
(P, q) of system (20) with p = 0. In both cases, the origin of system (20) is a linearly
null singular point.

In order to determine the sectorial decomposition of the origin of system (20), we

use the blow-up in the g—direction given by p = zw, § = w. Under this change of
coordinates system (20) becomes

2 = 2w(2cw — bz — 22w +b), w' = —w? (b + cw). (21)

This blow-up maps the region p < 0,7 < 0 into the region z > 0,w < 0 and the
region p > 0,g < 0 into the region z < 0,w < 0. Taking the rescaling defined by
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ds = wds, system (21) becomes
Z'=z(2cw —bz — 2cz w+b), W = —w(b+ cw). (22)

The singular points (Z,w) of system (22) with w = 0 are y; = (0,0) and y2 = (1,0).
The Jacobian matrix of the vector field defined by system (22) evaluated at y; and y»

are
b 0 -b 0
(@ 5) = (0 5),
respectively. Therefore, y; is a hyperbolic saddle and yo is a hyperbolic attracting

node.
Observe that in system (20) we have /|0 = 0 and ¢ = —g*(b+cq). We summarize

e b
) W\ /?//

Figure 6. Phase portrait of system (20) at (0,0) for a = —1 and b > 0. (a) System (22). (b) System (21). (c)
Phase portrait of system (20) at the origin.

w

A

Now that we know the local phase portrait in a neighborhood of the origin of system
(20) we can determine the behavior of system (18) at the point (0,0).

Case 1. ¢ # 0. The singular points (p,q) of system (20) with p = 0 are (0,w;),j =
1,2, where wy = 0 and wy = —b/c. The Jacobian matrix of the vector field defined by
system (20) evaluated at the singular point (0, w2) is

(5" 2e):

then (0,ws2) is a hyperbolic saddle of system (20).

Observe that the straight lines § = wj,j = 1,2 are invariant algebraic curves of
system (20). Since the straight line § = w; corresponds to the straight line v = wju,
the straight lines v = wj;u are invariant algebraic curves of system (18), j = 1,2. In
system (18) we have |,—¢ = cv? and |y—g = —bu?.

We summarize this blow-up for the case ¢ > 0 in Figure (7). If ¢ < 0, the singular
point (0, —b/c) is in the positive axis y and the separatrix with y < 0 is in the third
quadrant.

Case 2. ¢ = 0. The unique singular point (p,q) of system (20) with p = 0 is (0,0).

In system (18) we have |y,—o = 0,7|u—0 = —bv?. We summarize the blow-up in
Figure 8. Observe that the phase portraits of figures 7-(c) and 8-(c) are topologically
equivalent.

O
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(a) (b) (c)

Figure 7. Phase portrait of system (18) at (0,0) for a = —1, b > 0 and ¢ # 0. (a) System (20) with ¢ > 0.

(b) System (19) with ¢ > 0. (c) Phase portrait of system (18) at the origin with ¢ € R.
v
(a) (0) (¢)

Figure 8. Phase portrait of system (18) at (0,0) for a = —1, b > 0 and ¢ = 0. (a) System (20). (b) System
(19). (c) Phase portrait of system (18) at the origin.

q q

5. Proof of Theorem 1.3

Using the information obtained in the subsections 4.1 and 4.2 we presented the neigh-
borhoods of the singular points of system (6) in the Poincaré disc in Figure 9. Using
Remarks 1-4, the Theorem of Poincaré-Bendixson and the Markus-Neuman-Peixoto
Theorem we obtain the phase portraits (i) — (k) in Figure 1. The phase portraits
(a) — (h) in Figure 1 was presented in Lemma 3.1, Lemma 3.2 and Remark 8.

(a) (b) (¢)
Figure 9. Phase portraits in the Poincaré disc. (a) System (6) with a = —1,b > 0. (b) System (6) with

14+a<0,b%2>0.1f 1 +a > 0, the orientation of all orbits are reversed. (c) System (6) with 1 +a < 0,b% < 6.
If 1+ a > 0, the orientation of all orbits are reversed.

Acknowledgements

The authors would like to thank Professor J. Llibre for interesting suggestions on the
subject of this work. The first author was supported by CAPES.



References

[1] Christopher C. Quadratic systems having a parabola as an invariant curve. Proceedings
of the Royal Society of Edinburgh; 1989. n. 112A, p. 113-134.

[2] Oliveira R, Rezende A, Sclomiuk D, Vulpe N. Geometric and algebraic classification of
quadratic differential systems with invariant hyperbolas. Electronic Journal of Differential
Equations; 2017. v. 2017, n. 295, p. 1-122.

[3] Schlomiuk D, Vulpe N. Global topological classification of Lotka-Volterra quadratic dif-
ferential systems. Electronic Journal of Differential Equations, 2012. v. 2012, n. 64, p.
1-69.

[4] Llibre J, Messias M, Reinol A. Normal forms and global phase portraits of quadratic
and cubic integrable vector fields having two nonconcentric circles as invariant algebraic
curves. Dynamical Systems, 2017. n. 3, 374 390.

[5] Llibre J, Yu J. Phase portraits of quadratic systems with an ellipse and a straight line as
invariant algebraic curves. Electronic Journal of Differential Equations, 2015. v. 2015, n.
314, p. 1-14.

[6] Llibre J, da Silva MF. Phase portraits of integrable quadratic systems with an invariant
parabola and an invariant straight line. C. R. Acad. Sci. Paris, 2019. ser. I, n. 357, p.
143-166.

[7] Sdez E, Szdnt6 I. A cubic system with a limit cycle bounded by two invariant parabolas.
Differential Equations and Dynamical Systems, 2009. v. 17, n. 1&2, p. 163-168.

[8] Dumortier F, Llibre J, Artés JC. Qualitative theory of planar differential systems. Uni-
versitext: Springer—Verlag, 2006.

[9] Neumann DA. Classification of continuous flows on 2-manifold. Preceendings of the Amer-
ican Mathematical Society, 1975. v. 48, n. 1, p. 73-81.

Appendix A. Proof of propositions 1.1 and 1.2

The proofs presented in this appendix follow from polynomial identities. Here we use
the software WxMaxima to compute the coefficients of the polynomials.

Proof of Proposition 1.1.

Proof. Suppose that the invariant parabolas are given by F; = 0, F5 = 0, where

Fy(z,y) = Az’ + Bey+ Cy*> + Dz + Ey+ F

Fy(x,y) = Az* + Bzy + Cy?> + Dx + Ey + F,

BDE + CD? £0,A EE-BDE +C D’ # 0 to avoid degenerate conics. Suppose
that F; and F5 are polynomials relatively prime.

First, we do an appropriate transformation to rotate the parabolas so that the
straight line x = 0 is the axis of symmetry of F; = 0, and it is concave upward.
Second, we translate the vertex of F} = 0 to the origin and then, we rescale the
coordinates such that F; = 0 takes the form y — 22 = 0. Therefore, from now on we
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assume that the invariant parabolas are defined by f; = 0, fo = 0, where
fi(z,y) =y —2” and fo(x,y) = Az® + Bxy + Cy* + Dx + By + F, (A1)
b 2 52 2 =2 - =
with A+ B "+ C" #0,B" =4A C and
AE°-BDE+CD +0. (A2)

From [1, pp. 115] it follows that the general form of a polynomial planar system
with degree < 2 having f; = 0 as an invariant parabola is

i=C(y—2%) + (A+ Bz + Gy) + Exy, A3
y = D(y — 2%) + 22(A + Bz + Gy) + 2E32, (A3)
where A, B,C, D, F and G are real parameters. Let X be the vector field defined by
system (A3). The cofactor k; is given by k; = 2Ey — 2Cz + D.

From the Darboux Method (see Theorem 8.7 of [8]) it follows that there exists a
first integral of X of the form H = ff‘fzﬁ, with a, B € R, a? + 8% # 0, if and only if,
aky 4 Bko = 0, where k1, ko are the cofactors of f1, fo, respectively.

Then, the curve fo = 0 is an invariant parabola and there exists a first integral of
X of the form H = ff‘fQB, with o, 8 € R, a? + B2 # 0, if and only if, X(f2) = M1 f2
for some A € R.

To prove the statement of Proposition 1.1 we consider the following cases: Case 1.
B #0; Case 2. B=A =0 and Case 3. B = C = 0. We will prove that, under the
conditions of Case 1 or Case 2, if there exist A € R such that X (fz) = Akyfo, then
X = 0 or the condition (A2) is not satisfied. In the third case, we will use a change of
coordinates to put fo = 0 into the form given by (3). To avoid polynomials of higher
degree in several variables, we will divide cases 1 and 2 in appropriated subcases.

Case 1. Suppose B # 0. Since B’ = 4AC we obtain 4 C # 0. After a division of
fo = 0 by C we may suppose that C =1 and A = §2/4.

Computing the coefficients of the polynomials X (f2) and Akjfo, it follows that
X (f2) = Mk1fo if, and only if, A, B,C, D, E,G and X satisfy the following nonlinear
system with ten equations

BC(A—1)—2D+4B =0
9BC(3\—2) — B°E +4BG — 8D + 16B =0
BE(2A—3) — 20X —4G =0

E(A—2)=0
ADC(2\ —1) — B’DA— 4ED + 2(4E + B')B+8BA =0
ANEC — 2DE(2\ — 1) — 2BD(A — 1) + 4EG + B°-G + B°C (A4)

+2BB+8A4=0
2EE(A-1)+D(\—-2)—BG—-BC =0
AFCA—2DDA+4EA+2DB+ B A=0
2FEA+ED(A—1)— DG - DC —BA=0
FD)A—-DA=0.

In order to solve system (A4) we consider the following subcases.
Case 1.1. Suppose C = 0.
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From the fourth equation of system (A4) it follows that A = 2 or E = 0. A straight-
forward computation proves that X = 0 in both cases.
Case 1.2. Suppose C # 0.
After the division by C, and the change of variables given by A — A/C,B —
B/C,Dw— D/C,Ew— E/C,G+~ G/C and X\ — A, system (A4) becomes
B(A—1)—2D+4B=0
9B(3\—2) — B'E+4BG — 8D +16B =0
BE(2\ —3) —2X—4G =0

E(A—2)=0
AD(2\ — 1) — B°D\— 4ED + 8EB + 2B°E + 8BA =0
AE)\ — 2DE(2)\ — 1) — 2BD(\ — 1) + 4EG + B°G (A5)

+B>+29BB+84=0
2EE(A - 1)+ D(A—2)—-BG—-B=0
AF)\—2DDA+4EA+2DB + B°A=0
SFEA+ED(A—1)—DG—D—-BA=0
FDXN—DA=0.

From the fourth equation of system (A5) it follows that A =2 or A # 2, E = 0.

If A = 2, from the third and seventh equation we obtain £ = 0, G = —1. Using the
first and nineth equation we have B = (2D —b)/4 and A = De/b. Using sixth equation
b+2D =0 or 8¢ — b2 = 0; in both cases there is a contradiction with (A2).

If A # 2, E =0 we obtain G = —\/2,D = —b/2, B = —b\/4, A = —e\/4. From the
nineth equation we obtain be — 2d = 0 and this is a contradiction with (A2).

Case 2. Suppose B = A = 0. From (A2) we obtain D # 0. Computing the coeffi-
cients of the polynomials X (f2) and Ak fo, it follows that X (fa) = Aky f2 if, and only
if, A,B,C,D,E,G and X satisfy D = 2B,G = —C\/2 and the following nonlinear
system with seven equations

E\A-2)=0

C2A—1)=0

CE)N—2EDA+ ED +4AC =0

EEXN+ BCA— EE —-2BC =0 (A6)

2CEXN —2BD)A+2AE +BD =0
AEEN+4BEXN+ CD)N—4BE —2CD =0
2BF)\— AD = 0.

From the first equation of system (A6) it follows that A =2 or A # 2, E = 0.

If A\ = 2 second, seventh and third equation we obtain C = 0,4 = 4Bf/d,E =
(16 Bcf)/(3d?), respectively. Using fourth equation we have Bef = 0. From fifth equa-
tion it follows that B = 0. Then X = 0.

If A # 2, F = 0 then from fourth, seventh and sixth equation it follows that B =
0,A =0,C = 0 respectively. Then X = 0.

Case 3. Suppose B = C = 0. From (A2) it follows that E # 0. Using (A1), after
the division of equation fo = 0 by E we may suppose that £ = 1. We rename the
coefficients of fy and write fa(z,y) = az? +bx 4+ c+y. To avoid the parabolas coincide
we consider the condition (a + 1)? + b? 4 ¢ # 0. O

Proof of Proposition 1.2. As in the proof of Proposition 1.1, the general form of
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a polynomial system with degree < 2 having f; = 0 as an invariant parabola is given
by (A3). Let X the vector field defined by system (A3). There exists A € R such that
X (f2) = Mk1fo if, and only if, A, B,C, D, E,G and X satisfy the following nonlinear
system with seven equations

C(A-1) =0,

EA-1)=0

—2bCA + aDA +bC —2aB+ D — 2B =0

2EX — 2C\ — bE — 2aG — 2aC — 2G =0 (A7)

—2cCA\+bDX\ —bB —2aA—-2A=0
2cEA+ DX —bG —bC —D =0
cDX—bA =0.

From the first and second equations we know that A =1 or, if A # 1, then C = E = 0.
We shall study both cases separately.

Case 1. Suppose A = 1.

Case 1.1 Suppose b = ¢ = 0. Since f1 # fo we obtain a # —1. Then A =0, D = 2B
and G = —C and X is topologically equivalent to the vector field given by system (5).

Case 1.2 Suppose b = 0 and ¢ # 0. Then D = F = 0 and we consider the cases
a=—-landa# —-1,B=0,G=—-C.

If a = —1 then C' =0 and X is given by system (4).

Ifa#-1,B=0,G=—C then A= —Cc¢/(a+1) and X is topologically equivalent
to the vector field defined by system (6).

Case 1.3. Suppose b # 0 and b> —4(a+1)c # 0. In this case A = Dc/b, E = 0,G =
—C,D = B,C = —B(a+ 1)/b and X is topologically equivalent to the vector field
defined by system (6).

Case 1.4. Suppose b # 0 and b — 4(a + 1)ec = 0. Then ¢ = b*/(4(a + 1)), A =
Dc/b,C = ((D —2B)(a+1))/b,G = (2Ec — Cb)/b and X is topologically equivalent
to the vector field defined by system (5), but with

k(z,y) = b*Cy+2(a+1)(bB — 2(1 + a)A)z + 2(a + 1)bA.

After the change o variables A — A/(2(a+1)b), B — (B+4(a+1)2A)/(2b(a+1)),C
C/b?, we obtain the expression of k given by (5).

Case 2. Suppose A # 1 and C = F = 0. From the fourth equation it follows that
a=—-lora# —1and G =0.

Case 2.1. Suppose a = —1. From the third equation of system (A7) it follows that
D = 0 and system (A7) becomes

Bb=0, Gb=0, Ab=0.

Suppose b = 0. Since f; = 0 is different from fo = 0 it follows that ¢ £ 0. In this
case X is given by system (4).

Suppose b # 0. Then A= B =G =0and X =0.

Case 2.2. Suppose a # —1 and G = 0. From the third, fifth and sixth equation it
follows that B =0, A = 0 and D = 0, respectively. Then X = 0. O
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6 Conclusao

Ao longo desse trabalho demonstramos o Teorema de Grobman-Hartman e o Teo-
rema da Variedade Estavel Local, resultados essenciais no estudo do comportamento local
de pontos singulares hiperbélicos de sistemas diferencias de classe C'. Apesar de terem
demonstragoes longas e que dependem de resultados preliminares, os teoremas provados
nos Capitulos 3 e 4 sao de facil aplicacao, como pode ser visto na andlise realizado no
Capitulo 5.

O estudo das formas normais dos sistemas que definem uma subfamilia dos sistemas
quadraticos planares integraveis que possuem duas parabolas invariantes nos permitiu
descrever os onze possiveis retratos de fase globais dessa subfamilia, além de verificarmos

que todos os pontos singulares isolados, quando existem, estao sobre a intersecao das
pardbolas fi =0 e fo = 0.

A técnica do Blow-up teve papel essencial no estudo de pontos singulares linear-
mente nulos, aqueles cuja matriz Jacobiana da funcao aplicada no ponto singular é nula.
Além disso, por meio da Compactificacdo de Poincaré, pudemos compreender o compor-
tamento global das trajetérias dos sistemas analisados, nao nos restringindo apenas a seu

comportamento local.

Esse trabalho teve como intengao descrever uma subfamilia de sistemas diferen-
ciais que, até onde sabemos, ainda nao havia sido estudada, com o intuito de contribuir
para o estudo dos sistemas diferenciais quadraticos planares integraveis, estudo este bas-
tante amplo no qual ainda had muito a ser investigado para que possamos descrevé-los
em termos de comportamento global. As técnicas aqui empregadas podem ser utilizadas
para o estudo de outras subfamilias cujo retrato de fase e formas normais ainda nao foram

descritos.
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