UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA MARIA

CENTRO DE CIENCIAS NATURAIS E EXATAS
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

Luiza de Paula Ghisleni

COGRAFOS INTEGRAIS

Santa Maria, RS
2021



Luiza de Paula Ghisleni

COGRAFOS INTEGRAIS

Dissertagao apresentada ao Curso de
Pés-Graduacdo em Matematica, da
Universidade Federal de Santa Maria
(UFSM, RS), como requisito parcial
para a obtencao do grau de Mestre em

Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Fernando Colman Tura

Santa Maria, RS

2021



This study was financied in part by the Coordenacdo de Aperfei coanento de
Pessoal de Nivel Superior - Brasil (CAPES) — Finance Code 001

de Paul a Chisleni, Luiza
Cografos Integrais / Luiza de Paula Ghisleni.- 2021.
59 p.; 30 cm

Oientador: Fernando Col man Tura

Di ssertacdo (nestrado) - Universi dade Federal de Santa
Maria, Centro de Ci éncias Naturais e Exatas, Programa de
P6s- Graduagdo em Matendtica, RS, 2021

1. Cografos 2. Espectro integral 3. Coarvore
bal anceada 4. Triangulo conbinatério |I. Col man Tura,
Fernando Il. Titulo.

Si stema de geracdo automatica de ficha catal ografica da UFSM Dados forneci dos pel o
autor(a). Sob supervisédo da Direcdo da Divisdo de Processos Técnicos da Biblioteca
Central. Bibliotecaria responsavel Paula Schoenfeldt Patta CRB 10/1728.

Declaro, LU ZA DE PAULA GH SLENI, para os devidos fins e sob as penas
da lei, que a pesquisa constante neste trabal ho de conclusdo de curso
(Dissertacdo) foi por mm elaborada e que as informagcdes necessarias
objeto de consulta em literatura e outras fontes estdo devidanente
ref erenci adas. Declaro, ainda, que este trabalho ou parte dele néao foi
apresentado anteriornente para obtencdo de qualquer outro grau
académ co, estando ciente de que a inveracidade da presente declaracao
podera resultar na anulacdo da titulacao pela Universidade, entre outras
consequénci as | egai s.



Luiza de Paula Ghisleni

COGRAFOS INTEGRAIS

Dissertacdo apresentada ao Curso de Pos-
Graduagdao em Matematica, da Universi-
dade Federal de Santa Maria (UFSM, RS),
como requisito parcial para a obtengao do

grau de Mestre em Matematica.

Aprovado em 16 de Setembro de 2021:

Tk B

Fernando Colman Tura (UFSM)
(Presidenta/Orientador)

Jodo W%ymzzarin (UFSM)

Luiz Emilio Allem (UFRGS)

Santa Maria, RS
2021



Agradecimentos

Agradec¢o a minha familia por todo apoio durante o mestrado. Vocés foram e sao

minha base, muito obrigada. Amo voceés!

Agradego aos meus amigos, que estiveram comigo durante o mestrado, de longe
ou de perto, presente ou distante. Por todos os momentos compartilhados na sala do
PPGMat, sejam eles de estudos ou de truco e campeonato de truco nas juncoes. Na
pandemia a distancia, agradeco as videos chamadas e os dudios compridos. Todos vocés

estdo no meu coragao!

Gostaria também de agradecer meu orientador Fernando Colman Tura. Foi um
imenso prazer trabalhar com vocé no periodo que estive na UFSM. Tenho imensa gratidao
pela forma como acreditou no meu potencial, e me ajudou e enxerga-lo até mesmo quando
eu nao mais o via. Extendo aqui, atravéz da figura deste professor, meu agradecimento a

todos os professores que fizeram parte da minha formacao.

Agradeco aos professores Joao Roberto Lazzarin e Luiz Emilio Allem, por acei-
tarem ser minha banca de defesa, e pelas consideracoes que melhoraram a dindamica e o

aspecto do texto.

E por ultimo, mas nao menos importante, agradeco a meu amor Maxiny e nossa

gatinha Phoebe, vocés sdo minhas doses de inspiracao e amor didrias!

Também agradeco a CAPES, pelo apoio financeiro.



“Estudar ndo € um ato de consumir idéias, mas de crid-las e recrid-las .”

- Paulo Freire.



RESUMO

COGRAFOS INTEGRAIS

AUTORA: Luiza de Paula Ghisleni
ORIENTADOR: Prof. Dr. Fernando Colman Tura

Dentre os temas de interesse da Teoria Espectral de Grafos, esta a busca por cografos
integrais. A partir disso, e motivados pelas caracteristicas estruturais desses grafos, e
por suas propriedades espectrais, propomos, na presente dissertacao, mostrar que duas
técnicas distintas (algoritmica e combinatéria) podem ser efetivamente usadas para ca-
racterizar, ou determinar classes de cografos integrais. Por via coarvores balanceadas,
partimos de cografos associados a coarvores do tipo balanceadas, e com o auxilio do Al-
goritmo de Diagonaliza¢io(Tg,, ) determinamos os autovalores do respectivo cografo,
que sdo inteiros; e por via tridngulos combinatérios, determinamos quais cografos, dos
tipos associados ao tridngulo Determinante do Triangulo de Hosoya H, sdao integrais. Os
principais resultados obtidos sao o Teorema 3.4.4, do artigo de Allem e Tura (2020), o
Teorema 4.3.8 e a Proposicao 4.3.6, do artigo de Ching, Flérez e Mukhrjee (2020). Esses,
nos levam a caracterizar que para w = 3t e w = 3t + 1, os cografos, respectivamente, com
e sem lacos, associados as matrizes de adjacéncia S;, mod 2 e S,, mod 2, sao integrais;

como também, determinar que cografos com coarvores balanceadas T¢;, sao integrais.

Palavras-chaves: Cografos. Espectro integral. Coarvore balanceada. Triangulo combi-

natorio.



ABSTRACT

INTEGRAL COGRAPHS

AUTHOR: Luiza de Paula Ghisleni
ADVISOR: Prof. Dr. Fernando Colman Tura

The search for integral cographs is a topic of interest in Spectral Graph Theory. From this,
and motivated by the structural characteristics of these graphs, and by their spectral pro-
perties, we propose, in this dissertation, to show that two distinct techniques (algorithmic
and combinatorial) can be effectively used to characterize, or determine classes of integral
cographs. Through balanced cotrees, we started from cographs associated with balanced
cotrees, and with the aid of Algorithm Diagonalize(Tg,,x) we determine the eigenvalues
of the respective cograph, which are integers; and through combinatorial triangles, we
determine which cographs are integrals, of the associates with the triangle Determinant
Hosoya Triangle H. The main results obtained are the Theorem 3.4.4, from the article
by Allem and Tura (2020), the Theorem 4.3.8 and the Proposition 4.3.6, from the article
by Ching, Flérez and Mukhrjee (2020). These lead us to characterize that for w = 3t
and w = 3t + 1, the cographs, respectively, with and without loops, associated to the
adjacency matrices S; mod 2 and S,, mod 2, are integrals; and cographs with balanced

cotrees T, , also they are integrals.

Key-words: Cographs. Integral cographs. Balanced cotrees. Combinatorial triangles.
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1 Introducao

Minimizar os custos de uma rede de transportes publicos, ou analisar um efeito
social, sdo exemplos de problemas que envolvem relacao entre objetos. Ao abstrair ma-
tematicamente estes problemas, decodificamos as relagoes entre os pares de objetos -
relagbes (em arestas) e objetos (em vértices) - para simplificar a andlise e assim obter

uma possivel solugdo. Essa abstragdo origina estruturas matematicas, chamadas grafos.

Um grafo G ¢ uma estrutura G(V, E) que consiste de um conjunto V finito e nao
vazio cujo os elementos sao chamados de vértices, e um conjunto £ de subconjuntos de
dois elementos de V' denominados arestas. A Figura abaixo ilustra a representacao de um

grafo.

Figura 1 — Um grafo G

Os grafos por sua vez sao classificados em diferentes classes, de acordo com suas
caracteristicas estruturais. Um exemplo ¢ a classe dos grafos regulares que sao estruturas
em que todo vértice de V' admite o mesmo grau (ntmero de arestas incidentes a um
vértice). Outra classe de grafos sdo os bipartidos. Um grafo G é dito bipartido se o
conjunto de vértices é particionado em dois conjuntos disjuntos U e V' tais que toda

aresta conecta um vértice de U a um vértice de V.

Uma vez que a estrutura de um grafo esta definida, a seguinte pergunta é razoavel:
ao decodificar problemas que envolvam relagoes entre objetos em grafos, estamos também
decodificando as possiveis solu¢oes desses problemas? Mais especificamente, se associamos
ao grafo a matriz adjacéncia, que consiste em uma matriz simétrica de zeros e uns, e
calculamos os autovalores do polinémio caracteristico associado, podemos afirmar que
esses autovalores descrevem propriedades do grafo ? Caso afirmativo, estamos diante do

objetivo central da Teoria Espectral de Grafos.

Historicamente, a conexao da estrutura de um grafo e seus autovalores vem da
teoria quantica. O quimico Hiickel, desenvolveu uma teoria associando um grafo a uma
estrutura molecular, onde autovalores associados a tal grafo correspondem aos niveis de

energia dos elétrons.
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Hiickel decodificou o problema de determinagdo de energia de cada orbital, na
determinagao do espectro do grafo correspondente (ABREU, DEL-VECCHIO, TREVI-
SAN, VINAGRE, 2014). No estudo da Teoria de Hiickel, os grafos sdo de grau méximo
3, e sdo chamados de grafos moleculares. Posteriormente, essa teoria deu origem ao con-
ceito de energia de grafos, introduzida por [. Gutman e que vem cada vez mais ganhando

contribui¢ées (GUTMAN, 1978).

Outro exemplo que relaciona a estrutura de um grafo e seus autovalores é dado
pelos grafos bipartidos. Sabe-se, que um grafo é bipartido se e somente se o conjunto dos
autovalores é simétrico em relagao a origem. A figura abaixo, ilustra o grafo bipartido
Ky cujo autovalores sdo {—v/24,0,0,0,0,0,0,0,0,v/24}.

Figura 2 — Grafo bipartido Ky

Um tema bastante estudado em Teoria Espectral de Grafos é a procura por grafos
integrais. Quando a matriz de adjacéncia associada a um grafo possui o espectro inteiro,

isto é, todos os seus autovalores sao ntimeros inteiros, dizemos que o grafo é integral.

O interesse por grafos com essa propriedade foi iniciada por Harary e Schwenk,
em 1974, pelo artigo Which graphs have integral spectra? (HARARY, SCHWENK, 1974).

Desde entao, varios pesquisadores comecaram a investigar grafos integrais.

Vale ressaltar aqui, que caracterizar ou determinar grafos integrais nao é uma
tarefa facil. Apesar de haver alguns resultados mais gerais, grande parte dos artigos pu-
blicados na literatura sao de casos particulares. Um dado que confirma essa afirmacao
é o artigo de Balinska, Kupczyk, Simic e Zwi-erzynski (2001), onde os autores apresen-
tam, usando experimentos computacionais, que de 164.059.830.476 grafos conexos de 12

vértices, existem exatamente 325 grafos integrais.

Nessa dissertacao estamos interessados no estudo de cografos integrais. Existem
diversas formas de caracterizar um grafo desta classe. Uma maneira é verificando se o
grafo pode ser gerado a partir de um vértice, tomando cada um dos outros vértices através
das operacoes de uniao e join de grafos. Isso nos permite representar essa classe através
de uma arvore tnica que chamamos de coarvore. Mais detalhes, serao dados no préximo

capitulo.

Desta forma, no presente texto, objetivamos determinar, por duas vias diferentes
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(codrvores balanceadas e tridngulos combinatérios), familias de cografos integrais. Para
isso, iniciamos apresentando conceitos preliminares no Capitulo 2. Além disso, ressalta-
mos que calcular os autovalores da matriz de adjacéncia dos grafos pode ser uma tarefa
bem ardua e demorada, posto que a ordem da matriz de adjacéncia depende da quanti-
dade de vértices do grafo. Assim, quanto mais vértices o grafo possui, mais trabalhoso se
torna o processo de calcular os autovalores associados, pois mais operacoes e mais tempo

SA0 necessarios.

Afim de otimizar tempo no procedimento do calculo dos autovalores de um cografo,
abordamos no Capitulo 3 um algoritmo linear que localiza os autovalores no intervalo
real. O algoritmo, para além de auxiliar no processo de determinacao dos autovalores,
também nos fornece resultados tedricos. No Capitulo 3, verificamos que os cografos com
codrvores balanceadas sdo integrais. Partimos do algoritmo de diagonalizacao Algoritmo
de Diagonalizacao(Tg, ), e segundo Allem e Tura (2020) construimos resultados que
desencadeam na obteng¢ao do espectro de um cografo GG, que em se tratando de coarvores

balanceadas, é inteiro.

Ja no Capitulo 4, fortemente baseados em Ching, Flérez e Mukhrjee (2020), cons-
truimos resultados que garantem a integralidade de cografos quando esses estiverem as-
sociados a matrizes simétricas construidas dos Determinantes do Triangulo Hosoya. FEm
cada triangulo combinatério H, estd embutida uma matriz simétrica S;;. E a cada matriz
simétrica S, associamos uma matriz de adjacéncia S;, mod 2, cujas entradas sao 0 ou 1
dependendo da ordem (w = 3t;w =3t + 1;w = 3t + 2, w € Z~o) da matriz S;. A matriz
adjacéncia S;, mod 2 indica que o grafo G, estd sendo associado a matriz simétrica S.
Os grafos do tipo G}, s@o, por defini¢ao, cografos. Além disso, demonstramos ao longo do

Capitulo 4 que dependendo da ordem w, esses cografos sao também integrais.

Assim, de modo geral, ao final concluimos determinando familias de cografos in-
tegrais, por duas vias diferentes: coarvores balanceadas e triangulos combinatérios. Pela
via de codrvores balanceadas, partimos de cografos que possuem coarvores balanceadas
Ta, = (a1,a9,...,0|0,...,a,), aplicamos recurssivamente o algoritmo de diagonalizagao
Algoritmo de Diagonalizag¢io(Tg, x), para entdo exibirmos o espectro do cografo, que é

inteiro.

Ja pela via de triangulos combinatorios, partimos da matriz simétrica S, embutida
no triangulo combinatoério Determinante do Triangulo de HosoyaH, cujas entradas sao
termos consecutivos da sequéncia de Fibonacchi, e associamos a essa matriz simétrica, uma
matriz adjacéncia S;, mod 2. A matriz S; mod 2 esta associada a trés diferentes familias
de cografos, conforme w = 3t, ou w = 3t + 1 ou w = 3t + 2. Dessas trés familias, sabendo
a forma dos polindmios carcateristicos dos trés diferentes tipos de matrizes, determinamos
quais sao composta por cografos integrais. Além disso, quando consideramos G, cografos

sem lagos, também determinamos para quais w os cografos sao integrais. A saber, para
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¥, € quando w = 3t, e para G,, ¢ quando w = 3t + 1.
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2 Preliminares

No capitulo que segue, apresentamos algumas defini¢bes basicas de grafos assim
como a classe de grafos escolhida para esse trabalho. Finalizamos o capitulo apresen-
tando alguns invariantes espectrais da teoria espectral de grafos. Para mais detalhes,
sugerimos ao leitor as referéncias (ABREU, DEL-VECCHIO, TREVISAN, VINAGRE,
2014), (ABRISHAMI, 2019), (COELHO, 2005), (FRITSCHER, 2011), (JACOBS, TRE-
VISAN, TURA, 2021), (SOUZA, 2016) e (TOLEDO, 2016).

2.1 Conceitos Basicos

Grafos sdo estruturas matemaéticas, originarias de problemas envolvendo um con-
junto de elementos e as relagoes entre eles. Os elementos sao denominados vértices, e as

relagOes arestas. Sua representacao grafica é como na Figura 3.

1 2

Figura 3 — Representacao de um grafo

Observe que, em prol da precisao, denotamos cada vértice e aresta do grafo. No
caso do exemplo da Figura 3, temos V = {1,2,3,4} e E = {a,b,¢,d} .Ou seja, temos
os vértices 1,2, 3,4, e as arestas a,b,c,d. Como as arestas conectam pares de vértices,
¢é possivel denotar a,b,c e d, por exemplo, em funcao de 1,2,3 e 4 da seguinte forma
a = {1,2},b = {2,3},c = {2,4} e d = {3,4}. Assim, cada entrada do par ordenado
vai representar um vértice do grafo, e a aresta representada pelo par ordenado estara
conectando estes dois vértices. Quando dois vértices estao conectados por uma aresta sao

chamados de vértices adjacentes.

E possivel representar um grafo também como na Figura 4. Nesse caso, existe
orientagao nas arestas, além de que uma delas (aresta 3 = {d,d}) incide sobre o mesmo
vértice (vértice d). Quando isso ocorre dizemos que o grafo é orientado e possui lago.
Observe ainda, como o grafo da Figura 4 nao conecta todos os seus vértices, ou seja, a é
um vértice isolado, sem adjacéncia com qualquer outro vértice do grafo. Um grafo com

tal caracteristica é chamado desconezo.



Capitulo 2. Preliminares 15

Figura 4 — Representagao de um grafo

Além das caracteristicas ja observadas na Figura 3 e Figura 4, um grafo também
pode possuir mais de uma aresta conectando dois mesmos vértices, ou aresta conectando

um vértice nele mesmo. Quando isso ocorre o grafo possui arestas maultiplas ou lagos.

Definigao 2.1.1. Denominamos grafo a estrutura G = G(V,E), onde V é um con-
junto finito e nao vazio, cujos elementos sio denominados vértices, e E um conjunto
de pares ordenados de elementos pertencentes a subconjuntos de V', cujos elementos sao

denominados arestas.

Quando u,v € V e e = {u,v} € E os vértices u e v sao ditos adjacentes, pois a
aresta e incide em u e v. O nimero de arestas que incide em um vértice v é denominado
grau do vértice v e denotado por d(v). Um grafo G que possua apenas um vértice e
E = 0 é dito grafo trivial. O ntmero de vértices e arestas de um grafo G = (V| F) sao

representados por |V| e |E|, respectivamente.

Definicao 2.1.2. Um grafo € dito r-regular se todos os seus vértices tém o mesmo grau

de valor r.

Um grafo G = K,,, com n vértices, ¢ dito completo se quaiquer dois vértices
distintos sdo adjacentes. Um grafo G = (V, E) = K,, é dito (n — 1)-partido completo,
se existe uma particdo de seus vértices em (n — 1) subconjuntos nao vazios e disjuntos
dois a dois de modo que os vértices de cada subconjunto nao sejam adjacentes. Se k = 2,

dizemos que G é bipartido.

Dizemos que um grafo G = (V, E) é bipartido completo, se G ¢ bipartido (V' =
V1 U V3) e cada vértice do conjunto V; for adjacente a todo vértice de V,. Supondo que

|Vi| = 7 e |V2| = s, denotamos por K, s o grafo bipartido completo.

2.2 QOperacoes entre grafos

Dados dois grafos é possivel realizar operagoes entre eles, e obter um terceiro grafo.

Das operagoes existentes, uniao e join sao as que serao abordadas ao longo do texto. E
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ainda, dado um grafo G é possivel extrair um novo grafo G, chamado complementar de

(G, e seu comportamento ante estas operacoes.

Defini¢ao 2.2.1. Sejam G; = G1(V1, E1) e Gy = Go(Va, Es). O grafo uni@o entre
Gy e Gay, denotado por G U Gsy, € aquele cujo o conjunto de vértices e arestas sdo,
respectivamente, Vi, U Vy e By U Es, tal que ViNVy = Q.

A Figura 5, representa a uniao entre K e o grafo bipartido completo K 3.

1 2 5 6 9

Figura 5 — Unido entre dois grafos

Definigao 2.2.2. Sejam G = G1(V1, E1) e Gy = Go(Va, Es). O grafo join entre Gy e
Gs, denotado por Gi ® G, € aquele cujo o conjunto de vértices é V3 U Vy, e o conjunto
de arestas € a uniao das arestas jd existentes em Gi e Go, mais as arestas obtidas da

conexdo entre cada vértice de Gy a todos os vértices de G.

A Figura 6, mostra o join entre os grafos K, e bipartido completo Ky 3.

Figura 6 — Join entre dois grafos

Definigao 2.2.3. Seja G = (V, E). O grafo complementar G = (V, E) ¢ aquele tal que
V =V e E+#EFE, ou seja, {v;,v;} € E < {v;,v;} € E.
A Figura 7, mostra um grafo bipartido completo Ky e seu complementar K .

Observamos que essas operagoes estao relacionadas, pois dados dois grafos G e H,
GUH=G®HeG®H=GUH.
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Figura 7 — Um grafo e seu complementar

2.3  Cografos

As operacgoes de uniao e join definidas na se¢ao anterior induzem um tipo de grafo,

deno minado cografo, conforme a defini¢ao a seguir.

Definigao 2.3.1. Um grafo G = (V,E) é um cografo se ele pode ser gerado recursi-
vamente através de um unico vértice e através de operagoes de uniao e join. Em outras

palavras:

o K1 é um cografo;
o Se GGy e Gy sdo cografos, entao G U Gy € um cografo,

o Se Gy e Gy sao cografos, entao G1R Gy € um cografo.

Uma definicao equivalente pode ser feita em relagdao as operacoes de unidao e com-
plementar. Nesse caso, o que muda em relacdo a definicdo acima é que no lugar da

operacao join aparecera a operacao complementar.

Um cografo pode ser representado através de uma arvore, denominada coarvore. A
importancia dessa representacao ¢ devido ao algoritmo de localizagao de autovalores dessa
classe de grafos ser operado diretamente nos vértices dessa arvore, o qual sera abordado

no proximo capitulo.

Dado um cografo GG, a sua coarvore Tz é uma arvore enraizada, isto é, um grafo
conexo (existe caminho entre quaisquer dois de seus vértices) e aciclico (ndo possui ciclos),
com vértices interiores w do tipo U (correspondente a uniao) ou do tipo ® (correspondente
ao join). As folhas representam os vértices de GG. A profundidade da codrvore é o ntimero
de arestas que estao no maior caminho entre a raiz e as folhas, e os niveis de profundidade
sdo definidos a partir da raiz no sentido das folhas, onde a cada alternancia entre as

operagoes ® e U temos um novo nivel constituido.

Existem outras maneiras de construir essa representacao em arvore, mas dessa
forma como definimos, colocando ® na raiz da coarvore, U nos vértices interiores de
profundidade par e ® nos vértices interiores de profundidade impar, estamos garantindo,
a menos de permutacoes entre as folhas de um vértice interno, que a representacao minimal

da coarvore é Uinica.
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A figura 8 ilustra um cografo G e a sua coarvore Tg.

Figura 8 — O cografo G = ((((v1 Uvg) ® v3) Uvy) @ (((v5 @ v6) @ v7) Uvg)) ® vg, € sSua
coarvore.

Dado G = (V,E), para v € V, N(v) denota a vizinhanga aberta de v, isto é,
{w|{v,w} € E}. A vizinhanga fechada de v é N[v] = N(v) U {v}. Dois vértices u e v sdo
ditos duplicados se N(u) = N(v) e coduplicados se N|u] = N[v]. De fato, qualquer colegao
de vértices coduplicados (respectivamente duplicados) pode ser identificada na coérvore,
isto é, vértices com os mesmos vizinhos e adjacentes (respectivamente nao adjacentes),

tem em comum o mesmo pai do tipo ® (respetivamente U).

2.4 Invariantes Espectrais

Como as relagoes entre elementos de um conjunto V podem ou nao existir, isso faz
com que grafos difiram uns dos outros, entre outros fatores, pela quantidade de arestas que
conectam seus vértices. Ou seja, propriedades estruturais diferentes podem ser observadas
em um grafo G' quando existem, ou nao, arestas entre seus vértices. E a forma pela qual

manipulamos grafos para obtermos estas propriedades, ¢ através das matrizes.

Podemos definir as entradas de uma matriz de um grafo de diferentes formas, mas
no presente texto estaremos considerando a adjacéncia entre seus vértices, do seguinte
modo, se existe aresta entre dois vértices v,s € V, entao os elementos a, 5 ¢ a5, da matriz

sao 1, no caso de nao existir, estes elementos sao 0.

Definigao 2.4.1. Seja o grafo G = G(V, E), com |V/=n. A matriz de adjacéncia do
grafo G, denotada por A(G), é uma matriz quadrada de ordem n, tal que
1, sew; ew; sao adjacentes;

aij =
0, caso contrdrio.
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Assim, a matriz A(G) é simétrica e com diagonal principal nula:

0 a2 -+ a
aiz 0 - ag,
A(G) =
A1p Aopn  * - 0

Defini¢ao 2.4.2. Seja A(G) a matriz de adjacéncia de um grafo G. Denominamos de
polinémio caracteristico de A(G) o polinomio det(zl — A(G)). E denotamos Pg(x) =
det(x] — A(Q)).

Observe que a matriz de adjacéncia A(G) é construida a partir da numeragao dos
vértices do grafo, portanto, tomando numeracoes diferentes associamos matrizes A(G)
diferentes a um mesmo grafo GG. Isso pode despertar o questionamento: todas as diferentes
representagoes de A(G) possuem os mesmos autovalores associados? A resposta é positiva,
pois, pela Teoria Geral Espectral, os chamados autovalores associados a A(G) e suas
possiveis repeticoes sao invariantes. A esse nimero damos o nome de multiplicidade
do autovalor )\;, e denotamos por m(\;),Vi € I = {1,2,...,;s}, onde s é o niimero de

autovalores distintos que a matriz de adjacéncia possui.

Defini¢ao 2.4.3. Sejam A(G) a matriz de adjacéncia do grafo G, Ay, Ao, ..., As 08
autovalores distintos da matriz A(G), e m(A1), m(A2), ..., m(As) as multiplicidades destes
autovalores. Denominamos espectro de um grafo a matriz 2 x s, onde a primeira linha

é composta por Ai, Ao, ..., As, € a sequnda linha composta por m(Ay), m(As), ..., m(As).

Denotamos o espectro de um grafo G por

A\ Ny A
spect(G) = (m()q) m(A) o mh) ) .

Como exemplo, considere o grafo completo K3 da Figura 9.
A;
2 3

Figura 9 — Grafo completo K3

E, a matriz de adjacéncia A(G) associada ao K3 é

AG) =

[ -
— o
S =
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Calculando os autovalores, a partir do polindmio caracteristico Pg(x) = x®—3z—2,

obtemos —1, —1 e 2. Portanto, o espectro do grafo K3 é apresentado da seguinte forma:

spect(G) = ( _21 ? ) :
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3 Cografos integrais via coarvores balancea-

das

Neste capitulo, embasados nos conceitos cografo e invariantes espectrais definidos
anteriormente, exibimos familias infinitas de cografos regulares e integrais, através de uma
ferramenta algoritmica que auxilia na obtencdo dos autovalores da classe de grafos em

questao.

3.1 O algoritmo de Diagonalizacao

Definigao 3.1.1. Seja A uma matriz real simétrica. A terna (p,j,s) de inteiros ndao
negativos € a inércia da matriz A quando p é o numero de autovalores positivos de A,

j € o numero de autovalores negativos de A e s é a multiplicidade do autovalor 0 de A.

Os grafos integrais comecaram a ser investigados em 1974, em consequéncia do
artigo publicado por Harary e Schwenk, no qual a interrogagdao Quais grafos tém espectro
integrais? (FRITSCHER, 2011) foi langada. Desde entao, a integralidade de muitos

grafos foi analisada, inclusive a integralidade de cografos.

Nosso principal objeto de estudo sdao os cografos integrais. Para isso, iniciemos
compreendendo que calcular os autovalores de grafos pode ser uma tarefa bem ardua e
demorada, uma vez que a ordem da matriz de adjacéncia depende da quantidade de vérti-
ces do grafo. Quanto mais vértices o grafo possui, mais dificil é concluir quais autovalores
estao associados ao grafo, pois mais operacoes e mais tempo sao necessarios para o calculo

do determinante desta matriz.

Em matrizes diagonais, o calculo do determinante resume-se em multiplicar as en-
tradas da diagonal, diferente de matrizes nao diagonais na qual o calculo do determinante
envolve mais operagoes e mais elementos. Por isso, abordaremos na proxima se¢ao a teo-
rizagao de um algoritmo capaz de diagonalizar uma matriz sem perder suas propriedades

espectrais.

Definigao 3.1.2. Sejam A e B duas matrizes reais quadradas de mesma ordem n X n.
Dizemos que A e B sdo congruentes quando existe uma matriz quadrada de mesma

ordem P invertivel tal que A = PTBP. Quando A e B sdo congruentes denotamos
A= B.

Um importante resultado que sera usado na sequéncia do trabalho é Lei da Inércia

de Sylvester, cuja demonstragao pode ser encontrada no artigo de Bradley (1975).



Capitulo 3. Cografos integrais via codrvores balanceadas 22

Proposicao 3.1.3. Sejam A e B duas matrizes reais simétricas de ordem n xn. A= B

se e somente se a inércia de A e B € a mesma.

Seja A uma matriz de adjacéncia de um cografo G e  um niimero real, o Algoritmo
de Diagonalizacao que iremos apresentar a seguir, determina uma matriz diagonal D que é
congruente a A+ xl. Dessa forma, usando a proposicao 3.1.3 sera possivel determinarmos

o numero de autovalores de GG que sao maiores, menores ou iguais a x.

Na préatica o algoritmo ¢é executado diretamente nas folhas da coarvore Tg, e assim
nao é necessario trabalharmos na matriz de adjacéncia de G. Assim iniciamos com todas
as folhas de T; com valor igual a —z. A execucao é nas folhas de T, de baixo para cima. A
cada passo, um par de vértices {vg, v;} é operado, de forma que vy, recebe uma atribuigao
permanente di, e entao é removido de Ty, enquanto que v; recebe uma atribuicao d; que

serd usada na iteragao seguinte.

O Algoritmo de Diagonalizagao tem dois casos gerais, dependendo se {vg, v} sdo
duplicados (vértice nao adjacentes denotados por U) ou se eles sdo coduplicados (vértice

adjacentes denotados por ®). Cada um desses casos possui trés subcasos, conforme Figura

10.

INPUT: cotree T, scalar
OUTPUT: diagonal matrix D = [dy,da, ..., d,| congruent to A(G) + I

Algorithm Diagonalize (T, x)
initialize d; ;== z, for 1 <¢ <n
while T has > 2 leaves
select a pair (vg,v;) (co)duplicate of maximum depth with parent w
o < dk ﬁ — dl

ifw=®
ifa+p8#2 //subcase la
dl%%ﬁ_—lﬁ dp +—a+6—-2;, Ta=Tc— vy
else if =1 //subcase 1b
di+—1 dp+0; Tg=1Tg— v
else //subcase 1c

d+1 dp+—-(1-p)?% Tg=Tg—v; To=Tg—u
else if w=U

ifa+p8#0 //subcase 2a
dle%; dp <~ a+p;, Tg=Tg— vk

elseif =0 //subcase 2b
dl<—0; dk<—0; TG:Tg—Uk

else //subcase 2c

dy < B; w8 Ta=Tg—v; To=Tg— v
end loop

Figura 10 — Algoritmo de Diagonalizagao.
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Proposicao 3.1.4. Sejam T e A, respectivamente, a codrvore e a matriz de adjacéncia
associadas ao cografo G, e x um escalar. O Algoritmo de Diagonalizagdo calcula uma

matriz diagonal D congruente a A + xI.

Combinando a Proposicao 3.1.4 com a Proposicao 3.1.3, justifica-se o seguinte
resultado.

Teorema 3.1.5. Seja D a matriz diagonal obtida da Diagonalizagao de (Tg, —1x), tais que
o numero de entradas positivas € ay, o numero de entradas negativas é a_, e o numero
de zeros € ag. Entdo,

1. o numero de autovalores de G maiores que x € igual a a,;
2. o0 numero de autovalores de G menores que x € igual a a_;

3. a multiplicidade de x como autovalor de G ¢é igual a ag.

A seguir, apresentamos um exemplo da execucao do Algoritmo de Diagonalizacao

em um cografo G cuja coarvore associada é Tg.

Exemplo 3.1.6. Considere o cografo G = (Ky U Ky) ® (Ko U Ks) cuja codrvore T €
dada pela figura 11. Iremos aplicar o algoritmo para Tg com x = —1. Assim, iniciamos

com todas as folhas tendo o valor 1.

Figura 11 — Inicializacdo com x = —1.

Como todas as folhas de T estao no mesmo nivel, podemos tomar qualquer par
de vértices coduplicados, uma vez que podemos fazer isso simultaneamente. O primeiro
passo do algoritmo € executar o subcaso 1a ji que o+ = —1 4+ —1 # 2. Portanto,
cada vértice removido recebe a atribuicdo vy <— —4, e cada vértice pendente v; <— 0, como

tlustra a Figura 12. Apds isso, cada vértice pendente sobe para um nivel superior como é

tlustrado na Figura 13.

O passo sequinte é executarmos o subcaso 2b, uma vez que cada par de vértices

duplicados, possui valores o e 3 tais que o+ 3 = 0.



Capitulo 3. Cografos integrais via codrvores balanceadas 24

Figura 13 — Iteracoes no nivel 2.

Assim os vértices removidos recebem a atribuicdo v, = 0, enquanto que os vértices
pendentes v; = 0, como ilustra a Figura 14. Apds isso, os vértices pendentes sobem de

nivel, como ilustra a Figura 15.

Figura 14 — Iteracoes no nivel 2.

Finalmente, o ultimo passo do algoritmo é executar o subcaso 1a para os vértices

coduplicados da Figura 15.
®

Figura 15 — Iteracao no nivel 1.
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Assim, o vértice removido recebe a atribuicio vy = —2, enquanto que o vértice

pendente v; = %, como tlustra a Figura 16.

®

o
3 -2

Figura 16 — Iteracoes no nivel 1.

E assim, o algoritmo nos fornece a matriz diagonal
1
D =[-4,—-4,—-4,-4,0,0, 2 —2]

congruente a A(G) — 11, onde o niumero de entradas positivas, negativas e nulas sao
respectivamente, a; = 1, a_ = 5 e ag = 2. Portanto, pelo Teorema 3.1.5, o cografo G

possui 1 autovalor maior que 1, 5 autovalores menores que 1, e 2 autovalores iguais a 1.

3.2 Cografos com coarvores balanceadas

Cografos podem ser denotados em termos do ntimero de vértices internos do tipo
w = ® ou w = U, e do numero de folhas em cada nivel de profundidade da coérvore.
Quando a quantidade de vértices sucessores é a mesma entre vértices internos de mesmo
nivel, e as folhas ficam restritas ao ultimo nivel de profundidade, temos que a coarvore
¢ uma codrvore balanceada, e denotamos por Tg(ay,as,...,a,-1,0]0,0,...,0,a,)!, onde
a; sao inteiros positivos para ¢ = 1,2,...,r, tais que a; é o nimero de vértices internos
do nivel 1, as é o numero de vértices internos no nivel 2, e assim sucessivamente. A
profundidade da coarvore é r, e tem ® como vértice raiz. Sendo assim, o nuimero de
vértices do cografo é igual a ajas...a,_1a,.. Mais detalhes sobre coarvores balanceadas,

consultar o artigo de Allem e Tura (2020).
O cografo G = (K, UK3) ® (KU K>5) do Exemplo 3.1.6 tem coarvore balanceada,

pois possui 2 vértices internos w = U no nivel 1 de profundidade, a partir dos quais
originam outros 2 vértices internos w = ® no nivel 2 de profundidade, e por fim, possui
2 folhas somente no nivel 3 de profundidade. Portanto, a coarvore, com profundidade

r = 3, deste cografo, é representada por T¢(2,2,0]0,0,2).

Cografos que possuem coarvores balanceadas nos fornecem informagoes espectrais

interessantes conforme iremos apresentar na sequéncia. O primeiro resultado é o Teorema
1

Do lado esquerdo da barra, as entradas a; correspondem aos nimeros de vértices internos em cada nivel
da codrvore, e do lado direito da barra, as entradas a; correspondem ao nimero de folhas (vértices)
em cada nivel da codrvore. Como s6 ha folhas no tltimo nivel, os zeros do lado esquerdo da barra
correspondem a falta de vértices internos no ultimo nivel, e do lado direito da barra correspondem a
falta de folhas nos niveis anteriores ao tltimo.
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3.2.4 que trata da multiplicidade dos autovalores —1 e 0. Para a demonstracao deste
Teorema utilizamos o Lema 3.2.2 e o Lema 3.2.3, cujas demonstragoes sao baseadas no

seguinte lema técnico.

Lema 3.2.1. Se0< o, <1l ea+ [ #0, entdo 0 < (S_“Z;_l;) <le0< (&ofg) <1.

Demonstracao. Note, temos pelas hipoteses, que

a—1<0 e f—-1<0 (3.1)

af—1<0 e a+p5-2<0 (3.2)

0<af e 0<a+p (3.3)

Considerando (3.2), temos que 0 < (&Ofg_lg), e (af—1)—(a+ B —2) deve ser positivo, para
que ocorra (iofﬁ_j%) < 1. A partir de (3.1) temos (af—1)—(a+5—-2) = (a—1)(B—1) > 0,
portanto, segue o primeiro resultado. Agora considerando (3.3), temos 0 < (((ffﬁ)), e
precisamos que aff — (a+ ) < 0, para que ocorra :‘—fﬂ < 1. Novamente, é fato que por

(3.1), af — (o + B) = (a — 1)(8 — 1) — 1 <0, portanto segue o segundo resultado. [

Lema 3.2.2. Se {vg,v;} € um par de vértices duplicados processados pelo Algoritmo de
Diagonalizacao, com valores 0 < dy,d; < 1, entao dy torna-se permanentemente positivo,

e d; assume um valor em (0,1).

Demonstracao. Uma vez que temos um par de vértices duplicados com valores 0 < dy, d; <
1, o Algoritmo de Diagonalizacao executa o Subcaso 2a, poisa=dy >0e f=d; > 0,

o que implica o + 3 > 0.

Da execugao do Subcaso 2a obtemos d; = % e vértice permanente dp = a + f3.

Assim, dj, torna-se permanentemente positivo, e d; > 0. Restando apenas a verificacao de

d; < 1. Para isso analizamos quatro casos:

1. seazﬁzl,entéodl:%<1;

2. sea:1e0<ﬁ<1,entéodl:%<l;

3.se f=1le0<a<l entaod =5 <1

4. se 0 < o, < 1, entao pelo Lema 3.2.1, d; < 1.

Logo, segue que d; assume um valor em (0, 1). ]

Lema 3.2.3. Se {vg,v;} € um par de vértices coduplicados processados pelo Algoritmo de
Diagonalizacao, com valores 0 < di,d; < 1, entao dy torna-se permanentemente negativo,

e d; assume um valor em (0,1).
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Demonstracao. Uma vez que temos um par de vértices coduplicados com valores 0 <
di,d; < 1, o Algoritmo de Diagonalizacao executa o Subcaso 1la, pois o = dp < 1 e
B =d; <1, o0 que implica a + 5 < 2.

af—1
a+pL—2

[ — 2. Assim, pelo Lema 3.2.1, dj, torna-se permanentemente negativo e d; € (0,1). O

Da execuc¢ao do Subcaso la obtemos d; = e vértice permanente d, = o +

Denotaremos por m(A, G) a multiplicidade de um autovalor A de G.

Teorema 3.2.4. Seja G um cografo com codrvore balanceada
Tg(al, ag,y ..., ,0pr_1, 0’0, 0, ce ,0, Clr)
de profundidade v e ordem n = aias . ..a,_1a,.

1. Ser € par, entio 0 é um autovalor de G tal que m(0,G) = ajay . ..a,—1(a, — 1).

2. Ser é impar, entdo —1 é um autovalor de G tal que m(—1,G) = aras . .. a,—1(a,—1).

Demonstragio. Seja a coarvore balanceada T¢(aq, ag, . . ., a,-1,0/0,0,...,0,a,) de profun-
didade r:

1. se r é par, os vértices folhas sdo todos filhos de vértices duplicados (U). Nesse caso,
tomando x = 0 e processando o Algoritmo de Diagonalizacao (T, —z), através
do Subcaso 2b, obtemos ao final das iteracoes entre os vértices folhas, a, — 1
zeros permanentes em cada um dos ajas...a,_; vértices duplicados. Ou seja,

ayas...a,—1(a, — 1) zeros permanentes ao final das iteragoes realizadas no nivel r.

Os ajas...a,_; vértices pendentes assumem valor diagonal 0, e sobem de nivel
tornando-se filhos de vértices coduplicados (®). Entao, pelo Lema 3.2.3, obtemos
aiasy . .. (aT,l — 1) valores negativos permanentes e aias . ..a,_o vértices pendentes

assumindo valor diagonal em (0, 1).

Os ajas...a,_o vértices pendentes sobem de nivel tornando-se filhos de vértices
duplicados. Entao, pelo Lema 3.2.2, obtemos ajas ... (a,_o — 1) valores positivos

permanentes e ajas . .. a,_3 vértices pendentes assumindo valor diagonal em (0, 1).

Na sequéncia, os vértices pendentes tornam-se filhos de vértices coduplicados, como
ocorreu nas iteragoes do nivel » — 1. Entao, pelo Lema 3.2.3, obtemos valores ne-
gativos como permanentes e vértices pendentes assumindo valor diagonal em (0, 1).
E novamente, os vértices pendentes que sobem um nivel tornam-se filhos de vértices

duplicados como no nivel r — 2.

Esta sequéncia de utilizacao dos Lema 3.2.2 e Lema 3.2.3 ocorre, consecutiva-

mente, em niveis par e impar, de modo que, obtemos valores permanentes positivos
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e negativos, até o vértice da raiz. Portanto, ndo havendo mais zeros, como valores

permanentes, ao final de processar (T, —x).

Deste modo, obtemos um total de ntimeros zeros, ao final da Diagonalizagao de
(Tg, —x), igual a ajasy ... a,—1(a, — 1). Logo, pelo Teorema 3.1.5, a multiplicidade

de z = 0 como autovalor de G é igual a ajas...a,_1(a, — 1).

2. se r é impar, os vértices folhas sdo todos filhos de vértices coduplicados (®). Nesse
caso, tomando x = 1 e processando o Algoritmo de Diagonalizagio (T, —x), através
do Subcaso 1b, obtemos a, — 1 zeros permanentes para cada um dos ajas ...a,_1
vértices coduplicados, e ajas . ..a,_; vértices pendentes com valor diagonal igual a
1, todos filhos de vértices internos duplicados (U). Nos fornecendo até entdo um

total de ajas . ..a,_1(a, — 1) zeros como valores permanentes.

Na sequéncia, processando os vértices remanescentes (ajas . . . a,_1), filhos de vértices
duplicados, e com valor diagonal igual a 1, obtemos, pelo Lema 3.2.2, ajas ... (a,_1—
1) valores positivos permanentes, e ajas . ..a,_ o vértices pendentes com valor dia-

gonal em (0, 1).

A sequéncia desta argumentacao é analoga a sequéncia da argumentacdo do item
anterior. Utilizando os Lema 3.2.2 e Lema 3.2.3, consecutivamente, para niveis
de profundidade par e impar, obtendo valores permanentes positivos e negativos,

até o vértice da raiz.

Entdo, obtemos um total de ajas...a,_1(a, — 1) zeros como resposta ao final de
processar (Tg,—x). Portanto, pelo Teorema 3.1.5, concluimos que a multiplicidade

de x = —1 como autovalor de G é igual a ajas...a,—1(a, — 1).

]

Corolario 3.2.5. Seja Tg(ay,as,...,a,-1,0[0,0,...,0,a,.) a codrvore balanceada de um
cografo G de profundidade r e ordem n = ayas...a,_1a,.. O nimero de autovalores de G

distintos de 0, se r é par, e distintos de —1, se r € impar, € iqual a ajas...a,_1.

Demonstragio. Seja a coarvore balanceada Tg(ag,as,...,a,-1,0[0,0,...,0,a,.). Se r é
par, e como a ordem é n = ajas...a,_1a,, obtemos pelo Teorema 3.2.4, m(0,G) =
ajas . ..a,_1(a, — 1). Portanto, o nimero de autovalores distintos de 0 é n — m(0,G) =

a1ay . .. a0, — (@1as...a,—1(a, — 1)) = ar1ay ... a,_1(a, — a, + 1) = ayas ... a,_;.

Se r é impar, argumentamos de modo analogo a r par, e nesse caso obtemos que

o numero de autovalores distintos de —1, é também igual a ajas...a,_1. O
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3.3 Buscando os autovalores de T (aq, ..., a,-1,00,...,0,a,)

Apo6s mostrarmos que 0 ou —1 sao autovalores de cografos cujas coarvores sao
balanceadas, iremos determinar os outros autovalores. Para tanto, necessitaremos dos

seguintes lemas técnicos.

Lema 3.3.1. Se vy,vs,...,v,, sao vértices filhos de w = ®, assumindo como valores
diagonais d; = y # 1, onde 1 < i < m, entdo o Algoritmo de Diagonalizacio executa

m — 1 iteracoes do subcaso 1a, assumindo durante a iteragdo j, para 1l < 7 <m — 1,

)+ 1
di, < ‘7](y - 1) (3.4)
y+J
d . 3.5
e 1 (35
Demonstracdo. Sejam vy, vs, ..., v, vértices filhos de w = ®, onde cada valor diagonal

assume d; = y # 1, para 1 <1i < m. Ao executar Algorithm Diagonalize (T¢;,y) notamos
que a primeira iteracado ocorre do Subcaso la, poisa=dy=y#lef=dy=y# 1,0
que implica a 4+ 3 # 2.

Da execucao do Subcaso la obtemos dy = aafﬂ__12 = g;:; = (y;(ly)iyﬁl) = %1 e

vértice permanente dy = a+  —2 = 2y — 2 = 2(y — 1). Assim, para a iteragdo j = 1

¢é valido que dj, < inl(y —1)ed « % Perceba que as iteracoes ocorrem a cada dois

vértices subsequentes, isso implica em um total de 7 = m — 1 iteragoes.

Agora, supondo como Hipétese Indutiva que na iteracao j — 1 o Subcaso 1a nos
fornece dj, + J]i(y —1)ed « %ﬁ‘l, mostremos que na préxima iteragao j, o Subcaso

J+1 y+J
1a nos fornece di <= ©=(y — 1) e d; < L.

Observamos que cada iteragao fornece um vértice permanente (denotado dy) e
um vértice pendente (denotado d;). O vértice pendente torna-se permanente na iteragao
seguinte e um novo vértice torna-se o pendente. Assim, na iteragao j, @ = dj, = %‘1 #1

e f=d; =y # 1 implicando na execucao do Subcaso 1a, pois a+ 3 # 2. Dessa iteracao
yti—
_ oap-1 . vml Dy p=D) oyt -
obtemos d; = ati s = y+‘;]_1+y72 = 6D = D) — 1 © vértice permanente

d, = a+p—-2 = %}1+y—2 = % = %(y—l), como queriamos demonstrar. []

Lema 3.3.2. Se vy,vs,...,v,, sdo vértices filhos de w = U, assumindo como valores
diagonais d; = y # 0, onde 1 < ¢ < m, entdo o Algoritmo de Diagonalizacio executa

m — 1 iteragoes do Subcaso 2a, assumindo durante a iteracao j, para 1 < j <m —1,

I+ 1
dy; j]y (3.6)
Y
d 3.7
e (37)

Demonstracio. Analoga a demonstracao do Lema 3.3.1. O]
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Usaremos estes dois lemas na demonstracao dos Lema 3.3.3 e Lema 3.3.4 que
vém a seguir. Estes lemas da sequéncia por sua vez demonstram a Proposicao 3.3.5 que
determina, de maneira recursiva, o espectro de um cografo cuja coarvore é balanceada. O
compilado de afirmativas e suas correspondentes demonstragoes a seguir, fazem parte de

uma releitura da segdo 4 do artigo de Allem e Tura (2020).

Na execugao do algoritmo os vértices assumem valores x;, entdo para facilitar a
escrita podemos confundir os vértices com seus valores assumidos. Iniciando a execucgao do
Algoritmo de Diagonalizagio (Tg,,x;) em algum nivel ¢ tal que 1 < i < r — 1, atribuindo
;i = 0set épar, e x; = 1 se ¢ ¢ impar, o proximo passo serd seguir para os niveis
anteriores, ou seja, vamos da coarvore Tg, para a codrvore Ig,, , que possui um nivel a
mais de vértices em relacao a coarvore T¢;,, com valor das folhas z;1;. Depois, seguimos da
coarvore I, ,, para a coarvore 1Ig,,,, com valor das folhas z;,9, e assim sucessivamente,
até chegarmos no tultimo nivel r e calcular as folhas de valor diagonal x = x, do cografo
T¢,. Este processo nos fornece uma relagdo de recorréncia cuja solucao z, leva a um

autovalor inteiro —z, do cografo G.

Lema 3.3.3. Seja G um cografo com codrvore balanceada T, de ordemn = ay...a,_1a,.
O Algoritmo de Diagonalizagdo produz vértices com valor x; na codrvore Tg, (aq, .. ., a;_1,0|
0,...,0,a;) com valor 0 no niveli sei é par, e com valor 1 sei é impar, para 1 <i <r—1,
se e somente se a codrvore balanceada Tg,, (a1, ..., a;,0[0,...,0,a;11) na etapa anterior,

tem valores

1—a; se 1 é par
+1 p
Tiy1 = L (3.8)
Qi1 , se 1 éimpar

para 1 <1 < r—1. E, na iteracdo de nivel © + 1, os vértices permanentes tém valores
diferentes de 0.

Demonstragio. (=) Dado 1 <i <r —1 e a coarvore Tg,(ai,...,a;-1,0/0,...,0,a;):

1. se ¢ é par, assumindo valor z; = 0 em cada vértice de nivel i, sabemos que em
um nivel imediatamente anterior, i + 1, a coarvore Tg, , (a1,...,a;0/0,...,0,a:41)
possui vértices x; 1 coduplicados, ou seja, vértices filhos de vértices do tipo w = ®.
Se supormos que z;11; = 1, entdo o Subcaso 1b do Algoritmo de Diagonalizacdo
¢ aplicado a;11 — 1 vezes em cada vértice ® do nivel 7, nos quais obtemos como
valor para os vértices pendentes x; = d; < 1. Mas isso contradiz a informagao
inicial z; = 0. Portanto, x;,1 # 1. Sendo assim, pelo Lema 3.3.1, o Algoritmo de
Diagonalizacao executa a;.1 — 1 iteragoes do Subcaso la em cada vértice w = ®
de nivel 7, de modo que a ltima itera¢do, em cada vértice w, atribui, segundo (3.5),

%ﬁrl_l para o vértice pendente, e segundo (3.4), os valores

dy, jji.l(xiﬂ —1) # 0 paraos 1 < j < a1y — 1 vértices permanentes. Com isso e

o valor x; = d; +

por x; = 0 obtemos x;11 + a;21 — 1 = 0, que implica ;.1 =1 — a;41.
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2. se 1 é impar assumindo valor x; = 1 em cada vértice de nivel i, sabemos que em
um nivel imediatamente anterior, ¢ + 1, a coarvore Tg, (a1, ..,a;0/0,...,0,a:41)
possui vértices z;,q duplicados, ou seja, vértices filhos de vértices do tipo w = U.
Se supormos que x;1; = 0, entdo o Subcaso 2b do Algoritmo de Diagonalizagdio
¢é aplicado a;11 — 1 vezes em cada vértice U do nivel i, nos quais obtemos como
valor para os vértices pendentes x; = d; < 0. Mas isso contradiz a informacao
inicial x; = 1. Portanto, x;.1 # 0. Sendo assim, pelo Lema 3.3.2, o Algoritmo de
Diagonalizacio executa a;r; — 1 iteragoes do Subcaso 2a em cada vértice w = U
de nivel 7, de modo que a ultima iteragao, em cada vértice w, atribui, segundo
(3.7), o valor z; = d; « z—ﬁ para o vértice pendente, e segundo (3.6), os valores
dy, J]il(aszﬂ) # 0 para os 1 < j < a;; 1 — 1 vértices permanentes. Com isso e por

x; = 1 obtemos x; 11 = a;11.
(<) Dado i + 1 tal que 1 <i <r —1, e a coarvore Tg,,, (a1, ...,a;0[0,...,0,a;41):

1. sei é par, assumindo valor x;;1 = 1 —a;;1, como a;1 > 2, obtemos z;,1 # 1. Sendo
assim, pelo Lemas 3.3.1, o Algoritmo de Diagonalizagdo executa a;, 1 — 1 iteragoes

do Subcaso 1a em cada vértice w = ® de nivel i, de modo que obtemos em cada

frt i i+1—1 1—a; it1—1
vértice w, segundo (3.5), os valores z; = d; + = “:il“ = =2 *;J:j 1= = () para
T 7
os vértices pendentes, e segundo (3.4), os valores dj, < ]%1(%“ —-1) = inl(l —
a1 — 1) = ’]i.l(—aiﬂ) = 0 para cada vértice permanente 1 < j < a;,1 — 1.
2. se i é fmpar, assumindo valor z;,; = a;;1, como a;4; > 2, obtemos z;.1 # 0.

Sendo assim, pelo Lema 3.3.2, o Algoritmo de Diagonalizacio executa a;yq1 — 1

iteracoes do Subcaso 2a em cada vértice w = U de nivel ¢, de modo que obtemos
@if1
ai+1"fl_1

pendentes, e segundo (3.6), os valores dy < ]]il(le) = Zil(ai+1) # 0 para cada

em cada vértice w, segundo (3.7), os valores x; = d; + = 1 para os vértices

vértice permanente 1 < j < a;41 — 1.
H

O Lema 3.3.3 é complementado com o Lema 3.3.4, culminando na Proposicao
3.3.5.

Lema 3.3.4. Seja G um cografo com codrvore balanceada T, de ordemn = ajas .. .a,—1a,.
Se o Algoritmo de Diagonalizacio (Tg,,x) produz vértices com valores x; no nivel i, com
r;=0sei € par, oux; =1 setr é impar, 1 <1 <r —1. Entao, nos niveis anteriores, o

algoritmo produziu vértices na codrvore Tg,, ; com valores x;y;, para j > 1 tal que

# 0,
Li+j 7& L (39)
e Z.
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Além disso, em cada nivel, os vértices permanentes tém valores diferentes de 0.
Demonstracao. Fagamos indugdo em j. Para j =1, se 1 é

1. par, os vértices desse nivel tém z; = 0 como valor diagonal. Entao, pelo Lema
3.3.3 obtemos x;11 = 1 —a;;1. Como a;y1 > 2 e a;41 € Z, segue que T < —1
e r;y1 € 7, além de que, na iteracao i + 1, os vértices permanentes tém valores
diferente de 0.

2. impar, os vértices desse nivel tém x; = 1 como valor diagonal. Entao, pelo Lema
3.3.3 obtemos z;;7 = a;11. Como a;y1 > 2 e a;11 € Z, segue que x; 41 > 2 e
Tit1 € Z, além de que, na iteracdo ¢ + 1, os vértices permanentes tém valores
diferente de 0.

Agora, suponha como Hipdtese Indutiva que, até o nivel i + j — 1, o Algoritmo de Di-
agonalizagao produziu vértices com valores ;41 # 0, 24,1 # 1 e ;41 € Z, para
j > 1. Além de que, em cada nivel, os vértices permanentes tém valores diferentes de 0.
Mostremos que no nivel anterior, ou seja, no nivel ¢ + j, o Algoritmo de Diagonalizacao
produz vértices com valores x;;; diferentes de 0 e 1 tal que z;4; € Z, além de produzir

vértices permanentes diferentes de 0.

Sei+j—16

1. par, os vértices desse nivel sao do tipo w = ®. Se z;4; = 0, por (3.5) do Lema
- L tai—1
3.3.1, obtemos como valores para os vértices pendentes ;1 = d; < % =
itj

iri—1 . . ., . .
“H—— & 7, mas isso contradiz a Hipétese Indutiva ;.1 € Z. Sendo assim,

it
Zi+; # 0. Suponha agora z;4; = 1, nesse caso aplicando o Subcaso 1b a;;; — 1
vezes em cada vértice w, obtemos vértices pendentes com o valor x4 ;-1 = d; < 1,
mas isso contradiz a Hipdtese Indutiva z;,;_1 # 1. Sendo assim, z;; # 1.

Como w;4; # 1, por (3.5) do Lema 3.3.1 obtemos vértices pendentes com valores
%, POr iSSO T4 j_1Gi+; = Tiy; + airj — 1 que implica x;4; =
ai+j(Tirj—1 — 1)+ 1 € Z, e vértices permanentes com valores dj, < jji.l(xiﬂ» —1) =

j]i.l(aiﬂ-)(:ciﬂ,l —1)#0, para 1 <j < a;y; — L.

Tipj_1 = dj <

2. fmpar, os vértices desse nivel sdo do tipo w = U. Se x;+; = 1, por (3.7) do Lema
3.3.2, obtemos como valores para os vértices pendentes x;;;_1 = d; < % =
i+j
1

o~ & 7, mas isso contradiz a Hipdtese Indutiva ;4,1 € Z. Sendo assim, z;4; # 1.

Suponha agora x;1; = 0, nesse caso aplicando o subcaso 2b a;;; — 1 vezes em

cada vértice w, obtemos vértices pendentes com o valores x;; ;-1 = d; <= 0, mas isso

contradiz a Hipétese Indutiva x;4;_1 # 0. Sendo assim, x;;; # 0.

Como w;4; # 0, por (3.7) do Lema 3.3.2 obtemos vértices pendentes com valores

Titj

Tipj—1 = di < aipj—1+17

o que implica i ; = Tiyj_10i4; € Z, POIS Tiy;j 10i4; € 2L,
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e vértices permanentes com valores dk — ]jil(ﬂfz_i_]) = in.l(lﬂ_j.ilfi_i_j_l 7& 0, para
1 S ] S Qjtj — 1.

]

Proposicao 3.3.5. Seja G um cografo com codrvore balanceada Tg,, de ordem n =
a1Qs . .. 0r_10.. Iniciando no nivel t, para 1 < i < r — 1. Entdo, os valores anteriores

Titj+1, para 0 < 3 <r —1i—1, sdo obtidos pela sequinte relagcao de recorréncia

T; = se i é impar,
T = se i é par,

(3.10)
Titjt1 = Qjtjr1Ti4; se 1+ j e 1lmpar,

Tipja1 = Qipj1Tit; — Qigjq1 + 1 se i+ 7 ¢ par.

Demonstragio. Seja G um cografo com coarvore balanceada T¢;,., de ordem
n = aas...a,_1a,. Iniciando em i, para 1 < 7 < r — 1, e considerando a coarvore
balanceada Tg, (a1, . .., a;—1,0]

0,...,0,a;) que possui vértices no nivel i com valores x; iguais a

1. 1, se ¢ é impar. Facamos inducgao em j, para j > 0. Para j = 0, segundo o Lema
3.3.3, no nivel ¢ + 1, obtemos vértices pendentes com valores x; 11 = a;11 = a;111 =
ai10+1%i10, onde ¢ + 0 é impar. Agora, suponha como Hipdtese Indutiva que para
J — 1, os valores dos vértices pendentes no nivel ¢ + j sejam x;4; = a;4;T;4;_1, onde
1+ 7 é impar. Mostremos que, para j, os valores dos vértices pendentes no nivel
t+J+ 1530 Zitj41 = Qi j+1Ti44, onde ¢ + j € impar.

Note que pela Hipétese Indutiva, 7 + j é impar. Assim, pela demonstracao do
Lema 3.3.4 obtemos que os valores dos vértices pendentes, no nivel ¢ + j 4+ 1, sdo

Titjr1 = Qitj+1Titj, cOMo queriamos demonstrar.

2. 0, se 7 é par. Facamos inducao em j, para j > 0. Para j = 0, segundo o Lema
3.3.3, no nivel ¢ + 1, obtemos vértices pendentes com valores z;11 = 1 — a;11 =
a;110 — a;11 + 1 = a;1011Tir0 — @iror1 + 1, onde ¢ + 0 é par. Agora, suponha como
Hipétese Indutiva que para j — 1, os valores dos vértices pendentes no nivel 7 + j
sejam Tji; = @;y;Tiyj—1 — Qiy; + 1, onde ¢ + j é par. Mostremos que, para j, os
valores dos vértices pendentes no nivel i+ j 41 a0 Zj4j11 = Qitj41Tiv; — Gitjp1 + 1,

onde ¢ + j é par.

Note que pela Hipotese Indutiva, ¢ + 5 é par. Assim, pela demonstracao do Lema
3.3.4 obtemos que os valores dos vértices pendentes, no nivel ¢ +j +1, s80 ;4411 =

Qirji1(Tir; — 1) + 1 = @iy j41%iy; — Qivjp1 + 1, como querfamos demonstrar.
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Com a Proposicao 3.3.5, podemos calcular os autovalores do cografo GG, cuja coar-
vore balanceada ¢ T(;,.. Para isso precisamos resolver a relacao de recorréncia estabelecida
em (3.10) para cada i € {1,...,r — 1}, correspondente a cada nivel da codrvore Tg, .
Os préximos Teorema 3.3.7 e Teorema 3.3.8 nos fornecem as féormulas da resolugao da
relacao de recorréncia da Proposicao 3.3.5. Para isso, a Defini¢ao 3.3.6 denota os parame-
tros destas férmulas considerando, T, = (aq,as,...,0[0,...,0,a,) a codrvore balanceada

associada ao cografo G, e r, i, respectivamente, no lugar de n, [.

Defini¢ao 3.3.6. Considerando a = (ay,as,...,a,) uma sequéncia fiza de inteiros posi-

tivos, definamos o sequinte parametro

nQn—10n—2 . . . i, 1<i<n-1
%J:{aa 10p—2...q;, sel<[<mn (3.11)

s sel=n

Teorema 3.3.7. Sejam r > 2 ei € {1,...,7 — 1} par fixado. Considerando a recorréncia

(Tiy Tig1s oooey Tijy ooy Tr—ij1) SObre valores de j, para j > 0 com wvalor inicial x; = 0,
temos
Tigj = QigjTigj—1 se i+ j € impar, (3.12)
Titj = QipjTivj—1 — Qip; + 1 se i+ 7 € par.

Entao, a solugao €

J
Tivj = 3 Yirgark(—DF +1 se i+ j éimpar,
e (3.13)
Tiyj = ki_:l Vitjirk(—1)F se i+ j ¢ par.

Demonstrag¢io. Para i € {1,...,r — 1} par, facamos indu¢ao em j > 1. Para j = 1,
aplicando a relagdo de recorréncia (3.12) obtemos ;11 = a;412; — a;41 + 1 = —a;41 + 1,
e como i é par, it +j = ¢+ 1 é impar. E ainda, —a;,; + 1 pode ser comparada a
uma outra expressao relacionada a Defini¢do 3.3.6, —a;11 + 1 = 11,1 (-1) '+ 1 =
i Yirjirk(—1)" + 1 = x4 Se realizarmos analogamente os passos para i + 2 par,
(k)B%cemos a comparacao andloga do valor obtido pela recorréncia com a férmula de (3.17).
Assim, podemos supor, como Hipodetese Indutiva, que para j — 1 aplicando a relagao de

recorréncia (3.12) obtemos

j—1
Tivjo1= 2 Yirjorapk(=DF+1 sei+j—1¢éimpar,

k= - (3.14)
Titj—1 = k§1 Virj-rirk(—1)" se1+j—1¢par.

Agora, resta-nos mostrar que para j aplicando a relagao de recorréncia (3.12) obtemos

M=

Tirj = 3 Virjirk (D + 1 se i+ j éimpar,

ol

<.
—_

(3.15)
Tivj = 1%+j,i+k(—1)k se i+ j € par.

£
Il

Para isso analisamos quando 7 + j €
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1. par. Nesse caso i+j—1 é impar, e aplicando a rela¢ao de recorréncia (3.12) obtemos

Titj = Qi+;Tir+j—1 que pela Hipétese Indutiva é igual a aiﬂ-(ZZi ’yi+j_17i+k(—1)k +
1) = ;Zi ’Yi+j,i+k(—1)k+ai+j = ;Zi %’+j,i+k(—1)k+%+j,i+j(—1)j- Observe que (_1)j =
1, pois de i e i + j serem par, j é par fazendo com que x;;; = ij Yirjirk(—1)F +
Yitiiti = ka:l Yitjirk(—1)F, como querfamos demonstrar.

2. {mpar. Nesse caso i+ j—1 é par, e aplicando a relagao de recorréncia (3.12) obtemos
Tipj = QiyjTiyj—1 — Qiy; + 1 que pela Hipdtese Indutiva € igual a
Jj—1 Jj—1
ai+j(k2_:1 Yirjoritk(—1)F) — @iy + 1 = gl Yitjik(—1)" — a;; + 1. Observe que
J ) )
—Qiyj = —Vitji+j = 2 Virji+k(—1)’, onde (—1)7 = —1 pois j é {fmpar. Assim,
k=j

J
temos que x;1; = > Yiyjirk(—1)" + 1, como querfamos demonstrar.
k=1

O

Teorema 3.3.8. Sejamr > 2 ei € {1,...,r—1} impar firado. Considerando a recorréncia
(Tiy Tit1y ooy Tijy oy Tr—i—jt1) SObTE walores de j, para j > 0 com valor inicial x; = 0,
temos

Titj = QigjTitj1 se 1+ j € impar,

) (3.16)
Titj = Aj4+jTitj—1 — Ajyj +1 se 1+ ) e par.

Entao, a solucao €

J
Tiv; = 2 Virjark(=D)F + 1 se i+ j & impar,
k=l (3.17)
J k+1 S
Tipj = kz_:l Yitjitk(—1) se i+ j € par.
Demonstracao. Analoga a demonstracao do Teorema 3.3.7. O

Retomando ao Teorema 3.1.5, obtemos que —x é autovalor do grafo G se o Al-
goritmo de Diagonalizacao(T¢,x) produz algum zero como vértice permanente. Atri-
buindo inicialmente aos vértices os valores z' na execucao do Algoritmo de Diagona-
lizagdo (Tg,,—a'), para 1 < ¢ < r — 1, pela recorréncia construida anteriormente,
obrigatoriamente em algum nivel o valor 0 é atribuido como valor diagonal para todos
os vértices, entao podemos supor pelo método de recorréncia desenvolvido e pelo Teo-
rema 3.1.5 que, determinar os autovalores de um cografo G,, com coarvore balanceada
T, (a1, as,...,a,-1,0[0,...,0,a,), ¢ 0o mesmo que calcular pela férmula de recorréncia a
solugao dos z’. Desta maneira, os préximos Coroléario 3.3.9 e Coroldrio 3.3.10 fornecem

essa solugao.
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Corolério 3.3.9. Ser é impar, —z' é um autovalor do cografo G com codrvore T, , para
1<i<r-—1, onde

=,

T, = Til ’Yr,i+k(—1)k +1 se 1 € par,
i (3.18)

< .

x = X_j Yrivk (=D + 1 se i é impar.
k=1

Demonstracao. Seja j = r — 1. Sabendo que por hipdtese r = i + 5 é sempre impar,
fagamos inducao em ¢. Para ¢ = 1 impar, pelo Teorema 3.3.8, a solucao da relacao de
r—1
recorréncia é 1 = 3 4.14%(—1)F + 1. Para i = 2 par, pelo Teorema 3.3.7, a solugio
k=1
r—2
da relagdo de recorréncia é 22 = 3 7,04 1(—1)F + 1.
k=1
Suponhamos, como Hipétese Indutiva que para ¢ — 1 a solugdo da relacao de

recorréncia seja

. r—i—1
=) '7m41+k(_1)k +1 se i —1 ¢ par,
5 (3.19)
il = Y v (DM 41 sei— 16 impar.
k=1
Queremos mostrar que para i a solugao da relacao de recorréncia é
Tl = 3 Yrisk(=1)F +1 se t € par,
s (3.20)
i =Y k(DM + 1 se i é impar.

B
Il

1
Mas note que, pelo Teorema 3.3.7 obtemos x% = i Yra1sx(=1)F + 1, para i par, e
k=1

. r—i
pelo Teorema 3.3.8 obtemos 2! = 3 7,.144(—1)%"1 + 1, para i {mpar, como querfamos
k=1

demonstrar. O

Corolario 3.3.10. Se r € par. —x' é um autovalor do cografo G com codrvore Tg,, para
1<i<r—1, onde

zh = Z_: Yrirk(—=1)F se i & par,
R (3.21)
x, = ) %,z’+k(—1)k+1 se i é impar.
k=1
Demonstracao. Analoga a demonstracao do Corolario 3.3.9. n

3.4 O Espectro de T¢(aq, ..., a,-1,00,...,0,a,)

Nesta segao iremos calcular a multiplicidade dos autovalores —z%, 1 < i <r —1

de T, determinados na secao anterior, e exibiremos o espectro de G.

Considere a coarvore Tg, (a1, az,...,a;-1,0[0,...,0,a;). Se i é
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1. par e cada vértice tem valor x; = 0, entdao o Algoritmo de Diagonalizac¢io executa
o Subcaso 2b, ajay...a;_1(a; — 1) vezes e restam ajas...a;—1(a; — 1) zeros nos
vértices permanentes, e zeros nos vértices pendentes. Nesse caso, sabemos entao

que m(—z,G) > ajas .. .a;_1(a; — 1).

2. impar e cada vértice tem valor z; = 1, entao o Algoritmo de Diagonalizac¢do executa
o Subcaso 1b, ajay...a;—1(a; — 1) vezes e restam ajas...a;—1(a; — 1) zeros nos
vértices permanentes, e 1 nos vértices pendentes. Também nesse caso, sabemos que

m(—z', G) > ajay . ..a;_1(a; — 1).

Agora, para verificarmos a igualdade m(—z%, G) = ajas . .. a;_1(a;—1), precisamos

do Lema 3.4.1 a seguir.

Lema 3.4.1. Para 1 < ¢ < r — 1, o Algoritmo de Diagonalizacao nao produz zeros

permanentes nos vértices da etapa apos o nivel i.
Demonstragio. Considere a coarvore Tg, (aq,...,a;-1,0/0,...,0,a;), se i é:

1. par e z; = 0, entdo a coarvore no préximo nivel é T, (aq,...,a;—2,0[0,...,0,a;_1)
com z;_1 = 0 em cada vértice. Note que os vértices de valor z;_; = 0 sao filhos
de vértices w = ®, portanto o Subcaso 1la é repetido ajas . ..a; 2(a;—1 — 1) vezes
produzindo valores permanentes diferentes de zero. Com isso e pelo Teorema 3.2.4
concluimos que m(0,G,;_1) = 0, onde G;_; é o cografo cuja codrvore balanceada é
Te,_ (a1, ...,a;-2,0]0,...,0,a,_1). Isso significa que nas préximas iteragdes 1 < j <

1 — 1, os valores permanentes serao diferentes de zero.

2. {fmpar e z; = 1, entdo a codrvore no préximo nivel é T, (aq,...,a;,2,0|0,...,0,a;_1)
com x;_1 = 1 em cada vértice. Note que os vértices de valor z;_; = 1 sao filhos
de vértices w = U, portanto o Subcaso 2a é repetido ajas...a; 2(a;—1 — 1) ve-
zes, produzindo valores permanentes diferentes de zero. Com isso e pelo Teorema
3.2.4, concluimos que m(—1,G;_1) = 0. Isso significa que nas proximas iteragoes

1 <5 <i—1, os valores permanentes serao diferentes de zero.

Desta forma, de Tg, (a1, as,...,a;-2,0/0,...,0,a,_1) em diante, o Algoritmo de Diago-

nalizacdo nao produz zeros permanentes.

]

Teorema 3.4.2. Para 1 <i<r—1, temos que m(—x%,G) = ayay...a;_1(a; — 1).

Demonstragio. Seja G o cografo com coarvore balanceada T, . Considere T¢;, a coarvore
cujo i = 1,2,...r — 1, com valor diagonal z; tal que pelo Algoritmo de Diagonalizacao

r; = 0 se i ¢ par, ou r; = 1 se ¢ ¢ impar. Entao, pelo Lema 3.3.4 a coarvore Tg,, ,
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7 > 1, nao possui valores permanentes zero. E, pelo Lema 3.4.1, nao produz zeros
nos vértices permanentes apés o nivel ¢ na coarvore Ty;,. Com isso e considerando que

m(—zi,G) > ajay . ..a;_1(a; — 1), temos m(—z%, G) = ajay . ..a;_1(a; — 1), O

Com o Teorema 3.4.2 obtemos a multiplicidade de autovalores diferentes de 0 e —1,
agora resta determinar quantos autovalores do espectro de G ainda estao indeterminados.
Para isso, considere a codrvore balanceada T¢, (a1, as, .. .,a,-1,0/0,...,a,) de ordem n =
ajas . . .a,. Pelo Teorema 3.2.4 sabemos que se r é impar entao m(—1,G) = ay ... a,_1(a,—
1), e se r é par entdao m(0,G) = ay...a,_1(a, —1). Com isso e pelo Teorema 3.4.2, para

r impar ou par o nimero de autovalores inteiros do cografo é o mesmo:

T'Z_jllm(—mi,G) +ay...a,1(a, — 1) = (a1 — 1) +as(aa — 1) + aras(ag — 1) + ... +
aj . ..CLTZ__Q(G/T-_I -1 +a...ar1(a, — 1) = a3 — 1 + a1a9 — a1 + a1aza3 — ajas + ... +
a1...0p_1Qp — A1 ...0p_1 = Q7 ...0,_10, — 1 = n — 1. Sendo assim, falta determinar um
autovalor A de multiplicidade 1. Pela equivaléncia entre matrizes, podemos determinar o

autovalor pendente A pelo traco da matriz de adjacéncia.

Corolario 3.4.3. Seja G um cografo com n autovalores associados tal que n — 1 estdo

determinados. Entdo, o autovalor pendente é

r—1 . .
— > m(—,,G)(—z;) se r é par
A= 1 } . t (3.22)
— Y m(—2.,G)(—zL) — (=1)ay...ar—1(a, — 1) se r é impar.
i=1
Demonstragio. Seja G um cografo e Tg, = (ay,...,a,-1,0[0,...,a,) a codrvore de ordem

n = ajas...a, associada. Sabendo que o trago da matriz de adjacéncia A(G) é zero e
que A(G) é equivalente a matriz diagonal dos autovalores de G, podemos determinar o

autovalor pendente A pelo somatorio dos autovalores de G igualado a zero.

Ser é:

1. par, pelos Teorema 3.2.4 e Teorema 3.4.2, m(0,G) = a;...a,_1(a, — 1) e
m(—z.,G)=ay...a;_1(a; — 1), 1 <i <r — 1. Portanto,

m(0, Q)0 + :ill m(—z', G)(—x%) + A =0, logo \ = —Till m(—z', G)(—zt).

2. fmpar, pelos Teorema 3.2.4 ¢ Teorema 3.4.2, m(—1,G) = ay...a,-1(a, — 1)
e m(—z!,G) = a1...a;_1(a; — 1), 1 < i < r —1. Portanto, m(—1,G)(—1) +
erl m(—x%, G)(—zl) + A =0, logo A = — rzll m(—zt, G)(—2') — (=1)ay ...a,_1(a, —
1).
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Finalmente, o iltimo Teorema 3.4.4 desta se¢ao nos apresenta o espectro completo

de qualquer cografo que possua codrvore balanceada associada a ele.

Teorema 3.4.4. Seja G um cografo de ordem n com codrvore balanceada T¢, . Entdao o

espectro de G € dado por
{(—ai)m-@=) parg 1 <i <pr—1,(0) =1 i m(—zt, G)(—x%)}, ser é par. E

. r—1 . )
{(—ai)m-@=Y parg 1 <i <7 —1,(=1)2@=D - S m(—zl,G)(~2°) — (=1Day ...a,_1
i=1
(a, — 1)}, ser € impar.
Demonstracao. Segue dos resultados anteriores. O

3.5 Aplicacdo e Algoritmo de Determinacdo do spect(G)

Finalizamos este capitulo, apresentando uma aplicacao dos resultados obtidos nas
secoes anteriores. Considere o cografo G = (K3UK3)®(K3UK3) cuja coarvore balanceada
T6(2,2,0/0,0,3) é dada pela figura 17.

Figura 17 — Coarvore balanceada

Note que a profundidade r do cografo G é igual a 3, de modo que r é impar, e
a1 = 2, ap = 2 e az = 3. Entao, pelo Teorema 3.2.4, a multiplicidade do autovalor —1 é
igual a 8. Pelo Teorema 3.2.5, determinamos que o nimero de autovalores de G, distintos
de —1, é igual a 4, assim concluimos que este cografo possui um total de 12 autovalores,

dos quais faltam ainda determinarmos 4.

Pelo Coroldrio 3.3.9, —z% é autovalor de G, para 1 < i < 2, onde
T = 5}1 Ya1k(—1)* 1 +1=azay—az+1=4ea? = ’;1:1 Yaork(—1)F+1=—az+1=-2.
Ou seja, —4 e 2 também sao autovalores de G. Pelo Teorema 3.4.2, m(—4,G) = (a; —
1)=2—-1=1em(2,G) = a1(ay — 1) = 2(2 — 1) = 2. Portanto, falta determinar o
> (=}, G)(—af) — (~T)araz(as —
1) = —m(—4,G)(—4)—m(2,G)(2)+
—4 -1 2 8
1 8 2 1)

autovalor pendente \. Pelo Coroléario 3.4.3, A =

1) = —m(—2}, G)(—zi) —m(—2%, G)(—23) +2.2(3

7

8=—1(—4) —2(2)+8=4—4+8=8. Assim, spect(G) =
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Ou ainda, podemos determinar o espectro de GG pelo Teorema 3.4.4. Nesse caso os
autovalores e suas multiplicidades sao determinados de imediato aplicando as informacgoes
da coarvore direto na férmula
{(—ai)m-@=) parag 1 <i <r—1,(—1)u@r=1 ril m(—zt, G)(—xt) — (=1)ay ...a,,
(a, — 1)}. Inspirados nisso, definimos o Algom'tmglde Determinacdo de spect(G)
(T, r) (Figura 18).

INPUT: coarvore balanceada T¢(a1,as,...,a,—1,0|0,...,a,), inteiro r
OUTPUT: spect(G) = {dy @@= (—gi)ar-(ai=1) parq 1 <i<r—1,A}

Algoritmo de Determinacao de spect(G)(Tg,7)
iniciando por r > 2, para Tg(ai,as,...,a,-1,0|0,...,0,a,)
analise r
se r é impar
dy ¢é autovalor com multiplicidade ajaz...(a, —1) //subcaso la

d1 +— -1
—x% ¢ autovalor com multiplicidade ajas...(a; —1) //subcaso 1b
para 1 <i<r—1 par, //subcaso 1ba
. r—1i
Ty 4 = kZ Yrirk(—1)F =1
=1
para 1 <i<r—1 impar, //subcaso 1bb
. r—1
—re = X Yrirk (1) =1
=1
A é autovalor com multiplicidade 1 //subcaso lc
r—1 . .
A — Zl m(—zL, G)(—zL) — (—=1)(a1...ar—1(a, — 1))
1=
se r é par
dy é autovalor com multiplicidade ajasy...(a, —1) //subcaso 2a
di < 0
—z! & autovalor com multiplicidade ajas...(a; —1) //subcaso 2b
para 1 <i<r—1 par, / /subcaso 2ba

. r—i
—&y ¢ — kZ ’Yr,z'+k(—1)k
=1

para 1 <i¢<r—1 impar, //subcaso 2bb
. r—1i
—T = — kzl Yok (=1
A é autovalor com multiplicidade 1 //subcaso 2¢

r—1 . .
A — % m(—al, G)(—at)
i=1

pOp—10p—9 ... 01, Sel<i+k<r—1

" .
ara todo r considere 7, ; )
b Vryi+k { ar, seit+k=r

Figura 18 — Algoritmo de Determinagao de spect(G).

Cosidere o cografo G = (K33 U K33) ® (K33 U K33) ® (K33 U K33) cuja codr-
vore balanceada é T(3,2,2,0/0,0,0,3). Ao aplicarmos o Algoritmo de Determinagao de

spect(G) nessa codrvore com r = 4, obtemos, por r ser par, que 0 é autovalor com mul-
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tiplicidade igual a 24. Além disso, pelos Subcasos 2ba e 2bb, —9, 3 e —3 também sao

autovalores com respectivas multiplicidades 2, 3 e 6. Pois,

Por tltimo, obtemos pelo Subcaso 2¢, que A = —(2.(—9)4+3.3+6.(—3)) = —(—18+
9 — 18) = 27 também é autovalor, com multiplicidade igual a 1. Assim, o espectro de G

é spect(G) = {0%*,—92, 33, —35 27}.
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4 Cografos integrais via triangulos combina-

torios

No presente capitulo, embasados no artigo de Ching, Flérez e Mukhrjee (2020),
apresentamos uma familia infinita de cografos nao regulares e integrais, obtidos pela
técnica envolvendo matrizes de tridngulos combinatérios. A técnica envolve associar uma
matriz de adjacéncia, a uma matriz simétrica embutida no Determinante do Triangulo de
Hosoya. Essa associacao ¢ realizada tomando o mod 2 das entradas da matriz simétrica.
Apds, mostramos que essa matriz de adjacéncia estd associada a um cografo, e pelo seu

respectivo polindmio caracteristico, determinamos o espectro.

4.1 O Determinante do Triangulo de Hosoya

O Determinante do Triangulo de Hosoya é um triangulo ordenado cujas entradas
{H, }r k>0 sdo definidas recursivamente, da esquerda para a direita, por H, = H,_1x +
H, oy e H., = Ho_1j-1+ H,_95_» com condi¢do inicial Hy; = 0,Hy; = Hyp = 1 ¢
Hso=3onder >1el <k <r como ilustra a Figura 19.

Figura 19 — Determinante do Tridngulo de Hosoya H

Esta definicao é equivalente a definicao H, y := Fj_1F,_k12 + FipF,_j, onde cada
F;, @ > 0, ¢ um termo da sequéncia de Fibonacci. Por Blair, Florez, Mukherjee e Ra-

mirez (2020), obtemos também que as entradas do tridngulo sdo determinantes, ou seja,

Fy F,
+1 k . . .
H, ) = . Com esta notagao conseguimos demonstrar propriedades sobre

Fr7k+1 Fr7k+2
a divisibilidade das entradas, usando a notagao mdc para maior divisor comum e Z-~ para

numeros inteiros positivos. Essas propriedades por sua vez, auxiliam na determinacao de
matrizes de adjacéncia, e com isso, na determinacao de grafos associados. Considerando

¢ um inteiro e a, b, ¢, d inteiros positivos, entao as propriedades sao

L. mde(Fo, Fy) = Frde(ab):
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2. mde(F,, Foyr) = 1,
3. se mdc(a, c) = mdc(b,d) = 1, entdo mdc(ab, cd) = mdc(a, d)mdc(b, c);

4. mdc(bq + r,b) = mdc(r,b).

4.2 Grafos obtidos de matrizes simétricas

Como o Determinante do Triangulo de Hosoya H é simétrico em relagao a mediana,
fixando r = w para algum w € Z-, definimos uma matriz simétrica S, embutida em H,

cujas w linhas e colunas sao restrigoes das diagonais de H,

Hl,l H2,1 H3,1 Hw,l
SZ; _ H2,2 H3,2 H.4,2 Hw+1,2 (41)
Hw,w Herl,w Hw+2,w <. Hwal,w

wXw

A cada matriz simétrica S;, associamos uma matriz de adjacéncia S;; mod 2, que

é construida tomando o mod 2 de cada entrada da matriz simétrica S,

0110 1
1 01
S*rmod2=|1011 ...0 (4.2)
1101 1
wXw

Por exemplo, para w = 4 obtemos a matriz simétrica Sy, embutida em H (tridngulo

da Figura 19), e a matriz de adjacéncia S} mod 2:

S; mod 2 =

N = = O
N = W =
© Ut W~ =
O = = O
—_ O =
_ = O
S = = O

—

=

(U6

N~—

Observe ainda, que pela defini¢ao equivalente H, ) = Fy_1F,_jyo + FF_j refe-

rente as entradas de ‘H, podemos reescrever S,, como
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FoFy + Fi Fy FoFs + F1 Fy FoFy+ FiFy, ... FyFyp + FiF,
FiFy + FyFy FiFs+ Fo by Py + FF, .. FiFy+ FBE, B
Fo b+ FyFy Fy b3+ FyFy Fy by +FyFy o0 Fy Py + FyFyua
FWF, FyFs FoFy, ... FoFui nhry FBFy FF, ... FiF,
F, I\ Fy FF, ... FF, N BhFy FBEF, FFy ... FyF,
Fw—1F2 Fw—lFS Fw—1F4 Fw—le+1 FwFO FwFl FwFQ Fwa—l
F[) Fl
F1 F2
| (R R FR .. Fua)+|  |(R R R ... Fo)
F,_1 Fy

Portanto, a matriz simétrica S,, é decomposta na soma do produto de duas ma-
trizes com posto um (ulTvl + UQTUg)l, cujas entradas de wuq,us,v; € v sa0 numeros de

Fibonacci em ordem consecutiva. Assim, a matriz Sy de (4.3) é igual a

(123 5)+

(011 2).

N = = O
W N = =

O grafo associado a 84, segundo sua matriz de adjacéncia mod 2, é um grafo quase
regular (grafo cuja a diferenga entre o grau méximo e grau minimo é 1) com dois lagos,
denotado por G = (K} U K}) ® Ky (Figura 20). Ou seja, ¢ um grafo obtido através do
triangulo ‘H tal que a ordem é a soma da ordem de outros trés grafos, dois quase regulares
com lagos (K7) e um complementar de um regular (K5). Assim, nos perguntamos: todos
os grafos obtidos do triangulo ‘H sdo produto das operagoes de join e unido disjunta de

outros 3 grafos?

Figura 20 — Grafo G} associado a matriz Sy

A resposta é obtida pela Proposicao 4.2.1 a seguir.

L A matriz AT é a matriz transposta da matriz A, para toda A.
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Proposicao 4.2.1. Seja S, mod 2 uma matriz simétrica embutida em H, entdo o grafo
(K; UK])® K, , se w = 3t;

associado a ela é da forma G)y = ¢ (K} UK})® Kiy , sew=3t+1;
(KUK ) @Ky, sew =3t + 2.

Demonstracao. Seja S,, mod 2 uma matriz simétrica obtida através de H, tal que w =
3t+1. Estabelecemos a seguinte notagao para a i-ésima linha e j-ésima coluna de S,, mod 2:
zij, onde 1,5 = 3k + 1, para 0 < k < t; v;;, onde ¢,j = 3k — 1, para 1 < k < 't; u;;, onde
i,j = 3k, para 1 < k <t. A essa notagio associamos {zx }1<k<t+1, {Ukr<r<t € {ur}b1<r<t

referentes aos vértices do grafo G, como ilustra a Figura 21.

Z Vi U v, Wz
0 1 1
T

_;_:gl

,_.
=

0
1
Uy 1
0
|

- = o
=

W1
Zs| 0

—_ S = = D =

0

Figura 21 — Notacao das entradas da matriz Sy, mod 2

Agora fagamos o comparativo entre a matriz S,, mod 2 e sua notacao associada

aos vértices do grafo G

0110 ...1 10
1101 ... 10
1 011 ... 011
1 0 1 0 1
01 0
01 10 ...1 10
wXw
2121 211 21U 2122 e 21V3¢—1 Z1U3¢ Z123t+1
V121 U101 ViU V122 e V1V3t—1 V1Uz¢ V123t+1
U1z U101 Uuy Ui 22 3 O T | U U3¢ UL Z3t+1
Vgt—121 Ust—1V1 U3gt—1Ur U3t—122 ... U3t—1VU3t—1 Ust—1U3t U3t—123t+1
U3tz U3tV Uzl Uzgze ... U3tV3¢—1 UgtU3t U3t Z3t+1
Z3t+1%41  F3t+1VU1 231Ul Z3t4122 - .. Z3t41U3t—1  R3t41U3t 23412341

Notemos que os vértices {z; }1<k<t+1 ndo possuem lagos, pois ocupam as entradas
nulas da diagonal da matriz, enquanto que os vértices {vgb1<p<: € {ux}1<k<¢ possuem,

pois ocupam as entradas nao nulas da diagonal da matriz. Além de que os t + 1 vértices
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denotados por z nao sao adjacentes, pois as entradas correspondentes z;; sao iguais a zero,

portanto o conjunto desses t + 1 vértices compdem um grafo K.

Além de possuir lacos, os t vértices denotados por v sao adjacentes, pois as en-
tradas correspondentes v;; sao iguais a um, compondo assim um grafo K;. O mesmo
observamos para os t vértices u. Restando a andlise das entradas da matriz correspon-
dentes as combinacoes entre os vértices v e u. Essas ocupam as entradas nulas da matriz.
Assim, a unido entre os grafos gerados pelos vértices {vgb1<x<t € {ug f1<k<¢ ¢ uma unido

disjunta resultando em um grafo K; U K.

Por 1dltimo analisamos as entradas da matriz correspondentes as combinagoes entre
os vértices z e v, e os vértices z e u. Essas ocupam as entradas com valor 1. Entao existe
uma operagao de join entre o grafo K,y e cada um dos grafos K;. Portanto, o grafo

associado a matriz Ss1 mod 2 é da forma G5, = (K] U K;) ® K41.

De maneira similar provamos que para w = 3t e w = 3t + 2, os grafos associados
as matrizes Sz mod 2 e Szio mod 2 sdo da forma G, = (K; UK;) @ Ky e Gj,p =
(Kf UK y) ® K. 0

Ao substituir a mediana de #H, (0, 3,5,16,...), por (0,0,0,0,...), obtemos uma
nova matriz simétrica S,, mod 2 cujo grafo associado G,, nao possui lagos. Pela Proposicao
(K;UK;) ® K, , sew = 3t;
4.2.1 esse grafo ¢ da forma G, = ¢ (K;UK,)®@ K1, sew =3t + 1;
(K; UK )@ Ky, sew =3t + 2.

Proposicao 4.2.2. Seja S, mod 2 uma matriz simétrica embutida em H. Entao, para

mediana (0,3,5,16,...) o grafo G*

* € um cografo, e para mediana (0,0,0,0,...) o grafo

G € um cografo.
Demonstracio. Segue direto da Definigao 2.3.1. m

Denotaremos por Gy, (Giut)s Giyer1y (Gueer)) © Glurnyern) (Geern)e+1)) 08 cografos
associados, consecutivamente, as matrizes simétricas de ordem w = 3t, w = 3t + 1 e
w = 3t + 2.

OBS: Agora que obtemos cografos do Determinante do Triangulo de Hosoya, é natural
investigarmos seus espectros. Antes disso buscamos caracterizar, dentre os trés tipos de
ordem da matriz S,, mod 2, quais geram cografos regulares. Para isso, é facil ver que o

join de dois grafos, G; ® G, pode ser representado pela matriz

A(Gl)mxm ‘ J%Xn
Joxm | AG2)uxn )

M(m+n)><(m+n) = (

Onde, A(G1)mxm € A(G2)nxn a0 matrizes de adjacéncia de G e Ga, € Jpxm € matriz de

entradas todas iguais a 1.
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Teorema 4.2.3. Seja S, mod 2 uma matriz simétrica e o grafo G, associado a ela.

Entao, G, € reqular, se e somente se, w =3t + 1, t > 0. Além disso, G,, € 2t—reqular.

Demonstragio. (<) Para w = 3t + 1, mostremos que Git(141) € regular.

Seja A = (a;;) a matriz de adjacéncia de Gy 441y, portanto,

(Fis1Fj — FiFj) mod 2, para i # j;
a; ;7 —
7 0, para i = j.

Afirmacao: As entradas a; j, de A, sdo iguais a 0 mod 2 se
ai; € & = {a136+1,023%, A33k—1,---,A3k+11}, para 1 < k < t, e sdo iguais a 1 caso

contrario.

Demonstragio da Afirmagdo: Para aqsiy1, a23k, @33k—1 € Q43k—2 CONSEZUIMOS
observar a validade da Afirmacgao comparando essas entradas com a matriz A mod 2, de
maneira semelhante ao que foi feito na demonstracao da Proposicao 4.2.1. Agora, para
as outras entradas do conjunto £, consideramos a;si+o—i = Fit1Fspro-it1 — FiFsp10-i.
E assim, demonstramos a Afirmacao separando em trés casos: ¢ = 3s — 1, 7+ = 3s e

1 =3s+ 1 para s > 1.
Para i = 3s — 1, temos a3s—13(k—s+1) = F3sF3(h—s)14 — F3s—1F3(k—s41)-

Como mdc(Fss—1, F35) = 1 = mde(Fai—s41), F3k—s)44), entdo

mdc(F3sF3(k—s)+47 F35—1F3(k:—5+1)) = de(F:ss, FS(k—s—i—l))de(F&s—lu FS(k—s)+4)

= L'mdc(3s,3(k—s+1)) Fmdc(3s—1,3(k—s)+4) .

Portanto, Frnde3s—1,3(k—s)+4) € Fmde(3s,3(k—s+1)) dividem azs 1 3(x—s41)- Como a sequén-
cia de Fibonacci gera uma sequéncia de dois nimeros impares e um par, consecutivamente,

concluimos que F3, ¢ um numero par, assim I, qe(3s,3(k—s+1)) € Par, 1ogo a;sp42—; € par.

Para i = 3s e © = 3s + 1, obtemos, de maneira analoga aos passos tracados para
t = 3s — 1, que a;3,42-; € par. Assim, as entradas pares de A mod 2 fazem parte do
conjunto £&. Como mod 2 é uma matriz de zeros e uns, e a sequéncia de Fibonacci é uma

sequéncia de um nuimero par e dois impares, segue o resultado da Afirmacao.

Sendo assim, e pela representacao matricial do join de dois grafos (conferir OBS

imediatamente anterior ao Teorema 4.2.3), a matriz A ¢ da forma

AKeext Ot | Ticen)
A1) x (3t41) = O¢xt A(Ky)ixe

Jt+1)x2t ‘ A(K 1) (t41) k(141
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Perceba que as duas matrizes A(K;) de A ndo possuem vértices adjacentes entre
si, pois as entradas correspondentes dessa conexao fazem parte das matrizes O;x;. No
entanto, ambas possuem conexao com K,,;, uma vez que as entradas correspondentes
fazem parte das matrizes Jy 1)y € J;X(t +1y, que sao matrizes de 1. Por isso, temos
que o grafo Gy 41y ¢ conexo. Além disso, o grau dos vértices do subgrafo K;, que ¢é
(t—1)+(t+1) = 2t, é o mesmo que o grau dos vértices do subgrafo K1, que é t+t = 2t.

Entao, todos os vértices de G141y tém o mesmo grau 2¢, portanto Gy i41) ¢ 2t-regular.

(=) Suponha que G,, é um grafo regular e w # 3t +1 : w =3t e w =3t + 2.

1. Se w = 3t, entdao Gy ¢ o grafo associado, segundo a Proposig¢ao4.2.1. Pela Pro-
posicao4.2.2, e pela defini¢gao de cografo (Definigdo 2.3.1), esse grafo é conexo.
Além disso, sabemos pela Proposigao4.2.1 que Gy = (K; U K;) ® K, por isso
o grau méaximo (denotado por A) e o grau minimo (denotado por J) desse grafo
sao, respectivamente, o dobro dos t vértices isolados do complementar de Ky, e a
soma do grau de K, com os ¢ adjacentes agregados do complementar de K; (ou
seja, A =2t e § = d(Ky) + |K;| = (t — 1) + () = 2t — 1). Desta forma, obtemos
AN —§=2t— (2t —1) =1, o que nos faz concluir que G, é quase regular, e isso

contradiz a hipotese dele ser regular.

2. Se w = 3t + 2, entdo Gy41)t+1) € 0 grafo associado, segundo a Proposicao4.2.1.
Pela Proposigdo4.2.2, e pela definicao de cografo (Definigao 2.3.1), esse grafo
¢ conexo. Além disso, sabemos pela Proposi¢ao4.2.1 que Gyy1)i41) = (K¢ U
K1) ® Kyy1, por isso o grau maximo (A) e o grau minimo (§) desse grafo sio,
respectivamente, a soma do grau de K;;; com os t + 1 adjacentes agregados do
complementar de Ky, e a soma do grau de K; com os t + 1 adjacentes agregados
do complementar de K;,; (ou seja, A =d(Kiy1) + [Kip1| =t +1) =1+ (t+1) =
2t +1ed =d(Ky) + |Kesa| = (1) =1+ (¢t + 1) = 2t). Desta forma, obtemos
AN —06=2t4+1—2t=1, o que nos faz concluir que G,, é quase regular, e isso entra

em contradi¢cao com a hipdtese sobre o grafo ser regular.
Entao, w = 3t + 1. O]

Observe que os vértices que possuem grau minimo ¢ = 2t — 1, do grafo G};,, s@o
os vértices que possuem laco, assim como os vértices que possuem grau minimo & = 2t,
do grafo gt*(t +1)(t4+1), SAO OS vértices que possuem laco. No grafo Gf ;. ), como ¢ regular,
seu grau é o mesmo para todos os vértices (A = § = 3t), sendo que os vértices que nao
possuem laco sao os vértices cujas entradas diagonais correspondentes a;; para ¢ = 3k +1,
0 < k <'t, da matriz simétrica, sdo pares (0 mod 2), ou seja, apenas uma quantidade t de
vértices, correspondentes ao grau que o grafo K,,; soma no grau de Qt*t(t +1), que implica

o niimero de vértices com lago de Gfy ;4 ser (3t) — ¢ = 2¢.
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4.3 Cografos nao regulares e integrais

Apos vermos que nem todos os grafos do tipo G, sdo regulares, partimos para a

investigagao do espectro de grafos nao regulares.

Os grafos chamados integrais, sao aqueles cujos todos seus autovalores sao nimeros
inteiros. Na sequéncia, exibimos um resumo de alguns resultados cléssicos, que podem ser
encontrados no artigo de Balinska, Cvetkovic, Rarosavljevic, Simic e Stevanovic (2002),

que serao usados nas Proposi¢do 4.4 e Proposicao 4.3.3, a seguir.

Comecamos denotando G; o grafo com n; vértices e r; regularidades, para i = 1, 2.
A partir disso, e pela representacao matricial do join de dois grafos da secao anterior
(OBS), seguem os resultados:
[1] O grafo G; ® G5 ¢ integral, se e somente se, G; e G sdo grafos integrais e (r; —r)? +
4n1ny € um quadrado perfeito.
[2] O polinémio caracteristico, Pg,ga, (1)), do grafo G1®G, éigual a (—1)"2 Pg, (A) Pg, (—A—
1)+ (1) Py (N Py (~A — 1) — (~ 1)+ Py (<X — 1) Py, (A — 1),

Os resultados [1],[2] acima, sdo de grafos em geral. Mas podemos particularizar
para grafos r; regulares, i = 1, 2.
[3] Se G; é r;—regular, para ¢ = 1,2, entdo o polindémio caracteristico de G; ® G5 é obtido

Pa, (M) Pa, (A
por Po,ec, (A) = (e (X — 1) (A — 1) — (mina)).

Temos ainda, em adigdo da matriz de adjacéncia do grafo G; ® G (OBS da
secdo anterior), o resultado
[4] Se A} = ac” — A(G,) e Ay = bd" — A(G), entdo o polindmio caracteristico de M é ob-
tido por Pys(A) = (—1)" P, (=) Pacaay(N) + (1) Pac (N P, (—X) = (~ )™ Py, (=)
P, (=N).

A combinacao destes resultados com o Lema 4.3.1 culmina em uma condi¢ao ne-
cessaria e suficente para que o grafo G, = (K, U K,,) ® K, seja integral. Para assim
obtermos uma familia infinita de cografos nao regulares e integrais. A demonstracao do

Lema a seguir pode ser encontrada no artigo de Machado e Trevisan (1999).

Lema 4.3.1. Sen € um inteiro positivo, entao

1. O polinémio caracteristico de K, é obtido por p(A) = (=1)"(A— (n—1))(A+ 1)1
2. O polinémio caracteristico de K, ,, € obtido por p(A) = (—1)™ "\ T=2(\2 — nm).
3. O polinomio caracteristico de K,, é obtido por p(\) = (—1)"\".

4. O polinémio caracteristico de K, UK, é obtido por p(\) = (=1)™T"(A—(n—1))(A—
(m—1))(\+ 1)mtn=2,
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Proposicao 4.3.2. Sejam n,m,r € Zo, e P(\) o polindmio caracteristico de Gy

Entao,

1. sen#m, P(\) = (=1)™m AN+ 1) 2\ — (m+n —2)A2 — (m +n)(r +
1) —mn — 1A = ((m + n)r — 2mnr)].

2. Sen=m>1, P\) = (=1)"\ A+ 12D\ - (n - 1))(A\2 — (n — 1)\ — 2nr).
Demonstracao. Do Lema 4.3.1 segue que

1. parar € Z-g, o polindmio caracteristico de K, é p(A) = (=1)"(A—(r—1))(A+1)""1

e o polindmio caracteristico de K, é p(\) = (—1)"\";

2. para n,m € Zs, o polindmio caracteristico de K, ,, é p(\) = (—=1)" T\ =2(\2 —
nm) e o polinémio caracteristico de K,, U K, é p(A) = (=1)"""(A — (n — 1))(\ —
(m—1))(A+ 1)mFn=2,

Denotamos G; = K, UK,,, G = K, ., Go = K, e Gy = K, os grafos tais que
G1®Gy = (K,UK,,) ® K, = Gunr, para n,m,r € Zg. Ou seja, determinar Pg,,, (\) é o
mesmo que determinar Pg,gq,(A). Para ny (nimero de vértices de Gy), temos ny = n+m,
e para ny (nimero de vértices de GGy), temos ny = r. Assim, segue pelo segundo resultado
([2]), anterior ao Lema 4.3.1, que

Pon ) = Porscs) = (=1 Py (N Pay(—A — 1) + (—1)"" ey (\) Py, (<A — 1) —
(=1)" " P (=X = 1) Pg,(=A = 1).

Substituindo os polinémios dos itens 1. e 2. em P, (\), e como

P, (N) = Pr,uk,(A) = (=)™ (A = (n = 1)) (A = (m — 1))(A + 1)"+" 2
(=A=1)= Py, (A —=1) = A+ 1)""2((A+1)* — nm)
PGQ()\) = PFT(A) = (_1)7“)\1",

Fg

1

obtemos

(D" (=)™ A= (n=1)A = (m = 1)A+ D)™+ )X (1) (=1)"N
A+ D)™ 2(A+ 12 —nm) — (=1)" A+ D)™ 2 (A + 12 —nm)(A+r)A

que simplificando fica

(1A (0 12N (= X2 — ()4 1) — o — )\~
((m 4+ n)r — 2mnr)].
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Com isso, segue o primeiro resultado, de que paran # m, P(\) = (—1)™™ A= (A +
™2\ — (m+n -2 — (m+n)(r+1) —mn — DX — ((m +n)r — 2mnr)] é o

polinémio caracteristico de G,

Se n = m, entao

(=1 = (=) (=) = (1)
A+ D)™ = A+ 1) = (A1)

A= (m+n—2)A—=((m+n)(r+1)—mn—1)X— ((m+n)r—2mnr)] =

A3 =2(n— 1A= (2nrA+2n\ —n?XA = \) — 2nr —2n°7) = A —n+1)(A? = In+
A=2nr)=A—(n—1)) (A= (n— 1)\ — 2nr)

Seguindo assim, o segundo resultado. O]

Proposicao 4.3.3. Sejam n,r € Z~g. Gnnr € integral se e somente se 2nr = pq e

n—1=p—q para certos p,q € Z~y.

Demonstragio. (=) Por hipdtese G, ¢ integral. Suponhamos que 2nr # pg ou n — 1 #
p — q para todo p,q € Z~q. Pelo primeiro resultado [1], dos resultados apresentados no
inicio desta secgdo, (r; — 7’2)2 + 4niny é um quadrado perfeito, para r; e r9 regularidades
de K, U K,, e K,, consecutivamente, e n; e ny, nimeros de vértices de K, U K,, e K,.
Comory =n—1,r9=0,n; =2n e ny =7, entdo (1, — ry)*> +4nny = (n — 1)? + 8nr =
n? + (8 — 2)n + 1 é quadrado perfeito. Ou seja, n> + (87 —2)n+ 1 = (n + p)(n + q) para
algum p,q € Z. Dal,

n’+@8r—2n+1=(n+p)n+q)=n’+{p+qn+pqg
=8r—2=p+qgel=pg

—p=q=loup=q=-—1.

Sep=g=1,entdao 8r—2 =2 <= 2r = 1, absurdo, pois r € Z~g. Sep =q = —1,
entao 8 —2 = —2 <= 8r = 0, absurdo, pois r € Z~. Portanto, 2nr =pgen—1=p—q
para algum p, q € Z+.

(<) Observamos que o grafo G; = K,,UK,, é um cografo com coarvore balanceada
associada Tg, = (2,0]0,n). Por isso, pelo Capitulo 3, sabemos que GGy é integral, assim
como Gy = K,, pois o tinico autovalor associado a G5 é o zero. Além disso, o grafo

(K,UK,) tem n; = 2n vértices e é (n — 1)—regular (r; = n—1); o grafo (K,) tem ny =r

vértices e ¢ 0—regular (ro = 0). Substituindo 71,72, 71 € ny na expressao (r; —rq)? +4niny,
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considerando a hipdétese pg = 2nr e p — q = n — 1, para p,q € Z-~o, obtemos o seguinte

quadrado perfeito
(r1 = 7r2)® +dmng = (n = 1)* + 8nr = (p — ¢)* +4pg = p* + 2qp + ¢* = (p + ¢)*.
Portanto, pelo primeiro resultado [1], dos apresentados no inicio desta secao, segue que
(K, UK,)® K, é integral. O
Na sequéncia, analisamos a integralidade dos grafos do tipo G e G, oriundos da

Proposicao 4.2.1. Comecamos pelos grafos sem lagos.

Proposicao 4.3.4. Para t > 0, o polinomio caracteristico de G,,,

AN +2) (N —2), set=1;

- para G, €PY) = { N = 26)(A+ 1)2 = ) A+ 120D, se ¢ > 1.

2. para Gur, € p(3) = |~ ~2) set=1
. para Gy, € =
pare S, €1 AT 120-D(N — £ 4+ 1)(A2 = (f — DA —262), se t > 1.

s

3. para gt(t+1)(t+1)7 €
AA+1D(N = A2 —6X+2), set=1;
p(A) =9 M+ 1)2EDO3 1 (1 =202 — (2 + 4t + DA+ (282 = 1)(t + 1)),
set>1.

Demonstragdo. Os polinomios caracteristicos sao obtidos pela Proposicao 4.3.2. No
caso Gy, mudamos a notacao para n = m = r = t, no caso Gy 41), para n = m = t,
r=t+1, e no caso Gyuq1)(t+1), paran =t, m =r =t + 1. Como os polindmios seguem

de imediato dessa mudanca de notagao, suprimimos as contas. O]

Lema 4.3.5. Se t € Z-o, entdo nenhum polindmio linear méonico em Z[x] fatora os

polinomios sequintes,
1. pi(z) =2+ (1 — t)x — 212,
2. po(x) =23+ (1 —2t)2® — (> + 4t + Do+ (283 4+ 262 — t — 1),
3. p3(x) = 2% —tx — 2t(t + 1),

4. pa(z) =23 — (2t + )2 — (¢t + 1)%x + 2t(¢t + 1)%

Demonstragao. 1. Suponha que existam polinémios lineares moénicos em Z[z]| que fa-

torem p;. Sejam eles x + a e x + b, tais que a,b € Z. Com isso, é verdade que

P+ (1—t)z—2t" = (z+a)(z+b) = 2°+ (a+b)z+ab < 1—t =a+be —2t* = ab
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Comot>0,parat=1temosa+b=1—t=1—1=0<«= a = —b. Substituindo
a = —b em —2t> = ab obtemos —2t> = —b> <= b = t\/2, absurdo, pois b € Z.

Portanto, nenhum polinémio linear monico fatora p;.

2. Suponha que existe um polinémio linear monico em Z[z], que fatora py. Seja g € Z

tal que z — ¢ fatora po, isso implica que ¢ é uma raiz de po, ou seja, pa(q) =0

=@+ (1-20) - +4t+1)g+ 28 +22 —t—1)=0
=P -2 - (P4t +)g= -2+ 22 —t —1) = (1 = 2t3)(t + 1).

Entéo, ¢ divide (1 —2t?)(t + 1), porisso ¢ #0e 1< g < (2t? — 1)(t + 1). Como
¢+ (1 =2 — (2 + 4t +1)g = (1 =22 (¢t + 1), (4.4)
consideramos os cinco casos seguintes.

Caso ¢ =1 , substituimos esse valor em (4.4) e obtemos a seguinte igualdade 1 —
6t —t? = (1 —2t*)(t + 1). Como ¢t > 0, observamos que para t = 1 a igualdade

obtida é equivalente a 1 — 7 = (—1)(2) <= 6 = 2, mas isso é um absurdo.

Caso 1 < g<t+1 , existe um inteiro h > 2 tal que t + 1 = ¢ + h. Substituindo
g=t+1—hem (4.4) obtemos a seguinte igualdade

(t+1-hP+(1=2)t+1—-h)?—(F+4t+1)(t+1—-h) = (1-28°)(t+1) =
1—2t3 — 2t — 562 — h* 4 4h? — 4h + h*t + 2ht? =t + 1 — 2t — 27

. Comot>0eq#0, parat =1, h > 2, entdo, observamos que para h = 3
a igualdade obtida é equivalente a —2 + 6 = (—1)(2) <= 4 = —2, mas isso ¢é
um absurdo.

Caso ¢ =t + 1, obtemos um absurdo de maneira andloga ao realizado no Caso
qg=1.

Caso t+1 < q <2t —1, substituimos ¢ = 2t — 1 do lado esquerdo da igualdade
(4.4) e obtemos —2t3 —T7t*+2t+1. Como ¢ < 2t —1 temos que ¢*+ (1 —2t)g* —
(12 +4t+1)qg < =213 — Tt* + 2t + 1. Por outro lado ¢ > 0, entdo a desigualdade
1 < 5t é verdadeira, assim como a sequéncia de desigualdades equivalentes a

seguir
1 <5t <= —Tt+1 < =2t < —Tt+2 < —2+1 < —T>4+2t < —2°+1 <—

—2t> — T+ 204+ 1 < =267 — 27+t + 1.
Deste modo, a desigualdade ¢+ (1 —2t)¢*> — (£* +4t +1)g < —2t3 — 282+t + 1

é verdadeira, mas isso ¢ um absurdo.
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Caso 2t — 1 < q, existe h > 1 tal que ¢ = 2t — 1 4+ h e assim, de maneira analoga

ao realizado no Caso 1 < ¢ <t + 1, obtemos um absurdo.
Portanto, nenhum polinémio linear monico fatora ps.

3. Como p3 é um polindomio de grau 2, mostramos por absurdo, analogamente ao

realizado com p;, que nenhum polindémio linear moénico fatora ps.

4. Mostramos por absurdo, analogo ao realizado com ps, para os casos ¢ =1, 0 < ¢ <
t,q=t+1, t+1<qg<2t+1e2t+1<q.

Proposigao 4.3.6. O grafo G, € integral, se e somente se, w = 3t + 1 para t > 0.

Demonstragio. (=) Por hipotese G, é integral. Suponhamos que w # 3t + 1. Caso
w = 3t, o polindbmio caracteristico de Gy é, segundo a Proposigao 4.3.4,

A(N? —2), set=1;
p(A) = -1 2(t—1) 2 2

AH A+ 1) A=t+ 1N = (t—=1A=2t%), set>1.
lindémio caracteristico de G, p(A) = A(A? — 2), possui trés raizes (A, = 0, \a = v/2, A3 =
—\/5) das quais apenas uma ¢ inteira, mas isso é um absurdo. Para t > 1, o polinémio
caracteristico de G, p(A) = X771 (A 4 12D (X — ¢ + 1) (A2 — (¢ — 1)\ — 2t), possui como

ultimo fator um polinémio do tipo p;, do Lema 4.3.5. Portanto, nem todas as raizes do

Para t =1, o po-

polinémio associado a G,, sdo nimeros inteiros, mas isso é um absurdo.

Para o caso w = 3t + 2, o polindmio caracteristico de G;41)+1) €, segundo a
Proposicao 4.3.4,

o) = { AN+ 1A = 22— 6X+2), set=1;
MA+ 12D+ (1 =2002 — (P +4t+ DA+ 22 = 1)t + 1)), set> 1.

Para t = 1, o polindmio caracteristico de G,, possui um fator, (\*> = \? —6\+2), que possui

trés raizes nao inteiras, \; ~ 0,3216..., Ao &~ —2,1774 ..., \3 = 2,8557 ..., contradizendo

a hip6tese. Para ¢t > 1, o tltimo fator do polindmio caracteristico de G,,, p(A) = A'(\ +

2D + (1 =202 — (2 + 4t + DA + (2t2 — 1)(t + 1)), é um polinémio do tipo pa,

do Lema 4.3.5. Portanto, nem todas as raizes do polinémio associado a G,, sao niimeros

inteiros.
Logo, w =3t + 1.
(<) Como w = 3t + 1, pela Proposic¢do 4.2.1, Gy11) = (K; U K;) ® K;41. Note

que G; = K, UK, e Gy = K, sdo grafos integrais e regulares, cuja regularidade de G
éri=t—1,ede Gy é ry =0. Além disso, o numero de vértices de G1 é ny = 2t, e de G,
Fazendo (r; — r9)? + 4nyny obtemos (3t + 1), que é um quadrado perfeito. En-

tao, pelo primeiro resultado [1], dos apresentados no inicio desta segdo, segue que G, =
Gui1) = (Kt U Ky) ® K41 € integral. O
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Proposicao 4.3.7. Parat > 0, o polinomio caracteristico de G,
1. para Gy iy, €F(A) = (1IN =) (A2 — tA = 2t(t 4 1)).
2. para G, € p*(\) = (—1)¥ A3V (X — 26)(\2 — 12).

3. para Gy 1yupny, € PF(N) = (=1)¥F2AGTDOS — (28 + 1)A2 — (¢ + 1)°A + 26(¢ + 1)%).

Demonstragio. Segundo a representagao matricial do join de dois grafos (olhar OBS da

secdo anterior), para G, = (K; U K;) ® K, associamos a matriz de adjacéncia

AKF UK jT
A(Gry)sexst = (K £ )atxat ‘ 2txt |
Jexar ‘ A(Ky)ixe

Onde, A(K; UK} )axar € A(K¢)ix: sao matrizes de adjacéncia de KUK e Ky, e J, e JT
sao matrizes retangulares, cujas entradas sao todas iguais a 1. O polindmio caracteristico
de A(G};,) ¢ obtido pelo quarto resultado [4], dos resultados apresentados no inicio desta
secao:
PaGu(N) = (=1 Pacrury) (= N)Pagy () + (1) Paciuny) (Mpag,) (—A) — (=1)*
pA(Kt*qu)<_>‘)pA(ft)(_)‘>7

onde A(K; UK;) =J" — A(K; UK}) e A(K,) = J — A(K,).

Notemos que

- 1 1 1 0
A(Kt*UKt*):JT—A(Kt*UKt*):( txt‘ txt )_( txt‘ txt )

1tXt ‘ 1tXt OtXt ‘ 1tXt

0 1
= ( 1tXt OtXt = A(K;;). Sabemos, pelo Lema 4.3.1, que o polindmio caracteris-
txt txt

tico de A(Ky;) é p(A) = (—=1)*A20=D(\2 — %), entdo
pA(K;uKt*)(—/\) = (=12 (=X)2 (=) = 12).

De maneira similar, obtemos

(=)A=t
pag;uy(A) = (=1 (=)D = 1)
pA(K)()\) = (=1)'\

Pacy(—A)

Substituindo esses polinémios caracteristicos em pa(g,,,)(A), chegamos em

(SO 208 = )N+ (“)IN 20— (=) (A = ) = (S1PP (08 = )
(=) (A= 1),
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Que simplificando fica p*(\) = (=1)3A3E"D (X — 2t)(A\? — 12).

A maneira de determinar os polinomémios caracteristicos de Gf ;1) € Gy i1y41)

¢é similar. ]

Teorema 4.3.8. O grafo G € integral, se e somente se, w = 3t parat > 1.

Demonstragio. (=) O grafo G é integral. Suponha que w # 3t. Se w = 3t + 1 obtemos,
pela Proposigao 4.3.7, que o polindémio caracteristico de G ¢ p*(\) = (—1)3I\3*=2(\—
t)(A2—tA(t+1)). Segundo o Lema 4.3.5, nenhum polindémio linear monico fatora o fator
A2 — X — 2t(t + 1) do polindémio p*(\). Isso contradiz G ser integral. Se w = 3t + 2,

obtemos o mesmo absurdo que quando w = 3t 4+ 1 (passos anédlogos).
Portanto, w = 3t.

(<) Se w = 3t, o polinémio caracteristico de G é, segundo a Proposi¢ao 4.3.7,
p*(A) = (=1)FN3ED (X — 2¢)(A\2 — £2), que é um polindmio integral com raizes 2t, £t e 0.
Portanto, G ¢ integral. ]

4.4  Aplicacao

Considere trés w diferentes: w = 3, w =4 e w = 5. Assim estamos tomando trés
Determinante do Tridngulo de Hosoya H diferentes, e com isso trés matrizes simétricas
S, de ordens diferentes. Se consideramos a mediana nula no Determinante do Triangulo
de Hosoya H, estamos tomando trés outras matrizes simétricas S,, de ordens diferentes.
Entao, tomando o mod 2 das entradas dessas seis matrizes simétricas, estamos associando

seis matrizes de adjacéncia diferentes a essas matrizes simétricas embutidas em H.

Da Proposicao 4.2.1, sabemos que os respectivos cografos associados as matrizes
de adjacéncia S5 mod 2, S} mod 2, St mod 2, S3 mod 2, Sy mod 2 e S5 mod 2, sao G,
G119y Glag, G111, G112 € Giao. Desses cografos, segundo Teorema 4.2.3, apenas o Gz €
regular, com regularidade igual a 2. Além de regular, a Proposicao 4.3.6 garante que esse
cografo também é integral, e dos sem lacos, esse é o tnico integral. Dos com lacos, pelo

Teorema 4.3.8, o unico integral é o cografo Giy;.
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5 Conclusao

A busca por grafos integrais é um tema de grande interesse na Teoria Espectral de
Grafos. Dessa forma na presente dissertagao, apresentamos familias de cografos integrais,
por duas vias diferentes: coarvores balanceadas e tridngulos combinatoérios. Esse estudo foi

motivado pelas caracteristicas estruturais desses grafos, e por suas propriedades espectrais.

Verificamos que um cografo G com coarvore balanceada T tem o espectro inteiro.
Esse resultado foi obtido através do algoritmo de diagonalizacao Algoritmo de Diagona-
lizagio(Tg, x), que além de uma ferramenta prética para determinar os autovalores de
cografos, mostrou-se uma ferramenta teérica de grande utilidade. Além disso, os auto-
valores de um cografo G que possui coarvore balanceada Tg, = (aq,aq,...,0|0, ..., a,),

foram exibidos através de férmulas fechadas, incluindo suas multiplicidades.

Em relagao ao método via triangulos combinatorios, partimos da matriz simétrica
S; embutida no triangulo combinatério Determinante do Triangulo de Hosoya H, cujas
entradas sao termos consecutivos da sequéncia de Fibonacchi, e associamos a essa matriz
simétrica, uma matriz de adjacéncia S mod 2. Verificamos, que a matriz S mod 2
estd associada a trés diferentes familias de cografos, conforme w = 3t, ou w = 3t + 1
ou w = 3t 4+ 2. Dessas trés familias, sabendo a forma dos polindmios carcateristicos dos
trés diferentes tipos de matrizes, determinamos que os cografos do tipo G}, sao integrais
quando w = 3t, e os cografos do tipo G, sdo integrais quando w = 3t + 1. Ou seja,
quando o cografo G, associado a matriz adjacéncia S;, mod 2, embutida no tridngulo
combinatorio Determinante do Triangulo de Hosoya H, é do tipo w = 3t, o polinomdmio
caracterfstico p*(A) = (—1)*A3(t — 1)(\ — 2t)(A? — t?) associado é integral, segundo o Te-
orema 4.3.8, e quando o cografo G,,, associado a matriz de adjacéncia S,, mod 2, embutida
no triangulo combinatério Determinante do Triangulo de Hosoya H, é do tipo w = 3t +1,
A2\ +2)(A = 2), set=1;
N =2 (A + 12 =) A+ 12D set > 1.
associado também ¢é integral, segundo a Proposicao 4.3.6.

o polinomémio caracteristico p(\) = {

De modo geral, essa dissertagdo mostrou que duas técnicas distintas (algoritmica
e combinatéria) podem ser efetivamente usadas para caracterizar ou determinar classes
de cografos integrais e que nos permitem questionar a extensao delas para casos mais
gerais de cografos ou até mesmo para classes mais gerais de grafos. Como por exemplo: €
possivel substituir as entradas nulas de Tg(ay,as,...,0|0,...,0,a,) por um outro inteiro

diferente de zero e continuar obtendo cografo integral?
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