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Resumo

Iniciamos este trabalho apresentando alguns resultados bem conhecidos sobre
semigrupos inversos e acoes parciais de grupos sobre conjuntos que serao utilizados
frequentemente nesta dissertacao. Em seguida, dado um grupo G, construimos um
semigrupo universal S(G), via geradores e relagoes. Além disso, mostramos que as
agoes parciais de G em um conjunto X estao em correspondéncia uma a uma com
as agoes (globais) de S(G) em X. Esses resultados foram obtidos por R. Exel em
[9]. Em [14], J. Kellendonk e M. V. Lawson obtém uma descri¢ao explicita de S(G),
mostrando que o semigrupo universal S(G) nada mais é do que a expansao de Birget-
Rhodes do grupo G, denotada por G. Mais ainda, J. Kellendonk e M. V. Lawson
reobtiveram o resultado da correspondéncia. Para finalizar, uma vez estabelecida
uma correspondéncia uma a uma entre agoes parciais de G em um anel R e agoes
(globais) de G em R, apresentamos resultados de [10] que relacionam o skew anel de

grupo parcial R %, G e o respectivo skew anel de semigrupo associado R *g G.
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Abstract

In this work we present some well known results on inverse semigroups and par-
tial actions of groups on sets which will be frequently utilized in this dissertation.
Furthermore, given a group G, we construct the universal semigroup S(G), via ge-
nerators and relations. Besides, we show that the partial actions of G on a set X
are in a one-to-one correspondence to the (global) actions of S(G) on X. These
results were obtained by R. Exel in [9]. In [14], J. Kellendonk and M. V. Lawson get
a description of S(G), showed that the universal semigroup S(G) is nothing more
than the Birget-Rhodes expansion of the group G, denoted as G. Moreover, J. Kel-
lendond and M. V. Lawson retrieved the correspondence result. Finally, once it was
established a one-to-one correspondence between the partial actions of G on a ring
R and global action of G on R, we present results from [10] which relate the partial

skew group ring R %, G and the respective associated skew semigroup ring R e G.
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Introducao

O conceito de semigrupo inverso é bastante recente na histéria da matematica,
data da década de 1950. Esse surgiu independentemente com V. V. Wagner [21] e
com G. Preston [17, 18, 19], em 1952 e 1954, respectivamente, como uma das formas
de solucionar o problema da caracterizagao abstrata dos pseudogrupos. O teorema
de Wagner-Preston mostra que todo semigrupo inverso pode ser considerado um
subsemigrupo do semigrupo das bijegoes parciais de X em X, denotado por I(X).
Ou seja, todo semigrupo inverso pode ser fielmente representado por bijegoes parciais.
Esse teorema é o andlogo ao teorema de Cayley para a teoria de grupos. O leitor
interessado pode consultar [13, 15].

A nocao de acao parcial é ainda mais recente. Essa nocao apareceu independen-
temente em varias areas da matematica na década de 1990. Na teoria de algebra
de operadores, esse conceito proporcionou o aparecimento de poderosas ferramentas,
alavancando uma série de novas descobertas, como por exemplo [1, 6, 7, 8, 16].

Em [4] M. Dokuchaev e R. Exel introduzem o conceito de a¢ao parcial de um
grupo sobre um conjunto num contexto puramente algébrico. Mais ainda, eles carac-
terizam as agoes parciais a de um grupo G sobre um anel R que possuem envolvente
e constroem o skew anel de grupo parcial, denotado por R x, G. Mostram também
que R x, G nem sempre é associativo e encontram condic¢oes suficientes para a sua
associatividade. Esse trabalho motivou muitos outros, como por exemplo [2, 5, 9,
10, 11, 12, 14].

Nesta dissertagao, vamos estudar os resultados obtidos em [9, 10, 14] relacionando
acoes parciais de grupos com acoes de semigrupos inversos e o skew anel de grupo
parcial com o skew anel de semigrupo.

Nas secoes 1 e 2 do primeiro capitulo relembramos defini¢oes, exemplos e re-
sultados bem conhecidos na literatura sobre semigrupos inversos e agoes parciais

de grupos. Entre outras coisas, apresentamos as definicoes de duas importantes



classes de semigrupos, os semigrupos inversos E-unitarios e os semigrupos F-inversos
e mostramos na Teorema 1.1.14 que todo semigrupo F-inverso é também E-unitério.
Na secao 3 do capitulo 1, exploramos a globalizagao de uma agao parcial sobre um
conjunto. E bem conhecido que uma acao parcial de um grupo sobre um anel, em
geral, ndao pode ser globalizada (ver, [4]). No entanto, qualquer acdo parcial de um
grupo sobre um conjunto tem uma globalizac¢do, conforme [14, Proposicao 3.3].

No segundo capitulo mostramos que para cada grupo G estd associado um semi-
grupo universal S(G). Além disso, prova-se que as agoes parciais de G sobre um
conjunto X estdo em correspondéncia uma a uma com as agoes (globais) de S(G)
sobre X. Esses resultados foram obtidos por R. Exel em [9]. Nesse trabalho R. Exel
nao encontrou nenhum grupo G tal que S(G) fosse um semigrupo conhecido. A difi-
culdade em descrever S(G) esta no fato que este é definido por geradores e relagoes.
No entanto, em [14] J. Kellendonk e M. V. Lawson mostraram que o semigrupo uni-
versal construido por R. Exel nada mais é do que a expansao de Birget-Rhodes do
grupo G. Mais ainda, eles reobtiveram o resultado da correspondéncia, dado pelo
Teorema 2.2.2. Nesse sentido, podemos dizer que o trabalho de J. Kellendonk e M.
V. Lawson completa o de R. Exel.

No terceiro capitulo vamos explorar, entre outras coisas, alguns resultados obtidos
em [14]. Na secao 3.1 apresentamos a definigdo de expansao de Birget-Rhodes de
um semigrupo e demonstramos alguns resultados para o caso particular de grupos.
Mostraremos, por exemplo, que a expansao de Birget-Rhodes de um grupo é um
mondide F-inverso e, portanto E-unitério. Na se¢ao seguinte, mostramos que S(G) ~
G (onde Géa expansao de Birget-Rhodes de G, Proposigao 3.1.1) e apontamos,
explicitamente, qual é o isomorfismo. Para finalizar, na iltima secao exploramos a
relacao entre o skew anel de grupo parcial e o respectivo skew anel de semigrupo da

acao global associada a acao parcial (resultados provados em [10]).



Capitulo 1

Semigrupos inversos e acoes

Neste capitulo apresentamos algumas definigoes e resultados sobre semigrupos e
agoes parciais de grupos que serao utilizados nos capitulos posteriores. Tais resulta-
dos, apesar de serem classicos, sao apresentados para a comodidade do leitor.

O capitulo sera dividido em trés secoes. Na primeira, exploramos conceitos e re-
sultados sobre semigrupos inversos. As demonstracoes omitidas nessa secao podem
ser vistas em [15]. Na segunda, abordamos sobre agoes parciais de grupos sobre con-
juntos. Na ultima, mostramos que toda agao parcial de um grupo sobre um conjunto
é restrigao de uma agao global (denominada globaliza¢ao). Provamos também uma

propriedade universal da globalizagao construida.

1.1 Semigrupos Inversos

A nogao de semigrupo é mais geral que o conceito de grupo, ou seja, todo grupo
¢ um semigrupo. De qualquer forma, um semigrupo inverso aproxima-se, como es-
trutura, de um grupo. Nesta se¢ao apresentamos alguns resultados sobre semigrupos

inversos que usaremos frequentemente neste trabalho.

Definigao 1.1.1. Um conjunto nao-vazio S € um semigrupo se S tem uma opera¢ao
bindria associativa. Se, além disso, existe 1g € S tal que 1gs = slg = s, para todo
s € 8, entao dizemos que S € um mondide. Um semigrupo S € dito reqular se para
todo a € S, existe b € S tal que aba = a e bab="0. O elemento b € S é chamado um
inverso de a. Um subsemigrupo de um semigrupo S € um subconjunto ndao vazio de

S fechado com relagao a operacdo de S.



Exemplos: (1) O conjunto N com a soma é um semigrupo. Mais ainda, N é um
mondide, com 1y = 0.

(2) No conjunto R defina a operagdo maz por x(maz)y := maz{z,y}. Com esta
operacao R é um semigrupo.

(3) Denote por M,,(R) o conjunto de todas as matrizes n X n com entradas em R.
Entao (M, (R),+) e (M,(R),-) sdo semigrupos.

(4) Seja H um conjunto nao vazio. Defina S = H x H = {(i,7);i,j € H} com a
seguinte operacao: (i,7)(l, k) = (i, k). Facilmente mostra-se que com essa operagao
S é um semigrupo, isto é, que a operagao definida acima ¢é associativa. Além disso,
dado a = (i,7) € S tome b = (I, k) € S qualquer, e note que aba = (4, )(l,k)(i,j) =
(1,k)(4,7) = (i,)) = aebab= (I,k)(4,7)(, k) = (I,4)(l, k) = (I,k) = b. Portanto, S

é um semigrupo regular.

De maneira natural, dados S e T semigrupos, dizemos que h : S — T ¢é
um homomorfismo de semigrupos se satisfaz h(syse) = h(si)h(sz2), para quaisquer

S1,89 € 5.

Definicao 1.1.2. Sejam X um conjunto nao vazio, S um semigrupo ei : X — S
uma fungdo. Dizemos que o par (S,i) € um semigrupo universal sobre X se para
qualquer semigrupo T e qualquer funcao k : X — T, existe iunico homomorfismo

de semigrupos k:S—T tal que koi=Fk.

Exemplo: Seja X um conjunto nao vazio qualquer chamado, neste contexto, de
alfabeto. O conjunto X* consiste de todas as sequéncias finitas de elementos de X.
A sequeéncia vazia é denotada por 1. Um elemento nao vazio padrao de X* é da
forma xqxs....x,, onde z; € X, para todo i = 1,2, ..,n. Esses elementos sao chamados
palavras de X. A operagao binaria é chamada concatenacao e definida em X* como
segue: sejam T = T1Ts....T, € Y = Y1Ys....Ym palavras em X* entao sua concatenacao
é ry = T1T9.... TpY1Y2-...Ym. Definindo i : X — X* por, i(x) = z, temos que o par

(X*,i) é um semigrupo universal de X.

Lembremos que, dado um semigrupo S, um elemento s € S é dito um idempotente

de S se s* = 5. Denotaremos por F(S) o conjunto de todos os idempotentes de S.

Definicao 1.1.3. Um semigrupo reqular S é chamado um semigrupo inverso se
quaisquer dois idempotentes de S comutam. Se, além disso, existe 1g € S tal que

lgs = slg = s, para todo s € S, entao dizemos que S é um mondide inverso.
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Exemplos: (1) Sejam X e Y conjuntos nao vazios. Uma fungao parcial de X em
Y é uma funcdo f : A — B, onde A e B sao subconjuntos de X e Y, respec-
tivamente. Denotaremos A por dom(f) e B por im(f). Considere f : X — Y
e g : Y — Z fungoes parciais. Definimos a composicao dessas fungoes parciais
por gf : X — Z uma funcao parcial com dom(gf) = f~*(dom(g) N im(f)),
im(gf) = g(dom(g) Nim(f)) e (¢f)(x) = g(f(z)), para todo z € dom(gf). Com
esta operacao e restringindo-se as bijecoes parciais de X em X, obtemos um mondide
inverso, denotado por I(X) e chamado o mondéide inverso simétrico de X (ver [15,
Proposigoes 1.1.1 e 1.1.2]).

(2) Sejam G um grupo com elemento identidade 1 e P;(G) o conjunto de todos os
subconjuntos finitos de G contendo 1. Tome G = {(A4,g) € P(G) x G; g € A},
com multiplica¢do dada por (A, g)(B,h) = (AU gB,gh), onde ¢B = {gb; b € B}.
Mostremos que G com essa operacao é um monodide inverso. Observe que a multi-
plicacdo estd bem definida, pois AU gB € P;(G) e como h € B entao gh € gB.
Dai, gh € AU gB. Portanto, (A, g)(B,h) € G. Essa operacao ¢ claramente associa-
tiva. Assim, G é um semigrupo. Mais ainda, como ({1},1) € G e (4,¢)({1},1) =
({1}, 1)(A, ) = (A, g), para todo (4, g) € G entdo G é um mondide. Temos também
que (4, 9)(97 A, g7) (A, 9) = (A, g) e (97 A, g7) (A 9)(g7 A7) = (97" A 971
Logo, G é um semigrupo regular. Vamos agora investigar como sao os idempo-
tentes de G. Seja (A, g) € G tal que (A, g)(A,g) = (A, g). Entdo, (A,g)(A,g) =
(AU gA, gg9) = (A,g). De g> = g segue que g = 1. Portanto, os idempotentes
de G sao da forma (A,1). Considere (A,1) e (B,1) idempotentes de G. Entdo,
(A, 1)(B,1) = (AUu1lB,1) = (AU B,1) = (BUA,1) = (B,1)(A4,1). Como os

idempotentes de G comutam, temos que G é um mondide inverso.

Nem sempre é facil calcular os idempotentes de um semigrupo e mostrar que esses

comutam. O teorema a seguir fornece uma caracterizacao de semigrupos inversos.

Teorema 1.1.4. Seja S um semigrupo regular. Entao os idempotentes de S comutam

se, e somente se, todo elemento de S tem um unico inverso.

Prova: (=) Seja a € S e suponha que u e v sdo inversos de a, isto é, a = aua, u =
uau e a = ava, v = vav. Entdo, u = vau = u(ava)u = (ua)(va)u. Mas, (ua)(ua) =
(vau)a = wa, ou seja, ua € E(S). Analogamente, va € E(S). Por hipétese os

idempotentes de S comutam. Dai, u = (ua)(va)u = (va)(ua)u = va(uau) = vau =



(vav)au = v(av)(au). Porém, av,au € E(S). Assim, u = v(av)(au) = v(au)(av) =

v(aua)v = vav = v. Logo, u = v e portanto a tem um tnico inverso.

(<) Dados e, f € E(S) mostremos que existe um inverso de ef que é idempotente.
De fato, seja x um inverso de ef, isto é, ef = (ef)z(ef) e v = x(ef)x. Tome y = fxe
e note que yy = (fze)(fre) = f(xefr)e = fre =y. Assim, y € E(S). Além disso,
yefy = (fee)ef(fre) = fuefiae = f(zefr)e = fre = y e efyef = ef(fre)ef =
ef?ze’f = efxef = ef. Logo, y é um inverso de ef. Concluimos que y é o inverso
de ef requerido. Continuemos com os idempotentes e, f. Como S é um semigrupo
regular, tome x como sendo um inverso de ef. Pelo que foi feito acima, temos que fxe
também é um inverso de ef e é idempotente. Por hipdétese, o inverso de todo elemento
de S é unico. Assim, x = fxe € E(S). Logo, x é inverso de si mesmo. Por outro lado,
ef é um inverso de x. Dai por hipdtese, tem-se x = ef € E(S). Desta forma, E(S)
¢ fechado com relagao a operagao de S. Consequentemente, fe € E(S). Observe
também que, ef(fe)ef = ef?e®f = efef =ef e fe(ef)fe = fe*fe = fefe = fe.
Logo, fe é um inverso de ef e como ef € E(S) temos que ef = fe. Portanto, os

idempotentes de S comutam. O

Do teorema acima, segue que 0s semigrupos inversos sao precisamente os semi-
grupos S nos quais para cada elemento s € S existe um tnico elemento s~! € S tal
que s = ss 'se s lss7t =571 O elemento s~! é chamado o inverso de s em S. Um
subsemigrupo inverso de um semigrupo é um subsemigrupo fechado em relacao aos

INVersos.

Observacao 1.1.5. Claramente temos que todo grupo é um semigrupo inverso. Em
[15, Proposi¢ao 1.4.4] mostra-se que os grupos sao precisamente 0s Ssemigrupos in-

versos com exatamente um idempotente.

Proposigao 1.1.6. Seja S um semigrupo inverso. Entao:
) See € E(S) entao e =e.

(1

(2) Todo idempotente de S é da forma ss™', para algum s € S.
(3) (7)™ =s.

(4) Para qualquer e € E(S) e s € S temos que s 'es € E(S).
(5) (s189-+-8,) F =5t 55187t > 2.

Prova: As demonstrages dos itens (1), (3) e (4) sdo imediatas. Para a prova do
item (2), note que (ss !)(ss7!) = (ss7's)s7! = ss~!. Portanto, ss~! € E(S). Por
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outro lado, considere e € E(S) entao, pelo item (1), temos e = ¢? = ee = ee 1. No
item (5), basta provar para n = 2. Dados 51,55 € S, temos (s155)(s5 " s7%)(5152) =
s1(82551) (57 's1)s2. Como os idempotentes de S comutam e pelo item (2), ss~! é
idempotente para todo s € S temos que (s152)(s5 87" )(s152) = 51(57'51) (5255 )89 =
(5157 51) (525, 82) = s155. Analogamente mostra-se que (s5's7')(5152)(s5 s7") =
sy 's; . Portanto, (s189) 7" = 55 s O

Seja X um conjunto, o mondéide inverso simétrico I(X) estd ordenado parcial-
mente pela restrigao, isto é, f C g se, e somente se, dom(f) C dom(g) e g(x) = f(x),
para todo = € dom(f). Neste caso, dizemos que f é a restricao de g. Em [15,
Proposicao 1.1.4], mostra-se que f C g se, e somente se, existe 14 € I(X) tal que
f=gla,onde 14 : A — A é dada por 14(a) = a (chamamos 1, de identidade
parcial de I(X)). Observe que, 1414 = 14. Portanto 14 é um idempotente de I(X).

Inspirados nessa caracterizacao defini-se a relacao < em qualquer semigrupo in-
verso S por: s <t se, e somente se, s = te, para algum e € E(S).

No que segue, mostramos que essa é realmente uma relagao de ordem parcial em

S e, dentre outras coisas, que o lado em que o idempotente aparece é irrelevante.

Lema 1.1.7. Seja S um semigrupo inverso. Sao equivalentes:
2) s = ft, para algum f € E(S).

)
)

4) s = ss~1t.
)

Prova: (1) = (2) Sejam s,t € S tais que s < t. Entao, por defini¢do, existe
e € E(S) tal que s = te. Por (3) da Proposigao 1.1.6, f = tet™' € E(S). Além disso,
ft =tet 't = tt7'te = te = 5. Entao, s = ft, com f € E(S).

(2) = (3) Como s = ft temos por (4) e (5) da Proposigao 1.1.6 que s™! = (ft)~! =
t=1f~1 =¢71f. Portanto, s~ <t 1.

(3) = (4) De s7! <71, segue que s7! =t~ le, para algum e € E(S). Assim, s = et.

Logo, es = e(et) = e*t = et = s. Dali, ess™! = ss™!. Usando a comutatividade

1

dos idempotentes e que ess™! = ss7!, temos que s = ss7ls = ss7(et) = ssTlet =

ess~'t = ss~1t. Portanto, s = ss~'t.



(4) = (5) Por hip6tese s = ss~'t e por (1) da Proposigao 1.1.6 temos que ss~1 =

f € E(S). Tomando e =t~ ft, entdo te = t(t 71 ft) = tt ' ft = fit 7't = ft =s. E
pela Proposicao 1.1.6 (3), e € E(S). Além disso, se = tee = te = s. Dai, s71 = es™ .

Assim, s = ss7!s = (te)s s = t(es™!)s = ts~'s. Portanto, s = ts™'s.
(5) = (1) Temos que s = ts s e, como s 's € E(S), entao s < t. O

As equivaléncias do lema anterior, apesar de serem de simples demonstracao, sao

importantes e serao utilizadas varias vezes neste trabalho.

Proposicao 1.1.8. Seja S um semigrupo inverso. Entao:

(1) A relagao < é uma ordem parcial em S.

(2) Para quaisquer e, f € E(S) temos que e < f se, e somente se, e =ef = fe.
(3) Se s <t ewu<wv entio su < tv.

Prova: Os itens (1) e (2) sdo imediatos. Ja para mostrar o item (3) sejam s, ¢, u, v €
S tais que s <t e u < v. Entao existem e, f € E(S) tais que s = te e u = vf. Dal,
su = (te)vf = t(ev)f. Mas, tomando h = v~lev € E(S) temos vh = v(v~lev) =
evv v = ev. Assim, su = t(vh)f = tv(hf). Como h, f € E(S) entao hf € E(S).
Portanto, su < tv. O

A ordem definida acima é chamada ordem parcial natural de S. No caso particular
em que o semigrupo S é um grupo, a ordem parcial natural é a relacao de igualdade,
e vale a reciproca (ver [15, Proposi¢ao 1.4.10]). Assim, a ordem parcial natural nos
permite mensurar o “quanto”’um semigrupo inverso se afasta de ser um grupo. O
item (3) da proposi¢ao anterior mostra que a ordem parcial natural é compativel
com a multiplicacao.

Dado um semigrupo S, uma congruéncia em S é uma relacao de equivaléncia p
em S tal que se a p becpdentao ac p bd. Se S é um semigrupo inverso definimos
a seguinte congruéncia em S: dados s,t € S, sot se, e somente se, existe u € S tal

que u < s e u < t. Denotemos por o(s) a o-classe de um elemento s € S.
Teorema 1.1.9. Se S é um semigrupo inverso entdo S/o € um grupo.

Prova: Facilmente podemos ver que S/o é um semigrupo inverso com a operagao
o(s)o(t) = o(st). Para mostrarmos que esse semigrupo inverso é um grupo basta
verificarmos que S/o tem somente um idempotente (ver Observagao 1.1.5). Seja

e € E(S) e considere s € S tal que e € o(s). Para qualquer f € E(S) temos que
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foe, poisef <e, f. Como foe, eose o étransitiva entdao fo s e assim, f € o(s).
Logo, os idempotentes de S estao todos na mesma o-classe.

Seja s € S tal que o(s)? = o(s) entdao o(s?) = o(s). Dai, s?0s. Logo, existe u € S
tal que u < s% e u < s. Assim, usando o Lema 1.1.7 e a Proposicao 1.1.8, temos que
utu < s7lss. Entao, existe f € E(S) tal que u u = fs~1ss. Como f,s s € E(S)
segue que fs~'s € E(S) e assim v lu < s. Lembremos que u 'u < u'u. Dali,
uluos. Ou seja, o(u™tu) = o(s) e u=lu € E(S). Entao, sejam s,t € S tais que
o(s)?> = o(s) e o(t)* = o(t). Assim, pelo que foi feito acima existem e, f € E(S) tais
que o(s) = o(e) e o(t) = o(f). Mas, o(e) = o(f). Entdo, o(s) = o(t). Logo, S/o

tem um tnico idempotente e sendo assim S/o é grupo. O

Observagao 1.1.10. (1) Se S € um grupo e s € S entao o(s) = {s}.
(2) A congruéncia o é chamada congruéncia de grupo minimal, visto que se p € uma

congruéncia em S tal que S/p é grupo entao o C p (ver [15, Teorema 2.4.1]).

Definicao 1.1.11. Sejam S e T semigrupos inversos e ¢ : S — T um homomor-
fismo de semigrupos. O nicleo de ¢ é definido por Ker(y) = {(a,b) € Sx S; p(a) =
©(b)} e a imagem de ¢ € definida por Im(p) = {p(s) : s € S}.

Dado ¢ : S — T um homomorfismo de semigrupos entao verifica-se direta-
mente, a partir da defini¢ao, que Ker(p) é uma congruéncia em S e que Im(p) é um
subsemigrupo de 7. Mais ainda, se p = Ker(y) entao S/p é um semigrupo com a
operacao p(s)p(t) = p(st) e vale o teorema do homomorfismo, ou seja, S/p ~ I'm(y)
(ver [15, Teorema 2.3.1]).

Exemplo: Pelo teorema anterior S/o é grupo, onde S é um semigrupo inverso.
No inicio dessa secao apresentamos o mondide inverso G. Vamos investigar G Jo.
Iniciamos definindo a seguinte funcao: ¢ : G — G dada por ¢(A,g) = g. Note
que ¢ é homomorfismo de semigrupos, pois ¢((A,g)(B,h)) = (AU gB,gh) =
gh = ¢(A, 9)¢(B, h), para todo (A, g), (B,h) € G. Além disso, temos que ker(¢) =
{((A,9),(B,h) € G x G; p(4,9) = ¢(B,h)}. Entio, ((4,9),(B,h)) € ker(p) se,
e somente se, ¢ = h. Mostremos que ker(yp) = 0. De fato, seja ((A,g), (B,h)) €
ker(yp). Entdao g = h. Vamos verificar que (A, g)o (B, g). Tome (AU B, g) e note
que: (AUB,g) = (A,9)(g7'B,1) e (AUB,g) = (B,9)(g7'A,1). Lembremos que,
(g7'A,1), (g7 B,1) € E(G). Desse modo, temos que, (AU B,g) < (A,g) e (AU
B,g) < (B,g). Logo, (A,g)0(B,g). Por outro lado, se (A, g) o (B, h) entao existe
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(C,1) € G tal que (C,1) < (A, g) e (C,1) < (B, h). Dai, existem (D, 1), (E, 1) € E(G)
tais que (C,1) = (A,9)(D,1) = (AUgD,qg) e (C,l) = (B,h)(E,1) = (BUhQE, ).
Logo, | = g = h. Portanto, p(A4,g9) = g = h = p(B,h). Assim, ((4,9),(B,g)) €
ker(p). Como Im(p) = G temos G = Im(p) ~ G/ker(¢) = G/o.

Definicao 1.1.12. Um semigrupo inverso S € dito F-inverso se cada o-classe contém
um elemento mdximo (em relagdo a ordem parcial natural). Dizemos que S € E-

unitdrio se e € E(S) e e < s implicar que s € E(S5).

O teorema abaixo caracteriza os semigrupos inversos E-unitarios, fazendo uma

conexao entre esses e a congruéncia de grupo minimal.

Teorema 1.1.13. Seja S um semigrupo inverso. Entao S € E-unitdrio se, e somente
se, o(e) = E(S), para todo e € E(S5).

Prova: (=) Sejam e, f € E(S) e considere a o-classe o(e). Entao f € o(e), pois
ef <e,f. Logo, E(S) C a(e). Por outro lado, seja s € o(e). Assim, existe u € §
tal que v < s e u < e. Entao, existe f € E(S) tal que u = ef € E(S). Agora,
como u < s, u € E(S) e S é E-unitario temos que s € E(S). Assim, o(e) C E(S).
Portanto, o(e) = E(S), para todo e € E(S).

(<) Sejam e € E(S) e s € S tais que e < s. Note que, e < e. Assim, eo s entao
s € o(e). Por hipdtese, o(e) = E(S5), para todo e € E(S). Dai, s € E(S). Portanto,

S é E-unitério. O

Do teorema anterior, segue que S é um semigrupo inverso E-unitario se a o-classe
dos idempotentes contém todos e somente idempotentes.

A seguir mostramos que semigrupos F-inversos sao necessariamente E-unitarios.
Teorema 1.1.14. Se S é um semigrupo F-inverso entao S é um mondide E-unitdrio.

Prova: E facil ver que o(e) é a identidade do grupo S/o, onde e € E(S). Suponha
que i é o elemento méximo de o(e). Como E(S) C o(e), entdo ¢ é maior que todos
os idempotentes de S. Mostremos que i é idempotente. De fato, i~1i € E(S) e assim
i~ <. Entdo, a7 % < ii. Logo, i < i?. Por outro lado, e < i. Desta forma, e < 42
Como e < e temos que i? € o(e). Entao, > < 4. Portanto, i* = 1.

Mostremos agora que 7 é o elemento identidade de S. De fato, seja s € S. Entao,

is = i(ss7ts) = i(ss')s. Basta mostrar que i(ss™!) = ss7!. Observe que para todo
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e € E(S) temos e < i. Assim, e = €* < ije. Além disso, como i € F(S) entao ie < e.
Portanto, iec = e. Pela Proposi¢io 1.1.6 item (2) temos que ss~! € F(S). Logo,

ls = 5. Analogamente, si = s.

i(ss™!) = ss7!. Entao, is = i(ss™)s = (ss71)s = ss~
Concluimos que S é um mondide inverso com identidade 4.

Finalmente mostremos que todo elemento de o(e) é idempotente de S. Seja
s € o(e). Entao, s < i. Pelo Lema 1.1.7, temos que s = iss™! € E(S). Logo
a o-classe dos idempotentes contém todos e somente idempotentes. Portanto, pelo

Teorema 1.1.13, S é um mondide E-unitario. O

1.2 Acoes Parciais de Grupos

Dado um conjunto Y nao vazio e um grupo GG com elemento neutro 1, uma agao
(global) de G sobre Y é um homomorfismo de grupos f : G — Yg, onde Yg
é o grupo das permutagdes de Y. Entao, 5(1) = Idy e B(g)B8(h) = B(gh), para
quaisquer g,h € G. Analogamente, dizemos que G age sobre um anel (associativo
com unidade) R se § : G — Aut(R) é um homomorfismo de grupos, onde Aut(R)
é o grupo dos automorfismos do anel R.

A nocao algébrica de uma agao parcial de um grupo sobre um conjunto X aparece
inicialmente em [4]. Em [14], defini-se agao parcial usando a nogao de pré-morfismo.
Mostraremos nesta se¢ao que a defini¢ao dada em [14] é exatamente a definigao dada
em [4].

Sejam S e T semigrupos inversos. Uma funcao o : S — T é chamada de
pré-morfismo se satisfaz:

(1) a(s™') = a(s)™!, para todo s € S,
(2) a(s)a(t) < a(st), para todo s € S.
Se S e T sao mondides entao o pré-morfismo « é dito unitério se vale:
(3) a(lg) = 1p.
No que segue, usaremos X para denotar um conjunto nao vazio qualquer e G

para denotar um grupo com unidade 1.

Definicao 1.2.1. Uma ac¢ao parcial de um grupo G num conjunto X € um pré-

morfismo unitdrio de G para o mondide inverso I(X).

Seja a uma acao parcial de um grupo G num conjunto X. Assuma que a func¢ao
a: G — I(X) é dada por a(g) ==, : X

g1 — Xy, onde para cada g € G, X, ¢
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um subconjunto de X e a funcao « satisfaz:

(1) g = Idx, onde Idx é a fungao identidade do conjunto X,
(2) Q;I = Qg-1,

(3) ayoy, < agp, para todo g, h € G.

Vamos analisar melhor o que significa a condi¢ao (3) dada acima. Para todo
g,h € G temos ayap < ag,. Ou seja, dom(ayan) C dom(ag,) e agon(x) = ag(x),
para todo z € dom(ayay). Agora vejamos: dom(agan) = o' (XN X,-1). Portanto,
o, (Xp N Xy-1) C Xgny-1. Além disso, ayan(x) = agy(z), para todo = € a; (X, N
ngl).

Isso mostra que a definicao de acao parcial de um grupo GG num conjunto X dada

por [14] (Definigao 1.2.1) implica na definicao dada por [4] e apresentada abaixo.

Definicao 1.2.2. Sejam G um grupo e X um conjunto. Uma ac¢ao parcial de G em
X € um par a = ({ X, }eea, {ag}gec) onde para cada g € G, X, € um subconjunto
de X e a funcgdo oy : Xy — Xy € uma bijecao satisfazendo:

(1) X1 =X, ag = ldy,

(2) 0" (Xn N Xg=1) © Xgnyr,

(3) ayan(z) = ag(x), para todo x € oy ' (Xn N X,-1) e para quaisquer g,h € G.

Note que as condiges (2) e (3) da definicao acima estabelecem que a fungao
ag, € uma extensao da fungao ayzap e que a;l = o,4-1, para todo g € G. Logo,
esta definicdo implica a Definicao 1.2.1. A condigdo (2) pode ser substituida por
uma condigdo “aparentemente”mais forte (ver [4]). Assim, podemos reescrever a

definicao de acao parcial.

Definicao 1.2.3. Com a notacao da Definicao 1.2.2, temos que o € uma a¢do parcial
de G em X se para quaisquer g, h € G valem:

(1) X1 =X, ag = ldy,

(2) ag(Xg-1 N Xp) = Xg N Xgn,

(3") agan(z) = agn(x), para todo v € X1 N Xgpy-1.

Exemplo: Sejam G = (g; ¢° = 1) = {1,9,¢*} e Y = {1,2,3,4}. Considere 3 :
G — Y, onde Y € o grupo das permutacoes de Y, que associa para cada g € G a
funcdo B, : Y — Y, com B, = Idy e [, = (234). Entao 3 é uma acao global de G
em Y. Seja X = {1,2,3} e defina X, = X N G,(X). Calculando os X,’s, obtemos:
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Xi=X,X,={1,3} e X2 = X,-1 = {1,2}. Assim, o : G — I(X), que a cada

g € G associa oy @ X,

-1 — X, com oy = ﬁg|xg_l, ¢ uma agao parcial de G em X.
Esse exemplo é um caso particular de uma forma geral de construir exemplos de

acoes parciais a partir de agoes globais.

Exemplo: Sejam G um grupo, Y um conjunto e X C Y um subconjunto de Y.
Considere uma agao global 5 : G — Y5 (onde Yy é o grupo das permutagoes de
Y), dada por 3(g) := (4. Defina, Xy, := X N Gy(X) e oy : X1 — X,, com
a, = [y x, ,» bara cada g € G. Assim, verifica-se facilmente que o é uma acao

parcial de G' em X.

No caso em que X é um anel R com unidade, exigimos na defini¢ao de acao parcial

de G sobre R que D, seja um ideal (bilateral) de R e que a fungao o, : D

gt — Dy
seja um isomorfismo de ideais satisfazendo as condigoes (1) — (3) da Defini¢ao 1.2.2,

para todo g € G.

Exemplos: (1) Seja K um anel com unidade 1 e considere 7' = K x K x K =
Ke, @ Key @ Keg, onde e; = (1,0,0),e5 = (0,1,0),e3 = (0,0,1). Seja G = {1, g, 9°}
e seja 0 1 G — Aut(T) uma agao global de G em T dada por: (; = Idg e
By(e1) = ea, By(e2) = e3,By(e3) = e;. Tome e = ey + ey € T e observe que e é um
idempotente central de 7. Seja R = Te = K x K x {0} = Ke; @ Keg e defina
Dy, = RN By(R) e ay = ﬁg|D971, para todo g € G. Calculando os Djs obtemos:
D\ =R, D, = Kes ¢ Djz = D

é dada por ay(ze;) = xey e g1 : Key — Key é dada por o

-1 = Key. Entao, aq = Idg, oy : Key — Key

-1
g

Verifica-se facilmente que o : G — I(R) é um pré-morfismo unitério. Portanto,

g
(xeg) = wey.

a = ({D,}gec; {ay}gec) é uma acao parcial de G em R.

(2) Sejam G um grupo, R um anel e I < R um ideal bilateral de R. Considere
B G — Aut(R), dada por ((g) := B, : R — R uma agao global de G’ em R.
Defina, para cada g € G, D, := I N G,(I) e ay : D

Assim, verifica-se facilmente que o é uma agao parcial de G em 1.

g1 — Dy, com oy = 69|Dg,1'

1.3 Globalizacao

Na secao anterior apresentamos exemplos de acoes parciais de grupos sobre con-

juntos construidas a partir da restricao de agoes globais. Surge entao a seguinte
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questao: toda agao parcial de grupo é a restricao de uma agao global?

Nesta secao provaremos que toda acao parcial de grupo sobre um conjunto origina-
se pela restricao de uma agao global de grupo. Os resultados apresentados nesta secao
foram provados na segao 3 de [14]. Denotando por Y o grupo das permutagoes de

Y, temos a seguinte defini¢cao

Definicao 1.3.1. Sejam G um grupo e oo : G — I(X) (g+— oy : Xj-1 — X)),
um pré-morfismo unitdrio. Uma globalizacao de o é um par (¢, 3), onde v : X — Y
€ uma fungdo injetora entre conjuntos e 3 : G — Yo (g— By : Y — Y ), é um
homomorfismo de grupos tais que, para cada g € G, temos:

(1) x € X,-1 se, e somente se, By(1(x)) € L(X),

(2) ag(z) = 1 B,u(x), para todo x € X ;1.

O conceito de globalizagao (ou envolvente) de uma acao parcial de um grupo sobre
um anel foi considerado em [4, Definigdo 4.2]. A préxima observagdo mostra que a
nocao de globalizacao considerada acima, reflete exatamente a nocao de globalizacao

de [4] quando trabalhamos com agdes sobre conjuntos.

Observagao 1.3.2. Para cada g € G, sdo equivalentes:
(a) x € X,-1 se, e somente se, By(c(x)) € t(X),
(0) L(Xy-1) = By-1(L(X)) Ne(X).

Assuma que (a) é satisfeita e mostremos (b). Sejay € ¢(X,-1). Entao, y = «(z), para
algum z € X 1. Pelo item (1), segue que G,(c(x)) € «(X). Logo, By(c(z)) = t(2),
para algum z € X. Assim, y = 1(z) = B,-1(e(2)) € By-1(¢(X)) Ne(X). Reciproca-
mente, seja y € B,-1(¢(X)) Ne(X). Dai, y = B,-1(e(a)) = ¢(b), com a,b € X. Entao,
Bg(t(b)) = t(a) € «(X). Por (a), temos que b € X ,-1. Logo, y = ¢(b) € ¢(X,-1).
Portanto, ¢(X,-1) = By-1(¢(X)) N o(X).

Assuma que (b) ¢ satisfeita e mostremos que (a) também ¢é satisfeita. Seja z € X -1.
Entao, «(z) € [,-1(¢(X)). Assim, () = B,-1(¢(y)), para algum y € X. Logo,
Bg(t(x)) = t(y) € t(X). Reciprocamente, seja x € X tal que §,(c(x)) € «(X). Logo,
By(u(x)) = u(y), para algum y € X. Entdo, v(z) = Gy-1(u(y)) € By-1((X)) N e(X).
Por (b), segue que ¢(z) € ¢(X,-1). Mas, ¢ é injetora. Assim, v € X, -1. Portanto,
x € X1 se, e somente se, fy(u(x)) € o(X).

Sejaav : G — I(X) (g — a4 X

g1 — X,) um pré-morfismo unitério.

Agora contruiremos uma globalizagdo para essa agao parcial de G em X. Sejam
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g1, ,9n € Gex, 2’ € X. Escrevemos (oy,, -+ ,0q ) = 2’ se existem elementos
, .
Ty =T, To, -, Tppr =2 € X tals que x1 € dom(ay,) = ngl e ay, (T1) = 29, 2 €

dom(ag,) = X -1 € ag,(22) = x5, -+, @, € dom(ay,) = X -1 e ag, (Tn) = Tps1.

Lema 1.3.3. Defina a relagio ~ no conjunto G x X por (g,z) ~ (¢',2') se, e
somente se, existem gi,--- , g, € G tais que g = ¢'gn--- g1 € (ag,, -+ ,ag)r = 2.

Entdo ~ ¢ uma relacdo de equivaléncia em G x X.

Prova: Observe que dados g € G e x € X, temos que g = gl e a;(x) = z, pois
a é pré-morfismo unitario. Portanto, (g,z) ~ (g,z). Deste modo, ~ é reflexiva.
Mostremos que ~ ¢é simétrica. De fato, se (g,z) ~ (¢’,2’) entao existem ¢y, --- , g, €
G tais que g = ¢'gn -+ g1 € (ay,, -+ , a4 )x = 2'. Dal, pela definicdo, existem x; =
T, Lo, Ty = & € X tais que oy, (21) = @a, gy (22) = 23, , g, (Tn) = Tpg1.
Note que, a é pré-morfismo unitdrio. Logo, az1ay < ay1y = o = Idx, para
todo g € G. Ou seja, ay-104(x) = , para todo z € dom(oy-10y) = X,-1. Assim,
temos que z1 € X -1 = dom(a,-1ay,) e ag,(21) = 2. Entao, 21 = a1 (g, (21)) =

ay-1(z2). Temos ainda que, x5 € X -1 = dom(a-10y,) e ag,(22) = 23. Entéo,

—1
91
Ty = a1y, (22)) = a1 (z3). Continuando, obtemos a -1(wi11) = x;, para todo

! )2’ = x. Entao, (¢',2') ~

1 <i < n. Portanto, ¢’ = gg;" -+ g,
(9, ).

Finalmente, mostremos que ~ ¢é transitiva. Suponha que (g,x) ~ (¢',2') e (¢, 2") ~

e (Oégl—l, R

(¢",x"). Assim, existem g1, ,gm € G € hy,--- , h, € G tais que:
/ / / /! / /!
:ggm"'gle(&gmv"' 70491)x:$>eg =4 hn"'hle(ahna"' >ah1)x =T .
Dal, pela definicao, existem x1 = x, 22, ,Tpy1 =2 € X ey =2/, 92, + , Yns1 =

o € X tais que oy, (7;) = 241 € ap,(y;) = Yj+1, paratodo 1 <7 <mel < j<
n. Portanto, (o, - ,an, 0, - ,ag)x = 2" € g = ¢"hy - h1gm -+ g1. Logo,
(9,2) ~ (9", 2"). O

Denote o conjunto das ~-classes de equivaléncia de G' x X por X(g) e denote a
~-classe de equivaléncia contendo o elemento (g,x) por [g,z]. Além disso, (X())a

denota o grupo das permutagoes de X q).

Lema 1.3.4. Considere a funcao 8 : G — (X(q))a que associa para cada h € G a
fungao By © Xa) — X(@) dada por By([g,x]) = [hg,x]. Entio 3 € uma agdo global
de grupo bem definida.
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Prova: Suponha que [g,z] = [¢/,2]. Entdo, (¢,2) ~ (¢',2’). Portanto, exis-
tem g1,---,9, € G tais que g = ¢'gn--- g1 € (ag,, - ,0y)r = 2'. Logo, hg =
hg'gn---g1 € (ag,, - a4 )r = 2'. Dal, (hg,x) ~ (hg',2') e [hg,x] = [hg',2]. As-
sim, B,([g,x]) = Bu(l¢’,2']). Logo, B estd bem definida. Mostremos que [y, Bn, =
Bhihes DPara quaisquer hy,hy € G. De fato, sejam hi,hy € G e [g,2] € X().
Entao, B, On, ([9: 7)) = Bn, (Bn ([9, 2])) = B, ([heg, 7]) = [hi(hag), 2] = [(h1ho)g, 7] =
Bring ([g, 2]). Além disso, B1([g, x]) = [1g, 7] = [g, x]. Consequentemente, 3, ' = 31
e portanto 3 é uma acao global de G' em X(q). O

Denotando por fg(¢(X)) a agao de G sobre ¢(X), com ¢ : X — X(¢) dada por

t(x) = [1,z], temos o seguinte resultado

Proposicao 1.3.5. Considere a fungio v : X — X dada por o(x) = [1,x].
Entio Ba(1(X)) = X () e a funcgao v € injetiva. Além disso, para cada g € G, temos:
(1) z € X -1 se, e somente se, By(1(z)) € L(X),

(2) ay(z) = 1B,u(x), para todo x € X 1.

Assim, (¢, 3) € uma globaliza¢ao de c.

Prova: Mostremos primeiro que fg(¢(X)) = X(g). De fato, sejam g € G e x € X.
Entao fy(u(z)) = By([1,2]) = [g91,2] = [g,2] € X(g). Logo, Ba(t(X)) C X). Seja
9.3] € Xy entio [g,a] = [gL,a] = B,((L,a]) = B,(0(a)). Assim, Xg) € Ba(u(X))
Portanto, Bq(1(X)) = X(). Agora, mostremos que ¢ é injetiva. Com efeito, se
t(x) = 1(y) entdo [1,z] = [1,y]. Dali, existem ¢1,---, ¢, € G tais que 1 = 1g,--- ¢
e (ag,, - ,a4)r = y. Por definigdo, existem z1 = z,29, -+ ,Tpp1 = y € X tais
que oy, (T1) = T, gy (T2) = 3, , y, (,) = Tpy1 = y. Observe que, ag (21) =
T2 € Xgy N X1 e dom(ag,ag,) = a1(Xg N X 1) Assim, 71 € dom(ag,ay,).
Como « é pré-morfismo entao ag,ay < 04 L0go, agay () = 44 (), para
todo z € dom(ag,ay, ). Desta forma, temos ag,ay, (1) = 0g,g, (21). Por outro lado,
Qg0 (1) = g, (0, (21)) = ag,(r2) = x3. Portanto, ag,,, (1) = x3. Temos ainda
que ag,(x3) = x4 € Xgy N X o Usando raciocinio andlogo ao anterior, obtemos
Qgage01 (1) = 4. Aplicando esse raciocinio sucessivas vezes, temos ay,...g,q, (1) =
Tpr1. Como 1 = o, Ty =y el = g, gogy entdo ay(x) = y. Sendo a um
pré-morfismo unitario temos «;(z) = x. Logo, z = y. Portanto, ¢ é injetiva.

Mostremos que = € X -1 se, e somente se, G,(c(x)) € (X). De fato, seja z € X,-1.
Dai, t(ay(x)) = [1,a,4(z)]. Por outro lado, 5,(c(x)) = B,([1,z]) = [g,z]. Porém,
[g,x] = [1, oy ()], pois g = 1g e oy () = ay(x). Logo, t(ay(z)) = B,(c(z)), para cada
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g € G. Assim, §,(c(z)) € «(X). Reciprocamente, seja z € X tal que G4(¢(z)) € o(X).
Entao, G,(c(x)) = By([1,2]) = [g,2] € «(X). Assim, [g,z] = [1,2], para algum
z' € X. Dal, existem g1, -+, ¢, € G tais que g = 1g,, - - g1 € (ay,, -+ , a4 )r = 2.
Por definicao, existem x; = x, %9, -+ , 2,41 = & € X tais que g, (x;) = 2,41, para
todo 1 < i < n. Por raciocinio andlogo ao usado para mostrar a injetividade obtemos
Qg,g () = &' Mas, g, -+ g1 = g. Entdo, ay(z) = 2’. Logo, v € X,-1.

Como vimos acima, para cada g € G e para qualquer z € X -1 temos t(oy(x)) =

By(e(z)). Assim, ay(z) = 7' B,u(x) e (1, 5) é uma globalizagao de a. O

Para estabelecer uma propriedade universal da construcao de (¢, 3) definimos
a categoria Global como segue: um objeto de Global é uma globalizacao de a.
Se (k,v) e (K',¢") sdo duas globalizagdes de a entdo um morfismo de (k,1)) em
(K',¢') é uma funcao ¢ : Y — Y’ tal que pk = k' e ¢(¢y(y)) = ¥, (¢(y)) (onde,
E:X—Yek : X —Y’). Mostremos que a composigao de dois morfismos é um
morfismo. De fato, sejam 1 € Mor((k,v), (K',¢")) e po € Mor((K',¢'), (K", ¢")).
Entdo, temos que a fungdo ¢; : Y — Y é tal que p1k = k" e p19,(y) = ¢¥yo1(y) e
afungao py 1 Y — Y é tal que ook’ = k" e 0ot} (y) = ] pa(y). Assim, temos que
a1 0 Y — Y7, (pap1)k = @a(p1k) = 2 (k) = k" e (p201)8(y) = p2(p14(y)) =

2(Uyp1(y)) = (w2t (p1(y)) = Yypalpi(y)) = ¥y (wapi(y)). Portanto, a1 €
Mor((k,), (K", 4")). Além disso, é facil verificar que Idg, gy € Mor((k,v), (k,v)),

onde o morfismo ¢ é a Idy, e que a composicao é associativa. Assim, Global é uma
categoria.
Lembremos que numa categoria C', um objeto Ay da categoria é dito inicial se, e

somente se, para qualquer objeto A de C' existe um tnico morfismo f : Ay — A.

Teorema 1.3.6. O par (v, 3) é um objeto inicial da categoria Global. Além disso,
se (k,v) € uma globalizacdo de o, com k : X — Y, entao existe um mergulho de
X(G) emY.

Prova: Seja (k,1) um objeto qualquer de Global, onde k : X — Y et : G —
Y. Lembremos que (¢, 3) é um objeto na categoria Global tal que ¢ : X — Xg)
¢ dada por «(z) = [l,z] e B : G — (X(g))¢ associa para cada g € G a funcéo
By + X — X dada por fy([h,z]) = [gh,z]. Defina ¢ : X — Y por
©o(lg, x]) = Yy(k(x)). Mostremos que ¢ é o tnico morfismo de (¢, 3) para (k,v).
Mostremos primeiro que ¢ estd bem definida. De fato, suponhamos que [g,z] =

[¢’,2']. Entao, existem gy, -+, g, € G tais que g = ¢'gn--- g1 € (g, -+, g )T =
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Dal, existem x; = x,%g, - ,2p11 = &’ € X tais que ay,(2;) = 41, para todo
1 < i < n. Pela nossa suposicao, (k,1) é uma globalizacdo de . Entao, para cada
1 <i <n temos que ag,(x) = k™', k(x), para cada g; € G e para todo z € X 1.
Assim, como x; € X -1 segue que vy, (k(x;)) = k(ay,(2;)) = k(wi1). Portanto,
Vg, - Vg (k(21)) = k(2p41). Como 1 é homomorfismo temos que 1y, ..., (k(z1)) =
k(zp41). Mas, 1 = x e x,41 = 2’ Entao, ¢y,..q (k(x)) = k(2"). Logo, ¢([g,z]) =
Uo(k(2)) = Vygnan (K()) = (i (K(2))) = o (")) = p([g', ")) D, o esti
bem definida.

Agora mostremos que ¢ é um morfismo de (¢, 3) para (k,?). Primeiro observe
que (¢u)(z) = o((x)) = p([1,2]) = ¥1(k(x)) = k(x). Portanto, pr = k. Temos
também aue (8, ([h, 2])) = @(lgh, 2]) = Ggn (6(z)) = (gthn) (6(2)) = (W (k(2)) =
Yy (p([h, z])). Logo, ¢ ¢ um morfismo de (¢, 3) para (k, ). Resta mostrar a unicidade
de ¢. Suponhamos que ¢ é um morfismo de (¢, 3) para (k,v). Entao, ¢v = k e
P(By(x)) = Yg(d(x)), para cada x € X(gy. Sejam x € X e [g,2] € X(¢). Entao,
6(5,(0(2))) = 6(3,(([L])) = ¢([g.]). Por ontro lado, $(B,(:(x))) = Ye(b(e(x)) =
$y(k(2)) = 9([g, 2]). Portanto, ¢ = .

Mostremos que ¢ é injetiva. Suponha que ¢([g,z]) =
Yo(k(z)) = Yn(k(y)). Assim, ¢p-1(¢,(k(z))) = k(y). Mas, ¢ é homomorfismo.
Portanto, ¢p-1(v4(k(2))) = ¥n-14(k(z)) = k(y). Dai, como ¢p-1,(k(z)) € k(X)
entdo € X(-149-1. Sendo (k,v) uma globalizacdo de «, (k™'¢,-1,k)(2z) = v,

©([h,y]). Entao temos que

v € Xp191 ey € X, segue que ap14(r) = y. Consequentemente, (g,z) =
(h(h™tg),x) ~ (h, ap-14(z)) = (h,y). Portanto, [g,z] = [h, y]. O

Exemplo: Sejam G = (g; ¢ = 1) = {1,9,¢°}, X = {1,2,3}, X, = {1,3} ¢
X,1 = {1,2}. Considere a : G — I(X) dada por oy = Idx, oy : Xj-1 — X,
com oy(l) =1eay(2) =3, e a1+ Xy — X1, com ap-1(1) =1 e ay-1(3) =2
acao parcial de G em X. Vamos construir a globalizagao de .. Primeiramente vamos
calcular as ~-classes de equivaléncia em G x X. Entao, como (1,1) ~ (¢7*, 1) (pois
l=g"geay(l)=1), (1,1) ~(g,1) (pois 1 = gg~" e ay-1(1) = 1), (1,2) ~ (g7, 3)
(pois 1 = g7'g e ay(2) = 3), (1,3) ~ (g,2) (pois 1 = gg~" e ay-1(3) = 2) e (g,3) ~
(g712) (pois g = g7 'g7! e ay-1(3) = 2), as ~-classes de equivaléncia distintas
sao: [1,1] ={(1,1),(¢7" 1), (9, 1)}, 1,21 = {(1,2), (97", 3)}, [1,3] = {(1,3), (9, 2)} e
l9,3] = {(¢9,3), (97", 2)}.

Entao, X = {[1,1],[1,2],(1,3],[9,3]}, ¢ : X — X(g), dada por «(z) = [1,2] e
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p : G — I(X()) que associa para cada g € G 3, :

By([h, x]) = [gh, z]. Portanto,

b1 = ldx g,

By([1,1]) = [g,1] = [1,1],
B,([1,2]) = [9,2] = [1, 3],
By([1,3]) = [9,3],

B([g,3]) = [971,3] = [1,2],
By ([1,1]) = [g71, 1] = [1,1],
By ([1,2]) = [g71,2] = [g,3],
By ([1,3]) = [g7,3] = [1,2],

Bg-1(lg,3]) = [1, 3].

— X(@) dada por

Observe que sem levar em consideragao os elementos de X () temos que 3 coincide

com ' : G — Yg, onde Y = {1,2,3,4} e 3, = (234).
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Capitulo 2
A Correspondéncia

O objetivo deste capitulo é provar que para cada grupo G estd associado um
semigrupo inverso S(G) e que as agoes parciais de G sobre um conjunto X estao
em correspondéncia uma a uma com as agoes do semigrupo S(G) sobre X. Esses

resultados foram provados por R. Exel e compreendem as quatro primeiras secoes de

[9].

2.1 O Semigrupo Universal S(G)

Nesta secao G denotarda um grupo fixado com elemento identidade 1. Denotare-
mos os elementos do grupo com as letras s,t,---, pois estara associado ao grupo
um semigrupo universal S(G) definido via geradores e relagoes como segue. Para
cada elemento ¢t € G tomamos um gerador [t]. Para cada par de elementos s,t € G
consideramos as relagoes:

(1) [s7'[s]ft] = [s7"]st],
(2) [s]fe][t~1] = [st][t™],
(3) [s][1] = [s].

Note que como consequéncia imediata de (1) e (3) obtemos [t][t~!][t] = [¢]. Disso
e de (2) segue que [1][s] = [s]. A relagao anterior nos d4 uma primeira indica¢ao de
que S(G) é de fato um semigrupo inverso.

Exemplo: Seja G = (s; s> = 1) = {1,s}. Entao, S(G) = {[1],[s],[s][s]}, pois
[s][sl[s] = [s][ss] = [s][1] = [s].

De maneira geral, dado um grupo finito GG, nao é facil (ainda) calcular os ele-
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mentos de S(G), visto que, em S(G) estdao todas as sequéncias finitas da forma
[s1][s2] - - - [sn] com s; € G, para todo 1 < j <n en & N. Veremos no decorrer deste
capitulo, que cada elemento de S(G) possui uma tnica decomposi¢ao padrao. Tal
decomposicao nos permitird construir outros exemplos, o que faremos no final desta
secao.

A proposicao abaixo segue diretamente da propriedade universal de semigrupos

definidos via geradores e relagoes.

Proposicao 2.1.1. Dados um semigrupo S e uma funcao f : G — S satisfazendo
(1) fsTf () f(t) = f(s7) f (),

(2) f)f(Of(Y) = fst) (1) e

() S0 = f6), ) ]

existe um inico homomorfismo f : S(G) — S tal que f([t]) = f(¢).

Essa proposicao sera importante no decorrer deste capitulo, sendo usada sempre
que precisarmos mostrar a existéncia de um homomorfismo de S(G) em S. Dados
S e T semigrupos inversos, dizemos que ¢ : S — T é um anti-homomorfismo se
o(st) = (t)p(s) para quaisquer s,t € S. Além disso, se p(p(s)) = s, para todo

s € 5, entao ¢ é chamado um anti-homomorfismo involutivo.

Proposigao 2.1.2. Existe um anti-homomorfismo involutivo * : S(G) — S(G)
tal que, para todo t € G, [t]* = [t7].

Prova: Seja S(G) o semigrupo oposto, o qual coincide com S(G) como conjunto e
possui multiplicagdo dada por: a-b = ba, para todo a,b € S(G), onde ba corresponde
a multiplicacdo usual de S(G). Definimos entdao, f : G — S(G)* dada por
f()=[t""]. Sejam s, t € G assim f(s™1)-f(s)-f(t) = [(s7)) 7] [s7']-[t7] = [s]-[s 7]
[t = ([s7[s]) - [t7'] = [t7'][s7"][s]. Pelo item (2) da definigao de S(G), obtemos
Fs™) - f(s) - f(&) = [t s7H[s] = [(st)H[s] = f(st)f(s™") = f(s7") - f(st). Usando
raciocinio andlogo mostra-se que f(s)- f(t)-f(t71) = f(st)-f(t7 ) e f(s)-f(1) = f(s).
Portanto, a funcao f satisfaz as condigoes (1) — (3) da Proposigao 2.1.1. Assim
existe unico homomorfismo * : S(G) — S(G) tal que (x o [])(t) = f(t), ou
equivalentemente [t]* = [t7!]. Vamos olhar o homomorfismo * como fungao de S(G)

em si mesmo, e nao no semigrupo oposto. Se s,t € G entao ([s][t])* = [s]* - [t]" =

F(s)- f(t) = [s7]-[¢7] = [t7"][s™"] = [e]*[s]". Além disso, ([t]")* = (f(£))" = [t7']" =
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f&Y = [(¢H7 = [t]. Assim, x : S(G) — S(G) é um anti-homomorfismo

involutivo. O

A proposigao que segue investigard os idempotentes de S(G).

Proposigao 2.1.3. Dado t € G considere &, = [t|[t7!]. FEntao, para quaisquer

s,t € G temos:

) & € um idempotente auto-adjunto, isto €, ef =g, = €2;

(1
(2) [tles = euslt];
(

3) & e g5 comutam.

Prova: (1) Sejat € G. Entao & = ([¢][t7'[)([t][t7"]) = (LIt = [H][t™"] = &
ee = (M=) =[] = ()7 = [H][t"] = & Logo, &7 =& =¢7.

(2) Sejam s,t € G. Entéao e[t] = [ts][s 't H[t] = [ts][s 7] = [t]es.

(3) Usando (2) obtemos g6, = [t][t e, = [tler15[t 7] = gyu—19 [t = €se.. O

Proposicao 2.1.4. Todo elemento a € S(G) admite uma decomposicao na forma
a4 =EpEpyEp, ]

onden >0 ery,re, -+ ,1r, sao elementos de G. Além disso, podemos assumir que:

(1) r; #rj para i # j;
(2)ri#£ser; #1, para todoi =1,2,--- .n

Prova: Seja S um subconjunto de S(G) composto dos elementos a € S(G) que
admitem uma decomposi¢ao como acima. Como n = 0 é descartado, temos que cada
a = [s] pertence a S. Assim S # (). Para mostrarmos o resultado é suficiente verificar
que S é um subsemigrupo de S(G), pois os [s]’s sdo os geradores de S(G). Sendo
assim, sejam a = £,.[s] e b = g,[t] em S. Mostremos que ab estd em S. De fato, ab =
er[sleult] = ereuls][t]. Note que: [s][t] = [s][s™"][s][t] = [s][s™"][st] = e.[st]. Assim,
ab = e.e5.65[st]. Agora, se tomarmos a = £,.&,, - &, [S] € b = €480y - Eu, [t]-
Entao temos que,

mlt] =

Er1Ery " " ErnCourCoup (8] Cup [t] = EriEry €1 EourEsuy * * Esun [S][t] =

EriEry " Ery EsurEsuy  * * Esum Es|St]-

ab = ep 6y - €0, [S|EwEUy Euny [t] = EriEry +* + Er Esuy [S]Euy €
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Logo quaisquer que sejam a,b € S temos ab € S e portanto S é um subsemigrupo
de S(G). Entéao todo elemento de S(G) admite a decomposi¢ao dada acima.

Resta mostrarmos a tltima parte da Proposi¢ao. Como os €,, comutam entre si,
se tivermos r; = rj, © < j, entao

a:grl...gri...grj...{_:rn[s]:Erl...grigrj...g;;...grn[s]:

87’1"'831."'6/7‘\3-'"'67"”[8]:Erl"'gri"'g/r\j”'ern[s]-
Além disso, note que: dado s € G, temos [s|ey = [s][1][1] = [s][1] = [s]. Analoga-
mente, €;[s] = [s]. Finalmente, suponha r; = s. Entao, ¢,, = [s][s"!] e, novamente

usando a comutatividade dos €,’s, temos
Q=p cEp Ery (8] = Ery By e[Sl = 6y B, [S][s T [8] =
e B e [3].
Desta forma, podemos supor 7; # r; para i # j, r; # 1 e r; # s, para todo ¢ =
1,2,--- ) n. O

Defini¢ao 2.1.5. Se a € S(G) estd escrito na forma a = €, 6., -~ &, [s] € satisfaz

as condigoes (1) e (2) da proposi¢ao acima, dizemos que a estd na forma padrao.

A préxima proposicao apresenta mais algumas evidéncias de que S(G) é um

Semigrupo inverso.

Proposicao 2.1.6. Para qualquer a € S(G) eziste a* € S(G) tal que aa*a = a e

a*aa® = a*.

Prova: Seja a € S(G) escrito na forma padrao por a = €,,&., - --&.,[s]. Lembre-

mos que * é um anti-homomorfismo involutivo. Entao, a* = (g6, - &, [s])" =

*
r

aa*a = €, 6py+Ep, [8][STHEmEry * ErEriEry t +  Ery [S] = €y - 8] = a.

[S]*E o '5:25:1 = [371]57‘157“2 T Log07

Agora, como * ¢ um anti-homomorfismo involutivo de S(G) em S(G) temos que

(aa*a)* = a*. Assim, a*(a*)*a* = a*. Portanto, a*aa* = a* O

A proposicao acima mostra que S(G) é um semigrupo regular. Para demonstrar-
mos que S(G) é de fato um semigrupo inverso, resta mostrar que os idempotentes de
S(G) comutam. Nossa proxima proposi¢ao caracterizard os idempotentes de S(G) a
partir da decomposicao padrao. Para tanto definimos o homomorfismo de semigrupos
0 : S(G) — G dado por 9([t]) = t. Observe que dado a = &,,¢,, - - - &y, [s] € S(G)
entdo, d(a) = (e, &0y -+ &p,[8]) = rirytrorst - rurts = 5. Para cada a € S(G)

dizemos que d(a) é o grau de a.
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Proposicao 2.1.7. Um elemento a = €6, - - &, [s] em S(G) € idempotente se, e
somente se, s = 1. Ou seja, E(S(G)) = (e,,; 1 € G, i € N).

Prova: (=) Seja a = &,,6,, " &,,[5] em S(G) tal que a®> = a. Assim, d(a?) =
d(a). Mas, a®> = €,,6p, - &, [S]ErEry " € [S] = EriEry* ErpEsry [S]Ery =+ En 8] =
€1y " " Er EsriEary * * * Esrn |S][8]. Liogo, O(a?) = O(&p,Epy +* * EryEsry Esry *  * Esry |5][8]) =
ss = s> = 0(a) = s. Dai, s> = s e como s € G temos que s = 1. Portanto,

4= EpEpy " Ep

"

(<) Se a = €,,6, €, €NLAO, A% = €, Epy*  Ep EryEpy* Epy = EpyEpyttEpy =
Assim, a € E(S(G)).
Portanto, E(S(G)) = (e,,; 1 € G, i € N). O

Corolario 2.1.8. Se G € um grupo entao os idempotentes de S(G) comutam.

Prova: Segue diretamente da Proposi¢ao 2.1.3 item (3) e da Proposigao 2.1.7. O

Usando a Proposicao 2.1.6 e o Corolario 2.1.8 temos que para cada grupo G,

S(G) é um semigrupo inverso.

Observagao 2.1.9. (1) Se e é um idempotente de S(G) e x € S(G) € tal que
ze também € idempotente entao v € E(S(G)). De fato, como e,xe € E(S(QG))
entao, pela Proposicao 2.1.7, € = €,,€py -+ Ep, € T€ = €€, -+ - €, . Suponha x =
EpEpsEplS] em S(G). Assim, 1 = O(xe) = d(x)d(e) = sl = s. Portanto, s = 1.
Dat, x = €p,€p, - - - €p, € assim x € E(S(Q)).

(2) Sejame € E(S(G)) ex € S(G) tais que e < . Logo, pelo Lema 1.1.7, temos que
e =xe 'e = xe* = wve. Assim, ze € E(S(G)) e pelo que vimos acima xz € E(S(G)).

Portanto, S(G) é um semigrupo E-unitdrio.

Num semigrupo inverso os idempotentes comutam entre si. No entanto, os idem-
potentes nao sao, necessariamente, centrais. Quando isso ocorre temos uma outra

classe de semigrupos.

Definigao 2.1.10. Um semigrupo inverso S é chamado semigrupo de Clifford se
E(S)C Z(S)={se€ S; st=ts para todo t € S}.

Exemplo: Seja S um semigrupo inverso. Observe que F(S) é um subsemigrupo
inverso de S e que E(E(S)) = E(S) C Z(E(S)). Portanto, E(S) é um semigrupo

de Clifford, para todo semigrupo inverso S.
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Observe que a classe dos semigrupos inversos contém a classe dos semigrupos
de Clifford. Mostraremos a seguir que apesar de S(G) ser um semigrupo inverso,
S(G) nao é um semigrupo de Clifford. Para tanto precisamos primeiro mostrar que
a decomposigao padrao de todo elemento a € S(G) é tnica. Porém, resultados de
unicidade em estruturas algébricas originadas por geradores e relagoes sao dificeis de
serem estabelecidos, a menos que possamos encontrar uma separacao em familias de
representacao. Isso sera discutido abaixo.

Para nés, uma representacao de S(G) significard qualquer homomorfismo de S(G)
em um semigrupo. Assim, a fungao 0 : S(G) — G dada por J([t]) = t definida
anteriormente é uma representacao de S(G). Uma representacao mais interessante
de S(G) sera obtida na sequéncia, com o auxilio da Proposi¢ao 2.1.1. Sejam P;(G)
o conjunto de todos os subconjuntos finitos de G que contém o elemento identi-
dade 1 ¢ F(P1(G)) = {¢ : Pi(G) — P1(G); ¢ é funcao}. Note que, F(P1(G))
com a operagao de composicao de fungoes é um semigrupo. Na préxima proposicao
obtemos um homomorfismo de S(G) no semigrupo F(P;(G)), ou seja, uma outra
representacao de S(G). Assim, para cada t € G, denotaremos por ¢; a funcéo
¢+ P1(G) — Pi(G) dada por ¢,(A) = tAU {1}. Aqui, tA = {ta; a € A}.
Observe que, como 1 € A, podemos também escrever: ¢,(A) =tAU{1,t}.

Proposicao 2.1.11. Seja ¢ : G — F(P1(G)) a funcdo que para cada t € G
associa ¢y : P1(G) — P1(G), dada por ¢(A) = tAU{1,t}. Entdo, existe inico
homomorfismo de semigrupos A : S(G) — F(P1(G)) tal que A([t]) = ¢x.

Prova: Sejam s,t € G e A € Pi(G). Entdo, ¢s-10s0:(A) = ps-105(d:(A)) =
By Os(EAU{L,1}) = 601 (B4 (EAULL, 1) = Gy (s(EAULL, £ UL, 1) = s (st AU
{1,s,st}) = s H(stAU{l,s,st}) U{l,s'} = tAU{l,s Lt} U{l,s'} = tAU
{1,s71,¢}. Por outro lado, ¢ps-19(A) = ¢s-1(gst(A)) = ¢s1(stA U {1,st}) =
sTHstAU{1,st}) U{l,s7'} = tAU {st}u{l,s7'} = tAU{l,s7' t}. Logo,
Qs—10s0r = Ps—104. Usando raciocinio andlogo, mostra-se que ¢s¢id—1 = Qgppp—1 €
s = ¢s. Assim, a fungao ¢ satisfaz as condigoes (1) — (3) da Proposicao 2.1.1.
Desta forma, existe um tnico homomorfismo A : S(G) — F(Pi(G)) tal que

A([t]) = o O

Pela proposicao acima A : S(G) — F(P1(G)) é uma representacao de S(G).
Observe que, para quaisquer 7 € G ¢ A € Pi(G) temos: A(e,)(A) = AU {r}.
De fato, A(e,)(A) = A([r][r')(A) = MDA (A) = AMIDA(r])(A)) =
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A([r])(@r-1(A)) = A([rD(r P AV{L, r71}) = ¢, (rHAU{L, 71} = r(r P AU{L, r T HU
{1,r} = Au{l,r} U{l,r} = AU{l,r}. Em particular, se a = €, &, &, [5]
entao, A(a)({l}) = Aer&r, e, [s])({1}) = A<€T1>A(5T2)"'A(5rn) (Is ])({1}) =
(Aler )A(er,) -~ Aler,))(A(Is)({1})) = (Aler)A(er) - - - Aler,))(¢s({1})) =
(Aler )A(ery) - - Mer,)) ({5, 1}) = (Alery)Aler,) - -A(ern—l))( (er.)({s,1})) =
(A(e,)A(er,) - -A(srn_l))({rn, s,1}) = {r1,re, -+ ,rn, 8, 1}

Baseada na existéncia dessas duas representacoes podemos provar a unicidade da

decomposigao padrao.

Proposicao 2.1.12. Qualquer que seja a € S(G) admite uma inica decomposi¢ao

adrdo a = €, ., -+ -, |S| @ menos da ordem dos &, ’s.
p rT1-~712 Tn '

Prova: Como observamos acima, A(a)({1}) = {r1,72, -+ ,7n, 5,1} e temos também
que d(a) = s. Portanto, se tivermos outra decomposicao padrao, a = €&y, - - - €4, [U]
entdao, temos: d(a) = s e d(a) = w. Dai, s = u. Além disso, A(a)({1}) =

{7’1,7”2,"‘ 7Tn7871}eA( )({1}) _{t17t27"' muu 1} ASSIIH {T17T27"' 7Tn7871}:
{t1,ta, -+ ,tm,u,1}. Logo, {ri,ra, -+, rn}\{s,1} = {t1,t2, - ,tm}\{u,1}. Por-
tanto, {7”1,7“2,"' 7rn} - {tlatQa"' 7tm} g

Agora vamos verificar que S(G) nao é um semigrupo de Clifford. De fato, tome
a=c¢ls] € S(G)eb=¢ € E(S(G)), com s # 1. Entao, ab = ¢,[s|e; = €,64]$]
e ba = g&,[s]. Assim, pela unicidade da decomposi¢ao padrao, segue que ab = ba
se, e somente se, s = 1(Absurdo!). Logo, b ¢ Z(S(G)). Portanto, S(G) nao é um
semigrupo de Clifford.

Exemplos: (1) Seja G = (s; s = 1) = {1,s,5*}. Vamos construir o semigrupo
inverso S(G). Sabemos que todo elemento de S(G) admite uma tnica decomposigao

padrao (ver Proposicao 2.1.12). Dal, as possibilidades de elementos para S(G) sao:

(1], [s], [s*) =[s7"],

es[s™'] = [sl[s[s™"] = [s]ls],
es-1[s] = [s7][s][s] = [s'][s 7",
escst = [s][s ™ [s7'][s] = [s][s][s]

]
Logo, S(G) = {[1],[s], [s 7], €5, €5-1, €[], €5-1[8], €551}

(2) Seja G o grupo de Klein, cuja tdbua é a seguinte:
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1]s |t |st
111 s |t st
s|s|1]|st]|t
t |t |st]1]s

st |st| t|s |1

Vamos construir o semigrupo inverso S(G). Como todo elemento de S(G) admite
uma unica decomposicao padrao e além disso £,6;, = €64, para todo s,t € GG, entao

os elementos de S(G) sao:

[, [s], [2], [stl;

es = [s][s],

e = [t][t],

est = [St][st],

eslt] = [s][s][t] = [s][st]
eslst] = [s][s][st] = [s][t]
edfs] = [t][t][s] = [t][st]
ei[st] = [t][t][st] = [t][s]

St] 57 6757 gsta Ss[t], ES[St]a 5t[5], gt[St]a 8515[8]’
] EtEsts Etgst[ ]7 5551%551%}-
2.2 O Teorema da Correspondéncia

Na secao anterior mostramos que S(G) é um semigrupo inverso. Agora mostra-
remos que as acgoes de S(G) sobre um conjunto X estdo em correspondéncia uma a

uma com as agoes parciais de G' em X.
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Nesta se¢ao uma agao parcial de G em X é uma fungdo o : G — I(X) satis-
fazendos as condigoes da Defini¢ao 1.2.3. A proposicao seguinte nos da condigoes
necessarias e suficientes sobre as bijecoes parciais para que uma funcao de G em

I(X) seja uma agao parcial de G em X (]9, Proposigao 4.1]).

Proposicao 2.2.1. Sejam G um grupo e X um conjunto. A fun¢io o : G — I(X)
¢ uma ac¢ao parcial de G em X se, e somente se, para quaisquer s,t € G temos:
(1> Q-1 = UgpQy-1,
(2) ay = Idx.

Neste caso, a também satisfaz:

(3) ag1as0y = a-10g.

Prova: (=) Assuma que a : G — I(X) ¢é uma agao parcial de G em X. O item
(2) segue diretamente da defini¢do de acao parcial. Resta mostrar entao (1) e (3).
Mostremos que agopa-1 = -1, para quaisquer s,t € (G. Para tanto, mostremos
primeiro que dom(asoay-1) = dom(agay-1). Com efeito, observe que apay-1 = Idx,.
Assim, dom(azopau-1) = X; N X1, Por outro lado, dom(aga;-1) = a; i (X;-1 N
Xsty-1) = o(Xp-1 N X(5-1). Pela condicao (2)" da Definicao 1.2.3, obtemos que
dom(agay-1) = Xy N Xy = XyN X1, Portanto, dom(asapa-1) = dom(ogon-1).
Agora, seja x € X; N X,-1. Entdo, pela condi¢ao (3)" da Definigao 1.2.3 temos
que (asapoy-1)(x) = as(x) e (aga1)(z) = as(z). Dai, asopai-1 = agay-1, para
quaisquer s,t € G.

Mostremos que az-1a,0p = ag-1a. De fato, pelo que foi feito acima temos que
Qp-10-10s = y-14-10. Além disso, lembremos que oz;l = au-1. Entao a,—1o,04 =

(qp-105-105) 7 = (ap15-105) 7 = a1

(<) O item (1) da defini¢do de agao parcial segue diretamente das hipé6teses.

Tomando s = t7' em (1), temos que qy-1p-1 = Q1,041 = QEOG-1 = Q1.
Além disso, substituindo ¢ por ¢!, temos também: o100 = ;. Pela uni-
cidade do inverso, concluimos que «of = az-1. Defina X; = im(«;). Portanto,

dom(ay) = im(af) = im(ay-1) = Xp-1. Entdo, oy : X;-1 — X; como queriamos.
Para quaisquer s,t € G temos: qy-10;-1 = Qu-10-10sQg—1 = Qy—14-1Q5Q—1. Em par-
ticular, os dominios dessas fungoes sao iguais. Observe primeiro que dom(a-1c—1) =
o h (X1 N Xy) = as(Xs1 N X,). Por outro lado, como ayas-1 = Idy, entao
dom(aspy—10s05-1) = Xy N Xg. Logo, as(Xe1 N Xy) = XN Xy e essa é exata-

mente a condicao (2)" da Defini¢ao 1.2.3. Temos que dom (o e-10505-1) = X N Xy
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e qp-105-1(2) = qp-1,10504-1(x), para todo x € X, N X;. Substituindo s por s7!

e t por t71, obtemos dom(asyos-105) = Xg-1 N X141 € apas () = oyss—105(x),
para todo z € X,-1 N X-1,-1. Tome z € X;-1 N X-1;-1. Como ag-1a = IdXF1 e
r € X1 entdo (oqo)(x) = ags(w), para todo o € X1 N X1 € essa é a condigao
(3)" da Definigao 1.2.3. Logo, o : G — I(X) é uma agao parcial de G em X. O

A proposigao anterior caracteriza as agoes parciais de um grupo G' num conjunto
X em termos da estrutura do semigrupo inverso I(X). No que segue, uma acao de
um semigrupo (de um mondide) S em um conjunto X significard um homomorfismo
de semigrupos (de mondéide) de S em I(X). Agora estamos prontos para demonstrar

o principal resultado desta secao.

Teorema 2.2.2. Para cada grupo G e qualquer conjunto X existe uma corres-

pondéncia uma a uma entre as agoes parciais de G em X e as agoes de S(G) em
X.

Prova: Primeiro mostremos que para cada acao parcial de G em X corresponde
uma unica a¢ao de S(G) em X. Com efeito, dada uma agao parcial « de G em X,
pela proposicao anterior, temos que:
(1) agras04 = ag100,

(2) Q-1 = Qs p—1,

(3) asay = ag, para todo s,t € G.
Assim, « satisfaz as condigoes (1) — (3) da Proposigao 2.1.1. Portanto, existe um
tnico homomorfismo & : S(G) — I(X) tal que a([t]) = .

Reciprocamente, seja § : S(G) — I(X) um homomorfismo de mondide. Defina
a: G — I(X) por a(t) = ay = B([t]). Assim, temos a(1) = oy = F([1]) = Idx.
Além disso, asazai—1 = B([s])B([t])B([t7']). Como S é homomorfismo, obtemos:
asaron-r = B([s][t][t7"]) = B([st][t™"]) = B([st])B([t7"]) = aseoy-1. Analogamente,
Qg-105,0 = Qg-100. Assim, pela proposicao anterior, a é uma acao parcial de G em
X. Logo, pelo que foi feito anteriormente, temos que & : S(G) — I(X) dada por
a([t]) = oy é a unica agao (global) de S(G) em X. Portanto, segue que a = 5. O
Exemplo: Sejam G = (s; s = 1) = {1,s,5*}, X = {1,2,3}, X, = {1,3} ¢
X1 = {1,2}. Considere a acao parcial « : G — I(X) dada por oy = Idy,
as @ X1 — X, com ag(l) = 1 e ay2) = 3, e ag-1 = Xy — X! com
as-1(1) =1 e ag-1(3) = 2. Vamos construir a : S(G) — I(X).
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Lembremos que S(G) = {[1], [s], [s™"], [s][s™"], [s™"][s]. [s][s], [s"][s "], [s][s][s]} Pelo
Teorema 2.2.2 temos que a([t]) = a4, para todo t € G. Entao, temos que a([1]) =
ar = ldx, a([s]) = as, a([s™']) = as-r, a([s][s7]) = asaur = Idx,, a([s™'][s]) =

agrog = Idx _,, a([s][s]) = asas, a[s7][s7']) = as1a.-1 e a([s][s][s]) = asasa,.
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Capitulo 3
Os Isomorfismos

Iniciamos este capitulo construindo a expansao de Birget-Rhodes de um semi-
grupo e mostramos também alguns resultados no caso particular de grupo (resulta-
dos obtidos em [20]). Na secao seguinte, provamos que o semigrupo universal S(G),
associado ao grupo G e construido no capitulo anterior, é isomorfo a expansao de
Birget-Rhodes de G ([15, Teorema 2.4]). Por fim, apresentamos resultados de [10]
que estabelecem um isomorfismo entre R x, G e (R %e (NJ) /I, onde a é uma agao

parcial de G em R, a é a respectiva acao de Gem Re I éum ideal de R xq G.

3.1 A expansao de Birget-Rhodes

No capitulo 1 construimos o mondide inverso G e vimos que G /o ~ G. Portanto G
é imagem homomorfica do semigrupo G. Isso nos mostra que G é uma expansao (ver
[3]) do grupo G. Nesta se¢ao, dado um semigrupo S construiremos um semigrupo SR,
Em particular, quando S for igual a um grupo G teremos que GE = G. Provaremos
também que G é um mondide F-inverso.

Seja S um semigrupo. Denotamos por S' o mondide construido a partir de S
pela inclusdo de uma identidade (se necessério). Isto é, S = S U {1} e o produto
em S! é o produto de S juntamente com: 1s = sl = s, para todo s € S'. Entao,
St ¢ um mondide. Para qualquer sequéncia finita (s, so,- -+ ,s1), 8; € S, para todo
i=1,2,---k, considere P(s1, 82, -+ ,Sk) = {1, 81,5182, -+ , 5189+ S}, onde 1 é a
identidade de S*.
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Defina
§R = {(P(Slvs%' o ask)a‘slSQ' : 'Sk); 51,82, ", Sk € S,k Z 1}7

com multiplicacao dada por:
(P(s1,82,+ ,Sk), 8182+ Sk) (P(t1,ta, - b)), tita - ty) =
(P(s1,82, - ,8k) U (8182 Sp)P(t1,ta, + ytm), S182 - - Splita -+ T,
onde sU = {su;u € U}, paratodo s € Se U C S.

Note que a multiplicacao esta bem definida, pois

(P<81732a e 7Sk:)75152' : 'Sk’)(P(tlatQa o 'tm>7tlt2 o tm) ==
(P(Sla827”' 78k7t17t27”' 7tm)a 8132"'Sk‘t1t2"'tm> € SR'

E facil ver que SE com essa multiplicagao ¢ um semigrupo, ou seja, que a
operacao definida acima é associativa. Agora, considere 7 : SE — S definida por
N((P(s1,82, -+ ,Sk), S1S2---Sk)) = 8182+ - Sg. Mostremos que 7 é um homomorfismo
de semigrupos. Sejam (P(s1, 82, ,8k), $182 - Sk), (P(t1,t2, - tm), tita -+ ty) €
SE. Entio,

N((P(s1, 82, 5 sk), 8182+ - 56) )N(P(ta, 2, -+ ) tile - 1)) =
S§189 -+ Sitito - -t
Por outro lado,
n((P(s1, 2, ,Sk), 5182 - i) (P(t1,ta, -+ ,tm), tita - ty)) =
N((P(s1,82, k) U (8182 Sk)P(t1, 82, tm), S182 - - Sptata -+ b)) =
5189+ -+ Sptito - -t

Portanto, n ¢ um homomorfismo que é claramente sobrejetor. Consequentemente,
SE/ker(n) ~ S, onde Ker(n) C S® x S ¢ uma congruéncia.

O semigrupo SE construido acima é denominado a expansao de Birget-Rhodes do
semigrupo S. O leitor interessado nestas expansoes de semigrupos pode consultar [3]

ou [20].

Exemplos: (1) Seja S = {s1, 2,83} com a seguinte operagao: $183 = $281 = $a,
§1S83 = S3S51 = S3, S252 = S9, S253 = S3S2 = S3 € S3S53 = S9. EHtéO, S com essa opera(;éo
¢ um mondide inverso com lg = s1. Note que, P(s1,8i,,- -+ ,8i,) = P(Siys- -, Sip)-

Entao,

P(s2) = {51,502}

P yOd1y "y Si ) =
(82 ’ ’ k> { 7)(82783) = {51732753}
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Da mesma forma, P(ss, s;,, - -

P(S378i17 e 7Sik> - {

regular com a seguinte operagao: (i,7)(k,l) = (i,1). Dai, S = {s1 =

(07 1)7 53 =

Observe que s;,S;, - - -

De forma anéloga,

’Sik) = {517 83,8384y, " " *

P(Sg) = {81, 83}

P(S?); 82) - {817 53, 82}

Portanto, §R = {<P(Sl)a 31)7 (P(SQ)a 32)7 (7)(327 53)a 33)7 (P(SS)v 53)7 (P<337 52)7 S2)}'
(2) Sejam H ={0,1} e S = H x H ={(4,j); 1,7 € H}. Entao, S é um semigrupo

S1 | So | 83| 84
S1 | 81| S2| 81| S92
S2 | 51| S2| 81| S2
83 |83 | 5S4 |53 4
Sa | S3 | Sa | S3 | S4
Si, = S Si,- Entao,
P(s1)
P(s1, iy, 810,00 8i,) = { P(s1, 52)
P(s5)
P(s2, 501,800, 8i,) = { P(sq,51)
P(s3)
P(s3, 81, 8ig, 5 80,) = { P(s3,54)
P(s4)
P(s4, 8, 8igy 7 3 80,) = { P(s4,83)

(P(83,54),84), (P(54), 84), (P(54,53),83) }-

, 8384+ Si ) €

(0, 0), SS9 =

(1,0),84 = (1,1)} e a tdbua de multiplicagao de S é dada por:

Proposigao 3.1.1. Para cada grupo G temos GR = G, onde G = {(A, g) € P1(G) x
G; g € A} com multiplica¢ao dada por: (A,g)(B,h) = (AU gB,gh). Além disso,

G ¢ um semigrupo F-inverso.
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Prova: Seja (P(g1, 92, ,n), 9192 - - gn) € GE. Assim, pela definicio dada acima,
(P(g1, 92, +9n)s 91927~ gn) = ({1, 91,9192, -+ s G192~ G}, 192~ Gm) € P1(G) X
G. Logo, G C G. Por outro lado, seja (4,9) = ({1,91,92, - ,9x},9) € G, com
gr = g. Entao,

(P(g1,97 ", 92:95 "+ 2 9k G - 9), 9191 ' 9295 -+~ w9y, '9) =
Lo 990 0190 92, 19 aegr 9 9) = ({1, 91,92, gk} 9) = (A, g).

Dali, G - GE. Portanto, GE = Q.

Conforme visto no exemplo da pag.9, 0 = Ker(yp), onde o é a congruéncia de
grupo minimal e ¢ é a funcio de G em G dada por ¢(A,g) = g. Entao, para
cada (A, g) € G, a o-classe de (A, g) ¢ dada por {(B,g) € P1(G) x {g}: ¢ € B}.
Observe que para qualquer (B, g) € P;(G) x G, com g € B, temos (B,1)({1,9},9) =

(BU{l,9},9) = (B,g) e (B,1) € E(G). Assim, (B,g) < ({1,4},9)- Logo, ({1,4},9)
é o elemento méximo da o-classe de (A, g). Portanto, G é um monéide F-inverso. O

Como G é um monéide F-inverso entio pelo Teorema 1.1.14 temos que G 6 um
mondide E-unitario.
Exemplo: Seja G = (g; ¢ = 1) = {1, g, ¢*}. Pela proposigao anterior, temos que
GE = G. Entao,
G={({1},1),{1, ¢}, 1), {1, g},9),{1,¢’}, 1), ({1,6°}, %), {1,9,9°}, 1), ({1, 9, 6°},

9), ({1,9,9%}, ¢%)}. Além disso, as o-classes distintas de G sdo

Cr={{1}1),({L,¢},1), {1, ¢*},1),({1,9,9°}, D}, Co = {({1, 9}, 9). ({1, 9. 6°}, 9)}
€ CS = {({1a92}7g2)7 ({179792}a92)}'
No caso particular em que o semigrupo S é um grupo finito GG, a caracte-rizagao

dada pela Proposicao 3.1.1, nos permite contar os elementos de G.

Proposicao 3.1.2. Se G é um grupo finito de ordem n entio G tem 2" 2(p + 1)

elementos.

Prova: Observe que existem 2"~ ! elementos da forma (A, 1) em G. Dali, para g # 1
temos 2”2 elementos da forma (4, g). Como existem (n—1) possibilidades de escolha
para g # 1, temos no total 27! 4+ (n — 1)2"72 = 2"72(n + 1). O

Na préxima secao deste capitulo provaremos que G~S (G). Entao, o resultado

acima corresponde a [9, Teorema 3.3].
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3.2 S(G)~G

Nesta secao vamos mostrar que o semigrupo universal associado a um grupo G
construido por Exel em [9] é isomorfo a expansao de Birget-Rhodes do grupo G.
Além disso, vamos reobter o Teorema 2.2.2. Esses resultados foram provados por J.
Kellendonk e M. V. Lawson na secao 2.1 de [14].

Na proxima proposicao apresentamos uma generalizacao da Proposicao 2.2.1,

usando a nocao de pré-morfismo.

Proposicao 3.2.1. Sejam G um grupo e S um mondide inverso. Entao uma funcao
a : G — S € um pré-morfismo unitdrio se, e somente se, as duas condi¢oes
sequintes sao satisfeitas:

(1) a(1) =1,

(2) a(s)a(t)a(t™) = a(st)a(t™h), para todo s,t € G.

Prova: (=) Seja @ : G — S um pré-morfismo unitario. Precisamos mostrar
a condicao (2), pois (1) segue diretamente do fato do pré-morfismo a ser unitério.
Como « é pré-morfismo entao, a(s)a(t) < «a(st), para quaisquer s,t € G. Assim,
a(s)a(t)a(t™) < a(st)a(t™) < a(stt™) = a(s). Dai, concluimos que a(st)a(t™!) <
a(s). Portanto, existe e € E(S) tal que a(st)a(t™!) = ea(s). Logo,
a(st)at™a(s)a(s) = ea(s)a(s)ta(s) = ea(s).
Entao
ast)a(t™Ha(s)ta(s) = a(st)a(t™). (3.2.1)

Por outro lado, como a(s)a(t)a(t™!) < a(st)a(t™!) entdo pelo Lema 1.1.7 temos
a(s)a(t)a(t™) = a(st)a(t™)(a(s)a(t)at™)) (a(s)at)a(t™)) =
a(st)a(t")(a(ba(t) ) (als) als)(alba) ™).

Observe que os elementos entre parénteses sao idempotentes e S é semigrupo inverso,
entao eles comutam. Dali,
a(s)a(t)a(t™) = alst)a(t™")(als) " a(s)) (at)a(t) " alt))a(t) ™ =
(a(st)a(t™a(s) " als))a(t)a(t) ™

Usando 3.2.1, segue que a(s)a(t)a(t™) = a(st)a(t)a(t)a(t)”

(<) Seja o : G — S uma fungao satisfazendo (1) e (2). Mostremos inicial-
sla(t)a(t™) = al(st)a(t™),
tH)at™) = a(D)a(t™) =

V= a(st)a(t™).

1

)
mente que a(s)™' = a(s™!), para todo s € G. Em «of
a

substituindo s por t~!, obtemos a(t Va(t)a(t™!) =
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a(t™!). Porém se substituirmos s por ¢ e t por t~1, temos que a(t)a(t ™ H)a(t) =
a(tt™Ha(t) = a(1)a(t) = a(t). Portanto, pelo Teorema 1.1.4, a(t™!) = «a(t)~!, para
todo t € G. Mostremos que a(s)a(t) < a(st), para quaisquer s,t € G. De fato, pela
condigao (2) temos que a(s)a(t)a(t™) = a(st)a(t™!). Dai, a(s)a(t)a(t ™ )a(t) =

a(st)a(t™1)a(t). Como foi mostrado anteriormente, «(t™') = «(#)~!. Assim, temos
(

que a(s)a(t) = a(s)a(t)a(tHa(t) = a(st)a(tHa(t) = a(st)a(t)tal(t). Mas
a(t)'a(t) € E(S). Portanto, a(s)a(t) < a(st). Logo, @ : G — S é um pré-
morfismo e da condigao (1) segue diretamente que a é unitario. O

Corolario 3.2.2. Sejam G um grupo, S um mondide inverso e o : G — S um
pré-morfismo unitdario. Entao,

(1) a(s)a(t)at™) = a(st)a(t™),

(2) a(s™Ha(s)a(t) = a(s™Y)a(st), para todo s,t € G.

Prova: A condigio (1) ¢ imediata da proposigao anterior. Substituindo s por t~! e ¢
por s~1em (1), obtemos a(t 1)a(s™)a(s) = a(t1s7a(s). Entao, a(s™Ha(s)a(t) =
(a(t™Ha(s™a(s)) ™ = (at's™a(s)) ™" = a(sa(st). O

No caso particular em que o mondide inverso S é I(X), temos exatamente a
Proposicao 2.2.1 que foi provada por R. Exel em [9].

Vamos analisar a seguinte situagao: sejam S um mondide F-inverso e o a con-
gruéncia de grupo minimal. Entao, pelo Teorema 1.1.9, sabemos que S/o é um
grupo, que denotaremos por G = S/o. Seja s, o elemento maximo na o-classe g.
Defina i : G — S por i(g) = s,. Denotemos por 1g a identidade do mondéide
inverso S. Note que o(lg)o(t) = o(1st) = o(t), para todo t € S. Analogamente,
o(t)o(ls) = o(t). Portanto, a identidade de G é a o-classe do elemento 1g.

Como S é um mondide F-inverso entao, pela Teorema 1.1.14, S é E-unitario.
Assim, os elementos que estao relacionados por ¢ com a identidade sao somente
os idempotentes (ver Teorema 1.1.13). Isto é, o(lg) = E(S). Além disso, dado
e € o(lg) temos que e < 1g, pois e = elg. Logo, 1g é o elemento maximo de o(1g).
Portanto, i(1) = 1g, onde 1 = o(1lg). Considere s, € g, onde g = o(s) para algum
s € Sesy€h,onde h =o(t) para algum ¢t € S. Entao, s,os e s,ot. Como o é
uma congruéncia segue que sySp, 0 st, ou seja, sy5, € o(st) = o(s)o(t) = gh. Assim,
SgSh < Sgn, POIS Sy, € 0 elemento méximo na o-classe gh. Logo, i(g)i(h) < i(gh).
Seja g € G, onde g = o(s) para algum s € S. Se t € o(s) entao existe u € S com
u<seu<t PeloLemall.7, u ! <steu ! <t' Dai t!e€ao(s!). Portanto,
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t € g se, e somente se, t~! € g~!. Mostremos que 551 = 5,-1. Lembremos que s,

g
¢ o elemento maximo na o-classe g. Assim, s, € g e para todo ¢ € g, temos que

-1
g

entdao t~! < 5!, para todo t' € g7, Portanto, s, = sg-1. Assim, i(g)”" =i(g").

t < s4. Pelo que vimos anteriormente s~ € gt ecomot < 54, para todo t € g

Disto segue a préxima proposicao.

Proposigao 3.2.3. Sejam S um mondide F-inverso, o a congruéncia de grupo mini-
mal, G = Sj/o ei : G — S que associa a cada g € G o elemento mdzximo s, da

o-classe g. Entao v € um pré-morfismo unitdrio.

Vamos considerar o caso particular onde S = é, pois ja mostramos na segao
1.1 (exemplo pég.9) que G /o ~ G. Além disso, na se¢ao anterior provamos que
Géa expansao de Birget-Rhodes do grupo G e que é um monéide F-inverso (ver
Proposi¢ao 3.1.1). Na mesma proposi¢do mostramos que ({1,g},g) é o elemento

méximo da o-classe g. Portanto, i : G — G é dada por i(g) = ({1, g}, 9).

Lema 3.2.4. O semigrupo G ¢ gerado pelos elementos i(g), onde g € G. Em par-
ticular, se (A,g) = ({1,91, - ,9n}, gn), onde g = g,, entdo

Além disso, valem as sequintes equacoes:

(1) i(s™h)i(s)i(t) = i(s™")i(st),

(2) i(
(3) i(s)i(1) = i(s
(4) i( i

) ),
) =i(s), para todo s,t € G.

—_

~—
.

—~
VA

Prova: Seja (A,g9) = ({1,91, - ,9n}, gn). Entao, temos que

{191, gn1}s gn1) ({1, 902490}, 972 100) =
UL g1, g1t Ugna{1, 000100} 9n1900190) = 1,91, gn}s 9n) = (A, g).

Repetindo esse processo, obtemos que

n

(A4,9)=({1, 1}, 0) kl;IQ({l,ngflgk},ggflgk) =i(g1)i(g1 " g2) - i(9n 1 9n),

como queriamos.
Os itens (1) e (2) decorrem da Proposigao 3.2.3 e do Corolario 3.2.2. Ja (3) e (4)

seguem diretamente da Proposicao 3.2.3. a
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O lema acima mostra que i : G — G satisfaz as condigdes (1) — (3) da
Proposicao 2.1.1. Dai, existe um tinico homomorfismo de semigrupos i : S (G) — G

tal que i([g]) = i(g). Observe que G é imagem homomorfica do semigrupo uni-
versal S(G). De fato, dado (A,g) = ({1, g1, - ,gn}, gn) um elemento de G, pelo

Lema 3.2.4, (A, 9) = i(g1)i(91 ' 92) -+ (9 219n)- Entito, W(lgulor ge] - lgntign)) =

i(lga))illgr " g2)) -+ i([gn19n]) = i(91)i(91 " 92) -+ i(gn19n) = (A, ).
O teorema abaixo implicard que temos de fato um isomorfismo.

Teorema 3.2.5. Sejam G um grupo e S um mondide inverso. Entdo para cada
pré-morfismo unitdrio o : G — S existe um unico homomorfismo de mondide

&:é—>5talque&i:a.

Prova: Seja (A,9) = ({1,91, " ,9n}, gn) um elemento de G, com g = g,. De-

b a<gn>a<gn>_1a(gn)'
Observe que a(gj)a(g;)™! € E(S). Assim, a definigdo de & independe da ordem

finad : G — S por (A, g) = a(g1)a(g) 'alg)a(ge)”

dos elementos g;. Portanto, a estd bem definida. Note que, ({1},1) € G entio
a({1},1) = a()a(l)ta(l) = a(1) = 1, pois a é um pré-morfismo unitdrio. Logo,
& leva a identidade de G na identidade de S. Além disso, a(i(g)) = ({1, g},9) =
a(g)alg)™ N
Mostremos que @ é homomorfismo de monéide. Considere (A, g), (B,h) € G, onde
A={lL, g1, ,gm =9} e B={1,hy,--- ,h, = h}. Pela defini¢ao, temos a(A4, g) =
a(g)a()™" - algm)algn) " alg) e G(B, k) = alhy)a(hy) ™ - alh,)

a(hy,) ta(h). Agora vamos calcular a(A, g)a(B, h). Note que,

a(A, g)a(B, h) =
a(g)alg) ™" - algm)a(gm) " alg)a(hr)a(h) ™ - - alhn)a(h,) " alh).

Observe primeiramente que

a(g) = a(g). Portanto, ai = «.

Agora vejamos,
a(g)a(hy)a(h) " a(g) " alg) = a(gh)a(h) " a(g)talg) =
a(ghi)(a(g) " alg)a(h)) ™! = a(ghi)(a(g)'alghi)) " = a(ghi)a(ghi) " a(g).
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Assim,
[a(g)a(h)a(hi) " a(g)~ a(g)]a(hz)alhs) a(g) " alg) =
a(ghi)a(ghy) " a(g)a(h)a(he) " la(g) ' a(g)]
a(ghi)a(ghi) ™ a(ghs)a(ghs) ' a(g).
Continuando, obtemos
a(gla(h)a(h)™ - a(hy)a(h,) ™t = a(ghi)a(gh) ™ - a(ghn)a(ghs) " a(g).
Dai,

a(A, g)a(B,h) =
a(g)elgn) ™" -+ algm)algm) " alg)a(hn)alh) ™ - alhn)alhn) " alh) =
(alg)ala) ™ T

11 [T(a(gh)a(gh) " )a(g)a(h).
Observe que a(g)a(h) = a(g)a(g)”

=1
a(g)a(g)ta(gh). Assim,

~—

:]3

(
a(g)a(h). Pelo Corolario 3.2.2, temos a(g)a(h) =

3(4.9)a(B.h) = 1 (a(g)a(s) >ﬂ< algh)algh) Halg)alg) algh)

n

Como g = g, temos a(A, g)a(B, h) = H a(gr)a(ge) ™ 1)ll:Il(a(ghz)Oé(ghl)*l)a(gh)-
Por outro lado, (A, g)(B,h) = ({1,491, gm} 9) ({1, hy,-- _, hn}oh) = ({1,691, ,gm}U
g{Lha,-- bt gh) = ({1, 91, Gy ghas -+, gha}, gh). Por definicao,
a((A,9)(B,h)) =
a(g)alg) ™" -+ algm)algn) " alghi)algh) ™ - - - alghn)a(ghn) ' a(gh) =

[T (a(g)a(ge)™") T (algh)algh)a(gh).

k=1 I=1
Portanto, &((A4, ¢)(B,h)) = a(A, ¢)a(B,h). Assim, @ : G — S é um homomor-
fismo de mondide.
Mostremos que nessas condigoes a é inico. Suponha ¢ : G — S um homomorfismo
de mondide tal que ¢i = «a. Seja (A,9) = {1,01, - ,9n},9n) € G. Pelo lema
anterior temos que (A4, g) = i(g1)i(g; g2) - -i(g, 1 gn). Assim,

o(A, 9) = @(i(g1)i(gr ' g2) -+ i(g, 1 gn)) =
o(i(g1)e(i(gr ' g2)) - - 0(i(gn19n)) = algr)a(gr  g2) - - a9y t19n)-
Pelo Corolério 3.2.2, a(gl) (97 '92) = a(g1)a(gr)ta(ge). Dai,

(algr)a(gr 'g2))algy 'gs) = alg)a(gr) " alg2)alysy 'gs) =
a(gr)egr) algz)a(g) " algs).
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Continuando, obtemos p(A, g) = a(g1)a(g1) - - a(gn)a(gn) talgn) = a@(A,g). O

No caso em que o semigrupo inverso S é o mondéide inverso simétrico (X)) entao
pelo teorema anterior, dado um pré-morfismo unitario o : G — I(X) (ac@o parcial,
ver se¢io 1.2) existe um tnico homomorfismo de mondide & : G — I(X) (agdo
(global), ver secao 2.2) tal que a({l,g},9) = a,. Reciprocamente, se [ : G —
I(X) é agao (global) entao considere o : G — I(X) dada por oy = 5({1,9},9).
Mostremos que « é um pré-morfismo unitario. De fato, oy = G({1},1) = Idx. Além

disso,

agagrag = B({1, 9} 9)8({1, 97}, 97 )AL, 9}, 9) =
B{L gk 9){1 g7} 97 ({L g}, 9)) = 81,9}, 9) = .
Analogamente, oy-1a405-1 = ag-1. Dal, ogl = ay-1. Finalmente, sejam g,h € G.
Entio, agan = B({L, g}, 9)8({1, kY, h) = B(({L, g}, 9)({1, b}, 1) = A({1,g, gh}, gh).
Mas, ({1,9,9h},gh) < ({1,gh}, gh), pois ({1,9,9h}, gh) = ({1,9},1)({1, gh}, gh) e
({1,9},1) € E(G). Entdo temos que, 5({1, g, gh}, gh) = B(({1, g}, 1)({1, gh}, gh)) =
B{1,¢},1)3({1,gh},gh). Portanto, aya, = B({1, g}, Dagy. Assim, ayan < ag,
pois 3({1,g},1) € E(I(X)). Logo, a é pré-morfismo unitario. Além disso, @ = [
(visto que a e B coincidem nos geradores de é) Das observagoes acima reobtemos

o Teorema 2.2.2.

Corolario 3.2.6. Para cada grupo G e qualquer conjunto X existe uma corres-

pondéncia uma a uma entre as acoes parciais de G em X e as acoes de G em X.

Também segue do Teorema 3.2.5 o isomorfismo entre S(G) e G.

Corolério 3.2.7. A func¢io 1 : S(G) — G dada por i([g]) = ({1,4},9) € um

1somorfismo de monoides.

Prova: Defina o : G — S(G) por a(g) = [¢g]. Entdo mostremos que a é um
pré-morfismo unitdrio. De fato, (1) = [1] = 1g. Além disso, a(g)a(g Ha(g) =
[91lg~"]lg] = [9] = a(g) e a(g H)alg)alg™) = [¢g7][gllg™'] = [97'] = a(g™"). Logo,
a(g)™ = a(g™'). Mais ainda, dados g, h € G temos a(g)a(h) = [g][h] e [g][R] < [gh],
pois [g][h] = [gh][h7"][h] e [h71][h] € E(S(G)). Portanto, a(g)a(h) < a(gh).
Fazendo S = S(G) e « : G — S(G) dada por a(g) = [g] no teorema ante-
rior, temos que existe um tnico homomorfismo @ : G — S(G) tal que a(i(g)) =

a:({l,g},g) = [g]i onde i : G — G ¢ dada por i(g) = ({1,~g},g). Desta forma,
(ia)({1,9},9) = i(a({1,9},9)) = i([g]) = ({1,9},9). Assim, i = Idg. Por outro
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lado, (@) ([g]) = a(i([g])) = @({1,9},9) = [g]. Logo, &i = Idg(q). Assim, o homo-

morfismo a é o inverso de 7. Portanto, ¢ é um isomorfismo. O

Observagao 3.2.8. (1) Seja a € S(G) escrito na forma padrao por a = &, - - - €,,[s].
Entao,

i(a) 27(%~~<€rn[8])~=7(€~n)"'7(8%) i([s)) = ()l ) - il fra Di([s]) =
WD)y - ira) i )i ([ ])
{1 r) (L ) - (L ) ({1, ({1, s}, 5) =
{Lrh D) (L, DL st s) = ({171, -+ ﬂ”n}, D({1,s},s) =
({17, ,rn,s},s).~ N
Portanto, num elemento qualquer de S(G) a fungao i : S(G) — G € dada por:
W(ey - en]s]) = ({1,r1, -+ 1, 8}, 9).
(2) Dado (A,g9) = ({1,901, ,9n}, gn) um elemento qualquer de G, temos que
(A, g) = i(g1)i(g1"g2) -+ i(9gp19n) =
{Lgih9){1 00190} 011 02) - ({1, 022190} 902 19m) -
Assim,
a(A,9) = a(({1, 01}, 90) ({1, 91 92}, 91" 92) -+ ({1: 922190} 9 2190)) =
a({1, 01}, 90)a({1, 9192}, 91 ' 92) -+ - ({1, 9,210}, 90t 19n) =
91]lgr " g2) - - l9nt190) = 91]lgr 'N[9a)[92 ] - [9n1]l9n 1) [9n] = 01802+ gamsl9n].

Portanto, num elemento qualquer de G a funcao a : G — S(G) € dada por:

&({17g17 T >gn}7gn) =E&gqi€gy " .Egnfl[gn]'

3.3 Rx,G~(Rx;G)/I

Nesta secao vamos considerar agoes parciais de grupos e acoes de semigrupos
sobre anéis. Uma acao de um semigrupo S em um anel R é um homomorfismo de
semigrupos 3 : S — I(R). Se S é um mondide inverso temos, para cada s € S,
Bs : Es-1 — E, um isomorfismo entre ideais bilaterais de R, 81, = Idgr e 8:0; = Bst,
para quaisquer s,t € S.

Veremos a seguir que, dada uma acgao parcial de G em R existe uma tunica acao
(global) de G em R. Uma vez estabelecida essa relacao entre agoes parciais e acoes
globais, vamos investigar qual é a relagao entre os respectivos skew’s.

Seja R um anel (associativo com 1). Entdo, R é um conjunto nao vazio e assim

I(R) é um semigrupo inverso. Dada uma acgao parcial o = ({D}sea, {ay}gec) do
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grupo G num anel R, sabemos pelo Teorema 3.2.5, que a : G — I(R) dada
por &(A,g) = Qg Qg1 Qg G-t Qg onde (4,9) = ({1, g1, ,gn}: gn), é uma
acao global de GG no conjunto R. Nos préximos lemas, exibiremos resultados sobre

dominio e imagem da agao de G sobre o anel R.

Lema 3.3.1. Sejam a = ({Dy}4eq, {ay}gec) wma agao parcial de G em R, (A, g) =
{1, 91, -, 9n}, gn) um elemento de Gea: G— I(R) dada por ci(ag =

Qg T, Qg1 Oy, Se denotarmos dom(ca,g)) = Dag— € im(qag)) =

-1
91
D4, entao temos:

(1) Diag) = Dg, N Dg, OV --- N Dy,

(2) Z)(Aag)f1 = Dgﬁl N Dgﬁlgl AN Dg';lgn717

(3) Q(A,g) (x) = ay(x) para todo x € D4, g1

Prova: Temos que aag) = ag, a1+ 0y, -1 g, onde (A,9) ={L, 01, ,gn},

Gn)- E facil verificar que ag,a -1 = Idp, , para todo 1 < < n—1. Dal, da defini¢ao
da operacao em I(R), segue que D44 = Dy N Dy, N---N Dy, . Para a prova de (2),
note que Diag-1 = dom(dag-1) e (A,9)7" = ({Lga'g1 00 gn-1,0."} 9 ).

Dai, aq,9-1 = « S - o

gtg1Yonte) T Yt gn1 Y gn gn-
Dag-1=D1NDp1, Ne---ND1, o A prova de (3) é imediata, uma vez que

)10 Do caso anterior, temos

Qg; Qg1 = Idng, paratodo 1 <j<n-—1. O

Pelo lema acima, D4, é um ideal bilateral de R, para qualquer (4,g) € G.
Claramente, q1y,1) = Idg. Além disso, usando (2') da Definicao 1.2.3 temos que

(a,9)(D(ag)-1) = Diayg). Assim, a(a,g)0(a g1 = Idp, , € Qag-10(aq = Idp

(A,g)~1"

Lema 3.3.2. Sejam (A,g) = ({1, 91, ,9n} 9n) € (B, h) = ({1, he, -+, B}, B
Entao,

(1) Dyagys.ny) = ag(Diny N Dg-1) N Diagy,

(2) DyagyBan— = an-1(Diagy-1 N Dp) N Dippy-

Prova: Lembremos que (A, ¢)(B,h) = ({1,091, ,9n, gnh1,* , Gnhm}, Gnhom). As-
sim, usando o Lema 3.3.1, temos D(augn,gn) = (Dg,N---N Dy, )N Dy p, N-- -ﬂDgnhm =
Dag) N (Dg,ny N Dg,) N -+ N (Dgohy N Dy,) = Diagy N g, (Dy, 0D 71) N
g, (Dh,,ND 1) = DiagyNag, (Dy, N+ -0 Dy, ND 1) = DiagyNeay, (D pyND,-1).
Como g = g, segue (1). O item (2) segue de (1) e do fato que [(A, g)(B,h)]™' =
(h™1B,h 1) (g 1A, g71). 0
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Pelo lema acima, dom(a(a,g0(pn)) = ap-1(Dag—1 N D)) = ap-1(Diagy-1 N
Dy) N Dy = Diagyem-r = dom(Qagmm) € auagdmm(@) = augmm (@),
para todo x € Dja,g)B,n)-1- Portanto, a é uma acao de G em R.

Por outro lado, dada uma acao 8 : G — I(R) ((A,g) — Bag : Dag-1 —
Da,)) considere o : G — I(R) dada por: ag : Diigy,9t — D119 € Qg =
B({1,9},9)- De forma analoga ao que fizemos na prova do Corolario 3.2.6, mostra-se

que « é uma acao parcial de G em R. Portanto, temos o seguinte teorema.

Teorema 3.3.3. Sejam G um grupo e R um anel. Fxiste uma bije¢cdo entre agoes

parciais de G em R e agoes de G em R.

Considere uma agao parcial @ = ({Dy}geq, {ay}gec) de um grupo G num anel

R. O skew anel de grupo parcial R x, G é o conjunto

finita
{Zag(Sg ; Qg € Dg} ,

geG

onde J, sao simbolos. A adicao ¢ feita coordenada a coordenada, e a multiplicacao é
dada por (agd,)(bydn) = ag(ag-1(ay)bp)dgn. Em [4], encontra-se condic¢oes suficientes
para que o skew anel de grupo parcial seja associativo. Outros resultados sobre skew
anel de grupo parcial também podem ser encontrados na referéncia citada acima.
Daqui por diante, usaremos & = ({D(a,9)} (4 gcq {¥(A.0)} (4 4)c6) Para denotar a

acao global de G em R. Agora definiremos o skew anel da expansao de Birget-Rhodes.

Definicao 3.3.4. Sejam R um anel e G um grupo. O skew anel da expansdo de
Birget-Rhodes G ¢ definido por

- finita
Rxe G = { > a5(A,g) ;4 € D(Ay)} )
(A,9)e@

com a soma coordenada a coordenada e a multiplica¢io dada por (ad(a,q))(bd(s.n)) =

Oég(Oég—l(a)b)(;(A,g)(Bﬁ), onde a € D(Ag) ebe D(B,h)-

Note que a multiplicacao acima estd bem definida. Com efeito, como ay-1(a)b €
Dy N Dppy entdo ay(ay-1(a)b) € ag(Dyg-1 N D). Além disso, ay(a,-1(a)b) €
Da.g), Pois a € D4 4. Portanto, ay(ay-1(a)b) € ag(Dy—1 N D py) N Dag). Porém,
pelo Lema 3.3.2, temos que ay(Dyg-1 N Dipry) N Diagy = Dyagsry- Dai, segue
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que ag(ag-1(a)b) € Diag(pnry- Desta forma a multiplicacdo estd bem definida.
Além disso, o skew anel da expansao de Birget-Rhodes de um grupo G tem unidade
Lpvae = LRO((13,0)-

O teorema seguinte mostra sob que condigoes o skew construido acima ¢é asso-
ciativo. Para tanto, precisamos introduzir alguns conceitos. Seguindo [4], o anel de
multiplicadores de um anel I, denotado por M(I), é o conjunto formado pelos pares
ordenados (L, R), onde L e R sao fungoes aditivas de I que satisfazem:

(1) L(ab) = L(a)b,

(2) R(ab) = aR(b),

(3) R(a)b = aL(b), para todo a,b € I.

Dados (L, R), (L', R') € M(I), as operagdes que tornam M (/) um anel sdo (L, R) +
(L'R)=(L+L,R+R),(L,R)(L',R)=(LoL RoR). Dizemos que L é um
multiplicador a esquerda de I e R é um multiplicador a direita de I.

Além disso, um anel I é dito (L, R)-associativo se, dados quaisquer dois multi-
plicadores (L, R) e (L', R') em M(I), temos R'o L = Lo R'.

Mais ainda, seja w : I — J um isomorfismo de ideais. Entao é facil verificar
que para (L,R) € M(I) opar (toLonm !, mo Ron™!) é um elemento de M(J) e

temos o seguinte.

Proposicao 3.3.5. A funcio 7 : M(I) — M(J) definida por T(L,R) = (mo Lo

7, mo Ron™ 1) é um isomorfismo de anéis.

O proximo teorema fornece condicoes suficientes para que o skew anel da expansao

de Birget-Rhodes seja associativo.

Teorema 3.3.6. Sejam G um grupo e R um anel. Se D44 € (L, R)-associativo

para todo (A, g) € G entio Rxe G ¢ um anel associativo.

Prova: Obviamente, R xq G é associativo se, e somente se,
(ad(B.mb(a.9))cO(c1) = a0(5.n) (DO(a,g)(c)), (3.3.2)

com a € Dippy,b € Dag) e c € Dicy. Iniciamos pelo lado esquerdo da igualdade

acima:

(CL(S(B’h)b&A’g))C(S(C,l) = Ozh(ozhﬂ (a)b)(S(B,h)(A’g)C(S(CJ) = Ozh(aha(a)b)(s(BuhA,hg)c&c’l) =

Qg [O‘(hg)*1 (o (a1 (a)b)>c]5(BuhAUth,hgl) .
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Observe que, ap-1(a)b € Dp-1 N Dag). Logo, an(ay-1(a)b) € ap(Dy-1 N Deaygy).
Além disso, pelo Lema 3.3.1, D44 C D,. Assim, ay(oy-1(a)b) € ap(Dyp-1 N Dy) e

como « ¢ acao parcial, segue que
A(ng)-1 (an(an-1(a)b)) = ag-r(ap-1(an(an-1(a)b))) = ag-1(ap-1(a)b).
Dai,
hgla(ng)-1(an(ap-1(a)b))] = ang(ag-1(ap-1(a)b)c).

Mas, ay-1(a)b € Dy N Dy-1. Logo, ay-1(cy-1(a)b) € ay-1(Dy N Dy-1). Portanto,
(ad(B,nybd(a,g))cO(cty = an[og(ag-1(ap-1(a)b)c)]d(Bunavhgc,hgl)- (3.3.3)

Por outro lado, temos
ad(5.1) (00(a.9)c0(ct)) = ad(B.n) (g1 (b)C)d(augegn) =

= ah(ah_l(a)ag(ag—l(b)c))(S(BuhAuth,hgl). (3.3.4)
Comparando 3.3.3 e 3.3.4 e aplicando «y,-1, obtemos que 3.3.2 vale se, e somente se,
aglag-1(an-1(a)b)c] = ap-1(a)og(ag-1(b)c)

com a € D(Bﬁ),b € D(A,g) ec € D(C,l)- Como &(B,h)ﬂ = Qp-1 ’D(B,h) : D(B,h) —

D p)-1 € um isomorfismo de ideais, entao a igualdade acima é equivalente a seguinte:
ag(ag-1(ab)e) = aag(ag-1(b)c),

para quaisquer @ € D p)-1,b € D(ag) € c € D(cy.

Considere as fungoes R, : D g1 — D(ag-1 dada por R.(z) = xc e L,
Dag — Dag dada por L,(r) = ax. As fungdes R. e L, assim definidas sdo
multiplicadores a direita de D4 4)-1 e a esquerda de D4 4, respectivamente. Entao

a equacao anterior é equivalente a seguinte,
g0 R.oay-10L4(b) = Lgoag0R.oa,-1(b),

para quaisquer a € D p)-1,b € Dag) € ¢ € Dcy).
Pela Proposigao 3.3.5, temos que oy 0 R.oagz-1 ¢ um multiplicador a direita de D4 g)
e como este é (L, R)-associativo entdo a tltima equagao é satisfeita. Portanto, a

multiplicagao em R *g G é associativa. a
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Note que se D44 é (L, R)-associativo para todo (A, g) € G entdo D, é (L, R)-
associativo para todo g € G. De fato, basta notar que D 414 = Dy. Consequente-
mente, quando assumimos que D4 ) ¢ (L, R)-associativo para todo (A, g) € G temos

que R *xe G e R*, (G sdo anéis associativos.

Teorema 3.3.7. Sejam o = ({D,}geq, {ay}gec) uma agao parcial de um grupo G
num anel B e & = ({D(a,g)} (4 gyce: {040} ce) @ respectiva agio (global) de G

em R. Suponha que os ideais D44y sio (L, R)-associativos. Entao,
Rio G~ (Rxa G)/I,

onde I € o ideal de R xg G gerado pelos elementos da forma ad(aq) — adpp), com

(A,9) <(B,h) ea € Diay).

Prova: Considere a fungao ¢ : R *g G — R % G definida por ¢(adiay)) = ad, e
estendida por linearidade. Assim, claramente ¢ é um homomorfismo sobrejetor de
anéis.

Tome I = (adag) — adn; a € Dy, (A,9) < (B, )) Como (4,g9) <
(B, h) entdo (A,g) = (B,h)(C,1), para algum (C,1) € E(G). Logo, g = h e,
pelo Lema 3.3.2, temos Dy C D(pg. Como I C Ker(y), temos que ¢
(R *¢ G)/I — R %, G dada por ¢(adag) = ady, onde aday 6 a classe de
ad(ag), estd bem definida. Por outro lado, seja 1 : R 4o G — (R e G)/1
dada por ¥(ad,) = ady,), onde i(g) = ({1,g},9), e estendida por linearidade.
Note que, Djy) = D(j1,9}.9) = Dy e dai ) estd bem definida. Mostremos que ¢

¢ um homomorfismo de anéis. De fato, sejam a € D4 e b € Dipy). Entao,
Y(ad(a,gbd ) = Y(ag(ag-1(a)b)dangsgn) = ag(ag-1(a)b)dign). Por outro lado,
¥(ad(4,9)(0o(B,1) = adig) bOsgny = adiq)bdin) = g(ag-1(a)b ) ig)in)- No entanto,
ig)i(h) = ({1,9},9)({1,h}, h) = ({1,9,9h},gh) = ({1,9},1)i(gh) e ({1,g},1) ¢
um idempotente de G. Entao, i(g)i(h) < i(gh). Portanto, ay(ay-1(a)b)dig)in) —
ag(og-1(a)b)digny € I. Dai, ay(ag-1(a)b)dig)in)y = ag(ag-1(a)b)digny. Logo, temos

que ¢ é um homomorfismo de anéis. Seja = ad(a,q) € (R *e G)/I. Dal, ¥o(x) =
Y(ady) = adyg) = x, pois (A,g) < i(g). Além disso, dado z = ad, € R x, G temos
Pp(x) = ¢(adyg)) = ady = x. Entdo, 1 e ¢ sdo inversas uma da outra. Desta forma,

Ry G~ (R*a G)/I. O

Observacao 3.3.8. O teorema acima corresponde exatamente ao Teorema 3.7 de
[10], porém usando G ao invés de S(G). Também em [10], o anel (RxS(G))/1, onde
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I = (ads — ady;a € Dy e s < t), é€ chamado de produto cruzado parcial. Portanto, o
Teorema 3.3.7 mostra que o skew anel de grupo parcial € isomorfo ao correspondente

produto cruzado parcial.
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